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DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS
SUR LES ESPACES HOMOGENES

par Etienne GHYS

INTRODUCTION

Considérons le flot ¢* sur le tore T" = R /Z" défini par : ¢*(z mod Z") =
(z+tw)mod Z”, ot w = (wy,- -, w,) est un vecteur de R”. On sait depuis
L. Kronecker que si les w; sont lindairement indépendants sur Q, toutes les
orbites de ¢ sont denses dans le tore. En général, 'adhérence d’une orbite
est un sous-tore de T™, de dimension égale au rang de {w;} sur Q.

Soit maintenant G' un groupe de Lie connexe et I' un réseau de G,
c’est-a-dire un sous-groupe discret tel que le volume (de Haar) du quotient
a gauche T'\G soit fini. Un sous-groupe H de G opére naturellement 2
droite sur I'\G. Dans quelles conditions a-t-on un résultat analogue 3 celui
de L. Kronecker garantissant ’homogénéité des adhérences d’orbites ?

Dans une série de quatre articles, M. Ratner vient d’obtenir une réponse
tres satisfaisante en résolvant une conjecture de M.S. Raghunathan [71-72-
73-74]. Pour P’énoncer, convenons de dire qu’un élément ¢ d’un groupe de
Lie G est unipotent si 'automorphisme adjoint Ad(g) de Palgebre de Lie G
est unipotent, c’est-a-dire n’a que 1 comme valeur propre. Un sous-groupe

H de G est unipotent si tous ses éléments sont unipotents.

THEOREME (M. Ratner, 1990).— Soit H un sous-groupe unipotent d’un
groupe de Lie G et I' un réseau de G. Pour tout x de T\G, il existe un
sous-groupe fermé H(zx) de G tel que adhérence de Uorbite . H de x par
H dans T\G coincide avec lorbite 2. H(z) de @ par H(z).

S.M.F.
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Cet énoncé n’est pas le meilleur possible ; nous en donnerons d’autres
versions plus loin.

Il n'est pas surprenant que ce résultat ait des conséquences concer-
nant les approximations diophantiennes. Avant la preuve du théoréme
précédent, G.A. Margulis avait développé des méthodes qui lui permirent

de démontrer en 1987 la conjecture de A. Oppenheim [50].

THEOREME (G.A. Margulis, 1987).— Soit Q une forme quadratique
ndéfinie et non dégéndrée sur R™ (n > 3). On suppose que @ n'est pas
un multiple d’une forme rationnelle. Alars, pour tout ¢ > 0, il existe un
vecteur v de Z" tel que 0 < Q(v) < <.

Par la suite, S.G. Dani et G.A. Margulis ont amélioré significativement
ce théoréme comme nous le verrons plus loin.

Les preuves des théorémes de 5.G. Dani-G.A. Margulis et M. Ratner
sont longues et difficiles ; il n'est pas possible de les déerire ici. Dans cot
exposé élémentaire, nous nous sommes fixés un but trés modeste. Nous
nous proposons d’illustrer les méthodes employées dans le cas simple ou le
groupe G est SL(2,R) : il s’agit alors d’étudier le flot horicyclique d’une
surface & courbure —1. Ce cas renferme déja une bonne partie des dif-
. ficultés. Nous espérons que son étude préliminaire permettra au lecteur
d’aborder plus facilement les preuves completes qui sont publiées ou en
cours de publication. Signalons par ailleurs Pexistence de Particle [27] de
S.G. Dani et G.A. Margulis qui propose une introduction élémentaire & ces
questions d’approximations diophantiennes. _

Ce rapport est organisé de la fagon suivante. Le premier paragraphe est
consacré & des motivations : il retrace 'histoire du flot horicyclique et meéne
a des énoncés plus précis des théorémes de M. Ratuer. Le paragraphe 2
déerit quelques méthodes utilisées par S.G. Dani et G.A. Margulis pour
approcher la conjecture de M.S. Raghunathan. Le paragraphe 3 donne
quelques ingrédients de la preuve de M. Ratner, toujours illustrés dans le
cas de SL(2, R). Enfin, dans le paragraphe 4, nous discutons trois applica-
tions : valeurs des formes quadratiques sur les points entiers, phénomeéenes
de rigidité ergodique et existence de laminations géodésiques sur les variétés

hyperboliques.
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(747) DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENIS

1. LE FLOT HORICYCLIQUE

1.1. Les flots géodésiques et horicycliques des surfaces & courbure négative
sont des exemples trés riches de systémes dynamiques. Leur analyse de
plus en plus approfondie s’est faite en paralléle avec le développement de 1a
théorie ergodique. Bien que ces flots aient des comportements topologiques
et ergodiques trés différents, on ne peut envisager d’étudier 'un sans autre.
Rappelons d’abord les définitions. Soit H? le demi-plan de Poincaré
{e+iyeC
(de? + dy?)/y*. Une géodésique de H? est une courbe v : R — H? qui

y > 0} muni de la métrique & courbure —1 donnée par ds? =

est un plongement isométrique. L’image d’une géodésique est un demi-
cercle (ou une demi-droite) orthogonal a 'axe des x. Une géodésique est
entierement déterminée par son vecteur tangent en £ = 0, élément du fibré
unitaire tangent Ty H? & H?. Bien siir, si v est une géodésique et si s € R,
Papplication 4° : ¢ € R = y(t + s) € H? est aussi une géodésique. Le
groupe & un parameétre de transformations y — +° définit donc un flot sur
Pespace des géodésiques, c’est-d-dire sur Ty H2. Cest le flot géodésique de
H%

Le groupe des isométries directes de H? est PSL{2, R) opérant sur H?

b . . . . .
par &+ (z d) (z) = ‘C’T‘“i-(—’; Ce groupe opére librement et transitivement

\ 3 £ 7 2 s

a gauche sur 71 H* et commute évidemment avec le flot géodésique. Il en
résulte que ce flot géodésique peut aussi étre considéré comme un groupe
& un parametre ¢° de translations a droite sur PSL{2,R}.  On s’assure

facilement que ce flot s'identifie a :

¢ & (j Z) € PSL(Z,R)

a b exp(s/2) 0 y
Hi(c d)( 0 exp(.-—s/:n)epsu‘?*m-

Soit v € TYH? et v : R — H? la géodésique issue de v. Lorsque T' tend
vers +o0o (resp. —oo), le cercle de centre (non cuclidien) ¥(7) et passant
par ¥(0) “converge” vers 'horicycle positif (resp. négatif) déterminé par v

(voir figure 1). Dans le modele de Poincaré, ¢’est un cercle tangent a Paxe
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des z (privé de son point de tangence) ou une droite parallele & I'axe des

z. En termes intrinséques, ce sont les courbes de courbure 1.

t>0

Figure 1

De méme gu’avec les géodésiques, les horicycles permettent de définir
un flot. Si v est un vecteur unitaire tangent & H? en un point z, et si ¢
est un réel, on note v.kY, le vecteur unitaire orthogonal & I'horicycle positif
déterminé par v, en un point situé a une distance ¢ de z le long de Uhoricycle
(voir la figure 1 pour les conventions d’orientation). Pour la méme raison
que précédemment, ce flot s'identifie & un groupe & un parametre bl de
translations & droite de PSL(2,R).

On vérifie facilement qu'il s’agit de :

a b ¢ a b 1t
£ (¢ d).h.+—:i:(c ) (0 ).

En utilisant les horicycles négatifs, on construit de méme un troisiéme flot

. . N . N . 1
h qui correspond bien siir aux translations & droite par ( : (1)) Les deux

flots Rl et h”*' sont conjugués par la symétrie envoyant un vecteur v de
Ty H? sur son opposé. C’est pour cette raison gue nous nous contenterons
détudier A .

On notera que tous ces flots préservent la mesure de Haar (bi-invarian-
te) de PSL(2, R). D’autre part, les champs de vecteurs invariants & gauche

correspondant & g%, k% et h’ forment une base de l'algébre de Lie de

PSL(2,R).
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(747) DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

Le rapport entre les flots géodésiques et horicycliques est contenu dans

la formule suivante, fondamentale pour la suite :
(*) gs h;: g—-s — htiexP(is).

Ceci est trés facile & vérifier par un calcul matriciel. Le flot géodésique
normalise donc les flots horicycliques. Il contracte les horicycles positifs et
dilate les horicycles négatifs. Cette observation est & la source de la théorie
des flots d’Anosov [1] (voir la figure 2) :

t
v. h

y.h &PLsH

Figure 2

Soit maintenant I' un sous-groupe discret de covolume fini de PSL(2, R).
Lorsque l'action de T sur H? est libre, on obtient une surface ¥ = I'\ H?
dont U'aire est finie et dont le fibré unitaire tangent s’identifie 3 I'\PSL(2, R).
En général, action de I' sur H? peut ne pas étre libre mais les stabilisateurs
sont finis et le quotient 3 = T'\ H? est une surface singuliére qu'il vant mieux
considérer comme une “orbifold” (au sens de W. Thurston). Un exemple
trés important est celui de I' = PSL(2,Z) : on obtient Porbifold modulaire
dont I'étude est fondamentale en théorie des nombres.

Les flots hf, et g* passent bien sir au quotient sur I'\PSL(2,R) : ece
sont les flots horicycliques et géodésiques de la surface (resp. orbifold)
T'\H?%. Ces flots n’ont pas de point fixes. Ils préservent une forme de
volume, de masse totale finie, que 'on peut appeler au choix mesure de

Haar ou mesure de Liouville suivant le point de vue adopté.

1.2. Pour illustrer le fait que ces flots géodésiques et horicycliques s’étu-

dient en paralléle, nous allons commencer par quelques exemples simples et
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bien classiques.

PROPOSITION.— §: T\PSL(2,R) est compact, le flot horicyclique hy

n»’g pas d’orbite périodique.

Preuve @ La relation (*) montre que si v est une orbite périodique de b
de période T, alors I'image +.¢° est une autre orhite périodique, de période
exp(—s).T tendant vers 0 lorsque s tend vers +oo. La proposition résulte
du fait qu’un flot sans point fixe sur une variété compacte ne peut avoir des
orbites périodiques de périodes arbitrairement petites.e

Dans le cas ot I'\PSL(2,R) est de volume fini mais non compact, la
surface & = I'\H? (supposée non singuliére pour simplifier) se décompose
en une partie compacte et un nombre fini de pointes (cusps) (voir figure 3).
Chacune de ces pointes est isométrique au quotient de {r +iy € C,y >
yo > 0} par les translations entieres z +» z+n. La courbe y = yq donne dans
¥ un horicycle fermé, c’est-a-dire une orbite fermée vy pour kY. Bien sir,
pour tout s réel, la courbe v.¢° est aussi une orbite périodique. Lorsque
s tend vers +oo, cette orbite 7.¢° tend vers un bout de ¥ (voir figure
3). Il n’est pas difficile de se convaincre que P'on obtient ainsi toutes les
orbites périodiques de h%{ qui constituent done un nombre fini de familles
paramétrées par R. Lorsque s tend vers —oo, il se trouve que les orbites
v.¢9° sont de plus en plus denses dans TyX. On trouvera dans [19], [77],
[85], une description de ce phénomeéne et une intéressante reformulation de

I’hypothése de Riemann en ces termes d’horicycles fermés.

Figure 3
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(747) DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

Voici un exemple ou le flot horicyclique permet de comprendre le flot

géodésique. C’est le fameux théoréme de E. Hopf [41-42] :

THEOREME.— $ T est un réscau de PSL(2,R), le flot géodésique
sur D\PSL(2, R) est ergodique par rapport & la mesure de Haar, i.e. une
fonction mesurable constante sur les orbites du flot est constantic presque

partout.

Prewve : Clest un exemple d’application du “phénomeéne de Mautner” (voir
[65]). Soit A la mesure de Haar sur I'\PSL(2, R) normalisée de facon & étre
une probabilité. Soit F' une fonction de carré A-intégrable sur I\PSL(2, R)
qui est invariante par le flot géodésique ¢°. Nous allons montrer que F est
aussi invariante (A-presque partout) par le flot horicyclique h%. En effet,

P'utilisation de la formule (*) et le fait que ¢° préserve X montrent :
/ F(v). F(v.hl)d)\ = / F(v.g®). F(v.g® Y )dX

s—+oo

:fF(-v).F(v.hf:p("g)'t)d/\ o F(v)dA.

© Ainsi F(v.hY) = F(v) pour A-presque tout v (cas d’égalité dans Pinégalité
de Cauchy-Schwarz). On procéde de méme avec h! (en faisant tendre s
vers —oo). Par conséquent, F est invariante (A-presque partout) par g¢°,
k! et B! et donc par U'action A droite de PSL{2, R) qui est transitive. On
a donc bien montré que F est constante A-presque pa.rtout.o.

Réciproquement, le flot géodésique va nous permettre de démontrer le
résultat suivant, di a G. Hedlund [39-40] :

THEOREME.— Si I est un réseau de PSL(2, R), le flot horicyelique b
sur D\PSL{2, R) est ergodique par rapport 4 la mesure de Haar.

Preuve : Nous allons donner quelques détails car Vidée de la preuve est &
la base de beaucoup de techniques que nous verrons plus loin.

Le stabilisateur du point (1,0) de R? sous 'action linéaire de SL{2, R)

est H = {h}} = {([1) ;)} L’espace homogene SL(2,R)/H s'identifie
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donc & R? — {(0,0)} et Paction & gauche de H sur SL(2, R)/H est bien siir

par transvections (voir figure 4) :

(b 1) G)-3%)

Figure 4

Il est bien clair qu’une fonction continue sur R? — {(0,0)} invariante
par ces transvections est une fonction de y. En particulier, une teile

fonction est constante sur 'axe des , et donc sur Porbite de (1,0) par

s [ exp(s/2) 0
g —< 0 exp(—s/2)

Si @ : SL{2,R) — R est une fonction coutinue, constante sur les doubles

). Nous avons donc établi le lemme suivant.

classes par H, alors ® est constante sur le sous-groupe & un parameétre ¢*.
Avant d’appliquer ce fait & notre propos, remarquons qu'un espace
homogene de PSL(Q, R) est aussi un espace homogene de SL(2, R) de sorte
que nous pouvons nous placer dans le cas d'un réseau T de SL(2, R) (quitte
a étendre I" par Z/2Z). |
Considérons donc une fonction F' de carré A-intégrable sur I'\SL(2, R),

invariante par le flot h% . La fonction @ définie sur SL(2, R) par :

®(g) = / F(v). F(v.g)dX

est continue et vérifie :

B(g) = B(AY g) et B(g) = B(g h)

car F' est invariante par kY et h% préserve \.
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En appliquant 'observation précédente, on trouve :

/F2(v)a'/\=/F(v).F(v.gs)d)\.

Par conséquent, F" est aussi invariante ( \-presque partout) par le flot géodé-
sique g°. Nous savons que ceci entraine que F est constante A-presque
partout.e

Pour plus d’informations sur le flot géodésique, nous renvoyons a l'expo-
s¢ de P. Pansu dans ce séminaire [62]. Notons cependant que cette dy-
namique est trés complexe. A titre d’exemples :

i) La réunion des orbites périodiques est dense [1], [6].

i1) Certaines orbites ne sont pas récurrentes : une orbite peut spiraler
par exemple sur une orbite périodique (figure 5) ou sur un ensemble limite

plus compliqué.

Figure 5

ii1) Il existe des ensembles fermés invariants ne contenant aucune orbite
périodique [56].
iv) Il existe une infinité non dénombrable de mesures de probabilités

invariantes et ergodiques [81].

La situation est assez différente pour le flot horicyclique et, d'une cer-
taine fagon, bien plus simple. Le théoréme suivant est di & G. Hedlund

[38] : il sera démontré au paragraphe 3 :

THEGREME.— §i T\PSL(2,R) est de volume fini, toute orbite du flot

horicycligue kY est périodique ou dense.
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Il est naturel d’essayer de décrire la répartition asymptotique des or-
bites dans I'\PSL({2,R). Soit ¢' un flot sur une variété V préservant une
mesure de probabilité . Un point v de V est equiréparti par rapport & y

si pour toute fonction continue & support compact F:V — R, on a:

T
Tu_{go%/o F(v_hﬁr)dt=/dey.

Le théoreme ergodique de G. Birkhoff garantit que si u est crgodique, g-
presque tout point v est équiréparti par rapport a .

Le théoréme suivant est dii & S.G. Dani et J. Smillie [28] : il fait suite
& de nombreux travaux (en particulier [7], [8], [32], [35], [37], [46]. [84]).

Nous esquisserons une preuve d’'un résultat plis général au paragraphe 3.

THEOREME.— Si I\PSL(2,R) est de volumne fini, tout point non péria-

dique pour kY est équiréparti par rapport & la mesure de Haar.
que p + q P )2 124

1.3. Bien siir, on ne s’est pas contenté longtemps de 'étude des flots
géodésiques et horicycliques. Il est naturel d’étudier plus généralement
Paction a droite d’un sous-groupe H d’un groupe de Lie G sur un quo-
tient de volume fini T\G ([2], [9]). Les motivations sont multiples et nous
en décrirons quelques-unes au paragraphe 4. Nous renvoyons & S.G. Dani
pour un excellent survol de ces travaux {19]. Signalons tout particuliérement
Pétude trés complete du cas ot G est nilpotent [63-64] par W. Parry (et plus
récenunent [44-45)), ainsi que 'étude des actions de groupes horisphériques
par S5.G. Dani [21]. C’est sur la base des résultats obtenus par ccs an-
teurs que M.S. Raghunathan conjecture que si H est unipotent, Padhérence
d’une orbite dans I'\G coincide avec Uorbite d’un sous-groupe de Lie de G
contenant H. Cette conjecture entraine en particulicr que ces adhérences
d’orbites sont des sous-variétés : nne situation bien différente de celle du
flot géodésique...

Des progres décisifs concernant la conjecture sont accomplis par G.A.
Margulis et S5.G. Dani qui la démontrent (génériquement) lorsque G =
SL(3, R} [26]. Nous décrirons succinctement leurs méthodes au paragraphe

2. En fait, G.A. Margulis formule dans [50-52] une conjecture beaucoup
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plus générale que celle de M.S. Raghunathan qui est finalement démontrée
par M. Ratner [74-75].

THEOREME.— S50it H un sous-groupe d'un groupe de Lie connexe G,
engendré par des éléments unipotents. Soit T un réseau de . Alors,
Padhérence de toute orbite de H sur P\G coincide avee Uorhite dun sous-

groupe de Lie de G contenant H.

L’approche de M. Ratner consiste & étudier d’abord la nature des
mesures invariantes par H et d’en déduire, par la suite, la structure des
adhérences d’orbites.

Fixons toujours un réseau I' du groupe de Lic connexe G et soit z
un élément de I\G. Considérons un sous-groupe fermé L de G ayant la
propriété que r.L est fermé dans I'\G. Supposons de plus que 'orbite
.L >~ L/zTx~1 N L soit de volume finj par rapport a la mesure de Haar de
L. Comme 2.1 est contenu dans I'\G, on obtient une mesure finie sur MNG.
Les mesures obtenues par ce procédé seront appelées mesures homogénes
sur F\G. Le résultat obtenu par M. Ratner est le sujvant [70-71-72-73] -

THEOREME.— Soit H un sous-groupe d’un groupe de Lie G, engendré
par des éléments unipotents. Soit T' un résean de G. Toute mesure de
masse totale finie sur \G invariante et ergodique sous Uaction de H est

une mesure homaogeéne.

Lorsque H est un groupe & un paramétre #', M. Ratner obtient une

généralisation du théoréme de S.G. Dani et J. Smillie.

THEOREME.— $oit ¢* un sous-groupe unipotent & un paramdéire du
groupe de Lie conneze G et soit ' un résean de G. Alors, tout point de

I\G est équidistribué par rapport & une certaine mesure homogéne.

Terminons ce paragraphe par trois remarques.
L. Les résultats de M. Ratner sont en fait plus généraux et couvrent certains
. , . C s P
cas ot I' n’est pas un réseau. Nous ne donnons pas ici d’énoncé mais nous
citerons un exemple en 3.4.
2. Laclasse des groupes engendrés par des éléments unipotents est bien plus

large que celle des sous-groupes unipotents. Par exemple, tout sous-groupe
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de Lie de SL(n,R) isomorphe & SL(2,R) est engendré par des éléments
unipotents. Un exemple typique de groupe qui n’est pas engendré par des
éléments unipotents est le sous-groupe résoluble H de GL(n,R) formé des
matrices triangulaires supérieures {au sens large) car les éléments unipo-
tents de H sont triangulaires supérieurs au sens strict.

3. L’hypothése “H est engendré par des éléments unipotents” est presque
optimale. A.N. Starkov montre que si H n’est pas engendré par des éléments
h tels que le spectre de Ad(%) est contenu dans le cercle unité, alors il existe
des adhérences d’orbites dans I'\G qui ne sont pas des sous-variétés. Par
contre, si H est engendré par de tels éléments, il montre (en utilisant les
résultats de M. Ratner) que toutes les adhérences d’orbites sont des sous-

variétés (mais pas nécessairement orbites d’'un sous-groupe de Lie L) [83].

2. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

2.1. Dans ce paragraphe, nous proposons une introduction élémentaire
aux méthodes développées par G.A. Margulis. Commencons par quelques
remarques générales concernant la dynamique des flots unipotents. Fixons
. un groupe de Lie connexe G, un réseau I' et un sous-groupe unipotent a un
parameétre ¢!. Pour simplifier, nous supposerons momentanément que I'\G
est compact. _

Les translations & gauche de G permettent d’identifier les espaces tan-
gents aux divers points de G a lalgébre de Lie G (des champs invariants
a gauche). Le flot ¢' opére & droite sur I'\G et sa différentielle, calculée
dans G, est donnée par Papplication adjointe Ad(¢?). C'est 1 une propriété
remarquable : la différentielle du flot, évaluée sur une trivialisation du fibré
tangent, ne dépend pas du point o on la considére. On pourra comparer
cette propriété & la notion d’“autonomie” dégagée par A. Zeghib [94].

Puisque ¢! est unipotent, Ad(¢') est un polynéme en ¢. Si l'on fixe
une structure euclidienne || || sur G et si w € G est non nul, la fonction
t — ||Ad(#?)(w)]|? est un polynéme qui ne prend que des valeurs strictement
positives. En particulier :

[Ad(a")(w)|| > 0.

inf
tER
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Clest la distalité infinitésimale de @t. Cette propriété est a la source de
la plupart des arguments concernant les flots unipotents : elle permet
d’exclure V'existence de variétés stables et donc les phénomeénes de spirale-
ment. L’étude générale des flots infinitésimalement distaux a été entreprise
dans [76] mais il reste beaucoup & faire. Cette propriété entraine-t-elle par
exemple que les adhérences des orbites sont des sous-variétés ?

Dégageons une propriété analogue mais non infinitésimale. Si z et
y sont des points suffisamment proches de I'\G, il existe un unique petit
élément w(z,y) de G tel que y = z.exp w(2,y). On a bien sir : y.¢¢ =
z.¢ .97 exp w(x,y).¢' de sorte que si 2 et y sont tels que z.4* et y.¢¢

restent proches pour ¢ € [0, 7, alors :
w(z.¢', y.¢") = Ad(4) w(x,y).

On a ainsi une propriété de divergence polynomiale des orbites. Insistons
sur le fait qu'un flot unipotent n’est pas nécessairement distal, ¢’est-a-dire
que la distance entre z.¢' et y.¢* dans T'\G peut ne pas étre minorée par
un nombre strictement positif [36]. Le flot horicyclique par exemple n’est

pas distal.

2.2. Densité des horicycles dans le cas cocompact

Nous allons démontrer le théoréme de G. Hedlund concernant les adhié-
rences d'orbites avee une preuve inspirée de [60-52-54], elle-méme réininis-
cente de [6] ou [65].

1

0 ][)} et B le sous-

Soit G = SL(2,R). Notous H = {1}} = {(

exp( s) t

groupe des matrices ( 0 exp (
exp(—s

))‘ normalisant H dans G. Soit T un

réseau de G. Commencons par le fait trés classique suivant :
PROPOSITION.— Toutes les orbites de B dans I'\G sont denses.

Preuve : 1l s'agit de montrer que toutes les doubles classes F.z.B sont
denses dans G ou, de maniére équivalente, que toutes les orbites de I' dans
G/ B sont denses. Nous supposerons pour simplifier que T’ contient —id, de
sorte qu’il suffit de montrer la densité des orbites de I dans PSL(2,R)/B,
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c’est-a-dire sur le bord R U {oo} du demi-plan de Poincaré. (La preuve
est analogue si —id ¢ I".) Par 'absurde, considérons une orbite de I' qui
n'est pas dense et soit I une composante connexe du complémentaire de
son adhérence (voir figure 6). La géodésique de H? joignant les extrémités
de I détermine avec I un demi-espace IT dans H?. Le stabilisateur 'y de
IT est au plus cyclique et le quotient I'p\II est donc d’aire infinie. Ceci

contredit le fait que ¥ est d’aire finie.e

Figure 6
Supposons maintenant I' cocompact, ¢.e. [\ compact. Une partie M
de I'\G est un ensemble minimal si c’est un fermé non vide invariant par
H et minimal pour ces propriétés. Un tel ensemble minimal existe grace au
lemme de Zorn et & la compacité de I'\(G. Toute orbite par H d’un point
de M est dense dans M. Nous allons montrer que M = T'\G, c’est-a-dire
_ que toute orbite du flot horicyclique est dense.

Utilisons I'action & droite de G sur '\G pour définir :
M={geG|Mgn M0}

11 est clair que :

i) M est fermé et contient I'élément neutre id.

i) M est une réunion de doubles clusses de T\G/H car M est invariant
par H.

Soit z un point de M. Nous savons que 'orbite de « par H n’est
pas périodique et qu’elle est dense dans M. 1l existe donc une suite g,
d’éléments de G tendant vers l'identité telle que g, & H et x.g9, € M. En
particulier :

ii1) id est adhérent ¢ M — H.

Soit ¢ € MNB. Comme les éléments de B normalisent H, 'image M.g
est un fermé non vide, invariant par H et intersectant M non trivialement ;

¢’est donc que M.g = M. Ainsi :
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iv) M N B est un sous-groupe fermé formé d’éléments préservant M.
Nous avons déja étudié I'espace H\G/H en 1.2. La projection M’ de

M dans G/H ~ R*-{(0, O )} est un fermé s’accumulant sur (1,0), invariant
par les transvections ( 0 1 ) Ou en déduit immédiatement que M" contient

une suite de points du type (exp(s,),0) avec s, # 0 convergeant vers 0.
Un réel s est tel que (exp(s),0) appartient 4 M’ si et seulement si

(cxp (s) t ) est dans M (pour une valeur quelconque de t). La
0 exp(—s)

remarque iv) montre donc que 'ensemble de ces réels s est un sous-groupe

additit fermé de R, non discret d’aprés ce qui précede. Il en résulte que

M contient B. Toujours gréce & iv), on déduit que le groupe B tout entier

préserve M. Coniume nous savons que les orbites de B sont denses dans T\ G,

nous avons montré que M = I'\G. Ceci achéve la preuve du théoréme de

G. Hedlund dans le cas oil T'\G est compact.

2.3. Le cas des réseaux non cocompacts : la non-divergence &

Pinfini

Placons-nous maintenant dans le cas on MG est de volumc fini mais
non compact. Dans la démonstration précédente, la compamfe permettait
de garantir I'existence d'un ensemble minimal. Une orbite périodique est
bien st un énsemble minimal mais il n'est plus clair, dans notre cas o I'\G
est de volume fini, que tout fermé non vide invariant contient un enseinble

minimal. C'est la premiere propriété a vérifier.

PROPOSITION.— Tout fermé non vide de MG invariant par le flot

horicyclique contient unc orbite pértodique.

Avant de démoutrer la proposition. nous devons énoncer detrx lennnes.
Nous avons déja vu que la surface (orbifold) £ = I'\H? peut étre
décomposée en unc partie compacte /& et un nombre fini de pointes, isomné-
triques au quotient de {«+iy € C Iy > yo > 0} par les translations entitres

Z =z 4 n.

Lemme.— Soit v : R — T un horicycle non periodique de ©. Alors les
ensembles {t > 0]y(t) € K} et {t <0|9(1) € K} ne sont pas bornds.
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Preuve.— 11 suffit de constater qu’un demi-horicycle de H? contenu dans
{z4+iy |y > yo} est une demi-droite horizontale et produit donc un horicycle
périodique dans ¥.e

Puisque tout fermé non vide de I'\G invariant par H et ne contenant
pas d’orbite périodique rencontre le compact K des vecteurs unitaires tan-
gents a ¥ aux points de K, le lemme de Zorn s’applique. Il en résulte que
tout fermé non vide invariant contient un ensemble minimal. Le lemme
suivant, dont nous laissons la démonstration (facile) au lecteur, montre que
tout ensemble minimal est nécessairement compact. (Voir [53] pour des

énoncés plus généraux.)

Lemme.— Soit ¢* un flot sur un espace localement compact X. On suppose
qu’il existe une partie compacte K de X telle que, pour tout x, les parties
{t20]c4* € K} et {t <0]|2.¢' € K} de R ne sont pus bornées. Alors X
est compact.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition. Nous avons vu
que tout fermé non vide invariant contient un ensemble minimal com-
pact M. Si cet ensemble M n’était pas réduit & une orbite périodique,
Pargument du paragraphe 2.2 s’appliquerait sans modification et on aurait
M =T'\G ce qui est absurde puisque nous avons supposé que I'\G n’est
pas cmﬁpact.o

La proposition que nous venons de montrer est bien siir plus faible que
le théoreme de G. Hedlund sclon lequel une orbite non périodigue est dense.
Pour le démontrer, nous pouvons maintenant utiliser la méme xﬁéthode
quen 2.2. Soit « un point non périodique de I'\G et F ladhérence de
Porbite de = dans I'\G. Nous savons que F contient un point périodique y,

de période T > 0. Posons :
M={geGlyge F}.

Alors, M est fermé, réunion de classes & droite de @ /H, invariant par
P'action & gauche de h;{, et contient une suite g, de G — H convergeant

vers id. Le fermé M’ correspondant dans R? — {(0,0)} est invariant par

1 7 .
(0 1 ) et s’accumule sur (1,0). Nous savons que les points y.gavecyg € B
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sont périodiques pour le flot horicyclique et que, d’autre part, Porbite non
périodique de z s’accumule sur y. Il en vésulte que (1,0) est la limite d’une
suite de points de M’ situés hors de R x {0}.

Toutes ces propriétés montrent que M’ contient R* x {0}. Autrement
dit, pour tout g de B, on a ¥-9 € F. Comme toutes les orbites de B sont
denses dans I'\G, nous avons bien établi que F = T\G, c’est-a-dire que

Porbite non périodique de z est dense dans MNG.e

2.4. Quelques indications sur le cas général

La plupart des techniques présentées en 2.2 et 2.3 s’étendent au cas
d’un sous-groupe unipotent d'un groupe de Lie autre que SL(2, R). Clest
une élaboration de ces idées qui a permis & S.G. Dani et G.A. Margulis de
démontrer la conjecture de M.S. Raghunathan dans le cas ot G = SL(3,R),
I' = 5L(3,Z) et ¢* est un groupe unipotenta un paramétre générique (i.e
tel que ¢’ —id est de rang 2 pour tout ¢ # 0). Nous n’entrerons pas dans les
détails de la preuve car [27] permet une excellente introduction élémentaijre.

Dans la démonstration que nous avons donnée du théoréeme de G.
Hedlund, il importait de constater qu’un horicycle non périodique ne peut
séjourner qu’un temps fini dans une pointe sans en sortir. Un énoncé ana-
logue est valable en toute généralité mais sa preuve est considérablement

plus difficile. Voici deux résultats dans cette direction.

THEOREME.— Soit G un groupe de Lie semi-simple conneze et I' un
réseau. Etant donné ¢ > 0, i existe un compact K de T\G tel que, pour
tout point x de T\G, et tout sous-groupe unipatent d un paramétre ¢!, on
art deuz possibilités :
i) il eziste un sous-groupe fermé propre L de G contenant ¢ tel que
Vorbite ©.L est fermée et de mesure finie (pour la mesure de Haar de L);
ii) pour T assez grand, on a : m({t € [0,T]|z.¢' € K}) > (1-&)T on

m désigne la mesure de Lebesque dans R.

THEOREME.— So1t G un groupe de Lie conneze, I' un réseau, ¢t un

sous-groupe unipotent d un paramétre, ¢ un point de T\G ete > 0. Il existe
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un compact K de P\G tel que, pour T assez grand :
m({t € [0,T}|z.¢' € K}) > (1 -¢)T.

Une premiére version de ces résultats est due & G.A. Margulis qui
montre qu'une orbite d'un flot unipotent dans SL(n, Z)\SL(n, R) ne tend
pas vers linfini [48]. Ce résultat a été amélioré par S.G. Dani sous la
forme du premier des deux théorémes cités ci-dessus [13-14-16-18-22]. La
prenve de S.G. Dani sépare les cas ol le R-rang de G est supérieur on
égal & 2 (ot il utilise le théoreme d’arithméticité de G.A. Margulis) et ot
ce rang est égal & 1 (pour lequel la preuve est différente et plus simple).
La formulation du second théoréme cité est extraite de [74]. Pour une
introduction aux méthodes de démonstration, nous renvoyons a Iappendice
de [27]. 1 serait d’ailleurs agréable de trouver une approche unifiée de
cette “non divergence a l'infini”, indépendante par exemple des difficiles

théorémes d’arithméticité.

3. COMPORTEMENT ERGODIQUE DES FLOTS UNIPO-
TENTS

Nous décrivons dans ce paragraphe quelques-unes des méthodes em-
ployées par M. Ratner.
3.1. La dérive dans la direction du centralisateur

L’algebre de Lie s{(2,R) de SL(2. R) est constituée des matrices (2x2)

de trace nulle. Une base est -

g=<(1) -?1) | h+=(8 é) | h_:((l) 8>
v (35)=( 300 %) (1)

_[a—tb 20+ 2at + ¢
- b —a + th

Ona:

Munissons s{(2,R) de la norme sup(lal, |b],|¢]) et fixons ¢ > 0 et ¢ > 0

(trés petit par rapport & C). Soit w = (Z —ca) € sl(2,R) de norme
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p < C. Alors Ad(hf }(w) tend vers V'infini sauf si @ = b = 0, c’est-a-dire
si w pointe dans la direction de hy. Soit ¢, le premier instant positif tel

que [|[Ad(RY)(w)]| = C. Un petit exercice montre que si p est assez petit,

c’est le polynéme du second degré qui atteint le premier la valeur +C, i.e.
| — t5b + 2ato + c| = C et, de plus, | — a + tob] (et |b]) sont inférieurs &
€. Autrement dit, [JAd(h% }(w) £ Chy|| < € pour ¢ = #5. On peut méme
supposer, toujours quitte a prendre p inférieur & un réel po (ne dépendant
que de ¢ et (') que cette dernitre inégalité subsiste pour ¢ € [ta, (1 + a)to]
ot &« > 0 ne dépend que de ¢ et C.

Supposons maintenant que I’ soit un résean cocompact dans G =
SL(2,R). La norme choisie sur s/(2,R) munit I\G d’une distance. Les
considérations préecédentes montrent que, pour € assez petit, on a :

Pour tout ¢ > 0, ol existe py > 0 et o > 0 tels que 81 deuz points x,y
de T\G sont d distance inférieure d po ct ne vérifient pas y = z.hY avec
[t} < 2pq, alors 1l existe ty > O tel que lo distance entre z.hY et y.h_’fc, ou
entre x.ht et y.hf,__c, est inférieure d ¢ pour tout t de [to, (1 + a)ty] (voir

figure 7).

<hiet C

xh*

Figure 7

Le lectenr se doutera qu'il s'agit d'un phénomenc général pour les flots
unipotents ¢*. Si w est un petit vecteur et si ¢, désigne le premier mstant
ol w; = Ad(hi)(}w) atteint une norine appréciable C, alors Wy, est trés
proche du centralisateur de ¢' dans G et le reste dans tout un intervalle
de temps [ty, (1 + a)to]. Cette propriété est introduite par M. Ratner sous

le nom de propriété H [66-67-G8)

B

Pour montrer son utilité. nous allons
décrire la classification par M. Ratner des quotients du flot horicycligne.

Soit ¢* un flot mesurable préservant une probabilité 4 sur un espace
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mesurable (E, A) (isomorphe & Ia triby des boréliens d'un espace métrique
séparable). On dit que %* est un quotient mesurable du flot horicyclique
de T'\G s'il existe une application mesurable F - NG - E envoyant la
mesure de Haar A (normalisée pour étre une probabilité) sur u et telle
que F(z.hY) = F(z).p! pour A-presque tout z et presque tout ¢. Nous
Supposerons toujours que F est non trivial, c’est-a-dire que F' n’est pas
constante presque partout.

Soient I' ¢ I' deux réseaux emboités de G = SL(2,R). 1l est clair
qu’alors " est d’indice fini dans I'' et e revetement fini T\ G — [V \G montre
que le flot horicyclique de I"\G est un quotient de celu; de T\G. Insistons
sur le fait que pour un réseau T “générique”, il n'existe pas de I' contenant

strictement T,

THEOREME.— S1(E, 1) est un quotient mesurable du flot horicyelique
de T\G, alors (E,9*") est isomorphe ay flot horicyelique de I'\G awvec

I'cr.

Esquisse de prewve - L’essentiel du théoréme consiste & montrer que si
F:T\G - E est un quotient mesurable, presque toutes les fibres de F
sont finies (et done de méme cardinal par ergodicité). Observons que les
fibres de F partitionnent MG et sont permutées par kY. Une fibre qui
est globalement préservée par h produit une orbite périodique de *, de
période 7. Le flot hY étant ergodique, il en est de méme pour ', Par
conséquent, la réunion des orbites périodiques de ¢! est de f#-mesure nulle,
& moins que y ne soit concentrée sur une seule orbite périodique (qui n’est
pas un point fixe car F n'est pas constante). Dans les deux cas, on peut
affirmer que, pour A-presque tout z de \G, les points F(z) et F(z.hl)
sont différents pour ¢ assez petit.

Placons-nous d’abord dans le cas ot I'\G est compact, ou £ est up
espace métrique et oty F NG — E est continue.

Si une fibre F~1(e) est infinie, elle contient deux points distincts z,y
arbitrairement proches. On peut alors leur appliquer la propriété H , car
nious venons précisément de voir que y n’est pas de la forme z.hY avec

t petit. 1l existe donc t; > 0 tel que si t € [tg, (1 + a)tg], les points
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x.hY et y.h.f:c sont trés proches. Il en résulte alors, par continuité de F,

que les points F(z.hL) = et et F(y.hiEC) = e qpt=C

sont voisins pour
t € [to, (1 4+ a)ty). En prenant dans F~!(e) des paires de points distincts
&,y de plus en plus proches, on trouve donc des morceaux de Porbite de €
du type {e.9)! |t € [tg, (1 + a)to]} avec ty de plus en plus grand, formés de
points de plus en plus fixes par €,

Choisissons C de telle sorte que la p-mesure de 'ensemble des points
fixes de ¥*C soit nulle. ILa #-mesure de l'ensemble des points presque
fixes de ¥*€ est done petite. Le théoréme ergodique montre alors que,
pour p-presque tout ¢, le morceau d’orbite {e.1ht [t €[0,T]} avec T grand
ne contient qu’une faible densité de points presque fixes par y*C. Par
conséquent, pour u-presque tout e, la fibre F~1(e) ne peut étre infinie et
ceci établit le théoreme.

Lorsque F : T\G — E n’est plus supposé continu, on utilise le théoréme
de Lusin qui permet de trouver un compact K de ['\G de grande mesure sur
lequel F' est continu. Le théoreme ergodique montre qu’une orbite générique
de k% passe une large proportion de temps dans K et ceci permet d’adapter
la preuve.

- Lorsque I'\G n’est plus supposé compact, on utilise le théoréme cité en
- 2.4 selon lequel une orbite de Rl “passe la majorité de son temps” dans un
compact de I'\G. Ceci permet d’adapter la propriété H et de généraliser
la preuve précédente.e

Dans le cas général d’un flot unipotent ¢‘ sur T\G ot G est un groupe
de Lie connexe quelconque, les quotients mesurables ont été classés par D.
Witte [92] en utilisant les résultats et méthodes de M. Ratner. Le résultat
est le suivant ; les quotients sont isomorphes & ’action de ¢ sur L, \G/L,
ou L est un sous-groupe fermé contenant I' et L, un sous-groupe fermé

d’applications affines de Li\G commutant avec ¢t.

3.2. La dérive dans la direction du normalisateur

Fixons un sous-groupe discret I' de @ = SL(2,R). Pour la premitre
fois dans cet exposé, nous ne supposons pas que I' est un réseau. Dans le
paragraphe précédent, nous avons étudié Ia séparation entre les points z.h%

et y.hY . Nous étudions maintenant la séparation entre deux orbites dans
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la direction transverse. Notons hi le sous-espace de sl(2,R) engendré par
h_etgetp; :sl(2,R)— hi la projection parallelement & h;. Munissons
toujours s/(2, R) de la norme sup par rapport & la base hi,h_, g. U existe
une constante Cy > 0 ayant la propriété suivante. Soient = et Y = T.eXp w
avec [|wlf < Cyn ; on suppose que lpLAd(hL ) (W) < Co pour tout ¢ € [0, 7).
Alors il existe une fonction 7: [0, 27 — R avec 7(0) < 2C, et 0,99 < dT

1,01 et une courbe ¢t € [0,27] - w, € hy avee |lwo] < 2C, telles que

y.hh = :r.h_:_(t)exp W,. Siexpw = (Z ;), un calcul élémentaire montre

{4+ )t 0 _—
que exp w, = ( b bt+d ) Siflw
et |d — 1] sont petits, w; est done trés proche de bh_ — (bt + {d - 1))g.

On choisit Cy assez petit de sorte que si v, et vy sont deux vecteurs de

| est petit, c’est-a-dirc si [b]

b, d;
O 99”'\’1 —-V')” Sup(ial ~—a'2| }bl —bzl |(1 —(‘QI ‘dl ——d')[) <1 01”'\1 -Vo”

s . . a; ¢\ .
hy de norme inférieure & 2Cy, et si exp v; = ( ! ’) (7 = 1,2), alors

Fixons une constante C < €y et un vecteur w avec flwl]] = p petit
devant C. La formule donnant w, montre d’abord que wy est constant si
b = 0. Ce n’est pas une surprise et correspond une fois de plus au fait
que le flot géodésique ¢° normalise h% . Rappelons que nous notons B le
‘ sous-groupe de G engendré par kY, et g°. Si b # 0, soit #, le premier instant
positif tel que [jw, || = C. Ce temps #; est de 'ordre de I%l et w,, — Cg
on wy, + Cg est de norme inférienre & 2p. De plus, |lw, — wy || < 29.C s
t € [(1—n)to, (14 n)to).

En termes plus vagues, on a établi la pr opriété suivante. Si deux points
z,y sont trés proches et ne satisfont pas y = z.g avec g petit element de
B, leurs orbites doivent se séparer transversalement. Dans ce cas, lorsque
au temps tg, cette séparation Wy, atteint une norme appréciable C, le point
Y. h+ est trés proche d'un point du type z = = (2.h7).¢TC. Enfin les orbites
des points y.h.+ et z restent a une distance de 'ordre de C pendant un
temps linéaire en ;.

Ici encore, ce type d’énoncé se généralise & tout flot unipotent. La
“dérive transverse” entre deux orbites se fait alors dans la direction du

normahisateur du flot. Clest la propriété R, I'une des idées fondamentales
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des travaux de M. Ratner. Nous allons illustrer son usage dans un théoréme
que nous préciserons d’ailleurs plus loin, et dont la preuve n’est qu’un cas

particulier de [71].

THEOREME.— Soit T un sous-groupe discret de SL(2, R) (qui n’est pas
nécessarrement un réseau). Soit p une mesure de probabilité sur M\SL{(2,R)
invariante et ergodigue pour le flot hY . Sip nlest pas concentrée sur une

orbute périodique, alors ju est aussi invariante par le flot géodésique g°.

Prewve : Soit € > 0 petit et supposons que ¢€ ne préserve pas p. Comme
¢© normalise le flot hY, la probabilité ¢€ ;1 est aussi invariante par h'.,
différente de y et ergodique. 1l en résulte que p et g€y sont étrangéres,
c’est-a-dire quil existe un borélien X tel que pX)=1let X9 NX = 0.
Soit K C X un compact de p-mesure supérieure & 1 — ¢ (avec ¢ > 0
arbitrairement petit). Les deux compacts K et K.¢€ sont disjoints et il
existe donc & > 0 tel que si 2 = y.exp w avec lw £ Cgll <6, on ne peut
avoir simultanément ¢ € K et y € K. Choisissons n suffisamment petit
pour que 2nC < g.

Pour p-presque tout z, Uorbite de 2 passe une proportion de temps
supérieure & 1 ~ ¢ dans K. On peut alors trouver 4; C T \G de p-mesure

© supérieure & 1 — LetTy >0telsquesize 4, et T > Ti,ona

1 ‘
7 m({t € [0,T]|z.h} € K})>1—2¢

(ott m désigne toujours la mesure de Lebesgue).
On peut ensuite trouver A C I'\G de mesure arbitrairement prache de
let T >0telsquesia € Aet T > Ty, ona:

1
E;m({t € [O,T]]:l‘.hi €A1} >1~ g—

Considérons maintenant deux points z et y = z.exp w de A4 avec
llr—wl| = p. Nous allons d’abord montrer que, si p est assez petit, exp r—w
est dans B, c’est-d-dire que y = 2.k ¢° avec s et ¢ petits. Supposons le
contraire et soit fo le premier instant positif ot |wy, || = C. On a ty > 27,

et ty > 2 17;3 sl p est assez petit.

118



E. GHYS

Par définition de A, I'intervalle [0,#,] contient une proportion supé-

rieure a (1 - —;1) de réels ¢ tels que z.h%, € A;. Soit 7 la fonction déja

introduite telle que y.hY = w.h:_(t) exp w;. Comme 0,89 < % < 1,01,

Vintervalle [0, o] contient une proportion supérieure & 1 — 1,01 i>1-1
de réels ¢ tels que a:.h;(t) € Ay. lexiste done t1 € [(1—n)tg, to] tel que Pon
ait simultanément x.h,f,f € A et y.h.:_(tl) € A;.

A son tour, la définition de A montre qu'il existe £ € [(1 — )k, (1 +

(12}
+

Mito] tel que T = z.h% et § = y.h sont tous les deux dans K. Par
ailleurs, nous savons que si ¢ € [(1 = n)tg,(1 + 7)to), on a |w, — weo | <
27C < L et ||wy, £ Cgl| < 2p. Sip< ¢, on a done ||w;, + Cg|| < 6.

Mais ceci contredit la définition de 6 selon laguelle si 7 et Y = exp wy,
sont dans K, on a ||wy, & Cgl| > 6. Nous avons donc bien établi que deux
points z et y proches dans 4 sont du type y = Z.exp w avec expw € B
proche de l'identité. En particulier, 'une des orbites de B est de g-mesure
non nulle et 'ergodicité montre en fait que 4 est concentrée sur une orbite
de B dans T'\G.

Il reste & montrer que 4 est concentrée sur une orbite périodigue de A%
Une orbite z.B est du type B/A ol A est un sous-groupe discret de B. Ces
sous-groupes discrets de B sont aisés & déerire. Trois cas sont possibles :

i) A est trivial. Le flot hY opérant sur B ne peut préserver de proba-
bilité car toutes les orbites de kY tendent vers linfini dans B.
exp(sp) t

il) A est engendré par ( 0 exp(sg

)) avec s¢ # 0. L’espace

homogene B/A est un cylindre hyperbolique. La encore, toutes les orbites
de Y dans B/A tendent vers Pinfini et il 0’y a done aucune probabilité

invariante.
ili) A est engendré par (é f}o) avec iy # 0. L'espace homogéne B/A

est une pointe ol toutes les orbites de k% sont périodiques. Une probabilité
invariante et ergodique est donc concentrée sur une orbite périodique.

Ceci achéve la preuve du théoréme.o
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3.3. Classification des probabilités invariantes : cas des réseaux

Le théoréme qui suit est di & S.G. Dani [13-16-17] mais la preuve que

nous en présentons s’inspire d'un résultat plus général de M. Ratner [71].

THEOREME.— So0it T un réscan de G = SL{2,R). La mesure de Haar
sur T\G et les mesures concentrées sur les orbites périodiques sont (d un
Jacteur prés) les seules mesures finies sur I\G invariantes et ergodigues

pour le flot horicyclique.

Esquisse de preuve : Supposons d’abord I'\G compact. Soit y une mesure
de probabilité sur T'\G invariante et ergodique pour k% . Soit A la mesure
de Haar, normalisée pour &tre une probabilité sur I'\G. Si T4+, T- et o sont
trois réels positifs, nous noterons Qryr_ o = {h.ﬁ:’ Bt g0 € SL(2,R)||t4] <
T4, Jt-| < 7_.|s| < o}. La compacité de I\ permet de garantir existence
de
p > 0 tel que si 7y, 7_ et o sont inférieurs & p, la boite Qe r_ o st
injectivement plongée dans I'\G pour tout & de T\G. Pour simplifier les
notations, nous supposerons que p = 2 convient de sorte que tout arc
d’orbite {x.h% |t € [0,1]} est contenu dans 'intérieur d’une boite z.Q 5 1.
Soit Qq = 2g.Qry,r_ o I'une de ces boites (74, 7— et o < 2). Nous
allons montrer que p(Qq) = A(Qg), ce qui établira que X = p.

Comme A, est ergodique pour A, on a pour A-presque tout z

lim %m({t €0, 7] |x.kY € Qu}) = AMQo).

Cette convergence est uniforme sur un ensemble de mesure presque totale.
Il existe done X' C T\G avec M(X) > 1 — ¢ (¢ > 0 étant arbitraire) et T
telsquesize Xet T >Ty.ona:

(1 —e)AM@Q) < %m({t €[0,7]] .'l'.h:_ €GQo}) (1 +e)MQo).

Considérons maintenant un point y générique pour {’autre mesure 78

c’est-a-dire tel que :
.1 ,
fim 7 m({t € [0,T]|y.h € Qo}) = p(Qu).
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Pour analyser les passages de hY dans Qq, prenons Iimage par le flot

Log T nour T grand et posons yr = y.g"°8 7. Ceci a pour effet

géodésique ¢
de compresser 'arc {y.k4 |t € [0,T]} sur l'arc de longueur 1 {y7.h% |t €
[0,1]} et ’envoyer la boite Qg sur {z.g* k- Rt s <o, lto| < Tore [t4]

< Z}. (Voir la figure 8.)

LogT

Figure 8

Le flot géodésique préserve X et on a done MX.g¥tT) > 1 — ¢ Par
conséquent, si ¢ est assez petit, une petite boule centrée sur yr ne peut
éviter X.g1°8 T, Soit donc z € X tel que z7 = 2.¢"°87 et y, sont voisins.
Les segments d’orbites {yr.h% [# € [0,1]} et {zp.R% [t € [0,1]} sont donc
trés proches et contenus dans une méme boite yr.62,2,2. La fignre 8 mon-

+ tre que les proportions de temps passés par ces deux morceaux d’orbites
> Log T

N

dans Qq.¢
définition de z et y, la premiére de ces deux proportions est proche de A(Qy)

sont presque égales (et ce n’est pas difficile & justifier). Par

et la seconde de (1(Qg). En faisant tendre T vers 400 et ¢ vers 0, on établit
que A(Qo) = p(Qo). Ceci termine la preuve lorsque I'\G est compact.
Lorsque I'\G est de volume fini mais non compact, l'existence de p(=
2!} n’est plus garantie. La démonstration s’adapte cependant s’il existe une
suite T, tendant vers l'infini telle que YT, reste dans un compact de T\G.
Dans le cas contraire, yr = y.g*87 quitte tout compact, c’est-a-dire que
la géodésique correspondante tend vers une pointe. Nous avons vu que ce
phénomene se produit précisément lorsque Phoricycle y.hY est périodique,

c’est-a-dire si g est concentrée sur une orbite périodique.
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3.4. Classification des probabilités invariantes : le cas de co-

volume infini

Comume nous I’avons déja indiqué, M. Ratner obtient des résultats
valables pour les sous-groupes discrets généraux [72], dont voici un cas

particulier.

THEOREME.— Soit I un sous-groupe discret de G = SL(2,R) de co-
volume nfini. Toute mesure de probabilité sur T\G invariante et ergodique

pour le flot horicyclique est concentrée sur une orbite périodique.

Prewve : Supposons qu’il existe une mesure de probabilité g invariante
et ergodique pour kY sur T\G, non concentrée sur upe orbite périodique.

Nous allons montrer que ceci est contradictoire avec le fait que le volume

de I'\G est infini.

Nous avons vu en 3.2 que # est aussi invariante par le flot géodésique
¢°. Nous affirmons d’abord que i est aussi ergodique pour ¢°. Clest une
conséquence du phénoméne de Mautner déerit en 1.2 : toute fonction de
carré p-intégrable qui est invariante par ¢* est aussi invariante par RY et
. donc constante {-presque partout.

L’invariance de g par le groupe de Lie B entraine le fait suivant. Si
X CT\G est de p-mesure totale, alors pour u-presque tout z, la mesure
de Haar (de B) de ensemble {g ¢ B [#.9 € X} est totale.

Fixons maintenant une fonction F - NG — R, continue & support

compact, positive, d’intégrale 1 par rapport a p. Posons pour x € T\G :
— 1o
F(z) = lisnligf S /(; F(z.g7°%) ds.

D’aprés le théoreme ergodique, nous savons que F(z) = J Fdyp =1 pour
z dans un ensemble X de y-mesure 1. Par ailleurs, il est évident que
F est constante sur les orbites du flot horicycligue négatsf h' . 1l résulte
de l'observation précédente que la réunion des parties X.A! avec t € R

est de A-mesure de Haar totale dans I'\G. Ainsi F est A-presque partout

119



E. GHYS

constante, égale 8 1. Le lemme de Fatou donne alors :

1

S
MT\G) = / 1dA < liminf e (E A F(jm.g"s)ds) dX(g)

G
_—_/Fd/\ < 0.

C’est la contradiction cherchée qui achéve la preuve du théoréme.s

3.5. Equirépartition des orbites

Le théoréme suivant se réduit au théoréme de S.G. Dani et J. Smillie

dans le cas des réseaux.

THEOREME.— Soit I' un sous-groupe discret de G = SL(2,R), z un
pownt non périodique pour le flot horicyclique hY et F : T\G — R une
fonction continue 4 support compact. Si T tend vers +o0, lo moyenne
* foT F(z.h' ) dt converge :

i) vers fI‘\G Fd) si T\G est de volume fini (01 X désigne toujours la
mesure de Haar normalisée pour étre une probabslité)

ii) vers 0 si I\G est de volume infins.

Esquisse de preuwve : Soit V = V U {00} le compactifié d’Alexandrov de
\G et Eﬁr Pextension de kY & V. Soit ur la probabilité sur ¥V définie par :
[ Fdur = T fUT F(xzfi_)dz‘ Par compacité de 'espace des probabilités
sur \7, il existe une limite faible v d’une suite yr, (avec T, tendant vers
+00).

Plagons-nous d’abord dans le cas ot T' est un réseau. Il s’agit alors
de démontrer que v = X car ceci entraine que pg converge faiblement vers
A. Nous affirmons d’abord que v{{oc}) = 0. Ceci résulte du théoréme
(cité en 2.4) selon lequel un horicycle passe une faible proportion de temps
hors d’un compact. Ainsi, v est concentrée sur I'\G et c’est, bien siir, une
probabilité invariante par hY .

Nous avons classé les probabilités ergodiques invariantes en 3.3. Pour

terminer la preuve, dans le cas des réseaux, il s’agit donc de montrer que
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la v-mesure de la réunion des orbites périodiques est nulle. Nous ne ferons
qu’esquisser cette preuve qui utilise, une fois de plus, les propriétés des
transvections. Soit vy une orbite périodique, A4 p anneau réunion des
orbites v.¢° avec o < 5 < 3, B}, ; Vépaississement {y.h! |y € A, 3, |t] <
7} et enfin Sen=1¥0.g°hl ,a<s< B, Jt < T} ol yg est I'un des points
de . L'application de premier retour de kY sur la transversale Sg,5 €st une
transvection. Soient [ay, 5] et [ay, §2] deux intervalles disjoints de méme
longueur contenus dans [o, 8]. 1l est clair que si 7 est petit, un long morceau
d’orbite passe & peu prés le méme temps dans B, 5 et BZ, 5, (voir figure
9). Faisant tendre 7 vers 0, on obtient que v(Aa,,5,) = v(Aa,,s,). Par
conséquent, tous les anneaux Ap p41 (n € Z) ont méme v-mesure et sont
disjoints deux & deux. Puisque v est de masse totale finie, nous avons bien

établi que la v-mesure de la réunion des orbites périodiques de h% est nulle.

Figure 9

Lorsque le volume de F'\G est infini, il s’agit au contraire de montrer
que v{{o0}) = 1. La preuve précédente montre encore que la v-mesure de la
réunion des orbites périodiques est nulle. La classification des probabilités
nvariantes faite en 3.4 montre donc bien que v ne peut que se concentrer

sur le point oc.e

3.6. Quelques indications sur le cas général

La classification des mesures invariantes y par un groupe unipotent
H sur un espace homogene de volume fini I\G utilise toutes les méthodes
décrites ci-dessus. Comme indiqué dans lintroduction, nous ne pouvons

pas ici donner de détails sur le tour de force que représente cette preuve.
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Nous nous contenterons de quelques observations.

L’ensemble des éléments g de G dont Paction & droite préserve yu est
un sous-groupe fermé A de G et il s’agit de démontrer que x est concentrée
sur une orbite de A.

Si G est résoluble, A N [G, G] est unipotent. Cest en appliquant une
propriété R adaptée & ce sous-groupe que M. Ratner démontre son théoréme
dans le cas résoluble [71].

Si G est semi-simple et si ¢f est un sous-groupe unipotent & un parame-
tre, il se trouve qu'il est possible de plonger une copie de s/(2,R) dans
Palgebre de Lie G en envoyant le flot horicyclique sur ¢*. On dispose done
d’un “flot géodésique” ¢* dans G qui permet une généralisation de la plupart
des techniques décrites plus haut. Bien siir, la situation est compliquée par
le fait que ¢g° n’est pas de type Anosov car il peut posséder un centralisateur
non trivial [72-73].

Pour déduire son résultat sur Péquirépartition et les adhérences des or-
bites, M. Ratner utilise une méthode dans Vesprit de 3.5 bien que beaucoup

plus élaborée [74].

. 4. TROIS APPLICATIONS

Daus ce paragraphe, nous avons choisi trois exemples d'utilisation des

résultats de M. Ratner.

4.1. Rigidité des translations unipotentes

Soit ¢* un sous-groupe unipotent & un parameétre d’'un groupe de Lie
simple G et I' un résean de G. Les invariants ergodiques classiques du flot
¢* sur T\G (équipé de la mesure de Haar) ne sont pas trés intéressants
entropie nulle et spectre de Lebesgue dénombrable. I} est remarquable que
les théoremes de M. Ratner permettent de classer tous les isomorphismes
mesurables entre ces flots. Le théoréme suivant est dii & D. Witte (89] ;
il fait suite au cas particulier de SL(2,R), dit & M. Ratner [67-68]. Pour
simplifier, nous nous limiterons au cas des groupes de Lie simples mais on

consultera {89] et [73] pour les énoncés généraux.
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THEOREME.— Soit P! un sous-groupe unipotent & un paramétre d’un.
groupe de Lie simplement canneze G; (i = 1,2) et T; un réseau de G;. Soit
F :Ti\G; — Th\G, une canjugaison mesurable entre ¢t et ¢§ envoyant
la mesure de Haar Xy sur \y. Alors, il eziste un isomorphisme a de Gy
sur Gz envayant 't sur Ty et ¢f sur ¢} tel que F(Ty.q1) = I'z.a(g2) pour
Ay -presque tout g.

On peut en fait dire beaucoup plus. Un lien (joining) entre ¢! et @h est,
par définition, une mesure de probabilité ¢ sur le produit T';\G4y x T'2\G;
invariante par le flot diagonal (¢ x ¢%) et telle que p(m7 (X)) = A(X)
olt m; est la projection sur le 7M€ facteur et ot X est un borélien de
IAG: (1 = 1,2). La mesure produit des deux mesures de Haar A\, @ Ay
est appelée le lien trivial. Si F: ['h\G; — T';\G, est une conjugaison
mesurable entre ¢f et ¢} envoyant X, sur )y, il est clair que Pimage de A,
par id x F': T2\G; — Th)\Gy x I'2\G; est un lien non trivial. I n’est pas
difficile d’en déduire que le théoréme précédent n’est qu'un cas particulier

du suivant (ol nous nous limitons au cas des groupes simples).

THEOREME.— On gerde les notations du théoréme précédent. Soit u
un lken ergodique non trivial entre ¢! et ¢. Alors, il existe un isomor-
phisme a1 G — Gy et un résean T' de Gy contenu (avec indice fini) dans
Ty et a7(Ty) tels que p soit Uimage de la mesure de Haar de MG, par
Vapplication id x o : T\G, — T'\\G; x T3\G,.

Preuve : D’apres le théoréme de M. Ratner, un lien ergodique est une
mesure homogene sur I'; x I';\Gy x Gy, provenant de la mesure de Haar
d’un sous-groupe fermé H de G; x Go. Puisqu’il s’agit d’un lien, la projec-
tion de H sur chaque facteur G, et G est surjective. Par simplicité de Gy
et G2, on peut affirmer que H est le graphe d'un isomorphisme entre G et
Go, & moins que H = G x G;. Ce dernier cas est bien siir exclu si p est
non trivial.e

Signalons deux généralisations de ces théorémes. Tout d’abord, les
conjugaisons mesurables entre flots horicycliques en courbure négative vari-
able sont classés dans [33] (que lon complétera par [61]). D’autre part, [47]

(complété par [61]) étudie les cas d’équivalences topologiques entre flots
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horicycliques, c’est-a-dire d’homéomorphismes envoyant orbites sur orbites
sans en respecter les paramétrages. Pour des résultats analogues en dimen-

sion supérieure, on consultera [34] et [91].

4.2. Valeurs des formes quadratiques sur les points entiers

Le théoréme d’approximation diophantienne cité dans I'introduction a
été conjecturé par A. Oppenheim en 1929 pour n > 5 [57-58], puis par H.
Davenport pour n > 3 en 1946 [29]. Il a été démontré pour n > 21 par B.J.
Birch, H. Davenport et H. Ridout. On trouvera dans [3], [29], [43], [58-
59], [87-88] d’autres résultats préliminaires, tous obtenus par des méthodes
différentes de celles que nous allons décrire. Nous allons montrer ici com-
ment les résultats de M. Ratner permettent d’obtenir un énoncé beaucoup
plus fort. La déduction de cette forme forte & partir de la conjecture de
M.S. Raghunathan est due & S.G. Dani et G.A. Margulis. Ces derniers
démontrent d’ailleurs dans [24-25-26] le cas particulier nn = 3 du théoréme
suivant. Il semble aussi que la conjecture de A. Oppenheim ait été Pune

des motivations qui ont conduit M.S. Raghunathan & sa conjecture.

THEOREME.— Soit Q une forme quadratique non dégénérée et indéfinie
sur R™ (n 2 3) et f(z,y) = H{(Q(z + y) — Q(z — y)) la forme bilinéaire
associée. On suppose que @ n’est pas multiple d’une forme rationnelle. Soit
aij, 1 <i<n~1,1<7<n—1 des réels choisis de telle sorte gu il existe
des vecteurs wy,wy, -+, wa—y de R™ avee a;; = f(wi,w;). Alers, pour tout
€ >0, deziste vy, v,y de Z" tels que, pour tout i, : [f(vz-,v.]-)—a,-jl <
¢. On peut de plus supposer que le (n — 1)-uplet (v, - -- yUn—1) €st primitif

dans le sens od il peut étre complété en une buse de Z".

Commencons par exprimer ces problémes diophantiens en termes de
dynamique sur les espaces homogénes.

Fixons deux entiers positifs p,q tels que p + g = n et notons @, ,
Pensemble des formes quadratiques sur R" de signature (p,q). Soit Qg la
forme z} + -+ + 22 — 22, — - — 22 et O(p,q) son groupe orthogonal.
Pour simplifier les notations, nous supposerons n impair de sorte gue toute
forme non dégénérée est multiple d’une unique forme de discriminant +1.

Le groupe GL({n,R) opére transitivement & droite sur ¢, par Q.g(w) =
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Qg7 (w)) et @, , s’identifie donc & GL(n,R)/O(p, q).

Deux formes @ et ' de &, , sont fquivalentes s'il existe ¢ € R et
g € SL(n,Z) tels que, pour tout w de R", on a: Q'(w) = 2Q(g{w)). Il est
clair que @ et Q' prennent alors, & un facteur multiplicatif pres, les mémes
valeurs sur Z7”.

Nous obtenons alors une bijection naturelle entre :

i) les classes d’équivalence de formes de @, , et,

ii) les doubles clusses de SL(n,Z)\SL(n,R)/SO(p,q) ou, de maniere
équivalente, les arbites de SO(p, ¢) sur SL(n, Z)\SL(n,R).

Le théoreme de M. Ratner va permettre de décrire les adhérences des
orbites de SO(p, ¢). Il suffira alors de traduire ces résultats en termes de
formes quadratiques.

Sin > 3etpyg > 1, SO(p,q) contient SO(2,1), localement isomor-
phe & SL(2, R). et donc des éléments unipotents. Ces éléments unipotents
engendrent la composante neutre SO¢(p,q) de SO(p,q), et on peut done
appliquer le théoreme de M. Ratner & SOy(p,¢). Comme SOg(p,q) est
d’indice 2 dans SO(p,q), on en déduit facilement que les adhérences des
orbites de SO(p, ¢) dans SL(n,Z)\SL(n,R) sont les orbites par un sous-
groupe fermé intermédiaire entre SO(p, ¢) et SL(n,R). Le lemme suivant
' est laissé en exercice au lecteur. Pour des énoncés analogues, mais beaucoup

plus généraux, on peut consulter [30-31].
Lemme.— Il nexiste aucun sous-groupe fermé strictement compris enire
SO(p,q) et SL(n.R).

On obtient donc immédiatement :
PROPOSITION.— Une orbite de SO(p,q) dans SL(n, Z)\SL(n,R) est
fermée ou dense.

Il s’agit maintenant d’interpréter cn termes de formes quadratiques la
densité ou la fermeture des orbites correspondantes. Cest le but des deux

propositions qui suivent et qui achévent la preuve du théoréme.

PROPOSITION.— Soit Q une forme quadratique dont 'orbite associée

est dense. Alors Q satisfait @ la conclusion du théoréme précédent.
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Preuve : La densité de 'orbite revient 3 la densité de SL(n,Z).S0(Q) daus
SL(n,R) (o1, bien sir, SO(Q) désigne le groupe spécial orthogonal de Q).
Soit (e1,---,e,) la base canonique de R" et ¢ un élément de SL(n,R) tel
que g(e;) = w; pour i = 1,---.n — 1. Soit ha € SO(Q) et v, € SL(n,Z)
deux suites telles que 4.5, converge, lorsque a tend vers +oc, vers ¢!,
Soit vf =y (&) (i =1, -, n— 1). I est clair que (vf,---,22_) est un

(n — 1)-uplet primitif de Z" et que :

Fof, of) = (it v7 e, b Yy ey ) 2 flaled), gley)) = aij. e

La seconde proposition affirme plus que nécessaire. Nous supposons

toujours que p et ¢ sont non nuls.

PROPOSITION.— Une orbite de SO(p, q) est fermée si et seulement si
la (classe d’équivalence de) forme quadratique correspondante est multiple
d’une forme rationnelle ; elle est compacte si et seulement st elle est multiple

d’une forme rationnelle ne représentant pas zéro (dans Q" ).

Preuve : L'une des directions (celle que nous n’utilisons pas) est un cas par-
ticulier d’un théoréme classique de A. Borel et Harish-Chandra [4 [4]. SiQ est
une forme rationnelle, SL(n, Z)\SO(Q) est fermé dans SL(n, Z)\SL(n,R)

et compact si @} ne représente pas zéro.

Soit @ tel que SL(n, Z).50(Q) est fermé dans SL{n,R). Nous allons
montrer que ¢} est multiple d’une forme rationnelle en suivant [27] ot une
partie de la preuve est attribuée & A. Borel. Soit I = SL{n,Z) N SO(Q).
La méthode consiste & prouver que @ et ses multiples sont les seules formes
dont le groupe orthogonal contient T. Ceci montrera que la droite en-
gendrée par ) dans 'espace des formes quadratiques a I'équation entiére
{Q'1Q' .y = @' pour tout v de I'} et donc que @ est multiple d"une forme
rationnelle. Fixons donc une forme @' telle que ' ¢ SO(Q). Soit ¢!
un sous-groupe unipotent & un paramétre de SOu(Q) (ot SO(Q) est la
composante neutre de SO(Q)). Si nous montrons que ¢! est constitué
d’isométries de @', nous cn déduirons que SOQu(Q) C SO(Q'), car ces sous-
groupes engendrent SOg(Q). Il sera alors immédiat que SO(Q) = S0(Q")

et que ¢ et Q' sont proportionnelles.
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Soit w € R™. La fonction F : ¢ € SO(Q) — R'(g(w)) € R passe au
quotient en F: '\SO(Q) — R. Nous avons déja cité le théoréme de G.A.
Margulis suivant lequel une orbite de ¢! ne peut tendre vers Uinfini dans
SL(n, Z)\SL(n,R). 1l existe douc une suite £, tendant vers Dinfini telle
que SL(n, Z).¢" reste dans un compact K de SL{n, Z)\SL(n.R). Puisque
nous faisons 'hypothése que 'orbite de @, isomorphe & I\SO(Q) est fermée
dans SL(n, Z)\SL(n,R), elle intersecte le compact K sur un compact. La
fonction £ — F(¢') = Q'(¢*(w)) prend donc des valeurs bornées sur cette
suite ¢,,. Puisque, par ailleurs, cette fonction est polynomiale, clle est cons-
tante. Ainsi, on a Q'(¢*(w)) = Q'(w) pour tout i, C’est-a-dire que ¢! est
contenu dans SO(Q") coume nous P'avions annoncé. Ceci achéve la preuve

de la proposition et done du théoréme e.

Lorsque n = 2, le théoréme ne s’applique pas car S0(1,1) C SL(2, R)
ne contient que des éléments semi-simples. La dynamique de SO(1,1) sur
SL(2, Z)\SL(2, R) est celle du tlot géodésique de I'orbifold modulaire pour
laquelle nous avons déja dit qu’il existe des orbites qui ne sont ni périodiques
ni denses. Concrétement, soit 6 un nombre de type constant, c’est-a-dire

vérifiant les inégalités suivantes, pour un certain ¢ > 0 :

’g _¥ > Ca2 pour tout (:C,y) €z~ (0’0)-

z

Par exemple, les nombres irrationnels quadratiques sur Q sont de type
constant. La forme quadratique indéfinie et non dégénérée (¢ définie sur
R? par Q(z,y) = y? — 6222 nlest pas multiple d’une forme rationnelle si 62
est irrationnel. Il est clair cependant que Q(z,y) = 22 (ii — 8) (% + 6} ne
peut étre arbitrairement petit si z et y sont entiers non nuls.

Nous suivons maintenant [54] pour décrire plus précisément les valeurs
des formes quadratiques indéfinies et non dégénérées @ sur les points entiers
Z". Pour une telle forme, notons »(Q) = inf {|Q(v)] | v € Z"—{0}}, disc(Q)
le discriminant de @ et M(Q) = v(Q)||disc(Q)|"*, de sorte que M(Q) est
invariant par équivalence de formes. Soit M, l'ensemble des valeurs prises
par M{(Q)) lorsque § parcourt les formes non dégénérées et indéfinies de

R". Pour tout n > 2, c’est un compact de R.
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L'étude de M, est fascinante. Voir en particulier [79] et le chapitre
de [10] consacré & Vintersection de M, avec |4, 4

3 3]. On sait aussi que M)
contient un intervalle [0,¢] ({10], {78]).

Il résulte du théoréme de G.A. Margulis que si @ n’est pas multiple
d’une forme rationnelle, on a M(Q) = 0. Si @ est rationnelle et si n > 5, le
fameux théoréme de Meyer affirme que @ représente zéro non trivialement
et donc que M(Q) = 0 [11]. Ainsi, M,, = {0} si n > 5. Le théoreme
suivant a été démontré par J.W.S. Cassels et H.P.F. Swinnerton-Dyer con-
ditionnellement % la conjecture de A. Oppenheim [12] et, sous une forme
plus forte par L. Vulakh [86]. Nous en présentons ici une preuve légérement
différente de celle de G.A. Margulis [54].

THEOREME.— Sin =3 ou 4 et ¢ > 0, i n'existe qu’un nombre fin de
classes d’'équivalence de formes quadratiques non dégénérées et indéfinies

@ sur R™ telles que M(Q) > «.

Esquisse de preuve : Nous savons qu'une forme indéfinie @ telle que M(Q) >
0 est multiple d’une forme rationnelle ne représentant pas zéro et correspond
donc & une orbite compacte pour Paction de SO(p, ¢) sur SL(n, Z)\SL(n, R).
"Supposous donc par Pabsurde qu’il existe une infinité de formes ¢; non
équivalenfes deux & deux, de méme signature (p, q), telles que M(Q;) > e.
On obtient ainsi une infinité d’orbites compactes connexes OQ; pour l'action
de la composante neutre SOg(p,¢) de SO(p,q) (qui est d'indice 2). On
vérifie (critére de Mahler) que la condition M(Q);) = ¢ signifie qué tous les
compacts O; sont contenus dans un méme compact de SL(n, Z)\SL(n, R).
Soit Qe une limite (au sens de Hausdorff) des compacts O;. Il est clair
que Oy est un compact connexe, réunion d’orbites de SO¢(p, ¢). Comme
chaque orbite est dense ou fermée, Oy, est nécessairement une réunion
d’orbites compactes, en nombre dénombrable car il n’existe qu'un nombre
dénombrable de formes rationnelles. Il est alors facile de se convaincre que
la connexité de O montre que Oy se réduit & une seule orbite compacte.
Nous devons donc montrer qu’une suite d’orbites compactes différentes ne

peut converger vers une orbite compacte Oco.

Soit A/ un supplémentaire de 'algébre de Lie so(p, ¢) dans si(n, R) in-
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variant par la représentation adjointe de SQg(p, ¢). Ceci détermine une tri-
vialisation SOo(p, g)-équivariante de fibré normal aux orbites de SQq(p, ¢).
Si ¢ est assez grand, O; reste dans un voisinage tubulaire de O et il existe
donc une petite fonction u : O; — N telle que Ou, = {z. exp u(z) |z € 0;}.
Soit ¢ € [0,1]. Alors, il est clair que O = {z.exp tu(z)|z € O;} est
aussi une orbite compacte de SOg(p, q). Ceci contredit la dénombrabilité

de ’ensemble des orbites compactes et achéve la preuve. o

4.3. Laminations géodésiques

Soit H™ ’espace hyperbolique de dimension n > 2. Il est bien connu
que les sous-variétés totalement géodésiques et complétes sont isométriques
a H? pour 0 < p < . Soit Rep(H™) le fibré des repéres orthonormés directs
de fibré tangent & H™ ; c’est un espace principal homogéne sous 1’action du
groupe des isométries directes de H™, isomorphe & SOgy(n, 1).

Soit maintenant V une variété riemannienne compléte, & courbure —1,
et de volume fini. Alors V est isométrique au quotient de H™ par un
réseau I' de SOy(n,1). Le quotient I'\SOp(n, 1) est alors identifié au fibré
Rep(V') des reperes de V. L’action de SOg(p, 1) x SO(n—p) C SQq(n, 1) sur
I'\SOq¢(n, 1) ~ Rep(V') a pour orbites des sous-variétés dont les projections
dans V sont précisément les images des immersions isométriques de H?
dans V. Nous sommes done dans les conditions d’application du théoréme
de M. Ratner dés que p > 1. Nous ne donnerons que le résultat obtenu par
N. Shah avec cette méthode [80] :

THEOREME.— Soit V une variété riemannienne compléte de dimen-
sion n, de volume fini et & courbure —1. Sott i : HP — V une immersion
isoméirique avec p > 1. Alors adhérence de i(HP) dans V est une sous-
variélé W de V totalement géodésique, de dimension > p. De plus, les
p-repéres orthonormdés tangents & i(H?) sont denses dans les p-repéres or-

thonormés de V tangents ¢ W.

Rappelons qu'une lamination géodésique £ de dimension p de V est un
fermé qui est une réunion disjointe de sous-variétés de dimension p, injec-
tivement immergées dans V', complétes, et totalement géodésiques, appelées

feuilles. On suppose aussi que les p-repéres tangents aux feuilles de £ for-
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ment un fermé dans le fibré des p-reperes de V. Une lamination est triviale
si toutes ses feuilles sont fermées (elles sont alors en nombre fini). Le réle
fondamental des laminations géodésiques de dimension 1 des surfaces a été

évélé par W. Thurston. Il contraste avec le corollaire suivant :

COROLLAIRE.— Toute lamination géodésigue de dimension p =2
d’une variété hyperboligue V' de volume fini est iriviale. En particulier,
il n’existe pas, pour 1 < p<dim V, de feuilletage de classe C° dont toutes

les feuilles sont totalement géodésiqucs.

On consultera [93] pour des généralisations partielles au cas de la cour-
bure variable. La question de Pexistence de feuilletages de dimension 1 et
de classe C° dont les feuilles sont des géodésiques de V est ouverte bien

que P'on sache qu’un tel feuilletage ne peut étre de classe C1.
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