Inhaltsverzeichnis

1 Vorbemerkungen

1.1 Probleme mit der Unendlichkeit . . . . . ... ... ... .....
1.2 Mengen . . . ... ...
1.3 Abbildungen . . . ... ...
1.4 Kartesische Produkte . . . . . . . . ... ... 0oL
1.5 Relationen . . . . . . . . ...
1.6 Axiome der Aquivalenzrelation . . ... ... ...........
1.7 Quantoren . . . . . . . ...
2 Korper

2.1 Folgerungen aus den Axiomen . . . . . . .. . ... ... .....

2.1.1 Lemma . . . ...

2.1.2 Lemma . ... .. ... e

2.1.3 Lemma . . ... ... ... ...

2.1.4 Lemma . . ... .. .. ...
2.2 Beispiel . . . ...
2.3 Notationen . . . . . . . . .. ... ...

3 Angeordnete Koérper

3.1 Notationen . . . . . . . . . . . ...
3.2 Imtervalle . . . . . . . . .. . ...
3.3 Quadrate sind positiv. . . .. ... Lo
3.4 Natiirliche Zahlen . . . . . . . . ... ... ... ... ... .
3.5 Lemma . . ... ...
3.6 Bemerkung . .. ... ... Lo
3.7 Folgerung . . . . . . . ..
3.8 Lemma . . ... . ...
3.9 Lemma . ... . . . . .
3.10 Lemma . . . . . . . ..

4 Die Betragsfunktion
4.1 Lemma . . . . . . . ..
4.2 Definition der Distanzfunktion . . . . ... .. ... ... ....

5 Der Korper der komplexen Zahlen

5.1 Satz . . . .
5.2 Inverses Element der Multiplikation . . . . .. .. .. ... ...
5.3 Die Einbettung von K . . . . . . ... o o

11
11
12
14
14
14
15
15

17
18
18
18
19
19
19
19

21
21
21
21
22
22
23
23
23
23
24

25
25
26



INHALTSVERZEICHNIS

54 DieZahli . . . . . . . .. .
5.5 Hinweis . . . . . . . .

Archimedisches Axiom

6.1 Folgerung (Satz des Eudoxos) . . . . ... ... ... ... ....
6.2 Dichtigkeitssatz . . . . . . ... oo
6.3 Bernoulli Ungleichung . . . . . .. ... ... ... ... ..
Folgen
7.1 Definition . . . . .. ...
7.2 Annahme . . ... .. ...
7.3 Definition Cauchyfolge . . . . . . .. .. ... ... ... ...
7.4 Definition Konvergenz . . . . . ... .. ... ... ... ..
7.5 Eindeutigkeit des Grenzwerts . . . . . . .. ... .. oL
7.6 Konvergenz impliziert Cauchykonvergenz . . . . ... ... ...
7.7 Cauchyfolgen sind beschrankt . . . . . . .. .. ... ... ...
7.8 Permanenzeigenschaften . . . . . ... ...
7.8.1 Zusatz: . . . ...
7.9 Nullfolgen . . . . ... . .
7.10 Das Archimedische Axiom . . . . .. .. ... ... ... .....
7.11 Die Leibnizfolge . . . . . . . . . ...
7.12 Die geometrische Folge . . . . . .. . ... ... .
7.13 Intervallteilung . . . . . . . .. .. ..o oo
7.14 Teilfolgen beschrénkter Folgen . . . . . .. ... ... ... ...
7.14.1 Hinweis . . . . . . . . o e
7.14.2 Beweis Teil 1 . . . . . . .. .. oo
7.14.3 Beweis Teil 2 (Intervallschachtelung) . . . . . ... .. ..
7.14.4 Beweis Teil 3 (Diagonaltrick) . . ... ... ... ... ..
7.15 Monotone beschrénkte Folgen . . . . . . .. ... ... ... ...
7.16 Abgeschlossenheit . . . . . . . ... oo oo
Der Korper der reellen Zahlen
8.1 Obere Schranken . . . . ... ... ... ... ... .. ...
Reihen
9.0.1 Dezimalzahlen . ... ... ... ... ... ...
9.1 Cauchykriterium fiir Reithen . . . . . . . ... ... ... .....
9.1.1 Folgerung 1 . . . . . . .. ...
9.1.2 Folgerung 2 Leibnizkriterium . . . . ... ... ... ...
9.1.3 Beispiel . . . ... .
9.1.4 Majorantenkriterium . . . . . .. ... ..o L.
9.2 Geometrische Rethen . . . . . . ... ... 00
9.2.1 Die geometrische Summe . . . . . ... ... ... ....
9.2.2 Quotientenkriterium . . . . . ... ..o
9.2.3 Verdichtung . . . . . ... ... . oL
9.3 Exponentialreithe . . . . . ... ... o oo
9.3.1 Die Eulersche Zahl . . . . ... .. ... ... .. .....
9.3.2 Binomialtheorem . . . . . . ... ... ... ... .. ...
9.3.3 Beschranktheit der Folge z,, . . . . . . . .. .. ... ...

9.3.4 Monotonie der Folge . . . . . ... ... ... ...

29
29
29
30

31
31
31
32
32
32
33
33
33
33
34
35
35
35
36
36
36
37
37
37
38
38



INHALTSVERZEICHNIS

9.3.5 Konvergenz der Folge . . . ... .. ... ... . ....
9.3.6 Untere Schranke . . . .. ... ... ... .........
9.4 Umordnen . . . . . . . .. ..
9.4.1 Umordnungssatz . . . .. ... ... ... ... ....
9.4.2 Zerlegungssatz . . . . ... ..o oL
9.5 Die Faltungsreihe . . . . . . .. ... oL Lo
9.5.1 Funktionalgleichung der Exponentialfunktion . . . . . . .

10 Exkurs in die Lineare Algebra

10.1 Der n-dimensionale R-Vektorraum . . . . .. .. ... ... ...
10.2 Das Skalarprodukt . . . . . ... ... Lo
10.3 Definition der Norm . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
10.3.1 e
10.4 Schwartz’sche Ungleichung . . . . . . .. . ... ... ... ....
10.4.1 Verscharfung . . . . . ... . ... . oL
10.4.2 Dreiecksungleichung . . . . . .. ... ... ... ...
10.4.3 Bild . . ...
10.4.4 Beweis der letzten Folgerung . . . . . .. ... ... ...

11 Metrische Riume

11.0.5 Beispiel . . . . . .. . o
11.0.6 Einschridnken einer Metrik . . . . . .. .. ... ... ...
11.1 Cauchyfolgen . . . . . . . ... . ... .
11.2 Konvergente Folgen . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
11.3 Vollstdndige metrische Réume . . . . . . . ... ... ... ..
11.4 Abgeschlossene Teilmengen . . . . . .. .. ... ... ......
1141 oo e
11.5 Folgenkompaktheit . . . . . . . ... ... o0
11.5.1 Hinweis . . . . . .. .. . o
11.6 Der Banachsche Fixpunktsatz . . . . .. ... .. ... ... ...
11.6.1 Beweis der Eindeutigkeit . . . . . . ... ..o L.
11.6.2 Beweis der Existenz . . . . . .. ... ... oL
11.7 Das Newton Verfahren . . . . . . .. .. ... ... .. .. ...
11.7.1 Hilfsrechnung . . . . . ... . ... . L.

12 Stetige Abbildungen

12.0.2 Variante: Stetigkeit im Punkt & . . . . . . . .. ... ...
12.0.3 Beispiele . . . . . . . ..
12.0.4 Untere Dreiecksungleichung . . . . . . .. ... ... ...
12.1 Komposition . . . . . . . . . ...
12.2 Weitere Permanenzeigenschaften . . . . . ... ... ... ... ..
12.2.1 Polynome sind stetig . . . . . . . .. ... ...
12.2.2 Gebrochen rationale Funktionen . . . . .. ... ... ..
12.2.3 Die Exponentialfunktion . . . . . . .. ... ... ... ..
12.3 Der Nullstellensatz . . . . . . .. ... ... ... ... .. ....
12.3.1 Zwischenwertsatz . . . . . . . ... ... L.
12.3.2 Folgerung . . . . . . . ...
12.3.3 Information . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
12.3.4 Bemerkung . . . .. .. ..o oo
12.3.,5 Bemerkung . . . . . . ... oL oo



6 INHALTSVERZEICHNIS

12.4 Das Epsilon-Delta-Kriterium . . . . ... .. ... ... ... .. 72
12.4.1 Folgerung . . . . . . . . ... 72

12.5 Gleichméssige Stetigkeit . . . . . . .. .. ... .. ... 73
12.6 Stetig versus gleichméfig stetig . . . . . . .. .. ... ... ... 73
12.7 Maxima und Minima . . . . . . . . ... oL L oo 74
13 Integration 75
13.0.1 Ober/Untersummen . . . . . . . . .. .. ... ...... 75

13.1 Visualisierung der Ober/Untersummen . . . . . . . . . . ... .. 76
13.2 Offensichtliche Eigenschaften . . . . ... ... ... ... ... .. 76
13.2.1 Beachte . . . . . . . . ... 76

13.3 Integrierbare Funktionen . . . . . . . .. ... ... Lo 77
13.3.1 Triviale Abschidtzungen . . . . . . ... .. ... ... .. 77

13.4 Stetige Funktionen sind integrierbar . . . . . .. ... ... ... 78
13.5 Linearitdt des Integrals. . . . . . . . ... ... ... ... 79
13.6 Intervalladditivitdt . . . . . . . . .. ... ... ... ... 80
13.6.1 Beweis . . . . . . . . . 80

13.7 Definition - Differenzierbarkeit . . . . . . ... ... .. ... .. 81
13.8 Der Hauptsatz (1. Version) . . . ... ... ... ... ... .. 81
13.8.1 Beweis . . . . . . . oL 82

14 Differenzierbare Funktionen 83
14.1 Definition - Ordnung . . . . . . . .. .. ... oL 83
14.1.1 Eine Aquivalenzrelation . . . . . . ... ... ... .... 83

14.2 Tangenten . . . . . . . . .. ... 84
14.3 Hinweis . . . . . . .« . . e 84
14.4 Lemma - Gleichheit Differentiation und linear approximierbar . . 84
14.5 Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit . . . . . . . . . . ... .. 85
14.6 Mittelwertsatz der Differentialrechnung . . . . . .. . .. .. .. 86
14.6.1 Visualisierung des Mittelwertsatzes . . . . . . . . . .. .. 86

14.7 Korollar . . . . . . . . 87
14.8 Vollstédndige Formulierung des Hauptsatzes der Analysis . . . . . 88
14.8.1 Folgerung . . . . . . . . ... 88

14.9 Schreibweise . . . . . . . . Lo 89
14.10Ableitungsregeln . . . . . . . ..o 89
14.11Lemma - Ableitungen von Monomen . . . . . .. ... ... ... 90
14.12Folgerung - Ableitungen von Polynomen . . . . . . .. ... ... 90
14.13Definition - n-mal differenzierbar . . . . . . . . . ... ... .. 91
14.14Lemma - exp ist diffbar . . . . . . . ... 92
14.15Satz - Monotonie und die 1. Ableitung . . . . . . ... ... ... 93
14.15.1Beweis . . . . . . .o 93
14.15.2 Hinweis des Autors . . . . . . . . . ... ... ... ... 93
14.15.3Zusatz . . . . . o 93
14.15.4Folgerungen . . . . . . ... ... 93
14.16Satz - Diffbarkeit der Umkehrfunktion . . . . . . ... . ... .. 94
14.16.1Beweis . . . . . ... o 94
14.17Satz - Stetigkeit der Umkehrfunktion . . . . . . . .. .. ... .. 94
14.17.1Beweisskizze . . . . .. ... oo oo 95
14.18Folgerung - Ableitung des Logarithmus . . . . . . . .. ... ... 95

14.18.1Beweis . . . . . . . . 95



INHALTSVERZEICHNIS 7

14.19Satz - Kettenregel . . . . . . . ... .. Lo 96
14.19.1Zur Erinnerung . . . . . . . . ... oo 96
14.19.2Beweis . . . . . . ..o 96
14.19.3 Ableitungen von beliebigen Potenzen . . . . . . . . . . .. 97

14.20Zur Erinnerung; Bemerkung . . . . . .. .. ... L oL 97
14.20.1Achtung . . . . . . ..o 97
14.20.2Warnung . . . . . . ..o 97

15 Taylor Entwicklung 99

15.1 Taylor’s Formel mit Lagrange Restglied . . . . .. ... ... .. 99
15.1.1 Hinweise . . . . . . . . . . . Lo 99

15.2 Taylorentwicklung des Logarithmus . . . . . . .. .. ... . ... 100
15.2.1 Taylorreihe . . . . . .. ... ... L. 101

15.3 Ein pathologisches Beispiel . . . . . .. ... . ... ... .... 101

15.4 Anwendungen des Satzes von Taylor . . . . ... ... ... ... 102
15.4.1 Exponentialfunktion . . . . . ... ... ... ... ... 102

15.5 Hinweis . . . . . . . o . o e 102

15.6 Taylor’s Formel mit Integralrestglied . . . . . .. .. ... .. .. 103

15.7 Anwendung der Taylor-Formel auf die binomische Formel . . . . 104
15.7.1 Beweis . . . . . . L Lo 104
15.7.2 Resumée . . . . . . . .. Lo 106

15.8 Appendix . . . . ... 107

15.9 Produktregel . . . . .. .. ... 107

15.10Integration durch Substitution . . . .. .. ... ... ... ... 107

15.11Variante des Taylor’schen Satzes . . . . . . . .. ... ... ... 108
15.11.17Zur Erinnerung . . . . . . . . .. ..o 108

15.12Eine Anwendung . . . . . . . . ... 109

15.13Regel von Hospital . . . . . .. . .. .. ..o oL 110

15.14Beispiel . . . . . ..o 110
15.14.1Beweis . . . . . . . .. 110

15.15Folgerung des Beispiels . . . . . . . ... . o oL 111
15.15.1Beweis . . . . . ... 111
15.15.2Hinweis des Autors . . . . . . . . . . ... ... ... ... 112

16 Eulersche Formel - ,,Sampling”-Theorem 113

16.1 Eulersche Formel . . . . . . ... . ... ... ... ... ... 113
16.1.1 Bernoulli-Polynome . . . ... ... ... ... ...... 114
16.1.2 Eigenschaften von Bernoulli-Polynomen . . . . . . .. .. 115
16.1.3 Beweisidee . . . . . . ... ... ... 116
16.1.4 Bemerkungen iiber Bernoullipolynome . . . . . . . . . .. 118

16.2 1. Beispiel zur Euler-Formel . . . . . . . ... .. ... ... ... 119

16.3 2. Beispiel zur Euler-Formel - Sterling’s Formel . . . . . ... .. 119
16.3.1 Beweisidee . . . .. .. ... ... 119

16.4 3. Beispiel zur Euler-Formel - Keplersche Fafiregel . . . ... .. 121

16.5 Simpson’sche Regel . . . . . . .. .. ... o 0oL 121
16.5.1 Beweisskizze . . . . . . . ... o0 122

16.6 4. Beispiel zur Euler-Formel - Berechnung von log2 . . . .. .. 123

16.6.1 Anwendungsmethode . . . . . . .. .. ... ... ..., 123



INHALTSVERZEICHNIS

17 Differentialgleichungen

17.1 1. Beispiel . . . . . . . . L
17.1.1 Losung . . . . . o oo
17.2 2. Beispiel . . . . . . ..
17.2.1 Losung . . . . . .o
1722 1. Bewels . . . . . . . . L
17.2.3 Folgerung . . . . . . . ...
1724 2. Beweis . . . . . . ..
17.3 Anfangswertproblem . . . . .. ... .. .. ... ... .. ... .
17.4 Exponentialgleichung mit Sinus und Cosinus . . . . . . . ... ..
17.4.1 Hinwels . . . . . . . .. . o
17.5 3. Beispiel . . . . . . ..
17.5.1 Anmerkung des Autors . . . ... ... ... ..
17.5.2 1. Beobachtung . . . . . ... ... ... ...
17.5.3 2. Beobachtung - Heuristischer Ansatz . . . . .. ... ..
17.5.4 3. Beobachtung - wichtiger Trick . . .. ... .. .. ...
17.5.5 Losungsansatz mit der Linearen Algebra . . . . . . . . ..
17.5.6 4. Beobachtung - Losungsansatz mit komplexen Zahlen
17.5.7 Losungsansatz mit Hilfe der komplexen Zahlen . . . . . .

17.5.8 5. Beobachtung - Losung des Anfangswertproblems im Komplexen131

17.6 Ein metrischer Raum von Funktionen . . . .. ... ... .. ..
17.6.1 Visualisierung der Metrik . . . . ... ... .. ... ...
17.7 Satz - der metrische Raum von Funktionen ist vollstandig . . . .
17.7.1 Beweis . . . . . . ..o
17.8 Definition - Lipschitz stetig . . . . . . . . ... ... ... .. ..
17.8.1 Beispiel . . . . . .. ...
17.9 Erweiterung der Definition . . . . . . . .. ... ... L.
17.10Satz - 4. Beispiel . . . . . . . . . ...
17.10.1 Visualisierung . . . . . . . . .. . oo
17.10.2Beweis . . . . . ..o
17.11Differentialgleichung fiir Sinus und Cosinus . . . . . . . ... ..
17.11.1 Losung der Differentialgleichung . . . . . . ... ... ..
1711.2Beweis . . . . . . o Lo
17.11.3 Verheftungstrick . . . . . ... .. ... ... ...
17.11.4Folgerung . . . . . . .. Lo
17.11.5Losungsraum . . . . . . ..o
17.11.6 Definition von Sinus und Cosinus . . . . . . . .. .. ...
17.11.7neue Behauptung . . . . . . . ... ...
17.12Eigenschaften zu Sinus und Cosinus . . . . . . . .. .. ... ..

Anhang — Bernoulli Polynome

A.1 Allgemeines iiber die Anhéinge . . . ... ... ... ... ....
A2 DiePolynome . . . . . ... L
A.3 Hinweise fiir Maple-Benutzer . . . . ... ... ... .......

Anhang — Hinweise fiir Maple-Benutzer

B.1 Allgemeine Hinweise . . . . . . .. ... ... ... ........

B.2 Quickstart in Maple . . . . . .. .. ... ... .. ...
B.2.1 Semikolon und Doppelpunkt - wird schnell vergessen . . .
B.2.2 Restart und with - so fangtesan . . . . . ... ... ...

129

. 129

130

131

132
132
134
134
134
134
135
135
137
137
138
138
138
138
139
139
140

143
143
143
144

145
145
145
145



INHALTSVERZEICHNIS

B.2.3 Plot - Zeichnen im Zweidimensionalen . . . . . .. .. ..
B.3 Problemlosungen fiir Fortgeschrittene . . . . ... ... .. ...
B.3.1 Das Zeichnen einer Folge . . ... ... ... ... ....



10

INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Vorbemerkungen

1.1 Probleme mit der Unendlichkeit

Man ist von der Schule gew6hnt mit Dezimalzahlen wie
r=1,11111...

zu rechnen. In der Schule lernt man auch, dass 9 -z = 9,99999... gleich 10 ist
(Frage: wieso gilt dies eigentlich?) und zeigt damit x = %. Ohne an dieser
Stelle dieser Frage nachzugehen wollen wir uns im Moment nur daran erinnern,
dass die obige genannte Zahl x eigentlich als eine unendliche Summe von Zahlen

definiert ist
1 1 1 1
10 100 1000 7

So weit so gut ....

... dass das Rechnen mit unendlichen Summen nicht ganz ohne Probleme von-
statten geht, ist vielleicht nicht so bekannt. Wir wollen an dieser Stelle die hier
auftretenden Probleme an einem typischen Beispiel illustrieren:

Betrachte folgende Reihe

] 1 n 1 1 n
r=1l—c-+=-—>+4....
2 3 4
Durch Zusammenfassen von jeweils zwei aufeinander folgenden Termen
1 1 1 1 1 1
l—--—+-—-=-4+...=[1-= - —=
st3-1t= (1) +(3-1)+ >0

ldsst sich diese Zahl x leichter berechnen. Als Summe von positiven Zahlen ist
insbesondere x positiv.

Was spricht dagegen die Berechnung von = durch andere geschickte Umordnun-
gen zu vereinfachen? Ein Vorschlag wére, die positiven und negativen Glieder
getrennt zu summieren, um nur eine Subtraktion durchfiihren zu miissen

1Ly ly S
gtg T st

11



12 KAPITEL 1. VORBEMERKUNGEN

und obendrein einen Term einzuschieben, der gleichzeitig addiert und abgezogen
wird

O R S R 111 111
Ll ) (A ) (A ) (B,

um dann folgende Vereinfachung der Summation

(R O N -1
g tgt.- st1tg

_ (4 1 1 ] 1 1
—<+2+3+...> <+2+3+...)
=0

zu erhalten! Was ist passiert? Es folgt 2 = 0 im Widerspruch zur ersten Uber-
legung, welche x > 0 zeigt. Wir haben jetzt ein Problem, das offensichtlich
daher riihrt, dass wir zu unvorsichtig mit dem Hantieren von ‘unendlich’ vielen
Grossen umgegangen sind. Wir haben insbesondere auch gar nicht genau genug
gesagt, wie eigentlich eine 'unendliche’ Summe zu erklédren ist, in wie weit sie
iiberhaupt allgemein existiert etc. Vielleicht war die Bildung der unendlichen
Summe gar nicht sinnvoll?

Dieses Beispiel dient dazu zu verdeutlichen, warum wir bei allen nun folgen-
den Uberlegungen, insbesondere bei den Definitionen und Begriffsbildungen,
so vorsichtig wie moglich sein werden. In der Tat werden wir im Verlauf der
Vorlesung sehen — nachdem wir uns genau iiberlegt haben wie unendliche Sum-
men iiberhaupt zu definieren sind — dass der erste Ansatz sehr wohl sinnvoll
war, und dass in iiberraschender Weise die dadurch definierte unendliche Sum-
me den Wert « = log(2) besitzt (natiirlicher Logarithmus), was im iibrigen —

durch eine Modifikation des zweiten Ansatzes — auf die Formel [ N % = log(2)
2

zuriickgefiithrt werden kann.

1.2 Mengen

Wir benutzen héufig die Sprache der Mengenlehre. Etwa folgende Bezeichnung
fiir die Menge A, welche aus den Zahlen 1, 2 und 3 besteht

A = {1,2,3} ={2,3,1,1}
Dann bedeutet
1 € A
5,1 ist Element der Menge M”. In diesem Sinne gilt analog:
a € {a,b}

(1,2} « {{1,2}, {o, ;]}

Das zweite Beispiel ist eine Menge von Mengen, deren zwei Elemente aus der
zweielementigen Menge {1,2} und der Menge der reellen Zahlen im Intervall
[0, 3] bestehen.
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Zwei Teilmengen N7 und Ny einer Menge M heissen disjunkt, wenn ihr Durch-
schnitt N1 N Ny die leere Menge 0 ist.

Auch in der Mengenlehre wird man mit dem Problem der Unendlichkeit kon-
frontiert. Etwa wenn man versucht Mengen rekursiv zu definieren in dem man
setzt

Mo = {a}

My = My U{Mo} = {a,{a}}
(disjunkte Vereinigung)

My =My U {Ml} - {aa {a}v {aa {a}}}

und so weiter ... Iteriert man das unendlich oft, erhélt man eine Menge

M = {a,{a},{a,{a}}v{a,{a}v{a,{a}}},-~-}

welche die Eigenschaft besitzt
MeM.

Dass es mit derartigen Konstruktionen Probleme geben kann, zeigt das uns das
folgende Paradoxon

Definition: Eine Menge M heisse gutartig, wenn M ¢ M gilt. Eine Menge heisse
pathologisch, wenn M € M gilt.

Offensichtlich sollte eine Menge dann entweder gutartig oder pathologisch sein.
Bilden wir jetzt aber die Menge aller guten Mengen, so erhalten wir einen Wi-
derspruch

Definition: Es sei M die Menge aller gutartigen Mengen.

Es stellt sich dann die Frage, ob die so definierte Menge M selbst wieder gutartig
ist?

Angenommen, dies wiire der Fall. Dann wire M als gutartige Menge wegen der
Definition von M selbst ein Element von M, das heisst M € M. Das kann aber
nicht eintreten, denn dann wére wegen M € M die Menge M eine pathologische
Menge, und nicht — wie angenommen — gutartig. Dies zeigt uns also, dass die
Menge M aller gutartigen Mengen selbst nicht gutartig sein kann.

Dann bleibt anscheinend nur die Alternative, dass die Menge M aller gutartigen
Mengen eine pathologische Menge ist (was uns vielleicht nicht so iiberraschend
erscheinen mag). Als pathologische Menge erfiillt daher M die Eigenschaft

MeM.

Das war die Definition von pathologisch! Aber aus M € M folgt, dass M ein
Element der Menge M aller gutartigen Mengen ist. Mit anderen Worten, es
folgt: M ist eine gutartige Menge!
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An dieser Stelle erinnern wir uns aber daran, dass dies nicht sein kann, da wir
es bereits ausgeschlossen haben, dass die Menge M aller gutartigen Mengen
gutartig sein kann. Ein Teufelskreis!

Offensichtlich kann man Mengen also nicht ‘beliebig’ definieren. Ein solides Fun-
dament der Mengenlehre zu legen ist eine schwierige Aufgabe, und gehort ei-
gentlich nicht zum Themenkreis der Analysisvorlesung. Wir wollen uns an dieser
Stelle nur merken, dass man beim Umgang mit der Unendlichkeit Sorgfalt walten
lassen sollte. Wir benutzen die Begriffe der Mengenlehre eigentlich in der Regel
nur im Sinne von Notationen. Wichtige Bildungen in diesem Zusammenhang
verbinden sich mit den Begriffen: Abbildung, kartesisches Produkt, Relationen,
Quantoren. Diese sollen nun kurz vorgestellt werden:

1.3 Abbildungen

Eine Zuordnung zwischen nichtleeren Mengen M und N,

fM — N
meM — f(m)eN

welche jedem Element m aus M (dem sogenannten Definitionsbereich) ein ein-
deutig bestimmtes Element in N (im Wertebereich) zuweist, nennt man Ab-
bildung oder Funktion. Die Teilmenge {f(m) € N | m € M} von N nennt
man das Bild von f, kurz Bild(f). Die Abbildung heisst surjektiv, wenn gilt
Bild(f) = N. Eine Abbildung heisst injektiv, wenn aus f(m) = f(m') folgt
m = m’. Eine Abbildung heisst bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.4 Kartesische Produkte

Das kartesische Produkt zweier Mengen M und N ist die Menge aller Paare
(m,n):

MxN = {(m,n)lme M,ne N)}
Beachte, dass im Gegensatz zum Mengenbegriff bei der Bildung von Paaren

(m,n), die Reihenfolge eine Rolle spielt. Das heisst im allgemeinen gilt, dass
(m,n) von (n,m) verschiedenen ist, selbst wenn fiir die Mengen gilt M = N.

Beispiel: Ist R die reelle Zahlengerade, dann ist

R xR = Zahlenebene

1.5 Relationen

Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge R C X x X.
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Schreibweise

z,y € X,z £ y fiir (z,y) € R, oder kurz z ~ y. Man sagt dann ,,... x steht in
Relation zu y beziiglich der Relation R...”

1.6 Axiome der Aquivalenzrelation

Eine Relation auf X nennt man Aquivalenzrelation, wenn folgende Eigenschaf-
ten erfiillt sind

1. Reflexivitit: x ~ z (fiir alle z € X)
2. Symmetrie: Aus x ~ y folgt y ~ x
3. Transivitdt: Aus  ~y und y ~ z folgt x ~ 2
Eine Aquivalenzrelationen auf X definiert eine Zerlegung von X in disjunk-

te Aquivalenzklassen. Umgekehrt definiert jede Zerlegung von X in disjunkte
Teilmengen eine Aquivalenzrelation auf X.

1.7 Quantoren

e Y bedeutet ,,fiir alle”
Beispiel: Vz € K bedeutet ,,fiir alle x aus K”

e J bedeutet ,,es existiert (mindestens) ein”
Beispiel: Ve e K Jye K (y+z=0)

e ! bedeutet ,,es existiert genau ein”.
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Kapitel 2
Korper

Ein Korper (K, +,-) ist eine Menge mit zwei Abbildungen

KxK-5K KxK-—K
(a,b) — a+0 (a,b) — a-b

(genannt Addition und Multiplikation) so, dass folgende Axiome erfiillt sind

K1) a+(b+c)=(a+b)+c firallea,b ce K (Assoziativgesetz)
K2) Es existiert ein Element 0 € K mit 0+ a = a fiir alle a € K (neutrales Element)
K3) Fiir jedes a € K gibt es ein Element —a € K,
so dass gilt —a+a=0 (inverses Element)
K4) Fiir alle a,b e K gilt a+b=b+a (Kommutativgesetz)

Dies waren das Assoziativgesetz, die Existenz des neutralen Elements, die Fxi-
stenz des inversen Elements, und das Kommutativgesetz der Addition. Analog
fordert man fiir die Multiplikation

K1) a-(b-c)=(a-b)-cfir alle a,b,c € K

K2) Es existiert ein Element 1 € K mit 1-a =aq fiir allea € K

K3’) Fiir alle a € K # 0 existiert ein Inverses ! in K mit a™!-a =1
K4%) a-b=1"b-a fir alle a,b € K

Ausserdem wird gefordert
K5)1#0

sowie das Distributivgesetz

D) Fir alle a,b,ce K gilt a- (b+¢) =a-b+a-c (Distributivgesetz)

Die Assoziativgesetze erlauben es mehrfache Klammern bei der Addition weg-
zulassen. Man schreibt also kurz a+b+c anstatt (a+b)+c¢ = a+(b+c¢). Analog
fiir die Multiplikation. Ausserdem benutzt man die iibliche Schreibkonvention
(a-b)+ (¢-d)=a-b+ c-d oder auch ab + cd.

17
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2.1 Folgerungen aus den Axiomen

Varianten des Distributivgesetzes Wendet man K4’) auf beiden Seiten von D)
an, erhélt man auch die folgende Variante D’) des Distributivgesetzes:

(b+c¢)-a = b-atc-a

Distributivgesetz mit 4 Variablen Es gilt:

(a+b)-(c+d) = a-c+b-c+a-d+b-d

Beweis: (a+b)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d)=a-c+b-c+a-d+b-dwegen
der Distributivgesetze D’ und D.

2.1.1 Lemma

Inverse und neutrale Elemente sind eindeutig bestimmd.

Beweis: Aus u+a = 0 =v+a und (K4) folgt a+u = a+v. Somit —a+ (a+u) =
—a + (a4 v) wegen (K3). Wegen (K1) also (—a + a) + u = (—a + a) + v, oder
0+ u = 0+ v. Daher u = v wegen (K2). Die zeigt die Eindeutigkeit des zu a
inversen Elements. Analog zeigt man die Eindeutigkeit des neutralen Elements:
0+4a=a =0+ a impliziert a + 0 = a + 0 wegen (K4), und somit 0 = 0 (wie
oben fir u=0,v = f)). Der multiplikative Fall ist analog.

2.1.2 Lemma

Es gilt x -y = 0 genau dann, wenn gilt: x = 0 oder y = 0.

Beweis: Wir zeigen zuerst 0 -z = 0 = z - 0. Nach (K4’) geniigt die rechte
Gleichheit.

0 = 040 (K2
z-0 = z-0+2-0 (D)
—z-04+2-0 = —z-0+(z-0+2-0)
0 = (—z-04+2-0)4+2-0 (K3),(K1)
0 = 04+2-0 (K3)
0 = z-0 (K2).

Umgekehrt folgt aus x -y = 0 entweder y = 0 oder z = 0. Ist ndamlich x # 0,

dann existiert z7!. Wie bereits gezeigt gilt dann 27 '-0=10. Also0 =2"1-0 =

x b (z-y)(zt-x)-y=1-y =y, das heisst y = 0.
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2.1.3 Lemma
—z=(-1) .

19

Beweis: (—1)-z+2=((-1)+1)-2 =0 -2z =0 wegen (D’),(K3) und Lemma
2.1.2. Aus der Eindeutigkeit des Inversen (Lemma 2.1.1) und (—1) -2+ =0

folgt daher —x = (—1) - .

Wir benutzen nun folgende Schreibweise

2.1.4 Lemma
(—x)? = 2%
Beweis: Es gilt:
(—x)+ = 0
(=2) - ((-2) + ) (=2)-0
(—2)? + (—2) - 0 (D), (Lemma 2.1.2)
(—2)? 4+ (—z)-2) +z-2 z-x (K2)
(—2)* +((-2) +2) @ @ (K1), (D)
(=) +0 2 (Lemma 2.1.2)
(—) o® (K4),(K2)

2.2 Beispiel

Jeder Korper besitzt mindestens zwei verschiedene Elemente, ndmlich 0 (Null)
und 1 (Eins) nach Axiom (K5’). Wie man leicht nachpriift, definieren folgende
Tabellen einen Kérper Fo = {0,1} mit zwei Elementen

+ 101 101
0101 0[0]|0
11711]0 1101

Im {ibrigen sind diese Tabellen durch die Korperaxiome bereits eindeutig fest-
gelegt! Beispielsweise ist 1 + 1 = 1 ausgeschlossen, wegen 1 # 0.

2.3 Notationen
ex—y=2+(~y)=(~y) +tr=—y+z
o x/y:= g =y ! fiir y #0

e Die iiblichen Bruchrechenregeln wie Kiirzen (22 = 2 fiir a # 0, ¢ # 0) oder

Hauptnennerbildung (% + & = 2%t fiir b 3£ 0, d # 0 also bd # 0!) folgert
man leicht aus den Koérperaxiomen.

0Jedes Element der Additionstabelle kommt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einmal
vor; warum?
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Kapitel 3
Angeordnete Korper

Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine Relation < auf K gibt, fiir die gilt:

01) Fiir z,y € K gilt genau einer der drei Fille (Ezklusitivitit)
x<yoderz=yodery<ux.

02) Aus z < y folgt © + 2z < y + z fur alle z € K (Translationsinvarianz)

03) Aus 0 < z und 0 < y folgt 0 < -y (Multiplikativitit)

04) Aus a < bund b < ¢ folgt a < ¢ (Transitivitdt)

3.1 Notationen

e x > y steht fir y < x
e z >y bedeutet z >y oder x =y

o r <y bedeutet x <y oder x =y

3.2 Intervalle

In einem angeordneten Korper K sind Intervalle definiert

(a,b) :={x € Kla <z < b}

[a,b] :={z € K|a < x < b}

[a,b) :={z € Kla < z < b}

(a,b] :={x € Kla <z < b}

3.3 Quadrate sind positiv

Aus den Axiomen eines geordneten Korpers folgt:

x # 0 = 2 > 0, insbesondere gilt 1 > 0

21
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Beweis: Aus x # 0 folgt © < 0 oder z > 0 (Axiom O1). Fiir x > 0 gilt 22 =
2 -2z > 0 nach (Axiom 03). Ist < 0, so folgt durch Addition von z = —z aus
Axiom O2

0< —x.

Nach Axiom O3 daher 0 < (—z) - (—z) = (—z)?. Wegen (—z)? = 2? (Lemma
2.1.4) folgt also auch in diesem Fall 22 > 0.

3.4 Natiirliche Zahlen

In einem angeordneten Korper K gilt 0 < 1 nach Folgerung (a). Aus der Trans-
lationsinvarianz (O2) folgt dann

1<1+1

und induktiv
1+1<1+1+1

und so weiter. Die so definierten Elemente 0,1,14+ 1,1+ 1+ 1,... des ange-
ordneten Korpers K sind paarweise verschieden wegen des Transitivitdtsaxioms
(O4) und der Exklusivitdt (O1). Man bezeichnet die so definierten Zahlen mit
0,1,2=141,3=1+41+1 usw. Die so definierten Zahlen in K definieren eine
Teilmenge

N=1{0,1,2,3,---}

des Korpers K, die so genannte ,,Menge der natiirlichen Zahlen”.

Folgerung: Ein angeordneter Kéorper K besitzt unendlich viele Elemente.

3.5 Lemma

Es gilt

(a) x<y < O<y—=x

(b) <0 < —z>0

(¢) x>0 < —2<0
dz<y < —y< -z

() z<yund0< z =22 <yz.

Insbesondere vertauscht x — —x ‘positive’ und ‘negative’ Zahlen.

Beweise: Fiir (a) addiere —z und benutze (02). (b) ist der Spezialfall y = 0 von
(a). Auch (c) ist ein Spezialfall von (a) wegen —(—z) = 2 (siehe Ubungsblatt).
Zu(diz<y<—=0<y—az<=0>—-(y—2)<=0>—-y+ar<= —z>—y
wegen Axiom (O2) und (b) und (c). Zu (e): < y impliziert 0 < y — = und
daher wegen (03) 0 < (y — z)z = yz — xz. Aus (02) folgt zz < yz.
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3.6 Bemerkung
Ein Spezialfall von (e) ist
(05) 0<z,0<y=0<z+y.

Beachte: (01),(02),(03),(04) sind &quivalent zu (01),(02),(03),(05), denn
Transitivitéit schliesst man wie folgt: a« < b <= 0 < b—a und b < ¢ <=
0 < ¢ — b nach (02). Gilt (05), folgt daher aus a < b, b < ¢ die Aussage
0<(b—a)+ (c—0b) =c—a. Also wegen Axiom (02) durch Addition von a die
Aussage a < ¢ von Axiom (0O4).

3.7 Folgerung
r-y>0<=2>0,y>0o0derz <0,y <0

r-y<0<=z>0,y<0oderxz<0,y>0

Beweis 1. Schritt. Aus z > 0,y > 0 folgt xy > 0 nach (O3). Aus < 0,y < 0
folgt 0 < —x,0 < —y wegen Lemma 3.5b. Also 0 < (—z)-(—y) = (=1)%zy = zy
nach (O3) und Lemma 2.1.3 und 2.1.4.

2. Schritt. Aus x > 0,y < 0 folgt 0 < z(—y) nach (O3), wegen 0 < —y (Lemma
3.5b). Wegen z(—y) =z - (—1) -y = (—1) - (zy) = —zy (Lemma 2.1.3) gilt also
0 < —zy oder 2y < 0 (Lemma 3.5¢). Im Fall y > 0,2 < 0 zeigt man analog
zy < 0.

3. Schritt. Da zy = 0 genau dann gilt, wenn entweder x = 0 ist oder y = 0
ist, haben wir eine vollstdndige Liste aller Fille aufgestellt. Daraus folgt die
Behauptung.

3.8 Lemma
>0« 2" 1>0

1

Beweis: Wegen 27! -z = 1 > 0 folgt aus > 0 die Behauptung z~! > 0 aus

dem letzten Lemma.
3.9 Lemma
r>y>0=0<z t<y!

Beweis: Aus der Annahme und dem letzten Lemma folgt 0 < 2! und 0 < 31,

also 0 < 271y~!. Aus Lemma 3.5¢ folgt die Behauptung.



24 KAPITEL 3. ANGEORDNETE KORPER

3.10 Lemma

Ausa <bund c<dfolgta+c<b+d.

Beweis: Aus der Annahme folgt 0 < b —a und 0 < d — ¢ (Axiom 02). Also folgt
0 < d—c+b—a, oder durch Addition von @ + ¢ (Axiom O2) wie behauptet
a+c<b+d.
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Die Betragsfunktion

K sei ein angeordneter Korper. Wir setzen

x, x>0
|z =< 0 x=0

-z, <0
Aus der Definition folgt sofort x < |z| sowie —x < |z| sowie | — z| = |z| durch
Betrachtung der einzelnen Félle.
4.1 Lemma
Es gilt

lz| > 0

fiir alle x € K und |x| = 0 gilt genau dann, wenn x = 0 ist. Weiterhin gilt fir
alle x,y € K

L |x-y| ==yl

2. 1z +y| <z + [yl

Beweis: Die Eigenschaft |z| > 0 folgt durch Fallunterscheidungen aus dem Lem-
ma 3.5b.

Eigenschaft 1. folgt durch Fallunterscheidung (9 Félle). Ist © = 0 oder y = 0
folgt die Behauptung aus Lemma 2.1.2. Wenn nicht benutzt man Folgerung 3.7.
Im wesentlichen muss man dann die drei Félle 0 < 2,0 < y und z < 0,y < 0
und oBdA z < 0,0 < y unterscheiden. Im ersten Fall ist |zy| = zy = |z||y],
da zy > 0 ist. Im zweiten Fall ist |zy| = 2y = (—2)(—y) = |z||ly|, wegen
(—=1)2 = 1 (Lemma 2.1.4). Im dritten Fall ist |zvy| = —ay = (—2)y = |z||y|
wegen —zy = (—1) - (z-y) = ((-1) - z) - y = (—z)y (Lemma 2.1.3).

IDiese Ungleichung wird ,,Dreiecksgleichung” genannt.

25
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Eigenschaft 2. Wie wir bereits gesehen haben gilt < |z| und y < |y|. Also
gilt z +y < |z| + |y| nach Lemma 3.10. Ditto —z < |z| und —y < [y|, also
—z —y < |z| + |y|- Wegen

_ z+y rz+y =20
ety = {—x—y rz+y<0

folgt daher wie behauptet |z + y| < |z| + |y|.

4.2 Definition der Distanzfunktion

Wir betrachten neben dem Betrag | | hidufig auch die Distanzfunktion d(z,y)
d: KxK—K
definiert durch
d(z,y) =z —y| .
Offensichtlich gelten die folgenden metrischen Eigenschaften:
e d(xz,y) > 0 fiir alle z,y € K, und d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.
o d(z,y) = d(y, )
o d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle z,y,z € K

Die erste Eigenschaft folgt aus der ersten Aussage des letzten Lemmas. Die
zweite Aussage folgt aus |x —y| = | — (z —y)| = |y — z|. Die letzte Aussage folgt
aus der Dreiecksungleichung des letzten Lemmas

dz,y) =z -yl =[xz —2)+ -yl < |z — 2|+ |z —y| =d(z,2) + d(2,y) .



Kapitel 5

Der Korper der komplexen
Zahlen

Sei K ein angeordneter Korper. Wir betrachten das kartesische Produkt L =
K x K ={(z,y)|z,y € K} und definieren

Addition: L x L——= L
(z,y), (@,y') = (x+ 2,y + ')

Multiplikation: L x L—— L

((z,y), (2" y) = (z-2' —y- ¢,z y +y-2')
5.1 Satz
(L,+,-) ist ein Kirper.

Dabei ist 0 = (0,0) das Nullelement und 1 = (1,0) das Einselement. Wir be-
schrinken uns darauf, die Existenz der multiplikativ inversen Elemente zu zei-
gen. Die anderen Eigenschaften iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

5.2 Inverses Element der Multiplikation

Sei z = (z,y)# 0. Dann gilt = # 0 oder y # 0. Wir benutzen nun Abschnitt 3.3

Fallunterscheidung 2 + 12

z=0,y#0 2 +y?=y>>0
y#0,2=0 2 +y2=22>0
y#0,2#0 22 + 4% >0, denn 22 > 0 und y? > 0

Also folgt in allen Féllen: 22 + 32 # 0

Ansatz: Somit ist das folgende Element definiert

1. L -y
' x2+y27x2+y2

27
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- zx—y-(-y) z-(-y +y-a ©?+y* 0
Dann gilt z-27 ! = , = , =
) ( xZ _|_y2 l'2 +y2 .132 _|_y2 .132 _|_y2
(1,0) = 1 unter Benutzung von —y = (—1) - 3. Das heisst 271 -z = 1.

5.3 Die Einbettung von K

Betrachte die Einbettung i : K < L, welche der Zahl z € K die Zahl (x,0) € L
zuordnet. Dann gilt i(x + y) = (¢ +y,0) = (2,0) + (y,0) = i(x) +i(y) und
i(r-y) = (zy,0) = (x,0) - (y,0) = i(x) - i(y). Wir kénnen also K als Teilkorper
von L auffassen und schreiben kurz x anstatt i(z).

5.4 Die Zahl i

Wir definieren ¢ € L durch
i=1(0,1) .

Dann gilt ¢-4 = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-14+1-0) = (-1,0) = —(1,0) = -1
it =—1.
In K besitzt die Gleichung 22 = —1 keine Losung, da in einem angeordneten

Korper Quadrate immer positiv sind. In L haben wir eine Losung der Gleichung

2?2 = —1 gefunden. Insbesondere ist daher L ein Korper, der keine Anordnung

besitzt.

Beachte (z,y) = (2,0)+ (y,0) - (0,1) = (z,0) + (0,y). Mit unseren Kurzschreib-
weise © = (z,0) erhalten wir somit

(r,y)=x+y-i.

5.5 Hinweis

Im spéter relevanten Fall, wenn K der Korper R der reellen Zahlen ist, nennt
man oben konstruierten Kérper L den Korper C der komplexen Zahlen.
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Archimedisches Axiom

Ein angeordneter Kérper K heisst archimedisch, falls! gilt

Ve KdneN z<n.

6.1 Folgerung (Satz des Eudoxos)

In einem archimedischen Korper K gilt: Fiir alle ¢ > 0 aus K existiert eine
natiirliche Zahl 0 # n € N aus K, so dass gilt

0<l/n<e.

Beweis: Aus 0 < ¢ folgt 0 < e~!. Wihle n € N mit ¢ < n (archimedisches
Axiom). Dann folgt 0 < n~! < ¢ wie behauptet.

In einem angeordneten Korper K hat man die natiirlichen Zahlen N C K sowie
die inversen Elemente —N = {—n | n € N}. Aus Lemma 3.5 folgt NN —N = {0}.
Die Vereinung NU —N nennt man die Menge Z der ganzen Zahlen. Diese Menge
ist unter Addition und Subtraktion abgeschlossen, wie man leicht sieht. Aus den
Bruchrechenregeln sieht man dann sofort, dass die rationalen Zahlen in K

p
Q:{56K|p,qu,q7€O}

einen Teilkorper von K definieren.

6.2 Dichtigkeitssatz

Die rationalen Zahlen liegen in einem archimedischen Koérper K dicht. Damit
ist folgendes gemeint: Vo € K, Ve > 0 aus K Jy € Q mit

r—e<y<x+te.

1Dies ist keine Folgerung aus den bisherigen Axiomen, wie es vielleicht den Anschein haben
koénnte, sondern ein unabhingiges Axiom
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Beweis 1. Schritt. ObdA z > 0. [Denn anderenfalls ist —x > 0. Hat man y € Q
gefunden mit (—z) — e < y < (—z) + ¢, so folgt durch Multiplikation mit —1
daraus x —e < —y < x +e. Wegen y € Q < —y € Q folgt die Behauptung.]

2. Schritt. ObdA e = 1 fiir ein 0 < n € N. [Fiir beliebiges 0 < ¢ existiert nach
Eudoxos ein n € Nmit 0 < % < ¢. Hat man ein y € Q gefunden mit x—% <y<
z+1 danngiltauchz—e <y <ztewegenz—c<z—2 <y<z+i<ate]

3. Schritt. ObdA kann man annehmen ¢ = 1 und > 0. [Offensichtlich ist
x—% <y<x+% dquivalent zu z — 1 < g < 24+ 1fir Z =n-2 > 0 und
g = n -y (multipliziere mit n). Beachte y € Q <= 7 € Q]

4. Schritt. Der Fall x > 0 und € = 1. Betrachte M = {y € N| x — 1 < y}. Nach
dem archimedischen Axiom ist diese Menge M nicht leer. Sei m die kleinste
natiirliche Zahl aus M. Dann gilt per Definition von M

r—1l<m.
Behauptung: Es gilt auch m < 2+ 1 (m € N ist also die gesuchte Zahl aus Q).

Beweis der Behauptung: Der Fall m = 0 ist klar, denn 0 < x + 1 wegen x > 0.
Im Fall m > 1 ist m — 1 wieder eine Zahl in N. Angenommen m < z + 1 wire
nicht richtig, dann gilt * < 2 +1 < m, also x — 1 < m — 1. Somit wire m — 1
auch eine natiirliche Zahl < m aus M im Widerspruch zur Minimalitdt von m.
Also gilt wie behauptet m < z + 1.

6.3 Bernoulli Ungleichung

Sein > 2 aus N und sei z > —1 eine von Null verschiedene Zahl aus einem
angeordneten Korper K. Dann gilt

14+2)">1+nzx.

Beweis durch vollstiandige Induktion:

Der Induktionsanfang n = 2: Fiir n=2 folgt die Aussage aus 2 > 0 und der
binomischen Formel

(1+2)?=1+22+2%>1+27,
welche aus dem Distributivgesetz folgt.

Der Induktionsschritt von n auf n + 1: Angenommen es gilt (1 4+ )" > 1 + nz.
Dann folgt durch Multiplikation mit der Zahl 1 4+ 2 > 0 (benutze Lemma 3.5¢)

A+z)" " =0+2) - (1+2)">(1+z)- (1+nz)

=l4+az+nrt+ne?=1+n+Dz+nz®>1+(n+1)z

wegen nz? > 0. Beachte n > 0 und 22 > 0.



Kapitel 7

Folgen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Folgen und studieren die Begriffe der
Konvergenz und der Cauchyfolge in einem archimedischen Kérper K. Wir zeigen
spater, daf3 sich einige dieser Begriffe und Ergebnisse iibertragen lassen auf
metrische Rdume. In der Tat ben6tigen 7.1 bis 7.7 keine weiteren Eigenschaften
als die Axiome einer Metrik und iibertragen sich spiter Wort fiir Wort (siehe
Kapitel 11, Seite 59).

7.1 Definition

Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung

N — X

n = I,

von den natiirlichen Zahlen nach X. Man schreibt héufig xg, z1, 22, z3,... € X.

7.2 Annahme

Im weiteren sei K ein angeordneter Korper K.

Beispiele: Die in der Einleitung definierten Folgen

1 1 1
ZL'():L 1’1:175, 1'2:1754*5, I3 —
oder
20=0, 21 =10"% 29 =011=2;+107% 23 =0.111 =25 + 1073 ...

sind in jedem angeordneten Koérper erklért.

31
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7.3 Definition Cauchyfolge

Eine Folge x,, mit Werten in K heifit Cauchyfolge, wenn folgende Aussage richtig
ist:

Ve >03dN €N (n,m}Nﬁd(mn,xm)<6)

Oder etwas weniger formal: Fiir alle ¢ > 0 aus K gibt es eine natiirliche Zahl
N, so daB d(xp, xm) < € gilt fiir alle n,m > N.

7.4 Definition Konvergenz

Eine Folge z,, aus K heifit konvergent mit Grenzwert x € K, falls gilt:

Ve >03dN eN (n}N:>d(xmm)<5>

Weniger formal: Fiir alle ¢ > 0 in K gibt es eine natiirliche Zahl N so, dass
d(xy, ) < e gilt fiir alle n > N.

Oder alternativ auch: ‘Fiir alle ¢ > 0 gilt: Fast alle! Folgenglieder liegen im
Intervall (—e 4z, + ¢€).

Bemerkung: Da die Zahl N von € abhéngt, schreibt man hiufig auch N = N(¢).

Bemerkung: Ist z,, eine konvergente Folge mit Grenzwert x € K, dann schreibt
dann héufig auch x,, — x oder lim,,_, ooz, = = und spricht vom Limes x. Diese
Notation wird durch den folgenden Satz gerechtfertigt.

7.5 Eindeutigkeit des Grenzwerts

Der Grenzwert x einer konvergenten Folge x,, ist eindeutig durch die Folge be-
stimmd.

Beweis: Seien x,y Grenzwerte derselben Folge x,, aus K. Wir zeigen d(z,y) = 0,
was nach 4.2 zur Folge hat: z = y. Wegen d(x,y) < 0 geniigt es d(z,y) > 0
auszuschliessen.

Wir fithren einen so genannten

Widerspruchsbeweis: Wire d(z,y) > 0, dann existiert fiir ¢ = d(z,y) wegen
der Konvergenz der Folge x, ein N aus N mit d(z,,z) < § fir n > N(5),
beziehungsweise ein M aus N mit d(z,,y) < § fir n > M(5). Aus der Dreiecks-
ungleichung d(z,y) < d(x, x,) +d(xy,y) und der Symmetrie d(x, z,,) = d(z, zy)
folgt daraus

d(z,y) <e

fiir alle n > max(N, M). Ein Widerspruch zu € = d(z, y)! Also kann d(z,y) > 0
nicht gelten.

Lalle bis auf endlich viele
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7.6 Konvergenz impliziert Cauchykonvergenz
Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: Sei x,, eine konvergente Folge mit Grenzwert . Dann gilt d(z,,, z.,) <
fiir alle n > N = N(5). Aus der Dreiecksungleichung

[ ]}

d(xp, ) < d(xp,z) + d(z, Tm)

folgt d(zn,zm) < §+ 5, also d(xy,z,,) < e fiir alle n,m > N. x,, ist daher
eine Cauchyfolge.

7.7 Cauchyfolgen sind beschrinkt

Fiir eine Cauchyfolge x.,, existiert ein y € K und ein C € K, so daf fir alle
n €N gilt d(z,,y) < C.

Beweis: Fiir e = 1 gilt d(zp, xm) < 1 fir alle n,m > N = N(1) (Cauchykonver-
genz). Setze y = zy. Dann gilt d(x,,y) = d(z,,xn) < 1 fiir alle n > N. Also
d(zy,y) < C fir

C= maz(d(gc(),y), Ty d(xn—lvy)a 1) .

7.8 Permanenzeigenschaften

Sind (xn)n>0 und (Yn)n>o Cauchyfolgen in K, dann auch die Summen-, Differenz-
und Produktfolge:

o (2n)n>0 = (Tn £ Yn)n>o ist eine Cauchyfolge

o (zn)n>0 = (Tn - Yn)n>o ist eine Cauchyfolge

7.8.1 Zusatz:

Falls (zp)n>0, (Un)n>0 konvergieren, dann konvergieren auch die Summenfolgen,
Differenzfolgen und Produktfolgen z,, und es gilt

lim z, = (lim z,) £ (lim y,)

n—oo n—0oo n—0oo

lim z, = (lim z,)-(lim y,)

n—oo n—oo n—oo

Weiterhin gilt (sieche Ubungsblatt). Sei y,, eine konvergente Folge mit Grenzwert
y # 0. Dann ezistiert ein N € N, so daff gilt

1. yp, #0 fir allen > N
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zn beliebig fir n < N
yo b firn > N
konvergiert, und hat den Grenzwert

2. Die Folge z, = {

lim z, =y~ !

n—oo

Beweis: oBdA nur im Fall z, = z, - y, fiir Cauchyfolgen x,,, y,.

d(2ns2m) = |TnYn — Tm  Yml
‘xn'yn_xn'ym+$n'ym_$m'ym|
‘xn'yn_xn'ym|+|xn'ym_xm'ym|
Zn - (Y — Ym)| + (T — Tm) - Y|

[Znl - [Yn = Ym| + |20 — Tm| - |ynl

NN N

Es gibt C,C’" # 0 in K, so dass gilt

|z, | < C (Beschrénktheit der Cauchyfolge xy,)

[Yn — ym| < 577 (Cauchyfolge)

lyn| < C" (Beschrinktheit der Cauchyfolge y,,)

o |z, — Tm| < 55 (Cauchyfolge)

falls n,m > N(5%) und n,m > N(5%).

Somit ist z, eine Cauchyfolge, denn

€ €
\zn—zm\<0-%+0’-20,

=&

gilt fiir alle

”’m>N:maX(N(z-sc)’N/Q-eC/)) :

Bemerkung: Sind z,,y, konvergent mit Grenzwerten x,y, dann zeigt man wie
oben d(zn, zy) < |z|d(yn,y) + d(xn, z)|y|, was z, — xy zur Folge hat.

7.9 Nullfolgen

Hat eine konvergente Folge aus K den Grenzwert Null, dann nennt man x,, eine
Nullfolge.
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7.10 Das Archimedische Axiom
Von nun an sei K ein archimedischer Koérper.

Dann gilt

7.11 Die Leibnizfolge

Die Leibnizfolge

1'0217 171:5, T2 = 3

oder allgemeiner (fiir z > 0)

definiert eine Nullfolge.
Wir zeigen ganz allgemein das folgende

Kriterium: Se: x,, eine Folge, der Folgenglieder von Null verschieden sind, so
dass yn, = x, ! definiert ist. Gilt (*)

VCeK3INeN (n>N:|yn\>C) ,
dann ist x,, eine Nullfolge.
(*) gilt offensichtlich fiir y,, = 1+ nx, denn |y,| > C fiir alle n > 271 - C.
Beachte, dass es nach dem Archimedischen Axiom mindestens ein N € N gibt

mit dieser Eigenschaft, und dass dieses Eigenschaft dann erst recht gilt fiir alle
n>N.

Beweis des Kriteriums: Gegeben € > 0. Fiir C' = ¢! gibt es dann ein N € N
mit C < |y,| fiir alle n > N. Also gilt

d(,,0) = |yn| ' <€

fiir n > N.

7.12 Die geometrische Folge

Fiir ¢ € K nennt man die Folge x,, = q" eine geometrische Folge. Die durch
q definierte geometrische Folge konvergiert genau dann, wenn gilt |q| < 1 oder
qg=1. Im Falle |q| < 1 ist der Grenzwert gleich 0.

Beweis: Der Fall |g| = 1. Fiir ¢ = 1 konvergiert die Folge gegen 1 (trivial). Fiir
g = —1 gilt d(z,,2n41) = 2 fiir alle n € N. Somit ist z, nicht einmal eine
Cauchyfolge.
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Der Fall |¢| > 1. Wir behaupten, z,, ist unbeschrénkt im Sinne von (*)
VC AN e N(n > N = |z,| > C) ,

also ist x,, keine Cauchyfolge. Benutze |g| = 1 + z fiir geeignetes > 0. Dann
ist |zy| = |¢|™, und aus der Bernoulli Ungleichung folgt

|z =14+ 2)" >1+nz>C

fiir alle n > N > 27 'C (ein solches N € N existiert nach dem Archimedischen
Axiom!).

Der Fall |g| < 1. Fiir ¢ # 0 setze ¢ = ¢~ *. Dann gilt |§| > 1, und die Behauptung
des Lemmas folgt aus dem Kriterium 7.11 und der Unbeschrénktheit (*) der
geometrischen Folge ¢". [Es gilt |¢||g] = |¢q| = |1| = 1. Also |g| = |¢|!, und
1 < |q| impliziert daher |¢| > 1 (Lemma 3.9).] Der Fall ¢ = 0 ist trivial.

7.13 Intervallteilung

Fiir a < b definiert man das Intervall I = [a, b] als die Menge {r € K | a < z <
b}. Man nennt b— a die Liange {(I) des Intervalls. Der ‘Mittelpunkt’ ist definiert

als der Punkt
a+b erfa b b—a
= a = - .
2 2 2

Aus I = erhalt man zwei Intervalle

I {a,a-i—b] = {a—i—b’b]
2 2

und es gilt 7 = I' U I”. Wie man leicht sieht, gilt I(I') = {(I") = $I(1).
Lemma: Fiir z,y € T gilt d(x,y) < (1),

denn oBdA a < z < y < b, und somit d(z,y) =y —x <b—a=1(I).

7.14 Teilfolgen beschriankter Folgen

In einem archimedischen Korper K besitzt jede beschrinkte Folge x,, eine Teil-
folge? X,,, welche eine Cauchyfolge ist.

7.14.1 Hinweis

Wie spiter zu sehen ist, sind beschrinkte Intervalle [a, b] folgenkompakte, me-
trische Rédume (siehe auch 11.5, Seite 61).

2Teilfolgen entstehen per Definition durch Weglassen von Folgengliedern aus einer gegebe-
nen Folge
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7.14.2 Beweis Teil 1

Beschranktheit der Folge: Es existiert also ein Intervall I mit
xn €I =1a,b] , VYneN.

Wir zerteilen I = I’ U I” wie oben beschrieben. Dann gilt

N = A U B
~—~ ~—
{neN,z, €I’} {n€N,z,el"}

N ist eine unendliche Menge. Daher ist entweder A unendlich; in diesem Fall
setze I = I'. Ist A endlich und somit B unendlich, setze I; = I"’. Als Konse-
quenz: Die Folge x,, enthilt eine Teilfolge y,, mit Werten in Iy, welche dadurch
entsteht, alle Folgenglieder weggelassen werden, welche nicht in I liegen.

yrt.

Wl

Beispiel: Sei z,, = (71)"7#1 und I = [-1,1], also zg = 1,21 = — 3,20 =

o=

Dann ist I; = [—1,0] und yo = —%,yl = —iayz =-

7.14.3 Beweis Teil 2 (Intervallschachtelung)

Durch Iteration erhélt man eine absteigende Kette von Intervallen

I=I,2LDLD...

der Lénge
1
mit einer Ketten von Teilfolgen
X0, L1, L2, . el
Yo, Y1,Y2, - e[1
20521522y - el

7.14.4 Beweis Teil 3 (Diagonaltrick)

Die Diagonalfolge xq, 1, 22, ... ist eine Teilfolge (!) der urspriinglichen Folge.
Nenne sie &,.

Diese Diagonalfolge &, ist eine Cauchyfolge. Zum Nachweis sei € > 0 gegeben.
Zu finden ist eine natiirliche Zahl N = N(¢e) so daf} gilt:

nm>=2N = d(&,&n) <e.
Aus n,m > N folgt:

gn ) Em € IN

€ln €lm



38 KAPITEL 7. FOLGEN

Somit gilt
h—
d(fnvé_m) < l(In) = ( 2Na)

Wihle N > 2 so groB, dafi 2V = (1+1) > 1+N > 71 (b—a) (Bernoulli Unglei-
chung und Archimedisches Axiom!). Dann ist (bQ_Na) < e. Alsoist d(&,,&m) < €

fiir alle n,m > N. Also ist die Teilfolge &, eine Cauchyfolge, was zu zeigen war.

n_1

Beispiel: Fiir x,, = (—1) 37 ist die oben konstruierte Teilfolge &, gegeben

durch
1

Za

1

1
=g =g

50:*1,51:* 3

2

7.15 Monotone beschrinkte Folgen
In einem archimedischen Kérper ist jede monoton wachsende Folge
T < Tn+1 vn €N )

welche nach oben beschrinkt ist x,, < C, eine Cauchyfolge. (Ditto fiir monoton
fallende nach unten beschrinkte Folgen).

Beweis: Nach Annahme ist dann die Folge x,, beschrankt. Wegen 7.14 existiert
eine Teilfolge %, der Folge, welche eine Cauchyfolge ist: d(Z;,&;) < e fiir alle
i,j > N = N(¢). Es gibt ein N > N, so dass &5 = xy (Teilfolge !). Fiir
n,m > N (oBdA n < m) gilt dann

wegen der Monotonie der Folge z,,. Also d(zy, 2n,) < d(Z 5, Tm) und N,m > N.
Dies zeigt d(xy, zm) < € fir alle n,m > N.

7.16 Abgeschlossenheit

Sei I = [a,b] oder I = [a,00) oder I = (00,b] ein abgeschlossenes Intervall. Ist
xy, € I eine konvergente Folge mit Grenzwert x, dann gilt x € I.

Beweis: Angenommen a < z,, gilt fiir alle n. Wére x < a, dann gibt es ein n mit
d(xp,x) <efire=a—x >0. Alsoz, =+ (x,—2) < x+d(xy,z) <x+ec=a
im Widerspruch zu z,, > a. Es folgt z > a.

Folgerung: Insbesondere gilt fiir monoton wachsende beschriankte Folgen: Alle
Folgenglieder x,, sind kleiner gleich dem Limes
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Der Korper der reellen
Zahlen

Konvergente Folgen sind immer Cauchyfolgen, wie wir bereits gesehen haben.
Die Umkehrung gilt im allgemeinen aber nicht. K = Q ist ein archimedischer
Korper, aber Q ist nicht vollstindig!.

Ein archimedischer Korper K heifit vollsténdig, falls jede Cauchyfolge in K kon-
vergiert

Wir fixieren im folgenden einen archimedischen vollstandigen Korper?, und be-
zeichnen diesen Korper als den Korper R der reellen Zahlen. Folgen in R nennen
wir reelle Folgen.

Fiir reelle Folgen gilt:

x,, konvergiert genau dann, wenn z,, eine Cauchyfolge ist.

Jede konvergente Folge ist beschrinkt, und besitzt einen eindeutig be-
stimmten Grenzwert.

Jede beschriankte Folge enthélt eine konvergente Teilfolge.

Ist « der Grenzwert einer Folge, die in einem abgeschlossenen Intervall I
enthalten ist, dann gilt = € I.

Jede monotone beschrinkte Folge konvergiert.

Jede nicht leere nach oben beschrinkte Teilmenge X C R besitzt eine
kleinste obere Schranke sup(X).

Nur die letzte Aussage bedarf noch eines Beweises.

lsiche Ubungsblatt
2Man kann aus den Peano-Axiomen ableiten, dass ein solcher Korper existiert

39
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8.1 Obere Schranken

Sei X C R eine Teilmenge. Eine reelle Zahl y heisst obere Schranke von X, wenn
gilt
r<y , VreX.

Die Menge Y aller oberen Schranken von X ist genau dann nicht leer, wenn X
nach oben beschréankt ist.

1.Bemerkung: Die Menge Y ist unter Limesbildung abgeschlossen. Sei y, € Y
eine Folge mit Grenzwert y. Ist € X, dann gilt = < y, fiir alle n. Also gilt
x < y wegen 7.16. Da dies fiir alle x € X gilt, folgt y € Y.

2.Bemerkung: Ist a,, ¢ Y eine konvergente Folge mit Grenzwert a, dann gilt
a < y fir alle y € Y. Dies folgt wieder aus 7.16, denn fiir a, existiert ein
Ty, € X mit a, < x,. Also wegen x,, <y gilt daher a, < y fiir alle n.

Nun zum Existenzbeweis des Supremums sup(X): Wihle ap ¢ Y und by € Y.
Dann gilt ap < by (Bemerkung 2). Zerlege I = [ag, bg] in zwei Teilintervalle
I =1'UI" um den Mittelpunkt % Setze I; = I’ bezichungsweise I, = ",
je nachdem ob ‘“’;b“ in Y oder nicht in Y liegt. Dann gilt Iy = [a1,b1] mit
ar ¢ Y und by € Y. Iteriert man dies, erhdlt man eine Intervallschachtelung,

und damit eine Kette von Zahlen

ag < ap <ag- - cooby < by < by

Die reellen Folgen a,, und b, sind monoton und beschréankt, und konvergieren
daher. Der Grenzwert b der Folge b,, € Y liegt in Y (Bemerkung 1). Es gilt

b—a= lim (b—0b,+b, —a,+a, —a)

n—oo

= lim (b—by)+ lim (b, —a,) + lim (a, —a)=0+04+0=0,

n—oo n—oo

denn a, — a und b — b, sind Nullfolgen, ebenso wie die ‘geometrische’ Folge
b, —a, = l;—{z) Es folgt a = b. Jedes y € Y ist eine obere Schranke fiir den
Grenzwert a der Folge a,, ¢ Y (Bemerkung 2). Gébe es ein y € Y mit y < b,
wiirde daraus folgen a < y < b im Widerspruch zu a = b. Also ist b das kleinste

Element der Menge Y, und damit die gesuchte kleinste obere Schranke von X

sup(X)=a=5b.

Beispiel: Fiir X = (0,1) ist Y = [1,00) und sup(X) = 1. Fiir X = (0,1] ist
wieder Y = [1,00), und sup(X) = 1.

Ist das Supremum sup(X) in X enthalten, nennt man die Zahl das das Maximum
max(X) von X. Analog definiert das Infimum inf(X) einer nach unten be-
schriankten Menge X, respektive das Minimum min(X).
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Reihen

Wir sind nun in Lage zu prézisieren, was wir in den Vorbemerkungen bereits
auf naive Weise getan haben, ndmlich was unter einer unendlichen Summe zu
verstehen ist. Dies fiihrt uns auf den Begriff der Reihen. Eine Reihe ist eine Folge,
welche aus einer Folge x, reeller Zahlen entsteht durch sukzessive Addition
Zo, T4+T1, To+T1+Te, - . Auf diese Weise entsteht eine neue Folge reeller Zahlen,
die Folge s,, der Partialsummen. Diese ist rekursiv definiert durch s,, = s,,_1+x,
und sy = zg, und man schreibt auch

n
i
=0

o+ x1+T2+2x3+ ...+ 2Ty .

Sn

Man sagt ‘die Reihe ZZO:O x, konvergiert’, wenn die zugeordnete Folge s,, der

Partialsummen eine konvergente Folge ist. Ist dies der Fall, dann bezeichnet
man gleichzeitig den Grenzwert lim,,_,, s, mit Z;‘io Ty. Ist die Folge der Par-
tialsummen nicht konvergent, sagt man ZZOZO x,, konvergiert nicht.

9.0.1 Dezimalzahlen

Etwa

= Qap,a102....Qy
fiir eine Ziffernfolge a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} definiert eine Reihe. Wir zeigen
in diesem Abschnitt, dass jede solche Reihe konvergiert (Majorantenkriterium,

geometrische Reihe). Dies kann man natiirlich auch aus der Konvergenz mono-
toner beschrinkter Folgen ableiten. Der Grenzwert definiert die Dezimalzahl

o)
ap,a1a20a3.... = E a; - 107" .
=0

41
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9.1 Cauchykriterium fiir Reihen

oo
> x, konvergiert genau dann, wenn gilt: Ve > 0 3N = N(e), so dass gilt

n=0

m
m>2n>N(E) = Zazl<5
1=n—+1
Beweis: Die Folge der Partialsummen s, := Y . z; konvergiert genau dann,

wenn s, eine Cauchyfolge ist. Letzteres bedeutet: Ve AN so dass fiir alle n,m >
N gilt

d(Sny Sm) =

9.1.1 Folgerung 1

(oo}
Konvergiert Y x,, dann ist x,, notwendiger Weise eine Nullfolge.
n=0

Beweis: Konvergiert die Reihe, dann liefert im Fall m = n + 1 das Cauchykrite-
rium die Aussage
m > N(e) = |zn| <c.

Also ist x,, eine Nullfolge.

9.1.2 Folgerung 2 Leibnizkriterium

[ee]
Fiir eine monoton fallende Nullfolge x,, konvergiert > (—1)™ - x,,.
n=0

Beweis: Wir benutzen (x; — x;11) > 0 fiir alle ¢ > 0 (Monotonie). Fiir ungerades
m —n > 1 folgt
0< (2 —Tpy1) + -+ (Tt — )
=Tp — (xn-‘rl - xn+2)) — ('rTTL—Q - ajm—l) — Tm
< Tpn — Tm = d(xnaxm) 3
und da z,, eine Cauchyfolge ist:

m

> (1)

i=n

<g fﬁrn,m}N(g).

Ist m — n > 0 gerade, folgt aus dem eben Bewiesenen und der Dreiecksunglei-
chung

m

Do)

i=n

S
<|mn\+§<a,

da fiir eine Nullfolge |z,| < § gilt fiir alle geniigend grossen n. Damit ist das
oo
Cauchykriterium auf die Reihe ) (—1)" - x,, anwendbar!

n=0
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9.1.3 Beispiel

o Die Leibnizsche Reihe Y 10° konvergiert (Leibnizkriterium). !

n=0

9.1.4 Majorantenkriterium

Seien a, und Cy, reelle Folgen derart, dass gilt |an| C,, fiir (fast) alle n. Dann
gilt: Konvergiert Z Ch, dann konvergiert auch Z an, und es gilt

n=0 n=0
oo e
g an < g C, .
n=0 n=0

o0
Definition: Falls dieser Fall vorliegt, nennt man Y a, absolut konvergent und
n=0

o0
> Cn
n=0
eine Majorantenreihe.

Wegen a, < |a,| < C, konvergiert eine Reihe > ° a, genau dann absolut,
. . o0 .
wenn die Reihe ) |ay| konvergiert.

Beweis: Da Z C,, konvergiert, gilt Ve > 0 IN mit )" | C, < € fiir N <

n+l<m nach 9.1 (die Betrige konnen hier Weggelassen werden wegen C; > 0).

Nach 9.1 geniigt fiir die Konvergenz von Z an zu zeigen: Ve > 0 dN mit
n=0

| > i1 ail < e fiiralle N < n+ 1 < m. Dies folgt unmittelbar aus der

verallgemeinerten Dreiecksungleichung (welche durch Induktion aus der Drei-

ecksungleichung 4.1 folgt)

m m m
E a; < E |al| < E C; < e
i=n+1 1=n+1 i=n+1

Die Ungleichung fiir die Grenzwerte: Da

n

S - zaz_z i~ a) >0,
=0

=0

gilt auch im Limes Z C; — Z a; > 0 nach 7.16.
n=0

lgegen den Grenzwert log(2) wie wir sehen werden
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9.2 Geometrische Reihen

e > 1 konvergiert nicht (klar)

n=0

o0
e Die geometrische Reihe Y ¢™ konvergiert genau dann wenn |g| < 1 gilt,

n=0
und hat in diesem Fall den Wert

Yooto 0" = 1= (lal <)

Die letzte Aussage benutzt folgende Formel fiir die Partialsummen der geome-
trischen Reihe

9.2.1 Die geometrische Summe

Fiir ¢ # 1 gilt

N 1— gN+
S =ltgrdt g =

n=0

1—g¢

Beweis: Die Formel stimmt fiir N = 0. Gilt die Formel fiir N, dann auch fiir

N + 1 wegen
1— gVt L 1— N+l (gN+ — g gV _ 1 gN+2
l—q I—q l—q

Der Limes Tf:n q": Wie wir bereits wissen, konvergiert die Reihe nicht fiir
q = 1. Ist ¢ # 1 existiert wegen 7.8.1 der Limes

o 1 q
an: 1_q—1—q1\lli—r>nooqN
n=0

genau dann, wenn |g| < 1 (siehe 7.12), und hat dann den Grenzwert l—iq.

Beispiel: Die Dezimalreihe Y ¢ <% hat als Majorante die Reihe S"°° -2 wel-

i=0 107 i=0 107>
che im Prinzip die geometrische Reihe fiir ¢ = 1/10 ist. Daher konvergiert die
Dezimalreihe und definiert eine Zahl < % = 1_9 — = 10.
10

9.2.2 Quotientenkriterium

Gilt |%| < g <1 undx, #0 (fir fast alle n), dann konvergiert die Reihe.

Beweis: Dann gilt |z,,| < C - ¢" fiir alle n fiir eine geeignete gewiihlte Konstan-
te C' (benutze dazu vollstindige Induktion). Die Konvergenzaussage (absolute
Konvergenz!) fithrt man nun mittels des Majorantenkriteriums auf den Fall der
geometrischen Reihe zuriick!



9.2. GEOMETRISCHE REIHEN 45

9.2.3 Verdichtung

Sei a,, eine monoton fallende Folge von Zahlen a, > 0. Dann gilt

o0 o0
Zan konvergiert < ZQ”aQn konvergiert .

n=0 n=0

Beweis: Fiir N = 2M — 1 gilt

1 M N M-1
()< ()< (£
n=1 n=1 n=0

wegen

as +2a4 +4ag + ...
ar +(ag+a3) +(as+as+as+ar)+...

al +2a9 +4aq4 + ...

as < a1 < a1, 2a4 < (a2 + as) < 2az, dag < (ag + a5 + ag + a7) < 4ag und so
weiter.

Da die Folgen der Partialsummen monoton wachsend sind wegen a, > 0, ist

Konvergenz gleichbedeutend mit der Beschranktheit der Partialsummen. Obige

Abschétzung beschréinkt die Partialsummen von Y~ ; a,, durch die Partialsum-
o0 n

men von »_ 7, 2"ag» und umgekehrt.

Verdichtung der Harmonischen Reihe )’ %
n=1

[e.e] (oo} (oo}
. . . 1 . . 1
Die Harmonische Reihe ) ) = konvergiert nicht, wegen ) ] 2" o =) ) 1.
n= n= n=

o0 o0 o0
Die Reihe ) -L konvergiert dagegen, denn Y 2”~ﬁ = > (3)" konvergiert.

n=1 n=1 n=1
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9.3 Exponentialreihe

o]

Die Reihe zn—: konvergiert fir alle x € R absolut. Den Grenzwert nennt man
n=0

n

oo
exp(z) = ZO o
n=

Wir definieren hierbei ,,n Fakultdt” durch
n!l == 1-2.3---(n—=1)n

= H@
i=1
mit 0! := 1. Beispiel: 5! = 120.

Beweis: Folgt fiir x # 0 aus dem Quotientenkriterium, denn %| = 7%'1 < %

fiir alle n > 2|z|. Der Fall z = 0 ist trivial.

9.3.1 Die Eulersche Zahl

Fiir x > 0 konvergiert die Folge

und hat den Grenzwert -

exp(z) = Z % .

n=0

Fiir x = 1 definiert dies die Eulersche Zahl e.

Beweis: Wir benutzen das

9.3.2 Binomialtheorem

Sei K ein archimedischer Koérper. Dann gibt es fiir jedes n € N ganze Zahlen
(?) €N fiir¢=0,1,...,n, so dass fiir z,y € K gilt:

n
= (Do 2 ()

=0

Zusétzlich ist:
. n\ n!
i) kl(n—k)

Der Beweis erfolgt auf einem der Ubungsblitter.

Beispiel n = 2:

2 2 2
(x+y)? = 2+ 22y +9° = <0>x2y0 + (1>x1y1 + (2)312960 .
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9.3.3 Beschrinktheit der Folge z,

Es gilt:
Ty = (1 + E) l
n

1—1

Hn_y

. n
0 v=0

i 1—1

S (S

also wegen x > 0

Die rechte Ungleichung folgt aus 7.16.

9.3.4 Monotonie der Folge

Fir n > m gilt x,, > x,, wegen

wo= YOTI0-Y)

=0 v=0
m xi 1—1 v
>ynm - Z* (1_*)
7! n
i=0 = v=0
m .’Ei 1—1 Py
7! m
i=0  v=0
denn 1 -2>1—-2 & Z>2 & n>m(firv#0).

9.3.5 Konvergenz der Folge

47

Da x,, monoton wéchst, und x,, < exp(z) gilt, konvergiert die Folge (7.15), und

aus 7.16 folgt
lim x, < exp(z) .

n—oo
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9.3.6 Untere Schranke

Aus (zn, — Yn,m) = 0 fiir n > m (Schritt 9.3.4) folgt (wegen 7.16)
lim (z,, — Yn,m) = lim z, — lim y,,, > O,

n—oo n—o0

denn der Limes

m i 1—1
. . Xz 14
Iim ypm = hmg - 1——
n— oo ’ n—oo Z! n
=0 v=0
m i 1—1
= Y 2 0] tim (1_7)
’L! n—oo
=0 v=0
m J,’i
= >3
1=0

existiert. Also

. x
Jman = 25
und damit im Limes m — co wegen 7.16

lim z, > exp(z)

n—oo

Ubungsaufgabe: Zeige lim,, oo (1 — %)" existiert, sowie

lim (1—5) - lim (1+£) -1,
n—oo n n—0o0 n
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9.4 Umordnen

Eine Umordnung einer Reihe oder Folge wird definiert durch eine bijektive Ab-
bildung

Aus der Bijektivitdt folgt insbesondere: Fiir alle N € N existiert ein M € N so,
dass gilt

a({0,1,2,....M}) 2 {0,1,2,...,N}

9.4.1 Umordnungssatz

Sei Y0 xp absolut konvergent. Sei o : NN eine bijektive Abbildung, und

Yn = ZTo(n)

die umgeordnete Folge. Dann ist ZZOZO Yn konvergent, und es gilt

oo oo
D n = D
n=0

n=0

m
Beweis Umordnungssatz: Die Partialsummen s, = > x,, konvergieren.
n=0

Teil 1:
Nach dem Cauchykriterium gilt weiterhin Ve > 0 3N = N(g) € N mit?
m

> Jail

i=n

N<n<m — <e

Teil 2:

Es existiert dann ein M = M (e, N), so dass gilt
a({0,1,...,.M}) 2 {0,1,...,N}
insbesondere daher wegen y; = T4 ()

g, %1,.-.,xn  eine Teilfolge von  yo,...,ynm

2aufgrund der absoluten Konvergenz
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Teil 3:

Sei nun m > M = M(N,e) beliebig. Bezeichne §,, = yn die Folge der
n=0

Partialsummen der umgeordneten Reihe. Dann gilt?

m m
|8 — 8m| = Zynfzxn
n=0 n=0
K
!
= E Eilq
i=N+1

Hierbei sind ¢; € {—1,0,1} geeignete Zahlen und K = K (e, N,m) > N + 1 ist
eine geeignete natiirliche Zahl.

Teil 4:

Aus der Dreiecksungleichung folgt daher

K
|8m — sm| < Z leil |zl
i=N+1€?L’O’}
K
< D fml <«
i=N+1

wegen K > N +1 > N = N(¢) und Schritt 1. Also ist §,, — s, eine Nullfolge.

Teil 5: Schluf} des Beweises

Da s,, konvergiert, und da 3,, — s,,, eine Nullfolge ist (Schritt 4), liefert §,, =
(8m — Sm) + Sm im Limes m — oo die Konvergenz von §,, mit dem Limes

lim 3, = lim s,
m—00 m—0oQ

9.4.2 Zerlegungssatz

Gegeben sei eine Folge x,,. Sei N = I; U I eine disjunkte Zerlegung in zwei
unendliche Teilmengen. Dann existieren Bijektionen v : N = I; und p: N 2 [,.
Jede Wahl von v und p definiert eine Umordnung y2; = ;) und yai+1 = 7,()
der Folge x,,.

Ist >, absolut konvergent, dann kann man auf Grund des Umordnungs-
satzes anstelle von Y .oz, auch Y. .z, schreiben. Die umgeordnete Reihe
konvergiert gegen

neN

dowit )

i€l Jj€El2

3Hier benutzen wir, dass der Umordnungssatz fiir endliche Summen in jedem Korper gilt.
Dies zeigt man durch Induktion nach der Zahl der Summanden mit Hilfe des Kommutativge-
setzes und des Assoziativgesetzes. Ubungsaufgabe!



9.4. UMORDNEN o1

(beide Reihen konvergieren absolut) und dies ist wegen dem Umordnungssatz

gleich
S

neN

Ohne die Annahme der absoluten Konvergenz ist diese Aussage im allgemeinen
nicht mehr richtig. Siehe Abschnitt 1.1.
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9.5 Die Faltungsreihe

Die Folge ¢, := > a; - b,—; nennt man die Cauchyfaltung der Folgen a,, und b,
i=0

und schreibt
cn = (a*xb), .

o0
Konvergieren 3.2 a; und Y772 bj absolut, dann konvergiert auch - (a *b)y,

n=0
absolut, und es gilt

Z(a*b)n = (Z CLi) . ij
n=0 =0 j=0

Beweis des Doppelreihensatzes: Aus den Folgen a; und b; definiert man eine
Doppelfolge

NxN-—->R
(i,j)»—>ai-bj.

N x N kann man mit den ganzzahligen Punkten im rechten oberen Quadranten
in der Ebene identifizieren. Wahlt man irgend eine Bijektion £ : N — N x N,
dann erhélt man durch die Zusammensetzung eine Folge

N——NxN

N

1.Wahl: Eine mogliche Wahl fiir £ ist gegeben durch den ‘Quadratweg’

.8 .7 .6
.3 .2 .5
.O .1 .4

Fiir diese Wahl von ¢ konvergiert die Reihe 220:0 fk absolut. Dazu geniigt die
Beschriinktheit von Zszo |€k|. Dies lisst dich nach oben abschétzen durch
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> |ail|b;

(4,5) € geniigend grofes Quadrat

Oberkante des Quadrats Oberkante des Quadrats
= > lag| | - > ;1]
i=0 j=0
< D lail Yo 1byl
i=0 j=0

Thr Grenzwert Zg:o Ek ist der Grenzwert der Folge der Partialsummen. Dieser
Grenzwert stimmt {iberein mit dem Grenzwert der Teilfolge

N
>
k=0

fiir
do = aobo
dl = a1b0 + a161 + a0b1
dy = agby + azbi + az2bs + a1by + agbs

usw. Diesen Grenzwert 70 & = Y re, di kann man wie folgt berechnen:

N
Jim (Z dk> = lim ST aib
k=0 iy

N—oc0

Distribu:tivgesetz lim i ai> ) ibﬂ'

=0 7=0
oo 00
= Z a; - Z bj
=0 7=0

2.Wahl: Analog definiert man eine Bijektion n : N — N x N mit Hilfe des
‘Dreieckswegs’

J
.5 .8
.2 .4 .7
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sowie eine zugeordete Folge 7 : N — R. Die Reihe > .-, 7, konvergiert al-
so nach dem Umordnungsatz, und hat denselben Grenzwert wie ZEOZO & Die
Umordnungsabbildung ist « =771 o ¢

Andererseits gilt Y7 o 7k = Y pe o Ck, da die Partialsummenfolge Y_)_ ¢ eine
Teilfolge der konvergenten Partialsummenfolge Y, 7 ist. Es folgt

o 0o 0o
E a; - E bj = E Ck
i=0 7=0 k=0

wie behauptet.

und b; = u gilt nach dem Binomialtheorem

z’
il 7!

Beispiel: Fiir a; =

n 7 n—i n
A _ (z+vy)
c"‘*zﬁ(n—i)!* nl

1=0

Daraus folgt wegen 9.5 die

9.5.1 Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

’exp(a: +y) = exp(z) - exp(y) ‘




Kapitel 10

Exkurs in die Lineare
Algebra

10.1 Der n-dimensionale R-Vektorraum
Der Vektorraum R"™ ist wie folgt definiert:

R™ ={(x1,...,zpn)|lx; €R, i =1,.,n} .
Fiir x € R" ist die Multiplikation mit einem Skalar A € R erklért

Ar = ANz, ,2)
= (Az1,...,z,) .

Sei z := (z1,...,2,) € R" und y := (y1,...,yn) € R™ Dann ist die Summe
erklért durch

$+y = (xh...,xn)-&-(yhuwyn)
= (:E1+y1,...,13n+yn)

10.2 Das Skalarprodukt

Sei x := (z1,...,2,) € R* und y := (y1,...,yn) € R™. Dann ist das Skalarpro-
dukt (x,y) eine reelle Zahl erklért durch

=1

10.3 Definition der Norm

Es sei x € R™. Die Norm von x:

2l = w/(z,2) ]

95
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Anmerkung: In einer der Ubungsaufgaben haben wir gesehen, dass fiir jede reelle
Zahl k > 0 eine reelle Zahl n > 0 existiert, mit n? = k. Die einzigen Losungen
der Gleichung 2 = k sind dann 2 = £7. Man nennt =, +/k die positive
Wurzel aus x, und —n =_ /k die negative Wurzel aus k. Fiir k = 0 stimmen
beide Wurzeln iiberein.

Wegen

n

(r,z) = ZJU? >0

i=1

ist also ||z|| wohldefiniert und
10.3.1
Es gilt ||z|| > 0 fiir alle x € R™, und ||z|| = 0 genau dann wenn z = 0.

Anschaulich ist ||x|| die Lange des Vektors z, was man sich leicht mit Hilfe des
Satzes von Phythagoras klar machen kann.

10.4 Schwartz’sche Ungleichung

Fiir alle z,y € R™ gilt

(2, 9)] <[]l - [[yl]| -

Beweisskizze: Entweder gibt es ein ¢ € R mit 2 = ¢ -y (Proportionalitit!), dann
ist die Aussage trivial wegen

It 2|l = [t - [l«l] , teR.

Oder z ist nicht proportional zu y. Dann gilt fiir alle t € R

n

0<fe—t-yll* = Y (i —ty)? = ||| = 2t(x,y) + ||yl
=1

wegen (x; — ty;)? = 22 — 2tx;y; + t>y?. Sei nun obdA y # 0. Dann folgt

2 2(zy) | el

" T T
t2_2t<x,y>+<x-y)2 L @y |l
[[y][? [y [? lyll* lyll?
(t@,y))? L @) Il gl
IR Tyl

Setzt man t = ‘(@ﬁg, dann folgt (z,y)% — ||=]|* - ||y||*> < 0.

10.4.1 Verschirfung

Dies zeigt sogar |(x,y)| < ||z|| - |ly||, wenn z,y nicht proportional zueinander
sind.
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10.4.2 Dreiecksungleichung

Fiir alle x,y € R™ gilt

[l + il < [l +1lvll] -

10.4.3 Bild
Tty

10.4.4 Beweis der letzten Folgerung

Es geniigt ||z +y||? < (||]z + y||)? zu zeigen, da beide Seiten der Dreiecksunglei-
chung positiv sind. Also geniigt zu zeigen

[l +yl[* < [ll[* + 2[l2 ]| [yl + [yl -

Die linke Seite ist ||z||?> +2- (z,9) + ||y||? (siehe oben fiir t = —1). Also folgt die
gesuchte Dreiecksungleichung aus der Schwartz’schen Ungleichung

2-(z,y) < 2- |l - lyll
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Kapitel 11

Metrische Riaume

Es sei X eine Menge und

d: XxX — R
(z,y) — dz,y)

Ein solches Paar (X, d) heifit metrischer Raum, wenn gilt

1. d(z,y) 2 0 fir alle z,y € X und d(z,y) =0z =y

d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

W

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung)

11.0.5 Beispiel

Der Euklidsche Raum X = R” ist eine metrischer Raum beziiglich der Euklid-
schen Metrik d(z,y) = ||z — yl|.

Beweis: Die Symmetrie folgt aus || — z|| = ||z||. Die Dreiecksungleichung folgt
aus 10.4.2; die erste Eigenschaft aus 10.3.1.

Konvention: Wir werden im folgenden oft von dem metrischen Raum R oder R™
sprechen, ohne d explizit zu nennen. In diesen Féllen ist stillschweigend immer
die Euklidsche Metrik gemeint.

11.0.6 Einschrinken einer Metrik

Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge. Dann ist
(Y, d) wieder ein metrischer Raum.

11.1 Cauchyfolgen

Eine Folge x,, € X heifit Cauchyfolge im metrischen Raum (X, d), falls gilt:

Ve>03INeN (n,m>=2N=d(z,, zm) <¢).

59
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11.2 Konvergente Folgen
Eine Folge x,, € X heiflt konvergent im metrischen Raum (X, d) falls gilt:

JreXVe>03INeN (n>N = d(z,x,) <e¢).

Wie im reellen Fall zeigt man nun

o Der Grenzwert x einer in (X, d) konvergenten Folge ist eindeutig bestimmdt,
und man schretbt
r= lim z, ,
und d(z,,x) ist eine reelle Nullfolge.
e Jede in (X, d) konvergente Folge ist eine Cauchyfolge in (X,d).

o Jede Cauchyfolge in (X, d) ist beschrinkt in (X, d), das heisst: Es gibt ein
C € R mit d(xz,,xo) < C fiir alle n € N.

Die Beweise iibertragen sich wortlich.

11.3 Vollstindige metrische Riume

Ein metrische Raum (X, d) heisst vollstiindig, wenn jede Cauchyfolge in (X, d)
in (X, d) konvergiert.

Beispiel: Der Euklidsche Raum R™ ist vollsténdig. Dies folgt leicht aus der fol-
genden

Ubungsaufgabe: Eine Folge von Punkten konvergiert im R™ (ist eine Cauchyfolge
im R") genau dann wenn die n Koordinatenfolgen in R konvergieren (bzw.
Cauchyfolgen in R sind).

11.4 Abgeschlossene Teilmengen

Eine Teilmenge

A C X

eines metrischen Raumes (X, d) heisst abgeschlossen, falls fiir jede konvergente
Folge z,, in (X,d), deren Folgenglieder x,, in A liegen, gilt:

lim z, € A

n—oo

Beispiel: Ein abgeschlossenes Intervall A = [a, b] ist eine abgeschlossene Teil-
menge des metrischen Raumes R. Siehe 7.16.
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11.4.1

Ist A C X eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen, metrischen Raum
(X, d), dann definiert die Finschrinkung der Metrik d auf A einen vollstindigen
metrischen Raum (A, d).

Beweis: Ist x, eine Cauchyfolge in (A,d), dann ist x,, auch eine Cauchyfolge
in (X,d). In (X,d) konvergiert daher die Folge x,, gegen einen Grenzwert x =
lim,, o0 5, da (X, d) vollsténdig ist. Da A abgeschlossen in (X, d) ist, gilt « € A.
Man sieht dann sofort aus der Definition: x,, konvergiert gegen x in (A, d).

11.5 Folgenkompaktheit

Ein metrischer Raum (X, d) heifit folgenkompakt, wenn jede Folge x,, € X eine
in (X, d) konvergente Teilfolge besitzt.
Beispiele:

e X = [a,b] mit der Euklidschen Metrik. (Siche 7.14).

e Jeder Quader X = [, [a;,b;] im R™ mit der Euklidschen Metrik.

Offensichtlich ist jede abgeschlossene Teilmenge eines folgenkompakten metri-
schen Raumes wieder folgenkompakt (mit der eingeschriinkten Metrik).

11.5.1 Hinweis

Offene Intervalle in R mit der Euklidschen Metrik sind nicht folgenkompakt,
ebensowenig wie R selbst, denn die Folge z,, = n besitzt keine konvergente
Teilfolge.
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11.6 Der Banachsche Fixpunktsatz

Eine kontraktive Selbstabbildung f eines vollstindigen metrischen Raums (X, d)
in sich, besitzt einen eindeutig bestimmten Punkt' ¢ € X mit der Figenschaft

fe)=¢.

Zur Bezeichnung: Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen
R&umen heisst kontraktiv, wenn es eine reelle Zahl

k<1
gibt mit der Eigenschaft
dy (f(x). f(2) < k- dx (x,2")

fiir alle z, 2" € X.

11.6.1 Beweis der Eindeutigkeit

Wiiren € # ¢ € X Fixpunkte. Dann folgt aus d(&,€') > 0 und
d(&,&) = d(f(€),f(§)) < r-d(&¢)

ein Widerspruch.

11.6.2 Beweis der Existenz

Wir wéhlen ¢ € X beliebig und setzen

r1 = f(xo)
vy = f(r1)

Beschrinktheit der Folge
Aus der Dreiecksungleichung folgt durch vollstéindige Induktion
d(zo, zpn) < d(zo, 1) + d(z1,22) + oo + d(Tp 1, T0) -
Also
d(xo,2,) < d(20,21) + Kd(x0, 21) + K2d(20,71) + ... + K" (20, 21)
wegen der Kontraktivitit. Z.B.
d(z2,w3) = d(f(z1), f(22))

< Kk-d(xp,x2)
K- d(f(x0), f(21)) < &2 - d(x0,21)

lgenannt Fixpunkt
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1
Wegen |k| < 1 und 1= 1+ &+ &%+ ..., 2erhilt man
—K

d(an xl)
1—x

N

d(xo,zp)

Cauchykonvergenz

63

Die Folge z,, ist eine Cauchyfolge in (X, d): Sei oBdA n,m > 1 und wegen der

Symmetrie von d(.,.) obdA n < m. Dann gilt

d(TpyTm) = d(f(xn-1), f(Tm-1))

g K'd(xn—l);zm—l) )

und durch Iteration:

d(Xn, Tm) < K" -d(xo,Tm—n)

Aus der oben gefunden Schranke folgt daher

n Az, 1)

d(Tp,Tm) < K T—r

Da fiir eine beliebige Konstante C' die geometrische Folge ™ - C' eine Nullfolge

ist, gilt daher

Ve > 03N (N<n<m2>d(a:n,xm) <5> )

Also ist z,, eine Cauchyfolge in (X, d).

Konvergenz

Da X vollsténdig ist, konvergiert die Folge x,, in (X, d). Sei

(= lim z,
n—oo

der Limes der Folge z,,.

Fixpunkteigenschaft

Aus der Dreiecksungleichung und der Kontraktivitdt folgt fiir alle n € N
0 < d(&, f(§) < d(§,zn) +d(zn, f(§) < d(&, ) + - d(@n-1,8) -

Bildet man auf der rechten Seite den Limes n — oo, so folgt
0<d(& f(€)<04+£-0=0.
Also d(&, f(£)) = 0. Das heisst f(&) =¢.

2siehe geometrische Reihe
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11.7 Das Newton Verfahren

Es gilt
exp(0) =1.

Sei n € R gegeben. Wir suchen dann eine Losung ¢ der Gleichung
exp(§) =1+17.

Wir wollen zeigen, dass fiir alle |n| < 0.18 eine solche Losung £ existiert.

Eine Hilfsfunktion: Betrachte dazu die reellwertige Hilfsfunktion

f@)=1+z—exp(z)+n

auf dem Intervall X = [—%, %] C R. Das Intervall X ist ein vollstédndiger me-

trischer Raum beziiglich der Euklidschen Metrik. Die Abbildung f : X — R ist
eine kontraktive Abbildung von (X, d) nach R

d(f(:f),f(?J)) SK,d(Q?,y) ) $ay€X

fiir K = exp(3) — 1 = 0.64... < 0.65. Dies folgt aus der Monotonie von exp (siehe
Ubungsaufgaben) und der nachfolgenden Hilfsrechnung 11.7.1.

Behauptung:

e f bildet X in sich ab, fiir |n| < 15,
o f:(X,d) — (X,d) ist kontraktiv

Die zweite Bedingung folgt aus d(f(z),0) < d(f(z), f(0)) + d(f(0),0) < & -

Fixpunktgleichung:

£=f(§ = {=1+{—exp({)+n = exp({)=1+n.
Somit zeigt der Fixpunktsatz im vorliegenden Fall:
11
0.82,1.18] C -, =
082,118 € e ([-3,5])
Der Beweis des Fixpunktsatzes war konstruktiv, und liefert ein schnell konvergie-

rendes, und leicht zu programmierendes Computerprogramm zur Bestimmung
des Logarithmus & = log(1 + 7).
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11.7.1 Hilfsrechnung

Fiir die reelle Funktion f(z) =1+ 2 — exp(x) + n , definiert auf ganz R, gilt fiir
alle z,y € R

@) i) = - Tyl
n=2 n=2

= —

2 n.
B i( _(E) yn—l _~_yn—2x+.“+xn—1
N Y n!

n=2
B ( _x) 0 yn—l +yn_2$+...+$n_1
- ¥ n!

n=2

Also wegen der Dreiecksungleichung

e n—1 n—2 n—1
Y +y r+..+x
Iy—x\-Z’ ‘

A, f) < 2
n=2 :
e . x n—1
< |y7£€‘ Z n-ma (Lf'|7|y|)
n=2 ’

= Jy—al- (=1 + exp(max(fe], |y)))

d(,y) - (~1+ exp(max(|z], y])))
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Stetige Abbildungen

Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen Réumen heisst stetig
auf (X, dx), wenn die Abbildung f mit beliebiger Limesbildung! , vertauscht”

f(lim z,) = lim f(xz,)

n—oo n—o0

12.0.2 Variante: Stetigkeit im Punkt &

Die Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) zwischen metrischen Riumen (X, dx) und
(Y, dy) heisst stetig im Punkt £ € X, falls fiir alle Folgen z,, € X gilt

’xn — & impliziert f(z,) — f(§) ‘

Anders formuliert: f: (X,dx) — (Y, dy) ist stetig im Punkt ¢ € X, falls gilt

lim f(zn) = f(lim z,)

Tp—E Tn—E&

Offensichtlich ist f : (X,dx) — (Y,dy) stetig genau dann, wenn f stetig in
allen Punkten £ von X ist.

12.0.3 Beispiele
Die folgenden Abbildungen sind stetig:
1. Die identische Abbildung idx : (X,dx) — (X, dx) definiert durch

dx(z) =z .

2. Die konstante Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy), definiert durch f(z) = yo
(fiir einen festen Punkt yo von Y).

nsbesondere fiihrt f konvergente Folgen in konvergente Folgen iiber. Erinnert an die
Eigenschaft linearer Abbildungen mit Addition und Skalarmultiplikation zu vertauschen.

67
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3. Die Projektion p; : R — R auf die i-te Koordinate
(x(1),2(2),...,z(n)) — x(i) .
4. Kontraktive Abbildungen sind stetig.

5. Sei (X,dx) ein metrischer Raum, 2y € X ein beliebiger Punkt. Dann ist

f(x) = d(z, z0)
stetig auf (X, d) mit Werten in R.

(Also fir X =R, 2o = 0 ist die Abbildung f(x) = || stetig auf R).

Beweis: 1) Fiir die Identitét ist die Aussage trivial. 2) Fiir die konstante Abbil-
dung ebenfalls, da die konstante Folge immer konvergiert. 3) Nur zur Projekti-
onsabbildung: Nach einer Ubungsaufgabe konvergiert eine Folge von Vektoren
in R™ genau dann, wenn ihre n Koordinatenfolgen konvergieren. Dies impliziert
die Stetigkeit der Koordiantenprojektionen. 4) Ist f kontraktiv, dann folgt aus
xn — & insbesondere 0 < d(f(xn), f(§)) < k- d(zn, &) — 0. Also f(z,) — f(§).
(Fiir das Argument wird £ < 1 nicht benstigt). 5) Es geniigt fiir f(z) = dx (z, z')
zu zeigen dy (f(z), f(2')) < dx(x,2') wegen 4) mit k = 1. Dies folgt aber aus
der unteren Dreiecksungleichung

12.0.4 Untere Dreiecksungleichung

In einem metrischen Raum (X, dx) gilt fir alle z,2',z € X

[ldx (x,2) — dx (2, 2)| < dx(x,2)

Beweis: Es gilt dx(z,2) < dx(z,2') + dx(2', 2), also dx(z,2) — dx(2/,2) <
dx(z,z'). Da die rechte Seite symmetrisch in z, 2’ ist und positiv, folgt durch
vertauschen von z und 2’ daher |dx (z,z) — dx(2/, 2)| < dx(z, ).

12.1 Komposition

Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig: Ist f stetig im Punkt £ und ist
g stetig im Punkt f(£), dann ist g o f stetig im Punkt .

Beweis: Seien f: (X,dx) — (Y,dy) und g : (Y,dy) — (Z,dz) stetig. Dann gilt
fiir jede in (X, dx) konvergente Folge x,, — &

Da g stetig ist, gilt wegen y, — 1 in (Y, dy)

9(yn) = (g0 f)(@n) = g(n) = (g0 f)(&) -
Also folgt (go f)(xn) — (go f)(&) aus z,, — £. Somit ist g o f stetig.
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12.2 Weitere Permanenzeigenschaften

Fiir stetige, reellwertige Funktionen
fr9:(X,dx) — R
und £ € X st
o f+ g stetig
o f.g stetig
. 5 stetig in &, falls gilt g(&) # 0.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den ersten Fall. Die anderen Beweise sind
dhnlich. Fiir x,, — £ ist zu zeigen

(f +9)(n) = (f +9)(&)
das heisst f(x,) + g(zn) — f(§) + g(§). Dies folgt aber sofort aus 7.8.1

nlggo(f(mn) +9(zn)) = HILH;O f(zn) + nlggo 9(zn)

12.2.1 Polynome sind stetig
Jedes Polynom

n
P(z) = Z ai - '
i=0
mit reellen Koeffizienten ag, .. .,a, € R definiert eine stetige Funktion R — R.

Beweis: Satz 12.1 + 12.2

12.2.2 Gebrochen rationale Funktionen
Seien P(z),Q(z) Polynome, und Q(x) habe keine Nullstelle im Intervall [a, b].
Dann ist die gebrochen rationale Funktion

P(z)

Q)

stetig auf [a, b].

12.2.3 Die Exponentialfunktion

Die Funktion exp : R — R ist stetig (ebenso die Funktion exp : C — C definiert
durch z — 300 Z5).

Beweis: Wegen exp(z) = exp(z — &) - exp(§) ist exp = go f fir f(x) =z — &
und ¢(y) = ¢ exp(y) fiir die Konstante ¢ = exp(£). Um die Stetigkeit von exp
im Punkt x = £ zu zeigen, geniigt es daher die Stetigkeit von g im Punkt y =0
zu zeigen (benutze 12.1). Es geniigt daher die Stetigkeit von exp im Punkt Null
Zu zeigen.

Auf T = [-0.5,0.5] gilt exp(z) = 1 + 2 — f(x) fiir eine kontraktive Funktion
(11.7). f ist daher stetig auf I (12.0.3), also auch exp(x) (12.2). Somit ist exp(z)
stetig im Punkt Null.
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12.3 Der Nullstellensatz

Sei f: [a,b] — R stetig mit

(oder umgekehrt). Dann existiert eine Nullstelle & von f im Intervall [a,b].

Beweis: Die Menge
Xy ={zela,b]|f(z) <0}

ist als Teilmenge von R nach oben beschrénkt durch den Punkt b. Somit existiert
das Supremum

& =sup(Xy) .
Wegen f(b) >0 gilt b & Xy. Also £ < b.

Suprema: Nach Konstruktion des Supremums (siehe 8.1) existieren dann Folgen
G, by, so dass gilt

oan/§ anEXf

® b\ ¢ £ <bn & Xy

Stetigkeitsbetrachtung: Aus der Stetigkeit von f folgt

f(&) = f( lim ay) .

n—oo

Wegen f(a,) < 0 folgt daraus f(£) < 0. Ebenso gilt

f(&) = f( lim by)

n—oo

und wegen f(by,) > 0 folgt daraus f(§) > 0. Also gilt f(§) =0, d.h. £ € [a,b] ist
eine Nullstelle von f.

12.3.1 Zwischenwertsatz

Fine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Funktionswert n zwischen f(a)
und f(b) an.

Dies folgt, in dem man den Nullstellensatz auf die stetige Funktion f(z) — n
anwendet.

12.3.2 Folgerung

Die Exponentialfunktion definiert eine bijektive stetige Abbildung

exp: (R, +) —= (R%,,")
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Dies induziert wegen der Funktionalgleichung einen Isomorphismus zwischen
der additiven Gruppe? (R.4) und der multiplikativen Gruppe (R%,-). Die Um-
kehrfunktion ist die Logarithmus Funktion

’log: R;O—HR‘.

Beweis: Die Exponentialfunktion ist streng monoton: exp(z) < exp(y) fiir <y
(siehe Ubungsblatt). Also ist die Abbildung exp injektiv. Fiir > 0 ist nach
Definition exp(z) = > L+ > 1+ > 0. Somit ist auch exp(—x) = exp(z)~! >0

n n!
(Funktionalgleichung). Also liegen die Werte in Rsq. Um zu zeigen, dass Rsq

das Bild ist, geniigt es (wegen demselben Argument) zu zeigen exp([0,00)) =
{y € R |y > 1}. Wegen exp(0) = 1 folgt dies aus dem Zwischenwertsatz, denn
exp(z) = 1+ x nimmt beliebig grosse Werte an fiir > 0.

12.3.3 Information

Wegen exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 nimmt die Exponentialabbildung nie den
Wert Null an. Wie wir spéter sehen werden, ist die Abbildung

exp: C — C*

surjektiv, aber nicht injektiv!

12.3.4 Bemerkung

Genauso wie in Abschnitt 12.3.2 zeigt man mit Hilfe der Bernoulli Ungleichung,
dass die streng monotone Funktion z — z™ (fiir natiirliches n > 1) eine Bijektion
definiert von [0, 00) auf [0, 00). Die Umkehrfunktion nennt man {/x.

Ubungsaufgabe: {/z = exp(Llog(z)) fiir alle z > 0.

12.3.5 Bemerkung

Genauso wie in Abschnitt 12.3.2 zeigt man:

FEine streng monotone Funktion f : [a,b] — R definiert eine bijektive Abbildung
f :[a,b] — [f(a), f(b)], welche eine Umkehrfunktion f=* : [f(a), f(b)] — [a,b]

besitzt.

2Fiir den Begriff der Gruppe siche die Vorlesung LA
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12.4 Das Epsilon-Delta-Kriterium

Eine Funktion f : (X,dx) — (Y,dy) ist stetig im Punkt £ € X genau dann?,
wenn gilt:

(*) [Ve>036>0 (dx(x,f)<5:>dY(f(9C)af(§))<5)

Man kann dies geometrisch interpretieren: Die offene Kugel

Ks(§) ={z e X | dx(z,8) <6}
vom Radius ¢ um den Mittelpunkt ¢ wird in die Kugel K (f(£)) abgebildet:

[ Ks5(§) — K (f(8)) -

Beweis (*) impliziert Stetigkeit in &: Es gelte (). Fiir eine konvergente Folge
X, — & miissen wir zeigen f(x,) — f(&§). Fiir € > 0 wihle 6 = §(g) wie in (x).
Wegen z, — & existiert ein N = N(§) mit dx(x,,§) < d fiir n > N(J). Dann
gilt wegen ()

dy (f(zn), f(€)) <e falls n > N(6(¢g)) .

Das heisst f(z,) — f(£). Somit ist f stetig im Punkt &.

Beweis Stetigkeit im Punkt ¢ impliziert (x): Sei f stetig in £&. Wir fiihren einen
indirekten Beweis, um (%) zu zeigen. Wére (x) falsch, dann gilt

Je =ep > 0V5 > 0 Jug (dx(g:(;,g) < & und dy (f(zs), f(£)) > 50) .

Wir wihlen § = % und schreiben dann z,, anstelle von x5. Wegen dx (z,,§) < %
folgt dann die Konvergenz x,, — &. Wegen der der Stetigkeit von f im Punkt &
folgt daraus dann

f(zn) — f(£)
im Widerspruch zu dy (f (), f(§)) = €0 > 0 fiir das feste g9 > 0.

12.4.1 Folgerung

Eine unmittelbare Folgerung aus 12.4 ist: Die Umkehrfunktion

f71[f(a), £(B)] = la,b]

einer strikt monotonen stetigen Funktion f : [a,b] — R ist stetig.

3Dieses Kriterium ist oft niitzlich, um die Stetigkeit einer gegebenen Funktion nachzuweisen
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12.5 Gleichmaissige Stetigkeit

Eine Funktion f : (X,dx) — (Y, dy) heisst gleichméssig stetig, wenn gilt

() |V=>036>0V6e X (dx(w,€) <6 = dy(f(2), f(€)) <e)

Eine gleichmaéssig stetige Funktion ist offensichtlich stetig. Die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht. Jedoch gilt fiir folgenkompakte Réume die folgende Aus-
sage

12.6 Stetig versus gleichméflig stetig

Ist (X,dx) folgenkompakt, dann ist jede stetige Funktion f : (X,dx) — (Y,dy)
gleichmdssig stetig.

Beweis: Wir fiihren wieder einen Widerspruchsbeweis. Wiire die Aussage falsch
(wire f also nicht gleichmiBig stetig), dann wiirde gelten

Je = o > 0 V0 3¢5 s (dX(zé,g(;) < 5 und dy (f(xs), f(&)) = 50) .

ObdA setzten wir wieder § = % und benennen zs und £ um in z, und &,. Da
(X,dx) folgenkompakt ist, kann man durch (zweimaligen) Ubergang zu einer
Teilfolge die Konvergenz in (X, dx) annehmen

Ty —x , & —E&.
Daraus folgt wegen der Stetigkeit von f dann in (Y, dy)

flen) = flx) o F&n) = FE) -

Nun gilt wegen dx(xn,&,) < %L (dies gilt auch fiir die Teilfolgen!) und der
Dreiecksungleichung 0 < dx (z, &) < dx (2, x,)+dx (zn, &) +dx (&n, &) im Limes
n — oo dann dx(z,&) = 0. Also

r=E£.

Daraus folgt f(z) = f(£), und wegen der Dreiecksungleichung

Im Limes n — oo ist die rechte Seite als Summe von zwei Nullfolgen eine
Nullfolge. Also

lim_dy (f(2n), f(§)) =0 .

n—oo

Dies steht im Widerspruch zu dy (f(xy,), f(£,)) = €0 > 0.
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12.7 Maxima und Minima
Jede stetige reellwertige Funktion
Ji(Xd) — R
auf einem folgenkompakten metrischen Raum (X, d) ist
1. gleichmdfig stetig
2. f beschrinkt

3. und nimmt thr Mazimum und Minimum an.

Im wichtigsten Fall ist spiter X = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall.

Beweis: Teil 1. Wurde in 12.6 gezeigt. Teil 2. Wére die Funktion f nicht nach
oben beschriankt, wiirde eine Folge x,, € X existieren mit

flzn) =n

fiir alle n € N. Da (X, d) folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
T, — x. Da f stetig ist, folgt

lim f(z,) = f(x).

n—oo

Aber f(&,) > n wichst iiber alle Schranken. Ein Widerspruch!

Teil 3. Da f nach Teil 2 nach oben beschrinkt ist, existiert das Supremum

y = sup(f(X)) , f(X)={f(z)]zeX}

der Menge f(X) C R. Nach unserer Konstruktion des Supremums einer be-
schrinkten Menge existiert eine Folge x,, € X mit

Da f stetig, erhélt man nach Ubergang zu einer konvergenten Teilfolge #,, — x
(Folgenkompaktheit)

y= lim y, = lim f(Z,)= f(lim z,) = f(z) .

n—0oo n—0o0 n—oo

Also liegt y = f(«) im Bild von f. Somit ist y das Maximum der Funktion f.

Bilder von abgeschlossenen Intervallen

Kombiniert man den letzten Satz mit dem Mittelwertsatz, so erhélt man

Korollar: Das Bild eines abgeschlossenen Intervalls [a,b] unter einer stetigen
Abbildung f : [a,b] — R ist ein abgeschlossenes Intervall.
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Integration

Wir fixieren ein Intervall I = [a,b] und eine beschrénkte Funktion
filab] — R
Eine Zerlegung Z = {zg,...,z,} des Intervall ist gegeben durch Punkte
a=xg<21<...<2.=b,

welche Teilintervalle I; = [x;_1, z;] der Linge I(I;) = x; — x;—1 definieren.

Verfeinerungen: Eine Zerlegung Z' heisst Verfeinerung von Z, wenn gilt Z C Z'.
Offensichtlich gibt es zu je zwei Zerlegungen 77, Zs eine gemeinsame Verfeine-
rung Z, zum Beispiel

7 = Z,UZ

13.0.1 Ober/Untersummen

Wir definieren Obersummen O(Z, f) und Untersummen U(Z, f) beziiglich der
Zerlegung Z

T

02, f) = Y ILl-sup f(x)
i=1 zeli

Uz f) = 3 Ll jof f(2).

i=1
Da f nach Annahme eine auf I beschrinkte Funktion ist, existieren die Suprema
sup f(z) und Infima inf fx).
xel;

zel;

(0]
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13.1 Visualisierung der Ober/Untersummen

20 /

/

| sup

inf

Das Integral soll die Fldche ‘unter einer
Funktion’ beschreiben. Dazu approximiert
man die Funktion f durch Treppenfunk-
tionen fi, fo mit der Eigenschaft fi(z) <
f(z) < fo(x) fiir © € I. Die Sprungstellen
definieren eine Zerlegung Z. Fixiert man
Z, visualisieren die Treppenfunktionen f;
bzw. fo im Bild die ‘bestmogliche’ Ap-
proximation durch Treppenfunktionen mit
Sprungstellen in Z. Die Werte dieser Ap-
proximationen werden durch die Suprema
und Infima von f auf den Teilintervallen
der Zerlegung Z definiert. Die zugehorigen
Fléchen definieren die Untersumme bezie-
hungsweise Obersumme.

13.2 Offensichtliche Eigenschaften

1

2

- U(Z, /) <0(Z,f)
LUZ,f)<U(Z, f) falls Z C 7'

L 0(Z',f)<O(Z.f) falls Z C Z'

. Fiir beliebige Zerlegungen 7, Z5 gilt U(Zy, f) < O(Za, f).

Beweis: Die ersten drei Aussagen sind evident. Die vierte Aussage folgt aus den
ersten drei Aussagen. Wihle dazu eine gemeinsame Verfeinerung Z' = Z; U Zs.

(2) (1) (3)
UZ,f) < UZ.f) < OZ,f) < O(Z,f).

Bei fester Wahl von Zj erhélt man eine nach oben hin beschrinkte Menge von
Untersummen.

13.2.1 Beachte

Aus Rechenregel (4) folgt die Existenz des Supremums sup U(Z7, f) mit der
Schranke sup U(Zy, f) < O(Zs, f) fiir beliebiges Zs. AnalZolg folgt die Existenz
von 1;12f O(;lg, f) mit der Eigenschaft

sup U(Zlaf) g inf O(Z27f)
Z1 Z3
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13.3 Integrierbare Funktionen
Eine beschrinkte Funktionen

filab] — R
heisst integrierbar auf dem Intervall I = [a, b], falls gilt:

sup U(Zy, f) = inf O(Zy, f)
Z Z3

Diesen Wert nennt man das Integral der integrierbaren Funktion f auf dem
Intervall [a, b]

[ f(x)dx

a

Das Epsilon-Kriterium:

Eine beschrénkte Funktion f auf [a,b] ist genau dann integrierbar, wenn gilt:
Fiir alle € > 0 existiert eine Zerlegung Z so, dass gilt

OZ.f)~UZf) < e.

Der Beweis dieses Kriteriums ist eine unmittelbare Folgerung aus der Definition.

Beispiel: Die konstante Funktion f(x) = 1 ist integrierbar auf [a, b] mit f; f@)dx =
(b—a),denn U(Z, f) = O(Z, f) = (b— a) gilt in diesem Fall fiir alle Z.

13.3.1 Triviale Abschiatzungen
Offensichtlich folgt aus (2) und (3) bei Wahl von Z = {a, b}
, (2) b 3)
(b—a)- inf f(x) < / flx)der < (b—a)- sup f(x).
z€la,b] a z€a,b]

Also
b
e (Monotonie) Gilt f(z) > 0 fiir alle « € [a,b], dann ist / f(z)dx > 0.

b

| [ f@ds| < p-al s |f@)
J z€la,b]
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13.4 Stetige Funktionen sind integrierbar

Jede auf einem Intervall [a,b] stetige Funktion f ist integrierbar auf [a,b].

Beweis: Schritt 1. Jede stetige Funktion f ist beschrinkt auf [a,b] nach Satz
12.7. Damit ist diese notwendige Voraussetzung fiir die Integrierbarkeit bereits
erfiillt.

Schritt 2. Fiir die Integrierbarkeit von f geniigt es nach dem e-Kriterium zu
zeigen, dass fiir € > 0 eine Zerlegung zu finden mit

OZ,f)—U(Z,f) < ¢.

Wegen
02.1)~U(Z.0) =3 (1) (sup 1(a) - inf (o))

=0 z€el; zel;

i=1,...,7 z€l; z€el;

<; 1) ma(sup )~ it f(0))

— -0 max (sup 1) f (o))

i=1,...,7 z€l; zel;
geniigt es fiir alle i = 0, .., 7 zu zeigen
€

sp = I <

Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt a — b =1 an.

Schritt 3. Wir benutzen nun, dass jede stetige Funktion auf [a, b] gleichmé#Big stetig
ist (wiederum Satz 12.7). Sei Z irgend (!) eine Zerlegung mit |I;| < ¢ fiir alle 4.
Ist dann § > 0 gewéihlt wie in 12.5 (xx), so folgt

|z —2'| <d = |f(z) — f(z')| <e.
Dies Voraussetzung |x — 2’| < ¢ ist nach Wahl von Z fiir alle 2,2’ € I; (und alle

1) erfiillt. Es folgt

sup f(z) — inf f(z) < e
z€1; x€el;

Also ist f integrierbar.
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13.5 Linearitit des Integrals

Seien f,g beschrinkt und integrierbar auf [a,b], seien a, 8 € R konstant. Dann
15t

h(z) = af(z)+ By(z)
beschrinkt und integrierbar auf [a,b], und es gilt

b

/b(af(x)wLﬂg(x))dx = Oé/f(x) da:+ﬁ/b9(ff) dzx

a

Beweis: Schritt 1. Fiir eine Zerlegung Z von [a, b] gilt
U(Z,af + Bg)

<
< O(Z,af + Bg)
< aO0(Z, f)+BO(Z,g)

(x) aU(Z,f)+BU(Z,9)

Die erste Ungleichung folgt dabei aus folgendem Hilfssatz (ohne Beweis)

a inf f(z) + 5 nf g(z) < inf (af +Fg)(2) .

Die zweite Ungleichung folgt aus 13.2; die dritte ist analog zur ersten.

Schritt 2. Wiihle nun Folgen von Zerlegungen Z resp. Z mit

b b
U(z.f) 7 / fdt . UZg) / o(t)dt
und \ ,
O(Z. )\, / fWde L Oz )\ / o(t)dt
Schritt 3.

e Man iiberlege sich, da man obdA Z = Z gewiihlt werden kann (gemein-
same Verfeinerung!)

e Die Ungleichungskette () verifiziert das e-Kriterium, und liefert im Limes
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13.6 Intervalladditivitat
Sei & € [a,b] ein Punkt und
fila,b] — R
beschrdinkt. Dann sind dquivalent:
1. f ist integrierbar I} = [a,&] und I1[€, 1]
2. f ist integrierbar auf ganz I = [a, b)

Sind diese dquivalenten Bedingungen erfillt, gilt die Additivitit:

b £ b
[t@de = [ f@ans [ 1@
a a £
b a
Zusatz: Setzt man formal [ f(z)dz = — [ f(x)dz, dann gilt dies fiir alle a, b, &.
a b

13.6.1 Beweis

Schritt 1. Fiir den Nachweis der Integrierbarkeit von f auf I, kann man sich dar-
auf beschrianken Zerlegungen Z von I zu betrachten, die den Punkt & enthalten
(mittels Verfeinerung !). Ist Z eine solche Zerlegung von I, dann gehort dazu
eine Zerlegung 71 von I; und eine Zerlegung Z5 von Is, und die Umkehrung
davon gilt auch. Unmittelbar aus den Definitionen folgt weiterhin

U(va):U(Zlvf)+U(Z27f) ’ O(Z7f):O(Zl’f)+O(Z2’f) .

Schritt 2. Aus (1) folgt (2). Nach Annahme existieren nach dem e-Kriterium
dann Zerlegungen Z; und Z5 von I; und I, mit

O(Zla f) - U(Zla f) <

N

Ist Z die zugehorige Zerlegung auf [a, b], folgt daraus wegen Schritt 1
OZ, ) =U(Z,f) =O0(Z1, ) + O(Z2, [) =U(Z1, [) = U(Z2, f) <e .
Dies impliziert auf Grund des e-Kriteriums die Integrierbarkeit von f auf I.
Schritt 3. Aus (2) folgt (1). Sei Z eine Zerlegung von I mit
OZ,f)-U(Z,f)<e.

Wegen Schritt 1 gilt dann O(Zy, f) — U(Z1, f) + O(Za, f) = U(Z1, f) < &, und
wegen O(Z;, f) — U(Z;, f) > 0 dann

O(Zi, f)-U(Zi, f) <e

fiir : = 1,2. Also ist f integrierbar auf I; und I (e-Kriterium). Aus der Formel
in Schritt 1 fiir die Untersummen folgt daraus die Additivitdt des Integrals durch
Limesbildung iiber Z.
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13.7 Definition - Differenzierbarkeit

Eine Funktion
F:la,b)) - R |, a<bd

heiBt differenzierbar! im Punkt £ € [a, b], falls fiir jede Folge z,, — & aus [a, b]
die Folge der reellen Zahlen

F(§) — F(xy)

a. =
" g_xn

konvergiert, wobei nur angenommen wird:
o 1, # ¢ fiir alle n.

Es ist dann klar (Mischen der Folgen), dass der Grenzwert nicht von der Wahl
der Folge x,, abhingt. Den somit wohldefinierten Grenzwert nennt man die
Ableitung F'(§) der differenzierbaren Funktion F' im Punkt £

n—oo g — x,n

F heifit diffbar auf [a,d], falls F' in allen Punkte £ € [a, b] diffbar ist.

13.8 Der Hauptsatz (1. Version)

Sei f stetig auf [a,b]. Dann ist die Funktion

Hinweis

Dies ist eine nicht ganz vollstindige Version des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung. Die vollstindige Formulierung des Hauptsatzes findet sich
in 14.8 (Seite 88) und besagt, dass die sogenannte Stammfunktion F(z) auf [a, b]
durch die Gleichung F'(z) = f(x) bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist.

Inachfolgend wird dieses Wort mit ,,diffbar” abgekiirzt
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13.8.1 Beweis

Wiihle eine konvergente Folge x,, — £ mit x,, # £ fiir alle n. Dann ist

€ T € a 13
F(&) - Flz,) J@ydt— [ f(t)dt ) aff(t)dt+x{ () dt 136 xf () dt

f_xn f_xn B f_xn f_-rn

Zu zeigen ist nun im Limes n — oo

3
J f@t)de
e O
Kleine Umformung
£ 3
N Y RN (GRS
~~
n konst. Funktion En
Somit gilt
€ € 3
J 1yt [ ryde [ par
e GIEA E
S
— d
Linearitét mfn (f(t) f(ﬁ)) !
< .

Dies liefert die gewiinschte Abschétzung

i(f(t)—f(f))dt lsay [l s If) - 1(€)]

< : ye[mnag]
§—my ‘f - xn|
= sup |f(y) — f(&)|
yE[zn,€]
nz)oo 0 ,

denn f ist gleichméBig stetig auf I (Satz 12.7): Es gilt also

Ve > 035 = 0(e) ¥y, ¢ (ly—€l <3 = 111~ F©O <€) .

Aus n > N(9) folgt daher |z, — &| < 4, und somit sup |f(y) — f(§)| <e.

IS eS|



Kapitel 14

Differenzierbare Funktionen

Sei nun f : [a,b] — R ein beliebige Funktion und sei a < b. Sei £ ein Punkt in
[a,b] und n eine natiirliche Zahl.

14.1 Definition - Ordnung

Wir schreiben f(z) = 0((m — 5)”) und sagen: f ist von der Ordnung klein n im
Punkt £ genau dann, wenn eine Funktion h existiert mit der Eigenschaft

F() = (@ — &)™ - h(x) mit
h(§) =0 und
h ist stetig im Punkt x = ¢
Beispiel: f(x) = (x — £)? ist o(x — £) aber ist nicht o((z — £)?).
Beispiel: f(z) = |z — €| ist o(x — &) aber ist nicht o(z — €)?).
Bemerkung: Sind f, g von der Ordnung o((x — &)™), dann ist auch a- f + - g

von der Ordnung o((z — &)™) fiir «, 8 € R. Weiterhin: Aus f(x) = o((z — §)™)
und g(z) = o((z — §)™) folgt

J(@) - g(a) = o (x — &)+
Schliesslich gilt
f(@) £ g(x) = 0((33 - f)mm("”")) -

14.1.1 Eine Aquivalenzrelation

@) ~ g(r) B @) = g(2) = o((z — )

definiert eine Aquivalenzrelation. Uns interessiert nun vor allem der Spezialfall
n = 1.

83



84 KAPITEL 14. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

14.2 Tangenten

f heifit linear approximierbar im Punkt £, wenn reelle Zahlen a, b € R existieren,
so dass gilt

f(xz) ~g(x) = a+blz —§)
genauer:
f(z) —a—blz - &) = o(z - §)
Bemerkung: Die Funktion g(x) = a + b(x — &) definiert eine Gerade. Ist f linear
approximierbar im Punkt &, dann sind a,b (das heisst die Geradengleichung)

eindeutig durch f und £ bestimmt. Man nennt dann die durch g(z) definierte
Gerade die Tangente von f(x) im Punkt &.

14.3 Hinweis

Es wird empfohlen vor dem néchsten Lemma sich die Definition von 13.7 (siehe
Seite 81) in Erinnerung zu rufen.

14.4 Differenzierbar versus linear approximier-
bar

FEs sind dquivalent:

1. f(x) ist differenzierbar in & mit Ableitung f'(x)

f@-1O |,
2. Die Funktion f(x) = z =8 ist im Punkt £ stetig.
f(©) ;T =¢

3. f(x) ist linear approxzimierbar im Punkt & durch die Gerade
g(@) =a+blz—&) = fE)+ (&) (x—-9
d.h.
f@) =+ f(©) (x—&) +olx—¢)

Beweis: (a) = (b) Wegen (a) gilt

i Flya) = £/€)
fiir alle konvergenten Folgen y,, — £ mit y,, # £ fiir alle n. Zu zeigen ist

T () = £'(6)
fiir alle Folgen x,, — . Dies folgt aber sofort aus dem Hilfssatz und der Wahl
a= f'(§) = f(&)

Hilfssatz: Sei x,, eine Folge und y, — a eine konvergente Teilfolge mit Limes a.
Sind alle Folgenglieder, welche nicht in der Teilfolge y, liegen, gleich a, dann
gilt T, — a.
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(b) = (¢): Aus der Definition von f(x) folgt

h(x)

’~_/_
f@)=fE)+ - +[f(@) - f(Q-(z-¢) .
o(z—¢)
Dann ist h(z) := f(z) — f'(£) stetig in & ist, da f nach Annahme stetig in ¢ ist,

und h(§) = ()_ f()—O Dies zeigt (c).

(¢) = (a). Aus (c) folgt fiir eine im Punkt £ stige Funktion h(x) mit (§) =0

f(zn) = f(E)

xn_f

= f/(g) + h(zn)

und im Limes x,, — &, x, # £ ergibt sich Aussage (a)

f@n) = £

$n_£

=f'(¢)

limzﬁg

wegen der Stetigkeit von h(z) im Punkt £ und der Eigenschaft h(§) =

14.5 Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Sei a < b und sei f : [a,b] — R differenzierbar im Punkt £ € [a,b], dann ist f
stetig im Punkt &.

Beweis: Sei z,, — £ eine konvergente Folge mit z,, € [a,b]. Dann konvergiert
wegen der Implikation (a) = (c) von 14.4

f(@n) = £ + f1(©) - (2n — &) + h(an) - (xn — &)

gegen f(£). Dies folgt aus den Permanenzsitzen fiir stetige Abbildungen, denn
h(z) ist stetig im Punkt £. Es folgt damit die Behauptung.
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14.6 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f differenzierbar auf [a,b]. Sei a < b. Dann ezistiert ein Punkt & € (a,b), so
dass gilt:

=1 _ g1

Bemerkung: Wie der Beweis zeigen wird, geniigt fiir die Schlussfolgerung bereits
die etwas schwiichere Voraussetzung, dass f(z) stetig ist auf [a, b] und differen-
zierbar ist in jedem Punkt £ € (a,b).

14.6.1 Visualisierung des Mittelwertsatzes

Der Satz sagt aus, dass es mindestens einen
Punkt im Intervall gibt, der die selbe Stei-
gung hat, wie die Sekante durch die beiden
Eckpunkte des Integrals.

Beweis im Spezialfall f(a) = f(b): Zu zeigen ist in diesem Fall 3¢ € (a,b) mit
f'(€) = 0. Aus den Annahmen folgt die Stetigkeit von f auf [a,b]. Also nimmt
f sein Maximum und Minimum auf [a, b] an, denn [a, b] ist ein folgenkompakter
metrischer Raum.

Wegen f(a) = f(b) tritt dann einer der folgenden Fille auf

e f = const, oder
e das Minimum wird in (a,b) angenommen
e das Maximum wird in (a,b) angenommen

Der Fall, wenn f konstant ist ist trivial. Wir kénnen daher obdA annehmen,
dass ein Extremwert von f in einem Punkt § € (a,b) angenommen wird. ObdA
(ersetze sonst f durch —f) sei f(&) im folgenden ein Maximum. Dann gilt

Linksseitiger Limes: Fiir jede linksseitige Folge z,, — &£, d.h. mit der Eigenschaft
T, < &, gilt dann

>0
—
n—oo é— Ty

Da Zidhler und Nenner positiv ist, gilt dann

>0.
é'fmn
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Somit gilt fiir den Limes
€ =0
Rechtsseitiger Limes: Wihle nun z,, — £ mit x,, > £. Dann gilt
f(&) — f(@n)
£—Tp
denn der Zihler ist positiv und der Nenner ist negativ. Somit gilt dann fiir den
Limes

<0,

fl¢) < o

Vergleicht man beide Resultate, so folgt f/(£) = 0, also die Behauptung des
Mittelwertsatzes in unserem Spezialfall, oder sogar etwas allgemeiner

Satz: Ist f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, und £ € (a,b) ein lokaler
Extremwert von f bei &, dann gilt

fl©) =0

Beweis im allgemeinen Wir wollen nun die Annahme f(a) = f(b) = 0 fallen
lassen. Wir betrachten dann die Hilfsfunktion

o(@) = 1) — fla) - LT

(x—a) .

linear in «
Offensichtlich gilt dann

e g ist differenzierbar auf [a, b]
e gla)=0
e g(b) =0.

Wegen dieser Bedingungen existiert ein & € (a,b) mit ¢'(§) = 0, wie wir bereits
gezeigt haben. Wegen der iiblichen Rechenregeln der Differentiation (siehe 14.10)
gilt dann aber

I - f@)

0=g'(&) = f(O-0-=—"~

wegen (z —a)’ = 2’ = 1. Lost man dies nach f(€) auf, folgt daraus die Aussage
des Mittelwertsatzes.

14.7 Korollar

FEine differenzierbare Funktion f(x) auf dem Intervall [a,b] (mit a < b), de-
ren Ableitung in jedem Punkt des Intervalls verschwindet, ist eine konstante
Funktion.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz, denn f(z) — f(a) =
f' (&) (x—a)=0-(x—a) =0 fiir jeden Punkt z # a aus dem Intervall [a, b].
Also gilt f(x) = f(a) fiir alle z € [a, b].
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14.8 Vollstindige Formulierung des Hauptsat-
zes der Analysis

Sei a < b und sei f(x) eine stetige Funktion auf dem Intervall [a,b]. Eine dif-
ferenzierbare Funktion F'(z) : [a,b] — R heisst Stammfunktion von f(z), wenn
gilt

F'x) = f(x) .

Ist F(x) eine Stammfunktion von f(z), dann ist wegen 14.10 auch
F(z)+C

fiir eine beliebige Konstante C' eine Stammfunktion von f(z). Aus dem letzten
Korollar folgt umgekehrt:

Je zwei Stammfunktionen F(z), F(z) einer stetigen Funktion f auf einem In-
tervall [a, b] unterscheiden sich nur um eine Konstante C

F(z)=F(z)+C .

Beweis: Fiir die Differenz g(x) = F(z) — F(z) gilt die Gleichung

J' (@) = (Fx) ~ F(2)) = F'(2) - F'(x) = f(x) — f(z) =0 .

Aus 14.7 folgt daher, dass g(z) = C eine konstante Funktion auf dem Intervall
[a,b] ist. Also

Fz)=F(z)+C .

14.8.1 Folgerung

Ist f(x) stetig auf [a,b] und ist F(x) eine Stammfunktion von f(z) auf [a,b],
dann gilt

/ [ty dt = F@)f

wobei per Definition gelte F(t) |*:= F(x) — F(a).

Beweis: Gilt dies fiir eine Stammfunktion, dann offensichtlich fiir alle Stamm-
funktionen, denn die Integrationskonstante hebt sich bei der Differenzbildung
weg. Also folgt die Behauptung aus 13.8.
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14.9 Schreibweise

89

Im folgenden vereinbaren wir stillschweigend folgende bequeme Schreibweise:

Die folgenden beiden Schreibweisen®

1l.x—¢

seien per Konvention dquivalent:

2. x, — & sei konvergent, so dass alle Folgenglieder x, von £ verschieden

sind.

14.10 Ableitungsregeln

Seien f,g definiert auf [a,b] und sei a < b. Sind f und g im Punkt £ € [a,]
differenzierbar, dann sind auch o- f (« € R), f4g, f-g und f/g (falls g(§) #0)

differenzierbar im Punkt £, und es gilt:

1. (a- f) = af’ und Ableitungen von konstanten Funktionen sind Null.

2. (f+9)=1+d
S (f-9)=f-g+f9

/ (f) _f -g—zf-g

g g
Bewelis:
1. Trivial.
2. Sei & € [a, ]
i £(®) +9(2) = £(€) — 9(6)
r—§ xr — 5

n—& T — 5 n—&

= fE+4©)

Es folgt, dass der Limes (links) existiert und nicht von der Wahl der Folge
xn — & abhéingt. Also ist (f 4 g) differenzierbar im Punkt £. Ausserdem

folgt
(f +9)(€)
3. Analog:
i 12) 9(@) = F©) 9(&)  _
r—E T — 5

= fO+d©)

[ f(@)-g(x) = f(€)-g(@)  f(E)- g(x)— f(E)-9(&)
3ﬂ[ s * s ]
. flx) = f(E) . (glx)—g(§)

i (P o0 (52 0

1Manchmal bezeichnen wir mit z — & allerdings auch beliebige konvergente Folgen, welche

gegen £ konvergieren
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Beachte limg,_eg(z) = g(§), da g als differenzierbare Funktion stetig ist
im Punkt £ nach 14.5. Es folgt

(f-9)©&) = [fl(&-9@&)+f(&)-d()

4. Schliellich gilt im Spezialfall f(z) =1

denn:
pa@= @ g(©) — )
2= —¢ e—¢ (. —§) - g(x) - 9(§)
Prod.Satz lim 9(&) —g(x) lim 1
e—e  x—§&  e=tg(x)-g(§)
! . 1
B R0

Der allgemeine Fall folgt dann zusammen mit der Produktregel 3.

14.11 Lemma - Ableitungen von Monomen

Es gilt fiir natiirliche Zahlen n > 1

Die Behauptung gelte nun fiir festes n. Wir schliessen dann auf den Fall n 41

@ = @)

14.12 Folgerung - Ableitungen von Polynomen

N N
Fiir f(z) = Y anpa™ gilt f'(2) = Y n-a,a™ L
n=0

n=0
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14.13 Definition - n-mal differenzierbar

Ist die Funktion f : [a,b] — R auf einem Intervall mit a < b differenzier-
bar, dann definiert die Ableitung f’(z) wieder eine Funktion. Ist die die Ablei-
tung selbst wieder differenzierbar, nennt man die Funktion f(z) zweimal dif-
ferenzierbar. Analog n — mal differenzierbar, falls es differenzierbare Funktion
f(z) = fO ), fD(z), ..., f* VD (z) auf dem Intervall [a, b] gibt, derart dass gilt

)=ty Vi<n,

Man nennt dann die Ableitung f()(z) der Funktion f("~Y(z) die n-te Ablei-
tung von f(x).
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14.14 Lemma - exp ist diffbar

Die Ezxponentialfunktion
f(z) = exp(z)

ist als Funktion auf ganz R unendlich oft differenzierbar, und es gilt

Beweis:

exp(z) — exp(§) exp(z — &+ &) —exp(€)

lim —————* = Ilim
z—E§ xr — f z—& T — f
_ iy EXPE — &) -exp(§) — exp(§)
z—€ xr — f
-1
Dies ist gleich
= exp(E) . 1%% — eXp(E) ,

denn der folgende Ausdruck konvergiert gegen Null

exp(z) — 1 ‘ "
hiais AN | - v
x 7; (n+1)!
S
<
nz::l (n+ 1!
o~z
= |zl - Z !
— (n+2)!
Majorante
< |] - exp(|z|)
— 0

fir x — 0 wegen des Majorantenkriteriums und wegen 11.7 (Seite 64). Siehe
auch Seite 64 fiir eine dhnliche Rechnung.



