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0.1 Grundlagen



Garben

Eine Prigarbe G (abelscher Gruppen) auf einem topologischen Raum X ist
eine Vorschrift, welche jeder offenen Menge U von X eine abelsche Grup-
pe G(U) zuordnet so dafl fiir jede Inklusion V' C U offener Mengen ein
Gruppenhomomorphismus

ri s G(U) = G(V)

existiert mit den Eigenschaften r{, = id und r{Y or}; =}y (W CV C U).

Eine Priagarbe G auf X heifit Garbe, wenn weiterhin die folgenden beiden
Garbenaxiome G1 und G2 (und G3) erfiillt sind. Diese lauten: Sei U C X
offen und U = | |,.; U; eine offene Uberdeckung von U. Dann gilt

(G1) Sei f € G(U). Dann impliziert r(f) = 0 fiir alle i € I das Verschwin-
den f =0.

(G2) Gegeben seien f; € G(U;) fiir alle i € I mit rUijj (f;) = rgj_mUj (f5)-
Dann existiert f € G(U) mit ry (f)) = f; fiir alle i € 1.

Ist I = (), dann folgt G(#) = 0. Wir nehmen dies der Klarheit halber im
folgenden als zusitzliches Axiom (G3) an.

Wir schreiben fiir r};(f) manchmal auch nur f|V oder r(f) um anzudeuten,
daf} es sich um Einschriankungen handelt.

1.Beispiel: Sei Cyx(U) die abelsche Gruppe der stetigen komplexwerti-
gen Funktionen auf U, dann definiert dies eine Garbe Cx auf X in offen-
sichtlicher Weise.

2.Beispiel: Sei A eine abelsche Gruppe (versehen mit der diskreten To-
pologie). Sei Ax(U) die Gruppe der lokal konstanten stetigen Abbildungen
f : U — A. Dann definiert dies mit den offensichtlichen Restriktionssabbil-
dungen r}; die konstante Garbe Ax auf X mit Werten in A.

3.Beispiel: Sei A eine abelsche Gruppe und = € X ein fester Punkt. Dann

definiert die Vorschrift G(U) = A fiir U 5 x resp. G(U) = 0 sonst eine Garbe
auf X, die Wolkenkratzergarbe im Punkt x mit Werten in A.
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Sei G eine (Prd-)Garbe auf X. Sei x € X ein Punkt. Der Halm G, der
(Prd-)Garbe G im Punkt z ist eine abelsche Gruppe, definiert als der direkte
Limes

(iiber das gerichtete System aller offenen Teilmengen U von X welche x
enthalten).

Sei G eine Priagarbe auf X. Fiir jedes + € U hat man einen natiirlichen
Homomorphismus G(U) — G, sowie das elementare

Lemma: Sei F eine Prdagarbe auf X. Erfillt F die Garbeneigenschaft G1,
dann ist

FU) =[] %
zelU
injektiv.
Beispiel: Fiir die Strukturgarbe Ox der holomorphen Funktionen auf einer
Riemannschen Fliche X (sieche néchster Abschnitt) ist der Halm Ox , ent-

halten im Potenzreihenring C[[t]] (Identitdtssatz!) und Ox(U) — Ox, ist
injektiv (fiir zusammenh#ngendes U C X mit x € U).

Ein Garbenhomomorphismus ¢ : G — #H zwischen Garben (abelscher
Gruppen) auf X, ist eine Kollektion von Gruppenhomomorphismen ¢y :
G(U) — H(U), welche die alle folgenden Diagramme kommutativ machen

fiir alle offenen Teilmengen V' C U von X. Sind alle Morphismen ¢y injektiv,
nennt man ¢ eine Garbeninjektion und G eine Untergarbe von H. Ein
Garbenhomomorphism ¢ : ¢ — H indiziert Gruppenhomorphismen ¢, :
Gr — H, der Halme fiir alle z € X.

Sei ¢ : G — H ein Garbenhomomorphismus. Dann definiert
Kern(¢)(U) = Kern(ngU :GU) — ’H(U))
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eine Untergarbe von G, den Kern von ¢. Dies benutzt Garbenaxiom G1 und
G2 fiir G und Garbenaxiom G1 fiir !

Definition: FEine Sequenz von Garbenhomomorphismen
0=+F—=G—->H—=0
heifst exakt, wenn alle induzierten Halmsequenzen
0—=>F, =G, —H,—0
fir alle Punkte v € X exakt sind.

Bemerkung: Die Exaktheit aller Sequenzen 0 — F(U) — G(U) —
H(U) — 0 ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Exaktheit.

Ubungsaufgabe: Definieren die stetigen Funktionen mit kompaktem
Tréger eine Garbe?



Appendix (direkte Limiten)

Sei I eine Indexkategorie. Wir nehmen an daf§ fiir je zwei Objekte ¢,5 € I
ein geeignetes Objekt k£ € [ existiert mit Morphismen ¢ — £ und j — k;
weiterhin soll fiir je zwei Morphismen u,v € Mor(i,j) ein Morphismus w :
j — k existieren mit w o u = w o v. Einen kovarianten Funktor I — Ab
nennt man dann ein gerichtetes System (A;, ¢;,;,%,j € I,i — j € Mor(s, j))
abelscher Gruppen. Eine Teilmenge J C I heif3t kofinal, falls Vi € I ein
Morphismus 7 — j existiert mit 5 € J.

Sei Aj, ¢ij,1,J € I ein derartiges gerichtetes System. A; 3 a; ~ a; € A;,
falls 3k, j — k,i — k mit ¢;,(a;) = ¢;-x(a;), definiert eine Aquivalenzrelation
auf | |,.; A;. Weiterhin definiert

iel
den direkten Limes des gerichteten Systems.

Bemerkung: Ist J eine kofinale Unterkategorie von I, dann gilt

JjeEJ el

Wir bemerken weiterhin
a) lim; A; ist eine abelsche Gruppe.

b) Ist 1; : A; — Al eine kompatibles System von Gruppenhomomorphis-
men, dann indiziert dies einen Gruppenhomomorphismus ¢ : lim; A; —
lim; A} der direkten Limiten.

c¢) Sind alle A; Ringe, dann ist lim; A; ein Ring. Sind v; wie oben sogar
Ringhomorphismen, dann ist der Limes ¢ ein Ringhomomorphismus.

d) Der direkte Limes ist ein exakter Funktor. Das heifit: Sind A —
A; — A7 kompatible Systeme von exakten Sequenzen abelscher Grup-
pen. Dann induziert dies eine exakte Sequenz von direkten Limiten

lim A — lim A; — lim A} .



Beweis der letzten Aussage d): Gegeben a € lim; A; — representiert
durch a; € A; — im Kern. Das heif}t, es existiert ein j € I mit i — j
und Bild(a;) = 0 in A7. Alle Objekte i, welche von j ausgehen (d.h.
j — i), definieren eine kofinale Teilkategorie J von I. Unter dem mittleren
senkrechten Isomorphismus entspricht a der Aquivalenzklasse des Element
a; = ¢isjeiy(a;) in limje; A;. Das Bild von a; in A7 is Null. Daher ist a; das
Bild eines Elementes a; € A}. Die Aquivalenzklasse a' von a; — geliftet auf
die obere Zeile — bildet auf a ab.

Die Exaktheit des Limes Funktors folgt daher unmittelbar aus dem folgenden

Diagramm
aj/ ~———0

lzm,eIA; —_— limiel Az I limie] A;’

limjeJA;- —_— limjeJ Aj — limjej A;’

aj/ ~————a;/ ~



Riemannsche Flichen

Sei X ein zusammenhingender separierter topologischer Raum. X heif}t
Riemannsche Fliche, wenn eine holomorphe Struktur auf X gegeben
ist. Eine holomorphe Struktur ist eine Aquivalenzklasse holomorpher Atlan-
ten von X. Ein Atlas ist eine Uberdeckung X = ||;c; Ui durch eine offene
Uberdeckung von X, zusammen mit Homdomorphismen (Kartenabbildun-
gen)

o;:U; =2V, cC , i€l

auf offene Teilmengen V; von C, fiir die alle Kartenwechsel ¢;; = ¢; o o7t
d:A(T7: N 11N = b (1]: N T]:) holomornhe Abhildunegen sind.

Es gilt automatisch ¢y, o ¢j; = ¢p; und ¢y = idy; fiir alle 4,5,k € I. Die
Daten (X, U;, ¢;, I) definieren einen holomorphen Atlas. Zwei Atlanten hei-
en dquivalent, wenn sie zu einem gemeinsamen holomorphen Atlas ” verfei-
nert” weren konnen.

Die Riemannsche Zahlenkugel S als Riemannsche Fliche:

S = SyUS, ist eine offene Uberdeckung; Die stereographische Projektion auf
die C von oo definiert eine Kartenabbildung ¢, : Sy = C. Die entsprechende
Projektion auf C' (Tangentialebene bei co von unten betrachtet!) definiert
eine Kartenabbildung ¢, : S, = C. Es gibt 4 Kartenwechsel. Zwei sind
die Identitit, die beiden anderen ¢, und ¢ sind invers zueinander. Der
Atlas ist holomorph wegen

Lemma: ¢y(2) = 27"



Beweis: Fiir 2 = re' gilt ¢ooo(r - €?) = R- e — R-e™ = 27!, Denn

R = r~!. Dies folgt aus dem Satz von Thales und der Orthogonalitit der

beiden Vektoren (r 1) uind (R.—1): somit r - R+1.(=1) = 0.
"-__‘_‘_‘_‘__’--_&“_-q_". ]

Bild:

Sei X eine Riemannsche Fliache. Eine Funktion
f: X—=>C
heifit holomorph, falls alle Abbildungen
fog;':VimC

holomorph sind. Analog definiert man C*°-Funktionen. Ist X eine Riemann-
sche Fliche, dann erbt jede (zusammenhéngende) offene Teilmenge U C X
die Struktur einer Riemannschen Fliche. Eine Funktion f : U — C heifit
holomorph, wenn sie auf jeder Zusammenhangskomponente holomorph ist.

Wir bezeichnen mit
Ox(U)

die C-Algebra der holomorphen Funktionen auf U. Mit den Einschrénkungen
als Restriktionsabbildungen definiert dies offensichtlich eine Garbe auf X, die
Strukturgarbe der Riemannschen Fliche. Man hat die Garbeninklusionen

OXCC?CCX.
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Lemma: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist jede holo-
morphe Funktion auf X konstant: Ox(X) = Cx(X) =C.

Beweis: Jede holomorphe Funktion f auf X ist stetig, nimmt daher ihr Ma-
ximum in einem Punkt 25 € X an. Aus dem Maximumsprinzip (angewendet
auf fog; ! in einer geeigneten Karte V;) folgt, da f in einer Umgebung von
xp konstant ist. Dann ist f aber generell konstant, denn

Lemma: Sei X eine Riemannsche Fldiche, und U eine nichtleere offene
Teilmenge von X. Dann gilt Ox(X) — Ox(U).

Beweis: Sei f holomorph auf X. Dann folgt f = 0, wenn f = 0 gilt in einer
Umgebung von U. X ist (automatisch wegweise) zusammenhéngend. Wéhle
einen stetigen Weg von z zu xy € U. Endliche viele Karten iiberdecken diesen
Weg. Man beweist f(x) = 0 mittels des Identititsatzes (in den endlich vielen
relevanten Karten V;).

Definition:  Eine Abbildung g : X — Y zwischen Riemannschen Flichen
heifst holomorph, wenn fir alle offenen Teilmengen V- C 'Y wund alle f €

Oy (V) gilt foge Ox(g7(V)).

Offensichtlich ist Holomorphie von g : X — Y eine lokale Eigenschaft von
g auf X. Fiir eine Uberdeckung X = | |; Ui gilt also: g ist holomorph <=
alle ¢|U; sind holomorph. Auflerdem geniigt es in der Definition V' aus einer
offenen Uberdeckung zu wihlen.

Ubungsaufgabe:  Definiere analog die Garben O%, Mx, M% und zeige
M;(S) = C(z) sowie M¥%(S) = C(2)*. Siehe auch Busam-Freitag Seite 152
ff.

Ubungsaufgabe: Jede nichtkonstante meromorphe Funktion f € M*(X)
auf einer kompakten Riemannschen Fliche X definiert eine surjektive holo-
morphe Abbildung f : X — S auf die Riemannsche Zahlenkugel. Hinweis:
Hat f einen Pol bei z € X, dann ist % holomorph bei z.
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Die Exponentialsequenz

Sei X eine Riemannsche Fliche. Sei Ox die Strukturgarbe und O% die
Garbe der invertierbaren holomorphen Funktionen auf X. Die Exponential-
abbildungen f(2) — exp(2mi - f(z))

Ox(U) = Ox(U)

definieren einen Garbenhomomorphismus Oy — O%, die Exponentialab-
bildung. Der Kern ist offensichtlich die konstante Garbe Z .

Satz: Die zugehorige Garbensequenz
0—>Zx —0O0x >0y —0
15t exakt.

Beweis: Dies folgt aus dem néchsten Lemma, denn fiir jede einfach zusam-
menhdngende zusammenhéngende Teilmenge U C X mit Kartenabbildung
¢:U -V CCistexp: Ox(U) = O%(U) surjektiv. Siehe Busam-Freitag.

Lemma: Fine Sequenz 0 — F — G — H — 0 von Garbenhomomorphis-
men auf X st exakt gdw gilt

(i) 0= F(U) = GU) = H(U) ist exakt fir alle offenen U C X.

(ii) YU Yh € H(U) Yz € U IV C U,z € V mit r}(h) € Bild(G(V)) (fir
U,V offen in X)

Beweis: Eine Richtung ist klar, da Halmbildung als direkter Limes ein ex-
akter Funktor ist. (Insbesondere vertauscht Halmbildung mit Kernbildung,
was wir weiter unten benutzen werden). Wir beschrinken uns auf die Um-
kehrung, daf§ (i) und (ii) aus der Exaktheit der Halmsequenzen folgt. (ii) ist
klar wegen der Surjektivitit von G, — H, und der Halm-Definition. Nun
zum Beweis von (i).

Die Injektivitat F(U) — G(U) folgt aus

F(U) g(U)
I
HmGU fl’c—> HIEU gl’
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Analog zeigt man, dafl die Zusammensetzung F — H Null ist. Somit ist
FckK

eine Untergarbe des Kerns K des Garbenhomomorphismus G — H. Da
Halm- und Kernbildung vertauschen, induziert die obige Garbeninklusion
Halmisomorphismen F, = IC, fiir alle x. Exaktheit bei G folgt daher aus
dem néchsten

Lemma: Sei vy : F — K eine Garbeninklusion mit v, : F, = K, fir alle
x € X. Dann gilt F = K.

Beweis: Sei k € IC(U). Fiir alle x € U existiert V =V, mit x € V C U und
fv € F(V) mit fy = ri;(h) wegen der Halmsurjektivitédt. Die V, definieren
eine Uberdeckung von U. Die Elemente fy sind durch A (und V') und

eindeutig bestimmt. Daher Verkleben sich die fi mittels Garbenaxiom G2 zu
einem Schnitt f von F(U). Wegen Garbenaxiom G1 gilt dann sogar fiy = h
auf ganz U. Es folgt F(U) = K(U).
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Die Fundamentalgruppe
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0.2 Cechkohomologie
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Der Cechkomplex

Sei X = | |;c; U; eine Uberdeckung ¢ des Raumes. Sei G ein Priigarbe auf
X. Dann definiert man fiir r > 0

Cy(U,G) = H gUﬂﬂUzy

ir €L

Die Randabbildungen d = d, : Cj,(U,G) — C;tH (U, G)

r+1

— N (1Y . nT 0 s UT‘+1 .
df 105enslrdl § : UO,,UU, ,U,.+1(inr-:iV:---yirJrl)

machen dies zu einem Komplex. Dies ist der sogenannte Cech-Komplex.
Die Kohomologie dieses Komplexes bezeichnen wir mit

Hlf{(Uﬁ g) = ZIfI(U7 g)/BIf{(Uﬂ g) .

Hierbei ist Z},(U,G) = Kern(d;) und B}, (U,G) = Bild(d;_,) die Gruppe der
1-Zykel beziehungsweise i-Rénder.

Der Cech-Komplex kann wie folgt nach links verldngert werden:

0—G(U) = [[ownti) — [ gWnuiny;) — [ [ 6UNUNU;NUR) —

iel i,jel 1,5,k

Die Abbildungen sind dann konkret
doy i f e (fidier mit fi = (rg"(f))ier

Uu;NnU;NU U;NU;NU
(fz)ze] = (fzy)zye[ mit fz] = URUH (fj) UlgU " (fz)
kurz: (fJ - fl)|W y W = Ul N Uj NnU
dy = (fij) = (fir) mit fije = (fie— fir+ fi)|W for W = U;nU;NULNU.

Der verlidngerte Komplex ist exakt in den Graden —1 und 0 genau dann,
wenn G eine Garbe ist (Garbenaxiom G1 und G2). Fiir eine Garbe erhélt
man daher einen exakten Komplex

0= G(U) = [[6WUNT;) = Z(U.G) — HY(X,G) —

el
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Hierbei ist Z'(G; UiNUj;) die Gruppe aller fi; € []; ;; (Ui NUj), welche die
Kozykelbedingungen
fik = fij + Fik

erfiillen fiir alle ¢, j, k € I. Diese Kozykelbedingungen implizieren
fiizo, fij:_fji , Z,]E[

Die erste Kohomologie ist der Quotient nach der Gruppe der Rénder. Diese
haben die Gestalt

fi = i) = ) g

Beispiel: Fiir eine Wolkenkratzergarbe G mit Werten in A im Punkt x
gilt G(X) — G(V) fir alle V. Dies impliziert

HY(X,6)=0.

(Fiir einen Kozykel f;; wihle k& € I mit x € Uy, und setze f; = f;, - fortgesetzt
() zu G(U;). Dann gilt f;; = fi — f; in A. (Der wesentliche Fall ist wenn
relUnNn U])

Allgemein sei X = | |,.; U; eine offene Uberdeckung und ¢;,i € T seien Gar-
benhomomorphismen ¢; : G — G einer Garbe G mit den beiden Eigenschaften

a) (Partion der Eins) Fiir festes ¢ € I sind fast alle ¢; Null auf G(U;)
und es gilt

Y 61 G = idg, -

Jjel

b) (Fortsetzungseigenschaft) Fiir alle i € I existiert eine offene Teil-
menge V; C X mit X = U; UV}, so daBl die Restriktion von ¢; auf G(V;)
verschwindet.

Folgerung: Dann gilt H}(X,G) = 0.

Beweis: Eigenschaft b) und Garbenaxiom G2 fiir die Uberdeckung von X =
U; NV induzierte Uberdeckung von U; N U; zeigt, dal ¢;(fi;) € G(U; N Uj)
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sich zu einem Element in G(U;) fortsetzen lat! Fiir fast alle j € I kann
wegen Eigenschaft a) Null als Fortsetzungen gewéhlt werden. Daher konnen
die Fortsetzungen aufsummiert werden

fi = ék(fx) € GUH) .
kel
Nun folgt nach Einschridnken auf U; N U;

r(fi) = r(f5) =Y de(r(fie) = r(fin)) = D bl fi) = fig

k

wegen Eigenschaft b). Also ist der Kozykel ein Korand.

Ubungsaufgabe: Fiir 2-Kozykel fiji setze gi; = >, d(fiji). Zeige fij +
(9j6—gir+9ij) = 0 und schlieBe HZ(X,G) = 0. Allgemeiner zeige H},(X,G) =
0 fiirz > 1.

Ubungsaufgabe: Sei U eine endliche Uberdeckung von X. Zeige
H(X.Cx) 2 H(X,Zx)®;C .
Benutze die Exaktheit des Tensorfunktors — ®y C.

Ubungsaufgabe:  Jeder Cech 2-Kozykel fijr kann durch Abdndern um
einen Rand alternierend gemacht werden.

Hinweis: ObdA gilt fu., = 0 (Modifiziere um einen Rand). Auswerten der
Zykeleigenschaft bei abbb und aaab liefert dann f,;, = fi = 0; Auswerten
bei abab liefert die Symmetrie fyop = fare. Modifizieren um einen Rand
liefert faba = faba + (gba — Jaa +gab) und damit faaa = faba - fbab = 0. (Setze
Gab + Gba = — fave fiir a # b sowie goq = — faaa). Auswerten bei abeb und babe
liefert schliefflich die Behauptung.
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Verfeinerungen

Seien V : X:LljeJVj und U : X = |
Eine Abbildung

.1 Ui offene Uberdeckungen von X.
J—=1 j—7
Vi < Uz
nennen wir Verfeinerungsdatum. Existiert ein solches Verfeinerungsda-
tum U — V nennen wir V eine Verfeinerung von U/ und schreiben ¢ < V.

Seien X = [ |;.;U; und X = [ |;;V; zwei beliebige Uberdeckungen ¢ und
V von X. Dann definiert X = | |,.; ; U; NV eine gemeinsame Verfeinerung
U * V dieser Uberdeckungen (mit Indexmenge I x .J).

Definition: Die erste Cech-Kohomologiegruppe einer Garbe G auf X
ist definiert als direkter Limes tber alle Verfeinerungen von Uberdeckungen
U von X

HY(X,G) = liLn HY(X,0) .

Lemma: Sei G eine Garbe auf X und V eine Verfeinerung von U. Dann
existiert eine kanonische Abbildung

Hy (X, G) — Hy(X,G)

zwischen den Cech-Kohomologiegruppen. Diese ist injektiv und unabhdngig
vom Verfeinerungsdatum. Insbesondere folgt

HY(X.G) < HY(X,G) .

Beweis: 1) Die Abbildung: Auf dem Zykelniveau bildet sie «-Cechkozykel
representiert durch (fi;1); #er ab auf den V-Cechkozykel (fj;), jrc.s, wobei letz-
terer durch f;; = fﬁr |V;NVr definiert wird. Diese Abbildung ist additiv und
respektiert Korénder. Sie liefert somit die gewiinschte kanonische Abbildung.

2) Unabhéngigkeit: Zwei gegebene Verfeinerungsdaten U — V faktorisieren
iiber U — U «U — V. Die Abbildungen ¢, ¢s : J — I fakorisieren iiber
die Produktabbildung ¢; X ¢o : J — I x I und (resp.) die Projektion
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p1,p2 - I x I — I. Man reduziert daher auf den universellen Fall der beiden
universellen Verfeinerungsdaten

U=UxU.

Wir setzen U;y = U; N Uy. Die kanonischen Abbildungen fiihren den ge-
gebenen U-Kozykel (fi) iiber in die U * U-Kozykel, welche jeweils durch
faar o = fap Und fou g := forp definiert sind. Zu zeigen ist die Aquivalenz

faa’ by ™~ faa’ bb’

auf Uy NUpy = (U, NU» )N (UpyNUy) (modulo Réndern). Dies folgt aus der
Identitét auf Uy N Upy

fab - fa’b’ + (faa’ - fbb’) y
welche aus den Kozykelidentititen fiir die f;; folgt.

3) Injektivitét: Sei (fi)iier ein Cechkozykel im Kern der Abbildung. Das
heifit es gilt (x): [ =1 — [y auf VNV fiir alle j, j' € J.

Fixiere zuerst ¢ € I und definiere auf U; NV}
Fij = fﬁ + fj

fiir alle j € J. Wegen des Garbenaxioms G2 beziiglich der Uberdeckung V
(geschnitten mit U;) verheften sich die Schnitte F;; zu einem Schnitt F; auf
ganz U;. Denn auf U; N (V; N Vj) gilt nach Restriktion

Fig— Fip = f5+ f; = f;y — fy (Definition)
= —f5 + fj — [y (Kozykelbedingung fiir fi auf U; N U; N Uy)
= 0 (Gleichung (x) auf V; NV}).
Nach Konstruktion gilt wegen (x) auf V; = U; NV fiir alle j € J
Fy= (Fy;=fz+f) =fi

Nunmehr definieren f; und fii/ = fin + Fy — F; dquivalente U-Kozykel.
Anderseits gilt auf U; NV}

g=r; +F —F=f; +fi —Fi=F; - Fi=0.

lh]
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Somit gilt auf U; N Uy N'V; dann

fir="T5 —Fr;=0

Variert man j € J, dann folgt fii/ = 0 auf ganz U; N Uy wegen dem Gar-
benaxiom G1. Damit ist die Injektivitit gezeigt.

Bemerkung: Analog definiert man fiir Verfeinerungen ¢4 < V kanonische
Abbildungen H},(X,G) — H,(X,G) und zeigt, daf diese nicht von der Wahl
des Verfeinerungsdatums abhingen. Damit sind auch die héheren Cech-
Kohomologiegruppen H(X,G) fiir i > 2 als Limes iiber die Verfeinerungen
aller Uberdeckungen wohldefiniert. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man
in den Biichern von Godement oder Gunning.

Ubungsaufgabe: Behandle explizit den Fall i = 2. Zeige fiir 2-Kozykel
(fabe)ape € Zf,(X, G) auf U,y NUpy N U, die Relation

fabc - (gbc — Jac + gab) - fa’b’c’ y

wobei guy = (fasy — faars)|Usar N Upy auf U, N Uy N Uy N Uy definiert ist.
Hinweis: Benutze die Kozykelrelation von f fiir die Indizes (abcc'), (aa'bc’),
(ad'ed), (a'bb'd") und (b ).

Ubungsaufgabe: Sei X kompakt. Zeige H(X.Cx) = H(X,Zx) @z C.
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Das Lemma von Leray

Lemma: SeiUd — V eine Verfeinerung. Gilt H5(U;) = 0 fiir alle i € T.
Dann gilt

(X, G) — Hy(X,G)
und somit

Hy(X,G) = H'(X,G) .

Die Vorausetzung sind insbesondere dann erfillt, wenn H(U;, G) = 0 gilt fiir
aller € 1.

Beweis des Lemmas: a) Gegeben sei ein Kozykel Z3,(X,G) representiert
durch die f;; auf V; NVj. Wegen H},(U;, G) = 0 gibt es ¢! € G(U; N'V;) mit
(+)

U;NV;NV. ; i
erﬂV;]-/ ](fjjf):g;,—g; y aufUiﬂVjﬂVj/.

b) Die neu definierten Elemente g;- —g;-' auf U; NUy NV} verkleben sich wegen
(%) auf U; N Uy zu Schnitten ()

Ei’ s auf Uz N Ui/
Fo=gi—g, , aufU;nUsNV; VjeJ.
¢) Die Fjy definieren einen Kozykel in Z}(X,G). (Es geniigt dazu wegen

Axiom G1 die Kozykelbedingungen auf allen Durchschnitten mit Vj, 7 € J
zu verifizieren! Dort wird Fj; aber nach Definition (#x*) sogar ein Korand).

d) Die Elemente g; = gg € G(V;) werden mittels der Verfeinerungsabbildung
j — j,J — I definiert und zeigen die Aquivalenz For fii

auf V; N Vy = U; NUz NV;NVje. (Betrachte die Differenz der Gleichungen

() mit i = 7 und (*) mit i = j,i’ = 7)
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Vom Nutzen der Parakompaktheit

Sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung X = | |;c; Xi von X
heiflt lokal endlich, falls fiir alle x € X eine Umgebung V' (x) von z existiert
derart, da8 V' (z) N U; = 0 gilt fiir fast alle 7 € 1.

Ein separierter topologischer Raum X heifit parakompakt, falls jede offene
Uberdeckung von X eine lokalendliche Verfeinerung besitzt.

Beispiele: Kompakte Riume sowie abgeschlossene Teilmengen von para-
kompakten Rdumen sind parakompakt. Eine Mannigfaltigkeit ist parakom-
pakt, wenn sie Vereinigung von abzihlbar vielen kompakten Teilmengen ist.
Wir zitieren nun folgenden Satz (s. Schubert, Seite 88)

Satz (Partition der Eins): Ist X parakompakt und U : X =| |,,
offene Uberdeckung von X. Dann egistiert eine lokal endliche Verfeinerung
V von U zusammen mit stetigen nichtnegativen Funktionen

¢;: Vi >R

X, eine

mit kompaktem Triger in V; derart, dajs

> gilx)=1.

JjeJ

(Die Summen sind de facto endliche Summen! Die offenen Mengen \7] =
¢;1(R>0) in V; bilden erneut eine lokal endliche Uberdeckung von X ).

Variante(s.Spivak): Ist X eine parakompakte C*°-Mannigfaltigkeit, kénnen
die ¢; sogar in C°(V;,R) gewdhlt werden (d.h. unendlich oft differenzierbar
mit kompaktem Triger).

Korollar: Ist X eine parakompakte C'*°-Mannigfaltigkeit. Dann gilt
HY(X,C¥)=0.
Allgemeiner gilt dies auch fir beliebige C-Modulgarben auf X .

Beweis: Die Funktionen ¢; zu einer lokalendlichen Uberdeckung haben kom-
pakten Triager und konnen daher durch auf ganz X fortgesetzt werden. Das
heifit ¢; € C*°(X). Die Multiplikationsabbildungen

¢;|U : C*(U) = C*(U)
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definieren Garbenendomorphismen
Cx¥ = C%

mit der Fortsetzungseigenschaft, und bilden eine Partion der Eins. Daraus
folgt die Behauptung.

Eine Liftungsmethode: Sei X parakompakt und sei eine Garbensurjektion
G — H auf X gegeben. Gegeben sei aulerdem ein 2 € C} (X, H).

Lemma: Dann ezistiert eine lokalendliche Verfeinerung ¥V von V, derart

daf das Bild z von z in CL(X,H) im Bild von C}(X,G) liegt.

Zum Beweis: ObdA sei V lokalendlich, versehen mit einer Partion der Eins
Y. ¢i =1. Fiir v € X existiert dann eine Umgebung V' (z) mit V(z)NV; =0
fiir fast alle ¢ € I. Wir hitten gerne:

Entweder V(z) C V; oder V(z) NV; =0 fiir i € I.

Fiir z € V; kann durch Verkleinern sofort V(x) C V; angenommen werden
(es gibt nur endlich viele solche i € I). Schlecht ist der Fall wo x ¢ V;, aber
V(z) NV; # 0 (ein Punkt am Rand von V;). Wir bekommen dann aber:

a) Entweder gilt V(z) C V; oder V(z) N supp(¢;) = 0 fiir i € 1.

b) Jedes V(x) liegt in mindestens einem V; C supp(¢;). Sei i = i(z) eine
solche Wahl.

Fiir festes V (z) C Vi und beliebiges o' € X gilt dann
C) V(l‘l), V(l‘) C V;-(I/) N V;-(I) oder V(x') N V($) = (.

Denn entweder ist V(2') C Vi) oder V(2') NV (z) C V(') N supp(di(z))
0. Jetzt benutze Vertauschung von z und z’. Sei V gegeben durch X
Ll,cx V(7). V definiert mit z + i(z) ein Verfeinerungsdatum V — V.
wird durch die Einschrinkung der Elemente fiz)i) von Vi) N Vg auf
V(z) NV (z') reprisentiert. Da fiir festes x in c¢) nur endlich viele Indices
i = i(2') € I auftreten mit V(z) C Vj) (lokale Endlichkeit von V) kann
man die V(x) noch so schrumpfen, daf8 alle relevanten f;yin) auf V()
(und damit auf V(z) N V(2')) im Bild von G(V(x)) liegen. Dies liefert das
gewiinschte Anhebung auf C} (X, G).

[ ||
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Die lange exakte Kohomologiesequenz
Satz: Sei X ein topologischer Raum und

0= F=g—"-% 0

eine exakte Garbensequenz auf X. Dann ezistiert eine zugehérige lange ex-
akte Sequenz der Kohomologiegruppen

0— F(X)—=G(X) = H(X)— H(X,F)— H'(X,G) - H(X,H) .
Zusatz: Ist X parakompakt, kann diese exakte Sequenz verlingert werden

— HY(X,G) - H'(X,H) - H*(X,F) — H*(X,G) —» H*(X,H) — ...
(und so weiter).

Beweis: Exaktheit an der ersten, zweiten und im Prinzip auch an der fiinften
Stelle wurde bereits frither gezeigt.

Die vierte Stelle

H(X) * -~ HY(X,F)

Zy(X, F)

h,i—6> fij = (gi - 9j)|UmUj — (gi - 9j)|UmUj

Sei h € H(X), X =|[;.; U; eine geignete Uberdeckung mit h|U; = ¢(g;) fiir
gi € G(U;),i € I. Dann ist f;; = (¢; — g;)|U; N U; ein Schnitt in F(U; N U;).
Die f;; bestimmen einen 1-Kozykel in Z},(X, F). Wir definieren §(h) als die
Kohomologieklasse dieses Zykels. Diese ist unabhéngig von der Wahl der
Lifts ¢; und der Wahl der Uberdeckung. Offensichlich gilt ¢' 0§ = 0.

Umgekehrt gilt fiir einen 1-Kozykel im Kern von ¢! — dieser sei reprisentiert
durch f;; — dann '(fi;) = (g; — g;)|U; N Uj fiir eine geeignete Uberdeckung
und geeignete g; € G(U;)! Beachte, dafi die h; = ¢(g;) € H(U;) automatisch
die Verheftungsbedingung erfiillen und sich zu einem globalen Schnitt h €
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H(X) verkleben. Die obige Konstruktion liefert dann durch Bildung von §(h)
gerade den urspriinglichen Kozykel (f;;) zuriick. Damit ist die Exaktheit an
der vierten Stelle gezeigt.

Nun zur dritten Stelle

G(X) = H(X) —2~ H'(X, F)

|

Zy(X, F)

gt ht (9i — 95) |v.nw;
Ist 6(h) = 0, dann ist (g;—g;)|U;NU; (mit den Bezeichnungen wie oben) gleich
einem Korand (f; — f;)|U; N U; fiir gewisse f; € F(U;). (Vielleicht mufl man
hierbei die Uberdeckung verfeinern). Nach der Ersetzung §; = ¢; — f; erhilt
man Schnitte von G(U;), welche die Verheftungsbedingung erfiillen und sich
daher zu einem globalen Schnitt g € G(X) verkleben. Offensichtlich gilt
®(g) = h, denn dies gilt in allen Karten U;. Dies impliziert die Exaktheit an
der dritten Stelle.

Der weitere Beweis im parakompakten Fall verbleibt als Ubungsaufgabe (im
Kohomologiegrad 2). Benutze an der sechsten Stelle die Liftungsmethode
des vorigen Kapitels! Der allgemeine Fall ist in den Biichern von Godement
oder Gunning ausfiihrlich dargestellt.
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0.3 Hilfsmittel aus der Analysis
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Die de Rham Kohomologie

Sei X eine zweidimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit, zum Beispiel eine Rie-
mannsche Fliche. Dann hat man auf X die Garben A% der komplexwertigen
alternierenden i-Formen.

Zur Erinnerung: Ist U eine offene Teilmenge von R?, dann gilt
A% (U) = C%(U)
AL(U) = CR(U) -dz + CRU) - dy
A% (U) = CR(U) - dz A dy.

Wir setzen A% = 0 fiir i # 0,1, 2. Die in den Karten definierten Ableitungen
d(f) = fo-dx+f,-dy (totales Differential) und d(g;-dz+g2-dy) = (92)2—(g1)y
(Divergenz) verheften sich zu einem Garbenkomplex

0— Ay 4> AL —4> 42 0 .

Es geniigt d o d = 0 in lokalen Karten zu zeigen und folgt dort aus f,, = fy.
(Symmetrie der Hessematrix).

Definition: Die Kohomologie des Komplexes der globalen Schnitte dieses
Komplexes

Hig (X) = Kern(d : A (X) — AF(X)) /Bild(d : AL '(X) > Ak (X))
nennt man die de Rham-Kohomologie der C'"*°-Mannigfaltigkeit X.
Lemma: Ist X C R? ein offener Quader um Null, dann gilt firi > 1

HiR(X)=0.

Beweis: Jedes g(z,y)-dxAdy ist von der Form d(go(z, y)-dy) (setze gg(x y)

[y 9(t,y)dt). Fir —(g1), = (92)0 gilt dg = gidx + gody fiir g(z,y) fo
g1 (tx, ty) + vy - go(tx, ty))dt (benutze partielle Integration!). O

Aus diesem Lemma folgt die Exaktheit des de Rham Komplexes in den Hal-
men. Somit ist der de Rham Kompex ein exakter Garbenkomplex auf X. Er
liefert zwei kurze exakte Garbensequenzen

0 — Kern(d) — Ay — A% — 0
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0— Cx — A% — Kern(d) — 0,

wobei Kern(d) eine Untergarbe von Al ist.

Satz: Ist X eine parakompakte zweidimensionale C*-Mannigfaltigkeit, dann
gibt es Isomorphismen

Hig (X) & HY(X,Cx)]|.

Beweis: Dies gilt allgemein, aber wir zeigen nur die Félle 1 = 0, 1, 2. Hierbei
ist der Fall ¢ = 0 klar. Die Garben A% sind C3-Modulgarben. Daher gilt

H'(X,A%) =0 firi>0,
da X nach Annahme parakompakt ist.

Fiir ¢ = 1 folgt die Behauptung wegen Kern(d)(X) = Kern(d : AL (X) —
A% (X)) aus H'(X,Cx) = Kern(d)(X)/d(A%(X)). Letzteres folgt aus der
langen exakten Kohomologiesequenz

0 — Cx(X) = A% (X) — Kern(d)(X) — H'Y(X,Cx) =0 .

Analog beweist man H*(X,Cyx) = H'(X, Kern(d)) und H'(X, Kern(d)) =
A% (X)/dAL(X). Dies liefert den Fall 7 = 2.

1.Bemerkung: Die obigen Aussagen iibertragen sich auf parakompakte
C*°-Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension d. (Wir benutzen im folgenden
aber nur die Félle d = 1, 2).

2.Bemerkung: Ist f: X — Y eine unendlich oft differenzierbare Abbil-
dung zwischen parakompakten Mannigfaltigkeiten, dann induziert der Pull-
back von Differentialformen eine Abbildung zwischen den de Rham Kohomo-
logiegruppen. Andererseits gibt es eine ’offensichtliche’ Abbildung zwischen
den Chechkohomologiegruppen (fiir konstante Garben!). Man zeigt leicht,
daf} das folgende Diagram kommutiert

i I
ar(Y)

- gl

H
Hi(Y,Cy) 1> Hi(X, Cy)

Hip (X)
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Korollar: Fiir Quader (oder sternférmiges) offene Teilmengen X C R? gilt
HY(X,Cx) =0 fiir allei > 1. Analog gilt dies fiir offene Intervalle X C R.

Man kann daraus fiir beliebige konstante Garben ableiten
H'(X,Ax)=0.

Fiir Ay = Zx folgt dies sofort aus der langen exakten Sequenz zur Gar-
bensequenz 0 - Zx — Cx — (C/Z)x — 0.

Das letzte Korollar — zusammen mit dem Leray-Lemma — erlaubt es explizit
Kohomologiegruppen H'(X, Cx) auszurechnen.

Beispiel X = S' (Einheitskreis): Die Uberdeckung ¢ : S* = U, U U,
erfiillt die Leraybedingung! Es folgt H'(S',Zg1) = Z und H'(S',Cs1) = C.

Genauer erhélt man ein kommutatives Diagramm

Har (57) C

lg

H'(S',Cs1) —=C
von Isomorphismen, induziert von den Abbildungen
we A(S") —— $,w € C (pos. Orientierung)
beziehungsweise
fou € ZL(SY,Cs1) —> fou(1) = fou(=1) € C .

Die vertikale Abbildung ist w — f,, = fu — fo € Cs1 (U, N U,), wobei f,, fu
beliebige Stammfunktionen von w auf U, respektive U, sind.

Beispiel X = S (Riemannsche Zahlenkugel): Analog zeigt man mit
der Uberdeckung S = Uy U Uy, die Aussage H'(S,Cs) = 0.
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Das Wirtinger Kalkiil

Sei X eine Riemannsche Fléche. Insbesondere ist dann X eine C'*°-Mannigfaltigkeit
der Dimension dim(X) = 2. Eine komplexwertige Einsform auf X ist in lo-
kalen Karten gegeben durch

w(@,y) - dz + v(z,y) - dy .

Anstelle der lokalen Basen dz und dy, betrachten wir im folgenden die lokalen
Basen

dz=dr+1-dy

dz =dx —1i-dy .
Die duflere Ableitung d(f) = f, - dz + f, - dy einer C*°-Funktion f wird in
diesen Koordinaten

d(f) = l(fm—ify)-(dJZ—Fi-dy)—i—%(fI—Fify)'(dl‘—i-dy)

2

oder kurz

d(f) =0(f) - dz+0(f) - dz
In Zukunft benutzen wir die Schreibweise 9(f) = Z(f) - dz mit Z(f) =
2(fs — ify) und analog 9(f) = Z(f) - dz mit Z(f) = 2(fs +ify).

Die folgenden Aussagen sind unmittelbar zu verifizieren
Lemma: Fs giltd =0+ 0 sowie dod =000 =0.

Die zweite Aussage folgt aus dzANdz = 0 und dZAdz = 0. In der Tat zerfdllt
der Komplex der Differentialformen wie folgt:

A2(X) = ) ABL(X)
| \
A(X) = AYN(X) A%L(X)
| \ /
A(X) = A0(X)

Hierbei bezeichnet AY(X) die C*®-FEinsformen der Gestalt a(z,y) - dz und
A% die C°°-Einsformen der Gestalt b(z,y) - dz.
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Diese zuerst nur lokale Zerlegung ist jedoch auch global wohldefiniert, denn
ein holomorpher Kartenwechsel respektiert die so definierte Zerlegung des
Raumes der C*°-Einsformen. Die Jakobimatrix J(¢) eines holomorphen Kar-
tenwechsels ¢(z) ist eine Diagonalmatrix beziiglich der Basis dz, dz:

!

J(9) = diag(¢'(2), ¢ (2)) -

Hierbei ist ¢'(z) die komplexe Ableitung von ¢(z). Diese Aussage folgt un-
mittelbar aus dem

Lemma: FEine Form f € A%X) ist holomorph auf X genau dann wenn
gilt

af)=0
(die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen !). Fir eine holomorphe
Funktion f € O(X) gilt in lokalen Koordinaten

o(f) = f'(z) - dz .

Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dafl man sechs kurze exakte Garbensequen-
zen auf X erhélt.

Hierbei bezeichne QY den Kern des Garbenhomomorphismus 9 : AY® — A%,
die Garbe der holomorphen Differentialformen auf X. Analog hat man

die Garbe Qi( der antiholomorphen Differentialformen.
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Das Dolbeaut Lemma

Sei g € C'°(C) eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit kompaktem
Triger auf C. Dann existiert ein f € C°(C) mit

0
£f =9
Der Losungsraum besteht dann aus allen Funktionen in f + O(C).

Beweis: Die gesuchte Funktion f erhilt man bei geeigneter Normierung
als Faltung von g(z) mit

_L// o)A
“omi ) J.! PR

Das Integral isz wohldefiniert. Der Term z 'dz A 7 ist in Polarkoordinaten
gleich const - exp(—if)drdf. Der Pol verschwindet! Da g kompakten Triger
besitzt, kann man Differentiation und Integration vertauschen. Dies gibt

dz/\ dz
—f —g Z 4 w) :
27r2 z

Anstatt iiber C, kann iiber C — D, integriert (Komplement eines Kreises
vom Radius ¢) und anschliefend der Limes ¢ — 0 vollzogen werden. Auf
C — D. ist 27" holomorph und es gilt —z‘l = 0 (Cauchy-Riemann). Wegen

2g(z+w) = Lg(z+ w) und der Produktformel ergibt dies

9, ng—l—w) _
8—Ef( = limy %//D 0z T A

oder wegen des Satzes von Stokes

o L feztw) _ ' 2mif
ll_r)% Q—Mf{T(_dz) = ?_I)Ié i g(w+e-e™)df .
Das Integral lduft im Uhrzeigersinn (!) iiber den Kreis vom Radius ¢ um

Null. Im Limes ergibt sich wie behauptet 2= f(w) = g(w). O

Da man jede gegebene C*°-Funktion auf einer Umgebung eines Punktes
x € C auflerhalb einer kleinen Kreisumgebung von = mit einer glatten Ab-
schneidefunktion zu einer Funktion mit kompakten Tréger modifizieren kann,
folgt aus der bewiesenen Behauptung unmittelbar das
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Dolbeaut Lemma: Ist X eine beliebige Riemannsche Fliche. Dann ist die
Garbensequenz

0 Ox AY —2 A% 0

exakt.

Aus den schon bekannten Verschwindungssitzen fiir die C'°°-Modulgarben
A%, Aggl folgt aus der langen exakten Kohomologiesequenz das

Korollar: Fiir eine beliebige Riemannsche Fliche X gilt H*(X, Ox) = 0.

Weiterhin ist wegen der langen exakten Kohomologiesequenz H'(X,Ox) =0
dquivalent zur Aussage, da$ die Differentialgleichung -2 f(w) = g(w) fiir alle
g € C°(X) eine Losung f € C*(X) besitzt.

Ein entsprechender Verschwindungssatz fir H'(X,Ox) gilt aber in dieser
Form nicht, es sei denn X ist eine offene Teilmenge von C mit der induzierten
holomorphen Struktur.

Dolbeaut Theorem: Sei D eine Gebiet in C, dann gilt H'(D,Op) = 0.

Dies wird im n#chsten Abschnitt skizziert. Aussagen dieses Typs werden
benétigt um mit Hilfe deseray Lemmas den Endlichkeitssatz zu beweisen.
Dieser besagt, daf fiir kompakte Riemannsche Flichen H'(X,Oy) als C-
Vektorraum endlich dimensional ist.
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Beweis des Dolbeaut Verschwindungsatz

Sei D = C oder ein offenes Teilgebiet von C sowie
g€ C>®(D).

Wir wollen zeigen dafi es ein f € C*°(D) gibt mit (2 f)(w) = g(w). Da der
Tréger von g nicht mehr notwendig kompakt angenommen wird, bedarf es
einer Approximation.

Ausschopfungen: Sei dazu D ein Gebiet in C mit einer Ausschopfung

durch eine aufsteigende Folge von offenen beschrinkten Teilmengen D,,. Wir
nehmen auflerdem an

D,CcD,CD,.; , VYn.
Schliefllich fordern wir fiir alle n folgende Approximationseigenschaft:

Ve >0Vh e O(D, 1) If € O(D,) sup|h—f|<e.

Dn—2

Lemma: (ohne Beweis) Solche Ausschopfungen existieren immer.

Die Einschrinkung der gegebenen Funktion g € C*°(D) auf D,, kann durch
eine C'*°-Abschneidung auflerhalb von D,, zu einer C*°-Funktion g,, auf C mit
kompaktem Triger modifiziert werden. Also gibt es ein f,, mit % fn = gn auf
ganz C. Die Einschrinkung von f,, auf D, erfiillt dann

fn€C®(D,) und %fn =g| D, .

ObdA kann f, noch beliebig durch eine holomorphe Funktion f, € O(D,)
abgedndert werden. Damit kann fir h = f, — f,_1 € O(D,,_1) erreicht
werden

Eup |fn_fn—1| S 27"
Dyp_o
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Nach diesen Vorbereitungen liefert ein teleskopischer Ansatz die gewiinschte
Losungsfunktion f

F(z) = f(2) + D (for(2) = fu(2) -

v>k

Offensichtlich ist f(z) unabhingig (!) von der Wahl von k. Die auftretende
unendliche Reihe ist absolut und gleichméflig konvergent auf D. Somit ist
wegen 2(f,11(z) — f.(z)) = 0 (auf Dy, fiir v > k) die Reihe holomorph auf
Dy. Es folgt daher auf Dy

0 0
ﬁf(z) = gfk(z)jLO = 9(2) -

Da k beliebig gewdhlt werden kann gilt daher % = g auf ganz D.

35



Der Endlichkeitssatz
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0.4 Der Satz von Riemann-Roch
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Divisoren

Sei X eine Riemannsche Fliche. Sei A eine abelsche Gruppe. Ein A-wertiger
Divisor ist eine A-wertige Funktion auf X mit diskretem Tridger in X. Ins-
besondere gilt fiir einen Z-wertigen Divisor — oder kurz Divisor — auf X

D:X—7Z

die Gleichung D(z) = 0 fiir fast alle Punkte z € K eines beliebigen Kompak-
tums K C X. Wir schreiben D = 3" _\ D(z) - [z]. Fiir kompakte Riemann-
sche Flichen ist der Triager supp(D) eines Divisors notwendigerweise endlich
und wir definieren den Grad

deg(D) = > D(z) .

zeX

Wir schreiben D; + D, fiir die Summe zweier Divisoren. Wir schreiben
D, < D,, falls Di(x) < Do(x) gilt fiir alle z € X. Ist f € M*(X) eine
meromorphe Funktion auf X, dann nennt man

(f) =Y ordy(f) - [z]

zeX

den Hauptdivisor der Funktion f. Fiir kompaktes X legt der Hauptdivisor
(f) die meromorphe Funktion f bis auf eine Konstante in C* fest.

Die Garben Op: Sei D ein Divisor auf X. Setze

Op(U)={f:U—=C| feMU), Dx)+ord,(f) >0Vz e U} .
Dies definiert Untergarben Op der Garbe der meromorphen Funktionen M x.
Beispiel: Fiir f € M*(X) und D = —(f) gilt f € Op(X).

Bemerkung 1: Fiir f € M*(X) mit Hauptdivisor (f) und beliebiges D
definiert Multiplikation mit f einen Garbenisomorphismus

fi OD+(f) = OD .
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Die Isomorphieklasse der Garbe Op héngt also nur vom Bild des Divisors
in der Klassengruppe CI(X) (Divisoren auf X modulo Hauptdivisoren auf
X) ab.

Bemerkung 2: Sei P ein Punkt auf X aufgefasst als Divisor vom Grad 1
und sei D ein beliebiger Divisor auf X. Dann ist D < D + P und man hat
eine exakte Garbensequenz auf X

0—>0D—>0D+p—>Cp—>0.

Hierbei ist Cp die Wolkenkratzergarbe mit Weten in C im Punkt P. Die
Abbildung
T 0D+p(U) — (CP(U)

ist Null auer wenn P € U. In diesem Fall ist 7(f) = a_pp)-1(f) € C
(Koeffizient der Laurententwicklung von f im Punkt ¢;(P) beziiglich einer
fest gewdhlten Karte um P.
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Der Satz von Riemann-Roch

Ist G eine Garbe von C-Vektorrdumen, dann sind auch die Kohomologiegrup-
pen auf natiirliche Weise C-Vektorrdume. Wir schreiben im folgenden kurz
h*(X,G) fiir die Dimensionen dimc(H' (X, G)).

Endlichkeitssatz: Sei X eine kompakte Riemannsche Fldache. Dann ist die
Dimension

g:=h'(X,0x) <o

endlich. Die Zahl g nennt man das Geschlecht der Riemannschen Fldche.

Den hochgradig nichttrivialen Beweis dieses Endlichkeitssatzes stellen wir
vorlaufig zuriick! Wir erhalten als unmittelbare Anwendung den

Satz von Riemann-Roch: Sei X eine kompakte Riemennsche Fldche und
D ein Divisor auf X. Dann sind h°(X,Op) und h'(X, Op) endlich und

h*(X,0p) — W' (X,0p) —deg(D) = 1—g|,

d.h. die linke Seite hdngt nicht ab von D.

Beweis: Aus der langen exakten Kohomologiesequenz der Garbensequenz
aus Bemerkung 2 des vorigen Paragraphen folgt

0— HO(X, OD) — HU(X, OD+p) —-C— HI(X, OD) — HI(X, OD+p) — 0

Beachte H!'(X,Cp) = 0! Aus den Dimensionsformeln fiir Kern und Bild folgt
daraus sofort:
h’(X,0p) = h'(X,Op) — deg(D)
= hO(X, OD+p) — hl(X, OD+p) — deg(D + P) .
Die Endlichlichkeit von A%, h! fiir D respektive D+ P sind auflerdem fquivalent!
Der Satz von Riemann-Roch folgt aus dieser Beobachtung, denn jeder Divi-
sor kann durch endlich viele Additionen bzw. Subtraktionen von Punkten

in den Nulldivisor iibergefiihrt werden. Fiir den Nulldivisor schliellich ist
h*(X,0) =1 und h!(X,0) = g. qed.

Korollar: Auf jeder kompakten Riemannschen Fliche existiert eine nicht-
konstante meromorphe Funktion f € M*(X).
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Wihle D > 0 mit deg(D) > g + 1. Dann gilt h°(X, Op) > 2!

Korollar:  Auf jeder kompakten Riemannschen Fliche existiert eine von
Null verschiedene meromorphe Differentialform df oder

w = df/f € Qu(X) .

Ubungsaufgabe:  Zeige deg(f) = 0 fir f € M*(X). SchlieBe daraus,
daf} jede meromorphe Funktion auf X jeden Funktionswert gleich oft an-
nimmt! Benutze Bemerkung 1 und den Satz von Riemann-Roch.

Ubungsaufgabe: Berechne das Geschlecht ¢(S) der Riemannschen Zah-
lenkugel S: Benutze die Standardkarten (U ist die Standardiiberdeckung
mit den zwei Karten Uy = C und U, = C), den Dolbeautschen Satz
H'(C,0) = 0 und das Leray Lemma um H'(S,0) = H},(S,O) zu zeigen.
Zeige dann H})(S,O) = 0 unter Zuhilfenahme der Laurententwicklung von
holomorphen Funktionen auf C*.

Ubungsaufgabe:  Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Ist das
Geschlecht g = ¢g(X) gleich Null, dann gibt es eine meromorphe Funktion
f mit einem einfachen Pol in einem vorgegebenen Punkt (Riemann-Roch).
Zeige f : X — S definiert eine bijektive holomorphe Abbildung auf die
Riemansche Zahlenkugel. Zeige, dafl auch die Umkehrfunktion holomorph
ist. Insbesondere gilt X = S.
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Die Garbe der holomorphen Differentialformen Q!

Die Berechnung der ersten Kohomologiegruppen der Garben Op benutzt
Hilfsmittel der Differential- und Integralrechnung. Aus diesem Grund wird
in diesem Abschnitt eine Briicke zu den holomorphen bzw. meromorphen
Differentialformen geschlagen.

Eine Differentialform w — eine 1-Form — auf einer im Moment nicht notwendig
zusammenhingenden “Riemannschen Fliche” X heifit holomorph, wenn sie
beziiglich lokaler Karten ¢; : U; =2 V; C C eines holomorphen Atlanten die
Gestalt

wlUp = ¢j(wi) , wi=fi(z) dz, fi € OV;)

besitzt. Wir schreiben Q'(X) fiir den O(X)-Modul aller holomorphen Diffe-
rentialformen auf X.

In der Tat definiert Q'(U) fiir variierendes U C X eine Garbe auf X, die
Garbe der holomorphen Differentialformen Q' auf X. Man erhilt eine
exakte Garbensequenz
0o ALt ——0 .

0 O AL

Analog definiert man die Garbe Q}, der meromorphen Differentialfor-
men auf X; in lokalen Karten ist eine meromorphe Differentialform von der

Gestalt f;(z) - dz fiir meromorphes f; € M(V}).

Fiir eine meromorphe Differentialform w € Q},(X) auf einer Riemannschen
Fldache X ist die Ordnung im Punkt P € X

ordp(w) = ordsp)(fi(2)) ,  fi(z)dz = ¢;(w)|Ui

wohldefiniert! Das heifit, die so definierte ganze Zahl ist unabhéingig von der
Wahl der Karte P € U;. Dies folgt aus der Tatsache, daf} eine lokal im Punkt
P biholomorpher Kartenwechsel ¢;; die Eigenschaft dg;;/dz(P) # 0 besitzt
(Funktionentheorie I)!

Auflerdem ist fiir jeden Punkt P von X das Residuum

resp(w) , w € Qpm(X)
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einer meromorphen Differentialform wohl definiert und héngt nicht von der
Wahl der zur Berechnung gewihlten Karte ab!

Variante: Sei D ein Divisor auf X, dann definiert

Qp(U) ={w e Qy(U) | ord,(w)+ D(x) > 0Vx € U }
eine Untergarbe der Garbe der meromorphen Differentialformen auf X.
Lemma: Sei X eine Riemannsche Fliche, dann gilt M*(X) =2 Q},(X).

Genauer: Sei eine globale Differentialform 0 # w € Q},(X) der Riemanschen
Flache X mit dem zugehorigen ”kanonischem”Divisor

K = Z ord;(w) - [z]

zeX

fest gewdhlt. Dann gilt offensichtlich
Lemma: Fir jeden Divisor D definiert
Ok p(U)> [ = [-(w|U) € Q,(U)

einen Garbenisomorphismus

Okx_p = QY

Beispiel: X = S (Riemannsche Zahlenkugel) und w = dz/z mit K =
—0O — co. Inshesondere gilt Q'(S) = O_g_(S) = 0.

Epilog: Da Q' ;, eine Untergarbe der Garbe aller meromorphen Einsformen
Q) auf X ist, kann man die Quotientengarbe Q},/Q' aller sogenannten
Mittag-Leffler Verteilungen betrachten (siehe Appendix)

0—Q, = Q= /0 ,—0.

Globale Schnitte der Quotientengarbe ML(QL ) = Q},/QL,, entsprechen
Vorgaben von Hauptteilen relativ zu D in endlich vielen Punkten der kom-
pakten Riemannschen Fliche X.
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Appendix (Garbenquotienten)

Sei F < G eine Garbeninklusion auf X. Dann existiert eine Quotientengarbe
H = G/F auf X und eine kanonische Abbildung 7 : G — H so daf}

0=+F—=G—-H—=0

exakt wird. H ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt durch die folgende
Eigenschaft: Fiir jeden Pragarbenhomomorphismus 7 : G — K in eine Garbe
K mit 7(F) = 0 gibt es einen eindeutig bestimmten Prigarbenhomomorphismus
‘H — IC, welcher das Diagramm

kommutativ macht.

Ein Kandidat fiir H ist definiert durch

H(U)={g:U — | | Go/F: | mit «},

zeU

wobei die Bedingung () besagt: 1) g(z) € G,/F, 2) Vo € U3U(z) C U offen
mit x € U(z) und g, € G(U(x)) so daB gilt g|U(x) = g,.

Ubungsaufgabe:  # ist eine Garbe auf X und erfiillt die gewiinschte
universelle Eigenschaft.

Ubungsaufgabe: Zeige H(U) = limy, Hy (U) (Limes iiber alle Uberdeckungen)
mit

%z,{(U) = {(gz € Q(UF‘IUZ))ZGI | (gi—gj)| (UiﬂUjﬂU) € f(UZﬂU]ﬂU)} modulo

{(fidier | fie F(U:NU)} .
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Der Residuensatz
Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Die exakte Garbensequenz
0— Q' = QL = Q/Q —=0.
liefert die Kohomologiesequenz (k)
HO(X, QL) — HO(X, Q4 /) 2— HY(X, Q) .

Schnitte 1 der mittleren Kohomologiegruppe sind sogenannte Mittag-Leffler
Verteilungen: 7 = (n)icr fiix n; € Q) (U:)/QYU;) mit r(m) — r(n;) €
QYU; NU;). Hierbei ist X = | |,.; U; eine offene Uberdeckung. Das Re-

siduum

res(n) = Z resp(n)

einer Mittag-Lefflerverteilung 1 von meromorphen Differentialformen auf ei-
ner kompakten Riemannschen Fliche X ist wohldefiniert!

Bemerkung: Fiir unsere Zwecke geniigt die Existenz der exakten Sequenz
(x). Diese ist unmittelbar einsichtig und erfordert nicht die Kenntnis der
zugrundeliegenden kurzen Garbensequenz!

Zur Berechnung von H'(X, Q') benutzen wir die exakte Garbensequenz

00—l —= AY 2= A% —0

(Dolbeaut Lemma). Wegen H'(X, A®?) = 0 liefert dies einen Isomorphis-
mus

HO(X, A%) Jd(HO(X, ALY)) 2= H'Y(X, Q") .
Beachte 0(H°(X, Aﬁi’“’)) = d(H°(X, Ag,o)))!

Residuensatz : Das Diagram

HO(X, QL /QY) d HY(X, QY

IR
=71

res

@m)~! [x

C HO(X, A%) Jd(H (X, AGY))
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ist kommmutativ. Insbesondere gilt fiir jede globale meromorphe Differenti-
alform n € Q4(X) auf einer kompakten Riemannschen Fliche X

res(n) =0 .

Beweis: Die untere horizontale Abbildung ist wohl definiert (Satz von Sto-
kes)! Sei w = 07"(6(n)) und n = (n;); eine Mittag-Leffler Verteilung. Dann
gilt nach eventueller Verfeinerung der Uberdeckung

w |Ui = dé‘gl’o)

77i — 7’]] = 651’0) — Sgl,o) auf UZ ﬂ U]

fiir gewisse 651’0) € A0 (U;) — nach Definition von 6.

Die Formen n; der Mittag-Leffler Verteilung 7 sind holomorph und natiirlich
vom Typ (1,0) — auBerhalb einer endlichen Polstellenmenge S C X. Somit

folgt aus Axiom G2 (fiir die Garbe AS’\OS)) die Existenz einer Form
ce AM(X\ S)

mit e = n; — e" auf U; = U; \ SN U; fiir alle i € I. Mithin gilt de = 0 =

2

—8521’0) = —degl’o) = —w auf allen U;. Somit also

de = —w auf X\ S .

Aus dem Satz von Stokes folgt

Jo= foomtmf o= X [ f =

PesS

Die rechten Integrale haben Uhrzeigersinn, und sind fiir P € U; iiber kleine
Kreise vom Radius € erstreckt um ¢;(P) in V; C C. Die einzelnen Terme
sind daher gleich lim._,o — ¢ (n; — 851’0)). Da 62(_1,0) stetig bei P ist, verschwin-
det dieser Beitrag im Limes und es bleibt lim — ¢ n; = resp(n;). Durch
aufsummieren folgt die Behauptung des Residuensatzes.
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Algebraische Distributionen

Wir fixieren einen Divisor D auf der kompakten Riemannschen Fliche X.
Eine C-Linearform auf dem endlich dimensionalen C-Vektorraum H°(X, Op)
nennen wir eine algebraische Distribution vom Typ D.

Man hat eine natiirliche Abbildung
canp : HY(X,Q' ) — H*(X,0p)* .
Diese leitet sich von der Residuenabbildung Res = (27i)~' [, o 67!
Res: HY(X,Q') = C
des vorigen Abschnitts ab durch Cupproduktbildung

canp(&§)(f) = Res(fUE) .

Das Cupprodukt ist auf dem Niveau von Cechkozykeln definiert: & =
(wij) € ZL4(X,QF) definiert hierbei f U &, reprisentiert durch den Cech-
kozykel (f - w;;) € ZL(X, Q). Wir geben ein

Beispiel: Sei P € X ein Punkt. Nur der Einfachheit halber nehmen wir
an P ¢ supp(D). Wihle ein kleines Kreisgebiet Kp um P (in einer Karte)
welcher keinen Punkt von supp(D) enthélt. Dann iiberdecken U; = Kp und
Uy = X \ P ganz X. Beachte QL(U, NUy) = QY (U; N Uy) auf Grund der
Annahmen. Somit definiert die Mittag-Leffler Verteilung

dz
z—P

np = € Z{lUl,UQ}(X7 QID)

(in lokalen Karten) eine Kohomologieklasse
5p = d(rp) € H'(X,2p)

mit der Eigenschaft
Res(fop) = f(P)
(Cauchy’s Integralsatz!).

47



Mit anderen Worten, die Dirac-Distribution ép auf H°(X,Op) fiir P ¢
supp(D) wird auf diese Weise realisiert! Wir iiberlassen es dem Leser die
Konstruktion auf den Fall P € supp(D) zu verallgemeinern und bemerken

0 HY(X,0p p)—= HY(X,0p) —2=C - 0

Die Dirac-Distrubtionen erzeugen somit aus recht naheliegenden Griinden
den Dualraum von H°(X, Op). Es folgt

Lemma: Die kanonische Abbildung
canp : H'(X,Q' ) - H°(X,Op)*
st surjektiv.

Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dafl die kanonische Abbildung canp ein
Isomorphismusist. Diese fundamentale Aussage nennt man Serre Dualitét.
Als Spezialfall erhélt man etwa den Isomorphismus Res : H'(X,Q') = C.
Der erste Schritt in die Richtung des Serre Dualitétssatzes ist das néchste

Lemma: FEs gibt eine Konstante ¢(X) derart, dafs fir Kernp = Kern(canp)
gilt
dimc(Kernp) < ¢(X) fir deg(D) >> 0 .

Beweis: Benutze Q! , 2 Ox_p! Der Satz von Riemann-Roch liefert dann
(X, Q) = h%(X,Ox_p) —deg(K — D)+ (g(X) —1), also —deg(K — D)+
(g(X) — 1) fiir deg(D) > deg(K). Andererseits gilt h°(X,Op) > deg(D) +
(1 — g(X)). Daraus folgt die Behauptung.
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Serre Dualitit

Seien Dq, Dy zwei Divisoren mit D; < D, auf einer kompakten Riemann-
schen Flache X. Fiir uns geniigt der Fall D, = D; + P fiir einen Punkt P.
Allerdings wollen wir auch zulassen P € supp(D;).

Lemma: Fir Dy > Dy hat man ein kommutatives Diagram wie folgt

@

AC—>HO(X7 (9[)2)>'< HO(XaoDl)*
®
1 1 @ 1 1
B——H'(X,Ql,) H'(X, QL)
Ke?np2 @ Kernp,

D, ,Dy

Beweis: Die Surjektivitét 1) folgt aus Op, < Op,. Die Surjektivitit 2)
folgt aus der exakten Sequenz 0 — Ok p, - Og p, - Cp — 0 und
H'(X,Cp) = 0.

Die Surjektivitit 4) von ¢p, p, folgt unmittelbar aus der Surjektivitét 3).

Die Surjektivitit 3) folgt, wenn jedes ¢ € A,
dh. ¢ € Op,(X)* mit ¢(Op, (X)) = 0,

im Bild von Kern(H'(X,QL,)) — H'(X,QL,))) liegt. Fiir D, = Dy + P
und obdA h%(X,Op,p) = h°(X,Op,) + 1, ist dies obdA nur fiir die Dirac-
Distribution

¢ = 553[)2) : HO(X7 OD1+P) —C
vom Typ D, zum Punkt P zu priifen!
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Die Surjektivitit 3) folgt daher aus

HO(X7 ODH-P)*

5(02) T

P

| H(XQL, )~ HY(X,0Lp,)
np 2 0

Hierbei ist die unterste Zeile in lokalen Koordinaten um P in Termen von
Cech 1-Kozykeln zur Uberdeckung X = Kp U (X \ P) — siehe letzter Para-
graph — gegeben

dz
=P
Der Kozykel (z — P)P'(P).dz € Q! |, (KpN (X \ P)) ist aber ein Rand, denn
er lisst sich auf QL , (Kp) fortsetzen.

mp =1z = PP ] e (5= PO de]

Damit ist der Fall Dy = D+ P bewiesen. Der allgemeine Fall D, > D, folgt
durch Iteration.

Lemma: Fir0# g€ M*(X) gilt

HY(X,0p) —%> H'(X,0p. ()"

Hl(Xa QlfD) —Z> I(X’ QI—D—(Q))

g

- 1
Kernp Kernp g

Beweis: Dies folgt aus Res(fgUw) = Res(fUgw) mittels der Isomorphismen
9:O0pie) = Opund g: QL = QI_D_(g) (Multiplikation mit g).

Korollar: Sei P ein Punkt, n eine natirliche Zahl und D ein beliebiger
Divisor auf X. Dann existiert eine C-lineare Abbildung

H°(X,0,p) —= Hom¢ (KernD+np, KernD>
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welche g € H*(X, Onp) auf [g) = ¢p,p4nP+(g) © PD+nP+(g) abbildet. Beachte

Somit ist
lg] : Kernpynp — Kernp

eine Surjektion fiir alle g # 0. Daraus folgt aber die Serre Dualitét
Kernp=0.

Denn anderenfalls wére wegen der letzten beiden Lemmas
H°(X,0,p) = Homc¢ (KernD+np, KernD)

eine Injektion! Dies ist aber unmdglich, denn fiir n >> 0 hat die rechte
Seite eine unabhingig von n beschréinkte Dimension < ¢(X) - dimc(Kernp).
Andererseits gilt h°(X, O,p) — oo fiir n — oo. Damit ist gezeigt

Serre Dualitédt: Fir jeden Divisor D auf der kompakten Riemannschen
Fldche ist die Cupproduktpaarung

H(X,0p) x H'(X,Q! ) —= H'(X, Q') L& ¢

nicht ausgeartet. Insbesondere gilt Res : H'(X,Q') = C.
Korollar: Die Cupproduktpaarung

HY(X, QL) x HY(X, 0p) —2= H(X, Q') £ ¢
nicht ausgeartet. Insbesondere gilt

dim@Ql(X) =g .

Korollar: h'(X,0p) = h°(X, Ok _p).

Ubungsaufgabe: Zeige deg(K) = 2g — 2. Benutze Riemann-Roch und
hO (Xa OK) =g

Ubungsaufgabe: Zeige H'(X, My) = 0.
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0.5 Stammfunktionen
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Differentiale

Ein meromorphes Differential w € Q'(X) heifit Differential 1.Gattung, wenn
es holomorph ist auf X. Es heifit Differential 2.Gattung, wenn fiir alle
r € X gilt res,(w) = 0 (Residuenfreiheit). Differentiale w, welche hchstens
einfache Polstellen besitzen, heiflen Differentiale 3.Gattung.

Sei nun fiir den Rest dieses Abschnitts X eine kompakte Riemannsche Fliche.
Sei w € Q3,4(X) ein Differential dritter Gattung auf X. Sei S die Menge der
Polstellen von w und a, = res,;(w). Der Residuensatz liefert

Zresm(w) =0.

Die exakte Sequenz (*) des Residuensatzes zeigt wegen H'(X, Q') = C (Ser-
re Dualitit), dafl diese Summenbedingung sogar notwendig und hinreichend
fiir die Existenz einer Differentialform 3.Gattung mit vorgegebenen Residuen
az,x € X ist. Man erhilt daher als Verfeinerung von (x) die exakte Sequenz

0— Q' X) — Q,,(X) = Dive(X)° = 0.

Rechts steht die Gruppe Dive(X)? aller komplexwertigen Divisoren auf X
vom Grad Null. Ist Q € X ein beliebiger Punkt. Dann bilden die Basisfor-
men

wp,.Q € Qérd(X)

mit Residuum —1 in P und 1 in ) und Null sonst eine C-Basis des Vektor-
raums 2} (X)/QY(X). Hierbei durchliuft P die Punkte von X.

Sei allgemeiner n € Q},(X) eine beliebige meromorphe Differentialform auf
einer kompakten Riemannschen Fliche X. Dann liefert der Residuensatz
und obige Betrachtung die Existenz einer Differentialform w € Q) ,(X) mit
denselben Residuen wie 7. Die Differenz n — w ist ein Differential 2.Gattung.
Also folgt

Q3,4(X) N Qpg(X) = QX)) .

Wir werden in den néchsten Abschnitten die Existenz von globalen (logarith-
mischen) Stammfunktionen von Differentialformen (dritter) zweiter Gattung
studieren.
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Stammfunktionen

Die Ableitung w = OF einer meromorphen Funktion F' auf X liefert immer
ein Differential 2.Gattung auf X

9: M(X) — Quna(X) .

Umgekehrt besitzt lokal jedes Differential w 2.Gattung eine meromorphe
Stammfunktion (benutze die Laurententwicklung in lokalen Koordinaten;
w= F'(z) -dz und obdA F = 2",n € Z mit w = nz""' - d2. Dann kommt
n —1 = —1 nicht vor!). Man erhilt daher die beiden folgenden exakten
Garbensequenzen

0 C My —2 Q 9pa —=0
Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert

C

o
= | Res

c=C—-Q'(X)LH\(X,C) = H(X,0) = H'(X,Q') > H2(X,C) - H2(X, 0)
(es gilt H*(X, O) = 0 wegen der Dolbeaut Sequenz!) sowie analog

C>M(X)<Lal (X)—>H'(X,C) =~ H (X, M)

Ubungsaufgabe: H'(X, M) = 0. Hinweis: Jeder Kozykel f;; € Z}(X, Mx)
hat in Z)(X, Mx) beziiglich einer geeigneten endlichen Verfeinerung )V von
U nur endlich viele Pole und liegt daher im Bild von Z},(X,Op) fiir einen
geeigneten Divisor D > 0 vom Grad >> 0. H'(X,0p) = 0 verschwindet
wegen Riemann-Roch.

Ein Vergleich der Abbildungen Res und der Abbildung (27i)~" [, und
ein Blick auf den Beweis des Residuensatzes zeigt, dafl die surJekt1ve) Ab-
bildung § : H*(X, Q') — H?*(X,C) aus Dimensionsgriinden (H'(X,Q') = C
Serredualitiit) ein Isomorphismus sein mu$f.
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Korollar (Hodge Filtration): Man hat eine kurze exakte Sequenz

0— QYX)— HY(X,C) - H(X,0) =0

Korollar: Es folgt dimc(H'(X,C)) = 2g und dimc(H*(X,C)) =

Korollar (Obstruktion): Der Hindernisraum fiir die Ezistenz einer glo-

balen meromorphen Stammfunktion fir eine Differentialform 2.Gattung ist
die Kohomologiegruppe H' (X, C)

HI(X,C) = 0,,(X)/OM(X))].

Beispiel: Fiir eine elliptische Kurve X definiert 3% = 42 4+ ux + v mit
u,v € C (siehe Freitag-Busam) gilt g(X) = 1 sowie Q) ,(X) = C%‘” +C% +
O(M(X)).

Bemerkung: 7, € Al . (X) heifit Glittung von w € Q3 ,(X), wenn
O(w) = d(m.) gilt
M(X)—2-0l (X)—1> H'(X,C)

AO( ) Aclosed( )—»Hl X (C

Die Zuordnung w — 1, liefert einen Isomorphismus zwischen

closed( )/dAO( ) und Q?nd( )/8(M(X))

Ubungsaufgabe: Jedes w € Q) ,(X) hat eine endliche Polstellenmenge
S C X (X kompakt) und besitzt eine Glattung 7, welche mit w auflerhalb
einer beliebig kleinen Umgebung von S iibereinstimmt.

Hinweis: Die auf X —S holomorphe Form w besitzt lokal um S holomorphe
Stammfunktionen fs, s € S. Sei ¢ € C°(X) mit Werten in [0, 1] mit ¢(z) =
nahe bei s € S und Tréger in einer kleinen Umgebung von S. Ersetze w durch

d[(1 — ¢)fs] nahe bei S. (Vergleiche mit dem Abel-Jacobi Theorem, wo die
Glattung von Differentialformen 3.Gattung benutzt wird).
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Die kanonische Polarisierung

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliache vom Geschlecht g. Wir wollen auf
dem 2g-dimensionalen C-Vektorraum H'(X,C) eine alternierende Paarung
definieren. Dazu benutzen wir die deRham Isomorphismen

H'(X,C) = Hyp(X) = Agpeea(X)/d(A°(X))

closed

H'(X,R) =2 Hj,(X,R) = A, ..,(X,R)/d(A’(X,R)) .

closed

Komplexe Konjugation auf den Koeffizienten der Differentialformen defi-
niert daher die dieselbe komplexe Konjugation auf H!(X,C) wie die Konju-
gation definiert durch H'(X,C) = H'(X,R) ®g C.

Bemerkung: Es gilt ¢ = H'(X,C) = H'(X,Z) ® C. Aus der exak-
ten Sequenz 0 — Z — C — C* — 0 folgt H(X,Z) — H'(X,C) = C’.
Insbesondere ist H'(X,Z) torsionsfrei, und somit

H'(X,Z)=17% .

Das Cupproduct:
Hyp(X) x Hip(X) — C

(w,n) = <w,n>=/XwAn.

Hierbei sind w,n € Al ..,(X) Repriisentanten. Die Paarung ist wohldefiniert

closed

(Satz von Stokes). Wegen n A w = —w A n ist (.,.) eine alternierende C-
Linearform auf H'(X, C).

Lemma: Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche.

(i) Der Teilraum QY X) C Hip(X) (Hodgefiltration) ist mazimal isotrop
und die C-lineare Paarung (.,.) ist nicht ausgeartet.

(ii) h(w) =i-(w,w) definiert eine positive definite reellwertige hermitesche
Form auf Hjn(X).
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Beweis: Wegen dz Adz = 0 ist Q'(X) ein isotroper Teilraum der Dimension
g. Analog ist Q' (X) ein isotroper Teilraum g. Sei nun w € Q'(X). Lokal
gilt w = f(2)dz. Wegen iw Aw = |f(2)]> - 2dx A dy gilt dann h(w) > 0
mit Gleichheit genau dann, wenn w = 0. Daraus und aus der Isotropie
folgt Q'(X) N Q' (X) = 0. Aus Dimensionsgriinden folgt dann das né#chste
Lemma, aus dem seinerseits die noch zu zeigenden Aussagen von (i) und (ii)
unmittelbar folgen.

Lemma (Hodge Zerlegung): Die deRham Kohomologie Hin(X) =
H'(X,C) zerfillt in zwei Teilrdume

QLX) aQ (X) = HiL(X)|.

Insbesondere gilt Q' (X) N H'(X,R) = 0.

Ubungsaufgabe: Sei X kompakt und 7, € H},(X) eine Glittung von
we N (X). Zeige

<77waw> =270 - Zresx(f:v : w) )

reX

wobei f, eine lokale Stammfunktion von 7 bei x ist.
Hinweis: Kopiere den Beweis des Abel-Jacobi Theorems.

Ubungsaufgabe:  Sei p € Q) ,(X) und X kompakt. Zeige [, p A n ist
wohldefiniert fiir n € AL,,.,(X) und Null fiir n € Q' (X).

closed
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Die Picardgruppe

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Die Gruppe

Pic(X) = H'(X, 0%)

ist die sogenannte Picardgruppe von X. Die Exponentialsequenz liefert die
lange exakte Sequenz

0— HY(X,Z)— H'(X,0) = Pic(X) = H*(X,Z) =0 .

Beachte H?(X, Q) = 0 wegen der Dolbeaut Sequenz. Wir zeigen spiter (im
Abschnitt additive versus multiplikative Theorie)

H*(X,Z) =7 .
Die Randabbildung
0 — Pic®(X) = Pic(X) = H*(X,Z) = 0

von Pic(X) nach H?(X,Z) heifit Chernklassenabbildung und ihr Kern
ist die Picard Varietit Pic’(X).

Satz: Der Kern Pic’(X) der Chernklassenabbildung ist ein g-dimensionaler
komplexer Torus

Pic®(X) & H'(X,0)/H'(X,Z)].

Dieser Quotient ist ein kompakter Torus und isomorph zu C/Z*. D.h.
HY(X,Z) 2 Z? definiert ein Gitter in H'(X,0) =2 CY.

Bemerkung: Dies schliefit im Fall ¢ = 1 beispielsweise die Moglichkeit
HY (X, Z)2Z+7Z-v2CC=H'Y(X,0) aus.

Beweis: Der Isomorphiesatz liefert wegen H'(X,R) N Q'(X) = 0 aus R-
Dimensionsgriinden folgenden Isomorphismus von R-Vektorrdumen

H'(X,R) =2 H'(X,C)/Q'(X) .

Anderseits gilt H'(X,C)/Q'(X) & H'(X, ) (Hodge Filtration). Somit ist
Pic®(X) isomorph zu HY(X,R)/H'(X,Z) = HY(X,Z) ®7 R/Z.
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Lokalfreie Garben

Eine Ox-Modulgarbe £ heifit lokal frei vom Rang 1 auf X — oder kurz Li-
nienbiindel — wenn es eine offene Uberdeckung |J; Ui von X gibt, welche £
trivialisiert: £|U; = Oy, (Isomorphismen ¢; von Op,-Modulgarben !). Ist £
ein Linienbiindel, dann auch sein Dual £*(U) = Homoew)(L(U), O(U)).

Zwei Linienbiindel heiflen isomorph, wenn sie isomorph als Ox-Modulgarben
auf X sind. Die Isomorphieklassen von Linienbiindeln bilden eine Gruppe.
Die Gruppenstruktur ist induziert durch das O x-Tensorprodukt. Das inverse
Element von der Isomorphieklasse von L ist — wie man leicht zeigt — das duale
Linienbiindel £*.

Lemma: Die Gruppe H' (X, O%) ist isomorph zur Gruppe der Isomorphie-
klassen von lokalfreien Ox-Garben auf X vom Rang 1.

Beweisskizze: Sei £ € H'(X, O%) representiert durch £ € H}, (X, O*) mit
zugehorigem Cechkozykel &;; € O% (U; N U;). Dann definiert

Og(U) = {fl S O)((UZ N U) | fj = é‘ji - fiauf U; N Uj VZ,]}

ein Linienbiindel auf X. (Offensichtlich wird O gerade von der Uberdeckung
U trivialisiert). Die Isomorphieklasse von O¢ héngt nur von £ ab, d.h. ist
unabhéngig von der Wahl von ¢/ und der Wahl des Kozykel ;;, welcher &
reprasentiert! Dies ist leicht einzusehen.

Weiterhin gilt
Og Rox (’)g = 05.51 .

Die Zuordnung £ — O definiert also einen Gruppenhomomorphismus

H'(X,0%) — Linienbiindel/ ~ .

Injektivitdt: Sei £ im Kern. Dann gibt es eine Isomorphismus ¢ : Ox = O
von Ox-Modulgarben. Sei f = ¢(1) € O¢(X) das Bild von 1 € O(X). Dann
gllt fz = 7”€S(f) € Og(Ul) Wegen fj = gji . fz ist gji = f]/fz ein Korand und
die Kohomologieklasse ¢ ist Null.

Surjektivitét: Sei £ ein Linienbiindel mit den Ox-linearen Trivialisierungen
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Dann definiert
¢j e} (]5;1 : Ox(Ul N U]) = Ox(UZ N U])

einen Ox (U; NUj)-linearen Isomorphismus. Diese ist notwendigerweise gege-
ben durch Multiplikation mit der Einheit (!)

&= ;00 '(1) € O%(U;NT) .

Dies definiert einen Cechkozykel in Z},(X, O%) und man zeigt sofort £ = O
fiir die Kohomologieklasse £ dieses Kozykels.

Beispiel: (Ubungsaufgabe) Sei D ein Divisor auf einer (nicht notwendig
kompakten) Riemannschen Fliche X. Dann ist £ = Op ein Linienbiindel
auf X. Es gilt Op®0Op = Op,p sowie (Op)* =2 O_p. Hinweis: Reduziere
auf den Fall X =U c C.

Ubungsaufgabe: Die Abbildung Div(X) — H'(X, O%), welche D auf die
Isomorphieklasse von O_p abbildet, wird induziert von der Randabbildung

5 : Div(X) — H'(X,0%)

5(D) = 0O_p

der langen Kohomologiesequenz gebildet zur kurzen exakten Garbensequenz

0= Oy - MY\ = Divy = 0.
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Die Klassengruppe Cl(X)

Die Klassengruppe CI(X) einer kompakten Riemannschen Flidche X ist
definiert als die Quotientengruppe von Div(X) modulo der Untergruppe der
Hauptdivisoren. Man hat eine offensichtliche Gradabbildung

deg : Cl(X) = Z,

welche einer Divisorklasse D/ ~ den Grad deg(D) zuordnet. Dies definiert
eine exakte Sequenz

0= CI°X)—=Cl(X)—>Z—0.

Lemma: Die Zuordnung
D O,D

induziert einen Isomorphismus

§:ClUX) = HY(X,0%)

zwischen der Klassengruppe C1(X) und der Picardgruppe Pic(X).

Beweis: Beachte O_p_(y) = O_p. Somit ist die Abbildung
CI(X) — {Linienbiindel}/ ~ = H'(X,O%)

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Injektivitét: Ist D/ ~ im Kern, dann gilt Op = Ox. ObdA deg(D) < 0
durch die Ersetzung D — —D. Aus h°(X,Op) = h°(X, Ox) =1 folgt dann
die Existenz eines Schnittes f # 0 mit D + (f) > 0. Aus Gradgriinden folgt
daraus D + (f) = 0. Das heifit D ist ein Hauptdivisor D = (f7').

Surjektivitdt: Wir benutzen den Endlichkeitssatz
' (X, L) = dimc(H' (X, L) < 00

fiir beliebige Linienbiindel (siehe Forster ...). Vollkommen analog wie beim
Beweis des Satzes von Riemann-Roch zeigt man damit

h°(X, L ®p Op) > deg(D) + const(L) .
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Also existiert ein Divisor D und ein Schnitt f # 0 in H°(X, £ ®o Op). Die
Zuordnung 1 + f kann zu einer nichttrivialen Ox-linearen Garbenabbildung

Ox—>£®(')0[)

fortgesetzt werden. Tensorprodukt mit O_p und Dualisieren liefert eine
nichttriviale Ox-lineare Abbildung

L — (O_D)* = OD .

Jede solche Abbildung ist eine Injektion: Es geniigt dies zu zeigen auf zu-
sammenhiingenden offenen Teilmengen U einer trivialisierenden Uberdeckung.
Jede nichttriviale O(U)-lineare Abbildung O(U) — O(U) ist dann gegeben
durch Multiplikation mit einer holomorphen Funktion gy und die Behaup-
tung folgt aus der Nullteilerfreiheit von O(U). Benutzt man eine endliche
Trivialisierung U (X ist kompakt) und die Diskretheit der Nullstellen von
holomorphen Funktionen folgt die Verschérfung:

£*‘—>OD

ist (lokal auf U) eine Ox-Idealgarbe; die Nullstellen der Funktionen g defi-
nieren einen Divisor D’ > 0 auf X und es gilt £* = Op_p und somit

L=0Op_p .
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Logarithmische Stammfunktionen

Wir haben bereits gesehen, daf§ Differentialformen w € Q} ,(X) dritter Gat-
tung in der Regel keine meromorphe Stammfunktionen in M (X) besitzen.
Das klassische Beispiel ist die Form w = %, deren Stammfunktion die mehr-
deutige Funktion log(z) ist

dz

dlog(z) = —

Es liegt dann aber nahe zu fragen, ob jedes Differential dritter Gattung
eine logarithmische Stammfunktion besitzt? Hierbei heifft eine meromorphe
Funktion G(z) eine logarithmische Stammfunktion von w = g(z)dz, falls
gilt

G'(2)
Olog(G) =
0g(G) G0

Lokal existiert eine logarithmische Stammfunktion genau dann, wenn die
Residuen von w ganzzahlig sind (obdA Reduktion auf den Fall w = %). Dies
ist also eine notwendige Bedingung. Sei daher

dz = g(2)dz .

1 1
Q3,07 C Q34

die Untergarbe der Garbe der Differentialformen dritter Gattung, welche
aus Formen mit ganzzahligen Residuen bestehen. Dann erhilt man aus
der lokalen Existenz von logarithmischen Stammfunktionen eine exakte Gar-
bensequenz

0—Cx - My —Q4,,—0.

Die
Frage: Welche globalen Differentialformen dritter Gattung auf einer kom-

pakten Riemannschen Flache besitzen eine meromorphe logarithmische Stamm-
funktion?

beantwortet das folgende

Lemma: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Die Obstruktion
d(w) fir die Existenz einer meromorphen logarithmischen Stammfunktion G
einer Differentialform w € Q3,4 ,(X) liegt in der abelsche Gruppe H*(X,C")

0— € —= M*(X) 220}, (X) == HY(X,C) —=0
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Beweis: Dazu geniigt es H' (X, M%) = 0 zu zeigen.

Diese Aussage folgt aus einem Vergleich der beiden horizontalen exakten
Garbensequenzen des Diagrams

Ql
Olo
0 Cx M d Q%m,z —0
Res
* * ) .
0 0% M Divy 0

Hierbei ist Res(w) =Y,y res.(w) - [z]. Fir f € M*(X) gilt Res(dlogf) =
Yo ordy(f)-[x] = (f) in Div(X). Fiir die Garbe Divy der Divisoren auf X
gilt
H'(X, Divy) =0 .

Benutze zum Nachweis dieser Aussage das kofinale System aller endlichen
Uberdeckungen von X, um diese Aussage auf das Verschwinden H'(X,G) =
0 fiir einzelne Wolkenkratzergarben ¢ mit Werten in A im Punkt x € X
zuriickzufiihren!

Die langen exakten Sequenzen liefern daher

M (X)[C = Q3,4 5(X) —= H'(X,Cx ) — H' (X, M¥)

M*(X)/C* = Div(X) —= H'(X, 0%) —= H'(X, M%) —=0

Da Cl(X) = HY(X,0%) folgt aus der unteren Sequenz H'(X, M%) = 0
Damit ist das Lemma bewiesen.
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Wir fassen zusammen: Die Basisformen
1
wp,g € Q3,47(X)

mit den Residuen —1 resp. 1 in P resp. () bilden fiir festes ) € X und
variables P € X eine Basis des Z-Moduls Q3,,,(X). Wegen

H' (X, M*) =0

ist auflerdem die Abbildung Q3,,,(X) — H'(X, C*) surjektiv

wp,Q ——> d(wpg) Qyaz d H'(X,Cx)

Q—P|—>OP—Q/N D“;(X)L»HI(X,O})

Da die Divisoren ) — P gerade Div°(X) erzeugen, folgt
Korollar: Die Garbeninklusion Cy, — O% induziert eine Surjektion
HY(X,Cy) — 6(CI°(X)) Cc HY(X,O%) .

Hierbei ist §(CI1°(X)) das Bild der Untergruppe C1°(X) C CI(X) unter der
Abbildung
§:ClI(X) 2 HY(X,O%) .
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Appendix (lokale Beschreibung der Obstruktion)

Ist P nahe genug bei (), kann die Obstruktionsklasse — d. h. d(wpg) — ex-
plizit beschrieben werden:

Sei U; eine kreisformigen Kartenumgebung um ). Wir identifizieren U; mit
dem Bildkreis in C. Wir nehmen an, U; enthalte P und damit die Gerade
QP. Wir iiberdecken X durch U; und endlich viele weitere Karten einfach
zusammenhédngende Karten Uj, j = 2, 3, ... wie im nachfolgenden Bild:
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Wir wéhlen Stiitzpunkte P; € U; mit P, ¢ QP. Dann existieren nach
dem Satz von Cauchy (fiir j > 2) bzw. dem Residuensatz (fiir j = 1)
holomorphe Funktionen

T

gj(x) = (27ri)1/ wpo , J=12.

Pj
mit g; € O(U] N (X —P—Q))

Beachte: wp,q ist holomorph aqu—{iQ}. Bis auf den Faktor 277 ist g; eine
Stammfunktion von wp g € Q'(X — PQ) auf der geschlitzten Riemannschen
Fliache X —PQ, d.h. 27i-0g; = wp. Insbesondere definieren die Funktionen
Gj

G(z) = exp(2mi - g;(x)) Dtog, wpQ

dann logarithmische Stammfunktionen von wpq auf der geschlitzten Rie-
mannschen Fliche X — P@Q. Auf Grund der Wahl der Uberdeckung sind die

Funktionen resgjnt' (G,) holomorph auf ganz U; N Uy fiir alle Paare j # j'.
Die Gerade PQ ist nimlich in keinem der Durchschnitte enthalten!

Folgerung: d(wpq) € HY(X,C*) wird nach Definition der Randabbildung
0 representiert durch den folgenden Cechkozykel

6(wp)(U;NUy) = Gj(x)/Gy(z) € C(UjNUy) .

Beachte: Zwei logarithmische Stammfunktionen unterscheiden sich lokal nur
um eine Konstante in C*.
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Additive versus Multiplikative Theorie

In den vorangestellten Paragraphen haben wir die additive Theorie — das
Stammfunktionenproblem — und die multiplikative Theorie — die Beschrei-
bung von CI(X) und das logarithmische Stammfunktionenproblem — be-
schrieben. Die Obstruktionen fiir die Existenz von (logarithmischen) Stamm-
funktionen wurden genau durch die Gruppen H'(X,Cx) (resp. H'(X,C%))
gegeben. Die Exponentialsequenz stellt eine Verbindung her und ein Ver-
gleich beider Ansitze liefert verfeinerte Resultate und impliziert das Abel-
Jacobi Theorem. Die Grundlagen dazu sollen in diesem Abschnitt erldutert
werden. Insbesondere werden wir zeigen

H*(X,Z) =7 .

Dies ist eigentlich eine topologische Aussage, wird aber hier direkt mit Ar-
gumenten der Funktionentheorie abgeleitet. Genauer wird gezeigt

Theorem: Man hat ein kommutatives Diagramm

Cl(X) —L— Pic(X)

~

deg ‘/Cl

H?*(X,Z)

Insbesondere gilt daher

CI(X) = Pic(X)].

Wir betrachten das folgende Diagram mit exakten Zeilen und Spalten

| s |
0 ZX (CX exp(2mi—) (Cf\f 0
H J |
0 ZX (’)X exp(2mi—) O;( 0
ia iaz(;g
Ot Ot
J J
0 0



Man erhélt daraus das folgende Diagramm

exp(2mi—)

Hl(Xa(CX) HI(X7(C§() HQ(XazX)

H'(X, 05) 222 (X, 0) H2(X, Zy)
o Olog

HY(X, Q) ——— H'(X, Q)

Die Chernklassenabbildung ¢, : H'(X, O%) — H?*(X,Zx) ist surjektiv, da
H?*(X,Ox) = 0 verschwindet (Dolbeaut Lemma).

Zum Beweis des letzten Satzes geniigt es die Surjektivitit (x)
H'(X,Cx) —» H'(X,Cy)

zu zeigen. Dann némlich definieren Pic®(X) = HY(X, Ox) und §(CI°(X))
dieselbe Untergruppe von Pic(X) = HY(X,0%), erzeugt vom Bild von
H'(X,Cx) (wir benutzen dabei das Korollar des letzen Abschnitts).

Die Differentiale wpg fiir beliebige Paare P, € X (nahe beieinander)
erzeugen Q3 ,,(X)/Q'(X). Wie im letzen Abschnitt diskutiert erzeugen
die Obstruktionsklassen d(wpg) dann H*(X, C% ), denn die Randabbildung
01 Q47(X) = HY(X,CY) ist surjektiv! Zum Beweis von (x) geniigt daher
die Liftbarkeit der Erzeuger 6(wpg) zu einem Element np

exp(2mi—)

H'(X,Cx)

HY(X,C%) 2 d(wpg)

Hn(X) = Alpea(X)/dA(X) 3 1pq

closed

Ansatz: Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dal die Obstruktionsklasse
§(wp,g) reprisentiert wird durch den Cechlozykel

Gj/Gj/ 5 Gj = exp(27ri . gj) .

69



Die g; waren holomorphe Funktionen auf der geschlitzten Riemannschen Ebe-
ne X —PQ. Wihle eine Abschneidefunktion 1—¢(z) mit ¢ € C2(U,), welche
Werte > 0 hat, welche in den Uj, 7 > 2 verschwindet und auf dem Schlitz
PQ identisch 1 ist. setze f; = (1 —¢)g € C*®°(U;) und f; = g;,j > 2. Dann
verheftet sich

nrelU; = 2mi-d(fi(2)) € AypseaU;)

zu einer geschlossenen globalen 1-Form auf X so daf§ gilt

NP = WpQ auf |_| Uj .
j>2
Da der Tréger der Abschneidefunktion disjunkt zu den Durchschnitten U; N
U ist fiir j # j' gilt fiir den Cechkozykel 6(npg)iy = (fj(x) — fir(x))j5 =
(gi(x) — gir(x)) ;s € C (auf U; N Uy;). Bild:

Es folgt

nr,Q
Mit anderen Worten

Korollar: Die Glittung npq € ALy..qa(X) der meromorphen Differentialform

wpg (fir zwei nahe gelegene Punkte P, Q) definiert eine de Rham Kohomo-
logieklasse in Hyp(X), welche den Obstruktionskozykel §(wpg) liftet.
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Das Abel-Jacobi Theorem

Zur Erinnerung: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist die
Klassengruppe C1(X) kanonisch isomorph zur Picardgruppe via

§: CI°%X) = Pic®(X)]|.

Die Klasse eines Divisors D vom Grad Null wird auf das Linienbiindel O_p
abgebildet. Die Picard Varietiit ist Pic®(X) = QY(X)\ HY(X,C)/H' (X, Z).

Die Abbildung a: Sei wy, ...w, eine C-Basis von Q'(X). Wir benutzen den
de Rham Isomorphismus H'(X,C) & H},(X). Die alternierende Paarung
(.,.) auf der de Rham Kohomologie definiert die folgende Abbildung

a(m) = ((mwn)s . (nwn)) € C

0—QNX)——=Hj(X)*—C -0 .

Q!(X) ist maximal isotrop. Also ist Q'(X) der Kern von a.. Die Paarung (.,.)
ist nichtausgeartet. Also ist « surjektiv. Man erhélt somit einen induzierten
Isomorphismus auf die Jacobi Varietét .J(X)

Pic®(X) 2= J(X) = C Ja(H'(X,Z)) .

Problem: Berechne den zusammengesetzten Isomorphismus f = a0 §

CIO(X) 2~ J(X)

und bestimme das Gitter a(H'(X,Z)), welches J(X) definiert.

Bemerkung: Es geniigt dazu das Bild von den erzeugenden Divisorklassen
D = @) — P anzugeben fiir Punktepaare P, in X. Das zugehorige Lini-
enbiindel ist Op_g. Fiir nahe beieinander liegende Punktepaare P, ) haben
wir im letzten Abschnitt eine geschlossene 1-Form 1 = np g konstruiert, de-
ren Klasse [npg] in der de Rham Kohomologie Hj,(X) beziehungsweise im
Quotient

Pic’(X) = Q'(X) \ Hjp(X)/H'(X,Z)

auf die Klasse des Linienbiindels Op_¢ abgebildet wird. Zur Losung des
Problems mufl man also die Integrale a(np) berechnen.
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Satz von Abel-Jacobi: (erste Version) Sei X eine kompakte Riemannsche
Fliche und QQ ein beliebiger Punkt auf X. Dann gilt:

(i) Jede Divisorklasse in C1°(X) besitzt einen Reprisentant der Form

(P—Q)+..+(P,—Q)
fiir g Punkte P, ..., P, aus X.

(ii) Der Isomorphismus
B:CI°(X) — J(X)

st gegeben durch

(Q—P) (/Pwl, /ng) mod a(H'(X,Z)) .

Q Q

Die Integrale hingen modulo o(HY(X,Z)) nicht von der Wahl des In-
tegrationsweges auf X ab.

Beweis: Teil (i) folgt aus dem Satz von Riemann-Roch. Fiir einen Divisor
D vom Grad Null gilt h°(X,0p140) = 1 — g+ deg(D + ¢gQ) + h' = 1+
h' > 1. Somit existiert ein nichttrivialer Schnitt f mit D + ¢Q + (f) > 0
beziehungsweise

D+gQ+(f)=Qi+...+Qy,
da der Grad der linken Seite gleich g ist. Dies zeigt (i).

Aussage (ii) geniigt es — durch additive Fortsetzung — fiir nahe beieinander
liegende Punktepaare P, () zu zeigen. Fiir solche kann man a(npg) berech-
nen. Wir zeigen ndmlich im folgenden

o) = [

Q

fiir alle w € Q'(X). Dies beweist dann die Aussage (ii).

72



Sei X — PQ die geschlitzte Riemannsche Fldche. Sei U. eine geeignete kleine
offene Umgebung der Schlitzgerade PQ und sei w € Q'(X) eine holomorphe
1-Form. Dann gilt fiir n = npg

(npg,w) = /77/\w = lima_,o/ nAw.
X

X-U:

Zur Erinnerung: Auferhalb einer Umgebung U; der Gerade P(Q stimmt
1 = 1pqg mit der meromorphen 1-Form wpq € 3,,,(X) iiberein. Wegen
wp,o Aw = 0 tragt nur das Integral {iber die Karte U; bei, welche die Schlitz-
umgebungen U, enthalten soll. Auf dieser Karte war npg ein Rand, definiert
wie folgt (siehe voriger Paragraph)

n(z) =d [(L=)(z,y) - q1(2)]

z

91(2) = (2m')1/ wpg € O -U.).

Py

Somit ist das Integral

/X—UE e = /Ul—UE dl=¢(z,y) - g1(2) - w(z)] -

Da ¢ kompakten Triger in U; hat ergibt der Satz von Stokes
~ f o) (2(2)
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Integration erfolgt iiber den Rand von U, in X im Uhrzeigersinn! Ist ¢ klein
genug, wird ¢(z,y) = 1 auf dieser Kontur und im Limes ¢ — 0 strebt das
Konturintegral gegen

_/Pgl(z+)w(z) +/P91(Z_)W(Z) :

Q Q

w(2) ist holomorph auf Uy, aber g;(z) ist nur holomorph auf dem Komplement
der Schlitzgerade P(). Néhert man sich einem Punkt z des Schlitzes von
“oben” beziehungsweise von “unten”, so gilt im Limes

—dz
(2 = P)

g1(z7) = gi(z7) +res,—p

also g1(27) = ¢1(27) — 1. Daraus folgt wie behauptet (npg,w) = fgw.
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0.6 Perioden
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Die Albanese Varietit

Es bezeichne Q'(X)* den Dualraum des C-Vektorraums der holomorphen
Differentiale auf einer kompakten Riemannschen Fliche X. Wir fixieren
einen Basisdpunkt @) auf X. Jeder geschlossene Weg v auf X mit Anfangs
und Endpunkt in @ definiert ein Element in Q!(X)*

7H7{w , weQ(X).
v

Dies definiert einen Homomorphismus von 7 (X, Q) nach Q!(X)*, dessen Bild
wir mit H;(X) bezeichnen. Wir definieren die Albanese Varietét durch

Alb(X) = QY(X)*/H (X)].

Wir definieren nun die folgende Perioden Abbildung
alb : X9 — Alb(X)
welche den Punkt (@, .., Q,) in X¢ auf die Linearform

abbildet. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da die Definition unabhéngig
von der Wahl der Wege von () nach @); ist!

Wabhl einer Basis wy, ..., w, von Q! (X) liefert einen Isomorphismus von Q' (X)*
nach C?. Das Bild der Untergruppe H;(Z) nennen wir die Periodengruppe

( (ﬁwl,...,éwg) fir v € m(X,Q) ) .

Als eine unmittelbare Folgerung des Abel-Jacobi Theorems ist diese Peri-
odengruppe eine Untergruppe des Gitters a(H'(X,Z)), welches die Jacobi
Varietét J(X) definiert. Dies definiert die rechte vertikale Abbildung des
folgenden kommutativen Diagramms

X9 —4 . Alp(X) .
cl s
CIo(X) J(X)
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Die linke vertikale Abbildung schickt (Q1,..,Q,) auf die Klasse des Divi-
sors >0 (Q; — Q). Wir nennen die diagonale Abbildung die Abel-Jacobi
Abbildung. Die Kommutativitit des Diagramms ist dquivalent zum Abel-
Jacobi Theorem.

Sowohl die Albanese Abbildung als auch von der Abel-Jacobi Abbildung sind
holomorphe Funktionen in g Variablen. Die Jacobimatrix beider Abbil-
dungen im Punkt (Q1, ..., Q) € X¢ (im holomorphen Sinne beziiglich lokaler
Koordinaten 2, .., 2, nahe bei @, .., Q) ist gegeben durch

wi (@) - wi(Qy)

(@) e welQy)

Definition: Ein Punkt (Q1,...,Q,) in X9 heifit regulér, falls die Determi-
nante dieser Matriz nicht verschwindet.

Lemma: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) (Q1,..,Qq) ist requldr.
(i) B°(X, Qg o) =0
(iii) h'(X, Og,+..+q,) =0
(iv) Fiir (Py,..,P,) € X9 gilt in CI°(X)
9 9
D (P-Q) =) (Qi-Q)
i=1 i=1

genau dann, wenn gilt (im Sinn von Multimengen)

{(P,..,P}={Q1,..,Q,} .

Beweis: (i) <= (ii) lineare Algebra. (ii) <= (iii) Serre Dualitét. Es
bleibt (ii¢) <= (iv): Aussage (iv) ist dquivalent zu h°(Os g,-s> p,) = 0 im
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Falle da in der Divisorengruppe Div(X) gilt >0  Q; # > 7 | P,. Nach
Riemann-Roch

0 < WX, Os(gi-ry) < h(X,0914..4q,) = (1 —9)+9+h"(X,0q,+..+q,) -

Aus (iii) folgt daher H°(X, Oq,+..+¢,) = C und somit h®(X, Os~(g,—p,)) = 0,
falls Y. Qi # >, P; in Div(X). Umgekehrt folgt aus (iv) die Aussage (ii).
U

Existenz regulirer Punkte: Aus dimc(QY(X)) = g folgt (ii) fiir jedes
generisch gewidhlte Tupel Q1, .., Q4. Dies zeigt die Existenz regulirer Punkte
(@1, .., Qg) in X9. Das Argument zeigt sogar, daf diese Punkte dicht liegen
in X9. Die regulidren Punkte bilden auflerdem eine offene Teilmenge von X9.
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Das Additions Theorem

Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen beweisen wir in diesem Ab-
schnitt das folgende

Theorem: Die Perioden Abbildung alb: X9 — Alb(X) ist surjektiv.

Beweis: Das Bild alb(X) ist kompakt, also abgeschlossen in Alb(X). Es
geniigt zu zeigen, daf das Bild auch offen ist in Alb(X'). Dazu geniigt, dafl das
Bild unter Subtraktion abgeschlossen ist in der Gruppe Alb(X). Beachte:
Fiir reguldre Punkte ist eine volle Umgebung des Bildpunktes x im Bild von
alb. Somit liegt dann eine volle Umgebung von Null im Bild. Da Alb(X) als
Gruppe von jeder Umgebung der Null erzeugt, mufl daher alb surjektiv sein.

Fiir je zwei Punkte (Q1,..,Q,) und (Py,..,P,) in X9 gibt es einen Punkt
(R1,.,Ry) € X9mit >} | R, = g-Q+>.7_(Qi—P)+(f) fiirein f € M*(X).
Dies folgt aus dem Abel-Jacobi Theorem.

Wir zeigen nun unter diesen Vorraussetzungen das folgende
Additions Theorem:
alb(Qn, .., Qq) — alb(Py, .., Py) = alb(Ry, .., Ry) | .

Zum Beweis geniigt zu wissen
/ w =0 modulo H(X)
c

fiir jeden stiickweise glatten eindimensionalen Zykel C', dessen Rand als Zykel
durch den Hauptdivisor (f) gegeben ist

ac = (f) .

Wir benutzen dazu, dafl eine moromorphe Funktion f auf X als holomorphe
Funktion
f: X =S

auf die Riemannsche Zahlenkugel aufgefafit werden kann (Ubungsaufgabe!).
Somit gilt modulo einer gewissen Periode in H; (X)

/wz/ w modulo H;(X) .
c 1+(@50)
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Die holomorphe Differentialform f,(w) verschwindet, da es keine holomor-
phen Differentiale auf der Riemannschen Zahlenkugel S gibt: ¢(S) = 0. Es

folgt
/ w= / felw) =0
f*(0c0) 000

Bemerkung: Die Konstruktion der Spur f,(w) von w mit den Nachweis
der letzen Integralidentitéit iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe!

O
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Die Periodengruppe
Im vorigen Paragraph haben wir die Albanese Varietét definiert
Alb(X) = QYX)*/H, (X) .

Dies definiert einen kovarianten Funktor: Jede holomorphe Abbildung

f X — Y zwischen kompakten Riemannschen Flichen induziert eine holo-
morphe Abbildung f, : Alb(X) — Alb(Y).

Analog definiert die Jacobi Varietét
J(X) =H'(X,0x)/H"(X,Z) = Pic"(X)

einen kontravarianten Funktor. Jede holomorphe Abbildung f : X — Y
kompakter Riemannschen Flichen induziert eine holomorphe Abbildung f* :
JY) = J(X).

Wir zeigen nun mit den Bezeichnungen des letzen Parapraphen den folgenden
Satz

Theorem: Die Abbildung

7 Ab(X) — J(X)

ist ein Isomorphismus komplexer Tori.

Zur Erinnerung: Wir haben ein kommutatives Diagramm

X9 @ AIb(X) .

cl s

™

ClO(X) J(X)

Die symmetrische Gruppe S,: Sie operiert auf X9 durch Vertauschen
der Koordinaten. Zwei Punkte in X9 liegen im selben S,;-Orbit genau dann,
wenn die zugeordneten Multimengen iibereinstimmen.
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Beweis des Theorems: Da 7 ein Gruppenhomomorphismus ist, geniigt
es ein x € J(X) zu finden mit Faserkardinalitiit |7~ (z)| = 1.

Die betrachteten Abbildungen ¢/, die Albanese und die Abel-Jacobi Abbil-
ding héngen nur vom S,-Orbit der Punkte in X9 ab. Wegen Punkt (iv)
des Lemmas im letzen Paragraphen ist daher die cl-Faser iiber dem Bild-
punkt eines reguldren Punktes von X9 so klein wie moglich, also gerade die
Symmetrisierung des Punktes in X9 unter der Gruppe S,.

Da [ ein Isomorphismus ist, gilt dasselbe fiir die Abel-Jacobi Abbildung. Da
wegen des Additionstheorems die Abbildung alb surjektiv ist(!), hat somit
auch die Faser 7 !(x) die Kardinalitéit 1 fiir jeden Bildpunkt z € J(X) eines
reguléren Punktes in X9 (unter der Abel-Jacobi Abbildung). Damit ist das
Theorem bewiesen.

Korollar:  Die Gruppe a(H'(X,Z)) stimmt mit dem Periodengitter
iiberein

a(HY(X,2)) = (($,wis § wy) fiir v € Hi(X) )]

Genauer: Fs gibt einen Gruppenisomorphismus

H\(X)—">HYX,Z)

Tk

so dap fir alle n € Al ...(X) gilt

fam [

Hierbei fassen wir n, vie H'(X,Z) C H'(X,C) = H;,(X) als geschlossene
Einsform auf X auf modulo Rindern in d(A°(X)).

Beweis: Die erste Aussage folgt direkt aus dem vorherigen Theorem ebenso
wie § w= [, Aw fiir allew € Q'(X). n, € H'(X, Z) ist invariant unter
Konjugation. Daraus folgt fvw = [\ ny A w auch fiir alle w € Q' (X). Fiir
Formen w € d(A°(X)) sind beide Seiten Null (Satz von Stokes). Wegen
AL (X)) = QY(X)+Q (X)+d(A°(X)) folgt damit auch die zweite Aussage

closed

des Korollars fiir alle n € A%, ,(X). O
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Poincare Dualitit

Fiir eine kompakte Riemannsche Fliche X haben wir im letzten Abschnitt
gezeigt, daf jede fiir de Rham Kohomologieklasse n € H'(X,Z) eine ge-
schlossene Kurve v existiert, der Art daf fiir n = n, gilt

oo
o X

(fiir alle w € AL, ..4(X)).

closed

Andererseits haben die nichtausgeartete alternierende Paarung

(n,w) = / nAw
X
auf der de Rham Kohomologie H},(X) und damit auch auf H'(X,C).

Wir zeigen nun, daf§ die alternierende Paarung auf H'(X,Z) ganzzahlige
Werte annimmt. Genauer: Wir zeigen die Existenz einer Gitterbasis von
H'(X,Z), fiir die das Cupproduct durch die standard Matrix (Prinzipale

Polarisierung)
0 —F
J= < - ) . E=FE,,

beschrieben wird. Fiir die Existenz einer solche Gitterbasis ist bekanntlich
notwendig und hinreichend, daf} die Paarung als Z-Paarung nicht ausgeartet
ist.

Lemma: Die Einschrinkung der alternierenden Cuppprodukt Paarung von
HY(X,C) auf HY(X,Z) ist ganzzahlig.

Beweis: Es geniigt [, 1, A1, € Z oder dquivalent

%T]’Y’EZ'
Y

Fiir die Kurve v : St — X gilt aber

]{w = /S v (nyr) -
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Aus der 2.Bemerkung des Kapitels iiber de Rham Kohomologie folgt die
Funktorialitdt des de Rham Isomorphismus. Also gilt

v (ny) € ¥ (H'(X,Z)) C HY(S',Z) .

Aus dem Beispiel in loc. cit. folgt dann weiterhin fsl p € Z fiir alle p €
H'(S',Z) Cc H},(SY).

Poincare Dualitét: Die Cupprodukt Paarung definiert eine nicht ausge-
artete ganzzahlige alternierende Paarung auf HY(X,Z)

(,.): HYX,Z)x H'(X,Z) — 7|

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf} fiir jeden primitiven Gittervektor & in
H'(X,Z) eine geschlossene Kurve v in X existiert mit [, v*(§) = 1.

Alternativ: Fiir jede Primzahl p und jedes £ € H'(X,Z/pZ) existiert ein
geschlossener Weg v mit v*(£) # 0 in H'(S',Z/pZ).

Die Klasse & € H'(X,Z/pZ) definiert eine Uberlagerung m : Xe — X mit
Deckbewegungsgruppe Z/pZ. Aquivalent sind: (i) € = 0 (ii) Es existiert ein
Schnitt s : X — X, mit mos = id (iii) X¢ = X xXZ/pZ so dafl w die Projektion
auf den ersten Faktor ist. (iv) Jeder geschlossene Weg v € 7 (X, @) liftet zu
einem geschlossenem Weg in X¢.

Wegen ¢ # 0 existiert daher ein geschlossener Weg v, welcher nicht liftet.
Der Pullback v*(X¢) — S*

7 (Xe) Xe

St X

besitzt daher keinen Schnitt. Als unverzweigte Uberlagerung ist aber v*(X¢) —
St zu X,y — S* isomorph. Also folgt *(€) # 0.
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Lineare Algebra

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Wihle eine symplektische Basis
€1,y €gy €gi1y -y €29 vON H' (X, Z) 22 7?9 bzgl. der die Paarung (.,.) durch

o —F
E 0
gegeben ist. Wiihle eine Basis wy, ..., w, der holomorphen Differentiale Q' (X).

Basiswechsel Matrix:

w; = 1-te Spalte von (Ql )
Qs

Die Matrizen 2; und €25 sind hierbei komplexe g x g-Matrizen. Genauer

[ Q2 i J

j=1

Fakt 1: QYX) c H'(X,C) ist maximal isotrop. Dies ist gleichbedeutend
mit

0 —-F Q

Fakt 2: Die Matrix ¢ - (w,,w,) ist eine positiv definite hermitesche Matrix.
Dies ist gleichbedeutend mit

i-(QQ,QQ)(% _0E> (%)>0 = i (B -AD)>0.

Lemma: det(2y) # 0.

Beweis: (v = 0 impliziert Qo = 0 und v'Qy = 0. Somit folgt insbeson-
dere o' (i[25Q; — Q€])v = 0. Also v = 0 (Fakt 2).

Folgerung: Zu jeder fizierten Wahl der symplektischen Gitterbasis von
(HY(X,Z),(.,.)) gibt es eine eindeutig bestimmte Basis wy, ..., w, von Q*(X),
derart daf gilt Qy = E, 4. Das heifit

D\ (Q
Q) \E
und Q) erfultt die beiden Eigenschaften
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O=Q  (Fakt 1)
Im(Q2) >0 (Fakt 2).

Die Menge der komplexen g x g-Matrizen ) mit diesen beiden Eigenschaften
ist der Siegelsche obere Halbraum H, vom Geschlecht g

QeH,.

Ubungsaufgabe: Die symplektische Gruppe I' = Aut(Z%, (.,.)) operiert
auf Hy via der folgenden Linksoperation

A B

Qe H,, (C D

)er =  (AQ+B)(CQ+D)"'e€H, .

Hinweis: Benutze H, = {<81> | mit Fakt 1 und 2 } / Gl(g,C) .
2

Satz: Der Periodenpunkt

Qe I'\H, , I'=5p(29,2Z)

der Riemannschen Fldache ist wohldefiniert, d.h. unabhdingig von den gemach-
ten Basiswahlen.

Die Abbildung a : C* — (C9)*

T 1] 0 —F Q _ ! l
v-(y) — U(E 0><E>——x+yQ

definiert das Periodengitter. Hierbei sind x,y € Z9.

Korollar: Das Periodengitter ist {x + Qu | x,y € Z9}. Insbesondere gilt

J(X) = /29 + Q79| .
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Ubungsaufgaben: 1) Zeige fiir w € Q) ,(X) auf einer kompakten Rie-
mannschen Fléche und jeden geschlossenen Weg v von X, welcher nicht durch
die Pole verlauft § w = (1, n.). Hierbei ist 1, € Aj,,.q(X) ein GLattung

closed

von w. Ist fiir w = 0(f), f € M(X) dieses Integral Null?

2) Betrachte fiir die Differentialform wpq € Q3,4 (X) mit Residuen —1 und
1 in P und @ auf einer kompakten Riemannschen Fliche X das Integral

F(P):/prQ/\w L we Q')

in Abhéngigkeit vom Punkt P. Suche eine Deutung.

3) Studiere in den Biicher von Gunning oder Griffith-Harris den Beweis des
Satzes von Torelli. Dieser Satz besagt, dafl zwei Riemannsche Flichen X
und X’ vom Geschlecht ¢ genau dann isomorph sind (beziiglich einer biholo-
morphen Abbildung), wenn ihre Periodenpunkte in I' \ H, {ibereinstimmen.
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