Kapitel 1

Die komplexen Zahlen

1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Sei R der Korper der reellen Zahlen und M» 2(R) der Ring der 2x2-Matrizen
mit reellen Eintragen. Wir definieren den Korper der komplexen Zahlen C
als den Teilring von Ma2(R), der aus den Matrizen (% %) (fir a,b € R)
besteht.

Nachweis der Ringeigenschaft: Es geniigt, dafl C bei Multiplikation und
Differenz abgeschlossen ist. Die Ringeigenschaft iibertrigt sich dann sofort
vom Oberring Ms(R)

a —b a b a—a —-b+?b
(b a>_<b’ a’>_<b—b’ a—a')ec’
a —b\ ad v\ [ ad—b —ab —bd cC
b a vood \ b +ab bV 4 ad '
Das Element 0 = (8 8) ist das Nullelement und 1 = ((1) (1)) ist das Einselement

des Ringes. Offensichtlich ist die Multiplikation kommutativ. Zum Nachweis
der Korpereigenschaft geniigt daher das

Korperaxiom: Ist z € C mit z # 0, so existiert ein 2~ mit z- 271 = 1.

Beweis: Sei z = (") und a, b nicht beide Null. Setze dann 2~ = —bm (4°).

Bezeichnung: Setze i := (0161). Dann gilt: C ist ein Korper (kommutativ),

in dem jedes Element z sich in eindeutiger Form als

z=a-14+b-i (a,beR)



schreibt, so da8 gilt i2 = —1.

Bemerkung: Indem wir R mit dem Unterkorper der Elemente 1 -a (a €
R) identifizieren, schreiben wir im folgenden auch nur z = a + bi anstatt
z=a-1+b-1.

Der Korper C ist bis auf Isomorphie durch diese Eigenschaften bestimmt.
Durch Anwenden der Distributivgesetze und i2 = —1 folgt nmlich

Multiplikationsregel: (a + bi)(a’ + Vi) = aa’ — bb’ + (ab’ + ba’)i;
Additionsregel: (a + bi) + (¢/ +b'i) = (a +d’) + (b+V')i.

Man erhélt dadurch die urspriingliche Multiplikations- und Additionsregel,
welche sich aus der Matrizenmultiplikation ergibt.

Bezeichnungsweise: Ist z = a+bi aus C, dann nennt man a den Realteil
und b den Imaginérteil von z. Man nennt C den Kérper der komplexen
Zahlen.

1.2 Ein Automorphismus

Wir definieren die Abbildung

C—-C

Z—Z

durch Z = a — bi fir z = a + bi. Es gilt:

1=1

0=0
ztw=zZ+w
Z-w=Z -w

Somit erhilt z — Z auch Division: z/w = Z/w fiir w # 0. Man nennt diesen
Korperautomorphismus die komplexe Konjugation.

Definition: Fiir z € C setze |z| = vz -Z € R. Beachte, dafl die Wurzel
wohldefiniert ist wegen 2z = (a + bi)(a — bi) = a® + b > 0.

Per Definition gilt:
z-Z2=122>0

mit |z] =0 <= 2z =0.



Eigenschaften der Norm |- |:
(i) 2] =0<=2=0
(ii) |2| > 0 fiir z 40
(i) [z - w] = || - ]
(iv) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung).

Beweis: (i), (ii) sind offensichtlich.

(iii) |z w|=Vz - Z-w-w=+Vz -w- 7w = |2 - |w|.

(iv) Wegen (iii) kann oBdA z = 1 angenommen werden. Dann gilt |1 +w|? =
(1+w)(TFw) = T+w+T+w-m = 1+2 () + ] < 1+2w|+ |u]? =
(1 + |w|)®. Beachte (mit w = a + bi): “f2 € R und 3% < [u| <
a < Va2 +b? < 0 < b Somit folgt |1 + w|? < (1 + |w|)? und durch
Whurzelziehen, da beide Seiten positiv sind, folgt (iv).

Bemerkung: Die Norm | - | hat alle Eigenschaften des reellen Absolutbe-
trages und stimmt auf dem Teilkérper R mit dem reellen Absolutbetrag
iiberein.

Bezeichnungsweise: Die reelle Zahl |z| nennt man den Absolutbetrag
der komplexen Zahl z € C.

1.3 Polarkoordinaten

Wir setzen
e(p) = cos ¢ + isin(p)

z
2l :
/ sinlp)
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fiir o € R. Es gilt dann
z=|z|-e(p) =|z] - (cosp + isinp)

fiir geeignetes . Dies ist die sogenannte Polarkoordinatenzerlegung der
komplexen Zahl z. Man kann —7 < ¢ < 7 verlangen; dann heift ¢ das
Argument der komplexen Zahl z und man schreibt ¢ = arg(z).

Lemma: Jede komplexe Zahl lifit sich in obiger Weise schreiben.

Beweis: O.B.d.A. sei |z| = 1, also z = a+ bi mit a® +b? = 1. Dann existiert
ein ¢ mit a = cos ¢, da Bild(cos) = [—1,1]. Nun wihle b = ++/1 — cos?p =
+sinp = sin(xp). Da cos(p) = cos(—y), folgt (nach eventuellem Vorzei-
chenwechsel von ¢), dafl z = cos ¢ + isin ¢ gilt.

Lemma: FEs gilt
(i) le(p)| = 1;

(i) e(p)e(y) = e(p) + e(¥);

(ii1) e(p + 27m) e(p) <= necZ;
(i) e(p) = e(=).

Beweis:
(i) ist klar wegen cos? ¢ + sin? ¢ = 1;
(ii) sieht man wie folgt:

e(p)e(v) = (cos p + isin)(cos ) + isin))

= (cos @ costh — sin psiny) + i(sin g cosy + cos psin ) = e(p + V)

(der vorletzte Schritt verwendet das Additionstheorem).

(iii) folgt aus der verschobenen 2m-Periodizitdt der cos- und der sin-
Funktion.

(iv) cosp +isinp = cosp — isinp = cosp + i sin(—p) = e(—p).

Folgerung: Es gilt C* =2 R x (R/27Z). Die komplexen Zahlen kénnen in
der Gauf$schen Zahlenebene (auch genannt die kompleze Ebene) geometrisch
gedeutet werden.

Die Addition komplexer Zahlen ist dann einfach die vektorielle Addition.
Die Multiplikation komplexer Zahlen erfahrt hingegen durch die Polarkoor-
dinaten ihre geometrische Deutung: die komplexen Absolutbetrige werden
multipliziert und die Argumente addiert.



Abbildung 1.1: Addition

Abbildung 1.2: Multiplikation

1.4 Schatzsuche

Hier eine kleine, mit der Theorie komplexer Zahlen zusammenh#ngende Auf-
gabe: Auf der Insel ist ein kleiner Baum B; und ein grofler Baum By sowie
ein Kreuz X. Gehe vom Kreuz nach By und noch einmal genauso lang weiter
und um dieselbe Strecke nach links um die Ecke. Markiere diese Stelle M.
Geht man vom Baum Bs zum Kreuz X und links um 90° dieselbe Strecke
verldngert, ergibt dies einen zweiten Punkt M. Der Schatz ist genau in der
Mitte zwischen M; und M, vergraben.

Behauptung: Der Schatz 148t sich finden, selbst wenn das Kreuz nicht
mehr vorhanden ist.

Losung: Man lege den Ursprung der Ebene in den Punkt Bj. Sei Y der
Punkt By. Es ist dann

My =—-X(1+1), My=Y + (X -Y)(1+1)
und daher

S:%(MH—MQ):%[Y+(X—Y)(1+z’)—X(l+z’)]:—%Y.



..

* Kreu?

Abbildung 1.3: Schatzsuche

1.5 Mobius-Transformationen

Wir betrachten die Menge C, welche aus C und einem unendlich fernen
Punkt oo besteht. Seien a, b, ¢, d € C mit ad—bc # 0. Die gebrochen rationale
Abbildung z — M (z)

az+b a b

nennt man Mobius Transformationen. Man setzt formal M(oco) = % und
M(—d/c) = co. (Beachte: a,c bzw. d, ¢ konnen nicht gleichzeitig null sein!)
Insbesondere M (oo) = oo falls ¢ = 0 ist. Wie man sich leicht iiberlegt erhélt

man eine wohldefinierte Abbildung
M:C—C, C=CuU{x}.
Fr My, My € GI(2,C) gilt

+b
a1 <(0122§+d§> 01 ayasz + arby + bicaz + daby

e (%) +dy  C1agz + ciby + dicoz + dady




_ (a1az + bica)z + (a1be + daby)
(craz + dica)z + (c1by + dady)

Dies gilt zumindestens in den Féllen, in denen z, My(z), (M1 M>2)(z) ungleich
oo sind. In den verbleibenden Féllen schliet man analog und zeigt damit

Folgerung: Die Mdbiustransformationen bilden beziiglich der Komposition
eine Gruppe. Es gilt

My (Ma(z)) = (M1 M>)(2),

d.h. Komposition entspricht Matrizenmultiplikation. Da fiir M = ((1] (1)) die
zugehorige Mobiustransformation M (z) = z die Identitét ist, folgt

Korollar: Mobiustransformationen sind bijektive Selbstabbildungen von C.

Bemerkung: Zwei Matrizen My, M mit My = AMs (A € C*) definieren die
selbe Mobiustransformation. Aus dem Beweis des néchsten Satzes folgt auch
die Umkehrung. Man kann daher die Gruppe der Mobiustransformationen
mit der Quotientengruppe GI(2,C)/C* identifizieren.

Satz: Seien 21, 29,23 drei verschiedene Punkte in C und w1, Wy, w3 drei
weitere verschiedene Punkte in C. Dann gibt es genau eine Mdbiustransfor-
mation M mit

M<Zz> = W; (7, = 1,2,3).

Eindeutigkeit: Gibt es zwei M, M’ mit dieser Eigenschaft, dann hat die
zu T := M'- M ' gehorende Mébiustransformation drei voneinander ver-
schiedene Fixpunkte. Wir zeigen, dal dann T’ ein skalares Vielfaches der
identischen Matrix ist. Dazu geniigt zu wissen, daf} fiir T # ((’)\2) die zu-
gehorige Mobiustransformation hochstens zwei Fixpunkte besitzt. Dies folgt
aber sofort aus der Fixpunktgleichung

az—+b

_ 2 N
Cz+d—z:>cz +(d—a)z—b=0

Fir T # (Sg) ist dies eine Gleichung mit héchstens zwei Losungen in C*.
Der Punkt z = oo is genau dann ein Fixpunkt, wenn a/c = oo oder ¢ =
0. In diesem Fall entartet obige quadratische Gleichung zu einer linearen
Gleichung, so dal wiederum in C hochstens zwei Fixpunkte existieren.



Existenz: Seien zg, z1, 22, 23 verschiedene Punkte in C. Wir betrachten das
zugehorige Doppelverhdltnis

20 — k2 k1 — k2

(20, 21, 22, 23) =
20 — %23 21— 23
Falls zg, 21, 29,23 € C ist dies offensichtlich defineirt, und falls einer der
Punkte zg, 21, 29, 23 gleich oo ist, defineirt man das Doppelverhltnis wie bei
den Mobiustranformationen. Beispiel:

20 — 22
(207 21, 22, OO) —

21— 29

Bemerkung: Als Funktion von z = z ist dann das Doppelverhiltnis eine
Mbobiustransformation M = M, ., .,. Diese ist eindeutig dadurch gekenn-
zeichnet, dafl gilt

M(z) =1
M(z) =0
M(z3) =00 .

~

Die gesuchte Mobiustransformation ist daher

-1
(Mwl,w27w3) © MZ1722,33'

Satz: Seien z1, 20, z3 verschiedene Punkte in C. Dann gilt

(M (z0), M(z1), M(z2), M(23)) = (20, 21, 22, 23).

Beweis: Als Funktion von zy = z ist jede Seite eine Mébiustransformation.
Offensichtlich gilt rechts: 21, 29, 23 +— 1,0, 0o; und links: z1, 22, 23 — 1,0, co.
Die Gleichheit beider Sriten folgt daher aus dem letzten Satz.

Wir betrachten nun Kreise in C. Dies sind die iiblichen Kreise in C sowie
Kreise durch oco. Per definitionem ist dabei ein Kreise durch oo gegeben
durch eine Geraden in C zusammen mit dem unendlich fernen Punkt oc.

Satz: Mdobiustransformationen bilden Kreise in C auf Kreise in C ab.

Diese Aussage wird evident durch eine neue Beschreibung fiir Kreise in C,
welche die ,,entarteten” Kreise durch oo mitbeschreibt.



Die iibliche Kreisgleichung eines Kreises in C lautet: |z + u| = r, also
|z +u?> =72 mit w € Cund r > 0 in R.
Wir studieren nun folgende verallgemeinerte Kreisgleichung in C:

’ozzf—i—u?—i—ﬂz—i—ﬁ:()mit a,f€R,ueC, uﬁ—aﬁ>0‘

1. Fall: o # 0 (dann oBdA « = 1) ergibt die iibliche Kreisgleichung in C
mit 8 = uu — 2.

2. Fall: « = 0 (und z = x4+ iy, u = a+ bi) erhdlt man die Geradengleichung
azx + by + %B = 0.

Folgerung: Die allgemeine Kreisgleichung ist vom Typ

fi= ()

wobei H = (gg) eine beliebige indefinite komplex hermitesche Matrix ist,
d.h.

H =H,detH <0

mit negativer (automatisch reeller) Determinante. Der unendlich ferne Punkt
liegt genau dann auf dem verallgemeinerten Kreis, wenn H [H =0.

Beachte: Fiir M = (“}) € GL(2,C) gilt

/ /
et (T Pu() - () wen )
wenn man M (H) := M - H - M setzt. Offensichtlich gilt wieder
M{H)Y = M{H) und det M(H) < 0.
Damit bildet eine Mébiustransformation Kreise in C auf Kreise in C ab.

QED

Satz: Die Gruppe der Mobiustransformationen operiert transitiv auf der
Menge der Kreise in C.

Beweis: Dies folgt aus der 3-fach-transitiviten Operation auf den Punkten
von C und der Tatsache, daf§ ein Kreis in C durch 3 seiner Punkte festgelegt
ist.



Satz: Seien zg, 21, 22, 23 verschiedene Punkte in C. Dann sind dquivalent:
(i) (20, 21, 22, 23) ist reell oder co.
(ii) 20, 21, 22, 23 liegen auf einem Kreis.

Beweis: Wegen der zwei vorhergehenden Sdtze kann man z; = 1, 2z =
0, z3 = oo setzen. Dann ist wegen

2= (2,1,0,00) € RU {00}

die Behauptung offensichtlich.

1.6 Halbebene und Einheitskreis

Betrachte folgende spezielle Kreise in C definiert durch

H = < _01 (1) ) : zz =1 Einheitskreis
und
0 ¢
H-( i 0) : y=20 x-Achse

Wir haben die sogenannte Cayley-Transformation !

L

E={z:22<1} H={z:Im(z) >0}
—iz+1

zZ—1

Z —

Daf diese Transformation wirklich E auf H abbildet, sieht man wie folgt:
M = M ;= 25 /15 = 222 /222 bildet 1 auf 17} = —i ab mit —i — 0
und ¢ +— oo und 0 — .

Insbesondere wird E = {z : 2Z < 1} dann bijektiv auf die obere Halb-

ebene H = {z : Im(z) > 0} abgebildet.

Bemerkung: H; und H, definieren genau dann denselben Kreis, wenn H; =
pHo mit p # 0 reell (Ubungsaufgabe).

Satz: Fine Mobiustransformation z — M(z) erhdlt die reelle Achse genau
dann, wenn M sich in der Form schreibt

M= ( _11 1‘ > liefert die inverse Cayley-Transformation.

10



MN': 100 b -4

" H 1|",i L 110.0 L
-A
Ao
g 1
0 -
~—
H
-t

M=x[1? b Ae C, a b € GL(2,R) mit det = +1.
c d c d

Beweis: M erhilt die reelle Achse genau dann, wenn gilt

(0 0i
M M =

mit x4 € R* (benutze obige Bemerkung).
1) Mobiussubstitutionen mit dieser Eigenschaft bilden eine Gruppe.
2) Fiir reelle invertierbare Diagonalmatrizen M ist diese Bedingung erfiillt.

3) Durch Abéandern mit A € C* kann det M = 1 angenommen werden durch
Losen der Gleichung A\? - detM = 1. Dies ist immer méglich wegen

Hilfssatz: Fliir jedes z € C existiert ein & mit £2 = 2.

Beweis: Polarkoordinaten!
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4) Sei also det M = 1. Dann ist ;4 = +1 und obige Gleichung ist &dquivalent

zu )
— 0 1 [ 0 1
0 1 d —b 0 -1
—u<_1 0)(—0 a )(1 0 >WegendetM—1
_ a c\ /
_“<b d)‘“M

Ist 4 = 1, dann ist die obige Bedingung &quivalent zu a,b,c,d € R mit
ad —bc = 1. Ist ¢ = —1, kann man M durch i - M ersetzen und dadurch
annehmen p = 1. Allerdings wird dann det(M) = —1. Durch Multiplikation
mit ((}81) ist aber dann oBdA sowohl p = 1 als auch det(M) = 1. In allen
Fallen kann also angenommen werden a,b,c,d € R mit ab — bc = £1.

Folgerung: Bildet die Mdbiustransformation die x-Achse auf sich ab, dann
kann sie durch eine Matriz M in GI(2,R) reprisentiert werden. Das heisst
M = X(*}) mit X € C* und () € GL(2,R).

Die so bestimmten Mobiustransformationen bilden dann das Komplement
des Kreises RU{o0} in C, welches aus der disjunkten Vereinigung der oberen
und der unteren komplexen Halbebene besteht, auf sich ab. Aus topologi-
schen Griinden kann daher eine solche solche Mébiustransformation entwe-
der die obere Halbebene H bijektiv auf sich abbilden, oder muss die obere
Halbebene H bijektiv auf die untere Halbebene —H abbilden.

Behauptung: Fine Mdbiustransformation reprdisentiert durch M = )\(32)

mit A € C* und (ZS) € GL(2,R) bildet die komplexe obere Halbebene H auf
sich ab genau dann wenn gilt ad — be > 0.

Beweis: OBdA sei M € GL(2,R). Dann gilt

. —— az+b az+b
2i-ImM(z) = M{(z) — M(z) = cotd =14

da a,b,c,d € R, und man erhilt durch Erweitern auf den Hauptnenner

(az+b)(cZ+d) — (cz+d)(aZ+b) (ad —bc)(2i - Im(z)) .

lcz + dJ? B lcz + dJ?

Also wird H in sich abgebildet genau dann wenn det M > 0.

Folgerung: M € GL(2,R) impliziert Im(M({z)) = % -det M.

12



1.7 Anhang: Hyperbolische Geometrie

Eine analoge Rechnung wie bei obiger Folgerung 1.6 zeigt: Fiir die Funktion

Z—Ww

rew) = [

’ zzwe H (= z—w#0!)

(die symmetrisch in z, w ist) gilt

T(M < z>M<w>)=1(z,w) fir M € SL(2,R).

Beweis:
'Zjifz—‘;;”is _ <aw+b><cz+d>—<az+b><cw+d>‘_‘z—w‘
az+b aw | = = - —
gt - (aw +b)(cz +d) — (azZ + b)(cw + d) Z—wW

Beachte, dafl
14 7(z, w))

1—7(z,w)

d(z,w) = log <

auch invariant unter SL(2, R) ist und stimmt auf iR iiberein mit der Lange
beziiglich der invarianten Metrik. Sei y2 > y; reell; dann gilt

1+ Y2—-Y1 Vs
d(iyz,iy1) = log 1% = log =—=.
T ytyn (2
. . . . Y2 ﬂ _ Y2 2 dm2+dy2
Das stimmt iiberein mit fyl ) = log o Zu ds* = 2

Lemma: Zu z,w € H existiert M € GL(2,R) mit M(z), M(w) € iR.

Folgerung: d(z,w) ist die Metrik auf H zum invarianten Lingenelement
ds? = y=2(dx? + dy?).

Einige Umformungen: Beachte

(z =) (Z - w) = (z —w)(Z - W) - (2 = 2)(w — W),

also

2y GG 2 = wf? Cam1_ plnw)
’ z—w)(Zz—-—w) |z—wP+4dm(z)Imw) q+1 @(z,w)+4

mit ¢ = 55t 4 1= Lo(z,w) + 1. Hierbel ist

13



|Z_w|2 -1 7

p(z,w) = Tm(z)Im(w) =t(9, Gu)

mit ¢, (i) = z und g, (7)) = w und
a b 2,32 2 2
t: K(c d>K|—>a +b"+c"+d -2
mit K = SO(2,R). Siehe Zagier, S. 317, Bombay Co4 79. Somit ist

2 (z,w) =

a2+ +E+d?-2 _, [a b
2+ ++d2+2 0T e d
oder

1
q:§¥+#+3+fy

Also: Die invariante Metrik auf H 148t sich in Zusammenhang bringen mit
sphérischen Funktionen auf SL(2,R).
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Konvergenzbegriff

Wir wiederholen einige grundlegende Begriffe der reellen Analysis, indem
wir sie formal umschreiben auf C. Dabei identifizieren wir:

C——R?

s= oty — (2,y).

Der Umgebungsbegriff in C entspricht dabei dem iiblichen Umgebungsbe-
griff in R2. Da der komplexe Absolutbetrag der Euklidsche Abstand zum
Nullpunkt ist, ergibt dies

Definition: Eine Folge
R1,%225" "

komplexer Zahlen heifit Nullfolge, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert
mit

|zn| < e fiir n > N.
Analog: Eine Folge z1, 29, - - - konvergiert gegen die komplexe Zahl z, falls
z— 21,z — z9,--- eine Nullfolge ist.

Schreibweise: z, — z flir z — oo oder lim, . 2z, = 2.

Bemerkung: Aus der Aquivalenz der euklidischen Norm mit der Maxi-
mumnorm im R" folgt die Aquivalenz der Behauptungen

(i) 2z, — 2z fir n — o0 (2,2 € C)

(ii) Re z, — Re z und Im z, — Im z fiir n — oo.
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Lemma: Aus z, — z und w, — w fir n — oo folgt:

(i) zn T wp — 2z L w

(i) zp - Wy — zw

(iii) |zn| — |2|

(iv) 2,1 — 271, falls alle 2z, sowie z von Null verschieden sind.

Beweis: Zerlegung in Realteil und Imaginirteil erméglicht die Ubernahme
der Beweise aus der reellen Analysis.

Beispiel: Fiir |z| < 1 gilt lim,,_,o 2" = 0.

Beweis: Dies folgt wegen
2" = |2]"

aus dem analogen Satz der reellen Analysis.

Wir betrachten nun Reihen.

Sei z1, 22, - - - eine Folge komplexer Zahlen und sei
n
W=
v=1
Falls s, konvergiert, so sagt man, die Reihe

o0
Zz,,zzl—kzg-i--”

v=1

konvergiert und nennt

s= lim s,
n—oo

den Grenzwert der Reihe.

Beispiel: Die geometrische Reihe konvergiert fiir alle komplexen Zahlen z
mit |z| < 1.

- 1—ntl 1
Z Z¥ = : — (n — o0)
— 1—2z 1—=z
v=1
Also: T =302 2" fiir |2] < 1.
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Definition: Eine Reihe z; 4+ 29 + - - - heifit absolut konvergent, falls die reelle
Reihe

|z1] + |z2| + -
konvergiert.
Lemma: Fine absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis: Wegen |Im z,| < |z,| und |Re z,| < |2,| sind die Reihen

Rez1+Re 29+ ---
Imz +Im 29 +---

absolut konvergente reelle Reihen und daher konvergent (siehe reelle Analy-
sis). Daraus folgt direkt die Konvergenz von z1 + 29 + - - -.

Folgerung: Y 7 o a, 7y sei eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius r.

Dann konvergiert die Reihe

[e.e] zn
=D any
n=0 n
absolut fiir alle z € C mit |z| < r.

Beispiel: Die Reihen

2 2"
exp(z Zn—

o N 22n+1

sin(z) :Z;f_ Va1
x ZQn
cos(z) = ;::0(—1) )l

konvergieren absolut fiir alle z € C. Dies definiert die komplexwertigen
Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktionen.

Lemma: Seien > 02 an, Y peobn absolut konvergente kompleze Reihen.

Dann gilt
% (o) = () (52)

Die linke Reihe ist wieder absolut konvergent.
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Beweis: Wortlich wie im Reellen.

Folgerung:
o n 00 2+ w) o) P o) w
S X =t = (L 5 (S
n=0v=0" n=0 n n—0 v n—0 v

= exp(z) exp(w).

Damit ist gezeigt: Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gilt

auch im Komplexen, d.h. es ist ’exp z 4+ w) = exp(z) exp(w ‘ fiir z,w € C.

Lemma: Fiir alle z € C gilt
exp(iz) = cosz + isin z,
und fiir z = x + 1y gilt daher
exp(z) = e(cosy + isiny) = re'¥
mitr =e*, o =1y.

Beweis:

. - \n 2n+1

(i) 2nzo (Zfﬁ = Y=o (Zgznu +2n%o (2n+1

2n+1

= ?:0(_1) 2n)' +iy 2 o(—1) Gngn — Cos z+isin z.

(ii) exp(x + iy) = exp(x) exp(iy) = exp(z)(cosy + i siny) = e* - e(y).

Folgerung: Fiir alle z € C gilt expz # 0, und jedes w € C* wird von der
Ezxponentialfunktion angenommen.

Beweis: exp(z) = exp(z + iy) = e®(cosy + isiny), somit
[exp(2)| = [€*] - [ cosy +isiny| = [e”] # 0,
da die reelle Exponentialfunktion als Bildmenge R~ hat. Die zweite Be-

hauptung folgt mit Polarkoordinaten!

Zusammenfassung:
exp: C — C*
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ist ein Homomorphismus der additiven Gruppe der komplexen Zahlen auf
die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen.

Es gilt offensichtlich exp(2min) = 1 fiir alle n € Z.

Bemerkung: Aquivalent sind
(i) exp z = expw
(ii) z —w = 2mwin, n € Z.

Beweis: Dies folgt aus expz = e®(cosy + isiny) und der Homomorphie-
eigenschaft.

Bezeichnung: Es sei S = {z € C: —w < Imz < 7}.

SIS S S S S S
s

BT L] tiemes @ismimars

-

Die exp-Abbildung definiert eine Bijektion zwischen S und C*. Die Umkehr-
abbildung bezeichnen wir als den Hauptteil des Logarithmus von z und
schreiben

w = log z
log: C* — S.

Fiir positive reelle Zahlen w ist dies der iibliche aus der reellen Analysis
bekannte Logarithmus.

Setze arg(z) € (—m, | gleich ¢, wenn gilt

z = |zle(e).
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Satz: Fir z # 0 in C gilt fir den Hauptteil des Logarithmus log z = log|z| +
targz (z #0).

Definition: Wir setzen

ab — ebloga (CL#O)

fiir komplexe Zahlen a, b.

Achtung: Im allgemeinen ist alf . ag #* (alag)b fiir a1, a9,b € C.

2.2 Stetigkeit

Sei f: D — C, D C C, eine Abbildung. Die Funktion f heifit stetig in
a € D, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert mit

|f(2) — f(a)] < ¢ falls |z —a|] <&, 2 € D.

Gleichbedeutend damit ist: Fiir a,, € D mit a,, — a fiir n — oo gilt

f(an) — f(a) fir n — co.

f heiflt stetig, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.
Lemma: Summe, Differenz und Produkt stetiger Funktionen sind stetig.

Beispiel: Die Funktionen z — z, C — C und z — %, C* — C sind
offensichtlich stetig.

Lemma: Seien (D, f) und (D', g) stetige Funktionen mit f(D) C D'. Dann
ist auch (D,go f) stetig.

Lemma: f: D — C ist genau dann stetig, wenn Real- und Imagindrteil
von f stetige Funktionen sind; dabei wird definiert

(Ref)(2) := Ref(2),
(Imf)(2) = Imf(z).

Anwendung:1) Der Betrag | f|(z) = /Re(f)2 + Im(f)? einer stetigen Funk-
tion st stetig.
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2) Polynome P(z) = ap+a12+- - -+a,2" und die Funktionen exp(z), cos(z),
sin(z) sind stetig.

Denn in jedem dieser Fille sind Real- und Imaginérteil bekanntlich stetig.

Achtung: Die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion mufl nicht notwen-
dig stetig sein.

Beispiel: Wir betrachten den Hauptteil des Logarithmus log : C* — S C C.
Wire log stetig, dann wére dies nach obigem Lemma auch der Imaginérteil

Im log(z) = arg(z).

Dann wiire auch die Einschréinkung von arg(z) auf die Kreislinie S* = {z €
C : |z| = 1} stetig. Aber S! ist kompakt, und damit wire in diesem Fall
auch arg(S!) kompakt. Aber arg(S!) ist das Intervall (—m, 7] und damit
nicht kompakt. Widerspruch!

Offene Mengen: Eine Teilmenge D C C heifit offen, wenn fiir jedes a € D
ein € > 0 existiert mit

Us(a) ={z€C:|z—a|<e} CD.

Abgeschlossene Mengen: Eine Menge D in C heiffit abgeschlossen,
wenn ihr Komplement C\ D offen ist.

Aquivalent: D heiBt abgeschlossen, falls fiir jede Folge a, € D gilt a € D,
falls a,, — a fir n — oo.

Kompakte Mengen: D C C heifit kompakt, wenn D beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Satz von Heine-Borel: Fine Menge D C C ist genau dann kompakt, wenn
fiir jede Uberdeckung
Dc U
el
durch offene Teilmengen U;, i € I eine endliche Teiltiberdeckung existiert:
DC|JUi (JCI, J endlich).
i€J

Satz: Das Bild einer kompakten Teilmenge von C unter einer stetigen Ab-
bildung ist kompakt.
Satz: Die Umkehrfunktion einer stetigen eineindeutigen Funktion f: D —

f(D) C C mit D kompakt in C ist wieder eine stetige Funktion (f(D), f=1).
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2.3 Ableitung im Komplexen

Definition: Sei G C C eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : G — C
heifft holomorph (oder analytisch oder regulér), falls gilt: Fiir alle a €
G und alle Nullfolgen h — 0, deren Folgenglieder h,, (fast) alle von Null
verschieden sind mit a + h,, in G, existiert der Limes (*)

o SR - £()
h—0 h

=: f'(a) € C
und ist unabhiingig von der Nullfolge h — 0. Man nennt dann f’(a) die
holomorphe Ableitung von f im Punkt a.

1. Bemerkung: Holomorphie ist nur erklédrt fiir Funktionen auf offenen
Mengen G C C.

2. Bemerkung: Holomorphie impliziert Stetigkeit, denn (**)

fla+h)= f(a)+h- f'(a) +r(a,h)

mit r(a, h)h~! — 0 fiir h — 0. Somit folgt f(a + h) — f(a) fiir h — 0.
Beachte, dal (*) und (**) dquivalent sind.

Kettenregel: Sind f : G — C und g : G’ — C holomorphe Funktionen
mit f(G) C G', dann ist auch go f : G — C holomorph mit der komplexen
Ableitung

(g0 f)(2) =g (f(2))f'(2).

Beweis: Fiir alle Folgenglieder h, # 0 mit h, = f(z 4+ hn) — f(z) # 0
it (9ef)eHh)—gof(z) _ gof(z+h)=gof(z) & f(z+h)=f(z)
g i FGTh)—f(2) D

hy, — 0 wieder eine Nullfolge. Fiir die oben betrachtete Teilfolge gilt damit
(go f)(z+h) = (g0 f)(2)
h

. Wegen Bemerkung 2 ist

lim
h—0

=g (f(2) - f'(2).
Ist h,, = 0 fiir unendlich viele n, dann gilt fiir die zugehdrigen Folgenglieder
(go f)(z+ h) —go f(z) = 0. Andererseits folgt f'(z) = 0 und dies zeigt

unsere Behauptung auch in diesem Fall.

Analog beweist man

22



Lemma: Summen resp. Produkte holomorpher Funktionen sind holomorph.
Bs gilt (f +g)(2) = f(2) + g'(2) sowic

(f-9)(2) = f(2) - 9(2) + f(2) - ¢ (2) .
Ist f(z) # 0 fiir alle z € G und f(z) holomorph auf G, dann ist auch ﬁ
holomorph auf G.

Lemma: Seien G, G’ offene Teilmengen von C und f : G — G', g: G' — C
seien stetige Funktionen mit go f = id. Ist dann g holomorph mit ¢'(z) # 0
fiir alle z € G, dann ist f holomorph in G und es gilt

f'(z) = 77 fir z € G.

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel und der unmittelbar klaren Aussage

Lemma: Sei f : G — C holomorph mit f'(z) = 0 fiir alle z € G. Dann ist
f lokal konstant, (d.h. zu jedem z € G g¢ibt es eine Umgebung von z, auf
der f konstant ist. Fine Umgebung von z ist dabei eine Teilmenge von C,
welche eine kleine Kreisscheibe um z enthilt.)

Beweis: Sei B eine offene Kreisscheibe in G. Fiir z,w in B ist auch die
Verbindungslinie zw = {tz + (1 — t)wl|t € [0,1]} in G.
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Setze f(z) = wu(z) + iv(z) mit reellwertigen Funktionen u,v sowie U(t) =
u(tz+ (1 —t)w), V(t) = v(tz + (1 — t)w). Aus der Annahme folgt die reelle
Differenzierbarkeit

U'(t)+iV'(t) = lim ftz+ (1 — t)w)t : i”(sz +(1-s)w)
fltz+ (1 —tw) — f(sz+ (1 — s)w)

= lim (tz+ (1 — thw) — (sz + (1 — s)w) (z-w)

= flltz+ (1 —t)w) - (z —w) = 0.
Also sind die Funktionen V,U : [0,1] — R reell differentierbar mit ver-
schwindenden reellen Ableitungen U’,V’ = 0, und damit nach Analysis I

konstant. Dann ist aber f(z) konstant auf der Verbindungslinie, und damit
konstant auf ganz B wenn man die Punkte z und w in B variiert.

2.4 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Sei f: G — C stetig und G offen in C.

Zur Erinnerung: Eine Funktion R? D G . R2 heiBt total ableitbar in einem
Punkt z € GG, wenn gilt

fz+h)=[f(z) + T(h) +r(h,2)

mit einer linearen Abbildung J = J(f, z) (der Jacobi-Matrix im Punkt z)

und lim,, ., T(\};{\Z) = 0 fiir alle Nullfolgen h — 0 im R? mit h,, # 0 fiir (fast)

alle n.

Satz: Aquivalent sind

(i) f ist holomorph auf G.

(ii) f ist total ableitbar im Sinne der reellen Analysis als Funktion auf R? D
G — RZ2 mit Jacobimatrizen J(f, z) der Gestalt

a(z) —b(z)
( b(2) al2) >, a(z),b(z) e R

fiir alle z € G.

Per Definition haben wir in Abschnitt 1.1. die komplexen Zahlen identifiziert
mit den linearen Abbildungen L : R? — R? von der Gestalt (_“bba) in My(R),
also genau mit den Drehstreckungen im R?.
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Mit anderen Worten: f(z) holomorph auf G genau dann wenn f total ab-
leitbar ist auf G und alle Jacobimatrizen Drehstreckungsmatrizen sind.

Beweis des Satzes: Holomorphie bedeutet
flz+h)=f(z) + f(2) - h+r(h 2)

(wobei Produkt die komplexe Multiplikation bezeichne) mit 7(h,z)/h — 0
fiir Nullfolgen h (mit hy, # 0 und z + h,, € G fiir fast alle n).

Sei f(z) holomorph und f'(z) = a(2)+ib(z) und 2z = z+iy mit z,y, a(2),b(z) €
R, dann zeigt man leicht f'(z) - h = (a(z)x — b(2)y) + i(a(2)y + b(z)x) und
dies definiert gerade den Vektor

~fa(z) =b(2)\ [z)  [a(z)r —b(2)y
T2k = ( (=) a(z) ) <y> - <a<z>y " b<z>x> |
Also ist f ist total ableitbar in z und J(f, z) ist eine Drehstreckung, denn

r(h,z)/h — 0 <= |r(h, z)|/|h| — 0 <= r(h,z)/|h] — 0. Der umgekehrte
Schluss geht genauso.

Bemerkung: Ist f : G — C total ableitbar mit Realteil © und Imaginé&rteil
v, so ist f auch partiell differenzierbar. Wir schreiben fiir f(z) mit z = z+yi
auch f(z) = f(z,y). Es gilt

s (£ 30)
) dv %(z) )
f(z) = (u(z), v(2))-

1. Korollar: Fine holomorphe Funktion f : G — C erfillt die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

du dv
%(2’) = ?y(z)’
du dv

@(Z) = —%(Z)
fiir alle z € G. Dabei sind u und v wieder der Real- und Imagindrteil von f.

2. Korollar: Fine holomorphe Funktion f : G — C ist in jedem Punkt z € G
mit f'(z) # 0 konform, d.h. winkeltreu.
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Zum Beweis: Lokal verhélt sich f/(z) wie J (f, z), also wie eine Drehstreckung.

Beispiele fiir holomorphe Funktionen:

e (Die Funktion f(z) = z ist offensichtlich holomorph auf ganz C mit
flz) =1

e Jedes Polynom f(z) = ap + a1z + - -+ + an2z™ ist holomorph in C mit
fl(z) = a1 +2a2z + - - + na,z" L.

e Sei M = (Sg), a,b,c,d € C, ad — bc # 0. Die Mobiustransformation
f(z) = M(z) ist holomorph im Definitionsbereich G = C\{—%}, falls
¢ # 0, und sogar holomorph in G = C im Fall ¢ = 0.
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Kapitel 3

Analysis im Komplexen

3.1 Integration

Sei f : [a,b] — C (a,b reell) eine stetige Funktion, d.h.
£(&) = u(z) + iv(2)
mit u(x),v(z) stetig auf [a, b].
Definition: [’ f(z)dz := [P u(x)dx + i [ v(x)dz. Offensichtlich gilt:

(1) Dieses Integral ist additiv und C-linear in f.
(2) Ist f = F', so gilt [° f(z)dz = F(b) — F(a).

(3) Es ist
d b
/c Fy)dy = / f ()¢ (x)da,

wobei ¢ : [a,b] — [c, d] differenzierbar mit stetiger Ableitung ist mit ¢(a) =
¢, p(b) =d.

Beweis: Sei F' Stammfunktion von f, dann ist F'(¢(x)) eine Stammfunktion
von f(p(x))¢/(x).

(4) [ f(2)d (x)dz = [f(2)g(x)] — [P f'(x)g(x)dz fir f,g differenzierbar mit
stetigen Ableitungen.

(5)|J7 f@)da| < [71f(@)|dz < (b= a) - maxgcpcy | ()]
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Zum Beweis von (1) geniigt es zu zeigen f; if(x)dx = z'fff(a;)dx, was
aber klar ist, da Multiplikation mit ¢ den Effekt hat (u,v) mit (—v,u)
zu vertauschen. (2) ist trivial. Fiir (3) beachte, dass ¢'(x) reellwertig ist.
(4) folgt aus (f - g)'(x) = f'(z) - g(x) + f(x) - ¢'(x), was fiir das Produkt
komplexwertiger Funktionen genauso bewiesen wird wie fiir das Produkt
reellwertiger Funktionen. Zum Beweis von (5) wéhlt man eine komplexe
Zahl X\ vom Betrag 1 so dass )\f; f(x)dx eine reelle Zahl > 0 wird. Dann

f;f(:c)d:z‘ - ‘)vf;’f(a:)dx‘ = A [P f(@)dz = [P(\- f(z))dz wegen
(1). Da dieses letzte Integral eine reelle Zahl ist, stimmt es iiberein mit
falf Re(Af(x))dx, und kann daher durch f: IANf(z)|dz = fab | f(z)|dz nach oben
abgeschitzt werden (wegen der Ungleichung Re(w) < |w] fiir komplexe w).
Dies zeigt (5).

gilt

3.2 Wegintegrale
1) Eine Kurve ist eine stetige Abbildung
v:[a,b] = C (a<b)

eines kompakten reellen Intervalls in die komplexe Ebene.
2) Eine glatte Kurve ist eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ wie oben.

3) Eine stiickweise glatte Kurve ist eine Kurve wie in 1) derart, daf fiir
eine endliche Unterteilung

aw=a<a <---<ap==»b
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die Einschrinkung von ¢ auf [a;,a;11] glatt ist (i =0,---,n —1).

Sei f : D — C eine stetige Funktion und D C C. Ist ¢ : [a,b] — D eine
stiickweise glatte Kurve, dann setzt man

Gj+1

K @)iz=Y [ reme
s i=0 Y @i

Die Léange ist definiert als

n—1 @it
L) =Y [ewia L 1¢@) = Rep/ (02 + Tmg1)2
i=0 v %
Es ist offensichtlich, dafl diese Definitionen nicht von der Wahl der Punkte

a; abhingen.

Bemerkung: Mit diesen Definitionen gilt dann

(i) J, f ist additiv und C-linear in f.

(i) [J, £(2)dz| < max.epap [£(2)] - L(0).

(i) Fiir o(t) =t (¢ € [a,b]) gilt [, f(2)dz = [} f(t)dt.

(iv) Sei ¢ : [a,b] — [c, d] differenzierbar mit stetiger Ableitung und
¥(a) =c, P(b) =d.

Dann gilt

(v) Besitzt ein stetiges
f:D— C, DCC offen
eine Stammfunktion F(z) in D, d.h.
F ist holomorph in D mit F' = f,

dann gilt F(p(t)) = f(e(t)) - ¢'(t), also hingt das Integral in diesem Fall
nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab



Korollar: Sei f : D — C stetig mit D offen in C und sei F' Stammfunktion
von f (d.h. F(z) ist holomorph in D mit F'(z) = f(2)). Dann gilt

Lf(z)dz —0

fiir jede geschlossene Kurve, d.h. p(a) = ¢(b).

3.3 Fundamentale Eigenschaften
holomorpher Funktionen

Generalvoraussetzung: Sei D C C offen und f : D — C stetig.

Wir betrachten eine Reihe von Eigenschaften von f, die alle zur Holomorphie
von f auf D &dquivalent sind.

E1: f ist holomorph auf D.
Daraus leiten wir ab

E2: Fiir jede volle Dreiecksfliche A in D gilt [55 f(2)dz = 0. Das Integral
erstreckt sich dabei iiber den stiickweise linear parametrisierten Rand 0A
von A.

Beweis (nach Goursat): Sei A = Ay irgendeine Dreiecksfliche in D. Wir
zerlegen A durch die Seitenmitten in vier untereinander kongruente Dreiecke
und betrachten die Integrale von f iiber die zugehorigen Dreieckswege. Nun
wahlen wir als A; eines unserer Teildreiecke mit maximalem Absolutbetrag
des Wegintegrals [, f(2)dz. Dann iterieren wir diesen Prozef§ und erhalten
eine Folge von kleiner werdenden Dreiecksflichen

ADA;1 DAy,

so daf} fiir alle n gilt

< 4"

f(2)dz

0A

/6An f(2)dz

WEeil es sich um eine zweidimensionale Intervallschachtelung handelt, gibt
es genau einen Punkt zg, der allen Dreiecksflichen A, gemeinsam ist. Da
f holomorph ist, gilt f(z) = f(z0) + f'(20)(z — z0) + r(2, 20) mit r(z, zp) =
(z — 20])h(z, 20) und h(z, z9) — O fiir z — 2¢) und z € D. Trivialerweise gilt
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E2 fiir konstante wie auch fiir lineare Funktionen f, da diese Stammfunk-
tionen besitzen. Somit ist

f(2)dz

0An

= ’/ r(z,20)dz
JOAR,

Als Abschétzung mit der Wegldnge L(OA,) erhilt man

/ r(z,20)dz
0A,

Beachte L(0A,) =27"L(0A). Dann gilt

< L(0Ay) max |r(z — z0)].

_ < — - < LT .
heod (2 —20)] < max |z — 20| max |h(z, 20)| < const -2 max |h(z, 20)|

4
A A:YAA

Neyq

ZusammengefaBt gilt also | [, f(2)dz| < const - max.en,, |h(2,20)| und

max |h(z,20)| = 0 fiir n — oc.

Somit ist [, f(2)dz = 0.

Aus E2 folgt
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E3: Auf jedem offenem sternformigen Teilgebiet S C D existiert eine ho-
lomorphe Funktion F : S — D mit F'(z) = f(z) fir z € S. Man nennt in
diesem Fall F' eine lokale Stammfunktion von f auf S.

Beweis: Sei zp ein Sternmittelpunkt von S und sei z € S. Setze F(z) =

J2 f(§)dg, dann gilt

P =t s ([ o [ o) = L ([ o)

(der letzte Schritt verwendet E2 fiir das Dreieck A, mit den Ecken zg, 2z, z+
€. Da S offen und sternférmig ist, liegt dieses Dreieck ganz in S, sofern & # 0
klein genug gewihlt ist.) Da f(z) stetig ist, folgt fiir p(t) = z + te und
t € [0,1] dann

F'(2) = lim - / f(¢ dg—hm/fz—i—ts

e—0 ¢

= hm flz+te) dt = f(z)

0 -0

wie beim Hauptsatz der reellen Analysis.

Aus E3 folgt

EA4: Fiir jede stiickweise glatte geschlossene Kurve ¢, welche bereits in einem
offenen sternfiormigen Teilgebiet S von D enthalten ist, gilt

]{Df(z)dZ:O, ¢ :[a,b] - S CD.
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Beweis: Nach E3 haben wir eine Stammfunktion F' auf dem Teilgebiet S und
damit ¢, f(t)dt = F(p(b))—F(¢(a)) = 0 nach Korollar 3.2, da ¢ geschlossen

ist: p(b) = p(a).

Nachdem wir nun wissen, dafl E1 die Eigenschaft E4 impliziert, erhalten wir
leicht das folgende Korollar, das wir die Schwache Form des Riemann-
schen Hebbarkeitssatzes nennen werden.

Satz: Sei D C C offen und sei G eine abgeschlossene Kreisscheibe G = {z €
C: |z — 20| <7}, die ganz in D liegt. Sei ( aus dem Inneren von G. Ist g
holomorph und beschrinkt (durch eine Konstante C') auf G\{C}. Dann gilt

7{0 g(t)dt = 0.

Integration erfolgt dabei tber den Kreisweg o, der parametrisiert sei durch
o(t) = zo + 1 - exp(it) mit 0 <t < 2w (Gegenuhrzeigersinn).

sl Kvgis vom Radius €

wm ’5

Kreits um 2,
Radivs +

Beweis: Zerlege das Integral wie folgt:

y{g:% g+ g+ 9+7{ 9+]{ 9,
%) ®o ®1 2 ¥3 P4

wobei 1, p2, 3,4 wie im Bild bis auf Rotation um jeweils 7/2 gewihlt
werden, und ¢o(t) = ¢ + cexp(it), 0 <t < 27 mit geniigend kleinem ¢ > 0.
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Da ; C S; fiir i = 1,2, 3,4 in sternférmigen Gebieten mit Sternzentren s; €
S; enthalten sind, kénnen wir den Schluff E1 = E4 auf ¢|.S; fir i = 1,2,3,4
anwenden. Also verschwinden diese 4 Integrale und wir erhalten

}{9: g.
® ©o

<L . max 2.
ﬁfw_<m>%%mﬂwm>

Also ‘ 55@ g‘ < 2me-C', wobei € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann. Daraus
folgt ﬁp g=0. QED

Aber

Bemerkung: Die Annahme |g(z)| < C (also die Beschréinktheit von ¢ auf
G\{(}) ist wesentlich, denn dieselbe Rechnung zeigt

/ dz / dz 2m iexp(i.t)dt i 0
02—( 32— G t=0 exp(it)

im Fall g(z) = - ¢ (wo zwar g holomorph aber unbeschrénkt in G\{C} ist).

Nachdem wir E1 = E2 = E3 = E4 gezeigt haben, folgern wir, dal E1
(Holomorphie von f auf D) auch folgende Eigenschaft impliziert:

E5: Fir 0 <t < 27 sei p(t) = 20 + r - exp(it). Falls die abgeschlossene
Kreisscheibe G = {z : |z — z0| < r} mit Rand ¢ ganz in D liegt, gilt fir
jeden Punkt ¢ im Inneren der Kreisscheibe

f (119 0o

Beweis: Wende den schwachen Hebbarkeitssatz an auf die in G\{¢} holo-
morphe, und in G stetige (damit beschriankte) Funktion

o) = 1220 (o )
o(0) = 70

Aus E5 folgt weiter
E6: Es gilt die beriihmte Cauchysche Integralformel

Q) = o5 §, 18dz
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fiir jeden Kreisweg @ = re*™ + 2y (t € [0,1]) wie in E5 und fiir alle ¢ mit
¢ — 20| < wie in E5.

Beweis: Nach E5 und der Bemerkung zum schwachen Riemannschen Heb-
barkeitssatz ist §, ]Zc(fzgdz =%, i(fcc)dz = () §, 2= = 2mi - £(C).

v z2—(

Aus E6 folgt

Der u‘nu“ic"t
Bereich lic.a* "
K"""J“.;k"'.d'

dev Taglomsbe L g,

E7: f ist analytisch in D, d.h.: Fir jedes zy € D gibt es eine kleine
Kreisfliche |z — zp| < r um zo, die ganz in D liegt, so dass sich f(C) sich
in jedem Gebiet {C : | — zo| <1’ < r} in eine absolut konvergente Reihe
entwickeln laft:

FO=S20alC—2)"] » (¢—2l<r)

mit a, < const - r~¥ (r Radius von ¢ im Sinne von E5, EG).

Beweis: OBdA sei zp = 0. Dann ist nach E6, mit ¢(t) = r - exp(it) fiir
0<t<2m,

0= gk f 2= L O (1 S (S v (8 1)

(da |¢| < || fiir alle z auf dem Integrationsweg gilt)

n 1 n+1
e Z QVCV —'— — Ldzf,
= 211 Jp ynt2 (1 _ %)
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wobei a, = ﬁ ﬁp j,,(f)l dz. Das Restglied geht fiir n — oo gegen Null, da

|f(2)] < C wegen der Stetigkeit von f(z) beschrankt auf ¢([0,27]) ist:

1 » n+1 n+1
— Ldz S C cr . max Ci
2mi J, 2tz — Q) lz—zo|=r | 2" (2 = ()
r n+1 r n+1
<C-r-|— - max :const-(> — 0 (n — o00)
r z—z0=r 2z — ( r
mit const = C - TIT,.

Somit konvergiert >0 a,¢” gegen f(() fiir n — oo, und es gilt

NSO

= — dz.
2mi J, zv 1

Folgerung: Eine Abschitzung des Integrals liefert dann sofort |a,| < const-
r=v. Somit konvergiert die Reihe sogar absolut und gleichmdssig fiir alle
I — 20l <7/ <.

Aus E7 leiten wir ab

ES8: f und alle seine Ableitungen sind holomorph in D.

Beweis: Nach E7 existiert zu jedem zy € D ein v/ > 0, so dal f({) auf
|¢ — 20| <’ durch eine konvergente Potenzreihe dargestellt wird:

F(¢) =" au(¢ —20)".
v=0

Der aus dem Reellen bekannte Beweis zeigt, dafl eine Potenzreihe auf ihrem
Konvergenzgebiet differenzierbar ist und die Ableitung durch die gliedweise
differenzierte Potenzreihe

f'(z) = Z veay(z— )"t
v=1

dargestellt wird, da die gliedweise abgeleitete Reihe auf dem Konvergenz-
gebiet absolut konvergiert. Dieser Schluf} iibertrégt sich wortlich auf die
komplexe Situation und zeigt, angewendet auf f, durch Iteration, daf} f
unendlich oft komplex differenzierbar ist im Punkt zg € D.

Insgesamt haben wir nun gezeigt: E1 = E2 = E3 = E4 sowie E1 + E4 =
E5 = E6 = E7 = ES8. Trivialerweise gilt auflerdem E8 = E1 und E4 = E2.
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Andererseits gilt der Schlufl E2 = E3. Wir zeigen schliefilich E3 = E1. Hat
f(2) eine holomorphe Stammfunktion F'(z) (auf einem Sterngebiet S C D),
also F/ = f, dann sind alle Ableitungen von F holomorph und damit auch
f. (Benutze dazu E1 = E8 angewandt auf F'.) Wir haben damit nun: E1 =
E4 = E2 = E3 = El.

Damit sind wir nun am Ziel angelangt: Fiir eine stetige Funktion f : D — C
mit D offen sind die Eigenschaften E1, E2,..., E8 dquivalente Charakteri-
sierungen der Tatsache, dal f holomorph in D ist.

Bemerkung: Im Schlul E7 = E8 haben wir die Reihe gliedweise differen-
ziert - erlaubt ist dies mit derselben Begriindung wie in der reellen Analysis.

Konkreter: Sei 0BdA zp = 0. Es geniigt zu zeigen, da8 fiir |z|, |w| < r’ gilt

0 gapz’ — 32 ja,w’
qLiln)z v=0"v _ZV*O L — z:yayz”’1 = 0.
zZ—w =
Wegen
2V’ v—1
=v2’ 4 Z(w" — 22T = (w - 2) - R(w, 2)
zZ—w
n=1

mit |R(w,z)| < v? - (r")~1 1aBt sich der Limes w — 2 wegen der absoluten
Konvergenz von

durch lim,,_,, |z — w| - C' = 0 abschiitzen.

Zusammenfassung: Fir die komplexe Ableitung haben wir gezeigt, dajf
folgende Eigenschaften dquivalent sind:

(i) f ist komplex differenzierbar.

(ii) f ist unendlich oft komplex differenzierbar.

(117) f ist analytisch, d.h. besitzt lokal konvergente Potenzreihendarstel-
lungen.

() f besitzt (lokale) Stammfunktionen.

Da eine holomorphe Funktion f(z) analytisch ist, folgt aus der Taylorschen
Formel und der Formel fiir die Taylorkoeffizienten a,, (siche E7) die Formel

) 1 fE) g

v ! T 2w Jo (z—zp)v 1

) (VZO,]-’"')
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Wir haben diese Formel fiir a,, nur im Spezialfall zyp = 0 bewiesen. Die Formel
gilt aber natiirlich in obiger Form ganz allgemein. Im Spezialfall v = 0 erhélt
man die Cauchysche Integralformel (siehe EG6).

3.4 Zusammenfassung und Korollare

1. Korollar: Eine holomorphe Funktion ist unendlich oft differenzierbar.

2. Korollar: Ist f : G — C holomorph und K(zo,7) ={z: |z — 20| <71} C
G, dann gilt die Cauchy-Formel:

™ (z) 1/ f(w)
)

n! 2w, (w— )"t

dw

fir o(t) = zo + 1 - exp(it).

3. Korollar: Ist f : G — C holomorph und K(zy,r) C M fir alle z €
K (zp,7), dann gilt

M
<

‘f(”)(ZO)

n!

rn
(Cauchys Abschitzung).

4. Korollar: Jede holomorphe Funktion f : G — C ist lokal in eine Po-
tenzreihe entwickelbar. Der Konvergenzradius r(zo) im Punkt zg € G erfiillt,
falls K(zo,7) C G ist, die Ungleichung r(zg) > r.

Beweis: Klar wegen Korollar 3.

5. Korollar: Eine auf ganz C holomorphe Funktion ldfit sich um jeden
Punkt in eine Potenzreihe mit Konvergenzradius oo entwickeln.

Beweis: Klar wegen Korollar 4.

Beispiel: f(z) = exp(z).

Definition: Funktionen, welche auf ganz C holomorph sind, heiflen ganze
Funktionen.

Satz von Liouville: Eine auf ganz C beschrdnkte ganze Funktion ist kon-
stant.
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Beweis: Korollar 3 impliziert |f'(z0)| < M/r fiir alle zp und 7, und somit
f'(z0) = 0 fiir alle zp € C. Also ist f(z) konstant.

Weiter folgt nun der
Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom P(z) = ag + a1z + -+ - +
anz™ mit ag, ai,...,a, € C besitzt eine Zerlegung

n

P(z) =ay H(z —b,) (an#0, b, € C).

v=1

Beweis: Durch Induktion tiber dem Grad stellen wir fest: Es geniigt zu zei-
gen, daf} jedes Polynom mindestens eine komplexe Nullstelle besitzt. Wére
dies nicht der Fall, so ware % holomorph und beschrinkt - damit nach
dem Satz von Liouville konstant.

Beachte: a,, # 0 = Jc1,c2 > 0: |P(2)] > ¢1 + c2|2|™.

Korollar: Jeder kommutative Korper K O Q mit dimg(K) < oo ist iso-
morph zu C.

Beweis: Sei w € K, aber w ¢ C. Dann sind

1w,w?, ... wimc)

linear abhiingig iiber C (aus Dimensionsgriinden). Das heifit, es existieren
Konstante ag, . . . ’adimc(K)_l so daf} gilt

P(w) = ag + ayw + - - - + wiime®) —

Der Fundamentalsatz der Algebra liefert die Existenz von komplexen Zahlen
b, € C mit

P(w) = H(w —by).

v

Es folgt w = b, € C fiir eines der v. Dieser Widerspruch beweist das Korol-
lar.
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Kapitel 4

Gebiete

4.1 Elementargebiete

Sei im folgenden D C C immer offen.
Definition: D heiffit wegweise zusammenhingend, wenn fiir alle w, z €
D ein Weg

¢ :la,b] - D
existiert mit p(a) = w und ¢(b) = z.
D heifit zusammenhingend, wenn jede lokal konstante Funktion auf D
notwendigerweise konstant ist.
Lemma: , Wegweise zusammenhdngend” impliziert ,zusammenhdngend.
Beweis: Jede lokal konstante Funktion auf [a, b] ist konstant!

Definition: Ein Gebiet ist eine wegweise zusammenhdngende offene Teil-
menge von C.

Definition: Ein Elementargebiet D ist ein Gebiet von C, auf dem jede auf
D definierte holomorphe Funktion eine Stammfunktion besitzt.

Beispiel: Jede offene sternformige Menge in C (Sterngebiet) ist ein Ele-
mentargebiet.

Lemma: Seien Dy, Dy Elementargebiete, fir die D10 Do zusammenhdngend
ist. Dann ist auch D1 U Dy ein Elementargebiet.
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Beweis: Gegeben sei f: D1 U Dy — C.
Es existieren Stammfunktionen £} und F5 auf D; und Do. Auf Dy N Dy gilt

Fy = f =y,

also ist F1 — F» lokal konstant und nach Annahme sogar konstant. Ersetzt
man F; auf D7 durch F; — const, dann erweitert sich F; — const, F5 zu einer
Stammfunktion von f auf Di N Ds.

Beispiel:

Elmnentcrjebie‘t

&ein %nm"lfaf‘“i

Kreisringe D = {2z : a < |z| < b} mit 0 < a < b sind keine Elementargebiete.
Denn f(z) = 1 ist auf D holomorph, besitzt aber keine Stammfunktion, da
$, %dz # 0 fiir Kreiswege ¢ mit 0 als Mittelpunkt.

4.2 Der Identitatssatz

Identitétssatz: Seien fi, fo holomorphe Funktionen auf einem Gebiet D.
Besitzt die Menge der Punkte z € D mit f1(z) = fa(z) einen Hiufungspunkt
m D, dann gilt f1 = fo.

Beweis: OBdA ist fo = 0 (ersetze f; durch fi; — fo und setze f = f1). Sei
2o ein Haufungspunkt der Nullstellenmenge von f(z) in D. Dann gilt

f(2) = flz0) + -+ ay(z —2)" + -
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lokal um zy in einer kleinen Kreisscheibe. Wir behaupten: f(z) = 0 in dieser
gesamten Kreisscheibe.

Anderenfalls existiert ein (minimales) v mit a, # 0, und dann ist

f= (Z - ZO)V [av +au+1(2 — Zo) -+ .- ] .
Fiir z geniigend nahe bei zg ist somit f(z) # 0. Widerspruch!

Umformulierung: Die Funktion ¢ : D — C

) O fallsze N
# )_{ 1 falls ¢ N

mit N als Menge der Haufungsstellen von Nullstellen von f in D ist lokal
konstant auf D.

Da D ein Gebiet ist, folgt ¢ = const. Da ¢(z9) = 0, folgt p(z) = 0 fiir alle
z € D. Also f(z) =0 fiir alle z € D.

Ubrigens: In der reellen Analysis liefert = — sin (%) e_x% ein Gegenbeispiel.
Satz: Sei D ein Elementargebiet und f : D — C holomorph mit f(z) # 0

fir alle z € D. Dann existiert eine holomorphe Funktion g : D — C mit

f(2) = explg(2)) ]

fir alle z € D.

Insbesondere: Fiir n € N ist h(z) = exp(2g(z)) eine holomorphe Funktion
auf D mit

Beweis: Sei F'(z) Stammfunktion von % auf D. Dann gilt

=] -

also const - f(z) = exp(F'(z)) mit const # 0. Also ist const = exp(c), ¢ € C.
9(z) = F(z) — ¢

ist die gewiinschte Funktion.
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4.3 Satz von der Gebietstreue

Satz von der Gebietstreue: Sei f : D — C eine nichtkonstante ho-
lomorphe Funktion auf einem Gebiet D. Dann ist f(D) wieder ein Gebiet
(insbesondere offen!)

Beweis: Der wegweise Zusammenhang bleibt erhalten fiir beliebige stetige
Funktionen f. Wir mssen zeigen, dafl das Bild offen ist. Fiir z € D miissen
wir zeigen, dal um w = f(z) noch eine kleine Kreisscheibe in f(D) liegt.
OBdA sei z = w = 0. Betrachte die Potenzreihenentwicklung

flz)=az"+--- (e #0,v>1)

=z2"(ay +apy12+---) .

In einer kleinen Kreisscheibe um 0 ist der Term in der Klammer (eine stetige
Funktion von z) von Null verschieden. Somit gibt es (siehe Satz 4.2) auf der
Kreisscheibe eine holomorphe Funktion h(z) mit

f(z) = 2" h(z)" = (2h(2))"
und h(0) # 0. Also:

42 >k Tokuz

Kreisscherbe
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Es gilt (h(2) - 2)'(0) = h(0) # 0. Aus dem Satz von der impliziten Funktion
im R? folgt: Das Bild von h(z)z der Kreisscheibe ist offen.

Damit existiert eine kleine Kreisscheibe um Null im Bild von h(z)z. Die
Potenzabbildung bildet diese Kreisscheibe um Null auf eine andere Kreis-
scheibe ab (Polarkoordinaten!).

Maximumprinzip: Eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet D, welche
i einem Punkt zg € D thr ,Maximum annimmt®, ist konstant.

Bemerkung: Die Sprechweise ,,f nimmt Maximum in zg € D an* soll heiflen

£ (z0)] = max | (=)

Beweis: f(D) ist enthalten in der Kreisscheibe vom Radius r = | f(29)|

\-F)
Safe von
dev offenen Ghbildung

Wegen |f(z09)| = max,ep |f(2)| ist dann keine kleine Kreisscheibe um f(zg)
mehr im Bild. Ein Widerspruch zum Satz von der Gebietstreue!

Korollar (Schwarzsches Lemma): Eine holomorphe Abbildung f : E —
E des Einheitskreises E = {z € C : |z| < 1} in sich, welche den Nullpunkt

festlafst (£(0) =0), erfillt
1f(2)] < |2

fiir alle z € E.
Zusatz: Es gilt |f'(0)] < 1.
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Beweis: Die Funktion F(z) = @ ist holomorph auf E* = E\{0}. Die
Potenzreihenentwicklung um Null zeigt: F'(z) ist auf ganz F holomorph mit
F(0) = (0).

Sei z € E und r > |z|. Das Maximumsprinzip zeigt

1
SO @1
2l T lel=r fel T
im Limes r — 1 folgt daraus
@l
]

Bemerkung: Wird Gleichheit angenommen, d.h. |f(z)| = |z| oder |f'(0)| =
1, dann folgt
fle)=0-2 lol=1

Beweis: Klar, da dann f(z)/z nach dem Maximumsprinzip konstant ist.
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Kapitel 5

Laurentreihen und
Residuensatz

Alle Aussagen iiber Reihen, die im folgenden Abschnitt bewiesen werden,
gelten sinngemaéss auch fiir Folgen, da jede Folge f,, aufgefasst werden kann
als Teleskopreihe f1 + (fa — f1) + (fs — f2) + ...

5.1 Reihen komplexer Funktionen
Wir betrachten Funktionen
fn:D—C, DCC.
Definition: > )2 f,(z) heiBt gleichmifig konvergent auf D, falls fiir

alle £ > 0 ein N () existiert, so daf gilt

<e fir allem >n > N(e).

Z fu(z)

v=n+1

Definition: Y ,° ; f,(z) heifit absolut gleichmifig konvergent, falls die
Reihe Y02 | fu(2)| gleichméBig konvergiert.

Bemerkung: Klar ist, dafl absolut gleichméflige Konvergenz die gleichméfi-
ge Konvergenz impliziert.

Lemma (Weierstraflisches M-Kriterium): Es gelte

|fn(2)| < M, fiir alle z€ D,
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und es sei
o0
Z M, konvergent,

n=0
dann konvergiert Y oo fn(z) absolut gleichmiflig auf D.

Beweis: Offensichtlich ist dann Y ;2 fn(2) absolut konvergent, also kon-
vergent. Auflerdem gilt

m
SZM,,<5

v=n

z_: fu(2)

fir m > n > N(e).

Definition: Eine Reihe heift kompakt (absolut) konvergent in D, falls auf
jedem Kompaktum K C D die Reihe (absolut) gleichméBig konvergiert.

Satz (aus der reellen Analysis): Sei D offen und >0 fu(z) kompakt kon-
vergent fiir stetige Funktionen f,(z) auf D. Dann ist die Grenzfunktion

fz)=3" ful2)
v=0

eine stetige Funktion auf D.

Beweis: Sei zp € D. Dann existiert eine Kreisscheibe K = K(zg,r) C D,
die abgeschlossen und damit kompakt ist. Fiir alle z € K gilt

m—1 o'} 00
F(2) = flz0) = D (ful2) = ful20)) + > ful2) = D ful20),
v=0 v=m vr=m

also:

1£(2) = f(z0)] < m-gim+§+§:g

falls [>202,, fu(2)] < 5, [2202 fu(20)| < § fiir geeignetes m > N(5) (be-
nutze die gleichmissige Konvergenz) und falls » > 0 so klein gewihlt wurde
dass dann fiir v =0,1,...,m — 1 gilt (benutze Stetigkeit der f,(z))

|fu(2) = fu(z0)| < g/3m.

Bemerkung: Jede kompakte Teilmenge 2 von D kann durch endlich viele-
kompakte Kreisscheiben in D iiberdeckt werden. Gleichméflige Konvergenz
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auf allen kompakten Kreisscheiben in D impliziert daher die kompakte
Konvergenz in D.

Integralvertauschungsatz: Sei ¢ ein stiickweise glatter Weg in einer offe-
nen Teilmenge D von C. (1) Seien f,(z) stetig auf einer offenen Umgebung
des Bildes von ¢ in D. (2) Sei >.02 f,(z) kompakt konvergent in D.

Dann gilt:
/ (Z fy(z)> dz = Z/ fu(2)dz
¥ v=0 v=0 ®

Beweis:

1. Durch Schrumpfen von D kann man oBdA annehmen, dafl alle f, stetig
in D sind.

2. Es existiert eine offene Menge U und ein Kompaktum K mit ¢ C U C
K CD.

3. Dann ist Y o2 f, eine stetige Funktion auf K nach dem obigem Satz aus
der Analysis (insbesondere existiert damit das Integral auf der linken Seite).
4. Es gilt

< L(p)-e

/Zfl,dz

Y yv=m+1

fiir m > Ni(e) mittels der trivialen Abschétzung des Integrals (benutze die
gleichmiéssige Konvergenz auf K).
5. Im Limes € — 0 ergibt sich die Behauptung.

Hauptsatz (Weierstraf}): Sei D offen und seien f, : D — C holomorph.
Ist f(z) = >_02 fv(2) kompakt konvergent in D, dann gilt:

(i) Die Grenzfunktion f(z) ist holomorph auf D.

(ii) Die Reihen

Zf,g")(z) n=12...
v=0

konvergieren wieder kompakt in D.
(iii) Die Reihe darf beliebig oft gliedweise differenziert werden, d.h.

£ (z Zf n=1,2,...
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Beweis:

1. Die Grenzfunktion ist stetig nach einem der obigen Sétze.

2. Der Integral-Vertauschungssatz ist somit anwendbar. Der Satz von
Morera (E2 ist dquivalent zu E1)

/ flz 0 (YA) = f holomorph

zeigt, angewandt zuerst auf die f,(z)

[ 1= [ Sz =Y /. o)z =30=0,

und dann angewandt auf f(z), daf§ f holomorph ist. Das zeigt (i).

3. Zum Beweis von (ii) und (iii) kann man sich auf kompakte Kreisscheiben
) um Punkte beschranken. Zu 2 in K kann man obdA annehmen esexistiere
QCK'CKCD.

3\

4. Beachte (siehe Zeichnung):

2mi J (¢ — z)ntl

und damit wird die Aussage (ii) und (iii) auf den Integralvertauschungs-
satz zuriickgefiihrt. Somit {ibertriagt sich die Abschitzung der kompakten
Konvergenz fiir z € () auf die Partialsummen

™), oL
Z f = omi 7{ —z) ”+1

v=m
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Es folgt ndmlich

< 271 - -e =const-e fir m' >m > N(e),

2 Mn+1

mit p = rx —rq > 0. Dies liefert Aussage (ii).

5. Aus dem Integralvertauschungssatz folgt wegen (ii) dann (iii)

10 = g0 f IR = g f e = L0

27rz

Bemerkung: Ein Analogon des Weierstra3schen Satzes fiir differenzierbare
Funktionen im Reellen existiert nicht!

5.2 Laurent-Reihen

Gegeben seien reelle Zahlen r und R mit
0<r<R<x

Die Grenzfille r = 0 und R = oo werden wir zusétzlich zulassen, wobei
in diesen Fillen die Kehrwerte 1/r beziehungsweise 1/R auf offensichtliche
Weise zu interpretieren sind.

Wir betrachten nun die folgenden Kreisringe

D={zeC:r<|z| <R}

Beispiel: Im Grenzfall 7 = 0 und R = oo erhélt man die gelochte Ebene
D = C* = C\{0}, oder etwa im Grenzfall r = 0 fiir R = 1 die gelochte
Kreisscheibe D = E* = E\{0}, wobei E = {z : |2| < 1}.

Wir wollen nun holomorphe Funktionen auf den Kreisringen konstruieren.
Man hat folgende offensichtliche Konstruktion: Seien (*)

1
fi{z:]z2|<R}—->C , f22{Z:|Z|<;}*>C
holomorphe Funktionen, dann ist

£6) =11+ 12 5)
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eine holomorphe Funktion auf dem Kreisring D. Dies ist klar, denn z € D
impliziert |z| < R und || < 1. Ersetzt man fi(2), f2(z) durch fi(z) +
¢, fa(z) — c fiir eine Konstante ¢, so andert dies nicht die Funktion f(z). Dies
erlaubt es bei dieser Konstruktion obdA anzunehmen f2(0) = 0.

Satz (Laurent 1843):
Jede auf dem Kreisring D = {z : r < |z| < R} definierte holomorphe
Funktion f(z) besitzt eine Zerlegung

1
£6) = 1)+ 12 (5)
mit holomorphen Funktionen fi(2), f2(2) auf Definitionsbereichen wie in (*).

Nimmt man obdA an f2(0) = 0, dann sind die Funktionen fi(z), fa(z) da-
durch eindeutig bestimmt.

Definition/Bemerkung: Wurde f3(z) durch die Eigenschaft f»(0) = 0
normiert, nennen wir die Funktion H(z) = fo (%) den Hauptteil von f(z).

Offensichtlich ist H(z) eine holomorphe Funktion auf dem ganzen Aussen-
ring {z € C: |z| > r}. Also

f(2) = 1i(z) + H(2)

und f1(2) ist holomorph in {z € C : |z| < R} und H(z) ist holomorph in
{z€eC:|z| >r}.

Beweis der Eindeutigkeit. ObdA sei f = 0, also Sei fi(z) + fo (%) =0.
Wiihle reelle Zahlen 7, R mit r < 7 < R < R.

Dann definiert
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fi(z) falls |z]| < R
“@F:—ﬁ@) falls |z| > r

eine holomorphe Funktion u(z) auf ganz C, welche beschrénkt ist durch

max |f1(2)], max |f2(2)]  (r<7<R<R).

|z|<R |z| <A1
Somit ist u(z) nach dem Satz von Liouville konstant, d.h. fi(z) = — f2(2)
const gilt auf D. Wegen der Normierung von fa(z) folgt daher fi(z) =
und f2(z) = 0.

0

Beweis der Existenz. Sei wie oben r < 7 < R < R. VVir~ konstruieren die
Laurentzerlegung im kleineren Gebiet D = {2z : 7 < |z]| < R}.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung lassen sich diese Funktionen auf den
kleineren Gebieten D zu Funktionen auf D fortsetzen.

Sei z € D.

Behauptung:

AR (P § L

T omi RC—2 (—=z

Klar durch Zerlegung des Kreisringes in kleinere Sterngebiete (Sektoren):

LY
Ss
Dtan%

wit Sternmitielpukt 5;
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Hier ist 5 f(¢)/ (¢ —2)d¢ — - f(¢)(¢ — 2)d¢ die Summe der entsprechenden
Integrale iiber alle Sektoren. Diese verschwinden, mit Ausnahme des Inte-
gral {iber den einen Sektor der z im Inneren enthélt. Ein Argument dhnlich
zum dem beim Beweis des Schwachen Riemannschen Hebbarkeitssatzes zeigt
dann aber, dass dieses verbleibende Integral nur {iber einen kleinen e-Kreis
um z im Sektor ausgefithrt werden muss, und damit wegen dem Satz von
Cauchy gleich 2mif(z ) ist.

Setze f1(z) = 5= fR - Zd( Diese Funktion ist wohldefiniert fiir alle |z| < R.
(C) 4 Zf(C)

Begrndung: Da .- kompakt konvergiert fiir |¢| < R, ist

fi(z) = i (5 f 2 ac)

= 211

kompakt konvergent und damit holomorph in |z| < R.

Setze fo(2) = g& f: 218 dc:

Wohldefiniert fiir alle |z| < 77!
Analog wie oben zeigt man, daf3

eine holomorphe Funktion auf |z| < 7! definiert.

Bemerkung: Sei f(z) allgemeiner eine auf einem Gebiet Q2 holomorphe
Funktion. Falls Q den Kreisring D = {z: 0 < |z — 29| < R} enthilt, liefert
die Laurententwicklung von f(z) im Punkt 2y eine Zerlegung

f(2) = filz) + H(z), H(z) =) a_(z—2)".
v=1

Wir erinnern daran, dafl H(z) eine holomorphe Funktion auf dem ganzen
Aussenring C\{zp} definiert. Also

f(2) = 1i(2) + H(2),

wobei f1(z) = f(z) — H(z) holomorph auf QU {2} ist, und H(z) holomorph
auf Q\{zo}.

Folgerung: Fiir gegebenes 0 < r < R < oo sei f holomorph in dem Ring-
gebiet D ={z:r < |z — 29| < R}. Dann lifit sich f in eine Laurentreihe
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o [e.e]

f(z)= Z ay(z — z0)" + Z a—,(z—29)7"

v=0 v=1

entwickeln, welche in D kompakt konvergiert.

Zusatz: Diese Laurententwicklung ist eindeutig bestimmt und es gilt

_ 1 f(z)
Oy = 557 Jic—zol=0 Trop TS| » T<O<R

fir alle v € Z und ein beliebig gewdhltes p zwischen r und R.

Schreibweise: Wir schreiben fiir die Laurententwicklung auch kurz

f(2) =202 an(2 — 20)" |,

wobei dies durch die obigen zwei Reihen dann prézise definiert sei!

Beweis: OBdA reduziert man auf zg = 0. In diesem Fall haben wir die
Aussage gezeigt. Der Zusatz folgt, wenn man

r<po< R
wihlt und den Limes 7 — o, R — p bildet.

Bemerkung: Offensichtlich verallgemeinert die Laurententwicklung die Tay-
lorentwicklung einer in |z| < R holomorphen Funktion. Beachte, dass in
diesem Fall fiir alle v > 1 die Koeffizienten

— i v=1g- _
10 = 5 § HQOCTAC=0

verschwinden, da der Integrand f(¢)¢*~! dann holomorph in der Kreisschei-
be |z| < R ist.
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5.3 Singularititen

Sei D C C offen und S in D abgeschlossen.

Definition: S C D heifit diskrete Teilmenge von D, wenn S in D keinen
Haufungspunkt besitzt. Das heisst, um jedes s € S existiert ein offener
Kreisring U € D mit U N S = {s}.

Bemerkung: Insbesondere ist dann D\ S offen.

Sei S diskret in D und f : D\S — C holomorph. Die Punkte s € S heiflen
Singularitdten von f. Sei s = zp eine der Singularititen.

Fiir jede Singularitit zg € D besitzt f auf U \ {20} eine Laurententwicklung

o0

flz) = Za,,(z—zo)”.

—0o0

Definition: Die Singularitét zp von f(z) nennt man

(i) hebbar, falls gilt a, = 0 fiir v < 0. (Dies ist genau dann der Fall, wenn
[ sich auf (D \ S)U{z} zu einer holomorphen Funktion fortsetzen 1&8t.)
(ii) einen Pol (der Ordnung n > 1), falls a,, = 0 gilt fiir alle v < —n und
falls a, # 0 gilt fiir v = —n (Hierbei nehmen wir an n € Nxg).

(iii) eine wesentliche Singularitit von f(z), wenn a, # 0 gilt fiir unendlich
viele v < 0.

Riemannscher Hebbarkeitssatz: Der Fall (i) einer hebbaren Singularitdt
20 liegt genau dann vor, wenn f(z) in einer geeigneten Umgebung von zy
beschrinkt ist.

Beweis: Die eine Richtung ist klar. Ist die Singularitt hebbar, dann ist f in
einer gegeigneten Umgebung von zg holomorph, und damit bei 2y stetig und
und in einer Umgebung beschrnkt. Sei nun umgekehrt f(z) beschréankt in
einer Umgebung U von zp; obdA ist dann U ein Kreisring. Die Koeffizienten

1 ~1
e )My >1
g RIC CEE VR

der Laurentreihe von f auf U fiir v > 1 erfiillen dann

1 _
la—y| < o 2mo- max [f(2)]- 0" !
iy z—2z0<€

fiir jeden Kreisring vom Radius p in U. Im Limes p — 0 folgt dann a_, =0
wegen v > 1. Somit gilt a_,, = 0 fiir alle v > 1. Das heisst f(z) 148t sich in
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U in eine kompakt konvergente Taylorreihe entwickeln, ist also holomorph
fortsetzbar auf die Umgebung U von zj.

Satz von Casorati-Weierstraf3: Der Fuall (ii) eines Poles liegt genau dann
vor, wenn gilt:

[f ()| = o0 fiir z — zo

(d.h. fiir jedes C > 0 existiert ein € > 0 mit |f(z)| > C falls |z — 20| < €).

Der Fall (iii) einer wesentlichen Singularitét liegt genau dann vor, wenn
das Bild einer noch so kleinen Umgebung von zg dicht in C liegt, d.h. mit
anderen Worten wenn gilt: Zu jedem w € C sowie €1 > 0, €9 > 0 existiert
ein z € D mit |z — 29| < e1 und |f(z) —w| < e2).

Beweis:
1) Besitzt f einen Pol bei zg der Ordnung n > 1, dann gilt wegen a_,, # 0

[FIT = 1(2 = 20)"] - [(a—n + aznti(z = 20) +--) 7

(z — zo)"

a_n

— 0 fir z — 2.

2) Wir zeigen: Besitzt f(z) eine wesentliche Singularitét bei zp, dann existiert
fiir jedes w eine Folge z, — zp mit f(z,) — w. Beweis durch Widerspruch!
Andernfalls wire f(z)%w beschrénkt in einer Umgebung von zg, und nach
dem Hebbarkeitssatz fortsetzbar zu einer holomorphen Funktion h(z) auf
eine Umgebung von zy. Sei n > 0 die Nullstellenordnung von h(z) im Punkt
z = zp. Dann besitzt

1 1
Z)=w+-—=w+(2—2 -
/) ( 0) an + any1(z — 20) + - -

(an#O,nZO)

einen Pol der Ordnung n in z (falls n > 1) oder ist holomorph (im Fall
n = 0). Beide Moglichkeiten widersprechen der Annahme einer wesentlichen
Singularitt!
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5.4 Die Umlaufszahl (eine interessante Invariante)

Sei ¢ : [a,b] — C eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve in C.

Definition: Fiir einen Punkt z € C nicht auf Weg ¢ nennt man

N((puz) = ﬁ f@ gd_cz ) (Z ¢ (p[a7b])

die Umlaufszahl von ¢ um z.

Satz: Die Umlaufszahl N(p, z) ist eine ganze Zahl aus Z.

Beweis: Sei a =ty <t; < ... <t, =bund ¢ glatt auf allen Teilintervallen
[ti, tz’+1]- Firt e [ti, ti+1] setze

L g »
Z/ S+ [ S5 el

Dann definiert ¢(t) eine stetige Funktion auf [a, b] mit g(a) = 0 und g(b) =
27i - N(p, z), deren Einschrinkung auf die Teilintervalle [t;,t;4+1] differen-
zierbar ist mit der Ableitung

g'(t) = (ti <t <tip).

Wir behaupten, dass dann die stetige Hilfsfunktion auf [a, b]

Y(t) = (o(t) = 2)e 90

konstant sein muss. Es geniigt dazu auf den Teilintervallen [t;,¢;41] zu zeigen,
dass die Ableitung von #(t) verschwindet

d

(60 5709 = F050 (o0 0 =0

Es folgt
) (p(a) - 2) = e 10 (p(b) - 2)

Wegen ¢(a) = ¢(b) und z # ¢(a) gilt dann e=9() = ¢=90) und damit wegen
g(a) =0

271 - N(g,2z) = g(b) = g(a) + 2min = 27in (neZ).
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5.5 Der Residuensatz

Definition: Sei zg eine Singularitéit einer holomorphen Funktion. Dann
nennt man den Koeffizient a_; der Laurententwicklung von f(z) in zo das
Residuum

Res,,(f) =a_1

von f in zg. (Zur Erinnerung: Einen Punkt zy € C nennt man eine Singu-
laritét einer holomorphen Funktion, wenn 0 < |z — 2p| < ¢ fiir ein € > 0 im
Definitionsbereich der holomorphen Funktion liegt.)

Der Residuensatz: Sei D ein Elementargebiet (!). Seien z1, ...,z endlich
viele Punkte in D und ¢ : [a,b] — D\{z1,...,2} eine stickweise glatte
geschlossene Kurve und sei f(z) holomorph auf D\{z1,...,z}. Dann gilt

[Pf(z)dz = 27TZ'Z N(p,zv)Res,, (f)

Beweis: Der Hauptteil H,(z) von f(z) im Punkt z = z, definiert ei-
ne holomorphe Funktion auf C \ {z,}. Somit ist die Hilfsfunktion h(z) =
f(z) = 2! _, H,(2) nicht nur holomorph auf D\{zi,..., %}, sondern sogar
holomorph auf ganz D. Im Punkt z, ist ndmlich f(z) — H,(z) holomorph
ebenso wie alle H,(z) fiir 4 # v. Da D ein Elementargebiet ist folgt daher
J, h(z)dz = 0. In Termen von f(z) ergibt dies

!
[pf(z)dz :I;LHV(Z)dz.

Entwickelt man den Hauptteil H,(z) = > 02 a_n(z — 2,) "™ bei z = z, in
seine Laurentreihe, so erhélt wegen der kompakten Konvergenz der Laurent-
entwicklung

[ )iz = Sa, [ = [ S = amiN (e, a) Resa, ().
P n=1 ¥

¢ (2 —20)" Z =20

de 1 e®)
wegen fso ey = [(n—l)(z—zo)"*l} @ 0 fir n > 2.

p(a
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5.6 Anwendungen des Residuensatzes

Sei D = {z : Im(z) > —¢} fiir ein € > 0. Sei S C D eine endliche Teilmenge
von D in der oberen komplexen Halbebene und f : D\'S — C sei holomorph.
Es gelte auflerdem fiir ein § > 0

1F(2)] < |27 (]| >>0in D) .

Behauptung: Dann existiert das Riemann-Integral

und es gilt

Beweis:

Hier gilt fiir geniigend grosses R
R
/ f(z)dx =2mi Y Res., (f) + Rest(R)
i 2,€S8

mit der Abschitzung |Rest(R)| < 27 - 27R - ﬁ — 0 fiir R — oo fiir das
Bogenintegral.

Beispiel: [ 1114 dx = Z5. Hier ist § = {¢, ¢} fiir ¢ = exp(27i/8).
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Unter den oben gemachten Annahmen an f(z), gelten die selben Annahmen
auch fiir die Funktion e'* f(z). Es folgt daher

/O:o e? f(2)dz = 2mi Z Res., (e f(2)).

- zZy €S

Betrachte zur Abschitzung anstelle der Halbkreise folgende Integrationskon-
turen:

R(41)

o3

0!1

Bemerkung: Die obige Annahme ist immer erfiillt, falls f = gg; eine

gebrochen rationale Funktion ist mit deg(Q) > deg(P) + 2. Solche unei-
gentlichen Integrale mit Integranden e P(t)/Q(t) treten in der Physik auf
(Elektrodynamik, Feynman Integrale, Propagatoren).

(Fresnelsches Integral) [;° sin(z?)dx.

et

Wir zeigen, dafl das Integral von e~# iiber den eingezeichneten Bogenweg
¢ vom Winkel 7/4 im Limes R — oo verschwindet.
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7T/4 _( + . )2R2 . .
< / e~ (cosptising d(p . Rie®®
0

/ e dz
)

/4 /4
< R/ / e—coquo-degD _ R/ / e~ sin(2gp)R2d¢
0 0

w/4 NoR? 1
gR/ e Y dcpgﬁ.constﬂo fir R — oo.
0

Beachte dabei |e—(cos<p+isin<p)2R2| — e—Re(coscp+isingo)2R2 — e—cos(2<p)R2‘ Be-
™

achte cos(2(5 — ¢)) = sin(2¢p) unter der Substitution ¢ — 7 —¢. Weiterhin
gibt es ein reelles A = sin(7w/2) > 0 mit A\t < sin(2t) fiir alle 0 < t < 7/4.

Also folgt aus dem Residuensatz, dass die Summe der beiden Integrale tiber
die positive x-Achse und die Winkelhalbierende im Limes — oo verschwin-
den. Wegen der Parametrisierung z = ¢4 - t der Winkelhalbierenden gibt

dies
/ e dt +/ e " dt - (—1)- (ei%) =0.
0 0

Somit ist [ cos(t?)dt — i [3° sin(t?)dt = [5° e~ dt gleich

. o0 -
e 't / e dt = e % ﬁ )
0 2

Hier wurde zum Schluss die bekannte Formel [0 e ¥ dt = /7 benutzt.
Es folgt

00 00 1

/ cos(xQ)dx = / sin(g:2)dx S 2

0 0 2V 2
Ubungsaufgabe: Zl",;é exp (2m%> — w /.

omiz2
7r7112)

Hinweis: Betrachte [ mwdz und untersuche die Substitution z — z +

n. Integriert wird tiber den untenstehenden Weg.)
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Bebvache :
Errdin

5.7 Der Satz von Rouché

Satz: Sei D ein Elementargebiet. Sei f : D — C holomorph mit Aus-
nahme von endlich vielen Polstellen by,...,b, in D, und mit endlich vielen
Nullstellen ay,...,as in D. Sei ¢ : [a,b] — D ein stickweise glatter ge-
schlossener Weg in D mit ay,...,as,b1,...,b. & @la,b]. Dann gilt fir jede
holomorphe Funktion F': D — C

! /<pF(Z) ff/((j)) dz = ZN“O?ai)F(ai) - ZN(907 bj)F(bj) .

2mi

In den Summen werden die Null- und Polstellen von f mit ihren Vielfach-
heiten gezdhlt.

Beweis: Eine unmittelbare Folge des Residuensatzes wegen

Resz, (f'(2)F(2)/ f(2)) = vz (f)F (20) ,

wobei n = v,,(f) den Index n des ersten von Null verschiedenen Laurent-
koeffizienten a,, von f(z) im Punkt z = zy bezeiche (d.h. bis auf das Vor-
zeichen ist n die Vielfachheit der Nullstelle bzw Polstelle). Dies folgt aus
f'(2)/f(z) = =2+ ...., denn wegen (fg)'/fg = f'/f + ¢’ /g geniigt es dies

zZ—Z
im Fall f(z) = (zo— 20)™ zu zeigen und im Fall einer holomorphen Funktion
n

f(z) = ap + ... mit f(z) = ap # 0. Im ersten Fall ist f'/f = 2. Im
zweiten Fall ist f’/f holomorph im Punkt z = z5. QED

Ein wichtiger Spezialfall: F' = 1. Dann erhilt man als Korollar wegen
der Substitutionsregel die Formel

LA 1 [ PQy \ |
Nop0) =gz [ %= [ =X N =Y N b)
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Satz von Rouché: Seien f, g holomorph in einem Elementargebiet D und
sei @ ein geschlossener Kreisweg in D, so daf$ das Innere ganz in D liegt.
Gilt die Abschdtzung

l9(2) = F(2)| < |f(2)]

auf dem Kreisweg ¢, dann liegt keine Nullstelle von f(z) oder g(z) auf dem
Kreisweg ¢, und es gilt: f(z) und g(z) besitzen gleich viele Nullstellen (mit
Vielfachheiten gezihlt) im Inneren des Kreises.

Beweis: Es gilt ’?8 — 1’ < 1 fiir z € ¢([a, b]). Somit erfiillt h(z) = 3{8 die
Voraussetzungen des obigen Satzes. Wir zeigen nun im néchsten Lemma,

dass aus [¢(t) — 1| < 1 fiir ¢p = h o ¢ folgt

N(hog,0)=0.

Aus dem obigen Satz folgt dann fiir die gewichteten Anzahlen der Nullstellen
Ny, Hy, Ny von h, g, f respektive der Zahl P, der Polstellen von h im Inneren
des Kreises

Ny — Ny =N —P,=N(hop,0)=0.

Dies liefert die Behauptung Ny = Ny. QED
Lemma: Sei v ein geschlossener stiickweise glatter Weg in der geschlitzen
komplexen Ebene D = C\{z : z € —R>o}. Dann ist die Umlaufszahl von 1)

um z = 0 gleich Null
N(,0) =0,
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Beweis: Da % in D = C\{z: 2z € —R>¢} den Hauptteil des Logarithmus
log(¢) als holomorphe Stammfunktion besitzt, folgt

1 d
Nw.0) = o [ =1ea(@I)) =0

" 2mi

wegen ¢(a) = ¥(b).
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Kapitel 6

Konstruktion von
meromorphen Funktionen

Sei D ein Gebiet.

Definition: Eine Funktion f : D — C (D Gebiet) heiBt meromorph, falls
gilt:

(i) Die Menge S der Unendlichkeitsstellen von f ist abgeschlossen und dis-
kret in D.

(ii) f eingeschrénkt auf D\S ist holomorph.

(iii) Alle Singularitéten von f in S sind Pole.

Beispiel: Mobiustransformationen oder allgemeiner gebrochen rationale Funk-
tionen sind meromorphe Funktionen auf D = C.

6.1 Der Satz von Mittag-Leffler

Es sei S = {29, 21,...} eine abgeschlossenen diskrete Menge von Punkten
in C. Um jeden Punkt z; gibt es dann eine offene Umgebung U; mit z; ¢ U;
fiir j # 4.
Fiir jedes z, sei ein endlicher (polartiger) Hauptteil
—ny
H,(z)= Z agy) (z—2)" agy) eC

i=—1

gegeben. !

LOder allgemeiner H,(z) = h,, ( ! ) mit h, : C — C als ganze Funktion.

z—2zy
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Satz: Zu jeder solchen Vorgabe von Hauptteilen gibt es eine meromorphe
Funktion f(z) auf C mit Polen genau in z1, z9, .. mit den jeweiligen Haupt-
teilen H,(z).

Bemerkung: FEine solche Funktion f(z) ist bis auf Addition einer ganzen
Funktion eindeutig bestimmd.

Beweis: Sei o0BdA zy = 0 (falls dies iiberhaupt auftritt) und damit

0<|21’§|22|§...

Dann ist H,(z) holomorph in z = 0 fiir alle » > 1. Man hat daher konver-
gente Taylorentwicklungen (*)

o0
H,,(z):ZC,m-z” v=12,...
n=0

mit kompakter Konvergenz in jeder abgeschlossenen Kreisscheibe K (0, R,)
vom Radius R, < |z,|. Man kann nun die Radien R, so wihlen, dass gilt

O<Ri <Ry <....

Da die abgeschlossene Menge S = {z,} diskret in C ist, kann man ausserdem
annehmen (benutze einen Kompaktheitsschluss)

lim R, = ¢ .
V—00

Wahl einer Hilfsfolge: Wihle ¢, > 0 mit > 2 ,¢, konvergent. Wegen
der kompakten Konvergenz der Taylorentwicklungen (*) auf K(R,,0) =
{z : |z| < R,} existiert fiir jedes v > 1 ein Polynom P,(z) (n#mlich eine
Partialsumme der Taylorentwicklung (*)) so dass

|Hy(2) — Pu(2)| < ey

gilt auf der Kreisscheibe K(R,,0). Setze dabei aulerdem formal Py(z) = 0.

Behauptung: Die Reihe f(z) = >0 ((H,(z) — P,(2)) konvergiert kompakt
auf C \ {Zo, 21y }

Beweis: Sei z gegeben und z # z, (v =0,1,...). Wir betrachten die Reihe

N

f(z) =) (Hy(2) = P(2)) + i (H,(2) — P.(2))

v=0 v=N+1
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wobei wir N so gross wéhlen, dal Ry > |z| gilt. Die linke endliche Summe
ist dann holomorph in einer Umgebung von z (da z # zo, ..., zn). Die rechte
Teilreihe dagegen ist kompakt konvergent, in {w € C : |w| < Ry} mit an-
deren Worten gleichméssig konvergent. Dies folgt aus dem WeierstraBischen
M-Test mittels der Majorantenreihe Y 77 .1 €. Da jeder der Summanden

H,(z)—P,(2) , v>N+1

zudem eine holomorphe Funktion in {w € C : |w| < Ry} darstellt, folgt
daher, dafl die zweite Reihe eine holomorphe Funktion in der offenen Kreis-
scheibe vom Radius Ry definiert.

Fiir jedes v < N gilt dann aber

N
Hauptteil, (f(z)) = Hauptteil, (Z H,(z)— P,,(z)) = H,(2).
v=0

Da N beliebig gros gewéhlt werden kann, ist damit ist der Satz von Mittag-
Leffler bewiesen.

Bemerkung: Die Terme —P,(z) nennt man konvergenzerzeugende Sum-
manden.

< % fir v > 2|z|. Man
erhilt die absolut lokal gleichmissig konvergente Reihe

=3 ()

v=1
auf C\ N. Dies ist der Spezialfall z, = v, R, = v/2, P,(z) = —1/v, sowie
€, = |z|/n? (fiir fest gewihltes z) der obigen allgemeinen Konstruktion.

1
z—v’ Z—Vv v

Beispiel: Sei H,(z) = 1. Dann ist ’— +1

6.2 Weierstraf3-Produkte

Definition: Man sagt ein unendliches Produkt

(L+a)(l+a)(l+as)-- (a, €C)

konvergiert absolut, falls die zugehorige Reihe

la1| + |az| + [a3| + - -

konvergiert.
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Folgerungen aus der absoluten Konvergenz eines Produktes:

(i) Fiir ein N > 0 gilt |a,| < 1 fir v > N und log(1 + a,) (Hauptteil des
Logarithmus) ist definiert, da 1 + a, # 0.

(i) Y92 41 log(l 4 a,) konvergiert absolut.

(iii) limy oo [T°=y(14+ay) = [IV (14 ay) - exp (30 N1 log(1 + ay)) fiir alle
n. Hierbei ist N beliebig, aber so dass gewihlt dass a, # —1 gelte.

(iv) limp—oo [ 11 (1 +a,) = 0 genau dann, wenn einer der Faktoren null ist.

Beweis: (i) ist klar: (ii) folgt aus |log(1 + 2)| < const|z| fiir |2| < ; f(2) =

W ist daher holomorph fiir |z| < 1.

(iii) folgt aus exp o log = id und der Stetigkeit von exp.
(iv) folgt, da exp # 0 fiir alle Werte, aus Eigenschaft (iii).

Achtung: Fiir a, = —1 4 2 gilt [[32,(1 + a,) = 0, ohne daf einer der
Faktoren null ist. Fiir (iv) ist also die absolute Konvergenz des Produkts
wesentlich.

Lemma: Sei D C C offen und ) ;2 f, eine kompakt konvergente Reihe
holomorpher Funktionen f, : D — C. Das unendliche Produkt

o)

[T+ /()

v=1
ist definiert, absolut konvergent auf Kompakta und definiert eine holomor-
phe Funktion auf D. Diese ist null bei z genau dann, wenn dies fiir einen
seiner Faktoren gilt.

Beweis: Analog wie oben!
Nach diesen Vorbemerkungen iiber unendliche Produkte betrachten wir nun
ein Gebiet D und eine abgeschlossene diskrete Teilmenge S C D.

Problem: Konstruiere eine meromorphe Funktion f : D — C mit den
Eigenschaften

(i) f(2) #0,00 fiir z ¢ S.
(ii) v,(f) = n, fir alle z € S.

(Hierbei bezeichne v,(f) die Pol-, Nullstellenverteilung von f in z.)

Satz: Dieses Problem besitzt immer eine Losung fiir D = C.
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Bemerkung: Es geniigt den Fall zu iiberpriifen, wo alle n, > 0 sind!

Beweis des Satzes (im Speziallfall D = C):

Wihle eine Hilfsfolge €, mit >, &, < 0o .
Ansatz: OBdA sei |zg| < |z1] < |zo| < ---. Sei

[ee]

fz2) =TI (= = 2)" exp(P,(2)).

v=0

Hierbei wihlen wir geeignete Polynome P,(z). Die exp(P,(z)) heiBen kon-
vergenzerzeugende Faktoren.

Beachte: Fiir |z| < |z,| existiert, da sternférmige offene Mengen Elemen-
targebiete sind, eine holomorphe Funktion g, (z) mit

(z = 2)"* exp(gu(2)) = 1.
Die Taylorentwicklung konvergiert kompakt fiir |z| < |z, |, somit gilt fiir eine
Partialsumme P,(z) der Taylorentwicklung von g,
|(z — z)" exp(P,(2)) — 1] < &,

fiir |2 < &[2,.

Folgerung 1: Y °° &, ist eine Majorante fiir >0 [(z — 2,,)"* exp(P,(2)) — 1|.

Folgerung 2: Das Produkt f(z) [[)—(z—2,)"* exp(P,(2)) konvergiert ab-
solut auf jedem Kompaktum von C.

Folgerung 3: f(z) ist holomorph auf C und f(z) = 0 genau dann, wenn
z € S, mit v,(f) = n, fir alle z € S.

Bezeichnung: So definierte Produkte nennt man Weierstraflprodukte.
Korollar: Jede auf C ganze Funktion f(z) schreibt sich in folgender Form:
f(2) schreibt sich als ein Produkt f(z) = h(z)exp(g(z)), wobei h(z) ein

Weierstrafiprodukt ist und g(z) eine ganze Funktion.

Korollar: Jede auf C meromorphe Funktion ist Quotient zweier ganzer
Funktionen.
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Beispiel:

z H (1—) ”:zﬁ<1—f;>

n=-—00 n=1

(das Produkt der linken Seite lduft iiber Z mit Ausnahme der Null) hat
dieselben Nullstellen wie Smﬂ”.

Die logarithmischen Ableitungen von beiden Seiten sind

COS T2 1 i 22
2 _ 9"
=22 —n

m— ,

sinmz z
Die Gleichheit dieser Ableitungen sei als Ubungsaufgabe gestellt. Aus ihr
folgt die Gleichheit der urspriinglichen Ausdriicke durch Vergleich der Resi-
duen im Punkt z = 0.

. cosTz __ _-efpei® __.e2i24]
Bemerkung: m3°7% = mitott o = miSm .

3 2
Zusammenfassung: *2% = 2 [[72 (1 — %) .
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Kapitel 7

Konforme Abbildungen

7.1 Der Riemannsche Abbildungssatz

Seien D, D’ Gebiete in C.

Definition: Eine Abbildung ¢ : D — D’ heifit konform, falls gilt:
(i) ¢ ist analytisch.

(ii) ¢ ist bijektiv.

(iii) p~! ist analytisch.

Bemerkung 1: Aus (i) und (ii) folgt (iii).
Beweis: Aus der Injektivitdt von ¢ auf D folgt

¢'(2) #0

fiir alle z € D mit dern Methoden von Abschnitt 4.3. Aus dem Satz von der
Umkehrfunktion folgt, dass die Umkehrfunktion ¢! stetig partiell differen-
zierbar ist und die Cauchy Riemann Differentialglichungen erfiillt. Daher ist

1

dann auch ¢~ : D" — D eine analytische Bijektion.

Dies zeigt, dass konforme Aquivalenz im nachfolgenden Sinn eine Aquiva-

lenzrelation auf der Menge aller Gebiete in C definiert.

Definition: D’ und D heiflen konform Aquivalent, wenn es eine konforme

Abbildung ¢ : D — D’ gibt.
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Bemerkung 2: Ist D C C eine Gebiet und ¢ : D — C einen injektive
holomorphe Abbildung, dann ist D' = ¢(D) ein zu D konform #quivalentes
Gebiet. Hier wird natiirlich der Satz von der Gebietstreue benutzt.

Lemma: Ist D' konform dquivalent zu D und D Elementargebiet, so ist D’
FElementargebiet.

Beweis: Sei

0:D — D
eine konforme Abbildung und f : D’ — C analytisch. Zu zeigen ist, f(z)
besitzt eine Stammfunktion F(z) auf D', d.h. auch D’ ist Elementargebiet.

Ansatz: F(z) = G(¢(z)) fiir geeignetes holomorphes G : D — C.

Die Ableitung F”'(z), nach der Kettenregel also G'(¢(2))-¢'(z), soll f(z) wer-
den. Wir setzen deshalb G(() an als die Stammfunktion G'(¢) = ¢g(¢) einer
holomorphen Funktion g({) (hier benutzen wir, dass D ein Elementargebiet
ist) fiir die gelten soll g(p(2)) - ¢'(2) = f(z). Also

Damit ist das Lemma bewiesen.

Folgerung: Die konforme Aquivalenz definiert eine Aquivalenzrelation auf
der Menge aller Elementargebiete in C.

Beispiel zweier konform nicht dquivalenter Elementargebiete:
D = E (Einheitskreis), D’ = C (komplexe Zahlenebene).

Beide Mengen sind sternférmig und somit Elementargebiete. Eine konforme
Aquivalenz
p:D'—D, D=C, D=E

wire eine beschrinkte holomorphe Abbildung ¢ auf C, also konstant nach
dem Satz von Liouville. Dann wére D = ¢(C) ein Punkt. Widerspruch !
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Der Riemannsche Abbildungssatz:

c
Jedes Elementargebiet D # C ist konform dquivalent zum Finheitskreis E.

Strategie des Beweises: Man konstruiert die gesuchte konforme Aquiva-
lenz durch eine Kette von sukzessives konformen Aquivalenzen. Diese findet
man, indem man geeignete injektive holomorphe Abbildungen betrachtet
und die auftretenden Elementargebiete durch ihre (konform &quivalenten)
Bilder ersetzt. Der Beweis zerfillt in zwei Schritte

(1) Konstruiere zuerst eine konforme Aquivalenz D 2% D, C E von D auf
eine Teilmenge D; des Einheitskreises £ mit 0 € D;.

(2) Studiere dann unter der Menge all solcher (1, D1) dasjenige mit ‘groBtmogli-
chem ’ Bild D C E. Die technischen Details finden sich in Abschnitt 7.2.

Behauptung: Letzteres ist die gesuchte Aquivalenz ¢ : D - E.

Hierbei ist natiirlich noch zu kldren, was man mit gréfftmoglich eigentlich
meint.

Details zu Schritt (1):
(i) Wahle ein @ € D. Via Translation von D obdA a = 0, das heisst 0 ¢ D.

(ii) Die Funktion h(z) = z ist nicht null auf D, D ist Elementargebiet. Also
existiert eine holomorphe Wurzel g : D — C mit g(2)? = h(z).

(iii) Die Abbildung g hat die Eigenschaft

9(z) = £g(w) = z=uw,

insbesondere ist daher g(z) injektiv und holomorph, wie der Satz von der
Gebietstreue impliziert!

Folgerung: g : D — g(D) ist eine konforme Aquivalenz.

Bemerkung 3: Ganz allgemein ist eine holomorphe Wurzel g(z) einer in-
jektiven Funktion h(z) wieder injektiv ist. In der Tat folgt aus g(z)% = h(z)
und ¢(z) = g(w) (oder nur g(z) = £g(w)) durch Quadrieren h(z) = h(w)
und damit z = w.

Wegen (iii) erhilt man folgendes Bild
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ot " 5,(9)

(iv) Beachte: Auch 0 ¢ g(D). Sei P € g(D) = Kugel um P in g(D) wegen
des Satzes von der Gebietstreue! Das negative dieser Kugel liegt dann
nicht in g(D).

(v) Translation mit P und Streckung. Damit liegt oBdA eine Kugel K (0, r)
im Komplement von ¢g(D) und damit obdA g(D) C {z||z| > 1}.

(vi) Inversion am Einheitskreis: Die Abbildung ¢(z) = 2~! bildet {z||z| > 1}
konform auf F \ 0 ab, und g(D) auf eine konform dquivalentes Gebiet in E.

Mittels dieser Reduktion kénnen wir uns also vollig auf Elementargebiete
D C FE beschréinken!

Wie wir im Beweis des néchsten Lemmas sehen werden, kénnen wir durch
Anwenden einer geeigneten Mobiustransformation M (z) dann zusitzlich
noch annehmen 0 € D.
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Wir fixieren nun unser Elementargebiet D mit 0 € D C F und studiere
»Aufblasungs“-Abbildungen.

(a) ¢ : D — E holomorph, injektiv

(b) ¢(0) =0
Sei M die Menge aller solchen konformen Abbildungen ¢ von D. Jedem ¢ €
M wird zugeordnet, als Ma$ fiir ihre Vergroflerung, der Vergrosserungsfaktor

¢ = 1¢'(0)] € Rso -
Dies definiert eine Abbildung
M — R>0 .
Bemerkung 4: Ist D = FE, dann folgt aus dem Schwarzschen Lemma
1" (0)] <1 mit |¢'(0)] =1 nur, falls p(z) = -2z mit { € C und |{| = 1.

Bemerkung 5: Da D offen ist, gilt wegen 0 € D auch {z : |z| < r} C D fiir
ein geeignetes r > 0. Damit folgt aus
0o:D—E , ¢0)=0
nach dem Schwarzschen Lemma
' (0)] <™

Die Streckungsfaktoren sind fiir gegebenes D also a priori nach oben beschréankt.
Umgekehrt gilt

1

C
Lemma: Ist D # FE ein Elementargebiet mit 0 € D, so gibt es ein p € M
mit den Figenschaften (a) und (b) und einem Vergriferungsfaktor

£"(0)] > 1.

Beweis des Lemmas:

Vorbemerkung: Die M6biustransformation
z—a

1—az

2 M(z) = Ja] <1

definiert eine konforme Selbstabbildung des Einheitskreises E auf sich (Ubungs-
aufgabe). Insbesondere ist sie holomorph und injektiv auf E und bildet a
auf 0 ab.

Wiéhle ein a ¢ D, a € F.
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Dann ist M (z) holomorph und nicht null auf D. Es existiert also die Wurzel
h(z) : D — E analytisch, injektiv

der Mobiustransformation h(z)? = M(z) auf dem Elementargebiet D.
Beachte: h(z) € E < h%(z) € E (benutze Polarkoordinaten!)
Setze nun h(z) — h(0)
2) —
ole) = L

1 —h(0)h(z)

Wegen |h(0)| < 1 und |h(z)| < 1 folgt dann ¢ € M, d.h.
¢: D — E analytisch, injektiv

©(0)=0.
Wir berechnen jetzt |¢'(0)] und zeigen |’ (0)] > 1.

Nebenrechnung:

/ —
Pz = (1-hO)h(2))? —h@h()]
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Aber 2h(2)l(2) = (M(z)) = U= E0C0 — ook, und 24(0)1(0) =

1 — a@. Also wegen h(0)2 = M(0) = —a, d.h. |h(0)| = ]a\%, daher

1— |al|?
W) = 114
2|a|z
und damit
, 1 (0) 1 — |af? ja] =% + |a|2
POV =T Or = o - 2
[hO)* 2]alz(1 - |a])

Aus der binomischen Formel folgt dann

1 1
jal % + Jal
o) = HHEE s

wegen |a| < 1. Damit ist das Lemma bewiesen.

(2) Technische Annahme: Sei D C FE ein fixiertes Elementargebiet mit
0 € D. Unter allen ¢ € M, d.h. unter allen holomorphen, injektiven
Abbildungen

¢p:D—E, ¢0)=0

existiere eine mit maximalem Faktor |¢'(0)].

Behauptung: Ein solches o € M ist surjektiv, d.h. definiert eine konforme
Aquivalenz von D mit E.

Beweis: Das letzte Lemma angewandt auf das Elementargebiet ¢(D) C E
wiirde uns ein ¢ : (D) — E liefern und damit

D% o) E

0—0—0

(falls (D) £ E) mit [¢/(0)] > 1.

Dann ist die Komposition ¥ o ¢ : D — FE eine injektive, holomorphe
Abbildung mit (¢ o ¢)(0) = 0 und

(0 9)(0)] = [¢'(0)] - [¢"(0)] > £ (0)]
im Widerspruch zur Maximalitét von |¢'(0)]. Also ist ¢(D) = E.
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7.2 Beweis der technische Annahme (2)

Wie wir gesehen haben geniigt zum Beweis des Riemannschen Abbildungs-
satzes der Beweis der technischen Annahme!

Bemerkung: Wie wir bereits gesehen haben folgt aus der Annahme 0 € D
0< M =sup{|¢'(0)]:p € M} <.
Betrachte eine Folge ¢, € M
on:D—FE
mit |¢),(0)| — M.
Problem: Zeige

(1) ¢, besitzt eine lokal gleichmiBige, d.h. kompakt konvergente Teilfolge
mit wohldefinierter Grenzfunktion ¢ = lim ¢,,. Diese ist holomorph auf D.

(ii) ¢ : D — E hat Werte in E.

(iii) ¢ ist injektiv!

Beachte (ii) folgt sofort aus (i), denn offensichtlich gilt (D) C {z : |z| < 1}.
Daher ¢(D) C E wegen dem Satz von der Gebietstreue!

Beweis von (i). Man benutzt den Satz von Arzela-Ascoli:

Sei im folgenden D C C ein beliebiges Gebiet in C. Eine Menge M von
Funktionen f: D — C heifit gleichgradig stetig in a € D, falls gilt:

Ve>030>0VfeMVzeD : |z—a|<d = |f(z)— fla)] <e.

Eine Menge M von Funktionen heifit gleichgradig beschréinkt in a € D,
falls gilt:

ICVfeM: |fa)|<C

M heifit gleichgradig stetig beziehungsweise gleichgradig beschrankt auf D,
falls obige Bedingungen fiir alle Punkte a € D gelten.

Bemerkung: Die Menge M, die wir fiir den Beweis des Riemannschen Ab-
bildungssatzes definiert haben, ist gleichgradig stetig und beschrinkt.

Beweis: Dies folgt aus der Cauchy Integralformel wie folgt
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A\

o)~ plall = |5 f |-l

2mi Jra (¢ = 2)(C —a)

und das hier auftretende Integral 148t sich wegen

POl <1 firCeD
durch die Konstante 2/r abschétzen fiir alle [z — a| < §.
Satz von Arzela, Ascoli: Sei D C C offen und M eine gleichgradig stetige
und beschrinkte Menge von Funktionen auf D. Dann besitzt jede Folge

on € M

eine konvergente Teilfolge, welche gleichmdf$ig und absolut auf Kompakta
K C D konvergiert.

Beweis: S = DN (Q+ Qi) ist eine abzdhlbare dichte Teilmenge von D.

Da M gleichgradig beschrankt ist, kann man fiir jedes s € S eine konvergente
Teilfolge auswiihlen. Mittels eines Diagonalschlusses kann man dann sogar
eine Teilfolge auswéhlen, welche fiir alle s € S konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dafl diese Teilfolge fiir alle z € D konvergiert und dies
absolut und gleichméfBig auf Kompakta in D.

Sei K C D kompakt. ObdA sei hierbei K ein Rechteck mit rationalen Eck-
punkten in D. Wéahle ein € > 0. Fiir gegebenes ¢ > 0 und a € D existiert
nach Annahme ein §(a) mit

79



|z —al <d(a) = [f(2) = fla)] <& (feM).

Fiir das Kompaktum K C D existieren endlich viele aq,...,a; € S so, dafl
die offenen Kreise K (a,,d(ay)) ganz K iiberdecken. Fiir z € K folgt daher

lon(2) — em(2)] < len(2) — onlay) + omlan) — om(2) + vnlar) — pm(ay)]

<e+e+lon(ar) — om(a)l
falls z € K(ay,d(ay)), und damit wird |¢,(z) — ¢m(2)| abgeschitzt durch

< 2+ max. lon(ay) — pm(ay)] < 3¢ falls n,m > no(e) ,
v=1,...,

da ¢, auf den Punkten aq, .., a; aus S konvergiert. Damit ist der Satz gezeigt.

Beachte: In unserem Fall sind die Funktionen ¢, sogar holomorph auf D.
Dies impliziert, dass die Grenzfunktion ¢ als kompakt konvergenter Limes
der holomorphen Funktionen ¢, auf D wieder holomorph auf D ist. Mehr
noch; wir haben im Falle von kompakter Konvergenz holomorpher Funktio-
nen gezeigt, dass die Ableitung mit der Limesbildung vertauscht. Das heisst
in unserer Situation gilt sogar

Folgerung:

(a) pn — @ konvergiert gleichmaf$ig auf Kompakta von D.
(b) Die Grenzfunktion ¢ ist holomorph auf D.

(c) ol — & konvergiert gleichmdfig auf Kompakta von D.

Insbesondere gilt also |¢!], (0)] — |¢'(0)], also

[l ()] = M >0].

Beweis von (iii). Wir zeigen: ¢ injektiv ist auf D.

Angenommen ¢(a) — ¢(a’) = 0 fiir a,a’ € D mit a # a'. Die auf D holomor-
phe Funktion

f(z) = p(2) — o(d)

ist nicht konstant, denn sonst wiire M = |¢'(0)| = 0. Also ist z = a die
einzige Nullstelle von f(z) in K = {z : |z — a|] < r} fiir geniigend kleines
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0 < r < |a — d'|. Insbesondere gilt |f(z)| > & > 0 fiir z mit |z — a| = r.
Wegen der Injektivitdt von ¢, besitzen die auf D holomorphen Funktionen

gn(2) = pn(2) = en(a’)

andererseits keine Nullstelle in K (wegen r < |a — d|), und konvergieren
wegen (a) gleichméssig auf dem Kompaktum K C D gegen f(z)

gn(2) = [f(2) -
Fiir n > ng(e) gilt daher

f(2)—gn(2)| <e< |f(z)| , |z—al=r.

Nach dem Satz von Rouche besitzen f(z) und g,(z) gleich viele Nullstellen
in K. Ein Widerspruch! Dies zeigt die Injektivitit von ¢(z) auf D.
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7.3 Die Gruppe der konformen Selbstabbildungen

Sei D ein Gebiet. Sind ¢1, @2 : D — D konforme Selbstabbildungen, dann
auch ¢ o w9 und (pl_l. Weiterhin ist id : D — D konform.

Sei Aut(D) also die Gruppe der konformen Selbstabbildungen.

Lemma: Sind D1 und Do konform dquivalent beziiglich o, dann sind die
Gruppen Aut(D1) und Aut(Ds3) isomorph.

Beweis:

Aut(Dy) — Aut(Ds) , o1 topiogp

ist offenbar ein Isomorphismus!

Die Automorphismengruppen der beiden Typen von Elementargebieten in
C sind gegeben durch:

Aut(C) :

Ist ¢ : C — C konform, so ist ¢ ganze Funktion auf C. Nach dem Satz
von Casorati-Weierstrafl und der Injektivitdt von ¢ in co hat ¢ hochstens
einen Pol in co. Nun aber ist ¢ holomorph auf C und damit gebrochen
rational. Wegen der Injektivitit auf C ist ¢ ein Polynom und sogar linear.
Die Umkehrung ist trivial, und wir haben damit gezeigt:

’Aut(C):{cngp(z):az—kb, a € Cr, bGC}.‘

Bemerkung: Analog zeigt man, daf§ die Gruppe der bijektiven, mero-
morphen Selbstabbildungen von C nach C isomorph ist zur Gruppe aller
Mbobiussubstitutionen. Aut(C) ist die Untergruppe aller dieser Substitutio-
nen, welche oo in oo iiberfiithren.

Einheitskreis : Aut(E)

Sei ¢ : E — F eine konforme Aquiavlenz mit ¢(0) = 0. Dann folgt aus dem
Schwarzschen Lemma |¢’(0)] < 1. Aus der analogen Aussage fiir ¢! folgt

()] =1.
Nach dem Schwarzschen Lemma ist ¢(z) = (- 2z (|¢| =1, ¢ € C).
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Folgerung:

b —
Aut(E) ={M(z) : M = (ba ), a,b € C, aa—bb = 1 oder |a>~[b]* > 0} .
—a

Beweis: Die Mobiustranformationen, die F als Menge erhalten, operieren
transitiv auf dem Einheitskreis F.
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Kapitel 8

Eine topologische
Charakterisierung von
Elementargebieten

Sei f: D — C holomorph, D Gebiet in C.
Sei ¢ : [a,b] — D ein stetiger Weg, d.h. einen stetige Abbildung nicht

notwendig stiickweise glatt!

Lemma: Sei K = [a,b]” C R"™ kompakt und ¢ : K — D stetig. Dann
existiert eine Unterteilung des Wiirfels in dquidistante Teilwiirfel derart,
daf$ die Bilder der Teilwiirfel enthalten sind in kleinen Kreisscheiben C D.

Bild:

84



Beweis: Dies folgt aus einem Kompaktheitsschluss unter Benutzung der
Stetigkeit von .

Fiir n = 1 erhilt man (fiir V gross genug) eine Unterteilung des Definitions-
bereiches von ¢ in v = 1,.., N Teilintervalle, deren Bilder in Kreisscheiben
innerhalb von D liegen. Dies erlaubt folgende

Definition von [, f(z)dz fiir stetige Wege ¢:

/@f(z)dz et iv:/wizﬁyﬂ) f(z)dz

v=0 %O(T”)

S [ (o) - ()

da die holomorphe Funktion f(z) in der v-ten Kreisscheibe jeweils eine
Stammfunktion F),(z) besitzt (denn Kreisscheiben sind Elementargebie-
te)!

Bemerkung:

(i) Das so definierte Wegintegral hingt nicht von der Wahl der Untertei-
lung ab.

(ii) Fiir stiickweise glatte Wege erhélt man die urspriingliche Definition.

Seien @1, @3 : [0,1] — D zwei Kurven (d.h. stetige Abbildungen).

Definition: ¢; heifit homotop zu 9 in D (relativ zu den Endpunkten),
falls eine stetige Abbildung

h:[0,1*> = D

existiert mit

h0,8) = @1(t),  h(1,1) = pa(t)

h(s,0) = 1(0) = 2(0), h(s,1) = p1(1) = p2(1).
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Bild:

&)= <f;(-|\

(fo(o) = ﬂw)

Eine Kurve heiffit nullhomotop, falls
(i) sie geschlossen ist;
(ii) homotop zum Punkt.

Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz:
Sei D Gebiet, f: D — C holomorph und ¢ eine nullhomotope Kurve. Dann
gilt

[pf(z)dz =0.

Beweis: Man zeigt fiir zwei in D homotope stetige Wege @1 und 9

/(p1 f(z)dz = /@2 f(z)dz .

Dazu unterteilt man I? im obigen Sinne #quidistant, so dass jedes der
N? Teilquadrate Bild unter der Homotopie in einem Kreis (d.h. in einem
Elementargebiet) hat. Fiir die Ridnder dieser kleinen Teilquadrate gilt der
Cauchysche Integralsatz tautologisch wegen der Existenz von Stammfunk-
tionen in Elementargebieten. Addiert man all diese verschwindenden We-
gintegrale iiber die Kanten der Teilquadrate auf, ergibt sich das Integral
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Jar2 f(2)dz iiber den Rand von I?. Dieses ist somit Null. Zwei der Rand-
wege haben Bild in einem Punkt, und verschwinden daher. Es folgt 0 =

Jorz F(2)dz = [, f(z)dz — [, f(2)dz. QED

Satz: Sei D Gebiet in C. Aquivalent sind
(i) D ist Elementargebiet.
(ii) Jede geschlossene Kurve in D ist nullhomotop.

Beweis: (ii) = (i) ist klar, (i) = (ii) folgt aus dem Riemannschen Abbil-
dungssatz.

Korollar: Aquivalent sind fiir ein nicht leeres Gebiet D C C:

(i) D ist ein Elementargebiet.

(ii) Jede holomorphe Funktion auf D besitzt eine Stammfunktion.

(iii) Jede holomorphe Funktion f auf D, welche den Wert null nicht
annimmt, schreibt sich in der Form

f(z) = exp(g(2))

mit g holomorph auf D.

(iv) Jede holomorphe Funktion f auf D, welche den Wert null nicht
annimmt, besitzt eine holomorphe Quadratwurzel g auf D: g?(z) = f(z).

(v) D ist konform dquivalent entweder zu C oder zum komplezen Ein-
heitskreis.

(vi) Jede (stetige) geschlossene Kurve in D ist nullhomotop. Das heisst
D ist einfach zusammenhdngend.

Beweis. Wir haben im Verlauf der bisherigen Untersuchungen holomorpher
Funktionen gezeigt (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) = (vi) und natiirlich
folgt (vi) = (i) aus dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz. QED

Harmonische Funktionen. Sei D ein nichtleeres Gebiet in C. Eine reell-
wertige 2 mal stetig partiell differentzierberae Funktion u(x,y) auf D heisst
harmonisch, wenn u(x,y) vom Laplaceoperator

A =0/02* + 0% /0y°
annuliert wird.

Beispiel 1: Ist f(z) holomorph auf D, dann sind Realteil u(x,y) und Ima-
ginérteil v(x, y) von f(z) harmonische Funktionen. Dies folgt aus den Cauchy-
Riemann Differentialgleichungen! Man nennt v(z,y) harmonisch konjugiert
zur harmonischen Funktion u(zx,y).
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Beispiel 2: Ist u(x,y) harmonisch auf D, dann ist

9(2) = Lu(,y) - z'aayu(x,y)

Ox
holomorph auf D (benutze die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen).
Im Fall u(x,y) = Re(f(z)) von Beispiel 1 gilt dann g(z) = f'(z) (wieder
Cauchy-Riemann).

Wenn jede holomorphe Funktion g(z) auf D einen Stammfunktion f(z) be-
sitzt (also D ein Elementargebiet ist), dann besitzt wie oben gezeigt wurde
jede harmonische Funktion u(z,y) auf D eine harmonisch konjugierte Funk-
tion v(x,y) auf D, und jede harmonische Funktion u(x,y) auf D ist damit
insbesondere unendlich oft partiell differenzierbar! Es gilt aber auch die Um-
kehrung

Satz: Besitzt jede reelle harmonische Funktion u(zx,y) auf einem Gebiet D
eine harmonisch konjugierte Funktion v(x,y) auf D, dann ist das Gebiet D
ein Elementargebiet.

Beweis: Angenommen f : D — C sei analytisch und auf dem Gebiet D
nirgends Null. Dann zeigt eine leichte Rechnung:

u(z,y) = log | f(x +iy)|

ist harmonisch. Nach Annahme an D existiert eine holomorphe Ergénzung
g(z) auf D

9(2) = u(z,y) +iv(z,y) .
Dann ist aber h(z) = exp(g(z)) analytisch auf D und nirgends Null, und es
gilt per Definition

Aus dem Satz von der Gebietstreue, angewandt auf die holomorphe Funktion
f(2)/h(z), folgt daraus f(z) = h(z). Also haben wir zu f(z) eine holomorphe
Funktion g(z) auf D konstruiert mit der Eigenschaft f(z) = exp(g(z)). Dies
ist Eigenschaft (iii) des letzten Korollars. Aus dem letzten Korollar folgt
damit die Behauptung. QED
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Kapitel 9

Elliptische Funktionen

Fiir zwei R-linear unabhéngige komplexe Zahlen w; und wy (im folgenden
auch Perioden genannt) sei

I'=Z-wi1+7Z- ws

das von den Perioden aufgespannte Gitter. Fiir jedes Translat F = zg + Fg
der Parallelogramms Fp = {u-wi +v-ws : 0 <wu,v <1} gilt dann

C=T+7F.

Wir betrachten jetzt sogenannte elliptische Funktionen: Per Definition sind
dies meromorphe Funktionen f : C — C, welche doppelperiodisch
f(2) = f(z+w1) = f(z + w2) sind oder welche gleichbedeutend dazu

fle+7)=1f(z) , 7vel

erfiillen. Summen, Produkte etc. elliptischer Funktionen in diesem Sinne
sind offensichtlich wieder elliptisch. Die elliptischen Funktionen zum Gitter
I bilden daher einen Korper. Weiterhin gilt: Ist f(z) elliptisch, dann auch
die Ableitung f(z).

Bemerkung: Ist f(z) eine elliptische Funktion zum Gitter I' = Z-wj +Z-wy,
dann ist f(z/wi) eine elliptische Funktion zum Gitter I' = Z + Z - wy/w;.
Man kann daher obdA annehmen: eine der beiden Perioden ist gleich 1 und
die andere Periode 7 = we /w; erfiillt Im(7) > 0.
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9.1 Bedingungen an die Null- und Polstellen

Sei f(z) eine solche elliptische Funktion. Wir nehmen an f(z) sei nicht kon-
stant. Dann ist g(z) = f/(2)/f(z) wieder eine elliptische Funktion. Wir
wéhlen F so, dass kein (!) Pol und keine (!) Nullstelle von f(z) auf dem
Rand von F liegt. Sei v der geschlossene stiickweise glatte Weg iiber die
stiickweise linear parametrisierter Rénder des Parallelogramms F gebildet
im Gegenuhrzeigersinn. Aus der Periodizitdt von g(z) folgt dann

5 [, 9(2)dz =0,

da sich die Integrale iiber jeweils zwei gegeniiberliegende Winde wegheben.

Analog zeigt man

%m.fvzg(z)dz e I'|.

Beweis: Die Wege ¢; : [0,1] — C definiert durch ¢;(t) = f(t - w;) sind glatt
und geschlossen, und nach Annahme liegt z = 0 nicht auf ;. Daher sind die
Umlaufzahlen N(p;,0) = = [ g(2)dz wohldefiniert und ganzzahlig. Das
Integral [, zg(z)dz ist

w1 w2

(z +wo)g(z)dz — /0 29(2)dz ,

w1 w2
/ zg(z)dz+/ (w1 + 2)g(z)dz —/
0 0 0
also gegeben
w2 w1
=w / g9(z)dz — wo / g(z)dz .
0 0
Daraus folgt die Behauptung. QED

Die obigen beiden Integralformeln fiir g(z) = f/(2)/f(z) liefern mit Hilfe des
Residuensatzes Bedingungen an die Nullstellen und Polstellen einer nicht
konstanten elliptischen Funktion f(z). Aus den Formeln von Abschnitt 5.7
folgt ndmlich unter obigen Annahmen an f(z) und F

1. Die Zahl der Nullstellen von f(z) in F ist gleich der Zahl der Polstellen
von f(z) in F (beides gezdhlt mit Vielfachheiten). Man nennt diese
Zahl N die Ordnung der elliptischen Funktion f(z).

2. Sind ay, ..., ay die Nullstellen von f(z) und by, .., by die Polstellen von
f(2) in F (beides gezéhlt mit Vielfachheiten), dann gilt

ai+--+ay—b —---—by € T.
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Bemerkung. Fiir eine elliptische Funktion f(z), hat f(z)— const die selben
Pole. Wendet man Aussage 1. an auf f(z) — const anstelle von f(z), sieht
man dass eine nicht konstante elliptische Funktion jeden (!) Funktionswert
in C gleich oft an nimmt (bei richtiger Z#ahlweise). Daraus folgt, dass eine
nichtkonstante elliptische Funktion mindestens eine Polstelle besitzen muss
(N >1). Aus Bedingung 2. folgt sogar

N>2,
denn anderfalls erhielte man den Widerspruch a; € b1 + T

Der folgende fundamentale Satz besagt nun, dass diese beiden notwendigen
Bedingungen 1. und 2. auch hinreichend sind.

Abelsches Theorem. Fir die Existenz einer nichtkonstanten elliptischen
Funktion f(z) zum Gitter T mit Nullstellen aq, ..., apr und Polstellen by, .., by
(gezihlt mit Vielfachheiten und obdA im Inneren eines geeigneten Paralle-
logrammes F) sind die Bedingungen N = M wund Ejyvzl ay — Zivzl b, el
notwendig und hinreichend.

Zum Beweis des Abelschen Theorems benutzen wir die sogenannten
9.2 Thetafunktionen

Fiir gegebenes Periodengitter I' ist eine Thetafunktion eine holomorphe
Funktion
f:C—C

mit dem Transformationsverhalten

0(z+7) = exp(a(fy)z + b(7)> “0(z)| , ~rel

fiir geeignete komplexe Konstanten a(7y), b(7y), welche von v € " abhéngen.
Insbesondere erfiillt g(z) = 6'(z)/0(z) dann die Gleichungen g(z + ) =
a(y) + g(z). Daraus folgt notwendiger Weise

a(y++)=aly)+a(®) , v el.

Bemerkung 1: Ist 6(z) eine Thetafunktion, dann liefert logarithmisches

Ableiten
0'(2)

0(z)

0'(z+)

0(z+7) a(y) +
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Insbesondere ist dann (6'(z)/6(z))" eine elliptische Funktion.

Bemerkung 2: Ist a eine Nullstelle einer Thetafunktion 6(z), dann ist auch
a + v eine Nullstelle von 0(z) fiir alle v € T'. Eine Thetafunktion ist durch
ihre Nullstellen im wesentlichen festgelegt. Eine Thetafunktion ohne Null-
stellen schreibt sich ndmlich auf C in der Form 6(z) = exp(Q(z)) fiir ei-
ne ganze Funktion Q(z). Aus dem Transformationsverhalten von 0(z) folgt
dann Q(2)” = Q(z + )" fiir alle v € T'. Als ganze elliptische Funktion ist
Q(z)" aber dann notwendig konstant, und damit ist Q(z) ein quadratisches
Polynom in z.

Beweis des Abelschen Theorems: ObdA kann man annehmen w; = 1
und wy = 7 mit Im(r) > 0. Ausserdem kénnen wir YN a; = SN, b,
annehmen indem man ay um einen geeigneten Gitterpunkt v € I" abéndert.

Sei 0(z) eine Thetafunktion fiir I" mit einer einzigen Nullstelle. Durch Trans-
lation des Arguments kann man dann annehmen, diese Nullstelle sei z = 0.
In diesem Fall ist dann

meromorph und doppelperiodisch (!) und hat per Definition die gewiinschten
Null- und Polstellen.

Zum Beweis des Abelschen Theorems geniigt daher die Existenz der

Riemannschen Thetafunktion

0(,2) =3 ez exp(mitn® + 2mizn)

Wegen I'm(7) > 0 und |exp(miTn? + 2mizn)| < const - exp(—Im(r)n?) fiir
z € K (und ein Kompaktum K in C) konvergiert diese Reihe kompakt als
Funktion von z, und ist daher eine holomorphe Funktion der Variable z.
Offensichtlich gilt

O(r,z+1) =0(t, 2)

und quadratische Ergéinzung 7n? +2(z +7)n = 7(n+1)? =7+ 22(n+1) — 22
liefert durch Verschieden der Variable n um eins

O(1,z+ 1) = exp(—2miz — wit) - 0(7, 2) .
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Die Zahl N der Nullstellen der Riemannschen Thetafunktion 6(z) = 0(r, 2)
gezahlt im Inneren eines geeignet gewéhlten Parallelogramms F ist nach
dem Residuensatz und Bemerkung 1 (beachte a(1) = 0 und a(1) = —27i)

1 ! *L 1—@7‘ z =
N—QM,LG(Z)/G(z)dz /0 (F)dz = 1.

2

Integriert wird hierbei wie iiblich iiber den Rand eines geeignet gewéhlten
Parallelogramms F. Damit ist das Abelsche Theorem bewiesen. QED

Bemerkung 3: Fiir 29 = 1/2 — 7/2 gilt

0(t, 2z0) = Z(—l)"exp(wi7(n2 —n)) .

neZ

Unter der Substitution n + 1 —n bleibt n? — n invariant und (—1)" nimmt
ein Vorzeichen auf. Also 0(T,z9) = —0(T, z9). Somit ist zg + I' die Nullstel-
lenmenge von 6(r, z).

Nach Bemerkung 1 hat die elliptische Funktion f(z) = —(6(z)'/6(z))’ eine
doppelte Polstelle in den Punkten aus I' und ist sonst holomorph. Somit
ist f(z) von der Ordnung N = 2. Substrahiert man den nullten Term der
Laurententwicklung im Punkt Null erhélt man eine elliptische Funktion p(2)
mit den selben Eigenschaften und

o(2) = 272 4+ 3a12% + 5agz? +--- |
denn notwendigerweise gilt p(—z) = p(z). Also
p(2) = —2273 + 6a12 + 20a22° 4 - - - .
Eine kleine Rechnung zeigt dann, dass die folgende elliptische Funktion
(p(2)")? — 4p(2)> + 60a; - p(z) + 140ay = 0

ganz ist und in z = 0 verschwindet, und damit konstant Null ist.
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