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KAPITEL 7/
SYMMETRIEN

Diese Vorlesung ist die Fortsetzung der Hoheren Mathematik 2 und richtet sich
an Studierende der Physik im dritten Semester. Das Hauptziel ist die Vermittlung
der mathematischen Grundlagen fiir die “moderne” (im Unterschied zur klassischen)
theoretischen Physik. Dazu werden zunéchst einige Ergebnisse der Linearen Algebra
wiederholt, auf die wir uns bereits im letzten Semester regelmassig, und manchmal
etwas unreflektiert, berufen haben, und an den Stellen weiter ausgebaut, die in
der Quantenmechanik eine ausgezeichnete Rolle spielen. Griindlich motiviert kehren
wir im Anschluss daran zur Analysis zuriick. Wir entwickeln die Integrationstheo-
rie im R", besprechen Differentialformen und Integralséitze, Hilbertraume und die
Fourier-Transformation sowie im Rahmen der Moglichkeiten partielle Differential-
gleichungen. Die Uberlegungen aus dem Sommer zum Verhiltnis zu den theoreti-
schen Physik-Vorlesungen behalten nattirlich weiter ihre Giiltigkeit.

Fir Kommentare, auch Fehlermeldungen, zum Skript, per Email an walcher@uni-
heidelberg.de, bin ich sehr dankbar. Man beachte aber, dass dieses Skript keinen An-
spruch auf Abgeschlossenheit erhebt: Viele Beweise werden bestenfalls angedeutet,
mancher Begriff nur indirekt definiert.

- Xyper-Referenzen wie etwa hier zum Kapitel 6 (Funktionentheorie), sollten spé-
testens dann funktionnieren, wenn Sie das Skript des Sommersemester ins gleiche
Verzeichnis geladen haben.

N ZuI‘ Homepage deI‘ VOI‘leSUHg www,mathiAuni—heidelberg.de/~walcher/teaching/wisel617/}106H1ap}1y8/

§ 18 Multi-lineare Algebra

Sei K ein Korper (s. Def. 1.1).

Definition 18.1. Ein Vektorraum iiber K ist eine Menge V' mit einem ausgezeich-
neten Element 0 € V und zwei bindren Verkniipfungen,

die Addition: V XV 3 (vy,v9) = v +ve €V

18.1
und die Skalarmultiplikation: K xV 3 (A\v)—= A-v:= eV (18.)
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KAPITEL 7. SYMMETRIEN
welche die folgenden Rechenregeln erfiillen:

Kommutativitat: VYoui,vg € V 1 vy 4+ v9 = v9 4+ vq,

Assoziativitdat: Yoy, ve,v3 € K (v1 + v9) + v3 = v1 + (v + v3)
VUGV,/\l,/\Q GKZ/\Q'(/\l'U): (/\2')\1)'7}

(18.2)
Neutrale Elemente: Vv e K:v+0=v, 1-v=2v
Distributivgesetze: Vv, v9 € VLA EK A (v +v9) = X013+ A0y
V’UGV,/\l,/\Q ceK: (/\1—|—>\2)'U:>\1'U—|—)\2"U
derart, dass die Gleichung
v+2x=0 (18.3)

fir alle v € V' eine (automatisch eindeutige) Losung z € V' besitzt.

Ubungsaufgabe: 0-v =0 € V Vv € V. Fiir den Rest der Wiederholung benutzen
wir im wesentlichen Prosa.

Bemerkungen/Beispiele 18.2. - In der Kursvorlesung betrachtet man Vektor-
rdume tiber allgemeinen Koérpern. Fiir die Physik sind normalerweise nur Q, R und
C wichtig.

- Fir jedesn € Ny = {0, 1,2,...} ist das n-fache kartesische Produkt, d.h. die Menge
der geordneten n-Tupel

K'=KxKx---xK={(z',....,2a")" |2’ e K} (18.4)

n mal

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Dabei
ist KO := {0}, der “triviale” Vektorraum.
- Fiir eine beliebige Menge M ist die Menge der Abbildungen

FIMK)={f: MK} (18.5)

mit punktweise Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. (F((),K) =
{0}.)

- Ein Untervektorraum eines Vektorraums ist eine nicht-leere Teilmenge W C V,
welche unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist. W ist dann selbst
ein K-Vektorraum.

- Besitzt etwa M in (18.5) weitere Struktur, so sind haufig diejenigen Abbildungen,
die mit dieser Struktur vertriglich sind, Untervektorraume von F (M, K). Wichtige
Beispiele aus der Hoheren Mathematik 2 sind Vektorraume stetiger und differenzier-
barer Funktionen.

- Ein anderes Beispiel, welches gleich noch eine wichtige Rolle spielen wird, ist der
Unterraum der Abbildungen mit endlichem Triger

F™(M,K) = {f: M — K| f(m) = 0 ausser fiir endlich viele m}

— {F M > K| [supp(f)] = #{m € M| f(m) £ 0} <o} 00
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§18. MULTI-LINEARE ALGEBRA

Bei der Untersuchung der Struktur von Vektorraumen kommen die folgenden Kon-
zepte auf.

- Fiir eine beliebige Teilmenge A C V eines Vektorraums ist die lineare Hiille die
Menge

span(A) = {Z AiU; | r € Ny, € Kju; € A} (18.7)
i=1

aller endlichen (!) Linearkombinationen. (Fiir r = 0 ordnet man der leeren Summe
den Wert 0 zu.) Offensichtlich ist span(A) ein Untervektorraum von V.
- Eine Teilmenge A C V heisst Erzeugendensystem von V| wenn span(A) = V.
- Eine Teilmenge A C V eines Vektorraums heisst linear unabhdngig, wenn fir jede
endliche Teilmenge {vy,...,v,} C A (r € N) gilt, dass aus \; € K firi =1,...,r
und

D Awi=0=X\=0Vi (18.8)
i=1
(Die leere Menge gilt auch als linear unabhéngig, der Nullvektor aber nicht.)
- Eine Basis B von V ist ein linear unabhangiges Erzeugendensystem. Eine Teilmenge
B C V ist genau dann eine Basis, wenn sich jedes v € V als

v=> v'b; mitv'€Kundb €B (18.9)

i=1

darstellen lésst und diese Darstellung bis auf Permutation und Addieren von 0 ein-
deutig ist.

- Man beachte, dass in (18.5) und in der Definition einer Basis nur endliche Linear-
kombinationen zugelassen sind. Eine Moglichkeit, unendlichen Linearkombinationen
Sinn zu geben, ist die Einfithrung einer Norm auf V', vgl. Def. 4.6, unter der man
dann beispielsweise wie in § 5 Reihen von Vektoren in V' auf Konvergenz untersuchen
kann. Dazu werden wir noch Gelegenheit erhalten.

Das wichtigste Ergebnis zur Struktur von Vektorrdaumen ist

Theorem 18.3. (i) Jeder Vektorraum hat eine Basis.

(ii) Hat V ein endliches Erzeugendensystem (man sagt auch: V ist endlich erzeugt),
so hat V' eine endliche Basis und jede Basis von V' hat die gleiche Kardinalitdt,
genannt die Dimension von V', geschrieben dim(V').

Ist V' nicht endlich erzeugt, so heisst V' unendlich dimensional. Verabredungs-
gemdss ist dim{0} = 0. Fir dim(V) = n schreiben wir auch (by,...,b,) statt
{b1,...,b,}, wenn wir uns die Basis geordnet denken, und fiillen die Komponen-
ten in (18.9) mit Nullen auf.

Bemerkungen/Beispiele 18.4. - Anfinglich scheinen die meisten Vektorrdume
“mit einer Basis geboren” zu werden. Beispielsweise ist

B=(e;=(0,....1,...,00")._, (18.10)

+
i-te Stelle
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KAPITEL 7. SYMMETRIEN

in “kanonischer” Weise eine Basis von K".
- Allgemeiner ist fiir eine beliebige nicht-leere Menge M der freie Vektorraum iiber
M die Menge der endlichen “formalen” Linearkombinationen

Free(M) = {Alml + Aomo + -+ \om, | A €K om; € M} (18.11)

mit Vektorraumoperationen, welche, im scheinbaren Unterschied zu allem Vorher-
gegangenen, erst “nachtraglich” erklart werden, ein Vektorraum mit Basis M. Tat-
séichlich ist Free(M) nichts anderes als der oben eingefiihrte Unterraum F*(M, K)
von F(M,K).

- In der Linearen Algebra lernt man jedoch, zwischen verschiedenen Basen zu wech-
seln zu schatzen, und auch fiir das Verstdndnis der Quantenmechanik ist es un-
erlasslich zu akzeptieren, dass Basen von Vektorrdumen zusatzliche physikalische
Information darstellen und keine a priori bevorzugt ist.

- Fiir ein lehrreiches Beispiel sei V' ein K-Vektorraum und W C V' ein Untervektor-
raum. Dann wird auf V' durch

Vv~V S v — vy €W (18.12)
eine Aquivalenzrelation erklirt, und auf dem mengentheoretischen Quotienten
V/~e={P]:={0~v}|veV} (18.13)
erfilllen die Verkntipfungen
[v1] + [v2] := [v1 + vo], A[v] == [\] (18.14)

die Vektorraumaxiome. Der resultierende Vektorraum V' /W heisst Quotientenraum
von V nach W.

Ist dann etwa V' endlich-dimensional mit Basis B = (by,...,b,), so folgt zwar
leicht, dass span([b],...,[b,]) = V/W, d.h. V/W ist endlich erzeugt. Falls aber
dimU > 1, so ist {[b1],...,[bn]} C V/U nicht mehr linear unabhdngig und bil-

det daher keine Basis mehr. Es gibt im Allgemeinen keine weitere Information zur
Auswahl einer Basis von V/W.

- Fiir viele praktische und auch theoretische Zwecke, insbesondere die, die mit
endlich-dimensionalen Vektorrdumen zu tun haben, ist die Wahl und das Rechnen in
einer Basis sehr niitzlich. Zur Erinnerung: Eine Abbildung AV — W heisst linear,
falls fiir alle A € K und vy, v, € V, gilt, dass A(Avy+v2) = AA(v1)+A(vs). Sind dann
V und W endlich-dimensional mit Basen B = (b1,...,b,) und C' = (c1,...,cn),

dann existieren fir i = 1,...,nund j =1,...,m A} € K so, dass
Alb) => Al Vi=1,....n (18.15)
j=1

und diese “Darstellung von A beziiglich der ausgezeichneten Basen” legt die lineare
Abbildung bereits vollstandig fest. Man sagt auch: Der von den geordneten Basen
gestiftete Isomorphismus V' = K", W = K™ induziert eine Identifikation

Homg (V, W) = Mat,,«n,(K) (18.16)
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§18. MULTI-LINEARE ALGEBRA

als K-Vektorraume der Dimension m - n.

- Die Komponenten w’ von w := A(v) beziiglich der Basis (c;) erhilt man aus
den Komponenten v* von v € V beziiglich der Basis (b;) durch “Multiplikation der
Matrix A auf den Spaltenvektor der Komponenten von v”

n

wi =Y Al (18.17)

-Ist B = (b17 ..., by) eine andere Basis von V| so existiert eine invertierbare Matrix
i=1,..,n SO, dass
k ST

=> bR (18.18)
i=1

Die Komponenten beziiglich der neuen Basis héngen iiber
o =) (R (18.19)

mit denen der alten zusammen: Aus

(i
ZRZ _51:{0 =7 (18.20)

sonst

folgt

13 ik Z = (18.21)
fo— i=1
- Ist auch noch (¢, ...,¢,) eine andere Basis von W, mit ¢ = Z;"Zl chlj, und ist
A € Mat,,x,(K) die Darstellung einer linearen Abbildung A € Homg (V, W), so hat
diese gleiche Abbildung beziiglich der neuen Basen die darstellende Matrix

A=S"1. AR (18.22)

Operationen mit Vektorraumen

Wie bereits angedeutet zahlt sich der “operationelle” Standpunkt, von dem aus Vek-
torraume mit Basis als Raume von Funktionen aufgefasst werden konnen, auf lange
Sicht auch gerade in der Physik aus,' solange man sicherstellt, dass die Betrachtun-
gen entweder gar nicht, oder aber in “natiirlicher Weise”, von der Wahl der Basis
abhangen. Zur Illustration diskutieren wir die Zusammensetzung neuer Vektorraume
aus gegebenen.

Tm allereinfachsten Fall ist ein quantenmechanischer Zustand die Zuordnung einer komplexen

Zahl zu méglichem Realtext, z.B. bedeutet |kitten) = % lalive) + ﬁ |dead): “totes Kétzchen” hat
Amplitude 7, “lebendiges Kétzchen” Amplitude ﬁ Die Gesamtheit der Zustéinde bildet einen
Vektorraum.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 119 1/30/2017 11:04



KAPITEL 7. SYMMETRIEN

Definition 18.5 (Dualraum). Fiir einen K-Vektorraum heisst der K-Vektorraum
der linearen Abbildung von V nach K (als Vektorraum) der Dualraum von V.

V* := Homg(V, K) (18.23)

Bemerkungen. - Ist V' endlich-dimensional, so ist V* ebenfalls wieder endlich-
dimensional mit dim(V*) = dim(V). Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V, so
ist B* = (8',...,3") mit den linearen Abbildungen

VK F(b) =6 (18.24)

eine Basis von V* welche die zu B duale Basis genannt wird. Elemente von V*
heissen auch Kovektoren.
- Im unendlich-dimensionalen Fall gilt die obige Aussage im Allgemeinen nicht.
So hat z.B. der Vektorraum F'(N,R) der endlichen Folgen die abzihlbare Basis
(€i)i=1,2,.. mit

e; =(0,...,0,1,0,...,0,...) (18.25)

4
i-te Stelle

Allerdings sind die zu den e; dualen Kovektoren (¢/);-12,  mit
€ (e;) = o (18.26)

wie vorher zwar linear unabhéangig, aber kein Erzeugendensystem fiir den Dualraum:

Die lineare Abbildung, welche auf der Basis durch e; +— 1 Vi erklart ist, ist keine

endliche Linearkombination der €.

- Aber auch einen endlich-dimensionalen Vektorraum muss man sorgfiltig von sei-
B

nem Dualraum unterscheiden. Mittels einer Basis B hat man zwar K® = V und

% é K™., so dass die scheinbar harmlose Identifikation K" = K" einen Isomorphis-
mus V' = V* induziert. Dieser Isomorphismus hangt aber von der Wahl der Basis
ab: Ist z.B. b, = Y. b;RL. eine zweite Basis von V, und (3') die zu (b;) duale Basis,
so gilt (vgl. (18.19))

B =Y (R, (18.27)
j=1

Zusammen mit (18.22) folgt daraus: Der von B, B* induzierte Isomorphismus
V = V*, der beziiglich der Basen B, B* durch die Einheitsmatrix dargestellt wird,
hat beziiglich der Basen B, B* die darstellende Matrix RTR. Im Allgemeinen un-
terscheidet er sich damit von dem Isomorphismus, welcher beziiglich der Basen B,
B* natiirlich erscheint (weil er beziiglich dieser Basen durch die Einheitsmatrix dar-
gestellt wird). Man sagt zu (18.27) auch salopp: “Kovektoren transformieren sich
unter Basiswechsel kontragredient zu den Vektoren”.

Definition 18.6 (Dirckte Summe). Es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Dann
erfilllen auf dem kartesischen Produkt V' x W, das ist die Menge aller Paare (v, w)
mit v € V und w € W, die Verkniipfungen

(v, w1) + (vg, wa) = (v + Vo, w1 + w3), A (v,w) = AN-v, A w)  (18.28)
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§18. MULTI-LINEARE ALGEBRA

(wobei die Verkniipfungen in den Klammern die von V' bzw. W sind) die Vektor-
raumaxiome. Der resultierende Vektorraum

VoW = (VxW,+,-(0,0) (18.29)
heisst die direkte Summe von V und W.

Bemerkungen. - Fir (v,w) schreibt man auch v @ w, und mit der Identifikation
V= {(v,0)|v eV} CV@W auch einfach nur v + w.

- Ist B eine Basis von V', und C' eine Basis von W so ist (mit der eben gegebenen
Identifikation) B U C' eine Basis von V' @ W. Anders gesagt gilt

Fi(BuUC K) = F™B K)® Fi*C,K) (18.30)
und im endlich-dimensionalen Fall insbesondere
dim(V @ W) = dim(V') + dim(W) (18.31)

- Ist X ein K-Vektorraum mit Unterrdumen V' und W, so heisst V 4+ W := span(V U
W) die “innere” Summe von V und W. Dies ist der kleinste Unterraum von X, der
V und W enthalt, deckt allerdings auch den Fall ab, dass V und W nicht-trivialen
Durchschnitt haben. Gilt ausserdem V N'W = {0}, so heisst die innere Summe
“direkt”, und man schreibt auch V@ W. Zur Unterscheidung heisst die Konstruktion
in 18.6 dann “dussere” direkte Summe. Allerdings ist der Unterschied letztlich klein,
da in der Situation von 18.6 V und W in “nattirlicher” Weise Unterraume von VW
sind.

Die geometrische Vorstellung von K" @ K™ als dem kartesischen Produkt ent-
spricht der klassischen Intuition dafiir, wie man das Zusammensetzen unterschiede-
ner physikalischer Groflen und Systeme mathematisch abbilden sollte. Tatséchich
stellt man die Bewegung eines Teilchens durch Raum und Zeit als Bahn in R? x R
dar, und die Konfiguration von N Teilchen beschreibt man durch Vektoren im
R3N = R3 @ --- @ R3. Denkt man hingegen iiber die Zustinde physikalischer Sys-
teme als “Funktionen auf dem Raum ihrer méglichen Eigenschaften”, so ist fiir die
Zusammensetzung von Systemen eine andere Operation natiirlicher, und wie die
Quantenmechanik zeigt, die richtige: das Tensorprodukt.

Definition 18.7 (Multi-lineare Abbildungen). Seien Vi, ..., V; und X Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung
T:Vix-xVi— X (18.32)

heisst k-linear (fiir & = 2 auch bilinear), falls fiir alle i = 1,..., k und alle
(U1, o, Vim1, Vig1, .. ) €E VI X oo X Vi x Vigg X - X Vg

die Abbildung
‘/;9’U|—>T<'U1,...,Uz',l,'U,UiJrl,...,Uk) e X (1833)

linear (in v) ist. Wir schreiben L(V4, ..., Vi; X) fur den Vektorraum dieser k-linearen

Abbildungen.
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KAPITEL 7. SYMMETRIEN

Semidefinition 18.8 (Tensorprodukt). Seien V und W Vektorrdume tiber K. Fir
gegebene Basen B von V und C von W gilt

V=rF"BK W=F"CK) (18.34)
und wir definieren das Tensorprodukt von V und W als den Vektorraum
VoW =F"BxCK) (18.35)

Bemerkungen. - Vor allem Anderen vergleiche man (18.35) mit (18.30).

- Dann aber beachte man, dass (18.8) eigentlich das Tensorprodukt von Vektor-
rdumen mit Basis definiert, und zwar wieder als Vektorraum mit Basis. Um die
Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis sicherzustellen, ergianzt man die Konstruk-
tion

1. um eine bilineare Abbildung

VxW-sVeW (v,w) Vv W (18.36)

welche in den gegebenen Identifikationen (18.34), (18.35) definiert ist durch

(f @ g)(b,c) = f(b) - g(c) (18.37)

(Ubungsaufgabe: Man priife, dass diese Abbildung bilinear ist.), und mit deren Hilfe
man die Basis von V ® W auch als

{boc|lbe B,ceC} (18.38)

schreiben kann, und
2. um eine Vorschrift, wie ein Basiswechsel in V und W einen Basiswechsel im
Tensorprodukt induziert. Seien etwa im endlich-dimensionalen Fall

l

bi=Y bRy &= &St (18.39)
=1

k=1

andere Basen von V und W, und V@W das entsprechende (a priori verschiedene)
Tensorprodukt. Dann gilt

bj@é =Y b®cRiS (18.40)

Identifiziert man dann @@El € VW mit i)j ®¢ € V®W, so ist die darstellende
Matrix der Abbildung (18.36) von der Wahl der Basis unabhéngig.

- Das Tensorprodukt zweier Vektorraume als der Vektorraum (18.35) zusammen mit
der bilinearen Abbildung (18.36) ist damit so kanonisch definiert, wie es mit Hilfe
von Basen geht. Bei weiterbestehenden oder wiederkehrenden Zweifeln merke man
sich (18.38), im endlich-dimensionalen Fall noch (18.40) und vor allem

dim(V @ W) = dim(V) - dim(W) (18.41)

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 122 1/30/2017 11:04



§18. MULTI-LINEARE ALGEBRA

im Unterschied zu (18.31).
- Es sei aber gesagt, dass man das Tensorprodukt auch basisunabhéngig definieren
kann als

F(V x W,K)/L (18.42)

fiir einen geeigneten Unterraum L und einer dann ganz kanonischen bilinearen Ab-
bildung V x W — V@ W, siehe Lehrbiicher zur Linearen Algebra unter “universeller
Eigenschaft des Tensorprodukts”.

- Aus dieser universellen Eigenschaft des Tensorprodukts folgt auch, dass fir gege-

bene A; € Homg (Vy, W;) und Ay € Homg (Vs, Ws) das Produkt
Al X Ay Vi x Vo = Wy X Wy = W, @ W (18.43)
eine eindeutige lineare Abbildung
AT R Ay V1@ Vo — Wy @ W, (18.44)

induziert, welche (A; ® As)(v1 ® v9) = Aj(v1) ® As(vy) erfiillt. (Konkret ist das
Tensorprodukt zweier linearen Abbildungen einfach die lineare Fortsetzung der Ab-
bildung

(A1 ® Ag)(by ® by) := A1(b1) ® As(be) (18.45)

von einer Produkt-Basis® {b; ® by | by € By, by € By} auf ganz V; ® V,.) (18.44) ist
analog zur wohl schon bekannten direkten Summe von linearen Abbildungen,

Al@AQ:‘G@%%Wl@WQ

(A1 ® Ag)(v1 D va) = = Ar(v1) @ As(ve) (18.46)

- Die Bilinearitéit des Tensorprodukts auf Vektoren (dass ndmlich (Avy + vg) @ w =
Ay @w + vy @w € V@ W) tbertrigt sich auf die Bilinearitidt des Tensorprodukts
von Abbildungen: Fir Ay, B; € Homg(Vy, W7) und Ay € Homg (Va, Wa), A € K gilt

(>\A1 + Bl) X Ag = )\Al &® A2 + Bl & A2 € HOIIIK(Vi & ‘/2, W1 &® Wg) (1847)

- Ausserdem erfreuen sich direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorraumen
selbst der Vertraglichkeitseigenschaften, die ihren Namen und Notation rechtferti-
gen: Fir je drei K-Vektorraume Vi, Vs, V5 gilt etwa

VieV)eVs=(VioVs) e (Voo Vs)

(18.48)
VieV) @V 2V e (V,® Vi)

wobei man = statt = schreibt, da diese Identifikationen nur “kanonisch” aber nicht
“unmittelbar” sind. Die Unterscheidung scheint spitzfindig, ist aber relativ klar bei
der Kommutativitat: Natiirlich ist V' ® W nicht gleich W ® V in dem Sinne, dass
ja das erste Tensorprodukt von Vektoren der Form v ® w fir v € V und w € W
aufgespannt wird, wahrend das zweite von solchen der Form w ® v. Die Abbildung

cvw  VIWsvu—wueWeV (18.49)

2Dass nicht jede Basis von V; ® V5 von dieser Form ist, lernen wir hoffentlich in den Ubungen.
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definiert aber einen linearen Ismorphismus, welcher kanonisch ist zumindestens in
dem Sinne, dass er nicht von weiteren Wahlen abhéngt. Falls allerdings von vor-
neherein V' = W, so gibt es einen “noch kanonischeren” Isomorphismus, namlich
die Identitét. Dadurch wird cyy zu einer nicht-trivialen Selbstabbildung von V ® V/,
V1 ® Vg — V9 ® v1. Dies spielt unten und in der Physik insbesondere bei der Zusam-
mensetzung “ununterscheidbarer Systeme” eine wichtige Rolle.

- In dhnlichem Sinne gelten

KeV2V, KeV2K, KeoVvV (18.50)

Proposition 18.9. Seien V und W endlich-dimensionale K- Vektorrdaume. Dann ist
die (kanonische) Abbildung

ev:V*®@W — Homg(V, W), (18.51)
definiert als lineare Fortsetzung von
A@w = (v A(v) - w) (18.52)
etn Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis. Man priift leicht, dass ev wohldefiniert ist. (Dazu gentigt es zu zeigen, dass
(18.52) linear in A € V* und w € W ist.) Um zu zeigen, dass (18.51) ein Isomor-
phismus ist, gentigt es dann, Surjektivitdt nachzuweisen, da linke und rechte Seite
K-Vektorraume der Dimension n-m = dim(V') - dim(W) sind (vgl. (18.16), (18.41)).
Sei dazu (by,...,b,) eine Basis von V, (B!,...,3") die dazu duale Basis von V*,
und (cy, . ..,cn) eine Basis von W. Fiir A € Homg(V, W) sei (A¥) die darstellende
Matrix beziiglich B und C'. Dann gilt

ev(i iﬁj ® ckA?) (b;) = ickflf =A;) Vi=1,...,n (18.53)

j=1 k=1
und daraus folgt A € ev(V* @ W). O

Bemerkungen. - Dieser Satz gilt im Allgemeinen nicht fiir unendlich-dimensionale
Vektorraume. (ev ist immer injektiv, aber nicht notwendigerweise surjektiv. Die
Abbildung ist surjektiv, wenn wenigstens entweder V' oder W endlich-dimensional

ist.)
- Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume gilt auch
(V) =V (18.54)
sowie
Vew) =vVeWw" (18.55)

wobei die linke Seite definitionsgemaéss auch gleich dem Raum der bilinearen Abbil-
dungen V x W — K ist (vgl. 18.7).

- Dies verallgemeinert sich auf mehrere (endlich-dimensionale) Faktoren zu
LVi,...,VisK) =Homg (Vi ® - @V, K) =V ®@--- @ V[ (18.56)

sodass letztlich das Tensorprodukt die Theorie der multi-linearen Abbildungen auf
lineare Algebra zuriickgefithrt hat.
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Definition 18.10 (Komplexifizierung). Geméss unseren Betrachtungen in § 2 ist der
Koérper der komplexen Zahlen C = R? ein zwei-dimensionaler reeller Vektorraum,
der in einer bestimmten Basis mit einer vertraglichen Multiplikation ausgeriistet
wird. Ist nun V' ein Vektorraum tiber R, so erfiillt auf dem Tensorprodukt

VE=v®C (18.57)
die Multiplikation mit komplexen Skalaren, welche als R-lineare Fortsetzung von
AMvep) =v® M) veV, \ueC (18.58)

definiert ist (m.A.W. ist dies idy ®\), zusammen mit der auf (18.57) bereits existie-
renden Addition die Axiome eines komplexen Vektorraums. Man nennt diesen Vek-
torraum die Komplexifizierung von V. Mit einer Basis B von V, d.h. V = Fin(B R),
lisst sich die Komplexifizierung auch als V© := Ff*(B, C) einfiihren, allerdings ist
wie beim Tensorprodukt der Knackpunkt, dass nicht jede Basis von VC als komple-
xem Vektorraum auf diese Weise “von einer Basis von V' kommt”,

Definition 18.11 (Duale Abbildung). Seien V' und W Vektorraume tiber K, und
A € Homg (V, W). Dann heisst die lineare Abbildung

AW =V
A" (p)(v) == p(A(v))

die zu A duale Abbildung. In endlichen Dimensionen wird beziiglich dualer Basen
A* durch die zu A transponierte Matrix dargestellt.

(18.59)

§19 Gruppen und ihre Darstellungen

Neben Vektorraumen ist die zweite fiir die theoretische Physik zentrale algebraische
Struktur die von Gruppen. Wéahrend Vektorrdume die Kenntnis von physikalischen
Sachverhalten abbilden, fassen Gruppen bestimmte Wechsel der Beschreibung, wie
etwa den Ubergang zwischen verschiedenen Inertialsystemen in der Mechanik oder
Eichtransformationen in der Elektrodynamik. Naturgeméss sind dabei diejenigen
Eigenschaften, die nicht von der gewahlten Beschreibung abhéngen, von eigentlichem
Interesse. Wir wiederholen die Definitionen.

Definition 19.1. (i) Eine Gruppe ist eine Menge G mit einem ausgezeichneten
Element e € G und einer bindren Verkniipfung

G xGE =G, (91,92) ¥ g1 g2 (19.1)
mit den Rechenregeln

Vg1,92,95 € G (g1-92) - 93 = g1 - (92 - 93)

(19.2)

Vge(G:e-g=yg

derart, dass fiir all ¢ € G die Gleichung
h-g=e (19.3)
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eine Losung h € G besitzt. (Die Losung ist automatisch eindeutig und erfiillt als
g~ notiert auch g- g7 ' =e. Esgilt auch g-e=gVgund € - g =g Vg =€ =e.)
(i) Gilt g1 - g2 = g2 - 51 Vg1,92 € G, so heisst G abelsch oder kommutativ. Eine
abelsche Gruppe wird manchmal auch additiv notiert.

(iii) Fir Gruppen G und H heisst eine Abbildung ¢ : G — H ein Gruppenhomo-
morphismus falls

o(g1-92) = d(g1) - ¢(92) V1,92 € G (19.4)

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heisst auch Isomorphismus von Gruppen.
(iv) Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine nicht-leere Teilmenge H C G welche
unter Multiplikation in der Gruppe und Inversenbildung abgeschlossen ist. Das ist
genau dann der Fall, falls fiir alle g1, g, € H auch g, - g, * € H.

Beispiel 19.2. - Fiir eine Menge M ist die Menge der bijektiven Abbildungen
Bij(M) = {f : M — M| f bijektiv} mit der Identitat (bzw. fir M = 0, der lee-
ren Abbildung) als neutralem Element und der Verkettung von Abbildungen als
Multiplikation eine Gruppe.

- Fr eine endliche Menge N = {1,2,...,n} mit n Elementen heisst Bij(N) = S,
die Permutationsgruppe oder symmetrische Gruppe vom Grad n. Fir das Rechnen
in S,, bei festem n kann man Elemente von S,

Spn20:N>aw o(a) (19.5)

als zwei-zeilige Matrix schreiben:

(ol o) ot 199

In S5 gilt etwa
1 23 45 1 23 45 1 23 45

(21345)0(45132)_<45231) (19.7)
(Wenn man in Ubung ist, so kann man auch die erste Zeile in der Notation fortlas-
sen.)
- Fiir einen K-Vektorraum V' ist die Menge der invertierbaren linearen Abbildungen
V' — V in natiirlicher Weise eine Gruppe, genannt die allgemein lineare Gruppe,
GL(V). Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum mit dim(V) = n ist (nach
Wahl einer Basis) GL(V') = GL(n,K) isomorph zur Gruppe der invertierbaren n x n-
Matrizen mit Eintréagen in K.
- Die Menge Z der ganzen Zahlen mit Addition als Verkniipfung und 0 als neutralem
Element ist eine abelsche Gruppe.
- Fiir jeden Korper K ist die Menge der invertierbaren Elemente, d.h. also K* :=

K\ {0} mit der Multiplikation als Verkntipfung und der 1 als neutralem Element
eine ebenfalls abelsche Gruppe.

Bemerkungen/Beispiele 19.3. - S, ist eine Art universelles Beispiel einer endli-
chen Gruppe (eine Gruppe heisst endlich, wenn sie endlich viele Elemente enthélt).
Die Anzahl Permutationen der Zahlen von 1 bis n ist |S,| = n!, und jede endliche
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Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe von S, fir n = |G|: Fir g € G ist die
Linksmultiplikation mit g,

Ly:G>h—g-hed, (19.8)

eine Permutation der G zugrundeliegenden Menge, mit Inversem L,-1. g — L, ist ein
injektiver Gruppenhomomorphismus, und damit ist G eine Untergruppe von Bij(G).
(Diese Aussage impliziert aber sicher nicht, dass man das Studium der endlichen
Gruppen auf S, reduzieren kann.)

- Fir n € Z ist die Menge der Restklassen modulo n mit Addition als Verkniipfung
und [0] = {k-n|k € Z} als neutralem Element eine endliche abelsche Gruppe,
genannt die zyklische Gruppe Z/nZ, das sie als Untergruppe C,, C S, die Zahlen
{1,...,n} “im Kreis dreht”. Wir notieren sie dann multiplikativ

C, ={rp|k € Z}/(rn+k ~ rk) mit ry - r; = ey (19.9)

- GL(n,R) ist ein Beispiel einer kontinuierlichen Gruppe, d.h. einer Gruppe, auf de-
ren zugrundeliegender Menge ausserdem eine metrische Struktur (im Sinne von 4.1)
erklart ist, mit der Eigenschaft, dass die Operationen in der Gruppe (Multiplikation
und Inversenbildung) stetige Abbildungen sind. GL(n,R) ist (fir n > 0) nicht end-
lich, als offene Teilmenge von R™ aber noch endlich-dimensional, und universell in
dem eingeschrankten Sinn, dass alle “verniinftigen” kontinuierlichen Gruppen lokal
isomorph zu Untergruppen von GL(n,R) sind. (Die genaue Aussage und der Beweis
sind wesentlich schwieriger...)

- Spezielle Gruppen treten als Symmetriegruppen algebraischer Strukturen oder
geometrischer Objekte auf. Als Beispiel betrachten wir die Diedergruppe D,,, defi-
niert als die Symmetriegruppe eines regelméssigen n-Ecks in der euklidschen Ebene.
Um D,, zu beschreiben, betrachten wir die Wirkung von

g € D, auf die gegen den Uhrzeigersinn von 1 bis n 3
durchnummerierten Ecken. Ist ¢(1) der Bildunkt der 2

Ecke 1, sosei k :=g(1)—1 € {0,...,n—1}. Damit g das 4
Polygon invariant lasst, muss dann g(2) ein Nachbar von

g(1) sein, d.h. es gilt entweder g(2) = g(1)+1 =k + 2

oder g(2) = g(1) — 1 = k (mit einer offensichtlichen pe- 5
riodischen Identifikation der Indizes fiir k = n — 1 bzw.

k = 0). Im ersten Fall folgt leicht, dass g = 74 eine 6
Drehung um den Mittelpunkt mit Winkel 27k /n ist. Im

zweiten Fall ist g = s; eine Spiegelung an der Winkel-
halbierenden.

Die Fortsetzungen dieser Elemente von D,, zu linearen (tatséchlich orthogonalen)
Abbildungen R? — R? haben beziiglich der Standardbasis die darstellenden Matri-

zen?
cos —22"” —sin —227“ cos % sin % (19.10)
Ty = . Sk = . .
sin % cos —221‘3 ’ sin % — Cos %

3Fiir die Spiegelungen priife man, dass (cos =% sin %) und (- sin

n
sk zu den Eigenwerten +1 und —1 sind.

mk

n’

cos I%) Eigenvektoren von
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Die von den 7, erzeugte Untergruppe von D,, ist isomorph zu C,,, im Ubrigen gelten
die Relation

Sk=Tr-S0, SorkSo=T_r=(rg)"", Sp-sy=ro=e (19.11)

Fiir n > 3 ist D,, nicht-abelsch. (Mehr in den Ubungen.)

- Wie diese Beispiele zeigen, hat die Kategorie der Gruppen eine reichere Struktur
als die der Vektorrdume. Insbesondere liegt eine endliche Gruppe nicht bereits durch
die Angabe der Anzahl ihrer Elemente fest, wiahrend fiir einen endlich-dimensionalen
Vektorraum tiber K die Angabe der Dimension geniigt, um ihn (bis auf Isomorphis-
mus) vollstindig zu bestimmen. Ausserdem ererbt im Unterschied zu (18.13) der
Quotient einer Gruppe nach einer Untergruppe im Allgemeinen keine natiirliche
Gruppenstruktur: Zwar ist fiir eine Untergruppe H C G

g~g o9t deHe3heH g =g-h (19.12)

eine Aquivalenzrelation auf G. Der offensichtliche Versuch, auf der Menge der Aqui-
valenzklassen

G/H :={gH :={g-h|he H}|ge G} (19.13)

eine Multiplikation zu definieren,

(g1H) - (g2H) == (g1 - go) H (19.14)

ist aber nur dann erfolgreich, wenn diese Multiplikation wohldefiniert, d.h. von den
gewihlten Repriasentanten unabhéngig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir
alle g)H = g1H, d.h. g] = g1 - h fur ein h € H, gilt, dass (¢} - g2)H = (g1 - g2) H. Mit
anderen Worten, es muss ein h' € H existieren, mit dem gjg2 = g1g2h’, oder

(9192) ' (d192) = 92 91 ‘hga = g3 - h-go =N (19.15)
Eine Untergruppe mit dieser Eigenschaft, das heisst
g'-H-gCcH VYgeG (19.16)

heisst normale Untergruppe, haufiger auch Normalteiler.
- Beispielsweise ist in D,, die zyklische Untergruppe C), der Drehungen eine normale
Untergruppe (vgl. insbes. die zweite Relation in (19.11)). Andererseits ist die von sg
erzeugte Untergruppe {e, so} = Z /27 kein Normalteiler:

1

i sory =yt tsg = 13 so # So (19.17)

(fiir n > 2).

Zur Vorbereitung der nachsten Definition bemerken wir, dass man die erste Klas-
se von Beispielen in 19.2 in die zweite einbetten kann, indem man die Menge M im
Sinne von (18.6) (bzw. (18.11)) zu einer Basis eines Vektorraums erklart. Konkret
ist dies fiir S,, = Bij({1,2,...,n}) der injektive Gruppenhomomorphismus

¢: Sp — GL(n,R)

P(0)(ei) = eqps) (19.18)
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..........

von der linearen Fortsetzung (19.10).

Jede endliche Gruppe wird also durch Verkettung von (19.8) und (19.18) zu
einer Untergruppe von GL(n,R). Will man sich von der Wahl der Basis aber wieder
unabhéngig machen, so macht es Sinn, die folgende allgemeine Verbindung zwischen
Gruppentheorie und linearer Algebra zu erklédren.

Definition 19.4. Eine (lineare) Darstellung einer Gruppe G ist ein Vektorraum V/
zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V) (19.19)

- In dieser Definition wird nicht angenommen, dass G endlich ist oder p injektiv. Im
Allgemeinen muss auch V' nicht endlich-dimensional sein, und der zugrundeliegende
Korper kann beliebig sein. Wir beschrinken uns im Folgenden aber auf endlich-
dimensionale Darstellungen iiber K = C (oder allenfalls R).

- Man interessiert sich dann bei festgehaltener Gruppe G fiir die verschiedenen Wei-
sen, auf die “G als Symmetriegruppe eines physikalischen Systems” realisiert werden
kann. Dabei tauchen eine Reihe von assoziierten Begriffen auf.

- Eine G-lineare Abbildung (oder G-Homomorphismus) zwischen zwei Darstellungen
(Vi,p1) und (Vs, po) ist eine K-lineare Abbildung ¢ : V; — V5 von Vektorrdumen
derart, dass fir alle g € G

¢ o pi(g) = p2(g) o ¢ € Homg(V4, V2) (19.20)

Solche G-linearen Abbildungen bilden einen Untervektorraum aller K-linearen Ab-
bildungen, den wir mit Homg(V1, Va) bezeichnen.
- (Vi,p1) und (Va, p2) heissen isomorph (oder dquivalent) falls eine invertierbare
G-lineare Abbildung V; = V5 existiert.
- Eine Unterdarstellung einer Darstellung (V, p) ist ein Untervektorraum W C V mit
der Eigenschaft, dass p(g)(W) C W Vg € G. Ein solches W heisst auch invarianter
Unterraum. Durch Einschranken von p(g) auf W ist dann (W, p|w) ebenfalls eine
Darstellung von G.
- Man beachte, dass die Aussage “W ist ein invarianter Unterraum” nicht bedeutet,
dass notwendig p(g)(w) = w Yw € W. Man schreibt die Menge der invarianten
Vektoren auch als

Véi={veV|plg)(v)=vVg G} (19.21)

- Die direkte Summe von zwei Darstellungen ist der Vektorraum V; @ V5 mit dem
Homomorphismus

g = (p1 ® p2)(g) == p1(g) ® pa(g) (19.22)

- Das Tensorprodukt von Darstellungen ist der Vektorraum V; ® V5 mit dem Homo-
morphismus

g = (p1® p2)(g) == p1(g9) ® pa(g) (19.23)

- Zwel Trivialitaten:
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« Fir jeden Vektorraum V' und beliebiges G wird durch p(g) := idy Vg € G eine
Darstellung erklart.

 Fiir jede Darstellung (V, p) von G sind der triviale Vektorraum {0} und das gesamte
V' invariante Unterraume.

Definition 19.5. Eine Darstellung (V, p) von G mit V' # {0} heisst irreduzibel falls
sie keine nicht-triviale Unterdarstellung enthélt, d.h. es gibt genau zwei invariante
Unterraume, ndmlich {0} und ganz V. Andernfalls heisst die Darstellung reduzibel.
- Eine Darstellung heisst zerlegbar falls sie dquivalent zu einer nicht-trivialen direkten
Summe zweier Darstellungen ist, andernfalls unzerlegbar.

- Eine Irrep ist eine Isomorphismenklasse irreduzibler Darstellungen.

Beispiel: ¢ aus (19.18) ist eine n-dimensionale Darstellung von S,,, die sogenannte
Permutationsdarstellung. Sie ist reduzibel (fiir n > 1), denn der von e := e;+- - - +e¢,
aufgespannte Unterraum ist invariant unter .S,,.

Theorem 19.6 (Lemma von Schur). Seien (V1, p1) und (Va, p2) Darstellungen einer
Gruppe G iber K, und ¢ € Homg(Vi, Va) ein G-Homomorphismus.

(i) Ker(¢) := {v € Vi|¢(v) = 0} C V; ist eine Unterdarstellung von (Vi,p1) und
Im(¢) := {o(v)|v € Vi} C Vi ist eine Unterdarstellung von (Va, ps). Ausserdem
induziert ps eine Darstellung auf Coker(¢) = Va/Im(¢).

(ii) Falls (V1, p1) und (Va, pa) irreduzibel sind, so ist ¢ invertierbar oder 0.

(iii) Angenommen, K = C und ¢’ € Homg(Vi,Vs) ist eine weitere solche G-
lineare Abbildung. Falls dann (Vi, p1) und (Va, pe) irreduzibel sind, und Vy endlich-
dimensional, sowie ¢ # 0, so existiert ein o € C so, dass ¢’ = ao.

Beweis. (i) ist trivial. Z.B. impliziert ¢(v) = 0 sofort ¢(pi(g)v) = p2(9)(p(v)) =
p2(9)(0) = 0, d.h. v € Ker(¢) = pi(g)v € Ker(¢) Vg € G. Dies ist genau die De-
finition eines invarianten Unterraums. Die beiden iibrigen Aussagen werden analog
gezeligt.

(i) Falls ¢ # 0, so ist Ker(¢) # V;. Da Ker(¢) G-invariant ist und V; irreduzibel,
muss Ker(¢) = 0 sein. Also ist ¢ injektiv. In dhnlicher Weise ist im Falle ¢ # 0
Im(¢) # 0, und da Vj irreduzibel ist, folgt Im(¢) = V5. Damit ist ¢ surjektiv, mithin
invertierbar.

(iii) Wegen (ii) und ¢ # 0 ist ¢ invertierbar, es existiert also ¢~'o¢’ € Home(V;, V7).
Man priift leicht, dass ¢! € Homg(V5, V1), und daher auch ¢~'o¢’ € Homg(V7, V7).
Nun hat iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper C ¢! o ¢/ wie jeder En-
domorphismus eines nicht-trivialen endlich-dimensionalen Vektorraums einen Ei-
genwert a € C. Dies folgt aus der Tatsache, dass das charakteristische Polynom
P(a) = det(¢p7! o ¢ — aidy,) gemiss 7.6 mindestens eine komplexe Nullstelle be-
sitzt, und ist gleichbedeutend damit, dass ¢! o ¢’ — avidy; nicht invertierbar ist. Da
¢~ o ¢ — aidy, aber auch G-linear ist, muss sie wegen (ii) identisch verschwinden.
Daraus folgt sofort ¢/ = . H

Bemerkungen. Fir endlich-dimensionale irreduzible Darstellungen schreibt man
Aussage (iii) auch als

C  falls (V4, p1) isomorph zu (V, ps)

{0} sonst (19.24)

Homg(Vi, Vo) = (Vi ® Vo) = {
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Hier haben wir in der ersten Gleichung zunéichst 18.9 benutzt, um Homg¢(V7, V,) =
V¥ ® Vi zu schreiben. Dann haben wir mittels pj(g) := (p1(g7"))" (vgl. (18.11)) Vf*
zu einer Darstellung aufgeriistet. Man priift dann, dass unter dieser Identifikation
Homg(Vi, V2) (vgl. (19.20)) mit dem Raum der invarianten Vektoren (vgl. (19.21))
im Tensorprodukt tibereinstimmt.

Theorem 19.7. Sei G abelsch und (V, p) eine endlich-dimensionale irreduzible Dar-
stellung von G ber C. Dann ist V ein-dimensional, d.h. p € Hom(G,C*).

Beweis. Wir behaupten, dass fir jedes gy € G, p(g0) = a(go)idy fir a(gg) € C*.
Tatséchlich gilt ja fur jedes g € G

p(90)p(9) = p(gog) = (G abelsch) = p(ggo) = p(g)p(g0) (19.25)

d.h. p(go) € Homg(V, V). Mit dem Lemma von Schur folgt p(go) = (go) idy, und
a(go) # 0, da p(go) invertierbar ist. Dann aber ist jeder Unterraum von V' invariant.
Da (V, p) irreduzibel ist, muss V' ein-dimensional sein. O

Ubungsaufgabe: Jede irreduzible Darstellung einer endlichen Gruppe ist endlich-
dimensional.

Beispiel 19.8 (Die irreduziblen Darstellungen der zyklischen Gruppe). Da C,
von ry erzeugt wird (vgl. (19.9)), ist eine endlich-dimensionale irreduzible Darstel-
lung tber C, welche nach 19.7 ein-dimensional ist, durch p(r;) € C* bestimmt.
(p(r1))™ = p(e) = 1 impliziert dann, dass p(r) eine n-te Einheitswurzel ist, d.h.
p(r1) = exp () fir ein l € {0,...,n — 1} (vgl. 2.2). Die Darstellungen (C, p;) mit

27Til'k>

p(re) = ((r))" = exp( (19.26)

sind paarweise inaquivalent und geben damit die vollstandige Liste der Irreps von

Ch.

Beispiel 19.9 (Die irreduziblen Darstellungen der Diedergruppe). Wir verweisen
auf die Préasentation der Gruppe in (19.11).

1. Ist (V, p) eine irreduzible Darstellung von D,, iiber C, dann erhalten wir durch
Einschrankung von p (als Homomorphismus D,, — GL(V)) auf C,, eine Darstellung
der zyklischen Gruppe.

2. Da V gemiss der Ubung endlich-dimensional ist, enthélt (V, p|c, ) eine irreduzible
Unterdarstellung (Ubungsaufgabe). Wegen 19.8 existiert also ein [ € {0,...,n — 1}
und ein ein-dimensionaler Unterraum V; C V mit

27ril-k>

p(ri) v, = exp( idy; . (19.27)

p(s0)(V;) ist wieder ein ein-dimensionaler Unterraum, der wegen (19.11), speziell
wegen 1,59 = Sor_k, invariant ist mit

—2mil- kN .
P(11) | pso) vy = P(S0)p(T—k)lv; = eXP<T> id(s0) (V1) (19.28)
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3. Wegen s = 1 und s, = ry, - so ist dann V; + p(s)(V}) invariant unter ganz D,
also wegen der Irreduzibilitat von V' gleich V. Damit ist V' enweder ein- oder zwei-
dimensional.

4. Gilt Vi = p(so)(Vi) = V, d.h. ist V ein-dimensional, so folgt aus s7 = 1
dass p(sg) = %1, und aus sgr1so = r—; = r;' dass r; = =+1. Fiir n gerade
sind alle vier Kombinationen moglich und es gibt vier paarweise indquivalente ein-
dimensionale Darstellungen. Fiir n ungerade muss r; = 1 sein, und es gibt nur zwei
ein-dimensionale Irreps.

5. Gilt Vi N p(so) (V) = {0}, d.h. V =V, @ p(so)(V)) ist zwei-dimensional, so haben

wir beziiglich einer angepassten Basis die darstellenden Matrizen

p(ry) = (GXP(S%M) L)) . plso) = (2 (1)) (19.29)

exp (=X

Man prift dann leicht, dass diese Matrizen fiir jedes [ tatséchlich eine zwei-
dimensionale Darstellung definieren, welche fiir [ # 0, 5 irreduzibel ist, fir [ = 0

oder 7 aber in zwei ein-dimensionale Darstellungen zerlegbar ist. Ausserdem sieht

man ein, dass die zu [ und n — [ gehorigen Darstellungen dquivalent sind.*

Fazit: D,, besitzt fiir n ungerade genau zwei ein-dimensionale Irreps und ”T_l Zwei-
dimensionale Irreps, und fiir n gerade genau vier ein-dimensionale Irreps und 4 — 1
zwei-dimensionale Irreps.

Alternierende Multilinearformen und das Dachprodukt

Als Anwendung der in den letzten beiden §§ entwickelten Konzepte bringen wir noch
eine nttzliche Verallgemeinerung des bereits vertrauten Determinantenkalkiils, die
in der Integrationstheorie (siche § 23) sowie bei fermionischen Mehrteilchensystemen
eine wichtige Rolle spielt.

Wir erinnern dazu zunéchst an die Def. 18.7 des Vektorraums L(Vi,..., Vi; W)
der multi-linearen Abbildungen V; x --- x V}, — W, beschranken uns aber jetzt auf
den Fall, dass V} = Vo, = --- =V, = V ein fester endlich-dimensionaler Vektor-
raum mit n = dim(V) und W = K (wie immer, = C oder R). Es gilt dann die
Identifikation (vgl. (18.56))

LV,....ViK)= (V@ V) =V'® V= (V) (19.30)

~~ ~~
k Mal k Mal

was sich mit (18.50) fiir k£ = 0 noch in natiirlicher Weise zu V®° := K fortsetzt.
- Dieser Vektorraum tragt eine natiirliche Darstellung der symmetrischen Gruppe
Sk, definiert als lineare Fortsetzung von

Sy Do CJ()\l R R ® )\k) = )\0(1) & )\0(2) e ® )\J(k) (19.31)
fir Ay,..., \x € V*. Als multilineare Abbildungen geschrieben ist dies

(co(T)) (01, .., 08) =T (Vo(1), - - - » Vo(i)) (19.32)

“Beziiglich der obigen Basen stellt ¢ := ({§) den Ismorphismus zwischen V; und V,,—; dar.
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Beispielsweise wird fir k& = 2 das nicht-triviale Element von Sy = Z/27Z durch die
Abbildung cy- v+ aus (18.49) dargestellt.

- Die Darstellung (19.31) ist im Allgemeinen nicht irreduzibel. Sie enthélt als Unter-
darstellung den Raum der invarianten oder symmetrischen Tensoren, welchen wir
mit Hilfe von (19.30) schreiben konnen als

Sym* V* = {T € L(V,...,V;K) | T(v1,...,v) = T(Vo(1), .- -, Vor)) Vo € Sk}
(19.33)

und der im néchsten § eine Rolle spielt, sowie ausserdem den Raum der “alternie-
rende” oder (total) anti-symmetrischen Multilinearformen

NV*:={T € L(V,...,V;K) | T =sgn(0)c,(T) Vo € Si} (19.34)

wobei sgn : Sy — {£1} den Signum- oder Paritdtshomomorphismus in die multi-
plikative Gruppe {#1} bezeichnet. (((V*)®* c) enthilt im Allgemeinen noch eine
Reihe weiterer Unterdarstellungen, auf die wir aber hier nicht eingehen wollen. Vgl.
fir V=K, k = n auch mit der in (19.18) definierten Darstellung von S,,.)
- Elemente w € AFV* heissen meistens auch einfach k-Formen auf V.
- Wir definieren dann fiir A, ..., \, € V* das Dachprodukt My A --- A Ny € NV*
durch

MA AN =D sgn(0)ce (M ® - @A) (19.35)

oESE

(Mit anderen Worten ist fir vy,..., v, € V:

(MA- AN (1, ) = Z sgn(0) A1 (Vo(1)) - A2(Vo(2) -+ - Me(Voiiy)
gES} (1936)
= det ()\,-(vj)) =1,k

g=1,...k

gemass der Leibnizschen Formel fiir die Entwicklung der Determinanten einer Ma-

trix.)
- Es gilt dann: Ist (eq, ..., e,) eine Basis von V mit dualer Basis (¢!, ..., €") von V*,
so ist . .
{e“/\~~-/\6”“‘1§i1<---<ik§n} (19.37)
eine Basis von A*V*. Daraus folgt
dim AFV* = (Z) (19.38)

Insbesondere ist A"V* ein-dimensional und A*V = {0} fiir k& > n.
- Wegen (19.37) konnen wir dann fir beliebige k,1 > 1 das Dachprodukt

A NVEATYE o AR
(19.39)
(w,a) WA«
definieren durch die Formel

M A AXNIAG A Ap) = A AN Apr A Ay (19.40)
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fir faktorisierbare k- und [-Formen. (Fir k oder [ = 0 setzt man noch w A a =
aAw:=a-w.) Etwas expliziter gilt (Ubungsaufgabe):

1
wAav, ... V) = A Z sg0(0)w(Vo(1); -+ Vo)) - AVo(kr)s -+ s Vohin)

U€5k+l
(19.41)
- Fiir w; € A¥V* gelten dann die Rechenregeln:
w1 Awa) ANws = w1 A (wWa Aw
(wr 2) 3 1k£ 2 A\ ws) (19.42)
w1 /\Cdg == (-1) ! 2(.1}2 /\wl
Man sagt: Der Raum
AV = PNV, (19.43)
k=0

ausgertistet mit dem Dachprodukt ist eine Z/2-graduiert-kommutative Algebra, ge-
nannt die dussere Algebra (oder auch Grassmann Algebra) tiber V*.

dim AV* =Y (Z) —on (19.44)

k=0

Geometrische Interpretation: Fiir einen n-dimensionalen reellen Vektorraum V' ist
wegen (19.38) A"V* ein-dimensional. Man nennt ein nicht-verschwindendes Element
w e N'V* w # 0 eine (orientierte) Volumenform. Sie ordnet namlich einem linear
unabhéngigen Satz von Vektoren (b, ...,b,) (m.a.W., einer Basis von V') eine Zahl
w(by,...,b,) € R zu, welche die “anschaulichen” Erwartungen an das gevorzeichnete
Volumen des von (by,...,b,) aufgespannten Parellelotops erfiillt.

Ist W ein weiterer n-dimensionaler Vektorraum mit einer Volumenform a €

N'W* und A : W — V eine lineare Abbildung, so wird durch

A" (w)(cry ..y en) == w(Acy, ..., Acy) (19.45)

eine alternierende n-Form A*(w) definiert. (Ubungsaufgabe). Wegen dim A"W* = 1
gilt A*(w) = d -« fir ein d € R. Dabei misst die Proportionalitédtskonstante d die
Streckung von Parallelotopvolumina. (In Standardsituationen, z.B. (W, «a) = (V,w)
gilt d = det A.)

Als Verallgemeinerung davon definiert fiir £ < n eine alternierende k-Form
einen orientierten Flacheninhalt fir A-dimensionale Parallelotope in einem n-
dimensionalen umgebenden Raum. Im Unterschied zu der Situation fiir £ = n sind
k-Formen nicht mehr bis auf Skalierung eindeutig, und koénnen auf verschiedene
Arten entarten.

Betrachten wir beispielsweise fiir V' = R? mit Standardbasis die 2-Form

w=e AN +23N € (19.46)

Dann ordnet w dem Standardquadrat in der 1-2-Ebene den Flacheninhalt 1 zu, dem
Standardquadrat in der 2-3-Ebene den Flachenhinalt 2, und dem Standardquadrat in
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der 1-3-Ebene den Inhalt 0. Das von (e; + es + €3, 2e3) aufgespannte Parallelogramm
erhalt den Fliachenhinhalt

w(er + e +e3,2e3) = (' Ae?)(e1 + ea + e3,2e3) + 2(e2 A €%)(er + ea + e3, 2e3)
=@ - ®@e)(eg + ey + e3,2e3)
+2(e2 @ — E ®e)(eg + ey + e3,2e3)
=0+2%(ey) - €(2e3) = 4
(19.47)

§ 20 Euklidische und unitiare Raume

In den Beispielen 19.8 und 19.9 leuchtete durch, dass die Eigenwerte der darstellen-
den linearen Abbildungen p(g) fiir g € G zur Unterscheidung und Charakterisierung
von endlich-dimensionalen komplexen Darstellungen einer Gruppe G dienen kénnen.
Dies ist eine Verallgemeinerung der Aussage, dass Eigenwerte einzelner linearer Ab-
bildungen A € Homg(V, V'), ebenso wie etwa Determinante und Spur, “basisunab-
hangige” Information tiber A enthalten. Es stellt sich heraus, dass diese Information
in einem gewissen Sinn “vollsténdig” ist, wenn unser Vektorraum mit einem mit
A bzw. ganz p vertriglichen inneren Produkt ausgeriistet ist. Solche inneren Pro-
dukte und die daraus abgeleiteten Normen (s. §4 und (10.29)) sind ganz allgemein
das Werkzeug, um Objekte aus Vektorraumen mit physikalischen Messgrossen in
Verbindung zu setzen. Wir wiederholen auch hier erst wieder die hervorstehenden
Aussagen aus der linearen Algebra.

Definition 20.1. Ein euklidisches inneres Produkt auf einem reellen Vektorraum V'
ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform (-,-) : V x V' — R. Ein euklidi-
scher Raum ist ein reeller Vektorraum mit einem euklidischen inneren Produkt.

Eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
() VxVoC (20.1)

welche im zweiten Argument linear, und im ersten konjugiert-linear (auch “anti-”
oder “halb-linear” genannt) ist, d.h. Yoy, vy, wy,ws € V, A\, u € C gilt:

AUy + vy, prwy + we) = Ap(vy, wy) + Mop, wa) + plve, wy) + (va, wy) (20.2)

(A = komplexe Konjugation aus (2.6)). Eine Sesquilinearform heisst (konjugiert)
symmetrisch, falls fir alle v,w € V

(w,v) = (v, w) (20.3)

Ein hermitesches inneres Produkt auf einem komplexen Vektorraum ist eine positiv
definite symmetrische Sesquilinearform. Ein unitdrer (oder Hermitescher) Raum ist
ein komplexer Vektorraum V' mit einem hermiteschen inneren Produkt.

Bemerkungen. Aus der positiv Definitheit eines euklidischen oder hermiteschen in-
neren Produkts, das heisst

(v,v) >0 firv#0 (20.4)
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folgt insbesondere, dass (-,-) nicht entartet ist, d.h. (v,w) =0Vw € V = v = 0.
Daraus wiederum folgt, dass die Abbildung

VeV v = (w— (v,w)) (20.5)

injektiv ist. Fiir K = R ist diese Abbildung linear, fiir K = C konjugiert linear. Im
Falle dim(V) < oo folgt aus der Injektivitét, dass (20.5) ein (konjugiert) linearer
[somorphismus ist.

-Fiar V =R" ist

(z.y) = 'y (20.6)

ein euklidisches, fir V' = C"

(z,w) := Z ' (20.7)
i=1
ein hermitesches inneres Produkt. Durch Argumente, welche denen zu 20.2 sehr
dhneln, kann man zeigen, dass jedes euklidische bzw. hermitesche innere Produkt
auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum zu den Standardformen dquivalent ist,
das heisst es existiert jeweils eine Orthonormalbasis (ONB) B : K* = V| beziiglich
der (-, -) die Form (20.6) bzw. (20.7) hat.

Fakten 20.2 (Selbstadjungierte Endomorphismen). Sei (V,(-,-)) ein euklidischer
oder unitarer Vektorraum. Eine lineare Abbildung A € Homg (V, V') heisst symme-
trisch oder selbst-adjungiert>, falls

(v, Aw) = (Av, w) Yo,w eV (20.9)

Es sei nun V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer Vektorraum, und
A € Homg (V, V) selbst-adjungiert. Dann existiert eine ONB (by,...,b,) von V aus
Eigenvektoren von A: Mit reellen Zahlen \; € R C K gilt

1 firi =

0 sonst
Beweisideen. Fir dimV = 0 ist die Aussage leer. In der Absicht, fiir dimV > 1
einen induktiven Beweis nach der Dimension von V' zu fithren, zeigt man zunéchst

die Existenz eines Eigenwertes A € R C K von A: Fiir K = C folgt wie im Beweis
von 19.6 aus dem Fundamentalsatz der Algebra 7.0 zunéchst die Existenz eines

SFiir eine beliebige lineare Abbildung A € Homg (V, V) und v € V ist die Abbildung V > w
(v, Aw) eine Linearform auf V. Wegen der Nichtentartetheit des inneren Produkts folgt daraus
im endlich-dimensionalen Fall mit Hilfe des Isomorphismus (20.5), dass ein eindeutiger Vektor
Ay € V existiert, mit dem

(v, Aw) = (A*, w) YweV (20.8)

Die Zuordnung v +— A*lv ist linear (auch fiir K = C!) und eindeutig durch die Eigenschaft (20.8)
bestimmt. Sie heisst die zu A adjungierte Abbildung. Die Bedingung (20.9) ist dann die Gleichung
A = A*d Fiir K = R schreibt man (in Anlehnung an Matrizen) auch A*d = AT, fiir K = C auch
Axd = AT,
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komplezen Eigenwertes A € C. Mit einem Eigenvektor v # 0 zum Eigenwert \ folgt
aber aus B

Mo, v) = (Av,v) = (v, Av) = \Nv,v) (20.11)
und (v,v) # 0, dass tatsichlich A = A\, d.h. A € R C C. Fiir K = R betrachtet man
A auf der Komplexifizierung VE von V (s. 18.10) und zieht die eben gewonnene

Aussage wieder auf V' zurtick.
- Ist dann v € V' \ {0} ein Eigenvektor von A zu A € R, so ist 0 := \/L ein

Eigenvektor mit (v,0) = 1. Fir dim V' = 1 ist man hier fertig. ~~
- Fir dim V' > 1 ist das orthogonale Komplement

ot = {w e V| (d,w) = 0} (20.12)
ein Vektorraum der Dimension dim (@l) =dimV — 1. Wegen
w et = (0,w) =0 = (0, Aw) = (Ad,w) = Mo, w) = 0= Aw € o+ (20.13)

ist o+ invariant unter A,. Die Anwendung der Induktionsannahme auf die Einschrin-
kung von A auf 9% liefert dann eine ONB aus Eigenvektoren von A fiir 9+, welche
durch v zu einer ONB von V' vervollstandigt wird. ]

Die gleichen Ideen in leicht abgewandelter Form stecken hinter den Aussagen
zu den Normalformen von orthogonalen, unitiren®, und allgemein von normalen
Endomorphismen von V. Sie verallgemeinern sich unter geeigneten Voraussetzung
auch zu Darstellungen von Gruppen:

Definition 20.3. Eine komplexe Darstellung (V, p) von G heisst unitdr, falls auf V
ein hermitesches inneres Produkt (-, ) existiert, welches G-invariant ist, d.h.

(p(9)v, p(g)w) = (v,w) Yv,weV, 6 VgeG (20.14)
M.a.W., fiir alle g € G ist p(g) eine unitdare Abbildung von V.

Proposition 20.4. Sei (V,p) eine unitire Darstellung von G, und U C 'V eine
Unterdarstellung. Dann existiert eine weitere Unterdarstellung W C V' so, dass als
Darstellungen von G

V=UaW (20.15)

Beweis. Sei (-, -) ein G-invariantes hermitesches inneres Produkt auf V. Setze W :=
Ut ={w e V|(w,u) =0Vu e U} (das orthogonale Komplement). Falls w € U+,
so ist Vu € U

(p(g)w, u) = (w, p(g)u) =0 (20.16)
(da ja wegen der Invarianz von U p(g)~*u € U), also p(g)w € U~. Dies bedeutet,
dass U+ auch G-invariant ist. [

Die Existenz eines invarianten inneren Produktes mag wie eine starke Voraus-
setzung aussehen. Fiir viele in der Praxis vorkommende Gruppen ist sie aber auto-
matisch erfillt.

SEine lineare Abbildung U € Homg(V,V) heisst orthogonal/unitir, falls U = U™, d.h.
(Uv,Uw) = (v,w) Yo,w € V
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Proposition 20.5. Sei jetzt G eine endliche Gruppe und (V, p) eine komplexe Dar-
stellung von G. Dann ist (V, p) unitar.

Beweis. Sei (-, -) ein beliebiges (nicht notwendigerweise G-invariantes) hermitesches
inneres Produkt (so etwas existiert immer). Dann ist

(v, w) =Y _(p(h)v, ph)w) (20.17)

ein G-invariantes hermitesches inneres Produkt:

(p(g)v, plg)w) =D (p(hg)v, p(hg)w) = > (p(h')v, p(h')w) = (v,w) (20.18)

heG hg=h'eG

und die anderen Eigenschaften sind klar. (Allerdings ist es wichtig, als Startpunkt
ein positiv definites inneres Produkt zu verwenden. Ein nur nicht-entartetes inneres
Produkt gemischter Signatur kann beim Mitteln tiber die Gruppe entarten.) [

Korollar 20.6 (Vollstandige Zerlegbarkeit). Sei V' eine endlich-dimensionale kom-
pleze Darstellung einer endlichen Gruppe G. Dann existieren (paarweise nicht-

isomorphe) irreduzible Darstellungen Vi, ..., Vi und Multiplizititen ay,...,a; € N
so, dass
k k
veviect =P (20.19)
i=1 i=1

und diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge und Isomorphismus eindeutig.

Beweis. Die Existenz folgt durch wiederholtes Anwenden aus Prop. 20.4. Fiir die
Eindeutigkeit sei

l
V=W, ec (20.20)
j=1

eine weitere solche Zerlegung. Da 1dv‘ — V ein G-Morphismus ist, muss nach dem
Lemma von Schur 19.6 das Bild eine irreduzible Darstellung isomorph zu V; sein.
Wiederhole. ]

Beachte, dass falls G nicht endlich ist (und auch nicht kompakt), vollstindige Zer-
legbarkeit verloren gehen kann. Betrachte z.B.

(R, +) 5 ars ((1) 1) € GL(2,R) (20.21)

Wir verlassen an dieser Stelle die allgemeinen Betrachtungen zur Darstellungs-
theorie endlicher Gruppen und geben statt dessen noch zwei Querverbindungen zwi-
schen der linearen Algebra der letzten beiden §§ und der Differentialrechung der Kap.
4 und 5.

Erzeugende von Matrix-Lie-Gruppen

Die erste Verbindung entsteht als Anwendung der Exponentialfuntkion auf die Un-
tersuchung der Struktur kontinuierlicher Gruppen (s. Def. S. 127)
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Zur Erinnerung: Wir hatten im §5 die Exponentialfunktion exp durch die Potenz-
reihe (5.31) fiir Argumente in ganz allgemeinen Banach-Algebren eingefiihrt.
- Das Paradebeispiel fiir solche Banach-Algebren waren dabei aber bereits die Endo-

morphismen (Homg(V, V), ||-||) eines endlich-dimensionalen normierten reellen Vek-
torraums, (V, ||-||v), sieche 4.10. Hierbei ist die Operatornorm eines solchen Endo-
morphismus definiert als (1.27)

1Al := sup{[|Av|| | [lu]lv = 1} (20.22)

- Seinerseits war das motivierende Beispiel fiir einen normierten Vektorraum der
R™ mit seiner vom euklidischen Standardprodukt (20.6) induzierten Norm, ||z||s :=
VA{z, x).

- Die wichtigste analytische Eigenschaft der normierten R&ume (R",|-]|2) und
(Homg (V, V), |||l) war dabei ihre metrische Vollsténdigkeit.

- In ebendieser Weise induziert das hermitesche Standardprodukt (20.7) eine Norm
auf C", und folglich auf Hom¢(C™, C™): Die Argumente auf S. 25 bzw. 28, insbeson-
dere die fur die Giiltigkeit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (C.S.U.),

[{(v,w)| < v - ||w]| Yo,weV (20.23)

lassen sich leicht fiir einen allgemeinen unitaren Vektorraum anpassen.

- Die metrische Vollstandigkeit des C™ unter dieser Norm folgt vielleicht am ein-
fachsten aus der Tatsache, dass unter geeigneter Identifikation C* = R?*" (vgl. 18.10)
(20.7) identisch zu (20.6) ist.

- Wegen der Existenz von Orthonormalbasen sind allgemeine endlich-dimensionale
euklidische oder unitdare Raume é&quivalent zu den Standardformen. Im Folgenden
steht also K" fiir R™, ausgeriistet mit (20.6), bzw. fiir C" mit (20.7).

- Gemass den Betrachtungen im §5 konvergiert die Exponentialreihe also absolut
auf ganz Homg (K", K") = Mat(n,K), und gleichméssig auf der Kugel Br(0) C
Mat(n, K) fir jedes R > 0. Nach den Betrachtungen des § 10 ist exp daher differen-
zierbar im Sinne der Differentialrechnung mehrerer reeller Verdnderlicher.” Geméss
(11.18) ist das Differential bei 0 € Mat(n,K) die Identitét, d.h. ausgedriickt durch
die Richtungsableitungen (vgl. 10.4) gilt

Dexp(0)(A) = % . Oexp(tA) =A VA € Mat(n, K) (20.24)

- Die hierfiir und auch sonst wichtigste charakteristische Eigenschaft der Exponen-
tialfunktion ist die “Funktionalgleichung” genannte Identitét (s. 5.13)

exp(A) - exp(B) = exp(A+ B) VA, B € Mat(n,K) | AB = BA (20.25)

- Aus dieser Gleichung folgt namlich (vgl. (5.41)), dass fiir alle A € Mat(n, K)
(i) exp(A) invertierbar ist, und
(ii) fur alle t,s € R
exp(tA) exp(sA) = exp((t + 5)A) (20.26)

“Im Falle K = C ist exp sogar komplex differenzierbar in mehreren Variablen. Wir hatten
diesen Begriff aber nicht eingefiihrt und werden ihn im Folgenden auch nicht benutzen kénnen,
da die komplexe Konjugation in der Definition des hermiteschen inneren Produkts nicht mit der
Holomorphie vertréglich ist.
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Man sagt in der Sprache der Gruppentheorie: Die Abbildung
R >t exp(tA) € GL(n,K) (20.27)

ist fiir alle A eine ein-Parameter Untergruppe von GL(n,K).
- Ein-Parameter Untergruppen spielen fiir die Untersuchung der kontinuierlichen
Gruppen eine dhnliche Rolle wie die von einzelnen Elementen endlicher Gruppen
erzeugten zyklischen Untergruppen (vgl. C,, := (ry) C D,, in (19.11)).
- Denn wie wir schon im Zusammenhang des Umkehrsatzes im § 12 (s. um (12.16)
herum) festgehalten hatten, folgt aus der Tatsache, dass das Differential D exp(0)
vollen Rang hat, dass exp eine offene Umgebung von 0 € Mat(n,K) diffeomorph
(bijektiv und in beiden Richtungen stetig differenzierbar) auf eine offene Umgebung
des neutralen Elements id € GL(n,K) abbildet. Im Sinne dieses Zusammenhangs
nennt man die Elemente A des Vektorraums Mat(n, K) die infinitesimal Erzeugenden
der Gruppe GL(n,K).®
- In der Physik und Geometrie erhalten die infinitesimal Erzeugenden derjenigen ein-
Parameter Untergruppen eine besondere Bedeutung, die mit dem jeweils gegebenen
inneren Produkt vertraglich sind.
Definition 20.7. Fiir K = R heisst die Gruppe

O(n) : = {R € GL(n,R) | (Rv, Rw) = (v,w) Yv,w € R"} 2098
:{RG G’L(n,R)|RT:R*1} (20.28)

die orthogonale Gruppe. Wir schreiben fiir die Menge ihrer infinitesimal Erzeugenden
so(n) := {A € Mat(n,R) | exp(t4) € O(n) Vt € R} (20.29)
Fiir K = C heisst die Gruppe

U(n) : = {U € GL(n,C) | (Uv,Uw) = (v,w) Yv,w € C"}

—{U e GLm,C)|Ut =U"} (20.30)

die unitire Gruppe. (Zur Notation siehe Fussnote 5.) Wir schreiben fiir die Menge
ihrer infinitesimal Erzeugenden

u(n) := {A € Mat(n,C) | exp(tA) € U(n) Vt € R} (20.31)
Proposition 20.8. (i) Fir K =R gilt:
so(n) = {A € Mat(n,R) | A" = —A} (20.32)
Fiir K = C gilt:
u(n) = {A € Mat(n,C) | AT = —A} (20.33)

(ii) so(n) bzw. w(n) sind reelle Vektorriume der Dimension ”(”T_l) bzw. n?, und

abgeschlossen unter der Kommutator-Bildung, d.h. fir Ay, Ay € so(n) (bzw. u(n))
qilt
[Al, AQ] = Al . A2 — A2 : Al € 50(n) (bZ’LU u(n)) (2034)

8Tatséchlich erzeugt dann eine offene Umgebung von id (evtl. zusammen mit einer endlichen
Menge) GL(n,K) algebraisch.
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Beweis. Wir zeigen (i) fiir K = C, der Rest sei Ubung. Zunéchst halten wir fest,
dass Mat(n,C) > A+ AT € Mat(n, C) eine stetige Abbildung ist. Daher gilt nach
dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit 6.5 YA € Mat(n, C):

" AR Ny LN =L (AN
(exp(4))' = ( 1im ZH) :nlggo(Zg> ‘JEEOZ% (20.35)
k=0 ‘

= exp(AT)
Beh.: A €u(n) & At = -A
S i Gilt
exp(tA") = exp(tA)’ = exp(tA)™ = exp(—tA) VtER, (20.36)

so folgt durch Ableiten

d
o exp(tAl) = —

t=0 t1t=0

exp(—tA) = AT = —A (20.37)

- 4" Gilt umgekehrt AT = — A, so folgt mit Hilfe von (20.35)
(exp(tA))T — exp(tA") = exp(—tA) = (exp(tA))_l Vie R (20.38)

(Im ersten Schritt haben wir noch benutzt, dass zwar A — A" konjugiert linear ist,
aber t € R.) O

Bemerkungen. - Es sei noch zweimal betont, dass auch im Falle K = C u(n) kein
komplexer, sondern nur ein reeller Vektorraum ist. Dies soll heissen: Die Addition ist
zwar die von Mat(n, C) geerbte, u(n) ist aber nur unter Multiplikation mit R C C
abgeschlossen: Ist AT = —A (anti-selbst-adjungiert), so ist (i4)7 = iAT = (—i) -
(—A) =iA, d.h. {A ist selbst-adjungiert.

- Fiir K = C lasst sich aber dann der Vektorraum der infinitesimal Erzeugenden der
unitdren Gruppe durch einfaches Multiplizieren mit ¢ mit den symmetrischen Ab-
bildungen identifizieren, welche sich der Eigenschaften 20.2 erfreuen. Fiir K = R gilt
dies hingegen nicht (schon aus Dimensionsgriinden!!!) Die Méglichkeit eines solchen
fundamentalen Zusammenhangs zwischen Observablen und kontinuierlichen Sym-
metrien (Stichwort: Noether-Theoreme) ist letztlich der Grund fiir die Bedeutung
von C in der Quantenmechanik.

- Die Klammer (20.34) ist anti-symmetrisch

[A1, As] = —[Ay, A4 (20.39)
und erfillt die Jacobi-Identitat
(A1, [Ag, Ag]] + [As, [As, A1]] + [As, [A1, Ao]] =0 (20.40)

Eine solche Struktur heisst Lie-Algebra.
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Rayleigh-Ritz-Verfahren

Unsere zweite Anwendung der Analysis auf die lineare Algebra liefert ein haufig be-
nutztes Verfahren zur Approximation von Eigenwerten symmetrischer Abbildungen
in hoher (sowie mit geeigneten weiteren Annahmen auch unendlicher) Dimension.
Wir formulieren sie fir K =R, V' =R" (n > 1) mit dem euklidischen Standardpro-
dukt (20.6).

Theorem 20.9. Fiir eine symmetrische Matriv A € Mat(n,R), AT = A ist
A= min{(z, Az) | (z,x) = 1} (20.41)

der kleinste Eigenwert von A, und jedes x, mit (x.,x,) = 1 und (z., Az,) = X ist
ein Eigenvektor zum Eigenwert X.

Bemerkungen. - Die (n — 1)-dimensionale Sphére

n

St hi={z e R"|(z,z) = Z(xzf =1} (20.42)

=1

ist beschrankt und abgeschlossen, und daher nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass
1.17 folgenkompakt im Sinne von 7.5. Daher nimmt die stetige Funktion = +— (x, Ax)
auf S"~! ein Minimum an, so dass die Behauptung Sinn macht.

- Der Rest des Beweises ist aber eigentlich eine Ausrede, nochmals einige Begriffe
aus dem § 12 zu wiederholen. Die folgenden Betrachtungen hédngen zunéchst nicht
von der euklidischen Metrik auf R™ ab.

Fakten 20.10. Es sei M C R” nicht leer und p € M. Fiir eine offene Teilmenge
U C R mit p € U heisst eine Abbildung

w:UNM — R* (20.43)

eine k-dimensionale (glatte) Karte von M um p falls

(i) ¢ injektiv und stetig, und V := (U N M) C R* offen ist sowie

(i) die Umkehrabbildung ¢ := ¢~ : V' — R" (unendlich oft’) differenzierbar ist,
mit rang(DY(y)) =k Yy € V.

- Eine k-dimensionale (glatte) Untermannigfaltigkeit des R™ ist eine nicht-leere Teil-
menge M C R™ mit der Eigenschaft, dass fiir jeden Punkt p € M eine (glatte)
k-dimensionale Karte von M um p existiert.

- Die Umkehrabbildung ¢ = ¢! : V' — U N M heisst auch lokale (regulire) Pa-
rametrisierung von M um p. Sie ist anfangs eingéngiger, tiblich ist aber tatsédchlich
die Bezeichnung “Karte” fiir das Paar (U N M, ¢).

- Beispielsweise ist fiir V' C R¥ offen und eine glatte Abbildung f : V — R** der
Graph Graph(f) := {(z, f(z)) |2 € V} eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R" = RF x R"*. (Es existiert eine globale Karte mit U = R", ¢(z, f(z)) = .)

9Es macht auch Sinn, Untermannigfaltigkeiten zu betrachten, bei denen ¢~! nur stetig, oder

ein-, zwei- etc. Mal stetig differenzierbar ist. Haufig ist wie hier bei uns “glatt” synonym mit
“unendlich oft differenzierbar”.
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- Der Inhalt des Satzes 12.3 tiber implizite Funktionen ist die Aussage, dass fiir eine
glatte Abbildung F : U — R"* die Niveaumengen F~!(const.) in der Umgebung
von Punkten p mit rang(DF(p)) = n — k lokal Graphen glatter Funktionen und
daher k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten sind. Tatsachlich lasst sich auch jede
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit so darstellen.

- Flir einen Punkt p € M C R" definieren wir den Tangentialraum von M in p als
Unterraum von R (wie in (10.27) als in p angeheftet gedacht), indem wir eine lokale
Parametrisierung ¢ : V' — R" von M um p wéihlen (insbesondere existiert ein ¢ € V
mit p = 1(q)), und setzen:

T,M := Dip(q)(R*) = {Dip(q)(w) | w € R} (20.44)

Anschaulich ist T,M die Menge der Richtungsvektoren §(0) aller glatten Kurven
v (—€,€) = R™ mit y((—e¢,€)) C M und (0) .

cIst F o U — R mit UﬂM UNF0) = {¢(y) |y € V} wie im Satz iiber
implizite Funktionen, so folgt aus F(¢(y)) = 0 Vy € V durch Ableiten aus der
Kettenregel

v = Dy(q)(w) = DF(p)(v) = DF o Dis(g)(w) = 0 (20.45)
und aus Dimensionsgriinden dann
T,M = Ker(DF(p)) C R" (20.46)

Insbesondere ist 7,,M als Untervektorraum von R" nicht von der Wahl einer Para-
metrisierung (von denen es im Allgemeinen viele gibt) abhéngig.

Beispiel: Die (n —1)-dimensionale Sphére ist eine (n— 1)-dimensionale glatte Unter-
mannigfaltigkeit des R": Das Differential der definierenden Gleichung (z,z) —1 =10
am Punkte xz, € S"! ist

R" > v+ D({x,z) — 1)(x0)(v) = 2(xq, v) (20.47)

und hat Rang n — (n—1) = 1 (Ubungsaufgabe). Der Tangentialraum an die (n — 1)-
dimensionale Sphéire im Punkte o € S™~! ist also

Ty, 8" = Ker D({z, ) — 1)(z0) = {v € R"| (z0,v) = 0}

_ L
=

(20.48)

(vgl. (20.12)).

Proposition 20.11. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
und f € C*°(R™ R). Angenommen, f hat in p. € M ein lokales Minimum auf M,

d.h. fiir eine Umgebung U C R™ von p, gilt*°
flp) > flps) YpeUNM (20.49)
Dann gilt:
T,.M C Ker(Df(ps)) (20.50)

109, ist i.A. kein lokales Minimum von f in R”, d.h. es kénnte Punkte ¢ ¢ M aber in der Nihe
von p, geben, mit f(q) < f(p«)-
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In Worten: f ist in den Tangentialrichtungen in erster Ordnung stationar.

Beweis. Fir v € T,,M sei v : (—¢,€e) — R" eine glatte Kurve mit y((—e¢,€)) C M,
7(0) = p., und ¥(0) = v. OBdA nehmen wir an, dass v((—¢,¢)) C U N M, mit U
wie in (20.49). Dann hat f o~y : (—€,¢) — R in 0 ein lokales Minimum und es folgt

daher aus 9.6 p
= 7)./ () = Df(p.)(3(0) = D (p.)(v) (20.51)

Dies impliziert (20.50). O

0

Beweis von 20.9. Wir wissen bereits, dass die auf R" glatte Funktion
x> (x, Az) (20.52)

auf S"~! ein globales also auch lokales Minimum in z, € S™~! besitzt. Das Differen-
tial dieser Funktion ist

R" 5 v — D{(x, Az)(x.)(v) = 2(z,, Av) (20.53)
Mit (20.48) bedeutet dann (20.50), dass

v ezt

= (., Av) =0 (20.54)
Wegen der Symmetrie von A ist also (Ax,,v) = 0 Vv € z. In der Zerlegung
R*=R- -z, ® 2y (20.55)

ist aber die Einschrinkung von (-, -) auf z;- ebenfalls positiv definit, also insbesondere
nicht entartet. Daher ist Az, € R - z,. Es existiert also ein A mit Az, = A\z.. Es
folgt der Rest der Behauptungen. O
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INTEGRATIONSTHEORIE

Die physikalisch interessantesten Aussagen aus der linearen Algebra, die wir im
letzten Kapitel fiir endliche Dimension bewiesen haben, tibertragen sich auf den
(physikalisch noch interessanteren) Fall unendlich-dimensionaler Vektorraume, aber
nicht ohne weitere Anstrengungen und Annahmen. Die Schwierigkeiten entstehen
dadurch, dass einerseits die metrische Vollstandigkeit normierter Rdume (im Sin-
ne von 4.2) in die Beweise einging, insbesondere bei der Eigenwerttheorie und
der infinitesimalen Erzeugung kontinuierlicher Gruppen, andererseits Normen auf
unendlich-dimensionalen Vektorrdumen aber nicht mehr alle dquivalent sind (vgl.
§ 24 im Kontrast zu 4.18). Es existieren daher auch verschiedene Konvergenzbegriffe
und wir miissen uns dartiber Rechenschaft ablegen, welcher davon fiir die jeweilige
Anwendung der “richtige” ist.!!

Ein verwandtes Problem tritt bei der Losung von linearen und nicht-linearen
Differentialgleichungen auf. Wahrend wir fiir gewohnliche Differentialgleichungen im
§ 14 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen auf der Basis der stetigen Funktionen
und der gleichméssigen Konvergenz kontrollieren konnten, so reicht dieser Rahmen
fiir die meisten partiellen Differentialgleichungen nicht mehr aus. Unstetige und
unbeschrankte Funktionen treten zumindestens in Zwischenschritten unweigerlich
auf.

Um all diese Fragen in Angriff nehmen zu kénnen, ist es jetzt unabdingbar, dass
wir uns zunachst mit dem allgemeinen und flexiblen Integralbegriff auseinanderset-
zen.

§ 21 Integration im R”

Zur Erinnerung: Wir hatten im § 13 (s. Def. 13.3) das Integral einer stetigen Funk-
tion f: I — V (I C R ein Intervall, V' ein vollstandiger normierter Vektorraum)
von a nach b in I definiert als Grenzwert einer speziellen Folge von Riemannschen
Summen:

/ (s)ds = an;oZ_:(b;a) fla+ S(b—a)) (21.1)

1Es ist intuitiv nicht ganz einfach zu sagen, welche physikalischen Prinzipien bei der Auswahl
helfen sollen. Ein wichtiges Rationalitdtskriterium ist sicherlich die Mdoglichkeit der “beliebig ge-
nauen Approximation durch endlich viele Schritte”.
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Unsere Motivation dazu war die Umkehrung der ein-dimensionalen Ableitung, auf-
gefasst als lineare Abbildung

CY(I,V) —=C°(I,V) (21.2)

im Sinne des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung: Fir jede Funktion

fecI,V)ist
/ £(s (21.3)

eine Stammfunktion von f ist, d.h. F(t) = f(t).

Die Konzeption des Integrals als Umkehrung der Ableitung lasst sich nun nicht
ohne Weiteres auf beliebige Funktionen von n > 1 reellen Verdnderlichen verallge-
meinern. Schon im Falle n = 2 hatten wir im § 15 gesehen, dass wir Stammfunktionen
von Funktionen f : R? — R? nur unter Zuhilfenahme der komplexen Multiplikation
im Wertebereich R? & C gewinnen konnten, und auch nur unter der zusétzlichen
Annahme, dass die Ableitung bereits holomorph ist, d.h. auch im Definitionsbereich
mussten wir R? 2 C identifizieren. Fiir n > 2 steht solch eine algebraische Struktur
einfach nicht zur Verfiigung.

Eine flexiblere Interpretation, die sich unmittelbar und viel weitreichender ver-
allgemeinern lésst, ist die des bestimmten Integrals als “Mittelwert” einer Funkti-
on iiber ihren Definitionsbereich bzw. als “gewichtete Summe” der Funktionswerte.
Dass dies tatséachlich die “richtige” physikalische Deutung des Integrals ist, wird in
der statistischen Physik und dann insbesondere im Pfadintegralzugang zur Quan-
tenmechanik nachdriicklich klar. Wie wir im §23 sehen werden, lassen sich aber
auch in n Dimensionen (manchmal) Stammfunktionen durch Integration erhalten,
und letztlich ist der Zusammenhang zwischen Mittelung und infinitesimalem Zu-
wachs die eigentliche mathematische Aussage des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung.

Ein Vorteil der Mittelwertinterpretation der Integrals ist, dass sie im Prinzip auch
fiir beliebige Funktionen auf Mengen eingefithrt werden kann, die nicht mit allen
Strukturen von R bzw. R™ ausgeriistet sind. (Beispielsweise ist schon die Abbildung

Rt'={z:N—>R} >R
" 214
x:(xl,...,x")THZx’ (21.4)
i=1

(vgl. S. 130) der Permutationsdarstellung von S,, auf ihren invarianten Unterraum
eine interessante Sorte Integral in diesem Sinne.) Als Zugestandnis an das Fehlen

einer natiirlichen Anordnung fiir n > 1 schreiben wir jetzt auch im ein-dimensionalen
Fall!?

b
- f(z)dz ::/a f(s)ds (21.6)

12Beachte, dass wir dadurch Information verlieren. Fiir a > b gilt:

/b f(s)ds = — f(z)dz N (21.5)
a [b,a]
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Auf der anderen Seite ist die Einfiithrung der Mittelung zunéchst am einfachsten,
wenn der Wertebereich unserer Funktionen angeordnet ist. Beispielsweise gilt:

Lemma 21.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es seien a,b € R mit a < b
und f : [a,b] — R eine stetige Funktion'®. Dann existiert ein & € [a,b] so, dass

S = / f(s)ds=F(E)-(b—a)=f(€)-b—a]  (20.7)

Beweis. Fiir a = b steht mit £ = a auf beiden Seiten 0. Es sei also im Folgenden
a < b. Da [a,b] nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass 3.11 folgenkompakt ist,
exsitieren geméass Thm. 7.5 Stellen z,, und z,, in [a, b] so, dass
f(zm) = nf f([a,0]) = inf{f(z) |z € [a, 0]}

Fwar) = sup f([a]) = sup{f(z) | = € [a,H]}

Es gilt dann f(z) — f(x,,) > 0 Vz und daher (Ubungsaufgabe!)

(21.8)

(x)dx — f(zm) - (b—a) = (f(z) = f(zm))dz >0 (21.9)

[a,b] [a,b]
Ebenso gilt
S () 0-a (21.10)
ab
Zusammen
Flrn) < 5 e < i) (21.11)

Mit einer leichten Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes 7.1 existiert dann ein
€ € [a, b] mit
1
&) =5 [ty (21.12)
b—a [a,b]

wie gefordert. ]

Um die Sache iiberschaubar zu halten, geben wir also nun das Ziel dieses § aus
als die Definition des Integrals als gewichtete Summe fiir moglichst viele Funktionen
f:R® — R. Wir benétigen dazu einige topologische Grundbegriffe, beziiglich einer
beliebigen Norm ||| auf R™.

- Eine Teilmenge U C R"™ heisst offen, falls fiir jedes x € U ein r > 0 existiert so,
dass
Bo(z) ={yeR"||lz—y||<r} cU (21.13)

- Eine Menge A C R™ heisst abgeschlossen, falls einer jeden Folge (xy) C A, welche
als Folge in R™ konvergiert, Grenzwert in A liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
R™\ A offen ist.

- Abgeschlossene und beschrankte Teilmengen des R™ sind folgenkompakt. Wir sagen
im Folgenden auch einfach “kompakt”.

13Wir lassen als Verallgemeinerung von 1.13 jetzt auch die Notation [a,a] := {a} C R zu.
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- Der Abschluss einer beliebigen Teilmenge X C R”™ ist die “kleinste” abgeschlossene
Menge X, die X noch ganz enthilt. Eine niitzliche Charakterisierung von X ist
als Vereinigung von X mit den Grenzwerten aller (in R) konvergenten Folgen mit
Werten in X.

X = m A=XU{lim z, | (2,)neny C X, x, ist Cauchy-Folge} (21.14)

n—o0

ADX
A abgeschlossen

- Der offene Kern oder das Innere einer beliebigen Teilmenge X C R™ ist die “gross-

te” offene Menge X, die noch ganz in X enthalten ist.
- Der Rand von X ist

0X =X\ X (21.15)
- Fiir eine Funktion
f:R*"—=R (21.16)
heisst
supp(f) := {z € R*| f(z) # 0} (21.17)

der Trager (Support) von f
- Fiir eine beliebige Menge X C R"™ heisst xx : R” — R mit

1 zeX
Xx () = {0 rd X (21.18)

die charakteristische Funktion von X. Ubungsaufgabe: supp(yx) = X).

Wir fithren nun sukzessive eine Reihe von Unterrdumen des Vektorraums aller
reellwertigen Funktion auf R” ein, und definieren ein zugehoriges Integral mit cha-
rakteristischen Eigenschaften. Der Einfachheit halber lassen wir den Wertebereich
aus der Notation weg (Bsp. F(R") := F(R",R).)

Treppenfunktionen

- Ein (abgeschlossener) Quader ist eine Teilmenge Q C R™ der Form

Q = [a17b1] X oo X [an, bn] (2119)
fir reelle Zahlen a; < by, as < ba,...,a, < b,. Ein Quader heisst entartet, falls
a; = b; fir wenigstens ein i € {1,...,n}, sonst nicht-entartet. Wir schreiben fiir das

(euklidische!) Volumen eines Quaders

n

vol(Q) = [ ] Ib: — ail (21.20)

=1

Offensichtlich ist vol(Q) = 0 < @ entartet.
- Eine Funktion ¢ : R™ — R heisst Treppenfunktion, falls eine endliche Anzahl
Quader Qq, ..., Q) mit reellen Zahlen ¢y, ..., ¢, existiert mit der Eigenschaft, dass

Q:NQ; =10 falls i # j und

k
= cixa, (21.21)
=1
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Die Menge T (R™) der Treppenfunktionen ist abgeschlossen unter punktweise Addi-
tion und Skalarmultiplikation, bildet also einen Untervektorraum von F(R"™). Wir
werden den Beweis dieser Aussage nicht formal aufschreiben, illustrieren aber die
notwendigen Grundideen durch die folgenden Beobachtungen.

- Die charakteristischen Funktionen von offenen Quadern sind Treppenfunktionen:

Betrachte einen nicht-entarteten Quader @ = [ay, b;] X -+ X [ay, b,], und setze fur
1=1,...,n
XZ = XRiilx[ai,bi]XRnii ’ Xl = XRiilx(ai,bi)XRnii ’ (21 22)
Pi = XRi—1x{a;} xR 5 Y = XRi=1x{b;} xRn—%
Dann gilt

"o (21.23)

Ausmultiplizieren ergibt die explizite Darstellung von ng als Linearkombination von

charakteristischen Funktionen von abgeschlossenen Quadern, welche ausser () alle
entartet sind und daher leeres Innere haben.

- Ebenso sind charakteristische Funktionen von kartesischen Produkten offener, halb-
offener, und abgeschlossener Intervalle Treppenfunktionen. Wir wollen solche Men-
gen teilweise offene Quader nennen.

- Fiir zwei Quader @)1 und @, ldsst sich die Summe wieder in die Form (21.21)
zerlegen (Ubungsaufgabe).

- Man beachte insbesondere, dass die Darstellung einer Treppenfunktion wie in
(21.21) nicht eindeutig ist. Fir n = 1 gilt beispielsweise

Xlabl = Xja,ett) + X[agb y) — X{zt) (21.24)
- Aus diesen Betrachtungen folgt etwa auch, dass
T(R"™) = span{xQ | Q C R" ein Quader} c F(R™) (21.25)

(Charakteristische Funktionen abgeschlossener Quader bilden nur eben keine Basis
von T (R™), siche (21.24).)
- Schliesslich tiberlegt man sich, dass fiir eine Treppenfunktion ¢ € T(R™) die Zahl

Ir(p) == Zc vol(Q;) (21.26)

=1

tatsachlich nicht von der gewéhlten Darstellung (21.21) abhéngt. (Beweis wird nach-
gereicht). Wir nennen I7(p) das Integral von ¢ iiber R™, spater auch geschrieben
als

(o) = [ ela)da (21.27)
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Lemma 21.2. (i) Fir alle 1,02 € T(R"), A € R gilt

Ir(Ap1 + @2) = M7 (1) + I7(2) (21.28)

(7i) Fir alle ¢ € T(R™) mit p(xz) > 0 Vo € R ist I7(¢) > 0. (Monotonie)
(iii) Fiir alle o € T(R™) ist auch |¢| € T(R") und |I(¢)| < Ir(|o|). ™

Beweis. wird nachgeliefert [

Stetige Funktionen mit kompaktem Trager

- Es sei
C.(R") :={f :R" — R| supp(f) kompakt} (21.29)
Da supp(f) per Definition abgeschlossen ist, gilt offensichtlich: f € C.(R") < f ist

stetig und f(x) = 0 fiir ||z|| > R fiir ein R > 0 < Es existiert ein Quader @) C R”

mit supp(f) C Q.

- Zur Ubertragung des Integrals von T (R") auf C.(R") benutzen wir, dass stetige
Funktionen auf folgenkompakten Mengen gleichméssig stetig sind (s. Thm. 8.4). Es
folgt daraus, dass sich stetige Funktionen mit kompaktem Trager gleichméssig durch
Treppenfunktionen approximieren lassen. Genauer gilt:

Lemma 21.3. Es sei f € C.(R") und Q ein Quader mit Q) O supp(f). Dann
ezistiert fir jedes e > 0 ein ¢ € T(R™) mit supp(p) C Q und

1f = ¢l (= sup{If(@) = p(@)] | v € R"}) <€ (21.30)

Beweis. Da () kompakt ist und f stetig, existiert ein 6 > 0 so, dass

1f(x) — f(y)] <e firallez,yeQmit|lz—y|| < (21.31)
Zerlege () (z.B. rastermissig) in disjunkte, teilweise offene Quader @Q,..., Q) so,
dass fir alle ¢
diam(Q') (:: sup{[lz -yl |2,y € Q;}) <4 (21.32)
Wihle Stutzstellen x; € Q) fiir i = 1,..., k und setze
k
o= fleixy (21.33)
i=1

Dann gilt supp(¢) C @ und da die @} eine disjunkte Zerlegung von () bilden, existiert
fir jedes x € Q genau ein i, € {1,...,k} mit x € Q;_. Es folgt fiir alle z € Q

[f(@) = e(@)] = [f(x) = fla,)] <€ (21.34)
wegen (21.31) und da ||z — 7, || < diam(Qj, ) < d. Da f und ¢ ausserhalb von @
verschwinden, folgt (21.30). O

» 15

Damit sind wir bereit fiir die “Verallgemeinerung von 13.3.

ol () = |p(z)|
15in Anfithrungszeichen, wegen der Fussnote auf S. 146
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Proposition/Definition 21.4. Es sei f € C.(R™). Wihle einen nicht-entarteten
Quader @ D supp(f), und eine Folge (vr)ren C T (R™) von Treppenfunktionen mit
supp(px) C Q und limy|| f — ¢kllo = 0. Dann ist (I7(pr))ren eine Cauchy-Folge
(von reellen Zahlen) und das Integral

Ie,(f) = lim Ir(i) (21.35)

k—o0
héangt weder von dem Quader () noch von der Folge (o) ab.

Beweis. Die Existenz einer Folge mit den geforderten Eigenschaften folgt aus dem
Lemma 21.3. Fiir jedes € > 0 existiert dann ein K so, dass fiir alle £,/ > K und fiir
alle z € :

ox(2) — (@) < [oon(x) — fl)] + [f(2) — pu(2)]

SIS = ulloe 1S = lle < s

Fir z ¢ Q ist pr(z) — ¢i(x) = 0. Mit Hilfe von Lemma 21.2 und I7(xq) = vol(Q)
folgt fir k, 01 > K

(21.36)

[ I(ex) = I ()| = [T (er — )| < Ir([ox — @il)

< h’(”@ok — @1loo - XQ) < ﬁ@) vol(Q) = e (21.37)

(I7(¢x)) ist also eine Cauchy-Folge, daher konvergent. Sind Q und (¢x) ein anderer
Quader und Folge mit supp(f),supp(¢r) € Q und ||f — @illee — 0, so sei Q ein
Quader mit @ N QC 6:2 Dann folgt aus ||¢x — @k||coc — 0 mit einer Abschatzung auf
Q, dass lim I-(@;,) = lim I (¢y,). O

- Man iiberzeuge sich davon, dass im Falle n = 1 mit (21.6) I¢_(f) mit der urpsriing-
lichen Definition (21.1) iibereinstimmt.

Proposition 21.5 (Eigenschaften des Integrals). o, : C.(R™) — R ist linear, mo-
noton, und fir f € C.(R™) mit supp(f) C Q fir einen Quader Q gilt

e ()] < £ lloo - vol(Q) (21.38)
Beweis. Wende die Rechenregeln fiir Folgen auf die entsprechenden Eigenschaften
von I+ an. O

- Wir geben nun das erste Resultat zur prinzipiellen Berechnung des mehr-
dimensionalen Integrals, namich durch sukzessive Riickfithrung auf das ein-dimensio-
nale Integral, welches sich wegen (21.6) im Prinzip mittels Stammfunktionen 16sen
lasst (vgl. Thm. 13.2).

Proposition 21.6. Sei f : R" x R™ — R stetig mit kompaktem Trdger.
(i) Fir jedes y € R™ ist die Funktion

R" 3z fW(z):= f(z,y) €R (21.39)
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stetig mit kompaktem Trdger.
(ii) Die Funktion
R™ €y g(y) = Le.(fY) (21.40)

ist stetig mit kompaktem Trager.
(7ii) Es gilt: Ic (g) = Ic,(f)

Bemerkungen. Beachte, dass wir in der Notation von /¢, nicht zwischen den verschie-
denen Dimensionen unterschieden haben, da wir diese aus dem jeweiligen Argument
ablesen konnen. Mit der (klobigeren) tiblichen Notation lautet die Aussage:

/( Rnf(x’y)d"”) ay = /RW [l y)d(z,y) (21.41)

(und aus Symmetriegriinden natiirlich auch = / ( f(z, y)dy) dx.)
n Rm

Beweis. - Zunéchst halten wir fest, dass die analogen Aussagen fiir das Integral I
auf Treppenfunktionen gilt. Dazu reicht es wegen der Linearitdt der beteiligten Ab-
bildungen (I, ¢ — ¥, © = I (o)) € T(R")) aus, sie fiir das Erzeugendensystem
(21.25) der charakteristischen Funktionen abgeschlossener Quader zu verifizieren.
Offenbar ist aber jeder Quader in R"*™ ein Produkt Q x P von Quadern in R™ und
R™ und es gilt

Ir(xqxp) = vol(Q x P) = vol(Q) - vol(P) = I+ ( Ir(x4,p) ) (21.42)
=vol(Q)-xp

Fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger sind die Aussage (i) und die Be-
schrianktheit des Triger von g offensichtlich. Die Stetigkeit von ¢ ist ein Spezial-
fall der “stetigen/differenzierbaren Abhéngigkeit von Parametern”, deren Beweis
flir n = 1 aus 13.7 sich leicht tibertragen lasst.

Zum Nachweis von (iii) sei @) x P ein Quader in R™ x R™ mit supp(f) C Q x P
und fiir € > 0 sei ¢ € T(R™ x R™) mit supp(p) C @ X P und ||f — ¢||oc < €. Dann
gilttt

Ie.(1) — Ir(9)] < e vol(Q x P) (21.43)

Ausserdem gilt natiirlich Vy € R™ [|[f® — o® | < |If — ¢llc < € und wegen
supp(fW), supp(¢”) C Q mit g(y) := Ie.(f¥), ¥(y) := Ir (') daher

19 — Plloe < € vol(Q) (21.44)
Es folgt wegen supp(g), supp(v)) C P
le,(g) — Ir(8)] < e -vol(@) - vol(P) (21.45)

und wegen I7(¢) = I7(p) zusammen

| Te.(9) = Ie.(f)| < {e(g) = Ir ()| + [I7(p) — Le.(f)] < 2€-vol(Q) - vol(P) (21.46)
Mit € — 0 folgt die Behauptung. ]

Y6Betrachte lim |I7(¢r) — I7(¢)] fiir ||f — ©kllco — 0.
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Damit haben wir also das (“euklidische Standard-") Integral fiir Treppenfunk-
tionen sowie fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger definiert und unter Kon-
trolle. Die intuitive Begriindung der weiteren Verallgemeinerung (auf “moéglichst
alle”'” Funktionen) ist dann #hnlich wie die der Vervollstindigung der rationalen zu
den reellen Zahlen: Losungen gewisser Probleme lassen sich durch Folgen in C,. (nu-
merisch haufig auch T) “beliebig anndhern”, aber nie exakt finden. Dabei kénnen
sowohl nicht-kompakte Triger als auch Unstetigkeiten auftreten.!® Zur Sicherung
der Konvergenz erweitert man wieder den Funktionenraum.

Als Beispiel ist es insbesondere wiinschenswert, stetige Funktionen f € C(R")
iiber kompakte (oder allgemeinere) Menge X zu integrieren, die nicht den gesamten
Trager supp(f) umfassen. Solche Integrale sollten sich wiederum schreiben lassen
als

/X Fla)de = /R xx(@)f(@)da (21.47)

und xx - f ist im Allgemeinen weder stetig noch eine Treppenfunktion.

Im Prinzip sind mehrere Vervollsténdigungen denkbar, in Abhéngigkeit von dem
benutzten Kriterium fiir die Giite einer Naherung. Tatsachlich sind aber die Ergeb-
nisse meistens vergleichbar. Eine Heidelberger Tradition, der wir hier folgen wollen,!?
ist die “punktweise Anwendung des Prinzips der monotonen Konvergenz” Thm. 3.9:

Eine monotone Folge reeller Zahlen ist entweder unbeschrankt oder konvergent. ‘

Dazu untersuchen wir zunéchst die von der Anordnung von R auf F(R") induzierten
Strukturen, und erweitern sie leicht.

Verabredung: - Fir f,g € F(R") schreiben wir f > g, falls f(x) > g(x) Vz € R™.
(Gibt es sowohl x mit f(z) > g(x) als auch solche mit f(z) < g(z), so sagen wir gar
nix.)

- Eine Folge (fx) € F(R™) heisst monoton wachsend (fallend), falls fr 1 > fip Vk
(fior < fi VE).

Proposition 21.7. Sei (fy) eine monotone Folge stetiger Funktionen mit kom-
paktem Triger. Angenommen, die punktweise Grenzfunktion f(z) = limy_ fi(z)
ist ebenfalls stetig mit kompaktem Trager. Dann konvergiert Ic,(fr) monoton gegen

Ie.(f).

Wir schreiben jetzt wieder fi 1 f (bzw. fi | f) fiir monotone Konvergenz (von
Funktionen etc.). Die in der Prop. behauptete Eigenschaft

Ie(fi) 1 Ie (f) fir (fi) C Co(R™), fi T f und f € C.(R"), (21.48)

auch geschrieben als sup (e, (fi)) = Ic.(sup fi), bezeichnen wir als Ordnungsstetig-
keit von I¢,.

17Tatséchlich ldsst sich ein Integral mit verniinftigen Eigenschaften nicht auf ganz F(R™) definie-
ren. Der Unterraum, den wir beschreiben, ist aber in einem gewissen Sinne “so gross wie moglich”.

8Tatséchlich sind die physikalisch relevanten Losungen hiufig wieder stetig (sogar glatt). Es
verhilt sich dann &hnlich wie beim Ubergang von R auf C: Komplexe Zahlen sind aus formalen
Grinden unabdingbar, physikalische Messergebnisse stets reell.

19Tch lehne mich an das Weissauersche Skript an, frithere Versionen stammen von Prof. Freitag.
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Beweis von 21.7. Wegen f € C.(R") ist auch die Folge (fx — f)ren, welche monoton
gegen Null konvergiert, in C.(R"). Nach Ubergang auf +(f, — f) konnen wir also
oBdA annechmen, dass fi | 0. Die Monotonie von (I¢,(f)) folgt dann wegen 21.5
aus der Monotonie der Funktionenfolge. Ausserdem existiert ein Quader @) so, dass
supp(fx) C supp(f1) C Q. Zum Nachweis, dass I¢,(fr) — 0, behaupten wir zunachst:
Beh.: Aus der Tatsache, dass f € C.(R™) und f; monoton, folgt bereits, dass (fx)
gleichmdssig konvergiert (Satz von Dini).

Bew.: Ware die Konvergenz nicht gleichméssig, so giabe es ein €, > 0 mit einer
Folge von Punkten z; € @ so, dass |fx(zx) — 0| = fr(zr) > e, fur alle k. Wegen
der Folgenkompaktheit von @ kénnen wir ggbfs. nach Ubergang zu einer Teilfolge
annehmen, dass ;, — z, € Q fiir k — oo. Sei dann K so gross, dass fx(v,) < §
(Konvergenz von (fi(z)), und § > 0 so, dass | fx(x) — fx(z.)| < § fir [z —z.]| <6
(Stetigkeit von fx). Fir k > K gross genug ist dann ||z — z.|| < 0 und es folgt

€x  €x €4
fr(zr) < fr(or) < fr(z) + 3 < 3 + 5 =6 (21.49)
Monotonie!

im Widerspruch zu fi(zx) > €.
- Mit der gleichmaéssigen Konvergenz von (fy) folgt dann aber o (fx) — 0 einfach
aus der Abschatzung

[L(fi)] < |l felloo - vOU(Q) (21.50)
O

Monotone Hiillen

Wir vervollstandigen nun zunéchst unser Integral I, unter punktweise monotoner
Konvergenz. Dazu benutzen wir ausser der partiellen Ordnung auf C.(R™) und der
Prop. 21.7 noch die folgenden, ebenfalls von der Anordnung in R mit der Stetigkeit
des Absolutbetrages induzierten Operationen.

Fakten/Definition 21.8. Vf,g € C.(R"), A € R sind auch A\f + g, | f], |g| (punkt-
weise definiert) und daher auch

max(f7g):f+g+2|f—g\ .
o f+g=lf-g (2L51)
win(f.9) = L4

stetig mit kompaktem Trager. Man nennt einen Raum von reellwertigen Funktionen,
welcher auf diese Weise unter Addition, Skalarmultiplikation und min & max abge-
schlossen ist, einen (Vektor-)Verband.>® Wir schreiben ab jetzt V fiir den Verband
C.(R™).

- Eine reellwertige Funktion (man sagt auch Funktional) auf einem Verband, welche
(wie I¢,) linear, monoton, und ordnungsstetig ist, heisst Daniell-Integral.

20Eine andere Bezeichnung fiir Vektorverbinde ist “Riesz-Raum”. Abstrakte Verbénde spielen
in einem axiomatischen Zugang zum quantenmechanischen Messprozess eine fundamentale Rolle.
Die Details wéren in einem (Pro-)Seminar auszuarbeiten.
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Im néchsten Schritt ist es zweckmaéssig, den Wertebereich unserer Funktionen so
zu erweitern, dass Monotonie tatséchlich stets Konvergenz impliziert. Um fiir eine
unbeschrankte monoton wachsende (fallende) Folge (zy,)

lim z;, = sup(zy) = 0 (lim xy, = inf(xy) = —oo) (21.52)
k—o00 k—o0

schreiben zu konnen, erweitern wir (zunéchst als Mengen)
R* :=RU {0} (R™:=RU{-00}) (21.53)

(Achtung: Wir erweitern zunéachst noch nicht gleichzeitig mit oo und —o00.) Ordnung
und Addition setzen sich sinnvoll auf R* fort, die Multiplikation aber nur mit nicht-
negativen reellen Skalaren, d.h. fir x € RY, A € Rmit A > 0 ist A\ - 2 € R*
wohldefiniert. Additive Inverse existieren in R* aber im Allgemeinen nicht mehr.
Man sagt: R ist ein konverer Kegel iiber dem angeordneten Korper R. max & min
machen ebenfalls Sinn, der Zusammenhang (21.51) zum Absolutbetrag setzt sich
aber nicht auf Rt fort.

Fakten/Definition 21.9. Unter Benutzung dieses erweiterteten Konvergenzbe-
griffs fithren wir die monotonen Hiillen des Verbandes V ein:

VJ“::{f:IR”—ﬂRJr ::RU{OO}‘H(fk)CV|fka}

) ) (21.54)

Vo= {f:R" >R :=RU{~oc0}|3(fi) CVIfil [}
Dann gilt: V* sind unter Addition und min & max abgeschlossen, sowie unter Mul-
tiplikation mit nicht-negativen reellen Skalaren. D.h. fir A > 0 und f € V7' ist
auch X\ - f € V*. Dagegen liegen —f sowie |f| i.A. nicht in V* (sieche Ubungen fiir
Beispiele). Wir wollen einen solchen Funktionenraum einen Kegelverband nennen.?!

Beh.: Die monotone Hiille V' ist monoton abgeschlossen, d.h.: Ist (fx) C VT eine
monoton wachsende Folge von Funktionen in V| so ist f := limy o fr € VT (und
sinngemadss fiir V7).

Beweis der Abgeschlossenheit von V. Definitionsgeméss existiert fiir jedes k eine
monoton wachsende Folge (fii)ien C V mit sup;(fur) = fi, d.h. VE gilt fi i1 > fu
und fi; T fi fiir [ — oco. Setze flir [ € N

g = max{ fi |k <1} (21.55) A/“ o
Dann gilt g; € V und — ..
gir1 = max{fk,l—i-l ‘ kE<Il+ 1} e <o | o
> k<Il+1 ol o
= maxtf [k < L1} (21.56) °l.
> max{ fi |k <1} N l

2I'Wir kénnten auch “Riesz-Kegel” sagen.
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Ausserdem ist

sup(g;) = sup{fu |k < 1,1 € N}
=sup{fu |k, 1 € N} =sup{fp |k e N} = f

d.h. ¢; 1 f und damit ist f € V7. ]

(21.57)

Beispiel 21.10. Gemaéss Aufgabe 6.3 aus der Héheren Mathematik II ist fiir eine
nicht-leere Menge X C R” die Funktion d(-, X) : R* — R,

d(z, X) := inf{||z —y|| |y € X} (21.58)

stetig, und es gilt o
dz,X)=0szxecX (21.59)

Fiir beschranktes X ist dann f;, € F(R™) mit

’ (21.60)

fi(z) == (max(1 — d(z, X),0))
stetig mit kompaktem Trager. Die Folge (f) fallt monoton und konvergiert fiir
k — oo punktweise gegen die charakteristische Funktion y+, welche i.A. nicht stetig
ist. Es gilt also yx € V™ fiir X kompakt.

Ubungsaufgabe: Man zeige, dass charakteristische Funktionen von offenen (be-
schriankten und unbeschrankten) Mengen in VT, aber nicht in V™ liegen.

Proposition 21.11. Sei J : V — R ein Daniell-Integral auf dem Verband V.
Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung zu einem ordnungsstetigen Funktional
JT VT — R auf dem Kegelverband V*, d.h.

(i) JT(f) = J(f) Vf € V C VT und JH(fx) T JT(f) falls (fe)ken € VT mit
fe T eV

JT st

(i) kegellinear, d.h. J*(Af +g) = AT (f)+J(9) Vf,g € VT, A€ R mit A > 0.
(ii) monoton, d.h. f > g= J"(f) > J*(g).

Bemerkungen. Beachte, dass bei Fehlen von additiven Inversen die Monotonie in der
Form (ii) nicht aus der schwécheren Aussage f > 0= J*(f) > 0 folgt.
- Eine analoge Aussage gilt natiirlich fir V™.

Lemma 21.12. Sei (fi)ren C V eine monoton wachsende Folge, und g € V mit
g < sup fi.. Dann gilt J(g) < sup J(fi)-

Beweis. Betrachte hy, := min(g, fr) € V. Dann gilt einerseits hy T g € V und daher
wegen der Ordnungsstetigkeit von J, dass J(hx) T J(g). Andererseits ist hy < f
und daher wegen der Monotonie von J J(hg) < J(fx) < supy, J(fx). Zusammen folgt

J(g) < supy J(fi). 0

Beweis von 21.11. Wir halten zunéchst fest, dass falls so ein Funktional J© mit
den behaupteten Eigenschaften existiert, es bereits eindeutig festliegt. Ist ndmlich
f € VT, so existiert eine Folge (fi) C V mit f, T f und da wegen der Monotonie
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von J die Folge (J(fx))ken monoton wéchst, existiert limg o J(fx) € RT. Wegen
J(fr) = J"(fx) und der Stetigkeit von J* muss dann

lim J(fi) = lim J*(fi) = () (21.61)

k—o0

sein. Um andererseits J* durch die Formel (21.61) definieren zu kénnen, miissen wir
nachweisen, dass der Wert nicht von der gewdhlten Folge abhéngt. Ist nun (f) eine
weitere Folge mit fi, 1 f so gilt Vk

21.12

fe<f= Svllp(fz) = J(fi) < sup J(f) (21.62)

und daher supy, J(fi) < sup,J(f;). Ebenso gilt sup; J(f;) < sup,, J(fi), und daher
sup; J(fi) = supy J(fx). Es macht also Sinn, fur die Definition (21.61) die geforderten
Eigenschaften nachzuweisen.

(i) Kegellinearitat folgt aus der Linearitat von J:

JE(Af+g) = sup J(Afr +gr) = Asup J(fi) +sup J(gx) = AT (f) + " (g) (21.63)

(ii) Aus g < f folgt fiir f 1 f und g; T g, dass g; < sup fi VI und daher wieder mit
Lemma 21.12
J(g1) <sup J(fi) = J(g) < JF(f) (21.64)

Fiir (den Rest von) (iii) seien (fx)ien € V mit fi; T fr € VT und fi. 1 f € V*. Dann
erfilllt g; := max{fy |k <} (vgl. Beweis von 21.9) ¢, T f und daher gilt

sup J " (fi) = sup J(fu) = sup J(q1) = J(f) (21.65)

]

Die Réume V* enthalten schon deutlich mehr Funktionen als C.(R"), und die
Funktionale J* erfiillen schon einen Teil unserer Wunschvorstellungen.

Beispiel 21.13. Sei Q C R” ein abgeschlossener Quader. Dann ist xyo € V= (s.

21.10) und es gilt J~(xq) = I7(xq) = vol(Q).
Bew.: Mit Q = [ay,b1] X <+ X [an,by] sei fir k=1,2,...und i = 1,...,n, x € R:

(0 m<ai—% i
k(z—ai+1) z€la— 1, a4
fzk(x) = < 1 x € [ai,bi]
1—-k —bz bz,bZ 1 T f f !
(x ) we€ [ 1+ k} a—-L q b bi+i
\0 $>bi+E

(21.66)
Dann gilt fi; € C.(R) und fi; | X[, flir & — oo. Daher erfiillen die Funktionen
fr, fiir o = (21, ..., 2™)T € R™ definiert durch,

fi(@) = ] ] fuia") (21.67)
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fr € Co(R™) und f | xo. Mit Prop. 21.6 gilt
Ie.(f) = [ fe(z)dz = H(/ sz‘(xi)da;i)
R™ T \JR
. 1“1 (21.68)
= 1_[<bZ —a; + E) — vol(Q) fiir k — oo

i=1
Ahnlich zeigt man Xg € V' und ‘]+(ng) = ]T(Xé) = vol(Q).
Integrierbare Funktionen

Klarerweise sind wir aber mit (V*, J¥) noch nicht am Ziel — Die V* sind keine
Vektorraume, keine der neuen Funktionen liegen sowohl in V' als auch in V= und
V* (bzw. V™) ist auch nicht nach unten (bzw. oben) monoton abgeschlossen. Teile
dieser Aussagen folgen aus dem

Lemma 21.14. Sei (fir V =C.(R")) f € V*. Dann ist f unterhalbstetig: Yz € R"
gilt: Ist f(x) > C fiir ein C € R, so ezistiert ein § > 0 so, dass

fly)>C  falls ||z —y|| <o (21.69)

Bildlich: f springt bei Anndherung an
einen Punkt x € R" allenfalls runter,
aber nie hoch.

Beweis. Fir f(x) < oo ist die Behauptung: Ve > 0 3§ > 0 so, dass
fly) > flx)—e falls |z —y|| <& (21.70)

Sei (fx) C C.(R™) mit fr 1 f. Wegen fi(x) T f(z) existiert ein K so gross, dass
fx(x) > f(z) — §. Sodann existiert wegen der Stetigkeit von fx ein 0 > 0 so, dass

Ficlw) = fely)| < 5 falls [Jo —y] <0 (21.71)
d.h. insbesondere ¢
fi(y) > fr(x) — B (21.72)
Zusammen folgt
) 2 fily) > fie(@) = 5 > f@) — e falls |lz —yl <6 (21.73)
- Fir f(z) = oo ist die Behauptung: VN € N 3§ > 0 so, dass
fy) >N falls ||z —y| <o (21.74)
und der Beweis ist sehr dhnlich. O
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- In Umkehrung gilt: Ist f € F(R") unterhalbstetig, und f(z) > 0 fiir = ausserhalb
einer kompakten Menge, so ist f € VT. Hat f beispielsweise kompakten Triger, so
liegt die Folge (f;) mit

fu(x) = inf{ f(y) + K[|z — y|| |y € R} (21.75)

in C.(R™) und konvergiert monoton wachsend gegen f. (Ubungsaufgabe)
- Man muss auch gar nicht unbedingt Folgen benutzen: Es gilt

fevte f=sup{glgeC(R"),g < f} (21.76)

- Die Beziehung zwischen V= und oberhalbstetigen Funktionen ist natiirlich d&hnlich.
Ausserdem gelten Aussagen der Art:

e Fiir A C R™ abgeschlossen ist x4 oberhalbstetig.

e Fiir U C R” offen ist xy unterhalbstetig.

e f ist ober- und unterhalbstetig < f ist stetig.

- Weiterhin gilt:

fevte —fev (21.77)
(mit geeigneter Deutung —1 - 0o = —o0, s. (21.81)), und fiir f € VT ist
T (=f)=—=J"(f) (21.78)

- Zuletzt bemerken wir, dass konstante positive Funktionen, d.h. f(xz) = f(0) > 0
Vz € R™ in V7 liegen: Dies folgt beispielsweise aus

£(0) - X0) T F(0) fiir k = oc, (21.79)

XBr0) € VT, und der monotonen Abgeschlossenheit von V*. Insbesondere halten
wir fest, dass die konstante Funktion f(x) = oo Vx in V' liegt: Die konstanten
Funktionen f(x) = k Va wachsen monoton gegen oo. (Ebenso gilt —oco € V™))

Prinzipiell ist es nicht weiter besorgniserregend, dass im Gegensatz zum totalge-
ordneten Kérper Q, den wir mit “einem einzigen Satz Dedekindscher Schnitte” (s.
1.11) zu R vervollstandigen konnten, C.(R™) sich nicht in einem monotonen Schritt
ordentlich abschliessen lisst. Uberraschend ist vielmehr, dass wir mit Unterstiitzung
von J* zum Gréssenvergleich im Raum aller Funktionen auf R™ einen vollstandigen
Unterraum sogenannter integrierbarer Funktionen auszeichnen kénnen, auf dem sich
dann das Integral aller wiinschenswerten Eigenschaften erfreut. Dazu erweitern wir
nun unseren Wertebereich gleichzeitig in beide Richtungen. Es sei

R:=RU{-00,00} (21.80)
Mit den Verabredungen:
co+xr=00 VreR", —o04+r=—-—00 VreR™
r-oo=oound z-(—00) =—-00 VreRxz>0 sowie —1-00=—o0 (21.81)
0-00=00, 00-(—00)=-00, (—00)-(—00)=o00

gelten dann die tiblichen Rechenregeln “solange sie Sinn machen”. Dies bedeutet
insbesondere, dass man Bildungen wie 0 - co und co — oo nicht ohne algebraische
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Widerspriiche einen Wert zuordnen kann. In der Integrationstheorie treten solche
Ausdriicke zwar auf, aber nur so punktuell, dass ihr Wert keinen Einfluss auf das
Ergebnis hat. I'm not happy, but if in doubt,

1
12
Definition 21.15. Es seien wie oben J ein Daniell-Integral auf dem Funktionenver-
band V C F(R") und (V*, J*) die monotonen Hiillen. Fiir f € F(R") := F(R", R)?*

heisst dann

0-00=0, 00 — 00 = (21.82)

JE(f) =mf{J"(9)|g eV, g> [} (21.83)
das Oberintegral von f (bzgl. (V,J)), und
J(f) ==sup{J (h)|h eV, h < f} (21.84)

das Unterintegral von f.*°
- Eine Funktion f € F(R") heisst integrierbar bzgl. (V,J), falls ihr Ober- und
Unterintegral gleich und endlich sind. Dann heisst

J(f)=JT"(f)=J (f)eR (21.86)

ihr Integral. Wir schreiben V fiir die Menge der integrierbaren Funktionen. Fur
(V, J) = (Ce(R™), I¢,) sagen wir auch “Lebesgue-integrierbar” und schreiben £(R™)

statt V sowie

f(z)dz (manehmal auch f(x)d”x) statt J(f) (21.87)
Rn R"

TN

h M

22Beachte, dass ohne (21.82) F(R") kein Vektorraum ist.

BWegen +oo € V*, 5. (21.79), sind die betroffenen Mengen nicht leer. Andernfalls macht es aber
auch einen gewissen Sinn, jede Zahl in R als untere/obere Schranke der leeren Menge anzusehen,
und dann wegen co > x > —oo Vo € R

sup(P) = “kleinste obere Schranke” = —occ  und  inf(f)) = co (21.85)

zu setzen. (Fiir eine nicht-leere Menge ist allerdings sup X > inf(X) iiblich.) Damit sind J*
jedenfalls wohl-definiert.
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Lemma 21.16. (i) Vf € F(R") gilt J*(f) > J~(f)
(ii)V f eVt gilt JH(f) = J(f) = J(f). f € VT ist also genau dann integrierbar
wenn J*(f) < oo. (Entsprechendes gilt fir V=.)
(iii) f € F(R™) ist genau dann integrierbar, falls gilt: Ye > 0 3g. € V¥, h, € V™
mit he < f < g. und

J(ge) — J (he) <€ (21.88)

Beweis. Hilfslemma: Vg € V*, h € V™ mit g > h gilt J"(g) > J~(h)
Bew.: Gemdss (21.78) ist —h € V¥ und —J (h) = J*(—h). Mit der Kegellinearitét
und der Monotonie von J*, s. 21.11, folgt

JHg)—=J () =J"(g)+J (=h)=J(g—h)>0 (21.89)
e

und daraus die Behauptung.
(i) Aus dem Hilfslemma folgt

{JT(9)|geVT.g=f} = {J (h)|heV A< [} (21.90)

und durch inf / sup-Bildung daraus die Behauptung.
(ii) In Anbetracht von (i) geniigt es zu zeigen, dass fir f € V*

JHf)=T0(f) wd J(f) = T7(f) (21.91)

Die erste Aussage folgt aus der Ungleichungskette

JHf) <inf{J(g)|g e VT, 9= f} < TH(f) (21.92)
T T
Monotonie f>f

Fir die zweite sei (fy) C V mit f T f. Dann gilt fi < f und fr € V= und daher
J(f) =sup{J (h) |[h € V" ,h < f} > sup, ™~ (fi) = sup, J(fi) = J*(f) (21.93)

(iii) “=": Fiir gegebenes f € F, und € > 0 seien g. und h, wie angegeben. Dann
folgt

JH(f)=int{JT(g)|ge VT, g> f} < T (ge) < T (he) + €< 0 (21.94)
Zusammen mit
J7(f) = J (he) (21.95)

folgt
JH) ST (f) +e (21.96)

Mit € | 0 folgt (zusammen mit (i)!), dass J*(f) = J~(f) und damit die Behauptung,
dass f € V.
“<": Ubung -
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§ 22 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Die technische Konstruktion des Integrals von reellwertigen Funktionen auf R” liegt
nun grosstenteils hinter uns. Wir stellen in diesem § seine charakteristischen Stérken
zusammen, machen ein paar Bemerkungen zu seiner Einzigartigkeit und Verallge-
meinerungen, und geben eine wichtige Formel zu seiner Berechnung (ndmlich, durch
Rickfithrung auf “Quadraturen”; d.h. das Auffinden von Stammfunktionen, und an-
dere bereits bekannte Integrale). Zunéchst halten wir fest, in welchem Sinne wir mit
dem Funktional J auf V unser Ziel erreicht haben.

Proposition/Definition 22.1. Der Raum
LYR") :={f € LER")| f(z) e RVz € R"} (22.1)

der reellwertigen integrierbaren Funktionen ist abgeschlossen unter Addition, Multi-
plikation mit reellen Skalaren, sowie unter max & min und Absolutbetrag. M.a.W.,
LY(R") C F(R") ist ein Untervektorverband. j|£1( definiert auf L*(R™) ein li-
neares und monotones Funktional, welches wir als

R"7)

LR S fe | flx)do = J(f) (22.2)

Rn

schreiben.
Beweis. Fir fi, fo € LY(R") und g1, 92 € VT mit g1 > f1, go > foist g1 + g2 € VT
und ¢g; + g2 > f1 + fo. Daraus folgt
JEA) + T (fo) =if{J"(g1) |g1 € VT, g1 > fi} +inf{J"(g2) | g2 € VT, g2 > fo}

=inf{J (g1 +92) |92 €V 1+ 92> fi + f2}

> inf{J+(g) ‘ geVtg> fi+ f2} =JHfi+ f2)

(22.3)

Ebenso folgt J=(f1 + f2) > J~(f1) + J~(f2) und daraus die Ungleichungskette

J(fr+ f2) = J(f) + T(f2) = T (fi + f2) (22.4)

Mit Lemma 21.16 (i) folgt fi + fo € V und J(f1 + f2) = J(f1) + J(fo).
- Der Beweis der Abgeschlossenheit unter Multiplikation mit nicht-negativen Skala-
ren folgt aus der von V*. Fiir die Multiplikation mit —1 beachte, dass mit (21.78)

JE(f)=f{J (g)|geVT,g> f} =—sup{J (—g)|ge VT, g> f}

=—sup{J (h) |[heV h<—f} == (=) (22:5)

und entsprechend J~(f) = —J*(—f).

~Ist f € Vmit f > 0so folgt 0 < f, d.h. J=(f) > 0 und daraus J(f) > 0. Dies
bedeutet, dass J monoton ist.

- Fiir die Verbandsstruktur gentigt es wegen der Linearitét, der Beziehungen (21.51),

| f| = max(f,0) — min(f,0) (22.6)
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sowie min(f,0) = —max(—f,0) zu zeigen, dass mit f auch f, in L'(R") liegt. Wir
tun dies in der Formulierung 21.16 (iii).

-Fire>0seieng e VT, heV mit h < f <gund J"(g) —J (h) < e. Dann folgt
aus der Kegelverbandsstruktur von V*, dass g, := max(g,0), g_ := min(g,0) € V*
und ebenso hy € V~. Wegen der Kegellinearitat und (21.78) folgt

e>J(g) = J(h) = J"(g+) + T (g-) + T " (—hy) + J"(=h-)

gy~ b))+ g~ b)) (227

Aus g > f > h folgt g+ — hy > 0 und daraus wegen der Monotonie von J*, dass
beide Ausdriicke auf der rechten Seite von (22.7) nicht-negativ und daher getrennt
< e sind. Damit gilt (wieder mit (21.78))

J(gs) — T (hy) <€ (22.8)
Wegen g, > f. > hy bedeutet dies gerade, dass f, € V*. O

Bemerkungen. Die Abschiatzung (22.3) und (22.4) gelten offenbar weiterhin fiir in-
tegrierbare Funktionen fi, fo € £(R"™) mit Werten in den erweiterten reellen Zahlen,
wenn fi + fo an den Unendlichkeitsstellen mit den Regeln (21.81) bzw. fiir co — 0o
beliebig definiert ist. Jede solche Funktion ist also integrierbar und hat das gleiche
Integral. In einem dhnlichen Sinne ist £(R™) auch unter reeller Skalarmultiplikation
und unter min / max abgeschlossen.

Korollar 22.2. Die Riume der Treppenfunktionen T (R™) C LY(R™), und der steti-
gen Funktionen mit kompaktem Triger C.(R™) C LY(R™), und es gilt

/ o(x)dx = Ir(p) und f(z)dx = I (f) (22.9)
n R

Beweis. Fiir C.(R") folgen die Aussagen aus C.(R") = V C V* und Lemma 21.16.
Fir 7 (R") folgen die Aussagen aus dem Beispiel 21.13 und Gl. (21.25). O

Bemerkungen. Das Lebesgue-Integral wird miithelos mit nicht-beschrankten Funk-
tionen und/oder Definitionsbereichen fertig (s. Ubungen). Es ist etwas schwicher
als das “uneigentliche Integral” im Sinne von (13.31), falls Letzteres nur bedingt
und nicht absolut konvergiert. Beispiel:

00 3 « 0
/ e =1m [ + lm [ == (22.10)

oo T a—oo g B——00 8

existiert. (Das Integral lasst sich recht elegant mit komplexer Integration auswerten.)
Der Absolutbetrag ist aber nicht integrierbar:

Nm . N-1
sin x 1
dx > E _
/0 x ‘ v —~ k+ 1/,€
(22.11)

Die Vertraglichkeit des Lebesgue-Integrals mit anderen Grenzprozessen ist Gegen-
stand der folgenden

(k+1)7 N-1
sin z|dx = — oo fur N — o0
o= 3 2

1

v
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Vertauschungssatze

Hier betrifft das erste Resultat die Vollstandigkeit von Y = L(R") und die Ord-
nungsstetigkeit von J, in Erfiilllung des Prinzips der monotonen Konvergenz.

Theorem 22.3 (Satz von Beppo Levi). Es sei (fi)ren C V eine monotone Fol-
ge integrierbarer Funktionen. Angenommen, die Folge (j(fk))keN der Integrale ist
beschrinkt. Dann ist die punktweise gebildete Grenzfunktion f(z) = limg_,o0 fr()
integrierbar mit J(f) = limg o0 J(f1)-

Beweis. Wir behandeln den Fall fi 1 f (fx | f geht analog). Wegen der Monotonie
von J (s. 22.1) ist dann die Folge (J(fx)), ., monoton wachsend und nach Voraus-

keN W
setzung beschrankt. Wir bezeichnen mit S = limy_,, J(fx) € R ihren Grenzwert

und zeigen zwei Ungleichungen.
1. J=(f) >_S: Dies folgt aus
J(f)=sup{J (k) |h eV ,h < [}
> sup{J (h) |h € V", h < f, fiir ein k € N} (22.12)
= supy,J(fi) = sup,J(fy) = S
(Wegen fi, < f VEk steht in der ersten Zeile eine Obermenge der zweiten.)
2. J*(f) < S: Die Folge (6i)reny C V mit 01 := f1, 0k := fx — fe_1 fiir k > 1 erfiillt

0k >0VE>1, Y & =f und) J(6) =S5 (22.13)
k=1 k=1

Fiir gegebenes € > 0 sei fiir jedes k g, € V¥ mit g, > 6, und J ™ (gx) < J(0%) + %
- Aus g, > 0 fiir £ > 1 folgt wegen der monotonen Abgeschlossenheit von V1, dass
Y gr € VT, und aus g, > 0 Vk, dass > gr > > 0 = f. Mit der Ordnungsstetigkeit

von JT und obigen Feststellungen folgt

JH(f) < JT (Z gk) = J(g) < Z(j(5k) + 2%) =S +e (22.14)
k=1 k=1 k=1

(geometrische Reihe!). Da dies fir jedes € > 0 gilt, folgt die behauptete Ungleichung.

Zusammen mit 21.16 (i) folgt aus den beiden Ungleichungen J*(f) = J=(f) = S
wie behauptet. O

Ebenso haufig verwendet wird die Integralversion der “dominierten Konvergenz”
(vgl. Majorantenkriterium auf S. 36).

Theorem 22.4 (Satz von Lebesgue). Sei (fy)ren C L(R™) eine punktweise (aber
nicht notwendig monotone) konvergente Folge integrierbarer Funktionen. Angenom-
men, es existiert eine integrierbare Funktion F € L(R™) mit |f| < F Vk. ** Dann
ist die punktweise gebildete Grenzfunktion f(x) = limg_, fr(z) integrierbar mit
f(z)dz = lim fr(x)dx (22.15)
Rn

k—oo Rn

Beweis. - Die Folge (hy)reny mit hy = inf{f;[l > k} ist monoton wachsend mit
hi. T f. Wir behaupten zunéchst, dass by, € L(R™).

24Es geniigt offenbar F € F(R™) mit |fx| < F und J*(F) < oo.
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Bew.: Fiir festes k ist die Folge (hg;)jeny mit hyg; := min{ fx, fet1, ..., fitj—1} mono-
ton fallend mit hy; | hy. Als Minimum endlich vieler integrierbarer Funktionen ist
hi; € LR™). (L(R") ist ein Verband.) Wegen |fi| < F gilt f, > —F Vk, und daraus
folgt hy; > —F sowie J(hy;) > J(—F) > —oo. Die Behauptung folgt dann aus dem
Satz 22.3 von Beppo Levi.

- Wegen f, < F ist auch hy < F Vk und daher J(h;) < J(F) < oo (Monotonie
von J). Wieder mit Beppo Levi folgt daher aus hy, 1 f, dass f integrierbar ist mit
J(h) 1 J(f).

- Ebenso gilt, dass die monoton fallende Folge (gx)reny mit gr := sup,{fi|l > k}
integrierbar ist mit gz | f und J(gx) | J(f).

- Bs bleibt noch zu zeigen, dass limy,_,o J(fx) = f. Dies folgt aber aus hy < fi < g
wegen der Monotonie von J und des Sandwich-Lemmas 3.6. ]

Eine niitzliche Anwendung der Vertauschungssétze ist die Verallgemeinerung der
“Integration tiber Teilmengen” auf R". (Fir n = 1 war die Integration iiber kom-
pakte Intervalle unser Ausgangspunkt gewesen, die Integration iiber offene Intervalle
hatten wir in 13.31 “uneigentlich” definiert.) Wir werden weiterhin nicht viel mehr
brauchen als die Aussage, dass fir f € F'(R") und eine offene Menge U C R™ auch
[ xv € LYR™), und fiir eine abgeschlossene Menge A C R™ auch f - x4 € L}(R"™),
und wir schreiben natiirlich

/Uf(ac)d:r = . f(z) - xu(z)dr und /Af(a:)d:z: = . f(z) - xa(z)dx. (22.16)

Zur Begriindung bemerken wir erstens, dass es wegen der Linearitat und der Ver-
bandseigenschaft von £!(R") geniigt, die Aussage fiir f > 0 zu zeigen, und zweitens,
dass xu € V1 (s. Diskussion auf S. 159). Es existiert also eine Folge (7x) C C.(R")
mit 7, > 0 und v T xy. Die Behauptung folgt dann aus f-vy, € F*(R"), f-v T f-xv,
und [o,. (f - ve)(@)dz < [, f(x)dr. Abgeschlossene Mengen gehen dhnlich.

Die Definition (22.16) greift auch, wenn f a priori gar nicht auf ganz R™ definiert
ist. Wir setzen dazu einfach (f - xy)(z) := 0 fir x ¢ U.

Ausblick

Das Resultat des hier vorgestellten sog. Daniell-Prozesses zur Definition des Integrals
auf R™ ist dquivalent zu dem iiblichen, und physikalisch vielleicht durchaus leichter
zu motivierenden (dafiir aber noch(!) langeren), Zugang iiber die Maftheorie.

- Die Mafitheorie beschaftigt sich ganz allgemein mit dem Problem, ein gewisses
System A C P(X) von Teilmengen einer beliebigen Menge X als “messbare Men-
gen” auszuzeichnen®, und ihnen ein gewisses “Gewicht” oder “Volumen” (das May)
u(A) € [0,00] fir A € A zuzuweisen. Dabei sind A und p gewissen natiirlichen
Kompatibilitatsbedingungen unterworfen. Insbesondere sollte ) € A mit p(@) = 0
sein und fiir Ay, Ay € A sollten auch AS := X \ A;, A1 N Ay sowie A; U Ay messbar
sein und es sollte gelten

(A1 U Az) = (A1) + p(Az) — p(Ar N As) (22.17)

2P(X) ist die “Potenzmenge”, d.h. die Menge aller Teilmengen, von X.
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Man verlangt auch Verallgemeinerungen dieser Bedingungen auf abzihlbare*® Syste-
me von messbaren Teilmengen.

- Dieser Rahmen ist zunéchst sehr allgemein und erlaubt auch im Falle des R™ eine
Vielzahl von verschiedenen Konstruktionen. Nicht-triviale Beispiele liefern bereits
das sog. ZahlmaB (u(A) = |A] falls A endlich und p(A) = oo sonst) und das sog.
Punkt- oder Diracmaf bei 0 mit u(A) = 1 falls 0 € A, pu(A) = 0 sonst). Verlangt
man jedoch,

1. dass das MaB translationsinvariant ist, d.h.

p(A+z)=u(A) vAe A,z e R" (22.18)

und
2. dass abgeschlossene Quader messbar sind, und normiert man das Volumen des
Einheitswiirfels auf

p([0,1] x --- x [0,1]) =1 (22.19)

so kann man zeigen, dass diese Bedingungen das sog. Lebesgue-Mafl auf R™ eindeutig
festlegen. Beispielsweise zeigt man durch “Teilung” und “Ausschopfung”, dass wie
erwartet u(Q) = vol(Q) fir einen beliebigen (kompakten) Quader Q).

- Zur Definition eines Integrals auf einer Teilmenge von F(R™, R) ordnet man dann
zunéchst den charakteristischen Funktionen von A € A das Mafl 1(A) zu und setzt
dies linear auf endliche Linearkombinationen fort. “Messbare” und “integrierbare”
Funktionen sind dann solche, die sich “unter dem Integral” durch diese endlichen Li-
nearkombinationen approximieren lassen mit einem endlichen Wert fiir ihr Integral.
(In der Moral recht dhnlich zur Definition 21.15.)

- Scheinbar erfordert diese Konstruktion vor der eigentlichen Definition des Inte-
grals einen unabhéngigen Grenzprozess zur Definition von Volumina der “messba-
ren” Mengen. Der Vorteil der Mafltheorie ist die grossere Flexibilitat, dass sich also
beispielsweise Punkt- und Zahlmafl “auf einer Stufe” behandeln lassen. Interessant
sind insbesondere Wahrscheinlichkeitsmajffe auf beliebigen Mengen X, d.h. Mafle mit
der Eigenschaft, dass p(X) = 1.

- Hier wollen wir nur festhalten, wie man aus unserem Integralbegriff im Prinzip das
Lebesgue-Maf zuriickgewinnen kann.

Definition 22.5. Eine Teilmenge X C R" heisst endlich messbar oder integrierbar,
falls xx € £'(R™), und wir setzen

vol(X) := /n Xx(z)dz (22.20)

- Dass beschrinkte abgeschlossene und offene Mengen endlich messbar sind, hatten
wir bereits festgehalten. Die Eigenschaft (22.17) folgt aus der Linearitéit des Integrals
und der Identitat

XA; T XA, = XAn4, T XA104, (22.21)

26Eine (nicht-leere) Menge X heisst (hochstens) abzéhlbar, falls es eine Folge (xy)ren C X gibt,
die jedes Element von X mindestens einmal trifft. Die rationalen Zahlen Q sind abzéhlbar, die
reellen Zahlen sind nicht abzéhlbar, s. 3.17.
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bzw. verbandstheoretisch aus (21.51) zusammen mit Bezichungen der Art

XA1U4; = Max(X4,, X4s) XAind, = Min(xa,, X4,) = XA; * XA,

(22.22)
|XA1_XA2| = XA;\Ay T XA2\4,
und dergleichen mehr. (Achtung: Wir haben tiber die Multiplikation von integrier-
baren Funktionen noch nicht allgemein gesprochen!) Die Translationsinvarianz folgt
tiber unsere Grenzprozesse aus der Translationsinvarianz des Integrals auf C.(R") (s.
auch 22.10).
- Beim Aufbau einer Maf- und Integrationstheorie spielen diejenigen Mengen eine
besondere Rolle, die “von dem Maf} gar nicht gesehen” werden.

Definition 22.6. (i) Eine Funktion f € F(R™) heisst Nullfunktion, falls ihr Ober-
integral J*(|f|) = 0.
(ii) Eine Teilmenge N C R™ heisst Nullmenge, falls xy eine Nullfunktion ist.

(Wegen xy = |xn| und 0 < J~(xn) < J(xn) ist die charakteristische Funktion
xn einer Nullmenge NV selbst auch integrierbar, wéhrend allgemein die Implikation
f € LR") = |f| € L(R™) nur in einer Richtung gilt.)

Sprechweise: Man sagt, eine Aussage gelte “fast tiberall” (f.ii.), falls sie ausserhalb
einer Nullmenge wahr ist. (Man vergleiche dies in Anbetracht der unten gegebenen
Charakterisierungen von Nullmengen mit Aussagen, welche “fiir fast alle k” gelten,
wenn sie hochstens fiir endlich viele k falsch sind.)

Proposition 22.7. Es sei f € L(R").
(i) Die Menge der Unendlichkeitsstellen von f, d.h.

Ny = {z € R"| f(z) = 00 oder — oo} (22.23)

ist eine Nullmenge.
(ii) Ist g € F(R") eine weitere Funktion, welche fast iberall mit f iibereinstimmd,
so0 ist g ebenfalls integrierbar mit J(f) = J(g).

Beweis. (i) Mit den Vereinbarungen (21.82) ist xn,, = —12(f + (—f)) und nach den
Bemerkungen zu Theorem 22.1 bzw. aus der Abschitzung (22.3) folgt J*(xn..) <
JH(=12f) + JT(12f)) = —12J(f) + 12J(f) = 0.

(ii) Nach Voraussetzung ist N := {z € R"|g(z) — f(z) # 0} eine Nullmenge.
Die Folge (hg)keny mit hy := kxy ist integrierbar und monoton wachsend, mit

J(hi) = 0 < oo Vk. Nach dem Satz 22.3 von Beppo Levi ist daher oo - xx = supj, h
integrierbar mit J(oo - xn) = 0. Folglich ist |g — f| < 0o xn eine Nullfunktion. Aus

g< f41g—flbzw. g > f —|g — f| folgt
JHg) < TH(f)=J(f) < T (9) (22.24)

und mit 21.16 (i) die Behauptung. O
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Beispiele: - Entartete Quader sind Nullmengen. Nullmengen miissen aber nicht be-
schrankt sein. So konvergieren die charakteristischen Funktionen der entarteten Qua-
der {0} x [—k, k]*"~! monoton wachsend gegen die charakteristische Funktion der
Koordinatenebene {x; = 0} C R™, so dass aus 22.3 folgt, dass das n-dimensionale
Volumen von R"~! verschwindet.

/ X{z=0yd'z =0 (22.25)

- Ist (Vi )nen ein abzéhlbares System von Nullmengen, so wéchst die Folge
max{xn, || <k} (22.26)
monoton gegen Xy, n,, S0 dass wieder aus 22.3 folgt, dass
U2, Ny = N{UNy UN; U - - (22.27)

ebenfalls eine Nullmenge ist. Daraus folgt etwa insbesondere auch, dass Q C R
eine Nullmenge ist. Das Uberraschende daran ist, dass Q in R dicht liegt, d.h. Q =
R. Vielleicht noch iiberraschander ist allerdings die Existenz von iiberabzahlbaren
dichten Nullmengen (s. Ubungen).

Beispiel einer nicht-integrierbaren beschrankten Funktion mit kompaktem Trager:
Wir wihlen?” ein System X C [0,1) von Reprasentanten der “(Ir-)Rationalitéatsklas-
sen” von R, d.h. X ist derart, dass fiir jedes y € R genau ein x € X existiert mit
q:=x —y € Q. Mit anderen Worten zerlegen wir

R=J@+Q=J@+X) (22.28)

reX qeQ

Beh.: yx ist nicht integrierbar.

Bew.: Wire yx integrierbar, so folgte aus der Translationsinvarianz des Inte-
grals/MafBes, dass auch alle x4 x integrierbar sind mit vol(¢+X) = vol(X) Vq € Q.
- Ware vol(X) = 0, so wére R als abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen ebenfalls
eine Nullmenge, was natiirlich nicht der Fall ist.

- Es miisste also vol(X) > 0 sein. Dann aber hétte die Menge

J (@+x)co2) (22.29)

q€Qn|o,1]

einerseits als disjunkte Vereinigung unendlich vieler Mengen gleichen positiven Vo-
lumens kein endliches Volumen, andererseits als messbare Teilmenge von [0,2) Vo-
lumen kleiner als 2, ein Widerspruch.

Fiir die Berechnung des Integrals bleibt die Verallgemeinerung von 21.6 eines der
wichtigsten Hilfsmittel.

Theorem 22.8 (Satz von Fubini). Sei f € LY(R™™™). Dann ist fiir y ausserhalb
einer Nullmenge in R™ die Funktion v — f®(z) == f(z,y) in LY(R"), die fast

2"mit dem Auswahlaxiom
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iiberall definierte Funktion g : y v J(f®) dst in L'(R™) und es gilt J(g) = J(f).
Man schreibt dies nicht ganz prizise als

/m( - f(:c,y)d:c> dy = /an f(z,y)d(z,y) = /n( - f(:c,y)dy) dr  (22.30)

Ausserdem gilt in Verallgemeinerung von 13.7:

Theorem 22.9 (Stetige/differenzierbare Abhéngigkeit von Parametern). Es sei
U C R™ offen und f : R™ x U — R eine Funktion mit den Eigenschaften:

(i) Fiir jedes y € U ist x — f(x,y) integrierbar.

(i) Fiir jedes x € R™ ist y — f(x,y) stetig.

(iii) Es existiert eine integrierbare Majorante F € LY(R™) mit |f(z,y)] < F(x)
V(z,y) € R" x U. Dann ist die Funktion

Y — f(z,y)dx (22.31)
RN

stetig.

- Ersetzt man in (ii) stetig durch stetig differenzierbar in Richtung w € R™ und
dominiert in (iii) F die Richtungsableitung D, f(x,y), so ist letztige Vy integrierbar,
die Funktion in (22.31) ist stetig differenzierbar in Richtung w und es gilt

Dw< - f(a:,y)da:) = Dy f(x,y)dz (22.32)

Rn
Beweis. Lassen wir beide aus. ]

Stattdessen halten wir noch fest, dass sich das mehr-dimensionale Integral auch
auf Funktionen mit Werten in vollstédndigen normierten Vektorraumen (insbesondere
auch Banach-Algebren) verallgemeinern lésst. Fiir stetige Funktionen mit kompak-
tem Trager ist dies einfach die Kombination von 13.3 mit 21.4, zur Vervollsténdigung
miisste man allerdings einen anderen Weg einschlagen als die monotone Konvergenz.
Wir werden dies nur fiir Funktionen mit Werten in C, bzw. C := CU{oo} benutzen.
Dann ist whatever Definition dquivalent zur Aussage:

- Eine erweitert komplexwertige Funktion f € F(R", C) ist genau dann integrierbar,
wenn ihre (Unendlichkeitsstellenmenge eine Nullmenge ist und die entsprechende
modifizierten) Real- und Imaginarteile im Sinne von 21.15 integriebar sind, und es
gilt

f(z)dx = / Re(f)(x)dx + 2/ Im(f)(x)dx (22.33)

R7 n n

Wir schreiben £!(R™,C) fiir die komplexwertigen integrierbaren Funktionen. Die
Vertauschungssétze (ausser natiirlich Beppo Levi) gelten sinngeméss.

Transformationsformel

Eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Berechnung von ein-dimensionalen bestimmten
Integralen ist die Substitutionsregel, welche wir in (13.18) als die Umkehrung der
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Kettenregel festgehalten hatten: Ist 7 : J — I stetig differenzierbar und f : I — R
stetig, so gilt fur alle o, 5 € J:

7(8) B
/ F(s)ds = / F(r (o) (0)do (22.34)
7(c) a

- Zur Ubertragung auf unser mehr-dimensionales Integral miissen wir zunichst un-
serer Entscheidung Rechnung tragen, bei der Mittelwertbildung von Treppenfunk-
tionen in (21.26) den elementaren Quadern in (21.20) nicht-orientierte Volumina
zugeordnet zu haben.

- Ist etwa f € C.(R) mit supp(f) C [a,b] (b > a!), so gilt nach (21.6)

/Rf(:c)dx = /ab f(s)ds (22.35)

Mit der “Substitution” s = Ao fiir 0 € R und A € R konnen wir dies nur dann als

b g
/ f(s)ds:)\/ f(Ao)do (22.36)

schreiben, wenn «, 5 € R existieren mit a = Ao und b = A3, m.a.W. falls X # 0. Ist
dann A > 0, so erhalten wir

b b/A
/ F(s)ds = A . Ff(\o)do = /\/Rf(Af)df (22.37)

Im Fall A < 0 ist andererseits o < 5 und daher wegen (21.5)

B
A / FAo)do = —\ /R FOO)de (22.38)

Unser Integral transformiert sich also unter der invertierbaren Substitution z = A
in beiden Fallen geméss

]Q(f<x>da:=:|A\]£(f<ké>df (22.39)

(Anstatt mit dem Hauptsatz der ein-dimensionalen Differential- und Integralrech-
nung konnte man diese Formel auch direkt iiber den Grenzprozess 21.4 aus der
Definition (21.20) herleiten.) In n Dimensionen gilt

Theorem 22.10. Es sei & : T — U ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teil-
mengen des R, d.h. ® ist stetig differenzierbar und bijektiv, und das Differential
D®(&) : R™ — R™ ist an jedem Punkt & € Y invertierbar. Ferner sei f € F(U,R)
iber U integrierbar, d.h. f-xu € LY(R™). Dann ist fo®-| det D®| diber Y integrierbar
und es gilt

/ﬁmmzjf@@nw0QM% (22.40)
U T

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 170 1/30/2017 11:04



§22. EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Ju f(@)dx Jx F(2(8)) - | det DO(E)]dE

Beweisstrategie: Mit Hilfe von (22.39), der Translationsinvarianz (welche wir jetzt
im Vorbeigehen mitbeweisen), und dem Satz 21.6 begriinden wir zunéchst die Trans-
formation von I, unter affin-linearen Substitutionen des gesamten R™. Durch ver-
schiedene Grenzprozesse lockern wir dann schrittweise die Voraussetzungen an U,
®, und f.

- Zur Notation bemerken wir, dass wir mit f - yy die triviale Fortsetzung durch 0
von f € F(U,R) zu einer Funktion in F(R", R) meinen.?® Den Integranden auf der
rechten Seite von (22.40) schreiben wir zur Abkiirzung als

F2(€) = f(®(€)) - | det DP(S)] (22.41)

- Ausserdem halten wir fest, dass falls wir die Behauptung fiir (eine Klasse von)
®: T - Uund ¥ : 4 — T bewiesen haben, sie wegen der Kettenregel und
Multiplikativitdt der Determinanten auch fiir ® o U gilt: Aus

| det D(® 0 W)(x)| = | det DD((x))| - | det DU(p)| (22.42)

folgt (f®)¥ = f®°¥ fiir alle f. Insbesondere ist fiir ¥ = ®~1:

(") = (22.43)

- Wegen der Linearitdt der Integrale iiber U bzw. T und der Verbandsstruktur
der integrierbaren Funktionen (insbesondere, f integrierbar < f, = max(f,0) und
f- = min(f,0) integrierbar), gentigt es, die Aussagen fir f > 0 zu zeigen. Wir
nehmen auch gelegentlich an, dass f nicht identisch verschwindet, da die Aussage ja
sonst trivial ist.

1. Schritt: Es sei U = T = R", ® eine affine Transformation, d.h. mit einer inver-
tierbaren Matrix A € GL(n,R) und b € R" gilt

D(¢) = AL+ b, (22.44)

und f € C.(R"). Beachte, dass D® = A.

28Eine vielleicht beriicksichtigenswerte Alternative wiire, den Raum C.(U, R) dem Daniell-Prozess
zu unterwerfen.
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- Wegen der Bemerkung um (22.42) geniigt es, die Aussage fiir

(i) Translationen (d.h. A = id)

und lineare Substitutionen (d.h. b = 0) getrennt zu zeigen. Jede invertierbare Matrix
wiederum lasst sich als Produkt von sog. Elementarmatrizen schreiben, welche

(ii) Multiplikation einer Komponenten mit einer Konstanten (d.h. A diagonal mit
genau einem Eintrag # 1) und

(iii) Addieren eines Vielfachen einer Komponenten zu einer anderen (d.h. A —id hat
nur einen nicht-verschwindenen, ausser-diagonalen Eintrag)

umfassen. Beachte, dass nur der Typ (ii) eine nicht-triviale Determinante gibt.

- Zum Nachweis dieser elementaren Transformationen isolieren wir mit Hilfe von
21.6 die betroffene Koordinate und benutzen dann fur (i) und (ii) die Translations-
invarianz des eindimensionalen Integrals, dass also [, f(z 4+ b)dz = [, f(z) Vb € R
sowie fiir (iii) die Gleichung (22.39). Beispiel:

/ f(l'l + 21’271'2>d2[p = / (/ f([El + 2[E27l’2)d$1)d1’2
R? R \JR
:/</ f($17$2)d$1)d902 = f(xl,xg)d%
R R R2
Dl. Schritt

2. Schritt: U C R" ist beliebig offen, ® weiterhin affin linear (d.h. T = ®~1(U))
und f € C.(R™). (Hier soll betont werden, dass wir f iiber “kleine Teile” seines
Definitionsbereichs integrieren wollen. Im Unterschied zum 3. Schritt setzen wir
nicht voraus, dass supp(f) C U.)

- Nach den Uberlegungen auf S. 159 (s. auch 22.16) gibt es eine Folge (fi)ren C
Ce(RY) mit fr T f - xu (wir nehmen an, dass f > 0) und (per Definition)

(22.45)

/U flz)de = lim | fi(z)dz (22.46)

—00 R™

Dann konvergiert die transformierte Folge (f{)ren C C.(RY) monoton wachsend
gegen f® -y, und da wegen des 1. Schritts

lim [ fe(z)dz = lim [ f2(&)d¢ (22.47)
k—o0 R™ k—o0 Rn
folgt die Gleichung
/ f(z)de = / fAE+ D) - |det A| dE (22.48)
U T
direkt aus der Definition des Integrals von f?. (o, Sehritt

Grosster Schritt: @ : T — U ein beliebiger Diffeomorphismus, und f € C.(U,R),
d.h. f € C.(R™) mit supp(f) C U. (Beachte hier den feinen Unterschied zum 2.
Schritt.)

- Offenbar ist f* € C.(T,R), und daher steht die Integrierbarkeit nicht zu Debatte.
Darauthin bemerken wir, dass die Gleichheit (22.40) bereits aus der Giiltigkeit der
Ungleichung

/ f(x)de > / £ (€ (22.49)
U T
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fiir alle Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen des R™ folgt. Diese Ungleichung
kontrolliert ndmlich dann insbesondere die Transformation von f® unter der Um-
kehrabbildung @1, so dass mit (22.43) die Kette

iz [ ez [ = [ fea o250

resultiert, welche nur bei Gleichheit moglich ist. Wir beweisen zunéchst eine lokale
Abschwichung von (22.49), und dann ein topologisches Lemma.

Lemma 22.11. Sei &, € T mit f®(&) > 0, und q > 1 beliebig fest. Dann existiert
ein v > 0 so, dass fir jeden offenen Wiirfel Wi(n) = {£ € R"|[|€ — 1|l < (}
(Mittelpunkt: n, Kantenlinge: 21) welcher ganz in B,(&,) C Y enthalten ist*

/ f2é)de < g™ t3 / f(z)dx (22.51)
Wi(n)

S(Wi(m)

Beweis: Die Grundidee ist, ® durch seine affine Approximation um 7,

P, (&) == @(n) + DP(n)(§ —n) (22.52)

zu ersetzen, und dafiir (22.48) zu benutzen.

- Wir machen zunéichst r so klein®*, dass B,(§&) C T und f o ® > 0 auf B,.(&).
Dann stellen wir fest, dass (22.52) als Funktion von (n,§) € B,(&) X B,.(&.) stetig
ist. Daher ist auch

1)
e (22.53)

stetig, und zwar mit Wert 1 auf der Diagonalen { = n. (Beachte, dass ®,(n) = ®(7).)
Wir koénnen daher durch Verkleinern von r errreichen, dass

fr&) >q™t - f7(€) VEm € Bi(&) (22.54)

(Beachte, dass ¢ > 1.) Wegen der Monotonie des Integrals erhalten wir daraus fir
alle Wi(n) C B, (&)

/ 2 (€)de < g / () P g / f(x)dz (22.55)
Wi(n) &, (Wi(n))

Wi(n)

Beh.: Fiir r klein genug ist fir alle W;(n) C B,(&.)

@, (W1 (n) < ®(Wi(n) (22.56)

(“Der um ¢ geschrumpfte Wiirfel wird unter @, nicht weiter als der urspriingliche
Wiirfel unter & abgebildet.”)

2 PB,.(&,) ist die offene Kugel in der beliebig gewiihlten Norm. Dies kann natiirlich auch die
max-Norm sein, die in die Definition der Wiirfel eingeht.
30aber immer noch > 0!
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Bew.: Da ® ein Diffeomorphismus ist, ist die Behauptung aquivalent zu
& (@, (Wi(m)) € Wiln) (22.57)

m.a.W. l
1€ = nlles < i [27H(@y(€)) —nlloe <1 (22.58)

Nun ist aber (fiir festes ) @' o @, stetig differenzierbar mit D(®~'®,)(n) = id,
und die Abbildung (7, &) — D(®'®,)(§) ist ebenfalls stetig. Daher ist fir r klein
genug

D@~ 2,)(E)] <a V& n € Bi(&) (22.59)

(Operatornorm!) Aus der Konvexitiat von W;(n) C B, (&) folgt mit Hilfe des Schran-
kensatzes 10.6, dass

1271 (24 (&)) = nlloc = 1271 (24(8)) — 7 (24(0)) e < @€ —7llc (22.60)

Dies zeigt (22.58).
- Nun ist dhnlich wie in (22.53)

e (22.61)

f*(n)
stetig als Funktion von (7, £), und gleich 1 auf der Diagonalen, so dass, gegebenenfalls
wieder durch Verkleinern von r,

¢ ) < fPE) <q-fT(n) VEn € B(&) (22.62)

Hieraus folgt fir alle Wi(n) C B,(&)

/W ( )fq’(g)dg >q ' fP(n) - vol(Wei(n))
7 =q~ Vol (Wi(n)) (22.63)

Zusammen also

(22.63)
/ e < / €t
Wi(n)
. n+3 x)dx .
(2255)  <gq /@ i @ (22.64)

(f >0 und (22.56)) < ¢"*3 /q)(W( . f(x)dx
1n

wie behauptet. OLemma 22.11

Lemma 22.12. Es sei 0 C R"™ offen und nichtleer. Dann existiert eine Folge
Wi, Wa, Ws, ... von paarweise disjunkten offenen (nicht-leeren) Wiirfeln mit der
FEigenschaft, dass Q=W UWoUW3U---.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 174 1/30/2017 11:04



§22. EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Beweis: Wir betrachten die Menge der Wiirfel

o — {Xl [(mi,m; +1)
23

die durch wiederholtes Halbieren des Standardgitters Z™ C R" entsteht. Dann gilt
“offensichtlich”:
(1) Win Wy # 0 = W, C Wy oder Wy € Wi, und
(ii) fir jeden Punkt z € R™ und jedes € > 0 existiert ein Wiirfel W € 20 mit der
Eigenschaft, dass € W und diam(W) < e.
- Fiir gegebenes  wiahlen wir dann gemass (ii) fir jedes x € € einen Wirfel W, € 20
mit x € W, C . Dann eliminieren wir fiir gegebenes s iterativ alle Wiirfel, die
gemiéss (i) bereits in grosseren Wirfeln enthalten sind. Der Grosse nach sortiert
geben diese Wiirfel die gewiinschte Uberdeckung von €. UL emma 22.12
Beweis von (22.49): Angenommen, die Ungleichung wére falsch. Dann existiert eine

Zahl ¢ > 1 so, dass noch
3 d FE(€)de 22.66
q / flz)de < / (€) (22.66)

was wir nun zu einem Widerspruch fithren.

- Aus Stetigkeitsgriinden ist Q = {£ € R*| f*(¢) # 0} offen und nicht-leer, da
f#0. Essei dann Q = W, UW, U W5 U --- eine Ausschépfung wie in 22.12.

Beh.: Fiir mindestens einen Wiirfel W(© € {W;|i € N} gilt

I / f@yde < [ foe)de (22.67)
cI)(W(O)) w(0)

m; € L s € N} (22.65)

Bew.: Andernfalls wire unter Ausnutzung der Diffeomorphismeneigenschaft von ®:

n+3 _n+3
’ /U f(@)dz = g /@ IR

(f >0 und 22.3) > q"+3i/

(falls (22.67) nicht gilte) > Z/ fP&)de

/f‘l’ ) = /f‘l’

im Widerspruch zu (22.66). (In den letzten beiden Schritten haben wir ausgenutzt,
dass die Vereinigung der Wiirfelrander eine Nullmenge ist, und dass f ausserhalb
von €2 verschwindet. Eine notorische Schwierigkeit beim Beweis des Transforma-
tionssatzes ist der Nachweis, dass diffeomorphe Bilder von Nullmengen wieder Null-
mengen sind.*! Wir haben beim Ubergang von der ersten auf die zweite Zeile statt-

(22.68)

31Die Topologie reicht nicht aus: Es gibt offene Mengen, deren Rand keine Nullmenge ist. Beispiel:
0
U —. e+ ) C(0,1) (22.69)

wobei (r1,) eine (geeignete) Abzihlung von QN (0,1) ist. U = [0, 1], vol(U) < § = vol(dU) > 1—6.
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dessen nur die Disjunktheit der ®(W;) und Monotonie ausgenutzt.)
- Durch 2"-teln und Wiederholen des Arguments erhalten wir eine absteigende Folge
von nicht-leeren Wiirfeln W© > W® 5 W® 5 ... mit Wk c Q c T Vk und

[ pada< [ (22.70)
(W (k) W (k)
Wegen diam W®*) — 0 folgt aus dem Schachtelungsprinzip 4.16, dass
W® = {} (22.71)
k=0

fiir ein & € Q. Mit f®(&,) # 0 konnen wir unser Lemma 22.11 anrufen. Fiir k gross
genug ist W® < B,(&,), (und natiirlich von der Form W(n) fiir geeignetes [ und
n). Damit aber steht (22.70) im Widerspruch zu (22.51). OJs. Schritt
4. Schritt: Fur U, ® beliebig, f-xy € VT argumentiert man wie 2. Schritt. [y sehritt
5. Schritt: U, ® und f beliebig. Die Mengen

{/Ug(:v)dx‘ge)}ﬂng-xU} und {/Uh(x)dx‘hev_,hgf.xlj} (22.72)

werden nach dem 4. Schritt durch die Substitution z = ®(§) offenbar bijektiv auf
die Mengen

{/Tg‘b(é)dé‘ g* eVt gt > fq)-Xr}

und {/ h@(f)dd W eV ht < [ XT} (22.73)
T

abgebildet. Damit folgt die Aussage unmittelbar aus der Definition des Integrals.
(2210

§ 23 Differentialformen und der Stokessche Satz

Bevor wir unser n-dimensionales Integral zur Normierung von Funktionenrdumen
benutzen, um damit weitere Beispiele von linearen und nicht-linearen Gleichungen
in unendlich-dimensionalen Vektorraumen zu untersuchen, wollen wir in diesem §
seine Bilanz bei der Umkehrung der gewohnlichen Ableitung richtig stellen. Auf die
folgenden noch bestehenden Unterschiede wurde in der einen oder anderen Form
schon hingewiesen:

(a) In der Transformationsformel 22.40 tritt der Betrag der Jacobi- (Funktional-)
determinante auf, in der Substitutionsregel 22.34 hingegen die einfache Ableitung.

(b) Der ein-dimensionale Hauptsatz verbindet in der Form

b
Py ;»/ f(s)ds = F(b) — F(a) (23.1)
das bestimmte Integral tiber ein kompaktes Intervall mit der Auswertung der Stamm-

funktion an dessen Randpunkten. Wir haben uns bisher hauptséchlich mit der Ein-
schrankung des n-dimensionalen Integrals auf offene Teilmengen beschaftigt, und
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insbesondere iiber die Réander allgemeiner abgeschlossener Mengen noch nicht viel
gesagt. Ausserdem sind Integrale iiber “nieder-dimensionale” Teilmengen (z.B. ent-
artete Quader) stets Null, was der intuitiven Aussage zu widersprechen scheint, das
Integral berechne Volumina (orientiert oder nicht).

Ein wichtiger Hinweis zu den Hintergriinden und der Auflésung dieser doch eher
technischen Spannungen ist die folgende eher prinzipielle Beobachtung:
(c) Fiir eine Funktion f : R — V' (wie immer ist in diesem Zusammenhang V' ein
vollstandiger normierter Vektorraum) ist ihre Ableitung wiederum eine Abbildung
f": R — V., so dass man in sinnvoller Weise auch umgekehrt nach der “Stamm-
funktion” F': R — V von f fragen kann. In hoheren Dimensionen ist hingegen das
Differential einer Funktion R” — R an jedem Punkt eine lineare Abbildung und hat
als Funktion R" — Hom(R"™, R) i.A. mehr Komponenten als f selbst.

Als erstes fithren wir nun diejenige Klasse von Funktionen auf dem R" ein, die an
den n-dimensionalen Integralsitzen partizipieren werden. Zur weiteren Motivation
verweisen wir neben dem Autreten der Determinante (vor dem Absolutbetrag...)
in der Transformationsformel vor allem auf die Interpretation von alternierenden
Multilinearformen als orientierte k-dimensionale Volumina (sieche Ende von §18 ab

S. 132).

Definition 23.1. Es sei U C R" offen, k € {0, 1,...,n}. Eine (stetige, differenzier-
bare, etc.) Differentialform vom Grad k (oder einfach eine k-Form) ist eine (stetige,
differenzierbare, etc.) Abbildung

w: U — NF(R™)* (23.2)

- Eine Differentialform w tut also nichts anderes, als “an jedem Punkt” zq € U in
linearer und alternierender Weise k Vektoren vy, ..., v, € R" eine Zahl

w(zo)(vy, ..., ) €ER (23.3)

zuzuweisen. Diese Zahl stellt eine Sorte “k-dimensionales Volumen” des von
(v1,...,v;) aufgespannten Parallelotops dar, physikalisch tiblicherweise interpretiert
als “Flussdichte”, in der Elektrodynamik etwa als Magnetfeld

- Formal gesehen handelt es sich ndmlich bei dem (R™)* auf der rechten Seite von
(23.2) um den Kotangentialraum 77; U von U an gy (vgl. die Diskussion auf S. 66),
und bei den Vektoren in (23.3) um Tangentialvektoren in 7,,,U. Das Parallelotop ist
also als infinitesimal und orientiert zu denken.

- In diesem Zusammenhang ist es tiblich, die Basis von (R™)*, welche dual zur Stan-
dardbasis (e1,...,e,) des R® D U ist, als (da',...,dz™) zu schreiben. Fiir eine
k-Form w existieren dann geméss (19.37) (}) (stetige, differenzierbare, etc.) Funk-
tionen wj, 4, i, : U — R mit

w(z) = Z Wiy () - Az A - ANdz™* YxeU (23.4)
1<i1 <ip<--<i<n
Wiy ,..ip (x) ist also die Flussdichte durch die von (e;,,...,e; ) aufgespannte Hyper-
flache.
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- Das euklidische Volumen in der sog. Standardorientierung des R™ wird von der
n-Form
a=dr' A ANdx" (23.5)

gemessen. Ist R*~! < R” ein n — 1-dimensionaler Unterraum mit einem ausgezeich-
neten Vektor®? n € R™\ R"!| so induziert man durch

an(vi, .. Uh1) = a(n, vy, ..., Uy 1) (23.6)
eine Volumenform auf R"~!. Speziell fiir die Hyperebenen R? ™! = {2/ = 0}, n = e;,
;= (=1)""tdat A A dzi A -+ A da” (23.7)

wobei - “auslassen” bedeutet.

- Im Spezialfall £ = 0 ist eine Differentialform nichts anderes als eine gewohnliche
reellwertige Funktion f: U — R (und weist als “Volumen” Punkten x € U einfach
den Wert f(z) zu). Ist f stetig differenzierbar, so ist das Differential von f, welches
man in diesem Zusammenhang als df := Df : U — (R™)* schreibt, dann bereits ein
erstes Beispiel fur eine 1-Form. Die Entwicklung (23.4) vereinfacht sich dabei zu:

df = ; %dﬂ (23.8)

(speziell ist fiir f(z) = 2%, df = da', was die Notation so niitzlich macht...)

- Ein Vorteil der Differentialformen gegeniiber anderen Tensorfeldern ist, dass sich
ihre Ableitungen wieder zu Differentialformen zusammensetzen lassen, in Fortset-
zung von (23.8) auf £ > 0 und ohne Einfithrung weiterer Strukturen. Im Folgenden
nehmen wir an, alle auftretenden Differentialformen seien (hdufig genug) stetig diffe-
renzierbar, und schreiben QF(U) fiir den zugehérigen Vektorraum. (Beachte: QF(U)
ist unendlich-dimensional, die Entwicklung (23.4) ist punktweise endlich.)

Definition 23.2 (Cartan-Ableitung). Die Cartan- (oder dussere) Ableitung einer
k-Form w € QF(U) ist die k + 1-Form

d( > wi ik'dwilA---/\dxik) = Y d(wiq) Ada A Ada™ (23.9)

11 <<t 11 <<t

wobei auf der rechten Seite das punktweise Dachprodukt (19.40) steht. (Es gelten
auch die Rechenregeln (19.42). Die Formel (19.41) muss man glicklicherweise prak-
tisch nie benutzen.) Speziell fir k = 1:

d(;n; wl-de) — Xn: i(

i=1 j=1 i1 <ig

Owi 1 { 0 ig 0 i1 i1 io
107 ) Ada' = 37 (G = G Jdet Ada® (23.10)

Lemma 23.3. (i) Fiir w, € Q(U), wy € Q*2(U) gilt die Leibniz-Regel

d(wi Awa) = (dwy) Aws + (=1)" 1wy A (dw,) (23.11)
(ii) d*> = 0, d.h. fir alle k-Formen w € QF(U) ist
d(d(w)) = 0 € Q*2(U) (23.12)

32n ist nicht “normal” im Sinne einer euklidischen Metrik auf R".
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Beweis. (i) folgt durch Anwendung der gewodhnlichen Produktregel
d(fi- f2) = dfy- fo+ f1-dfs (23.13)
(fiir ky = ko = 0 gilt A = -) auf die Koeffizientenfunktionen:
w1 N\ wy =
= Z Z (wW1)iy.., iny " (W), iny Az A - Adx™ Adzt A - A dae
(23.14)

und die Rechenregeln (19.42).
- Auch (ii) zeigen wir zunéchst fir £ = 0. Mit (23.8) und (23.10) erhalten wir

0% f 0% f 4 4
adf) = 3 (5o — o ) da Ada™ =0 23.15
(df) ; Drindziz  Orizdgin )" ‘ ( )

i1<ig
wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen 10.7. Insbesondere ist auch d(dz’) =
0, so dass die Aussage fir £ > 0 durch Anwenden von (i) auf (23.9) folgt. O

Beispiel 23.4. Die Rechenregeln fiir die vertrauten Vektordifferentialoperatoren
im IR3 lassen sich recht elegant in die Sprache der Differentialformen umformulieren.
Der entscheidende Hinweis ist die Ahnlichkeit zwischen (23.10) und der expliziten
Formel (10.35) fiir die Rotation eines Vektorfeldes. Fiir die Details miissen wir aber
noch einmal kurz in die lineare Algebra ausholen.

- Zunichst einmal erkennen wir die musikalischen Isomorphismen - : T, U — ..U
und #: T U — T, U als Spezialfélle von (20.5) beziiglich dem euklidischen Stan-
dardprodukt (20.6) auf R3.

- Allgemein ist das fiir wi,ws € A*(R™)* durch

(Wi, ws) = Z (W1)iy iy (W2 )i i (23.16)
11 <...<tp

definierte innere Produkt symmetrisch und positiv definit, induziert also einen Iso-
morphismus

NF(R™)* = (AMR™)*) (23.17)
- Andererseits wird das Dachprodukt

(23.18)
(W, 0) —» wA©
durch die Identifikation
A*R")* = R
(23.19)
a=dz' AN ANdz" — 1
zu einer Bilinearform
AF(R™)* x A"FR™)* — R (23.20)
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In den Basen (19.37) ist explizit
((dx"l A Ade™) A (da? A A dxj”—k’)>/d:£1 A Ada”

0  falls {iy, ..., U{j1, -y Ik} #{1,...,n}
je nach Paritat der Permutation

(11, s 1y -+ s k) = (0(1),...,0(n)) sonst
(23.21)

+1

Offenbar ist also (23.20) nicht-entartet, und liefert daher einen Isomorphismus
(AFR™)*)" =2 APH(R™)* (23.22)

Durch Zusammenschalten mit (23.17) erhalten wir den sogenannten Hodge-Stern-
Operator

* 0 AF(R™) =5 AP F(R™)* (23.23)
Zwei Formeln dafir:
w1 A (xwa) = {wi,ws) - da* A -+ A da” (23.24)
und
*(dx™ Ao Ada'™) = £1-da? A A daink
je nach Paritiat der Permutation (iy, ..., ik, j1, -, Jnk) = (o(1),...,0(n))

(23.25)

- Zuriick im R3 tiberpriift man nun, dass die abstrakte Formel (10.34) nichts anderes
ist als

rot(Y) = (x(d_Y’ ) € TU (23.26)

Fir (10.33) kann man schreiben
e\
—~
divY = «(d+ Y’ ) e N(R®)* =R (23.27)
~—
eN'
——
eN
Ausserdem ist (per Definition!)
(grad f)’ = df (23.28)
Aus diesen drei Formeln folgt mit 23.3 (ii)
rot o grad f = (xd(df))* =

; (23.29)
divorotY = xd(xxdY”) =0

wobei wir noch x(x(w)) = (—=1)*"~®w benutzt haben wie man am leichtesten aus
(23.25) folgert.
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Als nédchstes identifizieren wir eine Klasse von Mengen, die in den hoher-
dimensionalen Integralsédtzen die Rolle der kompakten Intervalle mit ihren Rand-
punkten tibernehmen. Dazu verallgemeinern wir die Definition 20.10.

Fakten/Definition 23.5. Der untere Halbraum des R™ ist die Teilmenge
R”? :={z e R"|2" <0} (23.30)

Es sei M C R"™ nicht leer und p € M. Fiir eine offene Teilmenge U C R™ mit p € U
heisst eine Abbildung

w:UNM — R* (23.31)

eine k-dimensionale (glatte) Karte mit Rand von M um p (kurz: Karte) falls

(i) ¢ injektiv und stetig ist, eine offene Teilmenge V' C R* existiert so, dass o(U N
M) =V NR: 3 sowie

(ii) die Umkehrabbildung ¢ := ¢~ : VN RF — R (unendlich oft) differenzierbar
ist3, mit rang(Dy(y)) = k Yy € VNRE.

- Eine (glatte) k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand ist eine nicht-leere
Teilmenge M C R™ mit der Eigenschaft, dass fiir jeden Punkt p € M eine (glatte)
k-dimensionale Karte mit Rand von M um p existiert.

- Die Umkehrabbildung 1) = ¢! heisst auch lokale (regulére) Parametrisierung von
M um p.

- Man nennt p € M einen (geometrischen) Randpunkt, falls o(p)¥ = 0, m.a.W. falls
o(p) € OR* = RZ’l, dem Rand des unteren Halbraumes. Beachte aber, dass p im
Allgemeinen kein Randpunkt im n-dimensionalen Sinne von (21.15) ist. (Tatséchlich
ist fiir £ < n der offene Kern einer Untermannigfaltigkeit leer.)

- Liegt eine Untermannigfaltigkeit erst einmal vor, so gibt es stets sehr viele Karten
um jeden Punkt p € M:Ist ¢ : UNM — VNR" eine Karte und ® : VNRF — VNR*
ein Diffeomorphismus, so ist ¢ :== ® o : UNM — V NRE eine weitere. Mit Hilfe
der Sdtze 12.1 bzw. 12.3 kann man umgekehrt zeigen, dass fir zwei Karten (Uy, 1),
(Us, @) der “Kartenwechsel”

QOQOQOI_I IQOl(UlﬂUgﬂM)%QOQ(UlﬂUgﬂM) (2332)

ein Diffeomorphismus von Teilmengen des R* der Form (offeneMenge) NR* ist. Nun
sind Diffeomorphismen insbesondere in beiden Richtungen stetig, und ein Punkt
x € R¥ liegt in ]R’,ffl genau dann, wenn jede Umgebung von = sowohl Punkte in R¥
als auch Punkte ausserhalb von R* enthélt. Daraus folgt, dass der Kartenwechsel
(23.32) 1 (UyNUs N M) N RE bijektiv auf ¢o(U; NU; M M) NRE™ abbildet. Insbes-
donere héngt die Definition eines Randpunktes nicht von der gewéhlten Karte ab.
Ausserdem folgt daraus, dass auf dem Rand die Jacobi-Matrix des Kartenwechsels

33F{ir p im geometrischen Inneren erlauben wir hier auch V' C R* . “Karte mit Rand” bedeutet
also nicht, dass der Rand nicht leer ist, sorry. Das komische daran ist nur, dass ein linearer Unter-
raum R¥ C R™ sich als “Untermannigfaltigkeit mit (leerem) Rand nicht mit einer einzigen Karte
iiberdecken lésst, als gewohnliche Untermannigfaltigkeit hingegen schon.

34Nach unserer Vereinbarung aus § 10 bedeutet dies, dass v die Einschrinkung einer differen-
zierbaren Abbildung in einer offenen Umgebung von V N R ist.
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die Block-Gestalt

(3(<P20séf1)j> «

1 ozt L

D ) I
Oxk

hat. (“Die k-te Komponente von ¢, ist fiir 2% = 0 stets 0 und hingt daher nicht von
(zt,..., 2% 1) ab”)

Vs

1
M P2

©2

. Vi
Us ©1
-~ R]]z—l

0 ot

- Da D(ps 0 ') iiberall Rang & hat, gilt dann auf dem Rand

—1\k
=k—1 und —8(3020901 )

Az 0 prt) >
' i,j=1 Ri_l al‘k

rang < 3
:L-’L

Aus diesen Betrachtungen folgt (evtl. mit weiteren Zwischenschritten), dass die Men-
ge aller Randpunkte einer glatten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit mit Rand
(entweder leer oder) eine k — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit leerem Rand
ist. Wir schreiben OM fiir diesen Rand (auch wenn er nicht gleich dem topologischen
Rand ist!). Ausserdem ist M ohne den geometrischen Rand eine k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit mit leerem Rand.

- Beispiele von Untermannigfaltigkeiten sind wie in 20.10 Graphen von differen-
zierbaren Abbildungen f : V N R* — R"* sowie fiir eine glatte Abbildung
F:U — Rk (U c R" offen) mit rang(DF(p)) = n — k + 1 die “Subniveau-
mengen” F~1({z = (2%,0,...,0) € R** 1|2k < 0}). (Wir denken uns hier die
Komponenten von z € R**1 als (2% 2% . 2") durchnummeriert.)

- Fr jeden Punkt p € M kénnen wie den Tangentialraum von M in p wie in (20.44)
definieren. (Unsere lokalen Parametrisierungen stehen ja an den Randpunkten ein
wenig in den oberen Halbraum iiber.) (¢ = ¢~ !)

T,M = Di(¢(p))(R") = {Dt(¢(p))(w) |w € R} (23.35)

Ist p € OM, so teilt der Tangentialraum an den Rand,

0 (23.34
o A0 (283)

T,0M = D(p(p)) (R} (23.36)

den Tangentialraum an dem Rand in zwei Halbrdume von “inneren” und “&usse-
ren” Normalenvektoren, Richtungsvektoren von Kurven, die “nach M hinein” bzw.
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“aus M hinaus” laufen. Weil diese Charakterisierung ebenfalls nicht von der Karte
abhéngt, gilt in (23.34) tatsdchlich

Apz 0 7 )k

>0 23.37
oxk RE-1 ( )

Beispiele: Die n-dimensionale Kugel
K"={x e R"|(x,z) <1} (23.38)

ist eine glatte Untermannigfaltigkeit mit Rand S 1.
- Die Halbkugel
{z e R"|(z,z) =1,2" > 0} (23.39)

ist eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand S™~2.

Das Wesen der Differentialgeometrie besteht darin, iiber Untermannigfaltigkeien
Aussagen zu machen, die “von der Wahl der Karten unabhéngig ist”. (Noch allge-
meiner, und insbesondere im Zusammenhang mit der Relativitatstheorie, interessiert
man sich fiir Aussagen, die auch “von der Wahl der Einbettung in einen umgeben-
den R"” unabhéngig sind.) Dennoch oder gerade deshalb ist es sinnvoll, fiir spezielle
Zwecke die Mannigfaltigkeit mit geeignet gewahlten Karten, einem sog. Atlas, zu
iiberdecken. Unser Ziel ist nun die Integration einer Differentialform w € QF(4)
iiber eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand M C 4, mit & C R”
offen. Wir arbeiten dazu im Folgenden mit der euklidischen Norm ||-|| auf R™, und
machen noch zwei weitere Annahmen.

Zerlegung der Eins

- Aus (23.31) erhélt man durch Verkleinern von U fiir jedes p € M eine Karte der
Form
¢p 1 Bay,(p) = V, NRE (23.40)

fiir einen geeignet gewéhlten Radius r, > 0 so, dass noch By, (p) C
- Nun tberdecken die offenen Mengen

{B., () |pe M} (23.41)

trivialerweise ganz M (d.h. jedes p € M ist in einer dieser Mengen enthalten).
Nehmen wir dann an, dass M kompakt ist, so folgt,?® dass bereits endlich viele
der B,,(p) M vollstandig iiberdecken. M.a.W. existieren endlich viele Punkte p, € M
und Radien r, >0, ¢t =1,...,¢ so, dass

Mc O B, (p.) (23.42)

=1

- Es sei nun A : [0,00) — R eine glatte Funktion mit der Eigenschaft, dass
(i) 1 > h(t) >0Vt €[0,00)

35Djes ist eine Konsequenz des Satzes von Heine-Borel, vgl. auch den Begriff der “Uberdeckungs-
kompaktheit”, den wir in den Ubungen kennengelernt haben.
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(ii) h(t) = 1 fir £ € [0,1), und
(ifi) supp(h) C [0,2).

Fiir eine mogliche Konstruktion von h sei u(t) := exp(—1/t) fur ¢t > 0, u(t) = 0 fir
t < 0. Dann ist u unendlich oft differenzierbar mit u(0) = 0, w(¢) > 0 fiir ¢ > 0. Daher ist
v(t) = u(t — 1) - u(3/2 —t) ebenfalls glatt mit erfiillt v > 0 und supp(v) = [1,3/2]. Setzt
man dann

Jov(s)ds
h(t):=1— 23.43

(t) T o(s)ds ( )ds (23.43)
so erfiillt h die gewlnschten Eigenschaften.
Bemerkung: Es ist kein Zufall, dass in dieser Konstruktion u nicht {iberall analytisch
ist, ndmlich um 0 herum keine Potenzreihendarstellung besitzt: Die obigen Bedingungen
implizieren, dass die Nullstellen von h Haufungspunkte besitzen, was fiir eine nicht-triviale
analytische Funktion auf einer zusammenhédngenden Menge nicht méglich ist, siehe § 5 und

§11.
- Damit ist fir jedes ¢t = 1, ..., die Funktion (glatter Hut)

h, i R" = R,

. — 23.44

hb(Q) — h(Hy pL||2) ( )
T

unendlich oft differenzierbar (die euklidische Norm ist es ja zumindestens ausserhalb

von 0, dort ist aber ja h konstant...), und erfillt

i)1>h, >0

(i) hu(y) = 1 fir y € By, (p.)

(iii) supp(h,) C Bay, (p.)-

S S
Wegen h, > 0 auf B, (p,) verschwindet Zﬁt nirgends auf U := U B, (p) C U

=1
Daher gilt fiir die auf U definierten Funktionen

h,
hy = —t (23.45)

S
=1

>, h, =1, und supp(h,) "M C By,,(p,) ist kompakt. Man nennt so eine Sammlung
von Funktionen eine “der Uberdeckung (23.42) untergeordnete Teilung der Eins”.

- Der Rand einer kompakten Untermannigfaltigkeit mit Rand ist abgeschlossen und
daher wieder kompakt, und durch Einschréinkung erhalten wir aus (B, (p,))und (h,)
einen endlichen Atlas mit zugehoriger Teilung der Eins auch auf dem Rand von M.

Riickzug

Wir nehmen nun weiter an, der endliche Atlas
A = {(BQTL(pL)7(pL) ‘L: 1,...,§} (23.46)
konne so gewahlt werden, dass fiir alle Kartenwechsel

det D(yp, o go,:l)(x) >0 Vx € vi(Bar, (p.) N Bay, (px) N M (23.47)
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Man nennt Untermannigfaltigkeiten, fiir die eine solche Wahl méglich ist, orientier-
bar. Nach einer solchen Wahl zerfallen die Karten von M in zwei Orientierungsklas-
sen, je nach dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante, welche sich durch Umkeh-
ren einer Koordinate, xx_; — —x_; ineinander tberfithren lassen. (Stimmt nicht
ganz, bei nicht zusammenhéngenden Kartengebieten, und bei k£ = 1...), Dabei ist
es nicht moglich zu sagen, welche der beiden Orientierungen positiv bzw. negativ
ist. Wichtig ist allerdings, dass man wegen (23.33) und (23.37) durch Einschrianken
eines orientierten Atlasses auf den Rand von M eine Orientierung auf 0M induziert

(aus det(Dg, o p') > 0 und (23.37) folgt det(m) > (0 am Rand).
ij=1

Wir schreiben fiir unsere Untermannigfaltigkeit fortan MT, um uns daran zu erin-
nern, dass wir eine Orientierung gewéahlt haben, und fiir ihren Rand mit kanonisch
induzierter Orientierung M.

Beispiel: Der Mobius-Streifen, Bild der Abbildung

00519(1 — ssin g)
[0,27] x [~1/2,1/2] 3 (9, 5) = [ sin?(1 — ssinJ) ““/(///“////77’
scosg {‘l\l{

(23.48)

ist eine nicht-orientierbare kompakte 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R? mit Rand.

- Es sei nun w € QY(44) eine I-Form auf 4 (gleich interessieren uns vor allem [ = k und

k—1). Fiir jede Karte ¢ : UNM? = VNR* von M erhalten wir dann durch Riickzug
eine [-Form auf V NR* wie folgt: Fiir # € VNR* und vy, ..., v € T,(V) = R sind
(mit ¢ = ) D(x)(v;) € TyyM" C Typ(yR™ und wir setzen

(W (W) (@) (v, - .., v1) == w(@(2))(DY(z)(v1), ..., DY(z)(v)) (23.49)
(Dies ist klarerweise eine alternierende [-Form auf 7.V, die Differenzierbarkeit folgt
aus Kettenregeln, d.h. 1*(w) € QY(V NRF).)
Beispiel: Fiir eine 0-Form, d.h. eine Funktion f : {{ — R ist ¢*(f) = f o 4. Fir ihr
Differential gilt (v € T,,V):

(Dp(x)(v))’
/—/ﬁ
oI
(v°(d Z g (V) 3 G
- Of o N (23.50)
= Z(Z 8—y]<¢< r)) Gor (@)
(Kettenregel) = %(z)vi
= d(¥*(f)(v)
was man unschwer auf [ > 1 verallgemeinert:
¥ (dw) = d(y"(w)) (23.51)
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Hierbei operiert das d auf der rechten Seite im R*, das auf der linken Seite im R", es
sind aber nur die Ableitungen in den Tangentialrichtungen von M relevant. Diese
Vertréglichkeit mit dem Riickzug ist eine weitere wichtige Eigenschaft der &dusseren
Ableitung.

- Ausserdem ist der Riickzug offenbar linear und vertréiglich mit dem Dachprodukt.

Insbesondere gilt
=" () _hw) =) ¥ (h - w) (23.52)

fiir jede Karte (U, ¢ = 1~1) und jede I-Form w € Q'(L0).
- Betrachten wir speziell fiir & = [ eine der Karten (Ba,, (p,), ¢,) in unserem orien-
tierten Atlas (23.46), so ist mit der Teilung der Eins (23.45) (und ¢, = ¢, ')

Wr(h, - w) € QF(V, NRF) (23.53)

eine k-Form mit kompaktem Trager. Wegen dim A*(R*)* = 1 existiert eine Funktion
w, € C(V,NR*), so dass

Ui (h, - w) = w(x) - de* Ao Adat = w,(z) - a (23.54)

Mit anderen Worten ist
w,(z) = hy(¥(2)) - w(¥u(2)) (DY () (e1), . .., Dipy(x)(er)) (23.55)
wobei (e1, ..., e;) die Standardbasis des R* ist. Wir definieren dann das Integral der

k-Form w € QF(4) iiber die orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit Rand M" durch die Formel:

/MTW —Z/k w,(x dl“—Z/ Xk (7)w, (z (23.56)

wobei auf der rechten Seite das gewohnliche Integral fiir stetige Funktionen mit
kompaktem Triger im R¥ steht. Diese Definition ist sinnvoll wegen des folgenden
Lemmas:

Lemma 23.6. Der Wert des Integrals (23.56) ist unabhdngig von dem orientierten
Atlas und der Teilung der Eins.

Beweis. Es sei 2 = {(U,{,@,@ = @/;;1)} ein weiterer endlicher Atlas von MT mit
U, C ¢ und der gleichen Orientierung wie 2, d.h.

det D(p, 0 3.1 >0 auf @ (U, N By, (p,) N M) Vi, &, (23.57)

«) eine untergeordnete Teilung der Eins, d.h.
( > h, >0
(i) su p( ) C U, ist kompakt.
(iii) > h, = 1 in einer Umgebung von M7,
Dann gilt wegen der Linearitat des Integrals

Z/Rk% dx—Z/ ;h (W, (2)) - w,(2)dw
Y ) @

(%)% (BQ’I’L (pb)ﬂUﬁﬂMT)
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Durch die Substitution z = (¢, 0 $71)(2) (d.h. ¢, (x) = V. (Z) € M) wird daraus
mit Hilfe der Transformationsformel 22.10 und Gl. (23.57) einerseits

= ZZ / he(Vs(F)) - w(z) - det D(p, 0§, 1) () di (23.58)

(U.NBay, (p.)NMT)

Wegen

Dy, (x) = D(th 0 G 0 9,)(x) = D()(Z) - D(By 0 0, () (23.59)

folgt aus (23.55) andererseits

T (U (#)) 0, (x) = B (0 (F)) - hu(,(@)) - w(,(2)) (D, () (1), - .., D () (ex))
= hL~i~L,€ . w(zﬁ,{(i‘ )(Dzﬁﬂ(i)(el), . Dlﬁ”(:@)(ek)); det D(@, 0 ;1) ()

(23.60)

wobei wir die Transformation (19.45) einer Volumenform unter einem Endomorphis-
mus des R¥ benutzt haben.3¢

- Nun heben sich wegen der Kettenregel, D(p. 0 ¢, ") = (D(p, o @;1))71, die Deter-
minanten gegenseitig auf, so dass zuriick in (23.58)

Z/R w(z)de = ZZ/@ ho (U () - G (7)dE

L K Unm32m (PL)QMT)

— Z/Rk > hi(&) -@n(F)diE = Z/}Rk 5 (7)dE (23.62)

1

wie behauptet. O]

- Wir schreiben ab jetzt auch

Y (h, -w) fiir /Rk w,(z)dx (23.63)

Rk

36Um hier noch einmal explizit zu rechnen sei (A7) die Matrixdarstellung von D(@, o ;1) (x)
(d-h. D(@r 0@, ") (x)(ei) = 3, e;A]. Dann ist mit (23.59)

W(Diu(er). . Diler)) = D w(Dhules) AL Dibules ) ALY)

Da w alternierend ist, steht auf der rechten Seite Null ausser falls j; = o (i) fiir eine Permutation
o € Sk, und zwar wegen der Multilinearitdt genau

= w(Dzﬁ,i(el) Dz/)K(ek Z sgn(o H A 105 (23.61)

o€Sk

=det A

nach der Leibniz-Formel fiir die Entwicklung der Determinante.
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- Fiir n = 1 lésst sich nun (etwas umstéandlich) das bestimmte Integral

/f s = [ sy (23.64)

wiedererkennen als das Integral der 1-Form f(s)ds auf dem offenen Intervall I D [a, b]
tiber die kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand [a, b] in der durch die Anord-
nung von R gegebenen Orientierung und der Standardparametrisierung s = x. Eine
Umparametrisierung des Intervalls ist eine bijektive Abbildung 7 : J — I, welche je
nachdem 7" 2 0 orientierungserhaltend oder -umkehrend ist. Eine Stammfunktion
ist eine O-Form F' mit dF'(s) = f(s)ds, die in der auf dem Rand induzierten Orien-
tierung zu F'(a) — F(b) integriert wird. Fir eine Differentialform w vom Grad k ist
eine “Stammform” eine k — 1-Form n mit dn = w, so dass die Verallgemeinerung der
einen Richtung des Hauptsatzes (23.1) lautet:

Theorem 23.7 (Stokesscher Satz). Es sei 84 C R"™ offen und M C 4l eine orien-
tierte kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt fir jede

k — 1-Form n € Q¥ 1(4)
/ dn :/ n (23.65)
MT oM?*

Beweis. Es sei {(Ba.,(p.), . = ¥, ')} ein orientierter Atlas der obigen Art und (h,)
eine untergeordenete Teilung der Eins. Dann erhélt man durch geeignetes Einschran-
ken Gleiches auf OM™. (Wobei hier die p, nicht auf M liegen miissen, und es auch
mal sein kann, dass supp(h,) N OMT = .) Da OM" leeren Rand hat, lautet die

Behauptung zunachst

Z/Rk Uy (hy - dn) = Z/Rk_ ¥ (- n) (23.66)

Wegen der Produktregel 23.3 und der Vertréaglichkeit (23.51) gilt auf der linken Seite

S [ vitnean =3 [ v =Y [ vt
- Z/Rk d(y; (. - n)) —/Td(z hL> A (23.67)
o RN

Es gentigt daher zu zeigen, dass in jeder Karte

/ d(; (h, - m)) = /R“ b, (he - 1) (23.68)

Fiir die ¥ — 1-Formen existieren Funktionen 7' € C*(V, N R*) so dass wir mit
a; = (=1 tdat Ao Adazt A --- Ada® in V, NR¥ schreiben kénnen:

k
=> 1o (23.69)
=1
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Es gilt dann
k

k .
x ; on,
d(@r (b -m) =Y (dn)) Ao = d_Zi “a (23.70)
=1 =1

so dass mit Hilfe von Prop. 21.6

=0, da supp(nf) kompakt

3m 7L k i\ gk—1
/de (h, - 1)) Z/Rk o ,x)dx)d z
+/Rk1</ axkdzv>d x

(o]
k(o1 k-1 k—1
:/klnb(x,...,m ,0)d" " x
Rh—
k

nach dem ein-dimensionalen Hauptsatz, angewendet auf n*(z!,... 2*71 .) € C>((—o0,0]).
Andererseits ist wegen ¥ = 0 = konst. auf Rf ', ai\R:q = 0 ausser fiir = = k. Daher
gilt auch

vi(h,-m) = / (2t .. 2 0)d e (23.72)
Zusammen ist dies die Behauptung. O

Fiir die andere Richtung des Hauptsatzes (Konstruktion einer Stammform durch
Integration) benétigen wir eine Annahme an die Topologie des Definitionsbereichs.
Wie in der Funktionentheorie § 15 betrachten wir wenigstens Anfangs als natiirliche
Verallgemeinerung von offenen Intervallen offene und konvexe Mengen U C R"™, d.h.
Va,b € U liegt auch {a +t(b—a)|t € [0,1]} C U. Ausserdem ist klar, dass wegen
d?> = 0 (Lemma 23.3) fiir w € QF(U) hochstens dann ein n € Q¥1(U) mit dn = w
existieren kann, wenn dw = 0. Zuvor noch ein algebraisches Resultat:

Lemma /Definition 23.8. Die Kontraktion (oder Paarung) von alternierenden
Multilinearformen mit Vektoren ist die bilineare Abbildung

Lo R X AFR™)S — AR
(23.73)
(to(W))(v1, ..oy vp—1) == w(v, 01,0, V1)

(vgl. (23.6) ). In den Standardbasen (e1, ..., e,) und {dx™ A~ ANdx'™ iy < -+ <i,}
ist

falls i & {i1,... i}

Le, (dx™ A -+ A dz®) = , — ,
i ) {(—1)”61:1:‘“/\--~/\dx“/\~~/\dx““ fiir i =1,

(23.74)

Es gilt fir alle w € N\F(R™)*:

Le, (A7 A w) 4 da? A e, (W) = 6w = {w = (23.75)
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sowie

Z dz' A tew =k -w (23.76)
i=1

Beweis. Ubungsaufgabe 3.3. Wichtig ist noch die offensichtlichen punktweise Ver-
allgemeinerung dieser Formeln fiir Vektorfelder und Differentialformen. ]

Theorem 23.9 (Poincaré-Lemma). Es sei U C R" offen und konvex. Fir k > 0
existiert fiir jedes w € QF(U) mit dw = 0 einn € QFY(U) so, dass dn = w.

Bemerkungen. - Eine Differentialform w € QF(U) heisst geschlossen, falls dw = 0
und ezakt falls w = dn fiir ein n € Q*1(U). d*> = 0 bedeutet, dass jede exakte
Form geschlossen ist; das Poincaré-Lemma besagt, dass auf konvexen Mengen jede
geschlossene Form exakt ist.

- In dieser Terminologie ist die Stammform 7 durch dn = w eindeutig bis auf die
Addition einer geschlossenen k — 1-Form bestimmt.

- Wie bei den Satzen der Funktionentheorie lasst sich die Voraussetzung an den De-
finitionsbereich noch wesentlich abschwachen. Der Beweis unten geht ohne Weiteres
fiir “sternformige” U durch.

- Dem Beispiel 23.4 folgend konstruiert das Poincaré-Lemma auf geeigneten Teil-
mengen des R3 aus Vektorfeldern £ mit rot E = 0 ein Potential ¢ mit £ = — grad ¢
bzw. aus einem Vektorfeld B mit div B = 0 ein Vektorpotential A mit B = rot A.

Beweis von Thm. 23.9. Wir wahlen einen beliebigen Punkt zy € U, und definieren
eine lineare Abbildung I, : *(U) — Q*1(U) durch die Formel

(Lo (W) () (1, ..oy Ug—1) i= /0 =t Z(Jl:Z — a8 w(xg +t(x — x0)) (€45 V1, - - ., V1 )dE

i=1

(23.77)

fir w € QF(U) (noch nicht notwendig geschlossen), € U und vy, ...,v,_; € R™
(Dies ist wohldefiniert, da offensichtlich multi-linear und alternierend in vy, ..., vg_1,
und glatt in z wegen der Glattheit von w und des Vertauschungssatzes 22.9). Im
Sinne des Integrals vektorwertiger Funktionen ist dies auch

I, (w)(z) = /o tk_lbzi(x_xo)iei (w(zo + t(x — mp)))dt (23.78)

Beh.: Es gilt fiir alle w € QF(U)
d(Iy(w)) + Iy (dw) = w (23.79)

Ist insbesondere dw = 0, so erfiillt n := I, (w) die Bedingung dn = w.
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Bew.: Der Einfachheit halber transferieren wir die Behauptung nach zo = 0, und
benutzen die Linearitit in w, um uns auf solche der Form w(x) = f(z) - dai
zuriickzuziehen, wobei wir noch dx™% = dx“ A --- A dz® abkiirzen. Dann aber
rechnen wir unter Vertauschen von Integration und Differentiation:

1 n 1 n
d(/ th=1 Z Te,w(tr) dt) + / tF Z 21, (dw)(tz) dt =
0 — -
1 n
/ [tk_lf(tx) Zdﬂci A te, (dz™ %) dt + ¢F Z r'—— ta: dz? A ve, (dz'™)
0 i=1

2,7=1
+ ¢ Z T'le, ( dxj A dztt Z’“)] dt
2,7=1
' of |
(mit Lemma 23.8) :/ {tk V() - k- da't +tk2x —=(tz) -dx Uiy ”“} dt
0
dt
bd
= / E(tkf(tx))dt dzx"vot = f(x) - dx'ot
0
(23.80)
wegen k > 0 und dem gewohnlichen Hauptsatz in einer Dimension. ]

Fazit: Die Theorie der Differentialformen liefert eine einigermassen zufriedenstel-
lende hoher-dimensionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integalrechnung. Bei Bedarf kann er durch verschiedene Grenzprozesse noch vervoll-
standigt werden.

Zusatzlich zum Einschub von 20.9 als Wiedereinstimmung auf die Eigenwert-
theorie machen wir noch

Zwei Schlussbemerkungen

1. Es mag seltsam vorkommen, dass wir Integration zwar (teilweise) durch “Volu-
menmessung” motiviert haben, den Stokesschen Satz aber nur fiir orientierte Unter-
mannigfaltigkeiten mit Rand formuliert und bewiesen haben. Sicher hat doch auch
der Mobius-Streifen einen Flacheninhalt, nur vielleicht keinen orientierten! Zu seiner
Definition betrachten wir zunéchst wieder die lineare Situation.

- Wir bemerken, dass das euklidische Volumen von k-dimensionalen Parallelotopen
durch einige wenige geometrische Eigenschaften festgelegt ist: Fiir jeweils k& Vektoren
b, .. bk € R" soll gelten:

(i) vol®)(by, ..., by) ist invariant unter “Scherungen”, d.h. Addition des Vielfachen
eines Vektors zu einem anderen.

(i) vol®) (by, ..., br) = [1,Ibila, falls (b;,b;) = O fiir i # .

Denn wie wir aus §20 wissen (sollten), lassen sich durch Operationen der Art (i)
die (by,...,bg) in einen Satz von k orthogonalen Vektoren (by,...,b;) iberfithren
(Gram-Schmldt Orthogonalisierungsverfahren), fir die wir das Volumen durch die

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 191 1/30/2017 11:04



KAPITEL 8. INTEGRATIONSTHEORIE

Vorschrift (ii) berechnen konnen Sind speziell die (by, ..., bg) linear abhéngig, so ist
eines der b; = 0 und vol™ (by, ..., b;) = 0.

- Die Operationen unter (i) werden durch ene Matrix R = (R’) mit Determinante 1
dargestellt, d.h.

bj =Y Rib; (23.81)

mit det(R}) = 1, und

vol™ (by, ..., H||b Il = \/det (diag((b;,b;))) = \/det g (23.82)

wobei wir die Multiplikativitat der Determinante benutzt haben, det R = 1, und die
sog. Gramsche Matrix gegeben ist durch

9= (9ij)ij=1,..k = (<biabj>)z-’j:17mk (23.83)

Das Volumen (23.82) erfiillt nun tatséchlich die obigen Bedingungen, ist aber im
Gegensatz zu (23.3) nie negativ und auch insbesondere invariant unter beliebigen
Vertauschungen der b;.

- Sind die (b;) linear unabhéngig, d.h. span(by,...,bs) ist ein k-dimensionaler Un-
terraum von R™, so ist detg # 0 (man spricht dann von der induzierten Metrik).
Unter Basiswechsel

bj =Y Rib; (23.84)
transformiert sich die Gramsche Determinante geméss

Vdet g =|det R| - y/detg (23.85)

- Ist nun M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” (mit oder ohne Rand),
und (U, p = 1~!) eine Karte, so hat die “induzierte euklidische Metrik” in der Basis
(Dy(x)(e:)),_, , von TyeM die Darstellung

.....

gi5() = (DY) (e;), D) (e;)) = Y B () Bj(x) (23.86)

wobei B! die Jacobi-Matrix von D (x) in den Standardbasen ist. (Vgl. auch die
Transformation des Laplace-Operators, die wir in der H6Ma 2 diskutiert haben)
- Ist M kompakt, so tiberdeckt man wie bei Differentialformen M mit einem endli-
chen Atlas {(U,,¢,)}, einer untergeordneten Teilung der Eins (h,) , und definiert

vol® (M Z/ (W, () - /det g(z)dx (23.87)

- Wegen (23.85) ist diese Definition wieder unabhéngig von der Wahl der Karten,
diesmal aber auch unabhangig von Orientierungen: Unter einer Substitution x =
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po P~ ( )lst

/Vh - \/det g(z)dx = /\7h - \/det g(z) - |det D(¢ 0 ¢7")(2)| di

) (23.88)
_ / h - /det g(2)di
%
Denn der Basiswechsel in Ty M = Tz[;(i)M ist bestimmt durch
Dip(&) = Dy(x) - D(p o @7")(2) (23.89)
oder anders gesagt gilt:
k
i (T Zl &Eﬁ (2) - grs(2) (23.90)
Beispiel: Fiir den Mobius-Streifen in der Parametrisierung (23.48) ist
—sinf}(l — ssin g) — %cosﬁcosg —cosGsing
B=| cost¥(l—ssin?) —sindcos? —sindsinl (23.91)
—3sin g COS g
1432 — £ cosd) — 2ssin2 0
= 4 2 2 (23.92)
0 1
und der Flacheninhalt
332 0
14+ ——— COSQ9 — 2ssin — dsdﬁ ~ 6,353271 ... (23.93)

- Der Laplace-Operator auf einer Untermannigfaltigkeit
L Zk: 0 ( i\ /et g ) (23.94)
ety by ox? e '

2. Nach unserer Definition (23.35) sind die Tangentialraume an verschiedenen Punk-
ten einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ wohlunterschiedene k-
dimensionale Unterrdume des umgebenden R". Im Allgemeinen macht es also keinen
Sinn, fiir p; # ps Vektoren vy € T,, M und vy € T),,M zu vergleichen oder gar zu
addieren.

- Dies ist besonders dann wichtig in Erinnerung zu behalten, wenn p; und psy in
einer gemeinsamen Kartenumgebung (U, ¢ = ¢~!) liegen. Dann existieren nimlich
Vektoren wy,wy, € RF mit v; = Dw(w(pi))(wz) und man koénnte dazu verleitet
werden zu sagen, dass “v; = ws falls w; = wy”. Eine solche Aussage wére aber
deshalb unsinnig, weil sie von der Wahl der Karte abhinge: Ist (U, % = 1) eine
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andere Karte mit py, p» € U so gabe es Vektoren w1, s mit v; = Dqﬁ(@(pl))(uil) Es
ist

w; = D(@ o ™) (p(pi)) (wi) (23.95)
und aus w; = ws folgt noch lange nicht w; = w,, da die Differentiale der Karten-
wechsel im Allgemeinen nicht konstant sind.
- Unter Verwendung der euklidischen Metrik lassen sich aber Tangentialvektoren fiir
infinitesimal benachbarte Punkte vergleichen, und dann durch Integration auch fir
weiter entfernte. Fiir eine Kurve v : [t1, to] — M mit y(¢;) = p; heisst eine Schar von
Tangentialvektoren v(t) € T4 M parallel entlang -, falls sie in erster Ordnung nur
in den Richtungen orthogonal zu M variiert, d.h.

R" 3 o(t) L TyyM C R Vi€ [t, 1] (23.96)

Fiir vorgegebenes v ist dies eine gewohnliche Differentialgleichung, deren Losung mit
v(t1) = vy den “Paralleltransport von vy € T),, M entlang v nach p,” definiert. (Das
Ergebnis hangt allerdings i.A. von 7 ab!)

- Hier und auch schon im Punkt zuvor benutzt man die Tatsache, dass der umgeben-
de R™ mit einer kanonischen Basis ausgeriistet ist, was uns erlaubt, Tangentialvek-
toren an den R™ in verschiedenen Punkten in kanonischer Weise zu vergleichen. Mit
Hilfe der Gramschen Matrix lasst sich der Begriff aber auch intrinsisch formulieren.
- Physikalisch sind Tangentialrdume als “Laboratorien von wohlunterschiedenen Be-
obachtern” relevant, der Paralleltransport (oder auch mal andere sog. Zusammen-
hénge) zum “Datenvergleich”. Mehr zu all dem in der Differentialgeometrie.
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In diesem letzten Kapitel stellen wir (doch noch) einige Begriffe und Resultate aus
der Theorie unendlich-dimensionaler normierter Vektorraume zusammen, wie sie
insbesondere fiir ein konzeptionell befriedigendes Verstéindnis der Quantenmechanik
mathematisch sinnvoll sind. Einige unserer Betrachtungen kénnten auch als Einstieg
in die auch klassisch relevante Theorie der partiellen Differentialgleichungen oder der
Integraltransformationen dienen, die wir aber aus Zeitgriinden ausklammern miissen.
Der Blick auf die Quantenmechanik begriindet dann auch die Wahl der Sturm-
Liouville-Theorie als beispielhafte Anwendung der allgemeinen Untersuchungen.

§ 24 Hilbert-Raume

In der klassischen Physik stellte man sich Zustande physikalischer Systeme in ideali-
sierter Form als Punkte in metrischen Raumen mit weiteren (hauptsachlich linearen)
Strukturen dar. Wie wir in der Hoheren Mathematik II ausfiihrlich diskutiert ha-
ben, dient dabei die lokale Topologie des metrischen Raumes (damit meint man im
Wesentlichen das System seiner offenen Teilmengen) dazu, die durch die iibrigen
Strukturen berechneten reellen Grossen approrimativ mit realen Gegebenheiten zu
vergleichen: Die Theorie eines physikalischen Systems ist erfolgreich, wenn die ge-
messenen und gedachten/berechneten Werte (wie beispielsweise die Positionen in
einem Bezugssystem und die Koordinaten beziiglich einer Basis eines Vektorraums)
innerhalb hinreichend kleiner Umgebungen voneinander liegen. Prototyp ist nattir-
lich die klassische Mechanik, in der man Positionsanderungen mit Losungen von
gewohnlichen Differentialgleichungen vergleicht.

In der Quantenmechanik tritt iiber den klassischen Konfigurationsraum eines
physikalischen Systems ein komplexer Vektorraum von méglichen Zusténden. Ele-
mente dieses Vektorraums ordnen dabei als sog. “Wellenfunktionen” moglichem
Realtext eine komplexe Zahl, die sog. Amplitude, zu. Die Theorie ist erfolgreich,
wenn der Absolutbetrag dieser Amplitude mit der (richtig gedeuteten, und natiir-
lich approximativen) Wahrscheinlichkeit fir die betreffenden experimentellen Befun-
de iibereinstimmt. Der leicht irrefithrende Name “Wellenfunktion” riithrt daher, dass
man sich in einer gewissen (mathematisch unprizisen) Néherung manchmal den
im physikalischen Raum verteilten Realtext als Basis des Zustandsraum vorstel-
len kann. Tatsachlich schliesst allerdings die “Inkommensurabilitat” verschiedener
Observablen (Stichwort Unschérferelation) die Auszeichnung einer (selbst approxi-
mativen) Basis aus. Dies hat insbesondere zur Folge, dass die Approximation im Ort
nicht die einzig physikalisch sinnvolle ist.
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Zur rein mathematischen Motivation erinnern wir an dieser Stelle an die
Rolle von Vollstandigkeit und Positivitat fir die Eigenwerttheorie im endlich-
dimensionalen Fall: Zwar ist diese Theorie zunéchst algebraischer Natur. Fir die
allgemeine Existenz von Eigenwerten haben wir aber den Fundamentalsatz der Al-
gebra gebraucht, welchen wir wiederum als Folge der Vollstdndigkeit von R (bzw.
C) hergeleitet hatten. Diagonalisierbarkeit war eine Folge der Selbstadjungiertheit
beziiglich einem inneren Produkt, und der Zusammenhang zu Symmetriegruppen
entstand iiber Differentiation bzw. die Exponentialreihe. Vergleiche auch das Varia-
tionsprinzip 20.9.

Eine sparsame Kombination dieser Konzepte ergibt sich aus dem bereits in 4.5
festgehaltenen Zusammenhang zwischen innerem Produkt und Norm:

Lemma 24.1. Es sei V' ein komplexer Vektorraum.
(i) Ist (-,-) : V x V — C ein hermitesches inneres Produkt, so definiert

Il : V=R, v vl =/ (v, ) (24.1)

eine Norm auf V.

(7i) Inneres Produkt und Norm erfreuen sich verschiedener komplexer Verallgemei-
nerungen von vertrauten geometrischen Eigenschaften. Insbesondere gilt die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung:

(v, w)| < o] - Jw Yo,w eV (24.2)

(iii) Eine Norm ||| : V' — R stammt genau dann von einem inneren Produkt, falls
sie die Parallelogrammgleichung

lv+wl? + lv = wl* = 2(]|v]* + [[w]?) (24.3)
erfullt.

Beweis. Die Bedingungen an die Form (-,-) sind (vgl. 20.1): (v, pw; + wy) =
(v, wy) + (v,we), (v,w) = (w,v) und (v,v) > 0 fir v # 0. Zu zeigen ist fir
(i), dass [|[Av]| = [A] - ||loll, [loll = 0 = v = 0 und |jv + w|| < ||v|| + |Jw]||. Die bei-
den ersten Aussagen folgen direkt aus der Sesquilinearitat bzw. der Positivitit des
inneren Produkts. Fiir die Dreiecksungleichung zeigen wir nach Ausmultiplizieren

v+ w|?* = [Jo]]> + (v, w) + (w,v) +]Jw|]? (24.4)
—_——
=2 Re((v,w))

zunachst die C.-S.-Ungleichung:
- Fir v # 0 (fiir v = 0 ist die Aussage trivial) ist die Zerlegung

(% (%
= — — 24.5
w <U7w>HU||2 +w <U,’UJ>||U||2 ( )
w Wl

orthogonal beziiglich V =C-v @ v, d.h. (v,w,) =0 und (w,w)) = 0. Es folgt

(v, 0)[*

lv]]?

(24.6)

lwll* = flwyI* + [lw]* >
——
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und daraus die Behauptung.
- Damit ist die rechte Seite von (24.4) beschrankt durch

2
lv +wl* < (lv]l + flwl]) (24.7)

und daraus folgt die Dreiecksungleichung. Ebenso folgt die Giiltigkeit der Parallelo-
grammgleichung fiir gegebenes inneres Produkt aus (24.4)+||v — w||?.

- Fur die umgekehrte Richtung sei ||-|| : V' — R eine Norm, welche die Parallel-
grammgleichung erfiillt.
Beh.:
1 i . .
h(v,w) := Z(HU +wl|* = [lv —w|?) + ZL(HU — iwl|]* = [lv + iw||?) (24.8)
definiert eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform mit h(v,v) = ||v]|?.

Bew.: Wir schreiben h(v,w) = r(v, w) + ir(v, —iw) mit
1
r(v,w) = Z(||v+w||2— v —w||?) (24.9)

Offenbar ist 7 eine stetige reellwertige Funktion auf V' x V' mit r(v,w) = r(w,v)
Vo,w € V und r(v, —w) = —r(v,w), insbesondere r(v,0) = 0.

- Aus der Homogenitat der Norm folgt, dass r(Av, \w) = |A*r(v,w) fir A € C.
Insbesondere gilt

r(v, —iw) = r(iv,w) = r(w, iv) = —r(w, —iv) (24.10)

und daraus folgt h(v,w) = h(w,v) sowie r(v, —iv) = —r(v, —iv) = 0, d.h. h(v,v) =
r(v,v) = [|v]|*.
- Aus der Giiltigkeit von (24.3) folgt fir v, wy,ws € V:

v+ wy + wal|? = —||lv + wy — wa||® + 2||v + w ||* + 2||ws]?
o=~ = o+ — wall 20—l 22 Y
und daraus
4(r(v,wr 4+ we) — r(v,w1) — r(v,ws)) = v+ wi + wa* — v — wy — wsl|?
e Y R L

= [[v+wil* + lv = wi]]* = 2lJwl* = [lv + w2 |* = [Jo = wa* + 2]|we®
= 2[|v]l* = 2[Jv]I* = 0

r ist also additiv im zweiten Argument (und wegen der Symmetrie daher auch im ers-
ten). Daraus folgt rekursiv, dass r(v, pw) = p - r(v, pw), wegen r(v, —w) = —r(v, w)
sogar Vp € Z, d.h. auch r(v, éw) = %r(v, w) Vg € N. Es gilt also (v, aw) = (v, aw)
Va € Q, was sich wegen der Stetigkeit auf a € R fortsetzt.

- Zuletzt folgt rein algebraisch aus der Definition, dass h(v,iw) = ih(v,w), und

daher ist h komplex (sesqui-)linear. O

Jeder (auch unendlich-dimensionale) unitérer Raum ist also in kanonischer Weise
normiert, und wir kénnen in sinnvoller Weise nach der Konvergenz von Cauchy-
Folgen fragen.
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Definition 24.2. Ein Hilbertraum ist ein unitdrer Raum (H, (-, -)), welcher mit der
durch die Norm (24.1) induzierten Abstandsfunktion ein vollsténdiger metrischer
Raum ist.

Beispiel 24.3. 37 Jeder endlich-dimensionale unitire Raum (V,{-,-)) ist eine
Hilbertraum. Wir bemerken, dass man die Vollstdndigkeit hier auf zwei leicht ver-
schiedene Weisen auf die von R bzw. C zuriickfithren kann: Entweder benutzt man
die eher analytische Aussage, dass alle Normen auf einem endlich-dimensionalen
reellen oder komplexen Vektorraum édquivalent zueinander sind, insbesondere zur
max-Norm auf R”, s. 4.18. Oder man nutzt zunachst die eher algebraische Tatsache
aus, dass V als unitdrer Raum isomorph zu C"=4™"V mit dem inneren Standardpro-
dukt

(zw) =Y Z'u' (24.13)
i=1
ist (dessen Vollstédndigkeit dann allerdings noch wie oben zu zeigen wére). Zur
Erinnerung: Diese Aussage ist dquivalent zur Existenz einer Orthonormalbasis
(by,...,b,) von V, d.h. (b;,b;) = 6;;, die man sich am bequemsten durch Induk-
tion nach der Dimension konstruiert (vgl. 20.2): Fir v € V mit v # 0 ist

vt = Ker((v,)) (24.14)

ein unitdrer Raum mit dimv* = dim V' — 1, von dem man eine ONB durch ¢ = ﬁ
zu einer ONB von V' erganzen kann.

- Durch Verletzung der Parallelogrammgleichung zeigt man, dass auf C" andere Nor-
men wie etwa max oder Manhattan nicht von einem inneren Produkt herkommen,
auch wenn sie die gleiche Topologie induzieren.

- Ein kanonisches unendlich-dimensionales Beispiel erhélt man durch den (formal
prézisierbaren) Limes n — oo in (24.13): Fiir eine abzéhlbare Menge L. (z.B. N oder

Z) ist der Raum der quadratsummierbaren Folgen
(L) = {(ak)keL c c‘ 3 il < oo} (24.15)
keL

(Zur Erinnerung: Die Konvergenz auf der rechten Seite ist gleichbedeutend damit,
dass die Menge der endlichen Teilsummen

/
>l (24.16)
k
beschrankt ist.) mit dem inneren Produkt
((ar), (be)) = > anby (24.17)
kel

ein Hilbertraum: Die Wohldefiniertheit, dass namlich Summen von quadratsummier-
baren Folgen wieder quadratsummierbar sind, sowie die Konvergenz von (24.17)

3TWir schreiben, unabhingig vom Vektorraum, im Folgenden immer (-, -) fiir das innere Produkt
und |[|-]|] fir die Norm.
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fir (ay), (by) € £%(L), folgt aus der C.S.U. bzw. Dreiecksungleichung in endlicher
Dimension zusammen mit dem Majorantenkriterium fiir Reihen. Sesquilinearitét,
Symmetrie und Positivitat sind sowieso klar. Zur Vollstéandigkeit sei

((af”)rew), o € (L) (24.18)

eine Cauchy-Folge (von Folgen). Dann folgt aus >, o™ —a{™|? < € firn,m > N

gross genug die gleiche Ungleichung fiir jedes k, d.h. fiir jedes k € L ist (a,(cn))neN
eine Cauchy-Folge von komplexen Zahlen. Sei

ay, := lim a{" (24.19)

n—oo

Fiir n,m > N gross genug ist dann jede endliche Teilsumme

!/
>, o™ — a{™)? < Z|a,(€n) —a"P <e (24.20)
K kel

und mit m — oo folgt
/
> ay —apl? < e (24.21)
k
fiir jede endliche Teilsumme. Aus dem Kriterium 5.7 folgt

> oY —a? < e (24.22)
kel

fir n > N und daraus (ay)per € (2(L) (genauer: (a!” — ag)per € (2(L) und (*(L)
ist ein Vektorraum), sowie (ay)ger = limn%oo(al(ﬁn)) in der /2-Norm.

- Ein “Unbeispiel” erhalt man durch eine andere Limesbildung in (24.13): Der Raum
der endlichen Folgen, d.h. F1%(IL, C) mit dem gleichen inneren Produkt ist zwar ein

unitdrer Raum, aber nicht vollstdndig, d.h. kein Hilbertraum. Dies gibt uns auch
Gelegenheit darauf hinzuweisden, dass auf F'(N, C) die ¢*-Norm, d.h.

> Jal (24.23)

kel

nicht dquivalent zu (24.17) ist: Die Folgenfolge a,(gn) = % fir £k < n, 0 sonst, ist in

der ¢'-Norm keine Cauchy-Folge, in der ¢>-Norm aber schon. (Sie konvergiert aber
nicht in Fi(N), sondern erst in dessen Vervollstindigung /*(N).)

- Der Fall L. = Z" spielt in der Festkorperphysik als Kristallgitter eine grosse Rol-
le und kann auch mal als Diskretisierung des physikalischen Raumes R™ benutzt
werden.

- Die natiirliche kontinuierliche Version von F1(Z" C) ist allerdings

C.(R",C) = {f R" — C ‘f stetig und supp(f) kompakt} (24.24)

mit dem inneren Produkt

(f.9) = - f(z)g(z) dx (24.25)
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(s. Aufgabe 5.3 fiir die Positivitat). Dieser unitdre Raum ist ebenfalls nicht voll-
standig, wobei zusétzlich zum Verhalten bei co auch lokale Divergenzen eine Rolle
spielen, s. unten.

- Zunéachst noch die Bemerkung, dass wir in unendlicher Dimension das obige Gram-
Schmidt-Verfahren (damit meint man allgemein die Konstruktion eines Orthonor-
malsystems (b, bo, ...) aus einem abzahlbaren System (v, vs,...) von linear unab-
hangigen Vektoren durch

b1 = U1
[[on]]
py = 2= (b v)bn (24.26)

T lbe = (b1, v2)bi |
)

nicht zur Konstruktion einer “echten” Vektorraumbasis (orthogonal oder sonstig)
benutzen konnen. Beispielsweise ist in £2(N) das System E = (e;);—12.. mit

goae

e;i=(0,...,0,1,0,...,0,...) (24.27)

1
i-te Stelle

orthonormal, d.h. (e;, e;) = d;;, aber keine Basis von ¢*(N) (der nicht von abzéhlbarer
Dimension ist®®), und £ kann auch nicht zu einer ONB ergénzt werden, denn

E* = {(ar)ren | {ei, (ar)ren) = 0 Vi}
= {(ar)ren | a; = 0 Vi} (24.28)
= {0}
(Es gibt also gar keine zu allen e; orthogonale Vektoren!) Stattdessen kann aber jede

Folge (ay) € ¢*(N) beliebig genau (in der £2-Norm) durch endliche Linearkombina-
tionen der e; approximiert werden: Die Folgen

k<
I (24.29)
0 k>n

erfiillen (a\™);, € Fi(N, C) C (*(N) und

,}E}OH (al(cn) = k) e =0 (24.30)
Definition 24.4. Fiir einen metrischen Raum X heisst eine Teilmenge () C X dicht,
falls Q = X (der topologische Abschluss)

- Fiir einen Hilbertraum (#H, (-, -)) heisst eine Teilmenge (b,),e; (I irgendeine Men-
ge) Hilbertbasis, falls (b,,b,) = d,, und spang(b,) (d.i. die Menge aller endlichen
komplexen Linearkombinationen) dicht in H ist.

- Fin Hilbertraum heisst separabel, falls er eine endliche oder abzahlbare Hilbertbasis
besitzt.

38F ist aber eine Basis von Fin(N, C)!
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Prinzipien 24.5. - In der Physik spielen nur separable Hilbertraume eine Rolle: Ist
(b )k=1.2,.. eine Hilbertbasis von H, so folgt aus der Dichtheit von Q in R sowie der
Tatsache, dass abzéhlbare Vereinigungen von abzahlbaren Mengen wieder abzéhlbar
sind, dass die abzdhlbare Menge

spang{bx [k =1,2,...} = {Z arb | ar, € Q + iQ, fast alle O} (24.31)
k=1

dicht in ‘H liegt—Jeder “physikalische” Zustand in H lésst sich rational (d.h. durch
endlich viele Schritte beliebig genau) in spang(bx) approximieren.

- Umgekehrt gilt: Existiert tiberhaupt eine abzahlbare dichte Teilmenge (zunéchst
nicht notwendig ein Unterraum), so folgt durch Anwenden des Gram-Schmidt-
Verfahrens, dass H separabel ist.

- Man zeigt leicht, dass ein separabler Hilbertraum entweder endlich-dimensional
oder isomorph zu ¢%(N) ist: Ist (b;,) eine Hilbertbasis von H, so ist

i:?(N) —H
- 24.32
(ar)ken — Z arbr ( )
k=1
wohldefiniert, linear, bijektiv und normerhaltend, d.h. ||(ax)|| = ||i(ax)||, wobei die

erste Norm die in ¢?(N) ist, die zweite in H. Mit der Parallelogrammgleichung folgt,
dass ¢ auch das innere Produkt erhalt, d.h. ein unitérer Isomorphismus ist.
- Man nennt Hilbertbasen oft auch vollstindige Orthonormalsysteme und schreibt

sie nach Dirac als
{|k)| k € N} bzw. {|Realtext) } (24.33)

Schrodinger’sche Wellenfunktionen

Fir die tibliche Quantenmechanik zunéchst relevant ist der Hilbertraum der qua-
dratintegrierbaren komplexwertigen Funktionen auf dem R™ (speziell n = 1,23,
allgemeiner: Funktionen auf einer Untermannigfaltigkeit des R™). Was ist damit ge-
meint?

- Die Idee zur Abhilfe der Unvollstandigkeit von C.(R",C) (unter Beriicksichtigung
der Separabilitat!) ist es, einfach “alle” Funktionen f : R” — C als Zustande zuzu-
lassen, fir die

(171)* = [ 1f@)fdr < oc (24.34)

(quadratintegrierbare /normierbare Wellenfunktionen).

- Im Unterschied zum Ubergang von F1(Z", C) zu ¢*(Z") miissen wir dabei aber
berticksichtigen, dass wir gar nicht wirklich alle Funktionen auf (Quadrat-)Integrier-
barkeit untersuchen kénnen. Dies ist etwas klarer im masstheoretischen Zugang zum
Lebesgue-Integral (s. (22.28) fiir ein Beispiel einer Funktion, bei der wir nicht ent-
scheiden konnen, was fiir ein Integral sie hat.), kann aber auch im Daniell-Prozess
unschwer erledigt werden.

- Physikalisch wichtiger ist es, sich zu iiberlegen, aus welchen Griinden (auch ver-
niinftige) Funktionen nicht quadratintgrierbar sind.
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Beispiel: n =1, a, 5 € R.

|z|® 0<|z] <1
f@)y =kl 21 (24.35)
beliebig fiir x =0
Dann gilt:
1 1
/ |f(z)]Pdz < 00 <= B < —3 und o > ~3 (24.36)
R

- Die meisten anderen Félle kann man mit Majoranten auf (24.36) zurtickfiihren.
In der diskreten Version sind all Funktionen lokal beschrénkt, ausserdem existieren
keine Nullmengen.

Definition 24.6. - Eine Funktion f : R® — R heisst messbar, falls fiir alle kom-
pakten Mengen K C R"™ und alle reellen Schranken B > 0 die Funktion

[ = max(min(f, B xx),—B - xx) € L'(R") (24.37)

(f£ hat Trager in K und ist durch B beschréinkt, | f£| < B-xx und B- x hat auf
jeden Fall endliches Integral. (24.37) detektiert also die Schwierigkeiten, die durch
zu viele Unstetigkeiten in f entstehen.)

- Eine Funktion f : R™ — C heisst messbar, falls ihre Real- und Imaginarteil messbar
sind.

Lemma 24.7. - Die Menge M(R",R) der reellen messbaren Funktionen ist ein
Algebra-Verband, d.h. mit f,g € M(R™,R) sind auch f+g, \f, f-g, max(f, g) und
min(f, g) messbar.

- M(R"™,C) ist eine C-Algebra und abgeschlossen unter f s f und f + |f].

Bemerkungen. Die wichtigste Neuerung ist die Abgeschlossenheit unter Multiplika-
tion. Die Einschrankung auf messbare Funktionen wird dann sicherstellen, dass das
innere Produkt von quadratintegrierbaren Funktionen wohldefiniert ist. Im Allge-
meinen folgt aus |f| € M(R") nicht notwendig f € M(R™). O

Aus den Konvergenzsitzen fiir das Lebesgue-Integral folgert man noch:

Lemma 24.8. Ist (fx)ren € M(R") eine punktweise konvergente Folge von mess-
baren Funktionen, so ist f(x) = limg_,o fx(z) ebenfalls messbar.

Beuweisidee. Wende 22.4 auf die Folge ((fx)%) peny AL O

Im Folgenden spielt auch noch die Tatsache eine Rolle, dass Nullfunktionen,
e.s. die Funktionen, deren algebraischer Trager (ohne Abschluss) eine Nullmenge
ist, integrierbar, also insbesondere messbar sind, und man daher eine Funktion auf
einer Nullmenge abandern darf, ohne die Messbarkeit zu beeinflussen. Die analoge
Aussage fir integrierbare Funktionen hétte man verwenden kénnen, um mit Hilfe
von B. Levi den Limes einer monotonen Folge (f;) C £'(R",R) mit beschrinkten
Integralen zu definieren: f = lim fj hat Werte +00 hochstens auf einer Nullmenge
Ny, dh. mit f(z) =0 fir o € Ny, f(z) = f(z) fir z ¢ Ny ist f € LY(R",R) und

fR"f:fR"f:hmfR" Jr-

Das Analogon des Majorantenkriteriums fiir Reihen ist dann
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Lemma 24.9. Zu f € M(R",C) exzistiere ein F € L'(R",R) C M(R",C) mit
|f| < F fast iiberall. Dann ist f € LY(R"™,C).

Beweis. Mit (22.4) O

Definition 24.10.
Ez(Rn) = £2(]R",(C) = {f e M(R",C) | \f\Q € El(R”)}

Lemma 24.11. (i) L*(R") ist ein komplezer Vektorraum.
(ii) Fir f,g € L2(R") ist f-g € LY(R",C) und die Abbildung

(f,9) = (f.9) = . f(x)g(z)dx € C (24.38)

ist eine (konjugiert) symmetrische Sesquilinearform.

Beweis. Die Aussagen folgen mit

f 49 < (IF17 +191)" < (2max(|f],]g]))” < 4max(|f[?, |g]?)

j (24.39)
bzw. |f - g| < max(|f]? |g]*)

dhnlich wie bei Reihen aus dem Majorantenkriterium, hier 24.9. (Hier wird benétigt,
dass mit f, g auch f - g messbar ist.) ]

Das eben eingefiihrte (-, -) ist aber nicht positiv definit, sondern nur semi-definit,
d.h. (f, f) > 0Vf, aber aus (f, f) = 0 folgt nicht, dass f = 0. Vielmehr gilt:

(f,g) =0 VfeL*R") & g ist eine Nullfunktion (24.40)

und der Raum der Nullfunktionen ist ein Unterraum von £*(R™).

Definition 24.12.
L*(R™) := £*(R™)/Nullfunktionen

im Sinne der Quotientenbildung (18.13). Streng genommen sind Elemente von
L?*(R™) also Aquivalenzklassen [f] fiir f € £2(R™) mit [f] = [f] < f— f ist eine Null-
funktion. Diese prazise Notation findet man aber nur dusserst selten; normalerweise
sagt man f € L*(R") und denkt sich die Aquivalenz. (Dies liegt u.A. daran, dass
die wichtigsten Wellenfunktionen stetig sind, und als solche ihre Aquivalenzklasse in
ausgezeichneter Weise reprasentieren.)

Theorem 24.13. (L*(R"), (-,-)) ist ein Hilbertraum

Beweis. Hier folgen die algebraischen Figenschaften und die Positivitat direkt aus
der Wohldefiniertheit der von (24.38) induzierten Sesquilinearform. Es bleibt also
nur die Vollstandigkeit bzgl. || f|la = \/(f, f) zu zeigen. (Satz von Fischer-Riesz)

- Es sei dazu (f;) C L*(R™) eine Cauchy-Folge (von Aquivalenzklassen von quadrat-
integrierbaren messbaren Funktionen), und behaupte, dass (fx) in L*(R™) konver-
giert, dass also eine (Klasse von) f € L?(R") existiert so, dass limg_,o0||f — f&|[2 = 0.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 203 1/30/2017 11:04



KAPITEL 9. FUNKTIONALE

- Da eine Cauchy-Folge genau dann konvergiert, wenn mindestens eine Teilfolge im
Raum konvergiert, kénnen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass

Ifi = feall <27% &k >2 (24.41)

Wir beweisen dann wie bei ¢2(IL) zunéichst punktweise Konvergenz fast iiberall und
dann Konvergenz in der L?-Norm.
- Wir betrachten (fiir gewihlte Reprasentanten f, € £2(R™)) die Funktionenfolge

g1:= Al 2= |fil+|f2= fil s 96 = gr1 + [fo = frmal, - - (24.42)

Dann ist (g,) C £L%(R") punktweise monoton wachsend mit
k
gl < AN+ DI s = fial (24.43)
i=2

wegen der Dreiecksungleichung fiir die Norm und (24.41). Daher ist < Jen g,%) be-

schrankt und mit B. Levi 22.3 folgt im Sinne der obigen Bemerkung, dass der punkt-
weise fast iiberall gebildete Limes g = lim g;, eine Klasse in L*(R") definiert. Fiir
jedes z fast iiberall ist also (gx(x)) eine (reelle) Cauchy-Folge, und daher auf (fi(z)).
(Es gilt | fx — fo—1l = |gr — gr—1].) Es sei f(x) = lim fi(x) die punktweise (fast tiberall
wohldefinierte) Grenzfunktion.

Beh.: f € L2(R") und f; — f in der L>-Norm.

Bew.: Es gilt f € M(R",C) wegen 24.8 und

k
|fel < Al + Z \fi — fi1l = gr < g (fast tberall) (24.44)
=2

Daraus folgt | f — fx|* < 4g¢? (fast iiberall) und wegen f — f, € M(R",C) aus 24.9,
dass f — fr € L*(R") und mit 22.4, dass limy_,||f — fill = 0. (Es macht hier
keinen Unterschied, ob die Einschrankung “fast iiberall” als von k£ abhéngig oder
unabhéangig aufgefasst wird, denn die Vereinigung von abzahlbar vielen Nullmengen
ist wieder eine Nullmenge.)

]

Die wichtige Separabilitit von L?(R™) scheint a priori (etwa von ¢*(Z") her

gesehen) etwas iiberraschend, und wird erst durch die explizite Konstruktion von
vollstandigen Orthonormalsystemen wirklich klar, s. §26. Etwas abstrakter kann
man sie auch in die folgenden zwei Schritte zerlegen.
(1) C.(R™,C) liegt dicht in L*(R"). (Stetige Funktionen mit kompaktem Trager
sind automatisch quadratintegrierbar und die einzigen stetigen Reprédsentanten ih-
rer Aquivalenzklasse, man kann also kanonisch C, C L? identifizieren.) Den Beweis
lassen wir aus. (Idee: Ersetze f durch eine Folge beschrankter Funktionen mit kom-
paktem Trager, die sich gemass der Definition 21.15 unter dem Integral durch Funk-
tionen in C. approximieren lassen.)
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(2) Treppenfunktionen mit rationalen Werten auf rationalen Quadern sind abzahl-
bar und liegen dicht in C.(R") in der L?-Norm, d.h. fiir jedes f € C.(R") existiert
Ve > 0 eine solche rationale Treppenfunktion ¢ € T (R™) = T(Q", Q(¢)) mit

If — > <e (24.45)

Re
(was man leicht durch gleichméssige Approximation zeigt).
- Hinter dieser Zerlegung steckt die folgende “Transitivitat der Dichtheit”: Es sei X
ein metrischer Raum (vollstandig oder nicht) und  C X dicht. Ist dann P C @
dicht (in der durch die Einschrinkung der Abstandsfunktion gegebenen metrischen
Struktur), so ist P ebenfalls dicht in X (Ubungsaufgabe). Wir machen von dieser
Idee noch verschiedentlich Gebrauch.
- Beispielsweise kann man die stetigen Funktionen auch durch (beliebig oft) diffe-
renzierbare ersetzen und statt der Kompaktheit des Tragers “schnellen Abfall bei
Unendlich” verlangen. Der Vektorraum3’

S(R*,C) = {f € C*(R",C) | [|z*D’ f|loc < 00 Var, B € (Z20)"} (24.47)

heisst “Schwartz-Raum des R™” und ist Ausgangspunkt vieler beliebter Untersu-
chungen.

- Ein vermutlich aus den Physik-Vorlesungen oder -Ubungen schon vertrautes Bei-
spiel eines vollstdndigen Orthonormalsystems sind die Funktionen

Xi(t) := e2™* fiir k € Z (24.48)

im Hilbertraum der periodischen Funktionen

per.

L2 (R):={f e MR,C)| f(t+1)=f(t) i, /01 | f(t)]?dt < oo} /Nullfunktionen

=~ {f:]0,1) — C| f messbar und quadratintegrierbar } /Nullfunktionen
(24.49)

mit dem inneren Produkt

(f. ) = / F(t)g(t)dt (24.50)

Es gilt
1
1 ] 1 =kt — (0 k l
(Xis Xx1) = / TR = ¢ 2mil=h) ‘ 0 7 (24.51)
0 Jodt=1 k=1
und man zeigt, dass fiir alle f € L2, (R) die Fourier-Reihe
b Y ape”™ (24.52)
k=—o0
39Hier sind o, B sogenannte Multi-Indizes, und
e DP f(z) = (21) - (&™) - (91)7 - (0 )P f(2) (24.46)
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in der Lier.—Norm gegen f konvergiert, mit den Fourier-Koeffizienten

1
ar = (xx, ) = /0 f(t)e ™ *dt € C (24.53)

Der durch (24.52) gestiftete Isomorphismus

L2 (R) = (*(Z) (24.54)

per.

impliziert insbesondere die Parsevalsche Gleichung

>l = [ I (24.55)

k=—oc0

Fiir die historisch und praktisch interessante Frage der punktweisen Konvergenz von
(24.52), den faszinierenden Zusammenhang mit der Funktionentheorie etc. pp. miis-
sen wir jetzt auf die Lehrbiicher (oder den nédchsten Durchlauf dieser Vorlesung)
verweisen. Ditto fiir die kontinuierliche Fourier-Transformation auf dem R"™. Statt-
dessen beschéftigen wir uns wieder mit der Linearen Algebra.

§ 25 Lineare Operatoren

Hilbertraume® bilden also das mathematische Substrat der Quantenmechanik. Da
aber je zwei unendlich-dimensionale Hilbertraume isomorph zueinander sind (vgl.
24.5), mag man sich fragen, wo denn die physikalische Information eigentlich ver-
steckt ist. Die Antwort liegt bei den linearen Abbildungen auf und zwischen den
fraglichen Hilbertrdumen, sowie ihrem Zusammenspiel.

- Bekanntlich ist eine lineare Abbildung eindeutig durch ihre Wirkung auf eine Ba-
sis bestimmt. Im endlich-dimensionalen Fall bedarf es dazu einer endlichen Menge
an Information. Im unendlich-dimensionalen Fall ist es aber wie bereits betont im
Allgemeinen noch nicht einmal moglich, eine Basis explizit anzugeben. Im Beisein
einer Norm kann man sich aber schon mit weit weniger begniigen. Wir erganzen
dazu zunachst einige Definitionen und Aussagen aus § 4.

Definition 25.1. Ein Banach-Raum ist ein normierter Vektorraum (V, ||-]|) (iiber R
oder C), der mit der durch die Norm induzierten Abstandsfunktion ein vollstandiger
metrischer Raum ist.

Beispiele: Endlich-dimensionale Vektorraume.

- Der Vektorraum der beschrankten stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum
mit der Supremumsnorm ist ein Banachraum, s. 8.2.

- Gemadss 24.1 ist ein Banach-Raum genau dann ein Hilbertraum, wenn die Norm
die Parallelogrammgleichung erfiillt.

- Ist V' ein Banachraum, und U C V ein Unterraum, so induziert man durch Ein-
schranken der Norm von V' eine Norm auf U. Mit dieser Norm ist U genau dann

40Es interessieren wie gesagt nur separable Hilbertriume und wir lassen dieses Adjektiv jetzt
weg.
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ein Banachraum, wenn er als Teilmenge des metrischen Raums V' abgeschlossen ist.
Der Abschluss U von U ist der (eindeutige) kleinste abgeschlossene Unterraum von
V mit U c U.

- Umgekehrt lasst sich ein a priori nicht vollstdndiger normierter Vektorraum U in
(bis auf Isomorphismus) eindeutiger Weise zun einem Banachraum vervollstandigen:
Man betrachtet dazu auf dem Vektorraum

Uy = {(uk)keN cU | (U )ken ISt Cauchy—Folge} (25.1)

aller Cauchy-Folgen in U die Aquivalenzrelation

/ Die Reissverschlussfolge (uy, uy, ug, uj, . . .)
() ~ () ist eine Cauchy-Folge. (25.2)
und definiert
U=U)/~ (25.3)
mit der (wohl-definierten) Norm
()]l = tim e (25.4)

(Aquivalent dazu fithrt man zunichst durch ||(u)| = limy_,o0|jug|| auf U eine sog.
Halbnorm ein und teilt durch den Unterraum der Nullfolgen, auf dem |[|-] = 0. Unsere
Konstruktion von L*(R") aus C.(R",C) ist eine Hilbertraum-Version dieser Ideen.)
Wir wissen ausserdem: Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Radumen
X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir jede Folge () C X, welche in X konvergiert,
die Bildfolge (f(xx)) in Y konvergiert.

Lemma/Definition 25.2. Es seien U und W normierte Vektorriume (nicht not-
wendig vollstindig). Dann ist eine lineare Abbildung A : U — W genau dann stetig,
wenn ste beschrdankt ist, das heisst,

1Al := sup{[[A@)|| | [lull = 1} < o0 (25.5)
Beweis. “=": Ist A beschriinkt, so gilt (leichte Ubung...)
[A(u1) = Alug) || = [[A(ur = ua)l] < |A]l - [lur = s (25.6)

A ist also sogar Lipschitz-stetig, insbesondere stetig.

“«<". Angenommen, A ist nicht beschrankt. Dann gibt es eine Folge (uy) C U mit
|ug| = 1 aber ||Aug|| > k. Dann konvergiert (ax) = (fug) gegen 0, aber [|A(i)||
konvergiert nicht. A ist also auch nicht stetig. O]

Proposition 25.3 (B.L.T.). Es sei V' ein Banach-Raum, und U ein dichter Un-
terraum. Ist A : U — W eine beschriankte lineare Abbildung in einen Banachraum
W, so existiert eine eindeutige Fortsetzung von A zu einer beschrinkten linearen

Abbildung A : V — W. Es gilt | A = | Al
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Beweis. Fiir jedes v € V existiert eine Folge (uy) C U mit limu, = v (in V). (uy)
ist eine Cauchy-Folge und da A stetig ist, ist (A(ux)) ebenfalls eine Cauchy-Folge.
Da W vollstandig ist, existiert

A(v) := lim A(uy) (25.7)

k—o0
Man sieht, dass diese Definition nicht von der approximierenden Folge abhangt. Fir
u € U geht offensichtlich u, = v Vk, d.h. A(u) = A(u). Linearitat und die Aussage

iiber die Norm von A folgt aus der Stetigkeit von Addition, Skalarmultiplikation,
und Norm. N

Wie wir gleich sehen werden, kommen wir in der Physik mit stetigen linearen Ab-
bildungen nicht aus. Man definiert daher allgemeiner:*!

Proposition/Definition 25.4. Ein linearer Operator auf einem Banachraum V ist
ein (sinnvollerweise dichter) Unterraum D(A) C V' zusammen mit einer linearen
Abbildung A : D(A) — W.

- Wir schreiben B(V, W) fir den Vektorraum der beschrinkten linearen Operatoren
auf V', nach 25.3 oBdA mit D(A) =V VA € B(V,W).

- Mit der Operatornorm (25.5) ist B(V, W) ein vollstandiger normierter Raum.

- Die Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. im Falle W =V ist B(V) :== B(V,V)
eine Banach-Algebra.

Beweis. Die Argumente sind die gleichen wie im endlich-dimensionalen Fall, wofiir
wir auf 4.28 verweisen. Stattdessen bemerken wir noch, dass es auch unbeschrankte
Operatoren gibt, die auf einem ganzen Banachraum definiert sind. Sie lassen sich
aber (dhnlich wie tiberabzahlbare Vektorraumbasen) nicht explizit vorzeigen. (Und
spielen bei Hilbertrdumen auch keine Rolle.)

- Es sollte auch bemerkt werden, dass sich bei der Addition/Multiplikation von
unbeschrankten Operatoren die Definitionsbereiche weiter d&ndern kénnen. O]

Beispiele: Sei X ein metrischer Raum und (C°(X), ||-||c) der Banachraum der be-
schrinkten stetigen Funktionen. Dann ist fiir jedes fy € C?(X) die Multiplikation
mit fy ein beschriankter linearer Operator:

mg,  f= foo f (25.8)

mit Norm
HmeH = ”fOHoo (259)

- Multiplikation mit einer unbeschrankten Funktion ist aber im Allgemeinen nicht

beschrankt, so dass wir den Definitionsbereich einschrianken miissen. Beispielsweise
macht fiir V' = (?(Z) die Vorschrift

8 ((ar)rez) = (kar)rez (25.10)

“Der Sprachgebrauch ist dhnlich zu den meromorphen Funktionen in 17.3, die ebenfalls nicht
auf dem gesamten Definitionsbereich definiert sind.
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genau dann Sinn, wenn 5((ak)kez) € (*(Z), d.h. wenn

o0

(ar)rez € D(6) = {(arrez| Y [kar|* < oo} (25.11)

k=—o00

Die Folge a) = Iklﬁ macht klar, dass D(6) & *(Z). Da aber offensichtlich D(0) D
Fiin(Z,C), und Letzteres dicht in £2(Z) liegt, ist auch D(§) C ¢*(Z) dicht.
- Unter dem Fourier-Isomorphismus i : L2, (R) — (%(Z), i(e*™*) = ¢}, (s. (24.54)),

per.

. . 1 d,_,
—1 . 2mikt 2mikt 2mikt
) =k = —— 25.12
(™ 0 5o i)(eFTH) = ke = L (25.12)
wird 0 zu einer Ableitung. Differentialoperatoren sind im Allgemeinen also auch nicht
beschrankt.
- In der elementaren Quantenmechanik lernt man insbesondere die Orts- und Im-

pulsoperatoren kennen, iiblicherweise in ihrer Darstellung auf stetig differenzierbare
Wellenfunktionen ¢ (z), x € R

@)@) =wv@), o) =" ) (25.13

Diese Operatoren erfiillen (zumindest formal) die kanonischen Vertauschungsrela-
tionen

lg,p] =qop—poq=ih-id, (25.14)

(Stichwort: Heisenbergsche Unschérferelation), sind aber offenbar nicht beschrankt:
Die rechten Seiten in (25.13) sind i.A. nicht quadratintegrierbar, selbst wenn v es
ist. Der Schwartzraum (24.47) ist ein bequemer dichter Unterraum, auf dem beide
Operatoren und alle ihre Produkte wohldefiniert sind.

- Die Notwendigkeit dieser Unbeschranktheit lésst sich etwa folgendermassen be-
leuchten:

Lemma 25.5. Es sei A eine normierte C-Algebra mit Einselement und submultipli-
kativer Norm /.29. Dann gilt (25.14) fir keine p,q € A. Insbesondere gibt es keine
endlich-dimensionalen Darstellungen der KVRn.

(Es wird hier nicht gesagt, dass die Gleichung (25.14) keine Losung hat, die Opera-
toren in (25.13) geben ja ein explizites Beispiel. Der Punkt ist nur, dass Operatoren,
welche (25.14) erfiillen, nicht beschréankt sein kénnen.)

Beweis. Angenommen, (25.14) gélte doch, und zwar oBdA mit A = —i. Aus der
Derivationseigenschaft des Kommutators folgt fiir n =1,2,...

[g.0"] = (qp)p" " — pap" " + pap" " — pp" g
= [q,plp" " +plg.p" ] =
= nipi[q,p]q“ (25.15)
1=0
— npn—l
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Daraus folgt einerseits induktiv, dass p” # 0 Vn, anderererseits aus den Eigenschaf-
ten der Norm

el < 2llgl - "< 2l - el "]
2 (25.16)
= n<2|qll-[lpl

fiir alle n, was unmoglich ist. ]

Unser Ziel ist es nun, einige physikalisch bedeutsame Verallgemeinerungen von Aus-
sagen aus Kap. 7 auf unendlich-dimensionale Hilbertraume zu sammeln. Wir begin-
nen mit (20.5).

Theorem 25.6 (Darstellungssatz von Riesz). Es sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum.
Dann ist der Raum der stetigen linearen Abbildungen (a.k.a. Funktionale)

B(H,C)={A:H = C||A]| < oo} (25.17)
mit der Operatornom ein (separabler!) Hilbertraum. Die Abbildung
Hove (U we (v,w) € B(H,C) (25.18)

ist ein Anti-Isomorphismus von Hilbertraumen. Man schreibt (nicht konform mit

18.5) H* = H und nach Dirac (vgl. (24.33))

(Iblah))” = (blah| (25.19)

Vor dem Beweis halten wir zunéachst die Eigenschaften von orthogonalen Zerlegungen
von Hilbertraumen fest.

Proposition/Definition 25.7. Fir eine Teilmenge M C H ist
M*:={veH|(mv)y=0Vme M} (25.20)

ein abgeschlossener Unterraum von H. Ist M = U selbst ein abgeschlossener Unter-

raum, so 1st
H=UaU" (25.21)

d.h. jedes v € H hat eine eindeutige Zerlegung v = v +v, mitvy € U, vy € U+.

Beweis. - M+ ist klarerweise abgeschlossen unter den Vektorraumoperationen. Ist
(vx) C M~ eine Folge, welche in H gegen v konvergiert, dann gilt wegen der Stetig-
keit des inneren Produkts (welche aus der C.S.U. folgt), Vm € M:

(v,m) = (lim vg,m) = lim (v, m) =0 (25.22)

k—o0 k—o0

also v € M+, d.h. M ist abgeschlossen.
- Da wegen der Nichtentartetheit des inneren Produkts offenbar U N U+ = {0},
miissen wir nur noch zeigen, dass H = U + U+. Fiir v € H sei

d(v,U) = inf{|Jv — ul| |u € U} (25.23)
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(der “Abstand” von v zu U) und (uy) C U eine Folge mit
d(v,U) = lim ||[v — uy| (25.24)
k—oo
Dann gilt mit der Parallelogrammgleichung (24.3)

lur = wl]* = || (ux = v) = (w = )|
= 2(Jur — vl* + [lu = ol*) = Jlug +w — 20]

(25.25)

IR
< 2(|fuk = l* + flus = ]*)

Mit &, 1 — oo folgt, dass (uy) eine Cauchy-Folge ist. Ihr Grenzwert lim w;, =: u liegt
dann wegen der Abgeschlossenheit in U, erfiillt

o=yl = dv, U) (25.26)

und héngt mit dieser Eigenschaft nicht von der Folge (uy) ab (vorausgesetzt, sie
erfilllt (25.24), Ubung). Wir setzen u; = v — u und behaupten u, € U*. Dazu
betrachten wir fiir u € U und t € R

Jurl]? =d(v,U)* < |lv—w+tul|* (Def. von d(v,U), —uy + tu € U)

25.27
= ||uLH2—|—2tRe<v—uH,u> + 12 |u|? ( )

Es folgt Re(u,,u) = 0 (sonst konnten wir fir kleines ¢ mit geeigenetem Vorzeichen
die Ungleichung verletzen), und analog (vgl. Beweis von 24.1) Im(u,,u) = 0 Vu € U,
zusammen also u, € U+, ]

Bemerkungen. Beachte, dass die Abgeschlossenheit hier wesentlich ist. Beispielsweise
ist fiir eine Hilbertbasis (by) die endliche lineare Hiille spang(by,) nicht abgeschlossen
(sondern nur dicht in H), aber (b;)* = {0}.

Beweis von 25.6. Es geniigt offenbar zu zeigen, dass (25.18) eine bijektive normer-
haltende konjugiert lineare Abbildung ist. (Denn dann gilt fiir die Norm auf B(H, C)
insbesondere die Parallelogrammgleichung.)

- Die Additivitat in v ist klar, ebenso die Anti-Linearitédt. Die Injektivitéit folgt aus
der Nichtentartetheit der Norm.

- Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

[0’ (w)| = (v, w)| < v - ] (25.28)
d.h. ||| < ||v]|, wegen v’(v) = ||v||? tatsdchlich [|v°|| = ||v]||. -* ist also normerhal-
tend.
- Zur Surjektivitat sei A € B(H,C), mit A\ # 0. Wegen der Stetigkeit von A ist
U := Ker()\) (25.29)

ein abgeschlossener Unterraum von H, und wegen A\ # 0 ist U ;Cé ‘H, d.h. in der
Zerlegung H = U @ U+ ist U+ # {0}. Es existiert daher ein vy € U+ \ {0}, und es
ist auch A(vg) # 0. Fur jedes w € H ist

Aw

Ui=w — )v er =
W= o) 0 € Ker(\) =U (25.30)
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(Denn \(w) = A(w) — A(;") A(vg) = 0.) Da vy L U gilt also

A(vo)
0 = (v, @) = (oo, w) — A(w) 00 (25.31)
(o)
d.h. Vw e H
AMw) = <Lvogvo7w> (25.32)
[l
Es ist also \f := ﬁisﬁ% vy € H ein Urbild von A unter (25.18), A = (A’ O

Bemerkungen. Im endlich-dimensionalen Fall kann man aus der Injektivitdt und Di-
mensionsbetrachtungen direkt auf Surjektivitiat schliessen. Auf ¢2(N) ist beispiels-
weise die durch e, — 1 Vk dicht definierte, aber unbeschriankte, Linearform nicht
von der Form ((ay),-) fiir ein (a;) € /*(N).

- Ein weiteres erhellendes Beispiel ist die lineare Fortseztung der Abbildung (Stich-
wort: Hilbert-Hotel)

T(ek) = €kt (2533)
auf (*(N). T ist dicht definiert und stetig, die Fortsetzung auf ganz ¢*(N) ist

T((a1,a2,a3,...)) = (0,a1,as,...) (25.34)

Man sieht leicht, dass T injektiv, aber nicht surjektiv ist.

- In Fortsetzung der Diskussion um 18.6 definiert man fiir zwei (“verschiedene”)
Hilbertrdaume H;, H, ihre “dussere” oder orthogonale direkte Summe als die ge-
wohnliche direkte Summe mit dem inneren Produkt

(V1 B Vg, w1 B wa) 1= (v, v2) + (wy, wa) (25.35)

(insbesondere ist also H; L Hy in dieser Summe). Man prift leicht, dass diese
Definition Sinn macht, d.h. in einem Hilbertraum resultiert.
- Andererseits ist das algebraische Tensorprodukt von zwei Hilbertraumen mit

<’U1 &® V2, W1 X U)2> = <'U1, 'lU1> . <U2,w2> (2536)

i.A. zwar ein unitdrer Raum, aber nicht vollstindig, wenn H; und H, beide
unendlich-dimensional sind. (Man mache sich dies am Beispiel von H; = H, = (*(N)
klar!) Das “richtige” Tensorprodukt von Hilbertraumen erhdlt man durch Vervoll-
standigung im Sinne von 25.3. Es gilt dann beispielsweise

LA(RY)BLA(R™) = [A(R™™) (25.37)
(In der Praxis macht dies natiirlich keinen grossen Unterschied: Sind (b,(cl))keN,

(bl(Q))leN Hilbertbasen von Hj, Ha, so ist (b,(:) ® bl(2)>k,leN eine Hilbertbasis von
H1@Hs.)
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- Achtung: Die direkte Summe bedeutet physikalisch die Zerlegung des Zustands-
raums eines gegebenen Systems in experimentell (z.B. durch verschiedene Quanten-
zahlen) unterschiedene Gegebenheiten, wihrend wie bereits betont das Tensorpro-
dukt fiir die Zusammensetzung verschiedener Systeme zu einem grosseren*? zustén-
dig ist.

- Nattirlich kann man hier auch wieder symmetrische und anti-symmetrische Tensor-
Produkte und Multilinearformen in Verbindung setzen.

Physikalisch stellt 25.6 eine Korrespondenz zwischen Praparation (den Kets
|¢) € H) und Registrierung (den Bras A = (p| € H* = H) von quantenmechani-
schen Zusténden her, mit einer durch das Bra-Ket Produkt {p|1)) gegebenen “Uber-

gangsamplitude” (die Wahrschenlichkeit ist %). Dabei steckt die eigentliche
Information iiber den physikalischen Prozess in einer zwischengeschalteten unitaren
Transformation von H, bzw., in der iiblichen kontinuierlichen Situation, ihrer infini-
tesimal Erzeugenden. (Beispiel: der Hamiltonoperator H = ih-2U(t) als Ableitung
der Zeitevolution) Am Hoéhepunkt lingerer Uberlegungen interpretiert man einen

Ausdruck
Ey(A) = (¢, Ad) mit (Y,¢) =1 (25.38)

(iblicherweise als Sandwich (1| A1) geschrieben) als “statistischen Erwartungswert
der zum linearen Operator A assoziierten Observablen im (normierten) Zustand
|4))”. Damit dies sinnvoll ist, muss A gewisse Eigenschaften erfiillen, die wir in der
endlich-dimensionalen Situation z.T. bereits im §20 untersucht hatten, siche 20.2
und 20.8 und vgl. auch das Auftauchen der Form (25.38) in 20.9. In den unendlichen
Dimensionen eines allgemeinen separablen Hilbertraums ist Platz fiir einige weitere
Neuheiten. Als Erstes miissen wir die in der Fussnote 5 gegebene Definition an die
Beobachtung 25.5 anpassen, dass physikalisch relevante Operatoren nicht notwendig
beschrankt sind.

Lemma/Definition 25.8. Es sei H ein Hilbertraum und A : D(A) — H ein dicht
definierter linearer Operator, d.h. D(A) = H.
(i) Fiir gegebenes v € H existiert hichstens ein v € H so, dass

(v w) = (v, Aw) Yw € D(A) (25.39)

(ii) Die Menge der v € H, fiir die v* existiert, ist ein linearer Unterraum von H
und die Zuordnung v — v? ist linear in v. Man nennt

DAY = {veH|" e H: (v} w) = (v, Aw) Yw € H}

25.40

AT(v) := eben jenes v ( )
den zu A adjungierten Operator.
(iii) Ist A € B(H) beschrinkt, so ist D(A") = H, und in diesem Fall gilt (AT = A
sowie || AT|| = [| Al

Beweis. (i) Erfiillen v und @4 beide (25.39), dann gilt (v4—94, w) = 0 Vw € D(A),

d.h. v4 — 94 € D(A)L. Aus D(A) = H folgt mit 25.7, dass v? — o4 = 0.

42Wie die Formeln zeigen, ist das Tensorprodukt von separablen Hilbertriumen wieder separabel.
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(ii) Ubungsaufgabe
(iii) Fiir jedes feste v € H ist die Abbildung

Ho>w— (v,Aw) € C (25.41)
eine beschriankte Linearform, denn wegen der C.S.U. und A € B(H) ist
(v, Aw)| <ol - [[A]] - [w]] (25.42)

Wegen 25.6 existiert daher ein v4 = AT(v) wie gefordert.
- Aus der fiir jeden stetigen linearen Operator giiltigen Aussage, dass*3

1]l = sup{| (v, Aw)[ | [|v]| = [lw]| = 1} (25.45)

folgt zunachst
1AM < 4] (25.46)

At ist also insbesondere beschriankt. Aus

(AN, w) = (v, Alw) = (Atw, v) = (w, Av) = (Av, w) (25.47)

fiir alle v,w € H folgt dann (AT)T = A und zuletzt durch Wiederholung von (25.46)
1Al = I(ADT] < [l AT. 0

Die Definition in Fussnote 6 bleibt im Wesen unverandert,
Definition 25.9. Ein linearer Operator U heisst unitér, falls UTU = UUT = idy,.
man muss nur wieder darauf aufpassen, dass
injektiv < surjektiv (25.48)

Beispiel. Fur den in (25.33) definierten Operator T' gilt

((0n): T(ar)) = 0+ Y brar1 =Y brra (25.49)
k=2 k=1
d.h.
T (by, by, bs, . ..) = (b, b3, by, . ..) (25.50)
43Finerseits ist
sup{|(v, Aw)| | [[v]| = [lw]| = 1} < sup{[Jv[| - [[Aw] | [[o]] = [w]| = 1} = ||A]l, (25.43)

andererseits (jedenfalls fiir A # 0)
[ Al = sup{ || Aw| | [[w] = 1, Aw # 0}
sup{<m,Aw> ] lw|| = 1,Aw¢o} (25.44)
< sup{|(v, Aw)| | |v]| = [lw]| = 1}
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§25. LINEARE OPERATOREN

Man sieht insbesondere T7 o T = idg2 (), aber T'o ThH = idge(N) — Py, wobei P, der
sog. Projektionsoperator auf die erste Komponente ist

Pi((a) = (a1,0,...) (25.51)

TTT hat also nicht-trivialen Kern.
- Ubungsaufgabe: U ist unitir < (v, v) = (Uv, Uv) = (Ulv, UTv) Vo, d.h. U und UT
sind beide Isometrien. (Beschréanktheit ist dann automatisch.)

Bei den infinitesimal Erzeugenden/Observablen spiegelt sich (25.48) in einer
wichtigen Konsequenz der Tatsache wider, dass fiir unbeschrankte Operatoren die
Definitionsbereiche D(A) und D(AT) im Allgemeinen verschieden sind.

Definition 25.10. Ein linearer Operator A heisst symmetrisch (oder hermitesch),
falls D(A) C D(AT) und Af|p4) = A.

Lemma 25.11. Ein linearer Operator A ist genau dann symmetrisch, wenn die
assoziierte quadratische®* Form, ndmlich

D(A) 3 v+ qa(v) := (v, Av) (25.52)
reell ist.

Beweis. - Ist A symmetrisch, so ist v € D(A) insbesondere auch in D(AT) und es
gilt

(v, Av) = (Av,v) = (v, Av) (25.53)

d.h. qa(v) € R.
- Es sei umgekehrt g4 reell. Aus der Identitat (vgl. (24.8))

1
(v, Aw) = ZL(QA(U +w) — qa(v — w) + iga(v — iw) — iga(v + iw)) (25.54)
Vo, w € D(A) folgt leicht (w, Av) = (v, Aw) = (Aw,v), und daraus die Symmetrie
von A. O

Symmetrische Operatoren erfiillen also die physikalisch sinnvolle Bedingung, dass
Erwartungswerte von Observablen reell sind. Symmetrie ist aber nicht hinreichend
dafiir, dass (7 mal) der Operator in einer geeigneten Verallgemeinerung von 20.8
iiber die Exponentialfunktion eine Einparametergruppe unitdrer Symmetrietrans-
formationen von H erzeugt.

Definition 25.12. Ein symmetrischer linearer Operator A heisst selbst-adjungiert,
wenn D(A') = D(A).

Beispiel 25.13. - Multiplikation mit einer (verniinftigen, beispielsweise stetigen)
reellen Funktion f definiert einen selbst-adjungierten Operator auf L?(R™). Defini-
tionsbereich ist

D(my) = {v € L*(R") | f - ¢ € L*(R")} = D(m}) (25.55)

44Man sollte wohl eher absolut quadratisch sagen, denn es gilt g4(A\v) = |A|2ga(v).
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KAPITEL 9. FUNKTIONALE

der sicherlich C.(R™) enthalt, und daher dicht ist.
- Der auf D(p) = C}(R) durch
hodi
== 25.56
p(a) = 2 @) (25.56)

definierte Operator p ist symmetrisch: Fiir ¢, ¢ € C}(R) gilt

hd hdg
/gb(x)—,—l/}(x)dx = —/ —,—go(x)lp(x)dx (partielle Integration)
R i dx r ¢ dx (25.57)
hdyp '

= /R gy (@)Y (x)de

Zunéchst ist zwar D(p') 2 D(p) (beispielsweise geht die Rechnung (25.57) sicher
auch durch, wenn ¢ nur stetig differenzierbar ist, aber nicht-kompakten Trager hat),
man kann aber zeigen, dass es eine (eindeutige) selbst-adjungierte Fortsetzung gibt.
Die Idee ist, dass bei Vergrosserung von D(p) der Definitionsbereich des adjungierten
Operators kleiner wird. (Denn es sind mehr Bedingungen der Art (25.39) zu erfiillen.)
Es ist aber nicht-trivial, dass man sich in der Mitte treffen kann.

- Die formale Rechnung fiir ¢t € R,

(exp(510) ) (@) = 3 7 (1) () = (o) + (@) + S0 (@) - = 0l + 1)

dz
k=0
(25.58)
(Taylorreihe) weist %p als infinitesimalen Erzeuger der Translationen
(Typ)(z) = (x + 1) (25.59)
aus. (Etwas formaler argumentiert man mit der Differentialgleichung (s. (20.27))
2 (1,0)@) = L (W) @) = Lp(T) @) (25.60)
dt dz h

T; ist klarerweise(?) auf ganz L?(R) fortsetzbar und unitér.

- Selbst-adjungiertheit ist notwendig und hinreichend fiir die Erzeugung von unita-
ren Transformationen iiber die Exponentialabbildung, was wir hier allerdings nicht
beweisen konnen.

- Ein erhellendes Unbeispiel ist der Impulsoperator auf der Halbgeraden [0, oc). Wére
er selbst-adjungiert, so wiirde er nach dem eben Zitierten unitare Transformationen
erzeugen. Auf der Halbgeraden ist aber die Translation 7} nach links (¢ > 0) nicht
injektiv, nach rechts ¢t < 0 nicht surjektiv:

T(xp,1) =0 (25.61)
Die diskrete Version war gerade (25.33).

- Die Untersuchung der Symmetrie von 2-L auf Funktionen auf [0, c0) mittels par-
tieller Integration liefert den Randterm
h_

~#(0)9(0) (25.62)
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§26. STURM-LIOUVILLE-THEORIE

und erzwingt entweder ¥(0) = 0 Vi) € D(p) oder p(0) = 0 Vi € D(p'). Der jeweils
andere Definitionsbereich enthélt Funktionen mit beliebigen Werten bei x = 0, so
dass immer D(p) # D(p'). +

Es wéren hier folgende Themen geplant: Definition des Spektrums eines Ope-
rators, Unterscheidung zwischen diskretem und kontinuierlichem Spektrum. Pro-
blem: In den iiblichen Formulierungen benétigt man hier Mafitheorie. Man miisste
auch ausfiihrlicher die Fortsetzung von Operatoren und die Unterscheidung zwischen
schwacher und starker Konvergenz diskutieren. Als Beispiel: Selbstadjungierte Ope-
ratoren aus positiven symmetrischen Formen.

§ 26 Sturm-Liouville-Theorie

Sturm-Liouville-Randwertaufgaben sind in der mathematischen Physik allgegenwér-
tig. Man sollte sie hier als Beispiel der Spektraltheorie ausfiihrlich behandeln. Pro-
blem: Vollstandigkeit der FEigenfunktionen.

§ 27 Fourier-Transformation

Ankntipfung an vorherigen § iiber harmonischen Oszillator (Hermite/Laguerre-
Polynome), dann Ubergang zu partiellen Differentialgleichungen und héher-dimensionalen
Randwertaufgaben, Greensche Funktionen. Wohin mit Distributionen?

45Dies ist natiirlich formal nicht ganz korrekt, denn unsere “Funktionen” nehmen ja an Punkten
keine echten Werte an...
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