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PLENARUBUNG

Die Gamma-Funktion — Konvergenz, Stetigkeit und Holomor-
phie

Idee: Wir wollen die fiir natiirliche Zahlen n € N definierte Fakultatsfunktion n! auf reelle
und komplexe Argumente erweitern.

Ansatz: Das Euler’sche Integral zweiter Gattung: Fiir komplexe Argumente z € C mit
Re(z) > 0 sei

I'(2) ;:/ t*~ et dt,
0
wobel

: = exp(log(t) (= — 1))
= exp(log(t)(Re(z) — 1))(cos(log(t) Im(2)) + i sin(log(t) Im(2))). (1)
Funktionalgleichung: Dass dies der richtige Ansatz ist, zeigt die Funktionalgleichung
I'(z+1) =2I'(2) fiir alle Re(z) > 0.
In der Tat folgt fiir z = n € N (unter der Annahme der Konvergenz des I'-Integrals)
F'n+1)=nl'(n)="---=nl

Die Funktionalgleichung selbst lasst sich mittels partieller Integration zeigen:

Mz+1) = /OO te tdt = /OO 27 et dt — [tze*t]go = zI'(2)
0 0 T

Heute wollen wir die Konvergenz, Stetigkeit und Holomorphie der I'-Funktion mit Hilfe der
in der Vorlesung behandelten Integrationstheorie zeigen. Konkret werden wir Gebrauch von
Theorem 22.3 (Beppo Levi), Theorem 22.4 (Lebesgue), Theorem 22.8 (Fubini) und Theorem
22.9 (Stetige/differenzierbare Abhéingigkeit von Parametern) machen. Im Folgenden ist dar-
auf zu achten, dass die entsprechenden Sétze fiir Real- und Imaginérteile der betrachteten
Integrale behandelt werden (gemé#f 22.33 im Skirpt). Die Holomorphie von T lisst sich auch
einfacher mit elementar-funktionentheoretischen Mitteln zeigen, etwa mit Hilfe des Approxi-
mationssatzes von Weierstrafl. Wir beweisen das folgende

Theorem: Die oben definierte I'-Funktion konvergiert in der Halbebene H := {z € C| Re(z) >
0} und ist dort holomorph.

Konvergenz: Beppo Levi und Lebesque. Wir zerlegen das uneigentliche I'-Integral in die 2
Teile:

1 oo
I'(z) :/ tz_le_tdt—i—/ e tdt
0 1

=:1 =:1s
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und behandeln diese gesondert. Sei zunéchst z € H fest gewdhlt und sei z := Re(z) > 0.
Zu Iy: Wir setzen mit Hinblick auf den Satz von Lebesgue:

fr) =t Ixp () und  f(E) =t 00 (1)

Offenbar gilt fi(t) — f(t) punktweise. Fiir die Majorante F' wéhlen wir geschickterweise
eine Funktion, die den Betrag von f majorisiert, da diese dann als Majorante fiir den
Realteil und Imaginérteil des Integrals Verwendung findet. Dazu verwenden wir (vgl.

GL (1))

Es gibt daher eine Konstanten C = C(z) > 0 (die von x abhingt), sodass t*~! <
C(z)e/?. Somit setzen wir F(t) := C(m)et/Qe_tX[ljoo)(t) = C(m)e‘t/QX[LOO)(t) (reell-
wertig!). Nach Konstruktion ist dann |fx(t)] < F(¢) fiir alle t und k. Dass F € L(R)
gilt, folgt mit Beppo-Levi: Die Multiplikation von F' mit x| ;(t) erzeugt eine Folge von
monoton konvergenten Funktionen, die punktweise gegen F' konvergieren. Die Aussage
folgt dann, falls die entsprechende Folge der Integrale beschrankt ist:

k
/ F(t)dt = C(iﬁ)/ e t? = —2C(a) [e‘t/Q] < 2C(x)e 1? < oo,
[1,k] [1,k] 1

Die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue sind erfiillt und es folgt die Konvergenz
von Is.
Zu I;: Wir gehen so vor wie oben: Sei

fr(t) = tz_le_tX[l/k,u (t), f(t):= tz_le_tX[l/k:,l] (t) und F(t):= tx_IX(o,u (t).

Die Wahl von F wird durch die Ungleichung [t*~!e™?| < #*~! fiir t > 0 gerechtfertigt
(Beachte: Diese Wahl hétte im vorherigen Fall zu keiner giiltigen Majorante F' gefiihrt).
Wie oben auch betrachten wir die Integralfolge:

LR R 1
/ 7 dt = =[]}, < = < o0,
1/k xT T

da 2 > 0. Nach Beppo Levi ist also F' € £(R) und damit ist nach Lebesgue I; konvergent.
Stetigkeit: Parameterabhdngiges Integral. Wir wollen die Stetigkeit in einem Punkt zg €

H, Re(zp) =: xg. Sei nun € > 0 mit der Eigenschaft, dass der Abschluss der offenen
Umgebung B(zg) von z in H enthalten ist:

BE(Z(]) C H. (2)

Im Kontext von Theorem 22.9 im Skript setzen wir U := B¢(zp) und f: R x U — C mit
f(t,z) == t*"1e 7 X 1,00y (t). Dann ist:

(i) Fir jedes feste z € U (aufgrund der Konvergenz) f(-,z) integrierbar (bzgl. t).
(ii) Fiir jedes fest gewéhlte ¢t € R ist f(¢,-) (offenbar) stetig (bzgl. z).
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(iii) Wir brauchen nun eine integrierbare Majorante die f(¢, z) fiir alle z € U majorisiert
und selbst unabhingig von z ist. Dank U C H und der Konvergenz der I'-Funktion
bildet die folgende Funktion eine passende Majorante:

F(t) = " x(t) + C(@)e™ X100 (1),

wobei T := xg — € und & := xg + €. Dass dies eine passende Majorante ist haben
wir bereits bei der Konvergenz der Integrale I; und I nachgerechnet.

Aus Theorem 22.9 folgt nun, dass I stetig in 2 ist und damit stetig auf ganz H.

Holomorphie: Fubini und Leibniz-Regel. Sei wieder U = B(zp). Eine Méglichkeit, die Holo-
morphie zu zeigen, wire mit Hilfe von Theorem 22.9 die stetige partielle Differenzierbar-
keit in = bzw. y zu priifen (hier: z = x + iy) und schlielich die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen nachzuweisen (vgl. Lemma 11.2 im Skript). Fiir Theorem 22.9
miisste man dann eine integrierbare Majorante F'(¢) der Ableitung log(t)t*~ et finden.
Dies geht aber analog zur Stetigkeit.

Eine weitere Moglichkeit ist hingegen der Satz von Fubini: (Idee) Falls wir zeigen kénnen,
dass fiir z € U die Funktion

tw—le—t

f:(0,00) x 0Be(20) = C, (t,w) —

w—z

integrierbar ist, dann fithrt die folgende Rechnung

I'(z) :/ t* et dt

0
0 1 w—1

:/ / t dw | e tdt
0 211 OBe(z0) W — 2

ubini 1 1 e -1 —

Fubini = </ tv=le tdt) dw
2 dB(z0) W — 2 \Jo

1 r
—om [ Wy
271 JoB,(z) W — 2

I'(z) = ! L(w) dw. (3)

278 JoB.(z) W — 2

zur Identitat

Da, wie wir bereits gezeigt haben, der Integrand auf 0B.(zp) stetig ist, folgt die Holo-
morphie von I' in z (vgl. Gl. (16.22) im Skript). Wir miissen also unser Problem in den
Kontext von Theorem 22.8 (Fubini) riicken: Dazu definieren wir die Funktion

f: RxR—C, f(tv 8) = f(t7 zo + €€i5)6i6iSX[O,oo) (t)X[O,QW](S)'

Wir haben hier 0B¢(2) parametrisiert durch die Kurve s — zo + e’ fiir s € [0,27).
Dies fiihrt zur Gestallt von f. Wir brauchen nun eine Majorante F (t,s) des Betrags
|f(t,s)|. Diese ist aber gegeben durch

" x01(t) + C(&)e ™2 X1, 00) (1)
T

F(s,t) :=

€X[0,27] (s),
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mit 7 = min{|w — 2| |w € 9Be(20)}
F € L(R?), also ist nach Lebesgue f

frenasyos [(Lieaa)ao

Insbesondere ist nach Riicktransformation w = zy + ee®*:

/R</Rf(t,s)ds> dt = 2mi - T(z),
[ (Lrema)a= [

nd xg — € und T = xg + €. Es gilt offenbar
L(R ) Nach Theorem 22.8 gilt somit

und
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