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KAPITEL 1
EINFUHRUNG

Diese Vorlesung richtet sich an Studierende der Physik im zweiten Semester. Das
Hauptziel ist die Bereitstellung der fiir das weitere Studium der Physik wichtigs-
ten Konzepte und Rechenmethoden der Mathematischen Analysis. Dabei baut die
Vorlesung einerseits auf den im ersten Semester vermittelten Grundlagen der li-
nearen Algebra auf (insbesondere werden die tiblichen Grundgedanken zur mathe-
matischen Beweisfithrung und Notation und zur elementaren Mengenlehre nicht im
Detail besprochen), und stellt andererseits einen Bezug zu den theoretischen Physik-
Vorlesungen her, indem einige der dort bereits verwendeten Begriffe und Ergebnisse
hier zunachst noch einmal neu begriindet, und anschliessend weiterentwickelt wer-
den. (Dabei soll ganz und gar nicht die gewohnte Anschauung im Keime erstickt
werden, sondern vielmehr die Wertschiatzung und das Vertrauen in die Methoden
der “anderen” Disziplin gestarkt werden.)

Fir Kommentare, auch Fehlermeldungen, zum Skript, per Email an walcher@uni-
heidelberg.de, bin ich sehr dankbar. Man beachte aber, dass dieses Skript keinen An-
spruch auf Abgeschlossenheit erhebt: Viele Beweise werden bestenfalls angedeutet,
mancher Begriff nur indirekt definiert.

* ZUI" Homepage del" VOI‘leSUIlg www.mathLuni-hcidclbcrg.dc/~walchcr/tcaching/sose1S/hoemaphyS/

§1 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden die Grundlage der Analysis, und damit der gesamten theo-
retischen Physik. Sie werden durch drei Gruppen von Eigenschaften charakterisiert.

Arithmetik

Definition 1.1. Ein Korperist eine Menge K mit zwei ausgezeichneten und verschie-
denen Elementen 0 € K und 1 € K, 0 # 1, zusammen mit zwei bindren Verkniip-
fungen, welche wir auch “Rechenoperationen” nennen und wie gewo6hnlich notieren:

Addition: K x K> (a,b) —~a+beK

1.1
Multiplikation: K x K > (a,b) — a-b:=abe K (1)
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

und welche die folgenden Rechenregeln erfiillen:

Kommutativitat: Va,beK:a+b=0+a, a-b=0b-a
Assoziativitit: Va,b,c€ K:(a+b)+c=a+(b+¢), (a-b)-c=a-(b-c)
Neutrale Elemente: Va € K:a+0=a, a-1=a

Distributivgesetz: Va,b,ceK:a-(b+c)=a-b+a-c
(1.2)

derart, dass die Gleichungen
a+x=0, b-y=1 (1.3)

fir alle a € K und b € K\ {0} Losungen z,y € K besitzen.

Lemma 1.2. (i) Die Losungen der Gleichungen (1.3|) sind eindeutig. Wir bezeichnen
sie mit —a bzw. b= =: 3, und schreiben natirlich auch b—a := b+ (—a) etc..
(i) Insbesondere sind 0 und 1 eindeutig.

(1ii) Ausserdem impliziert xy = 0, dass mindestens x = 0 oder y = 0.

Beweis. (i) Aus a4z = 0 und a+2" = 0 folgt unter Anwendung nur der aufgefithrten

Regeln ([1.2)):
r=z40=zx+(a+2)=(x+a)+2'=(a+tz)+2'=0+2" =2 (1.4)

- Ein dhnliches Argument zeigt die Eindeutigkeit der Lésung von by = 1. (Die
Existenz einer Losung fiir b = 0 stiinde im Widerspruch zu 0-y =0 # 1 Vy € K.)
(ii) Aus a + 0" = a Va folgt 0 =0+ 0’ = 0 und &nlich fir die 1.

(iii) Ist 7y = 0 und = # 0 so folgt 0 = 271 (zy) = (z7 ')y =1 -y = . O

Bemerkungen. - Die Motivation zur Forderung dieser Gesetze der Arithmetik sind
zunichst einmal die Eigenschaften der nattrlichen Zahlen N = {1,2,3,...}, in de-
nen man Assoziativitdt, Kommutativitit, die Eigenschaft der 1, und Distributivitéit
axiomatisch begriinden kann, nach Geschmack auch mit der 0.

- Die Erweiterung von den natiirlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen Z =
{0,1,-1,2,—2,3,—3,...}, macht die erste der Gleichungen 16sbar, der Uber-
gang zu den rationalen Zahlen Q = {§ |p €Z,q € N,(p,q) = 1} dann die zweite. Es
ist bemerkenswert, dass dieser Prozess an dieser Stelle abgeschlossen werden kann:
Q ist ein Korper und muss dazu nicht etwa noch weitererweitert werden.

- Es ware dies jedoch nicht die einzige Moglichkeit. Anstatt zu erweitern kann man
auch zu Restklassen tibergehen: Fir jede Primzahl p ist F,, := Z/(pZ) ein endlicher
Korper.

- Die Bezeichnung “Koérper” geht auf R. Dedekind (1831-1916) zurtick, der englische
Begriff “field” auf E. H. Moore (1862-1932).

- In den Naturwissenschaften dienen Korper zur abstrakten Buchhaltung konkret
ausgefiihrter endlicher Messoperationen. Genauer gesagt enhalten die Bildmengen
physikalischer Theorien in der Rege]ﬂ Vektorraume, in denen physikalische Grossen

lund in einer gewissen Niherung. Der Leitgedanke dieser Vorlesung ist es, den Begriff der
Néherung mathematisch genauer zu fassen.
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§1. DIE REELLEN ZAHLEN

mit Zahlen multipliziert und untereinander addiert werden konnen, wahrend die
Multiplikation zweier physikalischer Grossen miteinander von anderer Natur ist.
(Das Produkt zweier Langen ist z.B. gar keine Lange!) Man vergleiche dies mit dem
operationellen Erlernen der Grundrechenarten.

- Eine wichtige Figenschaft von Messprozessen ist die quantitative Vergleichbarkeit
physikalischer Grossen. Im mathematischen Bild fiihrt man diese Vergleiche (even-
tuell mit weiteren Zwischenschritten, siche unten!) auf den folgenden Begriff zurtick.

Anordnung

Definition 1.3. Ein angeordneter Korper ist ein Korper K zusammen mit einer
Teilmenge P (den “positiven” Elementen) derart, dass

K=PU{0}u(—P)
P+PCP (1.5)
P-PCP

Wir schreiben auch a > 0 oder 0 < afira € Pund a < 0oder 0 > a flir a € —P
(& —a € P).

Bemerkungen. - In dieser Definition bedeutet U “disjunkte Vereinigung”, das heisst
fiir drei Mengen A, B,C gilt A=BUC < A=BUC und BNC = (.

- Die Definition der Anordnung durch Auszeichnung einer Teilmenge mag zunéchst
etwas seltsam erscheinen. Wie das folgende Lemma zeigt, garantiert die in ([1.5))
formulierte Vertréiglichkeit mit Addition und Multiplikation, dass man aus P die
gewohnlichen Vergleichsrelationen rekonstruieren kann. Formal sind Relationen, spe-
ziell auch Abbildungen und bindre Verkniipfungen ja ebenfalls durch Auszeichnung
von Teilmengen charakterisiert.

Lemma 1.4. (i) Durch die Vorschrift a > b : < a —b € P wird auf einem ange-
ordneten Korper eine strenge Totalordnung definiert (transitiv und trichotomisch),
bzw. durch a > b: < (a > b oder a = b) eine Totalordnung (transitiv, antisymme-
trisch und total) und es gelten die iblichen (zum Teil empfindlichen) Rechenregeln
fiir Ungleichungen, wie z.B.

%<% falls b >0
(i1) Aus a > b folgen S a+c>b+c VeeK
ac 2 bc je nach dem ¢ 2 0

a+c>b+d in jedem Fall
ac > bd falls b >0 und d > 0
(iv) Fiir a # 0 gilt a®* > 0. Insbesondere ist

(7ii) Aus a > b und ¢ > d folgen

1>0 (1.6)

Beweis. (i) Die Trichotomie: Va,b € K gilt entweder @ > b oder a = b oder b > a
folgt aus der dreiteiligen Zerlegung in ((1.5). Die Transitivitdt sehen wir so:

a>bundb>csa—-bePundb—-ce P =
(wegen P+PCP)=(a—b)+(b—c)=a—ceP&sa>c (L7)
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

(i), (iii) Ubungsaufgaben

(iv) Falls a > 0 so folgt a* > 0 direkt aus P- P C P. Falls a < 0 so ist per Definition
—a > 0. Wegen (=1)-a+a=(-1+1)-a =0 gilt —a = (—1) - a und wegen
(—a)? —a*> = (—a)*+ (—a) -a = (—a) - (—a+a) = 0 gilt a* = (—a)? > 0, wieder
wegen P - P C P. Es gilt also insbesondere 1 = (—1)? > 0 O

Bemerkungen. - Die Forderung nach Anordnung schliesst endliche Kérper wie F),
aus: In der Tat enthalt jeder angeordnete Korper die natiirlichen Zahlen, d.h. die
eindeutige strukturerhaltende Abbildung ¢ : N — K (mit N> 1 — ¢(1) :=1 € K|
N>32— ¢2) :=1+1 € K etc.) ist injektiv: Wegen (in K) und den An-
ordnungsaxiomen gilt auch ¢(n) > 0, also ¢(n) # 0 Vn € N (vollstindige In-
duktion). Wir schreiben natiirlich ¢(n) =: n € K. Ebenso enthélt jeder angeordnete
Korper die ganzen Zahlen und die rationalen Zahlen als angeordneten Unterkorper.
- Fiir Mathematiker wére es aber, wie schon bei den Rechenregeln zuvor, wichtig
zu betonen, dass nicht alle moglichen angeordneten Korper alle von den rationalen
Zahlen her gewohnten Eigenschaften besitzen.

Ein einfaches Hilfsmittel:

Lemma 1.5 (Bernoullische Ungleichung). Fiir jedes x > —1 in einem angeordneten
Korper K gilt fir alle n € N:

(1+2)">14+nx (1.8)

Beweis. Auf der rechten Seite ist natiirlich (1 4 x)™ durch Rekursion definiert, und
daher beweisen wir die Aussage auch durch vollstandige Induktion. Fir n = 1 ist
die Aussage klar, der Schluss von n auf n + 1 ergibt sich wegen 1+ x > 0 so:

(1+z)"™ >0 +n2)1+2)=1+n+Dr+n?>1+ (n+ 1z (1.9)
[

Eine Sprachregelung:

Definition 1.6. Sei K ein angeordneter Korper. Eine Teilmenge 7' C K heisst nach
oben (unten) beschrinkt, falls eine obere (untere) Schranke von T existiert, d.h. ein
B e Ks.d.

VeeT:B>x (B<ux) (1.10)

Wir sagen “beschrankt” fiir eine Teilmenge, die sowohl nach unten als auch nach

oben beschrankt ist.

Zur Betonung bemerken wir, dass falls T' (durch B) nach oben beschrinkt ist, so
ist =7 (durch —B) nach unten beschrénkt. Insbesondere sind “untere Schranken”
im Sinne der Anordnung nich notwendig “klein” im Simme des Absolutbetrags:

Definition 1.7. Wir setzern fiir alle a € K§|

a falls a > 0

(1.11)
—a fallsa <0

la| ;== max{a, —a} = {

2Im Allgemeinen bezeichnet fiir eine endliche nicht-leere Teilmenge X eines angeordneten Kor-
pers max(X) das grosste Element von X.
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§1. DIE REELLEN ZAHLEN

Dann gelten die Regeln:
Lemma 1.8.
Multiplikativitdt: Va,b € K:|a-b| =lal -0,
Dreiecksungleichung: Va,b € K : |a+b| < |a| + |b],
“Umgekehrte” Dreiecksungl.: Va,b € K: |a —b| > ||a| — [b]],

ausserdem: la|=0<a=0

Beweis. Die erste Regel verifiziert man leicht anhand einer Fallunterscheidung, die
letzte Eigenschaft folgt direkt aus der Definition. Die Dreiecksungleichung folgt we-
gen |a + b = max{a + b, —(a +b)} und a < |a|, b < |b| aus der Tatsache, dass
eine gemeinsame obere Abschitzung zweier Zahlen auch eine Abschéitzung ihres
Maximums liefert:

a+b <la|l+b|

—(a+b) <o+ } = max{a+b,—(a+b)} < |a| + |b] (1.13)

Zum Beweis der umgekehrten Dreiecksungleichung bemerken wir zunachst, dass
la| = |a —b+b| < |a—b| + |b] wegen der eben bewiesenen “gewohnlichen” Dreiecks-
ungleichung. Es gilt also |a| — |[b] < |a — b|. Ebenso gilt |b] — |a| < |a — |, zusammen
also wieder }|a| — |b|| = max{|a| — |b], |b| — |a|} < |a —b. O

- Fiir die Beweise der Analysis, sowie ihre Anwendungen in der Physik sind Abschét-
zungen tber den Absolutbetrag von zentraler Bedeutung. Den feinen Unterschied
zum Groflenvergleich direkt iber die Anordnung werden wir noch zu schitzen lernen.
- Eine fundamental angeordnete physikalische Mef3grofie ist die Zeit.

- Ebenso wichtig ist die Gesamtenergie eines physikalischen Systems im Sinne der
Anordnung nach unten beschrankt; sonst droht (bei Kopplung an externe Freiheits-
grade) Instabilitét.

- Eine Grundidee der modernen Physik ist, dass letztlich alle physikalischen Gro-
Ben absoluten Schranken unterliegen.(Beispiel: Lichtgeschwindigkeit, Plancksches
Wirkungsquantum). In der klassischen und mathematischen Idealisierung hingegen
spielt fiir die Entwicklung der Unendlichkeit der folgende Begriff eine wichtige Rolle:

Definition 1.9. Ein angeordneter Korper K heisst Archimedisch falls N C K nicht
nach oben beschrankt ist. M.a.W.

Vee K:3N eNsd N>z (1.14)

Bemerkungen. - Der Korper der rationalen Zahlen Q ist Archimedisch. (Fir z = §
p>0gilt mit N=p+1: N > uz.)

- Die Konstruktion von angeordneten nicht-Archimedischen Koérpern leuchtet keinem
Anfanger sofort ein, weshalb die Gewichtigkeit dieses Archimedischen Axioms von
allen hier gegebenen Definitionen am schwierigsten einzusehen ist.

- Physikalisch gesehen ist die Unbeschranktheit der natiirlichen Zahlen aber sehr
natiirlich (fur jeden einzelnen Physiker etwa symbolisiert durch den Herzschlag, fiir
die Menschheit durch die Revolution der Erde um die Sonne).
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

- Die Umformulierung zu der Aussage: Fiir alle B, e € K, € > 0 existiert ein N € N
s.d. Ne > |B| lasst sich ebenfalls als Ausdruck der Vergleichbarkeit endlicher (d.h.
weder null noch unendlich) physikalischer Grossen interpretieren.

- Das Archimedische Axiom dient dazu, dass wir unsere Zahlenbreiche nicht zu weit
erweitern, indem es Anordnungsunendlichkeiten, welche grosser sind als die natiir-
lichen Zahlen, ausschliesst. (Wie wir wissen und evtl. sehen werden, sind allerdings
im Sinne der Machtigkeit von Mengen die reellen Zahlen eine grossere Unendlichkeit
als die natiirlichen. . .)

Proposition 1.10. Sei K ein Archimedisch angeordneter Kérper, und q,(Q € K.
(i) Ist Q > 1 so gibt es zu jedem B € K einn € N so, dass Q™ > B.
(i) Ist 0 < g < 1 so gibt es zu jedem € > 0 einn € N so, dass q" < e.

Beweis. (i) Wir kénnen in eindeutiger Weise schreiben () = 1 + = mit = > 0. Die
Bernoullische Ungleichung [1.5|liefert Q™ > 1+nx. Weil K Archimedisch ist, existiert
ein n € N mit nx > B. Damit gilt Q" > B.

(ii) Folgt aus (i) durch Q = ¢! und B = ¢ L. O

Vollstandigkeit

Bevor wir nun zur entscheidenden Charakterisierung der reellen Zahlen kommen,
gehen wir noch einmal zurtick zur Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu den ratio-
nalen Zahlen durch “Hinzufiigen” der Losungen von ((1.3). Es ist leicht einzusehen,
dass die Losbarkeit dieser Gleichungen dquivalent ist zur Aussage:

V(d,V)EKxK: z:0 -2+d =0 (1.15)

In der Linearen Algebra lernt man Vektorraume tiber Kérpern als die natiirlichen
Kategorien kennen, in denen sich eine sinnvolle Theorie der linearen Gleichungen
als Verallgemeinerung von und ihrer Losungen entwickeln lasst. (Die Vektor-
raumstruktur bei physikalischen Messgrossen passt damit in wunderbarer Weise zur
Idee, dass Lineare Algebra als mathematische Begleitvorlesung zur Theoretischen
Physik I ausreicht!)

- Andererseits haben, wie hinreichend bekannt, gewisse natiirlich auftretende nicht-
lineare Aufgaben wie z.B.

v>=n, neN\{m?|meN} (1.16)

keine Losung in QH

- Eine Moglichkeit zur Abhilfe ist die weitere Erweiterung der rationalen Zahlen um
die fehlenden Losungen von Gleichungen wie und deren Verwandten hoheren
Grades. Diese Option ist vom mathematischen Standpunkt her 6konomisch und wird
in der Algebra gewahlt.

- In dieser Vorlesung folgen wir hingegen der Mutmassung, dass es fiir die Physik
ja ausreichen konnte, Gleichungen wie ndherungsweise zu losen (auch wenn

3Zur Erinnerung: Jede rationale Zahl lisst sich in eindeutiger Weise als z = % darstellen mit

(p,q) € Z x N teilerfremd. Dann sind auch p? und ¢? teilerfremd und 5—2 die Darstellung von 2.

Falls’;—jzneNsoistqzlundn:pQG{wﬁ|mEN}.
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§1. DIE REELLEN ZAHLEN

die physikalische Bedeutung solcher Gleichungen vielleicht zunéchst gar nicht klar
ist...)

- Die Idee, dass man solche Naherungen “im Prinzip beliebig verbessern kénnen
muss”, fiilhrt ausgehend von den rationalen direkt zu den reellen Zahlen R. Zur
[lustration machen wir an dieser Stelle mit der wohlbekannten Aufgabe des Ziehens
von Quadratwurzeln eine Klammer auf, die wir erst in (3.24) mit dem Beweis der
Konvergenz des Naherungsverfahrens wieder schliessen werden.

- Es sei 2o € Q eine “naherungsweise” Losung der Gleichung 22 = 2, d.h. §y :=
3 — 2 € Q sei “klein” in einem geeigneten Sinne. Der Einfachheit halber nehmen
wir an, dass 7o > 0 und 23 > 2, also auch &y > 0. (Es ist leicht zu sehen, dass solch
ein xy existiert.) Definieren wir dann

do
= g — 2 1.1
L1 Lo 20 (1.17)
so gilt
i)z >0 (& 0<222 -6 =234+2V)
(i)
do \2 do \2 o O
2o _ 0N 92 o9 _ iU R i)
5 = a2 (xo 2x0> 2=q2_2 50+(2x0) 2 ()
do

Wegen &y = 2§ — 2 <  ist damit 0 < &; < % und daher z; eine (noch) “bessere”
approximative Losung als zg.

Wegen (i) und d; > 0 lasst sich diese Prozedur wiederholen. Allerdings ist 27 € Q
und keine noch so lange Iteration kann eine exakte Losung liefern, da ja kein z € Q
existiert mit 22 = 2. Was tun?

- Die reellen Zahlen entstehen durch “Fiillen aller Liicken”, die durch solche Itera-
tionen in den rationalen Zahlen aufgetan werden. Das weitere Ziel der Analaysis ist
dann die Identifikation reeller Zahlen, die durch solche Prozesse auseinander hervor-
gehen, und die Untersuchung von deren Eigenschaften. Die urspriingliche “Vollstan-
digkeit der reellen Zahlen” lasst sich auf verschiedene aquivalente Weisen erfassen.
Manche davon resonieren besonders gut mit der physikalischen Idee der Approxi-
mation (mittels Absolutbetrag), und wir werden sie im néchsten Kapitel ausfiihrlich
besprechen. Am elegantesten zum Ziel fithrt jedoch die folgende Formulierung und
Konstruktion, welche nur die Anordnung benutzt, ohne Archimedisches Axiom, und
auch ohne Folgen auskommt.

Definition 1.11. Sei K ein angeordneter Koérper, und 7' C K eine Teilmenge. Eine
Zahl B € K heisst kleinste obere Schranke von T falls

(i) B eine obere Schranke ist und

(ii) Fir jede andere obere Schranke B’ von T gilt, dass B’ > B.

Ein angeordneter Korper K heisst (anordnungs-)vollstindig, falls jede nicht-leere
nach oben beschriankte Menge eine kleinste obere Schranke besitzt.

(Die analoge Definition iiber grosste untere Schranken ist dquivalent.)
- Die leere Menge ist zwar trivialierweise beschriankt, kann aber unmoglich eine
kleinste obere oder grosste untere Schranke haben. (Warum?)
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

- In diesem Kontext zeigt das obige Beispiel, dass der Korper der rationalen Zahlen
nicht anordnungs-vollstéindig ist: Die Menge {z € Q | 22 < 2} C Q ist zwar nicht
leer und nach oben beschriankt. Sie besitzt aber keine kleinste obere Schranke: Jede
obere Schranke zq erfiillt zop > 0 und 23 > 2, dann ist aber z; = xq — dy/(220) eine
weitere, kleinere, obere Schranke.

- Man kann auch zeigen, dass eine etwaige kleinste obere Schranke dieser Menge eine
Losung der Gleichung 22 = 2 wire, welche bekanntlich nicht rational ist.

Theorem 1.12. (i) Es existiert ein bis auf Isomorphimsus eindeutig bestimmter
vollstindiger angeordneter Korper, genannt der Korper der reellen Zahlen R.

(ii) R ist Archimedisch.
(7ii) Jeder angeordnete Archimedische Kérper ist in R enthalten.

Finige Beweisideen. (i) Die folgende explizite Beschreibung von R, welche auf R.
Dedekind zuriickgeht, sichert die Existenz von grossten unteren (bzw. kleinsten obe-
ren) Schranken “per Konstruktion”. Die Idee ist die Identifikation einer reellen Zahl
iiber diejenigen rationalen Zahlen, welche strikt grosser oder kleiner sind.

- Formal ist ein Dedekindscher Schnitt eine Teilmenge A C QQ mit den Eigenschaften,
dass

(@) AP und A #Q

(B) A ist nach oben ordnungs-abgeschlossen, d.h. Vy < x: y € A=z € A und

(7) A enthélt kein kleinstes Element: Ve € A: dJy € A: y<zx

Beispiele fir solche Schnitte sind fir r € Q: A, = {z | < r}. Die wesentliche
Beoachtung ist aber, dass es Schnitte von Q gibt, die nicht von der Form A, fiir ein
r € Q sind, so etwa {x € Q | x > 0 und 2% > 2}. Als Menge sind die reellen Zahlen
gerade die Menge aller Dedekindschen Schnitte der rationalen Zahlen.

- Die Rechenoperationen sind so konstruiert, dass sie fiir die A, mit den iiblichen
Operationen iibereinstimmen, d.h. A4,, + A,, = A, 1,, A, - R, = A, ., etc. Die
Anordnung ist definiert iiber A < B < B C A.

- Die Verifikation aller Eigenschaften erfordert einige Arbeit, fir die wir auf die
Ubungen verweisen. Das Endergebnis ist tatsichlich ein vollstandiger angeordneter
Korper: Eine nicht-leere Menge T" Dedekindscher Schnitte ist nach unten beschrénkt,
wenn UuerA # Q, und in diesem Fall ist Uaer A wieder ein Dedekindscher Schnitt
und eine grosste untere Schranke von 7T'. Insbesondere ist bemerkenswert, dass wir
durch das Schliessen der Liicken in Q keine weiteren Liicken aufgetan haben. Zum
Beweis der Eindeutigkeit von R (bis auf Isomorphismus) sagen wir nichts.

(ii) Beachte, dass man fiir die Definition von “archimedisch” (V23N > z) braucht,
dass jeder angeordnete Korper die ganzen Zahlen enthalt.

Angenommen, es gibe ein z € K so, dass x > N VN € N. Dann wére = eine obere
Schranke fiir N, und es gibe eine kleinste obere Schranke, . = x9g > NVN € N.
= 19— 1> NVN € N. Dann aber wire o — 1 < zy ebenfalls eine obere Schranke,
kleiner als xg.

(iii) Siehe Ethan Bloch, Real Numbers and Real Analysis fir eine sehr benutzer-
freundliche und ausfithrliche Behandlung dieses Zugangs zu den reellen Zahlen. [

Fiir das praktische Rechnen sind die Dedekindschen Schnitte natiirlich zu un-
handlich. Im Folgenden setzen wir die Existenz der reellen Zahlen mit den oben
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§1. DIE REELLEN ZAHLEN

genannten Eigenschaften voraus, und formulieren die Vollsténdigkeit weiter unten
auf so viele verschiedenen Weisen um, wie es fiir unsere Zwecke niitzlich ist.

- Es ist letztlich dem Genie Isaac Newtons die Idee zu verdanken, dass die ideali-
sierte Einfithrung der reellen Zahlen es nicht nur erlaubt, (gewisse, aber bei weitem
(noch) nicht alle, siehe nichster Abschnitt) algebraische Gleichungen zu 16sen, son-
dern auch, Differentialgleichungen zu formulieren, deren Losungen (“Integrale”) die
Bewegungen von Massenpunkten, die Ausbreitung von Wellen und klassischen Fel-
dern, und dergleichen mehr, in einer geeigneten Nédherung hervorragend beschreiben.
- Das Ziel dieser Vorlesung ist der theoretische Nachweis der Existenz solcher Lo-
sungen in diesem Rahmen sowie die Entwicklung geeigneter Losungsmethoden.

Definition 1.13. - Fiir eine nach oben beschrankte nichtleere Teilmenge 7" C R
nennen wir die kleinste obere Schranke von 7" das Supremum von 7" (sup 7"). Falls
supT € T, so ist supT = max T, dem Maximum von 7.

- Fiir eine nach unten beschrankte nichtleere Teilmenge 7" C R nennen wir die grofite
untere Schranke das Infimum von 7" (inf7"). Falls inf7" € T', so ist inf7" = min T,
dem Minimum von 7.

Visualisierung

Es ist zweckmaéssig, sich den Bereich der reellen Zahlen mit seiner Anordnung bildlich
darzustellen wie aus der Grundschule bekannt. Dabei werden insbesondere Addition,
Anordnung und in gewissem Sinne die Vollstandigkeit erfasst, die Multiplikation nur
durch Anwendung eines Rechenschiebers.

| | [
| | 1T 1
-1 0 1 V2 2

Definition 1.14. Besonders interesssant und als Definitionsbereiche von Funktio-
nen wichtige Teilmengen von R sind die Intervalle. Fiir a < b unterscheiden wir:

abgeschlossen: [a,b] := {z|z > a,b >z}

[a,b) :={z|x > a,b>x}

“halboffen™:
(a,b] :={z]x > a,b>x}
offen:  (a,b) :={z|r > a,b >z}

Beachte: Die “unbeschrankten Intervalle” [a, 00), (00, a] gelten als abgeschlossen,
(a,00), (00,a) als offen. Die “Grenze” oo (¢ R!) ist also sowohl offen als auch
abgeschlossenﬁ Beschrankte und abgeschlossene Intervalle heissen kompakt.

Proposition 1.15. - Zu jeder reellen Zahl a > 0 und jeder natirlichen Zahl n € N
gibt es genau eine reelle Zahl x > 0 mit ™ = a. Wir schreiben auch x = a'/™.
- Aus b>a > 0 folgt b/" > al/™.
- Bs gilt |z| = (2*)/2 V2 > 0.

4Man beachte auch, dass dem Wort “abgeschlossen” hier ein recht anderer Sinn gegeben wird
als in (). Die ganze Menge R = (00, 00) ist sowohl offen als auch abgeschlossen. Die beschrénkten

halboffenen Intervalle sind weder offen noch abgeschlossen. Fiir manche Zwecke ist es niitzlich,
auch ein-Punkt Mengen als Intervalle {a} = [a, a] zuzulassen.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Beweis. Lassen wir aus. Man beachte die folgende Variante: Sind ¢ > 0 und b > 0,
so folgt aus b" > a", dass auch b > a. ]

§ 2 Die komplexen Zahlen

Lemma/Definition 2.1. Die Menge aller Paare (x,y) € R x R reeller Zahlen,
versehen mit den Operationen:

Addition:  (x1,y1) + (T2, y2) = (21 + 22,41 + y2)
Multiplication:  (x1,y1) - (T2, Y2) := (x122 — Y12, T1Y2 + T2Y1)

und der Auszeichnung Oc = (0,0) und 1c = (1,0), ist ein Kérper, genannt der
Korper der komplexen Zahlen C.

Bemerkungen. - Von den Korperaxiomen ist nur die Existenz des multiplikativen
Inversen etwas nicht-trivial: Fiir (z,y) # (0,0) ist 22 + y* > 0, daher

(@) (g s ) = (1L0) = e (2.1)

x2+y2’x2+y2

Gegebenenfalls iiberpriife man auch alle anderen Korperaxiome als Ubung,.
- Die Begriindung fiir die Einfithrung der komplexen Zahlen liegt in der Moglichkeit
der Losung algebraischer Gleichungen, die in Q aus Anordnungsgrinden nicht 16sbar
sind, und zwar nicht einmal nédherungsweise (sodass das Problem auch nicht durch
Ubergang zu R gelost wird). So gilt ja z.B. fiir K einen angeordneten Kérper 2% > 0
Vo € K, und daraus folgt 22 + 1 > 1, mithin hat die Gleichung 22 + 1 = 0 keine
Losung in K.
- In C hingegen gilt

(0,1)> = (=1,0) = —1¢ (2.2)

und wie wir spater sehen werden, hat sogar jede nicht-konstante monisch polyno-
miale Gleichung mit Koeffizienten in C, also

z"—l—an,l,z”*l—i--“—i-alz—i—aoz() aiEQnEN (23)

eine Losung z € C (Mit Multiplizitit gezéahlt gibt es dann n Losungen.) (Fundamen-
talsatz der Algebra.) Diese algebraische Abgeschlossenheit von C ist auch fir dessen
zentrale Bedeutung in der Quantenmechanik verantwortlich.

- Hingegen ist es als Folgerung aus den obigen Betrachtungen unméglich, C in einer
Weise anzuordnen, die mit den Korperoperationen vertraglich ist. Schreibt man im
komplexen Kontext eine Ungleichung wie B > 0 so meint dies “B € R C C und
positiv im Sinner der Anordnung auf R.”

- Definieren wir nun 7 := (0,1) € C und denken uns R als in C eingebettet via

Rz (2,00 €C (2.4)

(d.h., wir identifizieren € R mit (x,0) € C,) dann kénnen wir jede komplexe Zahl
in eindeutiger Weise schreiben als

z=(z,y) =z +1y r,ye RCC (2.5)
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§2. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

und “wie gewohnlich” rechnen.

- M.a.W. ist C ein 2-dimensionaler Vektorraum iiber R mit Basis 1¢ = (1,0) und
i = (0,1). Allerdings wollen wir uns moglichst bald daran gewOhnen, komplexe
Zahlen als eine Einheit aufzufassen.

- “Statt” der Anordnung haben wir die Operation der komplexen Konjugation auf
C:
T+ =z—=Z=x—1y (2.6)

Sie erfillt Rechenregeln wie z1 + z9 = 21 + 23, 2122 = Z122, 2 = 2. Real- und Imagi-
narteil sind

24z z—Z

Re(z) := 5 = Im(z) := 57 =Y (2.7)
und es gilt 2z = 22 + y? > 0 fiir 2 # 0. Wir definieren den Absolutbetrag
(z2)Y2 240
|z| == B (2.8)
0 z=0

welcher wegen Prop. auf R mit (1.11]) ibereinstimmt. Es gelten |z| =0 < 2z =0,
Abschétzungen der Art

[Re(2)] < 2] [Im(z)] < |2] (2.9)

sowie insbesondere die Dreiecksungleichung
|z 4+ w| < |z] + |w| (2.10)
(vgl. Lemma [1.§8): Aus den Rechenregeln folgt |z + w|? = |z|? + |w|* + 2 Re(zw
b

2|2+ |w]* + 2|z - Jw| = (]2| + |w])? unter Benutzung von . Da fiir a > 0,
aus a® > b* folgt, dass auch a > b (vgl. [1.15)), impliziert dies (2.10)).

) <
>0

Visualisierung

Imaginérteil
Die FEigenschaften dieser Definitionen
erlauben es, sich C (als Ergénzung Y z=x+1y
zu unserer algebraischen Absicht eben
doch) als die Euklidische Ebene vorzu- | Realteil
stellen, in der die Addition von kom-
plexen Zahlen genau der Addition von
Vektoren entspricht.

- In diesem Bild entspricht komplexe Konjugation der Spiegelung an der reellen
Achse, und der Absolutbetrag ist der Abstand vom Urpsrung.
- Schreiben wir dann fiir z # 0

) (2.11)
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

und nehmen die aus der Elementargeometrie bekannte Tatsache vorweg, dass es fir
zwei reelle Zahlen ¢ und s mit ¢® 4+ s> = 1 genau einen Winkel ¢ € [0, 27) gibt mit
¢ = cos p und s = sin ¢, so sehen wir, dass

z =r(cosp+ isingp) (2.12)

Mithilfe der Additionstheoreme fiir sin und cos folgt leicht, dass Multiplikation mit
z geometrisch interpretiert werden kann als Drehung um den Winkel ¢, gefolgt von
Streckung um den Faktor r: Ist w = s(cos x + isin x) so gilt

z-w=r-s(cos(p+ x) + isin(e + X)) (2.13)

Achtung: ist i.A. nicht die Darstellung von z - w in der Form , denn
¢ + x kann ausserhalb des Intervalls [0, 27) liegen. Strenggenommen machen diese
Betrachtungen auch erst nach der Definition der Winkelfunktionen und dem Nach-
weis ihrer Periodizitat Sinn.

- Daraus bzw. durch vollstindige Induktion folgt dann z.B. auch die Formel von
deMoivre

2" =r"(cos(ny) + isin(ny)) (2.14)

sowie die C-Version von Prop. [1.15|, einem Spezialfall von (2.3)).

Proposition 2.2. Fiir jede komplexe Zahla # 0 und jede natiirliche Zahln existieren
genau n Lésungen der Gleichung

Beweis. Fir a = r(cos ¢ + isin ) losen

2rk 2rk
T rl/n ((303(f + L) + isin(f + L)) (2.15)
n n n n

fur alle £ = 0,1,...,n — 1 die gegebene Gleichung. Dass dies alle Losungen sind,
folgt aus der aus der Algebra bekannten Tatsache, dass ein Polynom vom Grad n
hochstens n verschiedene Wurzeln besitzt. O]

- Wir bemerken zum weiteren Vergleich mit R noch, dass wir die Vollstandigkeit von
C (die wir intuitiv aus der geometrischen Darstellung als R x R natiirlich schon jetzt
erfassen) wegen der fehlenden Anordnung nicht iiber die Supremumseigenschaft aus-
driicken konnen, sonder erst iiber eine der im folgenden § gegebenen Formulierungen.
(Fiir den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra spielt dann die Vollstédndigkeit
eine wesentliche Rolle.)

- Obwohl also in der komplexen Welt Aussagen wie “z > w” im Allgemeinen keinen
Sinn machen (vielmehr impliziert man fiir gew6hnlich mit so einer Schreibweise, dass
z,w € R C C), so konnen wir dennoch vereinbaren, dass

Definition 2.3. Eine Teilmenge T' C C heisst beschrankt, falls eine Schranke B € R
existiert mit

2| <B VzeT

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 14 7/6/2018 9:24



§2. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

- Zuletzt erwdhnen wir noch als Analogon der Intervalle als “elementare” Definiti-
onsbereiche von Funktionen im Komplexen die Kreisscheiben vom Radius R > 0 um
den Punkt z € C:
Dp(z) :=={w € C| |z — w| < R} (2.16)
/]\

Beachte hier #. Dies entspricht
den offenen Intervallen.
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KAPITEL 2
KONVERGENZ

In der Analysis formuliert und lést man mathematische Probleme (die wir uns als
aus der Physik stammend denken) unter Ausnutzung der Vollsténdigkeit im Rechen-
bereich der reellen oder komplexen Zahlen anstatt mit expliziter Algebra oder durch
Vorzeigen. Dazu ist allerdings, wie bereits angedeutet, unsere bisherige Formulierung
via Supremumseigenschaft zu glatt (unter anderem macht sie ja im Komplexen kei-
nen Sinn). In diesem Kapitel entwickeln wir zunéchst aus der Supremumseigenschaft
die Grundlagen der Grenzprozesse, die sich anschliessend als wesentlich allgemeiner
und bequemer herausstellen. Die Umformulierung benutzt die typischen “zu jedem
e > 07-enthaltenden Wendungen, deren Banalitat wir an folgendem héufig einge-
setzten Argument illustrieren wollen.

Lemma 3.-1. Uber eine reelle Zahl x € R sei bekannt, dass fiir jedes € > 0,
x € [—€,€| (m.a.W., fir alle e >0 ist |x| < ¢€). Dann ist x = 0.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass x nicht positiv ist: Ware x > 0, so gélte fiir

€ = 5. & > 0und > ¢, dh. z ¢ [—€,, €], im Widerspruch zur Voraussetzung
des Lemmas.
- Ware hingegen x < 0, so gélte fiir €, := _79” wieder €, > 0 und =z < —e,, d.h.
T & [—€, €
- Es bleibt damit nur x = 0. [l

- Tatsachlich gentigt es wegen der Archimedischen Eigenschaft von R, wenn man in
solchen Aussagen das beliebige ¢ > 0 durch “% fiir jedes N € N” ersetzt.

- Man tberlege sich auch an dieser Stelle, dass man in dieser Aussage das abge-
schlossene Intervall auch durch das offene ersetzen kann.

§ 3 Folgen reeller Zahlen

Definition 3.1. Sei X # () eine Menge. Unter einer Folge in X (oder auch mit
Werten in X oder auch X-ige Folge) versteht man eine Abbildung

a:N—X nw—an)=a, € X (3.1)
von der Menge der natiirlichen Zahlen in X. Man schreibt auch (ap)nen, (@n)n=12, .,
(a,) C X.

- Mit anderen Worten ist eine Folge eine Aufziahlung von (wohlgemerkt nicht not-
wendigerweise verschiedenen) Elementen aq,as, ... von X. Manche Aussagen tiber
Folgen sind als Aussagen iiber die Menge {a, | n € N} C X aufzufassen. Andere
Aussagen betreffen die Abbildung (3.1]).
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KAPITEL 2. KONVERGENZ

Definition 3.2. (i) Eine Folge (x,) reeller Zahlen heisst beschrankt, wenn eine
Schranke B > 0 existiert so, dass |z,| < B fir alle n € N.
(ii) (x,) heisst monoton wachsend, falls fur alle n,m € N

n>m= T, > ITmn

(Offenbar ist dies gleichwertig zu x,+1 > z, ¥n € N.)
(iii) (z,) heisst streng monoton wachsend falls auf der rechten Seite z,, 2 x,, (d.h.
Tn > Tp,) steht. Sie heisst (streng) monoton fallend, falls z,, < z,,, (bzw. ,, S T,.

Definition 3.3. Unter einer Teilfolge einer Folge (a,)n.en € X (fur beliebiges X)
versteht man eine Folge (bg)ren in X, welche aus (a,) durch Angabe einer streng
monoton wachsenden Folge (ny)ren natiirlicher Zahlen via

bk = Ay, (32)

gewonnen worden ist. (Das heisst, man z&hlt nur einen Teil der Folgenglieder von
(ay,) ab, aber unter Berticksichtigung von deren urspriinglichen Reihenfolge.)

Die Idee ist nun, reelle Zahlen nicht explizit (wie etwa durch Dedekindsche
Schnitte) anzugeben, sondern ihnen durch sukzessive Approzimation, namlich durch
Folgen, allméhlich immer ndher zu kommen. Dies ist voll an der physikalischen In-
tuition ausgerichtet.

Definition 3.4. Eine Folge (x,) reeller Zahlen heisst konvergent falls ein x € R
existiert mit der Eigenschaft, dass Ve > 0 ein N, € N existiert, sodafl
|z, — 2| <e ¥n> N,
& x—x, € (—€,+€) Vn> N, (3.3)
& 1, €(r—e,x+e€) Vn> N,

(Wir sagen auch: (x,) konvergiert “gegen”, oder “mit Grenzwert” x.) Eine nicht-
konvergente reelle Folge heisst “divergent”.

Bemerkungen. - Es ist oft niitzlich, leichte Variationen der Definition als gleichwertig
zu erkennen, wie z.B.: “falls ein z € R und ein ¢ > 0 existieren so, dass Ve > 0 ein
N, € N existiert so, dass

|z —xz,| <c-e VYn>N." (3.4)

- Falls (x,,) konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig:

Beh.: Falls (z,,) gegen x und y konvergiert, dann gilt x = y.
Bew.: Fiir € > 0 seien N, und M, so, dass

|z, — x| < eVn > N,

(3.5)
und |z, —y| < eVn > M,
Dann gilt mit einem ny > max{ N, M.}:
|$ - y| S |l’ - xn0| + |$no - y| < 2e (36)
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Wegen Lemma folgt aus diesem Schluss z = v. O
- Fiir eine konvergente Folge macht also die Schreibweise
lim x, =z oder auch z,, — = (3.7)
n—oo n—oo

Sinn.

Definition 3.5. Eine Nullfolge ist eine konvergente Folge (p.t. in R) mit Grenzwert
0.

Lemma 3.6. Fir eine reelle Folge (x,) und x € R sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(i) im,, oo T, = T

(i) (x, — x)nen ist eine Nullfolge.

(71) (|zn — x|)nen ist eine Nullfolge.

Beispiel 3.7. Wichtige Folgengrenzwerte:
1
(i) Fir jedes positive s € Q ist lim — =0

n—oo NS

i) Fiir @ > 0 gilt lim a"/™ =1

n—o0

(
ceN 1s 1/n _
(iii) nh_{gon =1
(

iv) Fir 0 < ¢ < 1list lim ¢" =0

n—oo

k
(v) Fur alle k € Nund = > 1 ist limn—nzo

n—oo

Bew.: (i) Fiir jedes € > 0 gilt mit N. > = (ein solches existiert nach dem Archi-
medischen Axiom) fiir alle n > N:

1 1 1\~
<< (am) = (38)
(ii) Wir behandeln zunéchst den Fall a > 1: Nach der Bernoullischen Ungleichung
[L.5] gilt
a=(1+a’"—1)">1+n(a/"-1)
——

>0 1 (3.9)
= 0<a/m—1<2”

n

Die Aussage folgt dann aus (i) und dem sogenannten Sandwich-Theorem:

Lemma 3.8. FEs sei (x,) eine reelle Folge und (A,) und (B,) konvergente reelle
Folgen mit
limA, =limB, =2 und A,<z,<DB, Vn (3.10)

Dann gilt lim z, = x.
n—oo

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Bemerkungen. - Es geniigt wenn x,, € [A,, B,| fur “fast alle n”, d.h. IN s.d. z,, €
[A,, B,] fur n > N.
- Es sei auch noch einmal darauf hingewiesen, dass fiir die Abschétzungen im Gross-
teil der Aussagen und Beweise die Unterscheidung zwischen < und < unerheblich
ist, s. auch .
- Auf der anderen Seite ergeht die Warnung, dass beim Grenziibergang selbst
Ungleichungen zu Gleichungen werden kénnen. Beispielsweise gilt: Sind (A,,) und
(B,) konvergente Folgen mit A, < B, fir alle (oder auch “fast alle”) n, so folgt
lim A,, < lim B,,, aber im Allgemeinen gilt nicht < ! (Konkret: a,, = 0 Vn, b, = 1/n.)
Bevor wir mit den Beispielen fortfahren, halten wir die folgenden Rechenregeln
fest:

Proposition 3.9. Fir reelle Folgen (z,) und (y,) gelte x, — x und y, — y. Dann
qilt

(o) lim(z, +yn) =2 +y

) limx, -y, =x-y

7)

(
(7) lim [z,| = |2|
(0) fallsy # 0, so sind fast alle y, # 0 und lim In _ 2
Yn Y
Beweis. siehe Lehrbiicher. [

Bemerkungen. Natiirlich gelten hier keine Umkehrungen. Insbesondere folgt aus
x| = || micht x, — x, siehe etwa [3.11]

Die Aussage des Beispiels (ii) im Falle a < 1 folgt nun aus dem bereits bewiesenen
Fall a > 1 zusammen mit der Regel (0). (Fiir a = 1 ist die Aussage sowieso trivial.)
Zum Nachweis von (iii) betrachten wir zunéchst, wieder mit der Bernoullischen
Ungleichung

nl/? — (1 + nl/?n _ 1)71 Z 1 =+ n(nl/Qn o 1)

1/2 _ (3.11)
n nl/2  n n-ooo
Also gilt lim n*?" =1, und wegen Regel (3) folgt
n—oo
lim n'/" = lim (p'/?" - n!/?") =1 (3.12)
n—oo n— o0

- Beispiel (iv) ist genau die Aussage von [1.10]
- Zum Beweis von (v) betrachten wir, schon wieder mit Bernoulli:
" > 1+n(z—1)>n"? 02z - 1)
——

>0

o ) (3.13)
= < — 0
zr 2 (z—1) nooo
Dann folgt die Aussage wieder mit (/3):
nk nl/2 2k
i (@T%)") — 0 (3.14)
~—
>1
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- Alle diese Folgen (i)—(v), sowie die Rechenregeln, sind zwar sehr niitzlich, illus-
trieren aber gerade nicht die wesentliche Idee, Folgen zum Herzeigen “neuer” reeller
Zahlen (insbesondere solche in R\ Q) zu beniitzen. Daftir miissen wir aus der Voll-
standigkeit Kriterien entwickeln, die die Konvergenz von gewissen Folgen garantie-
ren, gerade auch ohne, dass wir den Grenzwert a priori explizit kennen. (Vielmehr
wird dann die reelle Zahl als der Grenzwert der fraglichen Folge definiert.)

- Unser Paradebeispiel hierfiir ist die rekursiv definierte Folge

2 -2 oz, 1

— 4+ — 3.15
2%, 2 + Ty ( )

Tpn1 = Ty —

(vgl. (T.17)), welche fiir beliebigen Startwert zy > v/2 die Eigenschaft hat, dass

lim z, = V2, (3.16)

n—oo

was wir als Konsequenz aus unserem ersten grenzwertfreien Konvergenzkriterium
bald beweisen. Zunachst noch eine kleine Ubung;:

Lemma 3.10. Eine Folge (x,)nen konvergiert genau dann, wenn jede ihrer Teilfol-
gen (xp, )ren konvergiert. Es gilt dann

Jiry o, = Ji 517
fiir jede solche Teilfolge.
Beweis. Angenommen, (z,) konvergiert. Sei x := lim, ., z, ihr Grenzwert, und

(xn,) eine Teilfolge. Fiir beliebiges € > 0 sei dann N, so gross, dass |z, — x| < € fir
alle n > N.. Wegen der Monotonie der die Teilfolge parametrisierenden Folge (ny)
gilt ny > k Vk, und damit folgt |z, — x| < e Vk > N..

- Nehmen wir umgekehrt an, dass jede Teilfolge von (z,) konvergiert, so folgt die
Konvergenz von (x,,) bereits aus der Tatsache, dass (z,,) trivialerweise eine Teilfolge
ihrer selbst ist. Damit folgt auch die Aussage zum Grenzwert der Teilfolgen. O]

Beispiel 3.11. Es gentigt nattirlich nicht, wenn irgendeine Teilfolge konvergiert: Die
Folge (ap)nen = (—1,1,—1,...) mit

—1 d
a, = (—1)" = 1 terace (3.18)
+1 n gerade

ist divergent. Die Teilfolge der Glieder mit geradem Index, (by)ren = (a2 )gen (d.h.
ng = 2k, by = agy) ist hingegen konvergent (da konstant gleich +1) mit Grenzwert
1. Ebenso ist (agx_1)kren konvergent mit Grenzwert —1.

- Es gentigt nicht einmal, wenn “in einer Familie von Teilfolgen, welche zusammen
alle Folgenglieder abdecken, alle gegen den gleichen Grenzwert konvergieren”. Sei
zum Beispiel a, = % wenn n von der Form n = p* ist fiir eine Primzahl p, und
a, = 0 sonst (wenn also n keine Primzahlpotenz ist). Dann sind alle Teilfolgen
(an, ke fiir ny, = p* Nullfolgen (die meisten anderen sowieso), aber (a,)p prim iSt

konstant 1 und (a,) selbst ist divergent.
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- Eis ist instruktiv sich zu tiberlegen, dass das Weglassen endlich vieler Folgenglieder
das Konvergenzverhalten nicht &ndert. Als Beispiel hierfiir betrachten wir fiir x € R
die Folge

Wir behaupten, (a,) ist fiir jedes solche = eine Nullfolge. Sei dazu (fiir festes z) Ny

so gross, dass el o % Dann ist fir n > Ny:

Ne¢
n—NO
an] = |, - &
(No+1)---(n—1)-n
 fong] L el (520
(0]

No+1 n—-1 n
<lan,|- 2% =0 fiir n — oo

- Mit dhnlichen Uberlegungen zeigt man, dass fiir z > 1 die Folge

a, = — (3.21)

divergiert (und zwar bestimmt gegen oo). (Ubungsaufgabe)

Wir wollen nun daran gehen, die Supremumseigenschaft von R in die Folgen-
sprache zu iibersetzen. (Fiir den Monotonie-Begriff siche Def. [3.2])

Theorem 3.12 (Prinzip der monotonen Konvergenz). Jede monoton wachsende
und nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen ist konvergent.

Bemerkungen. Ditto jede monoton fallende und nach unten beschrankte Folge. Wenn
wir “bestimmte Divergenz” mit Grenzwert o0 zulassen, so kann die Beschranktheit
fallengelassen werden. Unter Voraussetzung des Archimedischen Axioms ist das Prin-
zip der monotonen Konvergenz dquivalent zur Anordnungs-Vollstandigkeit (Ubungs-
aufgabe).

Beweis von[3.14. Sei (x,) eine monoton wachsende nach oben beschrinkte reelle
Folge. Die Menge T' = {z,|n € N} C R ist dann nichtleer und nach oben beschréankt.
Nach der Supremumseigenschaft (Anordnungsvollstandigkeit) existiert eine kleinste
obere Schranke,

s := sup{z,|n € N} (3.22)

Beh.: lim z, = s
n—oo

Bew.: Fiir jedes € > 0 ist s — € < s, daher keine obere Schranke fiir 7T'. Es existiert
also ein N, mit xzy, > s — e. Wegen der Monotonie gilt dann fiir all n > N,

§ 2Ty 2 TN, >S5 —€ (3.23)
T
s ist obere Schranke
d.h. |z, — s| <€, Vn > N.. Dies impliziert die Behauptung. O
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Bew.: [von (3.16])] Aus den Betrachtungen um folgt, dass (x,) monoton féllt
und nach unten beschréinkt ist. Daher existiert jedenfalls z = lim x,,, und nach den
obigen Rechenregeln gilt

-$>O(dennxn>\/§Vn)

- Die Folge (y,,) mit y, := z,41 konvergiert als Teilfolge von (z,,) ebenfalls, mit dem
gleichen Grenzwert x (s.|3.10)).

- Andererseits gilt wegen («), (9):

I lim 22 4 1i g

r = 1améuy, = 11m — 11m — = — —

Y 2 T 2 @ (3.24)
= =42

Die zweite wichtige Methode zur Vorstellung reeller Zahlen ist:

Theorem /Definition 3.13 (Intervallschachtelungsprinzip). FEine Intervallschach-
telung ist eine Folge von abgeschlossenen und beschrankten (kurz: kompakten) Inter-
vallen ([an, by])nen mit

[an—l-lu bn—l—l] C [a'm bn] vn

und lim (b, — a,) = lim|b, — a,| =0
n—oo

(3.25)

(i) Zu jeder Intervallschachtelung ([a,,b,]) existiert genau eine reelle Zahl x, die in
allen [a,,b,] enthalten ist, d.h.

(e, bu) = {2} (3.26)

(7i) Zu jeder reellen Zahl x existieren (sehr viele!) Intervallschachtelungen mit Durch-
schnitt x.

Beweis. (i) Die Folge (ay,) ist monoton wachsend und nach oben beschrankt (durch
irgendein b,), daher konvergent wegen |3.12| Setze x = lim a,,. Dann gilt « > a,, Vn.
Fir € > 0 sei nun N, derart, dass gleichzeitig

b, —a, <ce€

und  z—a, <e }Vn = (3.27)

(Ersteres ldsst sich erreichen wegen limb, — a,, — 0, letzteres wegen lima, = z.)
Dann gilt Vn > N,

—e<ap—x<b,—x<b,—a, <ce¢ (3.28)

Es folgt limb, = x, und wegen der Monotonie von (b,), dass = < b,, also = €
[an, by] ¥n. Eindeutigkeit von x, und (ii), als Ubung. O
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Warnung: Das Prinzip gilt nicht mit offenen Intervallen. Z.B. ist (2, (0, %) = 0.
Besonders méchtig ist

Theorem 3.14 (Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede (nach oben und unten) be-
schrankte reelle Folge (x,) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. - Da (x,,) beschrankt ist, existiert ein B > 0 so, dass
{z,|n € N} C [-B, B| (3.29)

- Zur Identifikation eines mutmasslichen Grenzwertes definieren wir rekursiv eine
Intervallschachtelung ([ax, bx])ren so, dass fir jedes k gilt:

Bed(k) : [ag, bg] enthilt unendlich viele z,, (3.30)

Dazu der 1. Schritt: Falls in [0, B] unendlich viele z,, liegen, setze [ay, b;] := [0, B].
Andernfalls liegen in [— B, 0] unendlich viele x,, und wir setzen [ay,b;] := [—B, 0].
k-ter Schritt: Sei M := a’“‘l—;rbk‘l Da [ag_1,bx_1] wegen Bed(k — 1) unendlich viele
x, enthélt, enthdlt mindestens eines von [aj_1, M| oder [M, by_1] unendlich viele.
Wir setzen [ay, bx] = [M, bi—1] falls dieses Intervall unendlich viele x,, enthélt, sonst
lag, bx] = [ax_1, M]. Damit ist Bed(k) erfillt und wir kénnen fortfahren.

- Jags1, ber1] C [ak, by ist klar und by, — ay = % k_}—go 0. Es liegt also eine Intervall-

schachtelung vor. Sei x € R ihr Durchschnitt.

- Zur Konstruktion einer Teilfolge (2, )reny mit Grenzwert x sei n; ein Index so, dass
Tp, € [a1,b;] und dann rekursiv ny ein Index, grosser als ng_; so, dass z,, € |ag, bg).
(Der Punkt ist, dass, falls es kein solches n gdbe, dann lagen héchstens endlich viele
Ty, in [ag, bg], ndmlich héchstens alle mit n < ng_;, im Widerspruch zu Bed(k).)

Beh.: 2, — =
k—ro0

Bew.: Fiir ¢ > 0 sei K € N so, dass Zk% < eVk > K. Es gilt z,, € [ax,by] C
lak,brk] VEk > K, ausserdem ist per Definition = € [ag,bx]. Wegen bx — ax < €
folgt |z — | < € Vk > K. O

Bemerkungen. Da wir im Beweis stets das obere Halbintervall bevorzugt haben,
erfiilllt das resultierende z:

x = sup{y | Es existiert eine gegen y konvergente Teilfolge von (x,)} (3.31)
= max{y | Es existiert eine gegen y konvergente Teilfolge von (z,)} '
Man nennt die Elemente der Menge auf der rechten Seite auch die Haufungswerte der
beschréankten Folge (x,) und deren Supremum z den “limes superior”, geschrieben
x = limsup(x,). Dazu dquivalente Charakterisierungen sind:
lim sup(x,,) = min{y | Ve > 0 ist x,, > y + € fiir hochstens endlich viele n.} (3.32)
= inf{y | ,, > y fiir hochstens endlich viele n.} '
Der “limes inferior” ist analog der kleinste Haufungswert.
- Wie bereits angedeutet ist es bei reellen Zahlen und Folgen manchmal bequem, die
Beschranktheitsvoraussetzungen in bzw. fallenzulassen. Man vereinbart
dann etwa, dass fiir eine nach oben (unten) unbeschrinkte nicht-leere Menge T
supT = +oo (infT = —oc0). (Fiir die leere Menge folgen daraus konsequenterweise
inf(()) = 400 und sup()) = —oo.) Damit verallgemeinert man (3.31) zu
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Lemma/Definition 3.15. Sei (z,) C R eine beliebige reelle Folge. Dann ist die
Folge T, := sup{x,, | m > n} monoton fallend, und wir setzen

limsup(x,) = lim 7, € RU{—o00, 00} (3.33)
n—oo

FEbenso ist x, := inf{z,, | m > n} monoton wachsend und wir setzen
liminf(x,) = lim z, € RU{—o00, 00} (3.34)
n—oo

Beweis. Die Monotonie der Folgen (Z,,) (bzw. (z,,)) folgt aus der allgemeinen Tatsa-
che, dass fir T C R und S C T jede obere Schranke von T" auch eine obere Schranke
von S ist. Daher gilt sup S < sup T (bzw. analog inf.S > infT)). O

Zuletzt erreichen wir das Ziel des am meisten eingesetzten Konvergenzkriteriums.

Definition 3.16. Eine Folge reeller Zahlen (x,,) heisst Cauchy-Folge (CF), falls fur
jedes € > 0 ein N, € N existiert derart, dass

|z, — x| <€ fallsn > N, und m > N, (3.35)

Theorem 3.17 (Cauchy-Kriterium). Eine Folge reeller Zahlen konvergiert dann
und nur dann wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Bemerkungen. - Der Vorteil des Cauchy-Kriteriums gegeniiber der urspriinglichen
Definition ist, dass es ohne explizite Erwahnung des Grenzwertes auskommt.

- Das Prinzip der monotonen Konvergenz kommt auch ohne den Grenzwert aus. Al-
lerdings braucht dieses Prinzip die Anordnung von R in direkter Weise. Das Cauchy-
Kriterium tut dies nur “indirekt”, ndmlich iber den Umweg des “Absolutbetrags”.
Dies wird es uns ermoglichen, das Cauchy-Kriterium in einem sehr viel allgemeineren
Kontext anzuwenden, in dem wir keine Anordnung, aber immer noch ein Analogon
eines Absolutbetrags zur Verfiigung haben.

- In der Definition einer Cauchy-Folge wirde die Forderung |z, — xn,.| < € Vn > N,
ausreichen (Ubungsaufgabe). Hingegen ist etwa schon die Forderung |z, — x,| < €
Vn > N, zu schwach.

Der Beweis des Cauchy-Kriteriums ist mit unseren Vorbereitungen relativ ein-
fach. Wir verteilen ihn auf drei Lemmas.

Lemma 3.18. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (2 )nen konvergent mit Grenzwert x. Fiir € > 0 sei N s.d. [z — 2, < §
Vn > N.. Dann gilt fir n > N, und m > N,

]:cn—a:m]§|xn—x|+\x—xm|<§+§:e (3.36)
O]

Lemma 3.19. Cauchy-Folgen sind beschrinkt.
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Beweis. Sei (x,,)nen eine Cauchy-Folge. Fiir € = 1 sei Ny s.d. |z, — x| < 1Vn,m >
Nj. Insbesondere gilt mit m = Ny fir n > Nyt |x,| = |2y, + 20 — 25, < || +1
Vn > Ny. Mit B := max{|xy|, |22, ..., |xN,-1], |zN, |+ 1} gilt dann |z, | < BVn. O

Lemma 3.20. Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis. Nach Lemma ist eine Cauchy-Folge (x,,) jedenfalls beschrankt. Nach
3.14| existiert eine konvergente Teilfolge (x,,) mit Grenzwert x = limy_, o 2, . Wir
behaupten, dass z,, — .

n—oo
Bew.: Fiir € > 0 sei N, derart, dass |z, — @,,,| < € fur n > N, und m > N.. ((z,)
ist eine Cauchy-Folge.) Sodann sei K. derart, dass ng, > N. und |z, —z| < e
(Konvergenz der Teilfolge). Zusammen folgt fiir alle n > N,:

[Tn — 2| <@ — Ty | + [Ty, — | < 2€ (3.37)
Unter Beachtung von (3.4) folgt die Behauptung. ]
Mit 320 und 3.1§] ist auch bewiesen. O

Abschliessende Bemerkungen; Uberabzihlbarkeit von R

Es sei noch einmal betont, dass wahrend die Definitionen und Rechenregeln zur
Konvergenz auch fiir Folgen rationaler Zahlen gegolten héatten, die Konvergenzkri-
teren (monotone Konvergenz), (Cauchy-Kriterium) sowie die Ergebnisse
[3.13] (Intervallschachtelungen) sowie (Satz von Bolzano-Weierstrass) wesentlich
von der Vollsténdigkeit der reellen Zahlen abhéngen.

- Der Preis dafiir, und ein Maf3 fiir die “Irrationalitdt” der reellen Zahlen, ist ihre
Uberabzéihlbarkeit.

Erinnerung. Eine Menge X heisst abzdhlbar, wenn eine injektive Abbildung von
X auf N existiert. Eine solche Menge X ist endlich wenn das Bild einer solchen
Abbildung beschriankt ist, andernfalls abzahlbar unendlich. Aquivalent dazu ist X
genau dann abzéhlbar unendlich, wenn eine surjektive Abbildung N — X existiert,
mit anderen Worten ist dies genau eine Folge (a,) C X mit der Eigenschaft, dass
jedes Element 2 € X von (mindestens) einem a,, getroffen wird. Durch Ubergang zu
einer Teilfolge erhdlt man daraus eine bijektive Abbildung zwischen N und X.

- Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar. Eine Abzéhlung entsteht zu Bei-
spiel, indem man (nach der Null) sukzessive fiir jedes N € N die endlich vielen
rationalen Zahlen aufreiht, deren (gekiirzte) Zahler und Nenner beide nicht grosser
als N sind.

- Man zeige: Eine Abzdhlung von Q hat jede reelle Zahl als Haufungswert. Man sagt,
die “rationalen Zahlen liegen dicht in R”.

Theorem 3.21. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdahlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jede Folge (z,) paarweise verschiedener reeller Zahlen
mindestens eine reelle Zahl h existiert mit A # x,, ¥n € N. (Insbesondere kann also
keine Abzéhlung aller reeller Zahlen existieren.)
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Bew.: - Sei a1 = min{zy,x2}, by = max{zy,x2} und I; = (ay1,b) (das offene Inter-
valll) Wir setzen k; = 1 oder k; = 2 so, dass a; = xy,, und entsprechend [y so, dass
by = x;,. Wegen a; < by ist I; nicht leer und enthélt unendlich viele reelle Zahlen.
Falls nur endlich viele Glieder von (z,,) in [; liegen, so existiert bereits ein h € I,
welches nicht in (z,) vorkommt.

- Wir nehmen daher an, dass unendlich viele Glieder von (z,) in [; liegen, und be-
zeichnen die ersten beiden mit y; und z;. Sei ag = min{y;, 21} und by = max{y;, 21 }.
Dann gilt a; < ag < by < by und wir schreiben Iy = (ag, by) C I;. Es existiert (genau)
ein ko mit as = x, und (genau) ein ly mit by = zy,.

- Wir wiederholen das Verfahren und erhalten entweder ein A nicht in (x,,) oder aber
eine streng monoton wachsende Teilfolge (a,,) = (xy, ) und eine streng monoton
fallende Teilfolge (b,,) = (z;,,). (Die Monotonie von (k,,) und (l,,) folgt aus der
Wahl von y,,, z,, als die ersten Glieder von (z,) in I, und der Schachtelung der
Intervalle.)

- Wegen existiert a = lim,,_o0 @y, und b = lim,,,_,o by, und es gilt a < b und es
existiert ein h € [a, b].

- Wegen der strengen Monotonie von (a,,) und (b,,) liegt h in keiner der beiden
Folgen (Ubung). Wir behaupten, h liegt auch nicht in der urspriinglichen Folge
- Denn angenommen h = z,,,, dann treten nur endlich viele a,, = x, vor h in der
Folge (x,) auf, d.h. es gibt ein letztes d mit k; < n, aber k,, > n, Vm > d.

- Insbesondere gilt kqyq > n., d.h. agyq tritt in der Folge (z,) nach x,, = h auf.
Wegen h € (ap,,by,) Ym steht dies aber im Widerspruch dazu, dass aq; und by,
die ersten Glieder von (x,) im Intervall (a4, bg) sind. O

- Es gibt einfachere Beweise mittels Entwicklung reeller Zahlen in Briiche mit einer
festen Basis (z.B. Dezimal- oder Binérbriiche).

§4 Metrische Raume

Im letzten § haben wir das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz reeller Folgen aus
der Supremumseigenschaft von R hergeleitet, und dabei angekiindigt, dass
(i) fur einen angeordneten Korper das Cauchy-Kriterium (zusammen mit dem Ar-
chimedischen Axiom) eine zur Supremumseigenschaft dquivalente Charakterisierung
der Vollstandigkeit der reellen Zahlen liefert, und
(ii) wir das Cauchy-Kriterium nutzen wollen, um den Begriff der Vollstdndigkeit
auf Situationen auszudehnen, in denen eine Anordnung nicht vorhanden oder sogar
unmoglich ist.

Die Aussage (i) wollen wir hier nicht vollstdndig begriinden, erkldren aber im
Beispiel die zugrundeliegende Idee. Wir konzentrieren uns stattdessen auf die
Ankiindigung (ii), nach geeigneter Abstraktion vom physikalischen Rahmen.

Normierte Vektorraume

Wie bereits im Kapitel |1/ bemerkt, besitzen viele (aber nicht alle, siehe unten) physi-
kalische Messgrossen (in einer gewissen Approximation) eine (affin-)lineare Struktur:
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Sie (oder ihre Differenzen) koénnen untereinander addiert und mit Skalaren multi-
pliziert werden. Bei realistischen (endlich vielen) Operationen geniigen im mathe-
matischen Bild hierzu die rationalen Zahlen als Grundkorper. Zur Quantifizierung
und Verbesserung der Approximation dient ein Abstandsbegriff, und im idealisier-
ten Grenzfall beliebig guter Approximation ist der Ubergang zu den reellen Zahlen
unumganglich.

- Typisches Beispiel fir eine solche Struktur ist der (beispielsweise aus der Mechanik)
vertraute n-dimensionale euklidische Raum, die Menge der n-Tupel reeller Zahlen

R”:{m:(xl,...,x”)T:

e R} (4.1)

xn

mit den tblichen Verabredungen. (Beachte insbesondere, dass wir hauptséchlich
Spaltenvektoren und die Koordinatenindizes oben schreiben.) Hier ist “der Abstand”
zwischen z,y € R" die nicht-negative reelle Zahl

L N 1/2

dp(z,y) = (Y@~ y)?) (4.2)

i=1
Zur Isolierung der wichtigen mathematischen Strukturen halten wir fest:
- Haufig ist der physikalische Konfigurationsraum der R™ nicht als Vektorraum, son-
dern nur als affiner Raum: Ohne Beobachter ist kein Ursprung ausgezeichnet, und

eines der Merkmale des euklidischen Abstandes ist ja gerade seine Translationsinva-
riantz, d.h. d(x + &,y + &) = d(z,y) V& € R™.

Definition 4.1. Ein affiner Raum {iber einem Korper K ist eine Menge A zusammen mit
einem K-Vektorraum V und einer Abbildung § : A x A — V mit den Eigenschaften, dass
(i) 6(z,y) +6(y, 2) = 6(x, 2) Vo,y,z € A

(i) Vee A,veV Jiye A: d(y,xz) =v

- Die Bedingung (ii) besagt, dass fiur jedes x € A die Abbildung 6, : A — V,y — (y, z)
eine Bijektion von A auf V' ist. (i) driickt aus, dass diese Identifikationen (0, fiir variables
x € A) mit der Vektorraumstruktur auf V' vertraglich sind: Die Gleichung

0=(y) = 6(y,2) = 0(y, ) + 6(x, 2) = bz (y) + 6(2, 2) (4.3)

besagt gerade, dass die in z basierte Identifikation, J,, sich von der in x basierten, §, durch
die (von y unabhéngige) Translation um §(z, z) unterscheidet.

- Etwas intuitiv ist ein affiner Raum ein Vektorraum, in dem der Ursprung “vergessen”
wurde und jetzt jeder Punkt einen gleichberechtigten Anspruch darauf erhebt.

- Ist beispielsweise V' ein Untervektorraum eines “grosseren” K-Vektorraums W, und w €
W, w # 0, so ist die Menge A := V+w C W = {v+w | v € V'} kein Untervektorraum, aber
immer noch ein affiner Unterraum (zum Vektorraum V). (Solche affinen Rdume sollten
von der Losung inhomogener linearer Gleichungssysteme bekannt sind.)

- Der euklidische Abstand entstammt auf dem R™ als “Vektorraum der Abstands-
vektoren” dem euklidischen inneren Produkt

(& m) = Z &y’ (4.4)
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das physikalisch die Winkelmessung abbildet. (In diesem Zusammenhang ist (4.2))
der n-dimensionale Satz des Pythagoras.) Es gilt namlich:

dp(z,y)? = (x —y,z —y) (4.5)

Zur Diskussion der Vollstandigkeit benotigen wir diese zusétzliche Struktur aber
nicht, sondern nur die Eigenschaften der Funktion v +— dg(v,0) (“Abstand vom
Ursprung”) auf dem zugrundeliegenden Vektorraum:

Definition 4.2. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Funktion
mit den Eigenschaften

Homogenitat: ||Av|| = |A| - ||v]] VAERveV
Positivitat: |jv]| >0 You #0 (4.7)
Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v]| + ||w]]

Ein solches Paar (V) ||-||) heisst normierter Vektorraum.

Bemerkungen. Man trifft die gleiche Verabredung fiir einen komplexen Vektorraum,
mit |-| = Absolutbetrag auf C, mit der Einbettung Q — R auch fiir einen rationalen
Vektorraum.

Beispiel 4.3. Fir n > 1 ist der R™ mit der euklidischen Norm (auch “2-Norm”)

lelle = (3697) " = 6.9 (1)

i=1

ein normierter Vektorraum. (Der Fall n = 1 ist bereits aus bekannt.) Zum

Nachweis halten wir zunéchst die charakteristischen Eigenschaften des euklidischen
inneren Produktes (4.4]) fest:

Lemma 4.4. Fir alle £,n,( € R™ gilt

(&m) = (n,¢)
(Bi-)Linearitit: (€ + An,¢) = (£, ¢) + A(n, ()

{

|

Symmetrie:

. oy (4.9)
Positiv Definitheit: (£,€) >0 falls £ #0

(& ml < 1I€ll2 lInll2

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften verifiziert man durch direktes Nachrechnen.
Die dritte folgt aus der Positivitdt von Quadratzahlen (s. bereits Zur Cauchy-
Schwarz-Ungleichung: Fir n = 0 (< ||n|ls = 0) ist die Aussage klar. Fiir n # 0,
beliebiges &, sei

_ &)

i3

Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(4.10)
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Dann gilt: Deutung:
0 < 1€ = Mllz = [Igll2 + A*[Inllz — 22{&,m)
Em?  Emn)?’
= I3 + -2
R Inll3
(€ m)?
= [l€ll3 -
Il
= (& <€z - Il
(4.11)
Durch Wurzelziehen folgt mit die Behauptung. ]

Die Homogenitét der euklidischen Norm (4.8)) folgt nun aus der Bilinearitit des
inneren Produkts sowie die Positivitdt aus der Definitheit. Die Dreicksunglei-
chung aus der Rechnung und Abschatzung

1€+ nll> = €I + 1> +2¢6m) < N€I2 + lInll> +201&0 - nll = (€]l + [nll)” (4.12)

wieder durch Wurzelziehen. [l
Obwohl geometrisch anschaulich und wohlvertraut ist die euklidische Norm (u.a.
wegen der Wurzel!) nicht fiir alle Zwecke am nititzlichsten. Hier sind einige andere.

Beispiel 4.5. Die Funktion |||, definiert durch
2] == max{|z’| | i =1,...,n} (4.13)

ist eine Norm auf R"™. Homogenitat und Positivitat sind klar, die Dreiecksungleichung
folgt aus [1.§] via

Iz + ylloo = max{|a’ +y'[} < max{[a’[} + max{[y']} = l|2lloc + ¥l (4.14)

Ausfiihrlicher: Es gilt max{|z’+y|} = |2% 4| fiir ein gewisses i, € {1,...,n}. Fir
dieses i, gilt erstens |z% +y*| < |2 |+ |y™ | wegen der gewdhnlichen Dreiecksunglei-
chung, und weiters |z%| < |2?| Vi, d.h. 2| < max{|z’|}, ebenso |y*| < max{|y’|},

zusammen dann (4.14]).

- Ebenso ist

]l =) || (4.15)
i=1
eine Norm auf R".

- In vielen (mathematisch abstrakten, aber auch physikalisch motivierten) Situatio-
nen ist es sogar zweckmassig, die Abstandsmessung ohne Bezug auf lineare Struk-
turen einzufithren.

Definition 4.6. Ein metrischer Raum (sc. iiber R) ist eine Menge X zusammen
mit einer Abbildung (“Abstandsfunktion”)

dX:dZXXX%R20:{$€R|I’ZO} (416)
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mit den Eigenschaften:

Symmetrie: d(x,y) =d(y,x) Vr,y € X
Positivitat: d(z,y) =0 =1y (4.17)
Dreiecksungleichung: d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) Vz,y,z € X

Beispiel 4.7. - Auf der Einheitssphéare
S?={rcR® ||zl =1} CR? (4.18)

im  drei-dimensionalen  euklidischen = Raum ist
ds2(x,y) = arccos(z,y) € [0,7], der orthodromi-
sche Abstand, definiert als die Lénge des kiirzeren
Grosskreisabschnittes zwischen x und vy, erhéltlich
als Schnitt von S? mit der durch x # y und dem
Ursprung aufgespannten Ebene (auch bekannt als
geodéatischer Abstand). Beachte hierzu, dass wegen der
C.S.U. Va,y € S? (z,y) € [-1,1], mit eindeutigem
Zwischenwinkel in [0,7]. Wir zeigen hier nicht die
Dreiecksungleichung, bemerken aber, dass in diesem
Beispiel die Bildmenge von dg2 beschrankt ist.

- Gangz allgemein ist fiir irgendeine Menge X

0 fallsx =y

(4.19)

1 sonst

dx(-T,y) = {

eine Abstandsfunktion und damit (X, dx) ein metrischer Raum.
- Ein praktisches Beispiel ist B = (Menge der Bahnhofe der Deutschen Bahn) mit

ds(A, B) = Dauer der kiirzesten Verbindung von A nach B (4.20)

- Zuletzt das motivierende Beispiel:

Lemma 4.8. Sei (V,|-||) ein normierter Vektorraum. Mit dj(v,w) = [[v — w||
als Abstandsfunktion wird (die) V' (zugrundeliegende Menge) zu einem metrischen
Raum. dy. erfillt die Eigenschaften

Translationsinvarianz: — d (v +u,w + u) = dj.|(v,w)

4.21
Homogenitit: dj.j(Av, \w) = |A|d). (v, w) (4.21)

- Ist umgekehrt V' ein Vektorraum mit Abstandsfunktion dy, mit diesen Figenschaften
(4.21)), so wird V' durch ||v||q := dy(v,0) zu einem normierten Vektorraum.

Beweis. Leichtes Umschreiben der drei Eigenschaften aus M auf die in und
(4.21)), und umgekehrt. 0

Wir kénnen nun daran gehen, den Vollsténdigkeitsbegriff auf metrische Raume
(iber R) und damit insbesondere auf normierte Vektorrdume auszudehnen. Wir er-
innern hierzu kurz daran, dass wir in Folgen (und Teilfolgen) mit Werten in
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allgemeinen Mengen X eingefiihrt hatten, und fiir X = R an die Definition einer
Cauchy-Folge in [3.16] Die wesentliche Beobachtung ist, dass im Cauchy-Kriterium
die Anordnung von R nur mmittels des Absolutbetrags | - | : R — R eingeht
und fiir die meisten Eigenschaften des Konvergenzbegriffs sogar nur die Dreiecksun-
gleichung.

Definition 4.9. - Eine Folge (xj)ken in einem metrischen Raum (X, d) heisst kon-
vergent gegen r € X H falls Ve > 0 ein K, existiert so, dass

d(z,zy) <e Vk>K, (4.22)
- Eine Folge (x}) heisst Cauchy-Folge, falls Ve > 0 ein K, existiert so, dass
d(xg,x;) <e falls k> K. und | > K, (4.23)

- Ein metrischer Raum heisst Cauchy-vollstindig (oder nur vollstandig), falls jede
Cauchy-Folge in X konvergiert.

Definition 4.10. Ein normierter Vektorraum heisst vollstandig, wenn der gemaéss
4.8| zugehorige metrische Raum vollstandig ist. Ein vollstdndiger normierter Vektor-
raum heisst auch Banach-Raum.

Bemerkungen. Wie bei R zeigt man leicht, dass Grenzwerte eindeutig sind (dies
basiert auf d(z,y) < € Ve > 0 = x = y, vgl , und dass jede konvergente
Folge eine Cauchy-Folge ist (Dreiecksungleichung!). Der wesentliche Punkt ist also
Cauchy-Folge = Konvergenz.

- Man beachte auch wieder, dass eine Folge genau dann gegen x € X konvergiert
wenn d(z, xy) eine Nullfolge ist, s. (Der Versuch einer entsprechende Charakteri-
sierung von Cauchy-Folgen in X {iber ihr Bild unter d wére aber offenbar unsinnig.)
- Fiir eine konvergente Folge (r,) C X in einem metrischen Raum schreiben wir
ebenfalls lim,,_,o, x, € X fiir ihren Grenzwert.

Beispiel 4.11. Die Menge der rellen Zahlen R, ausgestattet mit der Abstands-
funktion dg(x,y) = |x — y| ist ein vollstdndiger metrischer Raum im Sinne von
(siehe Theorem . Um mit der Ordnungsvollstandigkeit aus zu vergleichen,
und damit der Ankiindigung (i) auf S. etwas Substanz zu verleihen, bemerken
wir Folgendes: Ist K ein angeordneter Archimedischer Korper, so kénnen wir den
Absolutbetrag | - [k, definiert tiber (1.11)), nach Thm. auffassen als Abbildung
K — R>p, und man priift sofort, dass durch dx(z,y) = |z — y|x eine Abstandsfunk-
tion im Sinne von erklart wird. Es gilt dann:

Beh.: Ist K mit dieser Abstandsfunktion ein vollstandiger metrischer Raum, so ist
K ordnungsvollstandig, d.h. jede nicht-leere nach oben beschrankte Menge besitzt
eine kleinste obere Schranke. M.a.W. ist K = R.

SElemente von X werden normalerweise als Punkte bezeichnet, Limites von Folgen aber oft
wieder als “Grenzwerte”.
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Bew.: (Skizze) Sei T' C K nicht leer und 7' < B fiir ein B € K. Mit € T setze

la1,b1] = [x — 1, B] und definiere rekursiv fur k = 1,2,.. ..
ay + by
mp ‘=
2

(i1, bpy1] = {[ak, my]  falls [my, bp] NT =) (4.24)

[mk, bk] falls [mk, bk] NnT 7é @

Die Folge ([ak, bx])ken ist dann eine Intervallschachtelung in K (1) (Hier ist es wichtig,
dass |by — aplx = 217%|by — a1|x wegen bereits in K eine Nullfolge ist, da K
Archimedisch ist.), und man zeigt ohne grosse Miihe, dass (ay), (bx) Cauchy-Folgen
sind, deren gemeinsamer Grenzwert s = lim a; = lim by eine kleinste obere Schranke
von T ist. (Alle by sind obere Schranken von 7', und fiir jedes € > 0 ist by — € < ay
fir k gross genug keine obere Schranke, da [ay, b] N T # 0 Vk.)

Beispiel 4.12. Die Beispiele und aus [4.7] sind vollstdndige metrische Réu-
me (Ubungsaufgabe). Ebenso ist ein vollstandiger metrischer Raum, was wir
aber noch nicht ganz beweisen kénnen.

- Der Korper der rationalen Zahlen ist mit dem Absolutbetrag ausgestattet als me-
trischer Raum (tiber R) aufgefasst nicht vollstandig.

- Die natiirlichen Zahlen N mit der Abstandsfunktion d(n,m) = ’% — %‘ sind ein
unvollstandiger metrischer Raum: Die Folge z, = n ist eine Cauchy-Folge ohne
Grenzwert in N.

- Andererseits ist N mit der Abstandsfunktion d(n,m) = |n — m/| ein vollstindi-

ger metrischer Raum: Ab ¢ = 1 ist jede Cauchy-Folge konstant, also insbesondere
konvergent.

Proposition 4.13. Der Vektorraum R™ mit der Norm ||-||oc aus[4.13 ist vollstindig.

Beweis. Sei (zy)reny C R™ eine Cauchy-Folge. Fiir beliebiges € > 0 sei K. so, dass
|zr — x1]|oo < € falls k,1 > K.. Dann folgt aus der fir alle ¢ = 1,...,n und alle
y € R™ giiltigen Abschéatzung

ly'| < max{[y'|[i =1,....n} = [lylle (4.25)

dass |zt — zi| < ||z — 3iljee < € VE,I > K.. Fiir jedes i ist also die Folge der
Komponenten (4 )zen eine reelle Cauchy-Folge. Wir setzen z' = limy,_,, 7} (geméss
3.17) und behaupten, dass limy o 74 = 7 = (21,...,2™)7, jetzt im Sinne von 4.9

Fiir € > 0 seien dazu fir i = 1,...,n K! so, dass |z}, — 2| < € falls k > K'. Mit
K. = max{K! | i = 1,...n} gilt dann ||z — z4||o= max{|z’ — zL|} < e fir alle
k> K.. [

In ganz dhnlicher Weise kann man zeigen, dass auch (R",||-||2) vollstindig ist,
und unsere eingangs gestellte Aufgabe ist damit weitgehend erfiillt. Vor weiteren
Beispielen wollen wir aber noch im Rahmen der allgemeinen Theorie der metri-
schen und normierten Raume der Frage nach der Eindeutigkeit der Konvergenz-
und Vollstandigkeitsbegrife nachgehen. Ohne weiteres lasst sich hier zwar nur wenig
sagen, wie das Beispiel von N oben illustriert. Die Forderung nach Vertraglichkeit
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mit algebraischen Strukturen aber schrinkt die Moglichkeiten wieder stark ein, und
fiir endlich-dimensionale reelle Vektorraume ist das Resultat tatsédchlich eindeutig.
(Inwiefern dies auch fiir physikalisch interessante nicht-lineare kontinuierliche oder
diskrete Strukturen gilt, ist eine hochstinteressante Frage, die wir aber hier weder
stellen noch beantworten.)

Mit Blick auf , dass wir zur Konvergenz einer Folge das “e > 0 nur bis auf
einen konstanten Faktor schlagen miissen”, erklaren wir:

Definition 4.14. Sei V ein reeller Vektorraum. Zwei Normen ||-||, und ||-||z auf V'
heissen dquivalent, falls reelle Konstanten ¢ > 0 und C' > 0 existieren so dass fur
alleveV

¢ fvlla < lvlls < C-lvlla (4.26)

(Physikalisch entspricht etwa das Reskalieren der Norm um einen konstanten Faktor
einfach einer anderen Wahl des Massstabs.) Durch Umschreiben der Ungleichungen
auf £ - ||lvllg < |Jv]la < % |lv]|p sieht man, dass dies eine Aquivalenzrelation
(reflexiv, symmetrisch und transitiv) auf der Menge der Normen auf V' definiert. Es
gilt dann:

Lemma 4.15. (i) Fine Folge (x,) C V konvergiert genau dann beziglich |||«
(gemeint ist hier: im metrischen Raum (V,d,), wo d, die zu |||, gehorige Ab-
standsfunktion ist, man sagt auch “konvergiert in der Norm”) wenn sie beziglich
I-||g konvergiert. Der Grenzwert ist der gleiche.

(7i) Eine Folge (x,) C V ist genau dann eine Cauchy-Folge beziglich ||-||, wenn sie
eine Cauchy-Folge beziglich ||-||z ist.

(ii7) (V, |||la) ist genau dann vollstandig, wenn (V. ||-||s) vollstindig ist.

wie man leicht verifiziert. O
- Fiir ein Andermal: Fiir metrische Raume fithrt das Ersetzen der Normen in (4.26))
durch die Abstandsfunktionen auf den Begriff der “strengen Aquivalenz”, der zwar
sinnvoll ist, i.A. aber starker als der Vergleich tiber Konvergenz von Folgen bzw.
der induzierten Topologien, bei dem die konstanten ¢, C' noch von Punkt zu Punkt
variieren konnen. Gilt in (4.26)) nur die zweite Ungleichung, so heisst ||-||, stdrker als
|-l - Konvergenz in ||-||, impliziert dann Konvergenz in ||-||3, aber nicht notwendig
umgekehrt.

Beispiel 4.16. Auf R" sind die oco- und 2-Norm aquivalent:
- Aus [2°]2 <30 |27]? Vi folgt [27| < [|z]|2 Vi und daher [|z]lo < [z
- Andererseits gilt

S 127? < n - max{fat 2} = nlz))% (4.27)

j=1

also ||z]]2 < v/nl|z||e. Es gilt also (4.26) mit « =00, 8 =2, ¢c=1und C = /n.
- Mit folgt insbesondere, dass auch der euklidische Raum mit Abstandsfunktion
(4.2) vollstéandig ist. Dies ist kein Zufall:

Theorem 4.17. Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen (reellen oder
komplexen) Vektorraum sind dquivalent.

Zur Vorbereitung des Beweises etwas Kontext.
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Topologische Grundbegriffe

Die grundlegende Beobachtung ist die folgende: Sei (X, d) ein metrischer Raum, und
T C X eine Teilmenge. Dann erfiillt die Einschrénkung

dT = d‘TXT I'xT—R (428)

trivialerweise wieder alle Eigenschaften einer Abstandsfunktion, d.h. (T, d|rx7) ist
in natiirlicher Weise ein metrischer Raum. Beim Vergleich zwischen Konvergenz in
T und Konvergenz in X trifft man dann auf die folgende Unterscheidung.

Definition 4.18. (i) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heisst abgeschlos-
serﬁ, falls fir jede Folge (x)ken in A, welche als Folge in X konvergiert, der Grenz-
wert x = limxy, in A liegt.

(i) Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes heisst offen, falls Vo € U ein € > 0
existiert so, dass die “e-Kugel um 2” voll in U enthalten ist, d.h.

B(z)={ye X |dz,y)<e} CU (4.29)

- Insbesondere sind fiir x € X und R > 0 die offenen Kugeln (vgl. (2.16])):
Ba(r) = {y € X | d(z,y) < R} (430)

offen in X: Fir y € Bg(x) gilt per Definition R — d(z,y) > 0 und es existiert noch
ein € > 0 mit ¢ < R — d(x,y). Aus der Dreiecksungleichung folgt dann Vz € B.(y):
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < e +d(z,y) < R, d.h. also B.(y) C Bg(z).

- Typische Beispiele abgeschlossener Mengen sind die “abgeschlossenen Kugeln”

Br() = {y € X |d(x,y) < R} (4.31)

Bew.: Es sei (yx) C Bgr(x) konvergent gegen y € X. Dann gilt Ve > 0: d(z,y) <
d(x,yr) + d(yk,y) < R+ e fur k gross genug. Es folgt also d(y,z) < R+ € Ve > 0,
und dies geht nur wenn d(y, z) < R.

- Die offenen/abgeschlossenen Kugeln von R mit der tiblichen Abstandsfunktion sind
genau die (beschrankten) offenen/abgeschlossenen Intervalle. Es gibt aber kein gutes
allgemeines Analogon der halboffenen Intervalle.

- Fir X = R” und d = dy aus sind die By und
Bpg einfach die euklidischen Vollkugeln mit bzw. ohne R
die Kugelfliche. Fir d = d4, aus sind es Quader V2R
der Kantenlinge 2R. Die Aquivalenz der Normen m

besagt, dass in jede Kugel noch ein Quader passt und R
umgekehrt. >
- In einem metrischen Raum vom Typ (4.19)) ist Vo € X:
X fallsR>1 X falls>1
Bgr(z) = Bgr(z) = - (4.32)
{z} falls R<1 {z} falls R<1

- Man beachte, dass “offen” und “abgeschlossen” sich nicht gegenseitig ausschliessen.
Insbesondere sind X und die leere Menge (bei geeigneter Verabredung) beides, so
dass gilt:

Sman denke sich dazu: unter Folgenkonvergenz
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Lemma 4.19. U C X st offen <= X \ U ist abgeschlossen.

Beweis. Fiir U = () oder X \ U = () ist die Aussage wahr. Andernfalls:

“=": Sei (x) C X \ U eine in X konvergente Folge mit Grenzwert x = limz;, € X.
Wire z € U so gabe es ein €, > 0 so dass B, (x) C U. Wegen der Konvergenz der
Folge gibt es ein K, so dass d(z,xy) < €, d.h. zy € B, (z) Yk > K. Dies steht im
Widerspruch zu 2, € X \ U. Es muss also x € X \ U gelten, und daher ist X \ U
abgeschlossen.

“«<" Sei x € U. Gébe es kein € > 0 mit B.(x) C U, d.h. wire fur jedes € > 0
Be(z) N (X \U) # 0, so gébe es insbesondere fiir jedes k € N ein x;, € By(z) N
(X \ U). Die Folge (x) C X \ U konvergierte dann gegen x € U, im Widerspruch
zur Abgeschlossenheit von X \ U. Es muss also ein € > 0 geben, fir das B.(z) C U,
und daher ist U offen. O

Man kann auch die Offenheit einer Teilmenge durch die Konvergenzeigenschaften
von Folgen charakterisieren:

Lemma 4.20. U C X ist offen <= Fir jede Folge (x;) C X, welche gegen ein
x € U konvergiert, liegen fast alle zy, in U. (Fast alle heisst: “bis auf endlich viele”)

Beweis. “=": Sei € > 0 so, dass B.(z) C U, und K, so, dass d(z,x;) < e falls
k > K.. Dann ist x; € B.(x) C U Vk > K..

“«<=”: Ware U nicht offen, so gébe es fir ein z € U fir jedes k € N ein z;, €
Bii(x) \ U. Es gilt x;, — x aber kein x;, liegt in U. O

Ist der umgebende metrische Raum fixiert, so sagt man statt “offene/abgeschlos-
sene Teilmenge” auch “offene/abgeschlossene Menge”.

Proposition 4.21. (i) Ist I eine beliebige Menge, und (U;);cr eine durch I indizierte
Familie offener Mengen, so ist ihre Vereinigung

Uu (4.33)
iel
wieder offen.
(ii) Ist E eine endliche Menge, und (U,);cp eine durch E indizierte Familie offener
Mengen, so ist thr Durchschnitt
ﬂ Ui (4.34)
i€k
wieder offen.
Komplementdr dazu ist die endliche Vereinigung und der beliebige Durchschnitt
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Beweis. (i) Fir beliebiges @ € V := |J,.; U; existiert mindestens ein i, € I so
dass # € U;,. Da U, offen ist, existiert ein ¢;, > 0 so dass B, (v) C U;. Es folgt
B, (x) CV.

(ii) Fir jedes x € D := (,cx U; gilt: x € U; Vi € E. Da die U; offen sind, existiert
daher fiir jedes i € E ein ¢; > 0 so dass B, (z) C U;. Mit ¢ = min{¢; | i € E} > 0
gilt dann B(x) C U; Vi € E, also B.(x) C D.

Die Aussagen fir abgeschlossene Mengen tiberlegt man sich entweder direkt oder

durch Anwendung der DeMorganschen Gesetze und 4.19, O
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Der beliebige Durchschnitt offener Mengen ist nicht notwendig offen. Erklare wo
der Beweis schief geht, und gib ein Gegenbeispiel!

Lemma 4.22. FEine abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Rau-
mes ist vollstindig (als metrischer Raum fir sich).

Beweis. Sei (X, dx) ein vollstdndiger metrischer Raum, und A C X eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Die Abstandsfunktion auf A ist dy = dx|axa (s. ) Ist daher
(xr) C A eine Cauchy-Folge bzgl. d4, so ist sie trivialerweise auch als Folge in X
beziiglich dx eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstédndigkeit von (X, dx) ist (zy)
konvergent in X und wegen der Abgeschlossenheit von A liegt ihr Grenzwert in A.
Jede Cauchy-Folge in (A, d4) konvergiert also in A, d.h. (A, d4) ist vollstandig. [

Definition 4.23. Wir nennen einen metrischen Raum (X, d) beschrankt, falls die
Teilmenge

{d(z,y) |2,y € X} (4.35)
von R beschrankt ist, m.a.W. falls eine Zahl M > 0 existiert so dass d(z,y) < M

Va,y € X. Falls X # (), so heisst das Supremum der Menge (4.35)) der Durchmesser
von X, geschrieben diam X.

- Wir wenden diesen Begriff des Durchmessers auch auf (nicht-leere) Teilmengen
von X mit der eingeschriankten Abstandsfunktion an. (Man beachte dabei, dass der
Durchmesser nicht angenommen werden muss, z.B. fiir offene Kugeln im R™.) Damit
erhalten wir eine niitzliche Verallgemeinerung des ”Intervallschachtelungsprinzips”

B.13

Proposition 4.24. Sei (Ax)ren C P(X) eine Folge von Teilmengen eines vollstin-
digen metrischen Raumes (X,d) derart, dass gilt:

(i) Yk € N ist Ay, nicht-leer, abgeschlossen und beschrankt.

(ZZ) Ak+1 C A, VE

(1i7) diam Ay — 0 fiir k — oc.

Dann existiert genau ein x € N2, A;.

Beweis. Wahle fir jedes k € N ein x; € A. Wegen der Schachtelung ist (zy) eine
Cauchy-Folge, und fiir jedes [ € N liegen fast alle Glieder von (xy) in A;. Wegen der
Abgeschlossenheit von A; liegt dann der Grenzwert x = lim x; in jedem A;, also in
N2, A;. Ist y ein (a priori) anderer Punkt in N2, A, so folgt d(x,y) < € Ve > 0, d.h.
Yy =z ]

Zum Schluss kehren wir zu R” zuriick und beweisen die folgende Verallgemeine-
rung des Satzes von Bolzano-Weierstrass:

Proposition 4.25. Jede beschrinkte Folge (x)) C R™ besitzt eine konvergente Teil-
folge.

Bemerkungen. Wir machen diese Behauptung fiir jede Norm auf R”. Zum Beweis
zeigen wir die Aussage zunachst fiir die Norm ||| unter Benutzung der bereits be-
wiesenen Vollstindigkeit von (R™, ||-[|s) (s.[£.13). Anschliessend benutzen wir dieses
Resultat, um zu zeigen, dass alle Normen auf R" dquivalent sind, d.h. [£.17} Daraus
folgt dann mit Argumenten wie bei dass mit jeder Norm gilt.
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Beweis von fir |||lo- In Imitation des Beweises von konstruieren wir zu-
néchst eine Folge (4;);en wie in mit der Eigenschaft, dass jedes A; unendlich
viele xy enthdlt: Da {z; | k& € N} beschrankt ist, existiert ein R > 0 so, dass
lzklloo < R VE, d.h.,

(zx) € Br(0) = {y € R" | [lylloc < R} = [-R, R]" (4.36)

Laut (4.31) sind die Bg(0) (geometrisch gesehen Quader) abgeschlossen. Im ersten
Schritt teilen wir Bg(0) in 2™ Teile,

Brp((£5,£5, ... £5)7) (4.37)

vom Durchmesser R, und wéhlen fiir A; einen dieser Quader, welcher unendlich
viele Folgenglieder enthélt. Wir verfahren analog im [-ten Schritt, erhalten eine
Schachtelung mit den gewiinschten Eigenschaften, und setzen {x} = Ny°, A;. Eine
Wahl z, € A; so, dass (k;) streng monoton wéchst, liefert eine gegen x konvergente
Teilfolge (xy, ). O

Bemerkungen. Fir eine unendliche Menge, ausgertistet mit der Abstandsfunktion
4.19 ist die Aussage offenbar falsch. Wegen der Unendlichkeit von X existiert eine
injektive Folge, die aber in dieser Metrik sicher keine Cauchy-Folge ist. Der Beweis
scheitert daran, dass man fiir R < 1 unendlich viele Kugeln vom Radius R braucht,

um X zu iiberdecken, vgl. (4.32).

Proposition 4.26. Sei ||| eine beliebige Norm auf R™. Dann ezistieren Konstanten
c >0, C >0 so, dass fiir alle x € R"

¢ zfloe <zl < C-flzflo (4.38)
i-te Stelle
Beweis. Sind fir i = 1,...,n¢; = (0,...,1,...,0)7 die Elemente der Standardba-
sis des R™, so folgt fir © = " | a’e; mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der
Homogenitat von ||-||:

lzll <> 12| - fleall < - max{ e} - [llo (4.39)
i=1

Damit haben wir C' gefunden, und nach den Bemerkungen zu folgt bereits, dass
Konvergenz in ||| Konvergenz in ||-|| impliziert. (Aus folgt namlich, dass die
e-Kugel bzgl. ||-|| die ¢/C-Kugel bzgl. ||-||« enthéilt. Eine Folge lauft daher in der
e-Kugel bzgl. ||-|| sobald sie in die ¢/C-Kugel bzgl. ||-|| hineingelaufen ist.)

Den Beweis der Existenz von c fiihren wir indirekt. Wir nehmen also an, es gabe
kein ¢ wie verlangt. (Dies bedeutet anschaulich, dass eine gewisse (oder wegen der
Homogenitdt der Normen dazu dquivalent, jede) Kugel bzgl. |||« keine (noch so
kleine) Kugel bzgl. ||-|| enthélt.) Dann gibt es insbesondere fiir jedes k ein 7, € R™
mit [|Z]| < +||Zk] - Es folgt Zx # 0 und mit ), := @4/||Zx]| erhalten wir eine
Folge (x}) mit

und ||kl =1 (4.40)
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(Die Existenz von (zj,) besagt, dass keine der 1/k-Kugeln bzgl. ||-|| in der (abgeschlos-
senen) Einheitskugel bzgl. |||« liegt.) Die Folge (zy) ist bzgl. ||| beschrénkt, und
besitzt daher nach eine konvergente Teilfolge (xy,). Deren Grenzwert z erfiillt
noch ||z||.c = 1. Andererseits folgt aus obiger Konvergenzimplikation, dass auch
|z — xy,|| = 0 fiir [ — oo, und dann aus

l|z|| < ||z — x| + |2kl = 0 firl — oo (4.41)
dass [|z|| = 0, d.h. x = 0, ein Widerspruch zur Positivitdt der Norm ||-]|. O

Da jeder endlich-dimensionale Vektorraum durch Auszeichnung einer Basis isomorph
zum R” mit der Standardbasis ist, haben wir zusammengenommen sowohl als
auch vollstandig bewiesen. O

Man beachte noch, dass diese Aussagen nicht fiir unendlich-dimensionale Vektor-
rdume gelten. In solchen Fillen muss man die Vollstédndigkeit getrennt sicherstellen.

Lineare Abbildungen

Die meisten Konvergenziiberlegungen in diesem Kurs betreffen Folgen in normierten
Vektorraumen. Fiir solche Folgen gelten Rechenregeln wie («) und (7y) aus|3.9|sinn-
geméss weiter, d.h. lim(zy, + y;) = limzy + lim y, und lim||zx|| = [|lim 2 ||. Um die
Verallgemeinerung der Regel (/) zu formulieren, muss auf dem Vektorraum iiber-
haupt erst eine Multiplikation erklart sein, und die Vertraglichkeit mit der Norm
schrankt die Moglichkeiten fiir letztere weiter ein. (Gemeint ist hier eine “echte”
Multiplikation V' x V' — V' und nicht etwa ein “inneres Produkt” mit Werten im
Grundkorper.)

- Ein Beispiel hierfiir ist der Korper C der komplexen Zahlen. Als reeller Vektorraum
ist C = R? und daher ist er wie eben gezeigt in jeder Norm als metrischer Raum iiber
R vollsténdig. Unter allen moglichen Normen ist aber der komplexe Absolutbetrag,
per Definition gleich der euklidischen Norm

2] = (2% + y*)"% = ||(z,9) ]2 (4.42)

durch die Vertréaglichkeit mit der Multiplikation ausgezeichnet. Fiir alle 21,29 € C
gilt |21 - 20| = |21] - |22], siehe [§2] Die Maximumsnorm ||-||» hat diese Eigenschaft
nicht, denn beispielsweise ist ||(3,2)(2, —1)|lec =8 # 6 = [|(3,2) || - [|(2, —1)|0o- Mit
dem Absolutbetrag als Norm gelten dann sowohl 3.9| (5) als auch (¢).

- Ein vergleichbares Beispiel sind die aus den Ubungen bekannten Quaternionen, mit
dem Unterschied, dass die quaternionische Multiplikation auf R* nicht kommutativ
ist.

Beispiel 4.27 (Matrix-Algebra). Wir erinnern zunéchst daran, dass fur zwei (relle)
Vektorrdume V und W der Raum der linearen Abbildungen
HOIIIR(‘/, W) = {A VW | A()\Ul + UQ) = >\A(’01) + A(UQ)} (443)

durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation in natiirlicher Weise zu einem
reellen Vektorraum wird. (A; + A2)(v) := A;(v) + Aa(v) ete.
- Ist U ein weiterer Vektorraum, so ist die multiplikativ aufgefasste Verkniip-

fung Hom(W,U) x Hom(V, W) — Hom(V,U) distributiv tiber die Addition, d.h.
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B(A; + As) = BA; + BAy und (B + B3)A = BiA+ ByA. Im Falle V. = W
wird damit Homg(V, V') =: Endg(V) zu einer assoziativen Algebra mit Eins tiber
R. Im Unterschied zu Kérpern ist die Multiplikation i.A. nicht kommutativ und es
existieren nicht notwendig multiplikative Inverse.

- Sind V und W endlich-dimensional, so ist die Wahl von Basen (ey,...,e,) und
(f1,--., fm) dquivalent zur Wahl von Isomorphismen V' = R™ und W = R™ und
induziert einen Isomorphismus

Homg (V, W) = Homg (R", R™) = Mat,,»m(R) (4.44)

mit dem Vektorraum der n x m Matrizen mit reellen Eintragen. Wir vereinbaren
im Folgenden eine solche stillschweigende Identifikation einer linearen Abbildung
AV — W mit der darstellenden Matrix

(A7) j=1..m € Mat,yn(R) (4.45)

.....

Il
3

- Flir die Zwecke der Analysis risten wir nun zunéchst wieder R™ und R™ mit der
Maximumsnorm ||-||« aus, und stellen fiir x € R™ fest, dass

|Az||0o = max{‘ZA{xi} j=1,... ,m}
i=1
< max{Z|A{xi’ g=1,... ,m}
— (4.46)
< maX{Z|Ag|max{|a:L| |L: L,...,n} ’j = 1,...,m}

i=1

n .

= max{z | A7|
i=1

Die Norm von Az lasst sich also bis auf einen von x unabhéngigen Faktor durch
die Norm von z abschatzen. Wegen gilt diese Aussage dann fiir alle linearen
Abbildungen A : V' — W zwischen beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraumen,
fir beliebige Wahl von Normen ||-||y und |[|-||w .

- Insbesondere ist die Menge

j=1m) -l

[Az|[w
[l

{4zl | € V.llzly =1} = { [zeva#o} (4.47)

(nicht-leer, falls n > 0, und) nach oben beschréankt. Wir Setzenﬂ
IAllvw = sup{[| Azl | [l2]lv = 1} (4.48)

Beh.: : Die Zuordnung A — || A||v.w ist eine Norm auf dem Vektorraum Homg (V, W)
der linearen Abbildungen, bekannt als Matriz- oder Operatornorm von A.

"Der Fall n = 0 erfordert eine getrennte Diskussion.
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- Anschaulich misst die Operatornorm den “maximalen Streckungsfaktor” einer li-
nearen Abbildung. Per Definition gilt ndmlich

[Az|lw < ||Allvw - [|2[lv Ve eV (4.49)

und keine kleinere Zahl erfiillt die gleiche Eigenschaft. (Die Aussage, dass das Maxi-
mum angenommen wird, dass also ein z, € V existiert, mit dem in (4.49) Gleichheit
gilt, 14sst sich leicht mit Hilfe von zeigen.)

Bew.: (der Eigenschaften (4.7))). Homogenitét ist klar, denn
(Ml ol = 1} = - (sl | lelly = 1) (1.50)

Positivitat ebenfalls, denn fiir A # 0 existiert mindestens ein & € V so dass Az # 0.

Dann ist & # 0, # := - hat Norm 1 und |Az||w > 0. Die Menge in (4.47]) enthalt
also ein positives Element. Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien A;, Ay €

Homg (V, W). Dann ist wegen der Dreiecksungleichung in W Va € V' mit [|z||y =1

(AL + Az)zllw < [[Ave]lw + [[Azz]lw

4.51
< [ Aullw + [[4s 451)

wobei wir im zweiten Schritt (4.49)) verwendet haben. Daraus folgt sofort
[AL + Asflvw < [[Axllviw + [[A2llviw (4.52)

- Zuletzt betrachten wir die Situation mit drei normierten Vektorrdumen V., W, U.
Beh.: Die Operatornorm ist submultiplikativ, d.h. fir alle A € Homg(V, W) und
B € Homg(W, U) gilt

I1BAllvy < |1Bllww - [|Allvw (4.53)

Bew.: Durch zweimaliges Anwenden von (4.49)) folgt Vo € V'

[1BAz|lv < | Bllwy - |Azllw < [ Bllww - [[Allvw - lzllv (4.54)

und daher gilt
{IBAzllv | llzllv =1} < [|Bllww - [ Allva (4.55)
und daraus folgt (4.53)). O

Bemerkungen. - Im Allgemeinen kann in aber nicht = gelten, denn es gibt
z.B. lineare Abbildungen A, B # 0 mit BA = 0.

- Die Operatornorm hangt von der Wahl der Normen auf V und W ab. Als
Normen auf dem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum Homg(V, W) (dim =
n-m) sind aber alle solche Wahlen im Sinne von aquivalent zueinander, fithren
also auf den gleichen Konvergenzbegriff. Insbesondere sind sie auch dquivalent zu
der Maximumsnorm

Al = max{|A!| [i=1,....,n,j=1,...,m} (4.56)

die aber selbst nicht submultiplikativ ist. (Vgl. (4.56]) mit (4.46|) und Gegenbeispiel).
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- Fiir ein quantitatives Verstédndnis der verschiedenen Operator-Normen drangt sich
im Zusammenhang mit der Interpretation (fir V' = W) ein Vergleich mit
der Eigenwerttheorie auf: Ist A € R ein Eigenwert von A, d.h. existiert ein z, # 0
mit Az, = Az), so folgt aus der Definition sofort, dass ||Ally.y > |A|, und
zwar unabhdngig von der Norm auf V. Es gilt also auch ||Allvy > Amax(4) =
max{|A| | A Eigenwert von A}. Dieser maximale Eigenwert selbst ist aber keine
Norm auf Homg(V, V'), da weder positiv noch Dreiecksungleichung. Ditto fiir die
Determinante.

- Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung verwenden wir fiir den Raum der Matrizen
bzw. linearen Abbildungen stets eine solche Operatornorm, in welcher Homg (V, W)
auch vollstandig ist, insbesondere fur V' = W.

- Eine assoziative Algebra mit einer submultiplikativen Norm, in welcher der
zugrundeliegende Vektorraum vollstandig ist, heisst auch Banach-Algebra. Bsp:
Homg(V, V) fur V # 0.

Eine weitere Klasse von Beispielen, die uns in dieser Vorlesung ebenfalls noch
haufiger beschéftigen wird, wird durch die folgende Verallgemeinerung von ||-||o auf
R™ illustriert.

Beispiel 4.28. Sei X # () irgendeine Menge. Die Menge
BX,R):={f:X>R|IM>0:|f(z)| < MVzre X} (4.57)

der beschrankten Funktionen auf X wird durch punktweise Addition und Skalarmul-
tiplikation zu einem (im Allgemeinen co-dimensionalen) reellen Vektorraum. (R™ ist
der Spezialfall X = {1,2,...,n}.)

- Die Abbildung

B(X,R)> [ |[fllc =sup{|f(z)| |z € X} € Rxo (4.58)

ist eine Norm auf B(X,R) (die sup-Norm) und (B(X,R), d}...) ist ein vollsténdiger
metrischer Raum.

Bew.: (der Vollstandigkeit) Sei (fz) C B(X,R) eine Cauchy-Folge. Fixiere zunachst
x € X. Fur jedes € > 0 existiert ein K, so, dass ||fx — fillee < € Vk,I > K..
Insbesondere ist dann |fy(z) — fi(z)| < € Vk,l > K.. Daraus folgt, dass fiir jedes
z, (fe(x)) C R eine Cauchy-Folge ist. Wir definieren f : X — R durch f(x) =
lim fy(x), und zeigen

(i) f € B(X,R) und

(i) Tim | fo — o = 0

Fir € > 0 und K, wie eben gilt fir jedes k > K.: Fir jedes z ist |fx(z) — fi(x)| <€
VI > K. Mit | — oo folgt |fr(x) — f(x)| < €. Daraus folgt (i) |f(z)| < |fe(x)| + €
Vo, d.h. fist durch || fg||co + € beschrankt, sowie (ii) || fx — flloo < 2e. O

Der Banachsche Fixpunktsatz

Theorem /Definition 4.29 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei (X,d) ein metri-
scher Raum. Eine Abbildung T : X — X heisst kontraktiv (oder eine Kontraktion)
falls eine (konstante) reelle Zahl 0 < ¢ < 1 existiert, mit der

d(T(z), T(y)) <c-d(x,y) Vr,ye X (4.59)
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- Fine Kontraktion T : X — X auf einem nicht-leeren und vollstindigen metrischen
Raum besitzt genau einen Fizpunkt, d.h. 31 2 € X mit T(Too) = Too-

Beweis. Sei xg € X beliebig. Wir definieren rekursiv fir £ > 1 xp = T'(z_1).
Beh.: (xy) ist eine Cauchy-Folge, d.h. konvergent wegen der Vollstandigkeit von X.
Bew.: - Durch wiederholte Anwendung von folgt fur alle k: d(zg,xp—1) <
A d(wy, w0)

————

=:D
- Daraus folgt fiir £ > [ mit Hilfe der Dreieckungleichung

k—1
d(zg, ki) < d(wg, vp-1) + d(T—1, Tp—2) + - + d(T141, 71) < Zci -D
i=l (4.60)
<. —— (siche geometrische Reihe im nichsten §)

- 1—c¢

Wegen ¢ < 1 folgt lim ¢! = 0 und daraus sofort die Behauptung.
Beh.: Der Grenzwert z, := lim x;, dieser Cauchy-Folge erfiillt T(z.) = Tso-
Bew.: Fiir beliebiges k gilt

Ao, T (o)) < d(Too, k) + d(xg, T(2s0))
< (oo, mp) + ¢ d(Tp-1,T00) = 0 fiir k — 00 (4.61)
= d(T00,T(2)) =0 = 2o =T(vx)

- Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei Zo, = T(Zo). Aus
ATy Too) = A(T(To0), T(To)) < ¢+ d(Too, Too) (4.62)

folgt wegen ¢ < 1 d(Zo0, Too) = 0. ]

§5 Reihen

Begriffsklarung: ﬁ Reihen, intuitiv aufgefasst als unendliche Summen der Form
Zak:ao+a1+a2+~- (51)
k=0

sind ein wichtiger Fall der Vorstellung mathematischer Objekte durch Grenzprozesse,
sowohl aus praktischer als auch aus historischer Sicht.

- Formal gesehen sind Reihen nichts anderes als Folgen (s,,)nen in normierten Vek-
torrdumen, bei denen man das Augenmerk auf die Zuwéchse

QA = Sk — Sk—1 (52)

anstatt auf die s, selber richtet, m.a.W.:

8Dieser § ist stark an Kapitel 6 der Analysis I von Kénigsberger angelehnt.
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Definition 5.1. Sei (V,||-||) ein normierter Vektorraum. Fiir eine beliebige Folge
(ax)ren, C V heisst die Folge (sy,)nen, mit

Sp -— Qo
81 : =8y +a =ag+a

So =81 +ag =ag+ a; + as

(5.3)

die der Folge (ax) zugeordnete unendliche Reihe, oder kurz Reihe. Die a; heissen
Glieder der Reihe, die s, die Partialsummen.
- Die Reihe heisst konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergiert. Man

schreibt .
Z a, oder auch Z ay (5.4)
k=0

sowohl fiir die Folge der Partialsummen als auch fiir ihren Genzwert, falls dieser
existiert. Dieser Grenzwert heisst dann auch Wert der Reihe oder auch Summe der
Folge (ay).

Lemma 5.2. Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Nullfolge (s. Def.
53

Beweis. Folgt unmittelbar aus ap = s, — sx_1 und den Rechenregeln fiir Folgen,
speziell (). O

(Die Umkehrung gilt natiirlich wohlgemerkt nicht: Eine Reihe kann divergieren,
auch wenn die a; eine Nullfolge bilden. Beispiele folgen.)
- Wie angedeutet beginnt der Laufindex bei Reihen haufig bei k = 0. Die Konver-
genz einer Reihe dndert sich aber nicht, wenn man endlich viele Glieder weglasst,
hinzufiigt (mit negativem Index), oder abandert, der Wert der Reihe aber schon.
- Unser Ziel in diesem § ist eine Ubersicht iiber Konvergenzkriterien fiir Reihen sowie
die Feststellung einiger Rechenregeln. Wir behandeln zunéchst komplexe Reihen, mit
einigen anordnungsspezifischen Bemerkungen im rein reellen Fall. Abschliessend und
als Uberleitung zum néchsten Kapitel richten wir den Blick auf die fiir die Physik
wichtigen Potenzreihen.

Lemma 5.3. Sind Y ax, Y by zwei konvergente Reihen, und A € R, so ist auch
> (a + \by) konvergent und es gilt > (ay + Nb) = > ax + A by.

Beweis. Fir die Folgen der Partialsummen gilt wegen der Assoziativitdt und Kom-
mutativitat bei endlichen Summen

n

k=0

und daher folgt die Behauptung unmittelbar aus den Rechenregeln fir Folgen. [J

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 44 7/6/2018 9:24



§5. REIHEN

Konvergente Reihen bilden also, ebenso wie konvergente Folgen, mit den offen-
sichtlichen Rechenoperationen einen (unendlich-dimensionalen) reellen Vektorraum.
Die interessanten Fragen beim Rechnen mit Reihen sind die Abhéngigkeit der Kon-
vergenz von der Variation unendlich vieler Reihenglieder sowie die Unabhéangigkeit
vom Vertauschen von Reihengliedern, s. [5.11]

Beispiel 5.4. Fiir z € C ist die geometrische Reihe

0 n 1 _ Zn+1
k k
= (s, = = (= 5.6
Z & (8 Z & >n0,1,... ( 1—=2 >n0,1,... ( )

k=0 k=0

- 1

- fur |z| < 1 konvergent mit Wert Z PA T— (Dies folgt aus der expliziten Form
k=0

fir die Partialsummen und 2" — 0 fir n — o0.)

- sonst divergent ((z¥) ist keine Nullfolge fiir |z| > 1).

Beispiel 5.5. Fiir s € QQ ist die Dirichlet-Riemann-Reihe

i l _ <Es gibt im Allgemeinen keine geschlos—) (5.7)
— ks sene Form fiir die Partialsummen. :

- fir s > 1 konvergent.

- fiir s < 1 divergent.
Bew.: Da alle Glieder positiv sind, wachst die Folge der Partialsummen streng mo-
noton.

- Fiir s > 1, n € N sei [ so, dass 2! > n. Dann gilt

!

" 2-1
< -
ks — ks
k=1 k=1
= 28 3s 45 7s 9(1-1)s (21 _ 1)3
v %/_/ N\ ,
<9. L <92.1 ~ (58)
—<"95 = 225 §2l71.2(171)s
1 1 \2 1 \I-1
<1+ o1 + (23—1) R (25—1)
1
< PR (geometrische Reihe; 2175 < 1 fiir s > 1)
—

Die Folge der Partialsummen ist also monoton wachsend und nach oben beschrinkt,

also konvergent nach (3.12]
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1 1
- Fiir s < 1 gilt fiir alle &: = > o Dann gilt fiir [ € N und n > 2/

k
k=1 k=1
—1+1+1+1+1+ +1+ + L + +1
N 2 3 4 5 8 20-1 41 2! 59
&__ % - (5.9)
>2.1 >4-3 >2171_;1l
l

:1+§—>oo fiir | — oo
= Die harmonische Reihe ist divergent.
Diese Beispiele illustrieren die zwei wesentlichen Ideen zum Nachweis von Konver-

genz/Divergenz von Reihen: (i) Vergleich mit bekannten Reihen, und (ii) Monotonie
fiir Reihen mit positiven Gliedern. Eine grundsétzliche Uberlegung ist

Lemma 5.6 (Dominierte Konvergenz). Ist (ax) C C und (¢) C Rso mit:
(2) > ¢y ist konvergent.

Dann gilt: > ay, ist konvergent und ‘Z ak’ < ch. Man nennt eine solche Reihe
k=0 k=0

> ¢k eine konvergente Majorante von ) ay.

Beweis. Man priift das Cauchy-Kriterium fir s, := Zak, gestiitzt auf dasjenige
k=0

n
fur u,, = ch: Fir € > 0 sei N, so, dass |u, — uy,| < € fiir n,m > N,. Dann gilt

k=0
ftr solche n, m, oBdA mit n > m:

|5n—sm\:‘ Zn: ak‘g Zn: lag| < 2”: Ck = |Up — Up| <€ (5.10)

k=m+1 k=m+1 k=m+1

Daraus folgt mit Konvergenz der Reihe, die Abschatzung fiir ihren Wert folgt
aus ‘Z ag
k=0

Definition 5.7. Eine Reihe ) a; heisst absolut konvergent, falls die Reihe der
Absolutbetrage > |ax| konvergiert.

< Z ¢, zusammen mit den Rechenregeln fiir Folgen. ]
k=0

Proposition 5.8. Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Die Reihe der Absolutbetrige ist eine konvergente Majorante, also folgt die
Aussage direkt aus 5.6 O

Die Umkehrung von gilt aber nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 5.9. Die alternierende harmonische Reihe,

N

— =14 ==+ 5.11
2 573717 (5:11)
k=1
konvergiert, aber nicht absolut.

Hierbei folgt die Divergenz der Reihe der Absolutbetriage aus (5.9)), die Konvergenz
von ([5.11]) aus dem sog. Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen:

Lemma 5.10. Sei (ag) eine monoton fallende (oder auch wachsende) Nullfolge
reeller Zahlen. Dann konvergiert

> (1) (5.12)

00
k=1

Beweis. Sei s, = >."(—1)*ay, die Folge der Partialsummen. Fiir n = 2m gilt s, 1 <
Som SOWie

[S2m+1, S2m+2) C [Sam—1, S2m| und  Sgm, — Som—1 = a2m — 0 (5.13)

Die ([sgm,l, ng])mzl - bilden also eine Intervallschachtelung geméss 3.13ﬂ Es folgt

sofort . .
ﬂ [Som—1, Som| = {lim Som = lim o1 = Z(—l)kak} (5.14)
m=1 k=1

O

Absolute Konvergenz

Witzigerweise klingt im Adjektiv “absolut” noch die Bedeutung an, dass man die
Glieder einer absolut konvergenten Reihe beliebig umordnen oder umgruppieren
kann, ohne die Konvergenz oder den Wert der Reihe zu beeinflussen, wahrend dies
fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen nicht unbedingt der Fall ist.

Definition 5.11. Unter einer Umordnung einer Reihe ) ;7 aj verstehen wir eine
Reihe Y%, by, die aus ) a;, durch Angabe einer bijektiven Abbildung N — N, I — k
via b; := a, hervorgeht. (Man plant also das Absummieren aller Glieder von ) ag,
nur eben in einer anderen Reihenfolge, vgl. aber auch mit dem Begriff einer Teilfolge

3-3t)

Ordnen wir beispielsweise die alternierende harmonische Reihe so um, dass
auf ein positives stets zwei negative Glieder folgen, d.h.
1 1 n 1 1 1 U 1 1 1
2 4 3 6 8 2m—1 2(2m—1) 4m

e (5.15)

In Worten: Die m-te Gruppe enthélt mit entsprechendem Vorzeichen die Kehrwerte
der m-ten ungeraden Zahl, sowie der (2m — 1)-ten und 2m-ten geraden. In der

9Eventuell leicht verallgemeinert im Sinne von m Ein-Punkt Teilmengen von R werden meis-
tens nicht als Intervalle zugelassen.
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umgeordneten Reihe sind dies die Glieder Nummer [ = 3m — 2, 3m — 1 und 3m. Die
umordnende Bijektion ist also
% [ =1mod 3
ki=92221 [=2mod3 (5.16)
4L 1=0mod3

D Tt 1 1 1 1( 1
ann g1 cegen — _— e —
S e o —1 2@m—1) 4m  2\2m—1 2m

der ersten 3n Glieder von ([5.15]) gleich

1(1 LI S 1) (5.17)
2 2773 1 m—1 2n '

>, dass die Summe

d.h. der Halfte der Summe der ersten 2n Glieder der alternierenden harmonischen
Reihe ist. Die dazwischenliegenden Partialsummen liegen nicht weiter als ﬁ bzw.

-~ davon entfernt, so dass (5.15) gegen die Hilfte von (5.11]) konvergiert.

2n+1

Proposition 5.12. Sei >, a; eine absolut konvergente Rethe. Dann konvergiert
jede Umordnung von » _ ap ebenfalls absolut und hat den gleichen Wert.

Wir benutzen als “Trivialkriterium” hierfir:

Lemma 5.13. Eine Reihe Y ay, ist genau dann absolut konvergent, wenn die Menge

F = {Z lax| | J C N endliche Tez'lmenge} (5.18)
keJ

nach oben beschrinkt ist. In diesem Fall gilt Z lag| = sup F.
k=1

Beweis. Ist die Reihe absolut konvergent, so ist der Wert von ) |ax| klarerweise
eine obere Schranke fiir F: Fiir jede endliche Teilmenge J C N gibt es ein N; so
dass J C {1,..., N;}. Dann ist

Monotonie

von X lay|
0o I Ny
Dol = Y larl =) el (5.19)
k=1 k=1 keJ
- Ist umgekehrt F nach oben beschrinkt, so wichst (3, _, |ak’)n:1,2,... monoton und
ist nach oben beschrankt, also konvergent nach
- Um noch zu zeigen, dass in diesem Fall ) |ax| = supF, bemerken wir, dass

fir jedes € > 0 wegen der Konvergenz von Y |ax| ein N, existiert so dass
SV lar] > 327°, Jax| — e Fiir die endliche Menge J, = {1,...,N.} gilt also
> owes lar] > D702 lar] — €, d.h. Y7 Jag| — € ist keine obere Schranke von F. O
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Beweis von[2.12. Die endlichen Teilsummen der umgeordneten Reihe sind genau
die gleichen wie die der urspriinglichen. Daher folgt die absolute Konvergenz der
umgeordneten Reihe direkt aus Wegen [5.8| existieren also sowohl

S = Z ap alsauch T := Zakl (5.20)
k=1 =1

Fiir € > 0 sei nun N, so gross, dass

N, [e's)

‘5—2%( < Y al<e (5.21)

k=1 k=Ne+1

(Die Existenz von N, folgt aus der absoluten Konvergenz, die erste Abschét-
zung durch Anwenden von auf die “Restreihe” Y77 \ | ax.) Das Urbild von
{1,..., N} unter der Umordnung [ — k; ist endlich, daher existiert ein M, so dass

{(kryoo ke } O {1, N} (5.22)

Fir alle n > N, und m > M, gilt dann

n m
Dom- Y a
k=1 =1

Denn wegen ist die Differenz der Partialsummen eine endliche Teilsumme der
Restreihe Y% ) ax.

- Da die Partialsummen in fiir n — oo bzw. k — oo gegen S bzw. T konver-
gieren, folgt mit (5.21)), dass [S — T| < 3777\, lax| <€ Ve > 0. O

< Y (5.23)

k=Ne+1

Der “grosse Umordnungssatz” ist eine Verallgemeinerung von [5.11] der Beweis sehr
ahnlich.

Theorem 5.14. Sei Y ;- ax eine absolut konvergente Reihe und (JO)iz10... eine
(endliche oder unendliche) Familie von (endlichen oder unendlichen) Teilmengen
von N mat JO N JY) =0 fiiri+# j und U;J9 = N. Dann gilt

(i) Fiir jede Durchnummerierung (Abzihlung/Anordnung) (k:l(i))l:m,m der Elemente
von JD st Y, i (entweder endlich oder) absolut konvergent, und ihr Wert S

unabhdangig von der Durchnummerierung, Vi.
(i) Die (endliche Summe oder) Reihe 3, , S konvergiert absolut und ihr Wert
ist gleich > 7~ ap =: S.

(In der Rechenregel kann Y ap + Y by als eine solche Umgruppierung der
Reihe > ¢; mit ¢y 1 = ay, ¢y = by aufgefasst werden. Die Umgruppierung ist erlaubt,
wenn Y ai und Y by getrennt konvergieren, absolute Konvergenz ist nicht notwen-
dig. Die Umkehrung gilt nattrlich nicht, d.h. > (ax + bx) kann konvergieren, auch
wenn die Reihen getrennt dies nicht tun. Ist beispielsweise Vk: ap = 1 und by, = —1,
so ist Yo o(ar + bx) = 0, wihrend die Reihen getrennt natiirlich divergieren. Auch
fithrt hier bereits eine kleine Verschiebung der beiden Reihen gegeneinander zur
Konvergenz gegen einen anderen Wert: ag + Y o (ag + bp—1) = 1.)
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Beweis von[5.1] (Beachte, dass die J® hochstens abzihlbar unendlich sind und es
hochstens abzihlbar unendlich viele davon gibt, s.S. [26])
(i) Fiir endliches J® sind die Aussagen trivial. Andernfalls folgt die absolute Kon-
vergenz wie eben aus dem Lemma [5.13, und die Unabhéangigkeit von der Durchnum-
merierung aus [5.12] Wir fixieren fiir jedes ¢ eine solche.
(ii) Fiir € > 0 sei N, wieder so, dass Y~ \ . |ax] < € so dass also wieder
1S = > pes ax| < e fiir jede endliche Teilmenge J von N mit {1,..., N} C J.

- Das Urbild von {1, ..., N.} unter (i,1) — k () ist wieder beschrinkt, d.h. es existie-

ren H, und M, so gross, dass U< {k; @171 <MY>{1,...,N.}. Dann ist Vn > N,,

h>H., m2> M,
‘Z ay — ZZakm Z lag| < € (5.24)

i=1 [<m k=Ne+1

wobei wir vereinbaren, dass a, ) = 0 falls J @) endlich ist und [ > |J@].

l
- Mit m — oo und n — oo folgt daraus wegen der Konvergenz der ) a,« fiir
l
i=1,...,h

(5.25)

h
5= 3750 <e
=1

Dies gilt fiir alle h > H,, Ve > 0, so dass S = Y., 5@. (Gegebenenfalls kann
diese Summe nattrlich auch wieder endlich sein.) Die Konvergenz ist absolut, da

S > i<m |akl<i) < 3% |ax| im Grenzitbergang m — oo S [SO| < 3% Jay|
impliziert. O

- Ein beliebtes Anwendungsbeispiel von ist die Summation von “Doppelreihen”

der Form (akl)(k,l)eNxN: Das Resultat hidngt nicht von der Abzdhlung N =y NxN
ab, wenn F = {Z(k,l)eJ |a| | J € N x N endlich} nach oben beschréinkt ist.

1
- Konkret: ay = ik k,l > 2. Dann ist VK, L:

sodass beliebiges Vertauschen erlaubt ist. Es folgt

BCURHED B IEDIIIED i ELRNCES

=2 k=2 k=2 1=2

- Beachte: Hier wird bei der Berechnung der teleskopierenden Reihe

d 1 = /1 1
; CES > (-7 (5:28)

die Umordnung nicht tiber begriindet, sondern durch eine explizite Berechnung
der Partialsummen:

n n+1
1

S -Tiii st 6@
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Konvergenzkriterien

Wir geben nun zwei einfache Kriterien an, die es erlauben bei konkret gegebenen
Reihen mit fester oder geschickt gewahlter Reihenfolge der zu summierenden Rei-
henglieder zwischen Konvergenz und Divergenz zu entscheiden — Wie oben gezeigt
ist es zwar notwendig aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz, dass
die Reihenglieder eine Nullfolge bilden. (Diese Eigenschaft ist unabhéngig von der
gewahlten Reihenfolge.) Der Vergleich mit der geometrischen Reihe suggeriert
jedoch, das es fiir die Konvergenz einer Reihe ) ay ausreicht, wenn die Betrage |ay|
der Reihenglieder fiir grosse & mindestens so schnell gegen Null gehen wie die Po-
tenzen L* einer Zahl L < 1. Zur Gewinnung von L aus den Reihengliedern konnen
wir entweder |ay1/ax| betrachten (Quotientenkriterium), oder |ag|'/* (Wurzelkrite-
rium). Zur Quantifizierung der Konvergenz wiederholen wir einige Definitionen von

S. B4] und 251

- Ist (z) C X eine Folge in einem metrischen Raum, so heisst y € X Haufungswert der
Folge, falls eine Teilfoge (zx,); von (z) existiert, die gegen y konvergiert. Es gilt: y € X
ist genau dann ein Haufungswert, wenn fiir alle € > 0 a3 € Be(x) fiir unendlich viele k.

- Ist (x) C R eine beschrinkte Folge reeller Zahlen, so existiert nach Bolzano-Weierstrass
mindestens ein Haufungswert. Ausserdem ist die Menge aller Haufungswerte beschréankt.
Man nennt das Supremum der Haufungswerte den Limes Superior von (xg).

limsup z;, = sup{y € R | Es existiert eine gegen y konvergente Teilfolge} (5.30)
= max{y € R | Es existiert eine gegen y konvergente Teilfolge} '

Beh.: Das Supremum wird angenommen, d.h. es existiert eine Teilfolge (zy,,) welche gegen
z = lim sup z;, konvergiert.

Bew.: Fir jedes m € N existiert ein Haufungswert y,,, mit y,, > z — % (Def. des Supre-
mums) und es gibt unendlich viele x; mit [z — ym| < = (Def. des Haufungswerts). Man
findet dann sukzessive eine Folge ky, so, dass |y, — 2| < 2 (Dreiecksungleichung) und
Em+1 > km Vm, und (zy,, ) ist eine gegen z konvergente Teilfolge. O
Variante: Fiir jedes 2z’ > z = limsup z, ist xp > 2’ hochstens fiir endlich viele k.

Bew: Andernfalls existiert eine Teilfolge von (z}), deren Glieder alle grosser als 2’ sind. Je-
der Haufungswert dieser Teilfolge wire dann grosser oder gleich 2/, entgegen der Defintion
von z als dem grossten Haufungswert. ]
- Fiir ein nach oben unbeschriankte Folge setzt man formal lim sup = oco.

Proposition 5.15 (Wurzelkriterium). Es sei (ag)nen ein Folge komplexer Zahlen,
und

L :=lim sup |ag|"* € Rso U {0} (5.31)

Dann gilt
(i) Fir L < 1 konvergiert die Reihe ) ay absolut.
(ii) Fir L > 1 divergiert die Reihe.

Beweis. Fiir L = oo ist (Jax|'/*) unbeschrinkt, und die Divergenz der Reihe klar.

- Fiir L < 1 existiert ein ¢ € (L,1) (fir L > 0 2.B. ¢ := v/L). Nach der Variante
oben ist dann |az|'/* > ¢ nur fiir endlich viele k, d.h. es existiert ein N so, dass
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lag|'* < ¢ Yk > N. Dann ist
gt =—— (5.32)
k=N 1-q

eine konvergente Majorante fir )", v a;. Mit [5.6| folgt daraus (i).

- Falls oo > L > 1, so gibt es € > 0 mit L — e > 1, und unendlich viele k£ mit
lax|'/* > L — ¢ > 1. Die a; sind dann nicht einmal eine Nullfolge, also kann die
Reihe ) aj nicht konvergieren. Dies impliziert (ii). O

Beispiel 5.16. Sei 7 € Q und z € C. Dann ist wegen limy,_,, k'/* = 1 (vgl. 3.7 (iii))
lim sup | k" 2% |V/F = klim kR 2] = |2 (5.33)
—00
und daher konvergiert

> ke (5.34)
k=1

fir |z| < 1 absolut und divergiert fir |z| > 1, genau wie die geometrische Reihe.
- Im Fall » = 1 schreiben wir die Reihe

) 00 00 k
Z kb =2) (k+1)" =2 Z(Z zk> (5.35)
k=1 k=0 k=0 1=0

als eine unendliche Summe tiber £ = 0,1, ... der endlichen Summen Zfzo 2*. Wegen

der absoluten Konvergenz kénnen wir iiber diese Indexmenge auch in einer beliebigen
anderen Parametrisierung summieren, ohne das Ergebnis zu dndern (s. [5.14)). Unter
der Bijektion

{(k,1) | (k,1) € Ng x No,l <k} 2 (k1) = (k—1,1) = (m,l) e Ng x Ng  (5.36)

(Umkehrabbildung: & = m + 1) wird aus (5.35)) insbesondere

o o0
zg k=2 E z”m:zg zl<g zm>
<k (l,m)ENoXNQ =0 =0
o0

(5w

=0

(5.37)

Allgemeiner ist fiir jedes Polynom p(k) die Reihe Y p(k)2* fiir |2| < 1 konvergent
und eine rationale Funktion von z. (Ubungsaufgabe, bzw. gliedweises Ableiten im

Anschluss an [11.3])

a
Korollar 5.17 (Quotientenkriterium). Es existiere lim |—-t*

k—o0

=:q. Dann gilt

g
(i) Fir q < 1 konvergiert Y ay absolut.
(ii) Fir q > 1 divergiert die Reihe.
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Beweis. (Versteckt in der Voraussetzung ist die Aussage a; # 0 fir fast alle k; ¢ = 0
ist hingegen erlaubt.)
Fiir (i) zeigen wir limsup |ax|'/* < ¢. Fiir ¢ > ¢ sei K so, dass

‘“’“*1‘ <q firk>K (5.38)

Dann gilt fir solche k

ar| < (¢)F - ax]

‘GKH
K

|ay| = ‘—
a (5.39)

_ 1/k
= |ak|1/k S q/. (q/ K|aK|) /

Wegen (ii) folgt daraus limsup |ag|'* < ¢. Da dies fiir alle ¢ > ¢ gilt, folgt
lim sup |az|'/* < q.
- Falls ¢ > 1, so wachsen die |a;| ab einem bestimmten Index streng monoton, die

ay bilden also nicht einmal eine Nullfolge. ]
ok
Beispiel 5.18. - Die Exponentialreihe Z % konvergiert (fiir z = 0 sowieso und
k=0
sonst) wegen
LA | 2

S 4
(k+1)! 2k Frl ol (5.40)

fiir alle z € C absolut.
- Die Konvergenz der hypergeometrischen Reihe

F(a,b,c;2) i (a):(b (5.41)

iz (Oek

wird in den Ubungen diskutiert.

- Man beachte, dass die Kriterien und fiir L = 1 bzw. ¢ = 1 nicht schliissig
sind. Es gibt eine Fiille an Beispielen und eine Reihe feinere Kriterien zur Entschei-
dung zwischen Konvergenz und Divergenz auch in solchen Féallen.

- Das Wurzelkriterium ist starker als das Quotientenkriterium. Selbst im Fall
lim |a|'/* = L < 1 folgt daraus nicht, dass lim |ag,1/ay| existiert oder < 1. Bei-
spiel: 1 + L3+ L2+ L + LA+ L7 +--- fiir L < 1.

Potenzreihen

Das Interesse der meisten obigen Beispielen, speziell [5.4] [5.35] [5.40] [5.41] entsteht
durch die Abhangigkeit der Reihenglieder von der komplexen Zahl, z. Konsequen-
terweise fasst man Reihen der Form

= i an2" (5.42)
n=0

als unendliche Linearkombinationen der elementaren Potenzfunktionen z — 2" (zu-
nacht: a,, z € C) auf, m.a.W. als Reihen im Vektorraum der komplexwertigen Funk-
tionen auf C, mehr dazu im
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- Wie wir gleich sehen werden, ist die Dichotomie zwischen Konvergenz und Diver-
genz in Abhéngigkeit von |z| eine ganz allgemeine Eigenschaft von solchen Potenz-
reihen. Auf den Teilmengen von C > z, auf denen sie konvergieren (typischerweise:
“kleine |z|”) kénnen Potenzreihen zur Definition einer grossen Klasse von nicht ele-
mentaren (“transzendenten”) Funktionen benutzt werden. Die Bedeutung solcher
Reihenentwicklungen fiir die theoretische Physik kann schwerlich iiberschéatzt wer-
den.

Lemma 5.19. Angenommen, P(z) konvergiert in einem Punkt zo € C mit zo # 0.
Dann konvergiert P(z) in jedem Punkt z € C mit |z| < |zo| absolut.

Beweis. Die Reihenglieder a, 2y bilden eine Nullfolge, es existiert also insbesondere
ein S mit |a,zy| < S fir all n. Daraus folgt fiir |z| < |z mit ¢ = ‘%‘ <1

z n
la,2"| = |anzo|" - ‘—‘ < S¢" (5.43)
20
P(z) besitzt also die konvergente Majorante ) Sq" = % und konvergiert daher
absolut. [

Fiir gegebene Potenzreihe P(z) setzen wir dann
R = sup{r € R| P(r) konvergiert } (5.44)

(Fiir r = 0 konvergiert die Reihe trivialerweise. Daher ist R > 0. Ist die Menge rechts
unbeschrankt, so setzen wir formal R = oo.) Wir nennen R den Konvergenzradius
und Bg(0) die Konvergenzscheibe, denn es gilt:

Theorem 5.20. Fir |z| < R konvergiert P(z) absolut.
- Fir |z| > R divergiert P(z).

Beweis. Fir |z] < R existiert ein ' > 0 mit |z] < ' < R. Da P(r') fir jedes
0 < r’ < R konverviert, impliziert die absolute Konvergenz von P(z).

- Ware fiir ein |z| > R die Reihe P(z) konvergent, so wire wegen Lemma fir
jedes R’ < |z| die Reihe P(R’) ebenfalls konvergent (sogar absolut). Wéhlt man ein
solches R’ mit |z| > R’ > R, so erhdlt man einen Widerspruch zur Supremumsdefi-
nition von R. [

Durch Anwenden von Wurzel-/Quotientenkriterium , erhalten wir dann
die niitzlichen Formeln zur Berechnung des Konvergenzradiuses einer Potenzreihe
S apz"

B 1
~ limsup |a, |/
1 (5.45)

R = falls der Grenzwert existiert
Ap+1

lim,, 00

n

1 1 n
In diesen Formeln gilt die Vereinbarung, dass — = oo und — = 0. Beispiel: ) *;
S !

hat R = oo, konvergiert also tiberall. Y n!2" hat R = 0 und konvergiert nur fir
z=0.
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Lemma 5.21 (Restabschitzung). Fir jedes N € N und r < R ezistiert eine Kon-
stante C > 0 so, dass fir alle |z| <r

oo N
‘ g an2" — E anz"

In Worten: Die Differenz zwischen der vollen Potenzreihe und einer endlichen
Teilsumme kann bis auf eine von z unabhingige multiplikative Konstante durch
den ersten weggelassenen Term abgeschatzt werden. Dies ist besonders niitzlich fiir
Lo

<C -2V (5.46)

Beweis. Wahle p mit » < p < R. Da ) a,p™ konvergiert, existiert eine Konstante
S so, dass |a,p"| < S Vn. Fiir |z| < r konvergiert die Potenzreihe und daher auch
die Restreihe ) 77 \ | a,2™ absolut und es gilt die Abschétzung

55 a3 st 5 ol

n=N+1 n=N+1 n=N+1
o & g S (5.47)
<S- — =M
pN+1 i pr PN — 1 /p)
Daraus folgt die Behauptung. ]

Merkwissen

I. Unter absoluter (dominierter) Konvergenz sind alle verniinftigen Manipulationen
erlaubt, im Allgemeinen aber muss man vorsichtig sein.

Divergenz
II. Jede Potenzreihe kommt mit ei- Vorsicht
nen Konvergenzradius (der auch 0
oder oo sein kann). Innerhalb der 5\
Konvergenzscheibe konvergiert ei-
ne Potenzreihe absolut, und der
Fehler lasst sich durch den ers-
ten weggelassenen Term abschét-
zen. Auf der Konvergenzkreislinie
ist wieder Vorsicht geboten.

Konvergenz

I11. Die Definitionen und Konvergenz-Kriterien iibertragen sich mit notwendigen An-
derungen auf Reihen in einem vollsténdigen normierten Vektorraum (V/ ||-||) itber R
oder C. In diesem Zusammenhang heisst etwa eine Reihe Y v, mit v, € V absolut
konvergent (man sagt auch konvergent in der Norm), wenn die Reihe der Normen
>~ |lvk| konvergiert. Insbesondere gelten Lemmals.6|und die Umordnungsregeln sinn-
geméss. Das Leibniz-Kriterium gilt natiirlich nur in R!

IIT". Haufig anzutreffen sind Potenzreihen, in denen die Verdnderliche einer nicht not-
wendig kommutativen Banach-Algebra (A, ||-||) entstammt (z.B. Mat,,»,(R)), wéh-
rend die Koeffizienten im Grundkérper bleiben[l| Definiert man R wie in (5.45)), so

10Wir nehmen die Existenz eines Einselements 1 € A an, sodass 20 = 1 erklért ist.
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konvergiert aus den gleichen Griinden wie oben eine solche Potenzreihe innerhalb
von Bg(0) in der Norm. Da die Norm aber im allgemeinen nicht multiplikativ, son-
dern nur submultiplikativ ist, kann man nicht auf Divergenz iiberall ausserhalb von

Br(0) schliessen. Beispiel: Die Matrix A = (O liegt fiir C' gross genug ausser-

C
0 0
halb von Bj;(0), unabhingig von der gewihlten Norm auf Maty,»(R). Wegen A? = 0

L O) = (1 — A)7! fir jedes C.

konvergiert aber die geometrische Reihe Y A* = (0 1

Beispiele

- Geometrische (oder Neumann-)Reihe
d at=(1—a)" fir f|of < 1 (5.48)
n=0

- Logarithmus-(oder Mercator-)Reihe

Z(—l)“? R=1 (5.49)
n=1
- Exponentialreihe
oo 33”
exp(x) == Z ol R =0 (5.50)
n=0
- Sinus-Reihe
' 0 . 2+l
- Cosinus-Reihe
0 2n
n T —
cos(z) := ;(—m ool R =0 (5.52)
- Euler-Formel (fiir Grundkérper = C)
exp(iz) = cos(z) + isin(z) (5.53)

Proposition 5.22. Fir alle x,y € A mit xy = yx gilt

exp(z) exp(y) = exp(z + y) (5.54)

und daraus abgeleitet die bekannten Additionstheoreme der via (5.53)) definierten

trigonometrischen Funktionen.

Lemma 5.23. Sei (x,) C A eine Folge mit lim,, o z,, = . Dann gilt

lim (1 + %)n = exp(z) (5.55)

n—o0
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Beweis von[5.24. (unter der Annahme, dass [5.23| gilt)

exp(z) exp(y) = lim <1 + E) lim <1 + E) = (Rechenregeln fiir Folgen)
n—00 n n—00 n
= lim <1 + E) (1 + £> (wegen zy = yx) (5.56)
n—00 n n
= Iim (14+ 2+ 24+ 2
. zy .
Wegen lim <x +y+ —) = x + y folgt die Behauptung. ]
n—o00 n

Beweis von[5.23. Fur € > 0 sei N so gross, dass

S B o e < e 1 vas N (55)
k=N+1 ’

Dann gilt fir n > N:

[(1+53) - o]

N k k n k oo k
<SG e -wl 2 1G)El > e
= , k=N+1. , k=N+1 W_/k
0 fiir n— o0 < Uzl +1)k R
h zre g <e€
wobei wir benutzt haben, dass
n\ 1 1 k=l i < l fur den mittleren Term
()7:' (1-2)4 "y (5.59)
k/n k! i=0 n — fur den ersten Term
n—oo k!

Es gibt also ein N > N so, dass fiir n > N der erste Term auf der rechten Seite von
(5.58)) < € ist, alles zusammen < 3e. ]

- Insbesondere ist exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 und daher

exp(z) #0 Vz (5.60)
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KAPITEL 3
STETIGKEIT

Angefangen in diesem Kapitel gilt unser Hauptinteresse jetzt nicht mehr nur einzel-
nen reellen oder komplexen Zahlen oder Punktfolgen in metrischen Rdumen, sondern
vielmehr denjenigenen Zusammenhéngen zwischen solchen Objekten, welche durch
mathematische Funktionen F : (D,dx|p) — (Y, dy) gegeben sind, namlich als Zu-
ordnung eines einzigen und eindeutigen Wertes F'(z) (in einem metrischen Raum
Y) zu jedem Element x eines Definitionsbereichs D, tiblicherweise Teilmenge ei-
nes metrischen Raumes X. Wir fassen solche Abbildungen dann als eigenstandige
mathematische Objekte auf, und untersuchen Eigenschaften der zugehorigen “Réau-
me aller Abbildungen”. Wir wiederholen zur Klarung zunéchst einige ganz wenige
Grundbegriffe, die im weiteren Verlauf eine grossere Rolle spielen.

- Sind A, B zwei beliebige Mengen, so ist eine Abbildung von A nach B eine Teilmenge
F C A x B mit der Eigenschaft, dass fiir alle a € A genau ein F'(a) € B existiert so dass
(a,F(a)) € F. Wir denken uns dies als Zuordnung eines einzigen und eindeutigen Wertes
F(a) zu jedem Element a € A und schreiben F': A — B.

- Wir nennen A Definitionsmenge oder Definitionsbereich, die Menge B Zielmenge oder
Wertebereich der Abbildung F. Die Menge F(A) :={b€ B|3Ja€ A: F(a) =b} C B
heisst Bildmenge oder Bild der Abbildung.

- Der Begriff Funktion ist im Zweifel synonym mit dem Begriff Abbildung, wird im Falle
B =R und C aber bevorzugt benutzt.

- Der Definitionsbereich ist fester Bestandteil einer Abbildung. Wir schreiben F; = F5 fiir
zwei Abbildungen Fy : A1 — By und Fy : Ay — By genau dann wenn A1 = Ay, By = By
und Fy = Fy als Teilmengen von A; x By = Ag X Bs. (Die Gleichheit von B; und By wird
nicht immer durchgesetzt, es reicht manchmal, wenn Fy = F5 als Mengen, d.h. A1 = Ay
und Fi(a) = Fi(a) Ya € A;. Wir vereinbaren auch, dass wir Abbildungen F': A — B und
G:C — DzuGoF :A— D verketten konnen, wenn wenigstens F'(A4) C C.)

-Ist F: A— B und T C A eine Teilmenge von A, so heisst Flpr:=FN (T xB):T — B
die Finschrinkung von F auf T. Im Allgemeinen und ohne weitere Annahmen kann F
nicht aus F|p zuriickgewonnen werden und die Aussage F'|p = F ist falsch falls T C A.

- Eine héufige Situation ist, dass A C O “in natiirlicher Weise” Teilmenge einer gros-
seren Menge O ist, m.a.W., F : A — B ist “nur” auf einer Teilmenge von O definiert.
Man nennt dann eine Abbildung F : O — B mit der Eigenschaft, dass F|a = F, ei-
ne Fortsetzung von F' nach O. Mengentheoretische Fortsetzungen existieren unter der
Voraussetzung B # () immer, wir interessieren uns aber iiblicherweise fiir Abbildun-
gen mit weiteren Eigenschaften. Beispiel: Fassen wir in der Abbildung von Mengen
F :{(0,0),(1,2),(2,4),(3,5)} : {0,1,2,3} — R den Definitionsbereich in offensichtlicher
Weise als Teilmenge von R auf, so kann F' wegen F'(3) # 3 - F'(1) nicht zu einer linearen
Abbildung von reellen Vektorrdumen R — R fortgesetzt werden.
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- Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung & = 22 mit Anfangswert z(0) = 29 > 0
ist die Funktion [0,25') — R, t ~ x(t) = —— und lisst sich nicht als Losung der DGL

-1
Ty —t

iber tnax = 7g ! hinaus fortsetzen.

§ 6 Stetige Abbildungen

Im Zusammenhang von metrischen Rédumen ist die relevante Einschrankung an
Funktionen die Grundidee der Physik, dass “kleine Anderungen der Ursachen oder
Parameter kleine Folgen” haben. Am direktesten lédsst sich dies mit der ersten For-
mulierung der Stetigkeit fassen.

Definition 6.1. Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung F :
X — Y Lipschitz-stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, mit der fiir alle z1, x5 €
X gilt:

dy(F(JI1>,F<I‘2)) S L~dX(a:1,x2) (61)

In der Tat garantiert ja dann ein “kleiner” Abstand der Urbilder x; und s
Kontrolle tiber den Abstand zwischen den Bildpunkten. Je nach Wert der “Lipschitz-
Konstanten” L kann es zwar vorkommen, dass dy (F(z1), F/(22)) noch nicht a priori
“klein genug” ist, durch Verkleinern von dx (z1, x2) konnen wir aber jeden Zielwert
unterbieten. Diese Beobachtung verleitet uns durch Umkehren der Beweislast zu
einem allgemeineren, zunéchst punktweise definierten Begriff. Wir lassen ab jetzt
haufiger mal die Indices von den Abstandsfunktionen weg.

Definition 6.2. Eine Abbildung F' : X — Y zwischen metrischen Rdumen heisst
stetig im Punkt xy € X, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert so, dass

d(F(z), F(z)) < e falls d(z, o) < (6.2)
- Man nennt F' stetig auf X, wenn F stetig in jedem xq € X ist.

Lemma 6.3. Eine Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

Beweis. Fir L = 0 gibt es nichts zu tun. Andernfalls erfiillt, fir jedes xq, 0 = % die
geforderte Bedingung. ]

Beispiel 6.4. - Man tiberlegt sich, dass fiir eine Funktion f : R — R die
e-0-Definition der Stetigkeit in zy € R die Anschauung realisiert, dass “f in xg
nicht springt”: Fiir jedes ¢ > 0 liegt fiir geniigend kleines 6 > 0 der Graph der
Funktion innerhalb des Rechtecks (xg — 0,29 + ) X (f(x0) — €, f(x0) + €).

- Die Stufenfunktion

1 2>0
Roaes{ = (6.3)
0 <0

ist genau in xy = 0 nicht stetig.
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- Fiir X = R, C oder eine normierte Algebra sind die algebraischen Rechenope-
rationen (Addition, Multiplikation, Inversenbildung) stetig. Beispielsweise gilt fiir
gegebene x1, 5 € A die Abschiatzung

2] — 23| = w1 (zy — z2) + (@1 — 22) 22|
<l - flzy — 22| + [lz1 — w2 - |22 (6.4)
< (Nl || + NJwall) - (| — 2]

Dies zeigt: x — x? ist Lipschitz-stetig in jeder Kugel Bg(0). Allerdings wichst die
Lipschitz-Konstante mit R und die Funktion ist daher nicht “global” Lipschitz-stetig.
Insbesondere aber ist sie iiberall stetig.

- Polynome P(z) = 2" + a,_12""' + -+ - + ag definieren stetige Funktionen: C 3 z
P(z) e C.

- Die Wurzelfunktion R>g 3 2 — /x € Ry ist stetig in g = 0 (und natiirlich auch
sonst): Fiir gegebenes € > 0 ist /z < ¢ falls z < § := €2, aber nicht Lipschitz-stetig:
Fiir jedes L > 0ist vz > L -z falls 0 < < 75.

- Die Verkettung X Ly 5 7 sweier stetiger Funktionen ist stetig: Fir zg € X,
¢ > 0seiyp = F(zx9) € Y und € > 0 so, dass dz(G(y), G(yo)) < ¢ fiir dy(y,y0) < €.
Sodann sei 6 > 0 so, dass dy (F(z), F(z0)) < € fiir dx(z,29) < §. Dann folgt
dz(G(F(x)), G(F(x9))) < ¢ falls dx(z,2z0) < 6.

- Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen normierten Vektorraumen
iiber R oder C sind Lipschitz-stetig: Die Abschétzung in besagt nichts anderes,
als dass die Operatornorm eine globale Lipschitz-Konstante ist.

- Der Absolutbetrag |- | : C — Rxq ist die wohl wichtigste nicht-algebraische stetige
Funktion: Nach der Dreiecksungleichung gilt ||z1] — |22]| < |21 — 22/, also ist 1 eine
globale Lipschitz-Konstante.

- Allgemeiner ist fiir jeden metrischen Raum die Abstandsfunkion dx : X x X — Rxg
stetig als Funktion auf dem Cartesischen Produkt X x X, ausgestattet mit der
Produktmetrik

dXxX((Ihlh), (l’2;y2)) = ||(dX(x17$2)7dX(y17y2))||R2 (6.5)

fiir eine geeignetd || Norm |[|-||ge auf R2:

|dx (21, 91) = dx (22, 92)| < |dx (21, 91) — d(wa, y1)| + |dx (w2, 91) — dx (22, 42)|
(Dreiecksungleichung in X) < dx(x1,%2) + dx(y1,y2)

(€4, €%) > €Y +|€?] ist eine Norm
auf R* und alle Normen auf R® < O |(dx (w1, 22), dx (y1,92) ) |2
sind aquivalent
(6.6)

fiir eine geeignete Konstante C'.
- Ubungsaufgabe: Die Einschrinkungen einer stetigen Funktion F : X x Y — Z auf
die Faktoren sind stetig.

Nicht jede Norm ist geeignet, obwohl alle Normen dquivalent sind.
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- Ein exotischeres Beispiel: Die Funktion

fﬁrnge(@\{()}mit (p,q)=1,¢>0
firx =0 (6.7)
sonst (i.e., z € R\ Q)

Rz f(x):=

O Q=

ist stetig in jedem irrationalen Punkt xy € R\Q (wahle § so klein, dass (z9—9, zo+9)
keine rationalen Zahlen mit Nenner 1/q > e enthélt), aber unstetig in jedem xy € Q
(fir jedes 6 > 0 ist zg + ‘/Wi € (xg — d,z0+0) \ Q fur N > 2/9).

- Die Restabschitzung besagt, dass fiir eine Potenzreihe Y a,2" mit Konver-
genzradius R > 0 die Zuordnung Bg(0) 3 z +— > a,a™ in zy = 0 stetig ist. [Tatséch-
lich sind Potenzreihen sogar in ganz B(0) stetig: Fiir jedes p < R gilt Vz,w € B,(0):

‘E a2 — E anpw"

= ‘Z an(z — w)(z"_l e S wn—l)

< |z —w| -Z|an|np" (6.8)
n=1

—_——
=:L,

da die Reihe wegen lim sup |na,|'" = limsup |a,|'/" = R~! absolut konvergiert.
Die Funktion z +— ) a,2" ist also auf jedem B,(0) fir p < R Lipschitz-stetig,
insbesondere tiberall stetig. Fiir die Exponentialreihe konnen wir wegen der fir alle
z,w € C giltigen Funktionalgleichung exp(z + w) = exp(z) exp(w) etwas einfacher
argumentieren, dass exp auf ganz C stetig ist: |exp(z1) — exp(z2)| = |exp(z1)] -
lexp(zo — z1) — 1] < |exp(z1)| - C - |21 — 22].]

Grenzwerte von Funktionen und Hiufungspunkte von Mengen

Es gibt eine sehr enge Beziehung zwischen Stetigkeit von Abbildungen und Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen.

Proposition 6.5. Fine Abbildung F' : X — Y ist genau dann stetig in vy € X,
wenn fir jede gegen xy konvergente Folge (z,)nen C X die Bildfolge (F(xn))neN cY
konvergiert und ihr Grenzwert

lim F(z,) = F(zo) = F(limz,,) (6.9)

erfillt.

Beispiel: Die Rechenregeln sind dquivalent zur Stetigkeit der algebraischen Ope-
rationen auf C.

Beweis. “=": Fiir e > 0 sei 6 > 0 so, dass d(F(zo), F(y)) < € fiir d(z,y) < 6.
Sodann sei N, so, dass d(xg,z,) < 0 fir n > N, Dann gilt fir alle n > N
d(F(zo), F(z,)) <.
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“<«<=": Angenommen, es gabe fiir ein gewisses ¢, > 0 kein ¢ > 0 wie benotigt. Dann
gibe es insbesondere fiir jedes n ein z,, mit d(zo, ,) < =, aber d(F (o), F(z,)) > €,.
Dann konvergiert die Folge (z,) gegen g, aber (F(z,)) nicht gegen F(zo), im
Widerspruch zur Voraussetzung. ]

Diese Umformulierung der Stetigkeit ist einerseits praktisch zur Berechnung von
Folgengrenzwerten, andererseits ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur Untersuchung ste-
tiger Abbildungen, vor allem in Verbindung mit der Definition topologischer Grund-
begriffe iiber Folgen wie Vollstindigkeit [3.17] offene und abgeschlossene Mengen
[4.20] Beschrénktheit [£.23] und andere mehr. Ein zentrales Beispiel sind die Zwénge
bei der Fortsetzung stetiger Funktionen auf grossere Definitionsbereiche.

Definition 6.6. Seien X,Y metrische Rdume, D C X eine beliebige Teilmenge,
F : D — Y eine Abbildung und xy € X. Man sagt, F' hat eine stetige Fortsetzung
in xy, falls eine Abbildung F : D U {zo} — Y existiert, welche in x, stetig ist und
auf D\ {zo} mit F' iibereinstimmt.

- Typischerweise ist zq ¢ D, muss aber nicht. Haufig ist dann F" auf D\ {zo} bereits
stetig. Man redet natiirlich auch von Fortsetzungen nach mehrpunktigen Mengen.
- Die stetige Funktion R* = R\ {0} > 2 + 27! € R besitzt keine stetige Fortsetzung
auf ganz R.

0 falls 2?2 <2

1 falls 2% > 2
wir den Definitionsbereich als Teilmenge von R auf, so gilt: f besitzt in jedem Punkt
z € R ausser in z = v/2 eine stetige Fortsetzung.

- Die Abbildung f: Q — R, f(x) := ist stetig auf Q. Fassen

Lemma 6.7. F' besitzt eine stetige Fortsetzung in xo genau dann, wenn fir jede
Folge (x,) C D\ {xo} mit x,, — xo die Bildfolge F(z,) in'Y konvergiert.

[43

Beweis. “=": Ist F eine stetige Fortsetzung nach z, so gilt fiir jede Folge (x,) C
D\ {zo}: F(z,) = F(z,) Vn. Konvergiert dann (z,) gegen ¢, so folgt F(z,) =
F(z,) — F(x0) aus
“«<=": Bei der Umkehrung unterscheiden wir, ob eine gegen z, konvergente Folge
(z,) C D\ {x¢} existiert oder nicht. Falls nicht, so wird F mit beliebigem F(x)
stetig in z(: Fast alle Glieder einer gegen xy konvergente Folge in D miissen mit x
zusammenfallen.

Falls eine gegen x, konvergente Folge (z,) C D \ {xo} existiert, so setzen wir
F(z0) := lim F(z,,) fiir eine beliebige solche Folge.
Beh.: F ist stetig in .
Bew.: (i) Sei zunachst (z,,) C D \ {zo} eine weitere gegen x, konvergente Folge.
Dann konvergiert die “Reissverschlussfolge” (r,,) mit 79,1 = =, 72, = &, ebenfalls
gegen ro. Nach Voraussetzung konvergiert also die Folge (F (rn)), und zwar wegen
m gegen F(x0). Dann konvergiert auch F(7,) gegen diesen Wert.
(ii) Sei schliesslich (Z,)nen € D eine beliebige gegen xy konvergente Folge. Gilt
T, = x fiir fast alle n, so konvergiert F(z,,) trivialerweise gegen F'(x(). Andernfalls
sei (%) die Teilfolge von (), bei welcher die Folgenglieder weggelassen wurden, die
mit 2y zusammenfallen. Dann konvergiert wegen (i) F(%;) = F(¥;) gegen F(xg).
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Nach Wiedereinfiigen der Glieder welche gleich g sind, folgt F(z,) — F (o).
Mit folgt, dass F' in z( stetig ist. O]

Wir formalisieren die im Beweis gemachte Unterscheidung zur Lage von xq relativ
zu D:

Definition 6.8. Sei D C X eine Teilmenge eines metrischen Raums. Ein Punkt
xo € X heisst Haufungspunkt von D falls eine Folge (z,) C D \ {zo} existiert,
welche (in X') gegen xy konvergiert.

Auch hier gilt wieder: Dieser Begriff ist interessant unabhéngig davon, ob zy in D
liegt oder nicht und auch unabhangig davon, ob X vollstandig ist oder nicht. Ein
Punkt xy € D, welcher kein Haufungspunkt von D ist, heisst auch “isolierter Punkt”
von D < Je > 0: B(zo) N D = {zo}

Definition 6.9. Ist zy ein Haufungspunkt von D C X und F : D — Y eine
Abbildung mit einer stetigen Fortsetzung in xq, so heisst der (eindeutige!) Wert der
Fortsetzung Grenzwert von F' in x,

lim F(x) = F(x) (6.10)

T—T0

Ein paar weitere Beispiele: (z € R)

_ Vr—1 1
| = — 6.11

(Denn \/51 7 ist eine stetige Fortsetzung in 1!)

. sinzx
lim
x—0

=1 (6.12)

(Benutze die Potenzreihe (5.51)!)
- Die Funktion f aus (6.7) hat den Grenzwert 0 in jedem rationalen Punkt x € Q
(und nattirlich in jedem irrationalen, wo sie stetig ist). Eine Variante ist

Jz firz e R\Q
g(x) == {0 fir 2 € O (6.13)

Dann ist 0 der einzige Punkt, in dem ¢ einen Grenzwert hat oder stetig ist.
Achtung: Existiert eine stetige Fortsetzung, so kann der Grenzwert der Funktion
iiber den Grenzwert einer beliebigen Folge berechnet werden. Dies reicht aber nicht
aus: f:R*\ {(0,0)} — R,

Y
f(x7y> T 172+y2

erfillt lim, o0 f(£,0) = 0 = lim, 0 f(0, 2) aber lim, o f(£,2) = 3 und besitzt
keine stetige Fortsetzung in (0, 0).

- Man statte N U {oo} mit einer Abstandsfunktion aus, so dass der Grenzwert von
Folgen im Sinne von mit dem Grenzwert im Sinne von tibereinstimmt (Hin-

weis: .

(6.14)
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Definition 6.10. Fiir metrische Rdume X, Y schreiben wir C(X,Y) fiir die Men-
ge der stetigen Funktionen auf X mit Werten in Y. Sind auf Y mit der metrischen
Struktur vertragliche algebraische Operationen definiert (ist z.B. Y = V' ein normier-
ter Vektorraum, ausgertistet mit der induzierten Abstandsfunktion), so {ibertragen
sich diese Operationen auf C(X,Y’), und es gelten relativ offensichtliche Rechenre-
geln fiir Grenzwerte. Die Idee ist einfach, dass “Vertréglichkeit” der algebraischen
Operationen mit der Abstandsfunktion ihre Stetigkeit impliziert. Fiir prézisere For-
mulierungen und weitere Rechenregeln fiir stetige Funktionen siehe Lehrbiicher.

Definition 6.11. Im Falle eines angeordneten Definitionsbereichs, insbesondere fiir
X = R, machen die Begriffe des links- bzw. rechtsseitigen Grenzwertes Sinn: Fiir
DCR, f:D—Y und 2y € R schreiben wir (falls x ein links-/rechtsseitiger Hau-
fungspunkt von D ist, und der Grenzwert existiert) limg,, f fiir lim, 4, f|Dn(-oco,z0)

und limg, f fir lim, ., f|DpAze,00)

§ 7 Werte stetiger Funktionen

Zu den wichtigsten Anwendungen der Stetigkeit von Funktionen zahlt der Nachweis,
dass solche Funktionen unter gewissen Voraussetzungen bestimmte Werte annehmen
maissen. Insbesondere kann die Stetigkeit fiir den Beweis der Existenz von Losun-
gen gewisser Klassen von Problemstellungen benutzt werden. Wir diskutieren hier
zundchst den Zwischenwertsatz (fiir stetige Funktionen mit reellen Argumenten und
reellen Werten), mit einer Anwendung zur Definition der Kreiszahl 7. Anschliessend
stellen wir den Satz vom Maximum und Minimum vor, mit dessen Hilfe wir den
Fundamentalsatz der Algebra beweisen kénnen.

Theorem 7.1 (Zwischenwertsatz). Sei [a,b] ein Intervall und f : [a,b] — R stetig.
Dann existiert fiir jedes t € [0, 1] ein ¢ € [a,b] mit

fle)=tf(a) + (1 =) f(b) = fi (7.1)

Anschaulich: Die Funktion nimmt alle Werte zwischen f(a) und f(b) (mindestens
einmal) an.

Beweis. Fir jedes feste t € [0, 1] liegt f; “zwischen” f(a) und f(b). Wir betrachten
den Fall f(a) < fi < f(b) (der Andere geht ist analog). Setze [ag, by] = [a,b] und
rekursiv fur n > 0: m,,_; := % und [ay,, b,| = [an_1, m,_1] oder [m,_1,b,_1] je
nachdem, ob f(m,_1) > f; oder f(m,_1) < f;. Dies ergibt eine Intervallschachtelung

([an, b)) mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass

flan) < fi < f(ba) Vn (7.2)

Sei ¢ := lima,, = lim b,, die durch diese 1.S. definiert Zahl. Es gilt ¢ € [a, b]. Aus der

Stetigkeit folgt f(c) = lim f(a,) = lim f(b,) und daher wegen (7.2)) f(c) = f; (vgl.
Sandwich-Lemma [3.8)). O

Korollar 7.2. Sei I C R ein Intervall (geschlossen, offen, beschrinkt oder unbe-
schrankt) und f : I — R streng monoton und stetig. Dann bildet f I bijektiv auf ein
Intervall J ab, und die Umkehrfunktion f=' : J — I ist ebenfalls streng monoton
und stetig.
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Beweis. Injektivitat folgt aus der streng oBdA wachsenden Monotonie: x1 > o =
f(z1) > f(xa). Dass J := f(I) ein Intervall ist, folgt aus (sogar unabhangig
von der Monotonie). Zum Nachweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion f~! bei yy =
f(xg) € J zeigen wir, dass fur jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert so, dass

S (o= 0,0+ 6)NJ) C (x0— €20 +€) NI = I, (7.3)

Ist xy kein Randpunkt von I, so enthélt das Intervall I,,, . Punkte sowohl grosser als
auch kleiner als zy. Wegen der Monotonie enthélt daher das Intervall f(I,,.) C J
Werte sowohl kleiner als auch grosser als yy, und damit ein ganzes offenes Intervall
Jyos = (Yo — 6, yo + 9) fiir ein § > 0. Dieses Intervall erfillt per Konstruktion ([7.3).

Ist z¢ ein unterer Randpunkt von I, enthalt also I, . zwar Punkte grosser als
Tp, aber keine kleineren, so ist gy ein unterer Randpunkt von .J, so dass ein 6 > 0
existiert mit Jy 5 = (yo — 6,90+ 0) N J = (Yo, Yo +6) C f(Lap,e)-

Mit den notwendigen Anderungen fiir einen oberen Randpunkt gilt in jedem Fall
f_1<Jyo,5) - [xo,e' [

- Beispielsweise sind fiir n € N die Wurzelfunktionen [0, 00) 3  — 2/ € [0, 00) als
Umkehrung der Potenzfunktionen bijektiv und stetig, und durch Verkettung damit
fir jedes s € Q auch z — x°.

- Das bisher Gelernte lésst sich aber auch schon fiir die Rekonstruktion einiger
interessanter Aussagen tiber die wichtigsten transzendenten Funktionen anwenden.
Wir erinnern dazu an die Definition der Exponentialfunktion exp : C — C durch

die auf ganz C konvergente Potenzreihe ([5.50)).

Proposition/Definition 7.3. (i) Fir z € R ist exp(z) > 0

(ii) exp : R — Ry ist streng monoton wachsend, surjektiv und stetig.

Die gemdass stetige Umkehrfunktion In : Ryg — R heisst der natiirliche Logarith-
mus. Er ist ebenfalls streng monoton wachsend und erfillt die Funktionalgleichung

Inzize =Inz; +Inay fiir x1,29 >0 (7.4)

und erlaubt die Fortsetzung der Potenzfunktionen x +— z° = exp(lnx®) = exp(slnx)
(s € Q) auf reelle Exponenten. Fir x > 0, r € R setzen wir

2" = exp(rinz) (7.5)

Beweis. (i) Ganz allgemein nehmen Potenzreihen mit reellen Koeffizienten bei re-
ellem Argument reelle Werte an. exp(z) =(exp(z/ 2))2 > 0 folgt damit aus
zusammen mit .

(ii) Fur = > 0 folgt direkt aus der Potenzreihe exp(z) > 1+ x > 1. Mit der Funk-
tionalgleichung exp(z;) = exp(z; — x2)exp(xq) folgt daraus die Monotonie. Mit
e = exp(1) > 1 folgt mittels [.10} dass {e"|n € N} nicht nach oben beschréinkt
ist, und weil noch exp(—x) = 1/ exp(z) folgt exp(R) = (0, 00). (Stetigkeit hatten wir
schon am Ende von festgehalten.) Die Funktionalgleichung ist die Umkehrung
derer fiir exp. ]

12Wir schreiben ab jetzt auch e® fiir exp(z) fiir jedes .
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Post quantitates exponentiales considerari debent arcus circulares eorumque si-
nus et cosinus, quia ex ipsis exponentialibus, quando imaginariis quantitatibus in-
volvuntur, proveniuntﬁ Auch diese Funktionen hatten wir ja fiir ganz allgemeine
Argumente via Potenzreihen , eingefithrt und bemerkt, dass aus der
Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion bereits die Additionstheoreme fiir
sin und cos folgen. Ein Version davon lautet:

COS X1 — COS Xy = (cos % cos H5*2 — sin xl—;r” sin %)

_ 1422 T1—T2 s 14T o 901*902)
(cos =5 Cos T +sm—2 sin === (7.6)

= —2sin Tt sin R

B 2 2

- Wir wollen nun durch Einschrénkung auf reelle Argument die aus der Trigonometrie
bekannten Eigenschaften wiederfinden. Zunichst folgt fiir € R aus |exp(iz)|? =
exp(iz) exp(—izr) = 1 mit Hilfe der Eulerschen Formel, dass

cos’x +sin?x = 1 (7.7)

Periodizitat und Kreiszahl 7 sind aus der Reihendarstellung hingegen nicht offen-

sichtlich, und wir miissen etwas ausholen.
1

- Fir z € (0, 2] sind die Glieder der Sinus-Reihe % ab n = 1 betragsmassig streng
3

<uzx- % < x.) Die Leibniz-Betrachtungen
daher fir 0 < z < 2:

8

monoton fallend. (Erstmalig nédmlich:
fiir alternierende Reihen [5.10] impliziere

= ol

$3

x—g<sinx<x (7.8)

In dhnlicher Weise gilt fiir die gleichen z:

2 2 4
1—%<cosx<1—%+% (7.9)

Proposition/Definition 7.4. Auf dem Intervall [0,2] ist cos streng monoton fal-
lend und besitzt genau eine Nullstelle, welche wir mit 5 bezeichnen.

Beweis. Aus folgt sinz > sz > 0 fir z € (0,2]. Sind nun zy,z, € [0,2] mit
x1 > xp so gilt B2 € (0,2] und 8522 € (0,2]. Also folgt mit Hilfe von (7.6)
cosx; — cosxy < 0. Ausserdem ist cosO) = 1 und wegen gilt cos2 < —%. Mit
dem Zwischenertsatz folgt die Existenz genau einer Nullstelle. O]

- Alles Ubrige ergibt sich durch geschicktes Kombinieren von Additionstheoremen
und (7.7). (Ubungsaufgaben?) Insbesondere verifizieren wir damit die um
herum benutzen Eigenschaften und konnen somit Proposition [2.2nun voll vertrauen,
was wir bald fiir den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra benutzen werden.

13Euler, Introductio in analysin infinitorum, Cap. VIII
H4Stetigkeit folgt natiirlich aus dem Zusammenhang mit der Exponentialfunktion.
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Satz vom Maximum und Minimum

Die andere Zutat zu diesem Beweis wollen wir aber in ihren natiirlichen allgemeinen
Kontext stellen.

Definition 7.5. Ein metrischer Raum X heisst folgenkompakt, falls jede Folge
(x,) C X eine (in X!) konvergente Teilfolge besitzt.

Beispiel: Beschriankte und abgeschlossene Teilmengen des R™ sind nach folgen-
kompakt. Nicht-leere offene Teilmengen von R™ sind nicht folgenkompakt.

Theorem 7.6. Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum, und f : X — R stetig.
Dann ist

f(X) = A{f(x)|z e X} (7.10)

beschrankt und (falls X # () existiert ein xpy € X mit f(xy) = M := sup f(X),
und ein T, € X mit f(z,) =m = inf f(X).

Beweis. Wir zeigen, dass f(X) nach oben beschrénkt ist durch Widerspruch, und
konstruieren gleichzeitig eine Maximumsstelle:

(i) Falls f(X) nicht nach oben beschrénkt ist, so existiert fiir jedes n ein z,, € X
mit f(z,) > n.

(ii) Falls f(X) nach oben beschrankt ist, dann existiert fir jedes n ein x, mit

Flan) > M — %

Da X folgenkompakt ist, besitzt (z,) C X eine konvergente Teilfolge (z,, )ren mit
Grenzwert x); € X. Wegen der Stetigkeit von f gilt geméss

lim f(z,,) = f(zum) (7.11)

k—o0

Klarerweise ist dies nicht mit (i) vertraglich, also ist f(X) nach oben beschrinkt.
Dann aber impliziert (ii) f(xp) > M, d.h. wegen f(X) < M gilt f(zpy) =M. O

Als Korollar ergibt sich die folgende Verscharfung von [7.1} Fiir eine stetige Funk-
tion f : [a,b] — R ist f([a,b]) = [min(f), max(f)].

Fundamentalsatz der Algebra

Theorem 7.7. Jedes nicht-konstante Polynom (in einer Variablen) mit komplexen
Koeffizienten besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Wir betrachten das Polynom
P(z)=2"+an 12"+ +amzt+a neNageC (7.12)

und behaupten zunéchst, dass die reellwertige und auf ganz C stetige Funktion
f(z) :=|P(2)| eine globale Minimumsstelle besitzt.
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Bew.: Fiir |2| > 1 und fir i = 0,...,n — 1 gilt |2’] < |2/, Sei nun R > 1 und
ausserdem R > 23" !|a,|. Dann gilt fiir |2 > R:

n—1
R [
. n—1 . < n—1 | < n—1-" < 2 713
12" a2+ ag| < [z ;m "5 < 5 (7.13)
Daraus folgt, weiter fir |z| > R:
_ a 2" z[" R
f(2) = |P(2)] > |2"] = |an_12""" + - ao] > |2|" — |T| = % > 5 (7.14)

Nun ist die abgeschlossene Kreisscheibe Dg(0)
als beschréankte und abgeschlossene Teilmen-
ge von C folgenkompakt. Daher nimmt gemaéss
Thm. die stetige Funktion f(z) auf Dg(0)
ein Minimum an. Es existiert also ein z,, €
Dgr(0) mit f(z) > f(zm) = m Vz € Dg(0).
Wegen |f(0)] = |ao] < & < £* ist sicher

flzm) < %, also wegen ([7.14)) kleiner als jeder
Wert ausserhalb der Kreisscheibe.
Also ist z,, eine globale Minimumsstelle auf C:

kein Minimum
hier!

f(2) > f(zm) =m furalle z € C. (7.15)

- Nun wechseln wir die Perspektive und schauen uns f(z) in der Umgebung von z,,
an. Wir schreiben dazu zunéchst P als Polynom in der Variablen w = z — 2, um:

Q(w) := P(zp +w) = by + byw + - + by 1w + byw” (7.16)

fir gewisse b; € C. (Tatsédchlich ist b, = 1, also insbesondere # 0.) Dann ist die
Aussage ([7.15]) aquivalent dazu, dass die stetige Funktion g(w) := |Q(w)]| ein globales
Minimum bei w,, = 0 besitzt. Wir behaupten, dass m = |by| = 0.

Bew.: Unter der Annahme, dass by # 0, sei

k = min{i > 0]|b; # 0} < n, ma.W. ist Suche na%h

Q(w) = by + brw" + hohere Potenzen. Gemiss ii(:;/!]) <4(0)

5.21| (angewandt auf eine endliche Reihe) exis-

tiert dann fiir » = 1 eine Konstante C' so, dass €= (_@)Uk

1Q(w) — by — bpw*| < C - |w|F! V]w| < 1. Ge- "
mz’issexistiert ein £ € C* mit &F = —by /by,

Fiir 0 < p < min{1, ||} sei w, = p€. Dann gilt |w,| < 1 und folglich

9(wp) = |Q(wp) < [bol(1 = p") + C - p e[ =m — p(m — p- [¢[*1C) (7.17)

Ist dann noch 0 < p < m/(|¢|*™C), so folgt g(w,) < m, im Widerspruch zu
(715). 0
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§ 8 Gleichmassigkeit

Der hier gegebene Beweis von ist ein schones Beispiel flir das Zusammenspiel
von Stetigkeit und Vollstandigkeit zum Nachweis der Ezistenz von Losungen eines
algebraischen Problems. Er ist “nicht-konstruktiv”, indem kein explizites Verfahren
zur Approximation der Losungen gegeben wird (das aber ohne grosse Schwierigkeiten
nachgereicht werden konnte). Ahnliche Prinzipien spielen auch bei der Suche nach
speziellen Funktionen, wie etwa Losungen von Differentialgleichungen im [§14] eine
wichtige Rolle.

- Wir hatten bereits beobachtet (zuletzt in [6.10), dass die Menge der Funktionen
f + X — C auf einer beliebigen Menge X in natiirlicher Weise einen komplexen
Vektorraum bildet. Ausserdem hatten wir gesehen, siehe [4.28 dass der Vektorraum
der beschrankten Funktionen,

BX,C)={f: X —>C|3IM>0:|f(z)| < XVze M} (8.1)
mit der Supremumsnorm
B(X,C) 3 [+ ||flloo := sup{|f(2)||x € X} (82)

vollstandig ist: Ist (f,) C B(X,C) eine Cauchy-Folge, so ist fir jedes z € X
(fu(z)) C C eine Cauchy-Folge und man setzt

f(a) = lim f,(x) (83)

Ist dann fiir € > 0 N, so, dass || fn — finlloo < € falls n,m > N,. Dann gilt Vo € X
Vn,m > N |fu(z) — fin(z)| < €. Mit m — oo folgt |fn(z) — f(2)] < e Vo € X
Vn > N, und daraus f € B(X,C) und || f — fulloo — 0 fir n — oc.

- Ist X ein metrischer Raum, so ist die Menge C(X, C) der stetigen Funktionen auf
X wie in festgehalten ebenfalls in natiirlicher Weise ein komplexer Vektorraum.
Fassen wir BC(X,C) := C(X,C) N B(X,C) als Untervektorraum von B(X, C) auf,
so gilt:

Theorem 8.1. BC(X,C) ist ein abgeschlossener Unterraum von (B(X,C), ||-||«),
also insbesondere ein vollstindiger metrischer Raum (s.[{.23).

Ein Teil des Interesses dieser Aussage ergibt sich beim Vertauschen zweier Arten
von Grenzprozessen: Sind (f,,) € C(X,C) und (zx) C X konvergente Folgen, so

impliziert 8.1 dass

Stetigkeit Definition
von fp, von
lim (lim fo(zx)) = lim f,(lim 2;) = lim f,(z) =
Stetigl}eit Deﬁnit}on
=f@) = fm fle) = Jlim (lim (o)
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Beispiel: Die Folge stetiger und beschriankter Funktionen f,, : [0, 1] — R mit

folz) = 2" (8.5)
erfilllt lim,_,; f,,(z) = 1 fur alle n, aber lim,_,, f,(z) =0 Vx # 0. Es folgt
lim lim f,(z) =0# 1= lim f,(1) (8.6)

Insbesondere ist die punktweise definierte Grenzfunktion gar nicht stetig, was in
Anbetracht von [8.1| daran liegt, dass ||f — fu|lco = 1 Vn.

(Ein noch(?) einfacheres Beispiel fiir die Probleme beim Vertauschen von Grenz-
prozessen ist die “Doppelfolge”

1 firn>m (8.7)

NXx N~ aym =
’ -1 furm>n

Klarerweise ist fir jedes m lim,,_, @y m = 1, also lim,,, o lim, o @y m = 1. Auf der
anderen Seite ist lim,, e iMoo Gnm = —1.)

Gleichmaissige Konvergenz

Das dem Beweis von zu Grunde liegende Prinzip ist der Begriff der Gleichmds-
sigkeit von Grenzprozessen.

Definition 8.2. Eine Folge (f,,)neny von Funktionen f,, : X — C heisst punktweise
konvergent gegen f : X — C, falls fiir jedes z € X die Folge (f,,(z))nen C C gegen
f(z) konvergiert.

Definition 8.3. Eine solche Folge heisst gleichmdssig konvergent, falls fir jedes
e > 0 ein N, € N existiert so, dass fiir alle x € X |f,,(x) — f(2)| < € falls n > N,.

Bemerkungen. - Beachte den Unterschied: Bei der gleichmassigen Konvergenz miis-
sen wir fiir gegebenes € zuerst ein N, finden, ab welchem Index f,, an allen Stellen
x € X nicht weiter als € von f entfernt liegt. Bei der punktweise Konvergenz muss
ein solcher Index erst nach Bekanntgabe von x gefunden werden.

Lemma 8.4. (i) Fine gleichmdssig konvergente Folge konvergiert punktweise.
(i) Ein Folge von beschrinkten Funktionen konvergiert genau dann gleichmdssig,
wenn sie in der Supremums-Norm konvergiert.

Beweis. (i) ist eine leichte Ubungsaufgabe, (ii) eine einfache Umformulierung der
Definitionen. 0

Der Begriff der gleichméssigen Konvergenz ist etwas allgemeiner als die Konver-
genz in der Norm: Es gibt stetige Funktionen mit “unendlicher Supremumsnorm”,
m.a.W. Funktionen die in der Supremumsnorm unendlich weit voneinander entfernt
liegen. Es ist dennoch natiirlich, sich den Begriff der gleichméssigen Konvergenz als
“von der sup-Norm” induziert vorzustellen. (Ist X folgenkompakt, so ist geméss
jede stetige Funktion beschrankt, so dass die Begriffe echt d4quivalent sind.) Hingegen
kann der Begriff der punktweise Konvergenz nicht auf eine Norm oder Abstands-
funktion zurtickgefiithrt werden.
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Theorem 8.5. Sei nun X ein metrischer Raum, und (f,) C C(X,C) eine Folge
von stetigen Funktionen, welche gleichmdssig gegen f : X — C konvergiert. Dann
ist f ebenfalls stetig.

Beweis. Sei zp € X und € > 0. Sei dann N so gross, dass fir n > N
[fu(z) = f2)] <e  VreX (8.8)

(gleichméssige Konvergenz). Sei nun 6 > 0 so klein, dass |fy(zo) — fn(x)| < € fir
dx(x,x0) < § (Stetigkeit von fy). Dann folgt fir solche x

|f(2) = f(@o)| < |f(x) = fn(@)[ + [ fn(2) = fn(@o)| + [ (o) — flxo)| < 3e (8.9)
da jeder der drei Terme kleiner ist als e. ]

Bemerkungen. - Eine wichtige Anwendung ist der Nachweis der Stetigkeit von durch
Potenzreihen innerhalb ihrer Konvergenzkugel definierten Funktionen.

Beh.: Sei P(z) =, a,2z" eine Potenzreihe, der Einfachheit halber mit a,, z € C.
Sei R der Konvergenzradius von P. Dann konvergiert fiir jedes r < R die Folge
(pu(2) =31y akzk)neN auf B,(0) gleichméssig gegen P(z).

Bew.: Sei € > 0. Da P(r) definitionsgemaéss absolut konvergiert, existiert ein N so,

dass
o

Z |ag|r® < e Vn > N (8.10)

k=n+1

Daraus folgt aber schon fiir alle z € B,(0) und alle n > N:
|P(2) = pa(2)| :‘ 3 akzk‘ < N a2 Y Jalrt<e (8.11)
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

Da jedes p,, stetig ist, ist also Wegen P eine stetige Funktion auf der Scheibe B,.(0)
fir jedes r < R. Zusammen folgt, dass P(z) auf ganz Br(0) eine stetige Funktion
definiert. (Im Allgemeinen konvergiert aber p, nicht gleichméssig gegen P auf ganz
Br(0)!) O

Die Aussage von[8.1. folgt nun sofort durch Zusammensetzen von [8.4 und 8.5l [

Beispiel 8.6. Da der Vektorraum BC(X,C) im Allgemeinen (namlich ausser fir
endliches X') unendlich-dimensional ist, ist auf ihn der Satz nicht anwendbar
und tatsachlich sind auch nicht alle Normen dquivalent zueinander.

Beispiel: Auf dem Raum der auf X = [0, 1] stetigen (und wegen automatisch
beschrénkten) reellen Funktionen f : [0,1] — R ist die Abbildung

P sle= ([ e (8.12)

eine Norm—Beweis wie in [4.3 aus der Giiltigkeit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[ staris] < 1512 ol (5.13)
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welche man ebenfalls wie in 4.4 aus vorweggenommenen Eigenschaften des Integrals
gewinnt.
- Sei nun f, : [0,1] — R die Funktionenfolge

{n—n4a: xﬁ%

fn = (8.14)

0 sonst

Es gilt:

L L 2 5 8

? a2 [ 2 5 8,2 _n_n nm 1
/O(n—nx)dx/o (n —2nw+nw)dx—$—$+%—3—n (8.15)

d.h. [[full2 = w/% — 0. Die Folge (f,) konvergiert also in der 2-Norm gegen Null.

Sie konvergiert zwar auch tiberall auf (0, 1] punktweise gegen 0, die Folge (£, (0)) ist
aber nicht einmal beschrankt. Die Folge konvergiert damit natiirlich auch nicht in
der Supremumsnorm.

Wir vereinbaren, dass wir fiir Funktionen stets die Supremumsnorm benutzen,
haufig noch in der folgenden Verallgemeinerung.

Definition 8.7. Sei X eine beliebige Menge, und (V, ||-||) ein normierter Vektor-
raum. Dann ist die Abbildung F(X,V) — R,

F s ||F|x :=sup{||F(z)|lv |z € X} (8.16)
eine Norm auf dem Unterraum der Funktionen mit || F||x < oc.

Gleichmaissige Stetigkeit

Zuletzt noch eine Verschéarfung des Stetigkeitsbegriffs, den wir bei der Definition des
Integrals benutzen werden.
Es seien X, Y zwei metrische Raume.

Definition 8.8. Eine Funktion F': X — Y heisst gleichmdssig stetig, falls fir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert so, dass

dy (F(z1), F(22)) < e falls dx(z1,2) < (8.17)

Bemerkungen. Was ist der Unterschied von [6.2]7 Bei der gleichmassigen Stetigkeit
miissen wir fiir gegebenes € zuerst ein ¢ finden, fiir welches die Abschétzung fiir jedes
nahe Paar z1, 2, € X gilt. Bei der gewohnlichen Stetigkeit auf ganz X muss das o
erst nach der Bekanntgabe eines der beiden Punkte xy gefunden werden.

Beispiel: Die Funktion C* = C\ {0} — C, z — 1/z ist (als algebraische Funktion)
auf dem gesamten Definitionsbereich stetig, aber nicht gleichmaéssig stetig: Fiire, = 1
gibt es fur jedes § > 0 Punkte z; € C* mit |2;| < min{1,d}. Mit 2o = 21/2 gilt dann
|21 — 22| = |21|/2 < § aber

=—>1=¢, (8.18)

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 73 7/6/2018 9:24



KAPITEL 3. STETIGKEIT

Ist hingegen zuerst 2y # 0 bekannt und e > 0, so wéhlen wir 0 < § < min{@, @e}

Fir |z — 29| < § ist dann |z| > |20|/2 und daher

1 1

- 2
Al 2 5 (8.19)

N |Z| : |Zo| |Zo|2

z oz
Fir folgenkompakte Rédume kann so etwas aber nicht passieren.

Theorem 8.9. Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum, und Y ein beliebiger
metrischer Raum. Dann ist jede Funktion F': X — Y gleichmdssig stetig.

Beweis. Andernfalls gibt es ein €, > 0 fiir welches (8.17)) fiir kein 6 > 0 erfillt ist.
Insbesondere existiert fir jedes 6,, = % ein Paar 1 ,,, 22, mit

1
dx(T1m, Tap) < - aber  dy (F(z1,), F(22,)) > €. (8.20)

Da X folgenkompakt ist, besitzt (z1,,) eine konvergente Teilfolge (21, ). Sei x € X
ihr Grenzwert. Da F in  stetig ist, existiert ein 8, > 0 so, dass dy (F(z), F(2')) < ?

falls dx(z,2") < 0.. Ist dann K so, dass dx(x,21,,) < %* und dx (21, , Ton,) < &
falls £ > K, dann folgt fiir solche &

€«
dy (F(z), F(z1,0,)) < —
2 ) (8.21)
und dx(z,T2,,) < J. also auch dy (F(x), F(i[)zmk)) < 5*
Daraus folgt aber dy (F(21,,), F(%2,n,)) < €, im Widerspruch zu (8.20). O
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DIFFERENTIATION

Stetige Funktionen haben die charakterische Figenschaft, dass unter (“geniigend”)
kleinen Variationen ihrer Argumente ihre Werte sich nur (“beliebig”) wenig é&ndern.
Bei Lipschitz-stetigen Funktionen nimmt diese Kontrolle die Form einer oberen linea-
ren Abschétzung an. Regelméssige Zusammenhénge zwischen physikalischen Gros-
sen sind normalerweise nicht nur stetig, sondern lassen sich vielmehr in einer Weise
linear approximieren, dass der “relative Fehler” im Grenzfall hinreichend kleiner
Anderungen beliebig klein wird. Die Differentialrechnung verbindet auf diese Weise
die bisher entwickelten Ideen zu Grenzprozessen mit der aus der linearen Algebra
bekannten Theorie der Vektorraume.

Wir diskutieren zunéchst den Spezialfall einer reellen Veranderlichen, dessen Re-
chenregeln bereits vertraut sind. Die Anordnung des Definitionsbereichs (der physi-
kalisch als “Zeit” interpretiert werden konnte) ist spater grundlegend fiir die Losung
(Integration) gewohnlicher Differentialgleichungen. (Noch etwas spezieller wird es,
wenn auch der Wertebereich angeordnet ist, siehe z.B. )

Wir besprechen danach die allgemeine Differentialrechnung mehrerer reeller Ver-
anderlicher, zu deren voller Umkehrung wir allerdings erst im WS kommen, um uns
fiir de Rest des Sommers noch etwas mit den Besonderheiten eines (zwar nicht an-
geordneten, dafir aber) algebraisch abgeschlossenen Definitions- und Wertebereichs
(i.e., Teilmengen von C) zu beschéftigen.

§9 Eine reelle Verianderliche

Definition 9.1. Sei I C R ein offenes Intervall, und (V, ||-||) ein vollstandiger nor-
mierter Vektorraum tiber R. Eine Funktion f : I — V heisst differenzierbar im
Punkt ¢, € I, falls der Differenzenquotient

Ft) = f(to)

I\ A{to} 2t — Ay (t) = ro—

(9.1)

stetig in to fortsetzbar ist. Man nennt den Crenzert f(to) := limy_, Asy,(t) die
Ableitung von f in .
- f heisst differenzierbar auf I, falls f in jedem Punkt von [ differenzierbar ist.
- f heisst stetig differenzierbar auf I, falls f differenzierbar auf I ist, und die Abbil-
dung

fiI—=V t— f(t) (9.2)

stetig ist.
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?E:;Serkungen/ Beispiele 9.2. - Andere Schreibweisen fiir f(ty) sind %(to) und
- Eine konstante Funktion hat die Ableitung 0, fiir eine affin-lineare Funktion der
Form f(t) = o + vt (z0,v € V) gilt f(t) = v.

- Mit punktweiser Addition und Skalarmultiplikation wird der Raum der differenzier-
baren Funktionen D(I,V) (bzw. der stetig differenzierbaren Funktonen, C'(I,V))
zu einem reellen Vektorraum (iiber eine Norm unterhalten wir uns spéter...)

- Ist auf V' eine Multiplikation erklért, so konnen wir Funktionen punktweise multi-
plizieren und es gilt die Produktregel

d(f-g) () = 1 f)g(t) — f(to)g(t) + f(to)g(t) — f(to)g(to)
0) = lim
dt t—to t—to
- f(t) — f(to) . 9(t) — g(to)
R — g(#) + lim f(to) = — t (9:3)
= P t0) - 9tt0) + £00)- Lt
(Daraus folgen dann die bekannten Rechenregeln fiir Polynome in einer reellen Va-
riablen.)
- Ist V= R™ fiir ein m € N (m.a.W., ist V endlich-dimensional und hat eine aus-
gezeichnete Basis), so kénnen wir f = (f1,..., f™)7 als m-Tupel von reellwertigen
Funktionen f7 : I — R, j = 1,...,m schreiben. Es gilt dann: f ist genau dann

differenzierbar wenn alle f7 differenzierbar sind, und (f(¢)) = f7(t).
- Die Ableitung der Exponentialfunktion ¢ — exp(t) bei to = 0 ist
d exp(t) -1

E eXp(t) ’t:O - 1% t

(vgl. Ubungen), woraus mit Hilfe der Funktionalgleichung folgt, dass < exp(tz) =
exp(tz) - . (Und daraus folgen dann die bekannten Ableitungen der trigonometri-
schen Funktionen.)

1 (9.4)

- Beispiel einer differenzierbaren, aber nicht stetig
differenzierbaren Funktion:

2sin i
f<t>={f)s CTY )

Es ist (unter Vorwegnahme der Kettenregel...)

f(t) _ {Qt Sin% — COS% firt #0 (9.6)

limtﬁotsin% =0 firt=0

die Ableitung aber nicht stetig in t; = 0.

- Je nach Sichtweise auf Grenzwerte von Funktionen gibt es verschiedene dquivalente
Formulierungen der Differenzierbarkeit. Den Einstieg in die Verallgemeinerung auf
mehrere Variablen ermoglicht die folgende: f ist genau dann in ¢, differenzierbar,
falls ein f(to) € V existiert so, dass Ve > 0 ein § > 0 existiert so, dass

[f(t) = f(to) — f(to)(t —to)|l < e[t — to Vte IN(to—0d,tg+0)\ {to} (9.7)
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“Die Differenz zwischen Funktion und linearer Naherung geht (in der Norm) schnel-
ler als linear in ¢ — ¢y gegen Null.”
Bew.: Die Bedingung (9.1]) bedeutet, dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert so, dass

A7, () — f(to)] <€ falls 0 < |t —to] <0 (9.8)
dies ist klarerweise aquivalent zu . Man kann in der Abschatzung < durch
< auf ganz I N (to — J,to + 0) ersetzen. O

- Es ist auch sinnvoll, den Begriff auf andere Teilmengen von R als Definitions-
bereiche zu verallgemeinern. Ist I ein abgeschlossenes oder halb-offenes Intervall,
so kann man an einem Randpunkt weiter benutzen bzw. den am Ende von
eingefithrten Begriff des links-/rechtsseitigen Grenzwertes. Bevor man fiir einen
allgemeinen Definitionsbereich D auf Differenzierbarkeit in xq € D untersucht, ver-
langt man, dass fiir hinreichend kleines § der Durchschnitt D N (zg — 0, ¢ + ) ein
Intervall der Form (xg — 0,z + d), [xg, xo + 0) oder (xy — 0, x| ist.

- Fiir ein kompaktes Intervall [a, b] heisst eine differenzierbare Abbildung v : [a, b] —
V' auch ein Weg von z1 = 7y(a) nach xo = y(b).

- Aus (9.7)) folgt sofort, dass eine differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist:
1£(8) = f{to) | < NLF(t) = £(to) = f(to)(t = to)ll + 11 (t0) (t = to)ll
< (e+[[f(t)ll) - [t — tol
fur |t —to| < 0. Allgemeiner gilt:

(9.9)

Proposition 9.3 (Schrankensatz). Sei f : [t1,t2] — V' eine stetige Funktion, die
auf (t1,t2) differenzierbar ist derart, dass || f||(, 1) := sup{[|f(®)|| | ¢ € (t1,2)} < o0.
(Vgl. Def.[8.7 Beispiel: f ist auf [t1,ts] stetig differenzierbar.) Dann gilt

1£(t2) = FEDI < I f ity - [t2 = 1] (9.10)

Beweis. Angenommen, die linke Seite von (9.10) wére grosser als die rechte. Dann
existierte ein € > 0 so, dass noch || f(t2) — f(t)[| = (I fll;, 1,y + €)(t2 — 1) > 0. Mit
solch einem € betrachten wir fir ¢ € [t;, 5] die reellwertige Funktion

9¢@) = 1F (@) = FERON = ([ fll ¢ty 1) + = 11) (9.11)
Wegen g.(t1) = 0 ist ¢y := sup{t € [t1,t2] | g(t) = 0} wohldefiniert. Aus der Stetig-
keit von g, folgt g.(to) = 0 und wegen g.(t2) > 0 folgt o < t2, und g.(¢) > 0 fir
t € (to, t2) # 0. (Ware g.(t') < 0 fir ein ¢’ € (tg,t2) so gibe es wegen des Zwischen-
wertsatzes [7.1|ein t” € (¥, t5) mit g.(¢t") = 0, im Widerspruch zur Definition von ¢.)
Fiir alle solche ¢ gilt:

0 < ge(t) = ge(to) = 1£ (&) = FEN = 1f (o) = FEI = (/N0 + €)(E — t0)

< NF@) = £ = (1 i) + )t = to)
(9.12)

Da aber f in ty differenzierbar ist, existiert ein 6 > 0 so, dass fiir solche ¢, die
ausserdem kleiner als to +¢ sind, || f(t) — f(to)[| < (|| f(to)|| +-€)|t —to|. (Siehe (9.9).)
Wegen || f(to)|| < ||f|l¢t1.t0) steht dies im Widerspruch zu (9.12). O

Korollar 9.4. Sei f : D — V differenzierbar. Gilt f(t) = 0Vt € D, so ist f auf
jedem Intervall I C D konstant.
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Wertebereich R

Wie bei stetigen Funktionen auch erlauben reellwertige differenzierbare Funktio-
nen einige zusétliche Betrachtungen. Beispielsweise ldsst sich der Begriff der Diffe-
renzierbarkeit direkt auf die Anordnung und Vollstandigkeit von R zurtickfithren.
Ubungsaufgabe:

Beispiel 9.5 (Ableiten ohne Grenzen). Fiir eine reellwertige Funktion einer reel-
len Veranderlichen soll der Begriff der Ableitung direkt auf die Anordnungs- und
Vollstandigkeitsstruktur der reellen Zahlen zurtickgefithrt werden. Sei xg € I, einem
offenen Intervall, und f : I — R. Eine reelle Zahl o heisst Obersteigung von f in x,
falls ein offenes Intervall I, C I existiert mit xy € I,, sodass fiir alle x € I, gilt, dass

flzo) +o0-(x—x9) > f(z) falls z > xg

und f(zg)+o-(x—z0) < f(x) falls z < xg (9.13)

Analog definiert man den Begriff einer Untersteigung. Sei O die Menge der Ober-
steigungen von f in x, und U die Menge der Untersteigungen. Uberlegen Sie sich
zunéchst (durch kurze Beweise bzw. geeignete Gegenbeispiele), dass

(i) O nach oben ordnungsabgeschlossen ist, d.h. 0 € O = o' € O Vo' > o, aber u.U.
leer sein kann, und

(ii) U < O, d.h. u < o fiir alle u € U,0 € O (also insbesondere ist O nach unten
beschréinkt, falls U # ().

(iii) Zeigen Sie dann: f ist genau dann in z( differenzierbar, wenn O und U nicht-leer
sind, und infO = sup U =: s. (In diesem Fall gilt s = f'(z0).)

(iv) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion mit Stelle, fiir welche U und O nicht leer
sind, aber inf O # sup U.

Diese Formulierung ist der eigentliche Ursprung des Zusammenhangs zwischen
Differentialrechung und Monotonie- /Extremwertaufgaben.

Definition 9.6. Man sagt, eine Funktion F': X — R auf einem metrischen Raum
X hat in einem Punkt zy € X ein lokales Maximum (d.h., x; ist eine lokale Maxi-
mumsstelle), falls ein § > 0 existiert so dass F'(z) < F(zo) fur alle z € Bjs(zo). Ein
lokales Minimum ist analog definiert.

Lemma 9.7 (Notwendiges Extremstellenkriterium). Sei I ein offenes Intervall und
f I — R differenzierbar. Hat f in xq € I ein lokales Mazximum oder Minimum,
dann gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. Im Falle eines Maximums existiert ein § > 0 so, dass f(z) < f(zo) fiir
x€IN(xg— 0,20+ 0). Fir die x > xg ist der Differenzenquotient

f(x) — f(20)

<0 9.14
pr— (9.14)

und im Grenzfall z | xy folgt f'(z¢) < 0. Durch Betrachtung der o — § < = < xg
zeigt man f'(zg) > 0, zusammen folgt f/'(zg) = 0. Der Fall eines Minimums geht
analog. O
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Proposition 9.8 (Mittelwertsatz). Sei [a,b] C R und f : [a,b] — R stetig, und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein & € (a,b) fir das f(b) = f(a)+ (b—a)f'(§).

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : [a,b] — R

o) = 1) — fla) - 0T (9.15)

g ist auf (a,b) differenzierbar und auf [a,b] stetig mit
g(a) = g(b) = 0. Nach dem Satz iiber Maximum und

Minimum [7.6] nimmt ¢ ein Maximum M und ein Mini-

mum m an. Gilt M = m, so verschwindet g identisch F)T /v\
auf [a,b], f ist affin-linear und die Aussage unmittelbar. fla)4 7<\/
Andernfalls liegt wegen g(a) = g(b) entweder die Ma- ;

[
ximumsstelle oder die Minimumsstelle in (a, b), und wir a '5
schliessen mit dem Kriterium [0.7]

Definition 9.9. Eine reellwertige Funktion I — R auf einem Intervall heisst konvex,
falls fir alle 21,29 € I, 17 # x5 und alle ¢ € (0,1) gilt

F(1 =)y + tzs) < (1 —t) f(z1) + tf(22) (9.16)

Gilt die strenge Ungleichung, so heisst f streng konvex. Gilt die umgekehrte (strenge)
Ungleichung, so heisst f (streng) konkav.

Bemerkungen. Schreibt man z = (1 —t)zy + ta,, also t = =" so wird aus ({9.16)

flz) < ;j_‘gif(xl) + ;2__2]0(952) Va € [11, 7]
& f@) < fle)+ = (fl) = f@) Vrelmm] (9a7)

& f(2) < flas) + 22

(f(x1) = flx2)) Va € [x1, 2]

To — T

“Zwischen je zwei Stellen z; und x4 liegt die
Funktion f unterhalb ihrer linearen Interpo-
lation.” Konvexe Funktionen spielen eine sehr f%L‘Q)
wichtige (aber oft versteckte) Rolle, z.B. fur f

die Stabilitdt physikalischer Systeme. Eine flx) +
interessante Eigenschaft ist: 1 ;

Lemma 9.10. FEine konvere Funktion auf einem offenen Intervall ist stetig.

Beweis. Sei yg € I. Da I offen ist, existieren y;,y2 € [ mit y; < yg < . Fiir
Y € [yo, y2] folgt aus (9.17) (mit z1 = yo, 2 = Y2, = y) einerseits

f(y2) — f(wo)

Flw) — fla) < 2=

(v — yo) (9.18)
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und (mit 21 =y, 2 =y, = yo) andererseits

f(yo) — f(y)

Fl0) = ) = S

(¥ — %) (9.19)

Aus dem Sandwich-Lemma folgt lim,,,, f(y) = f(vo), f ist also rechtsseitig stetig
in yo. Ebenso zeigt man die linksseitige Stetigkeit, und damit ist f stetig auf ganz
I. O

Bei differenzierbaren Funktionen gebraucht man das folgende Ergebnis:
Proposition 9.11. Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar
(d.h. f ist differenzierbar und die Ableitung ' nochmal). Dann ist f genau dann
konvex, wenn f"(x) > 0 Va € (a,b).

Beweis. Aus den beiden letzten Varianten von (9.17) folgt Va1, 2o € (a,b), x1 < zo:

f(z) = f(x1) < f(x2) — f(1) < f(za) — f(7)

r — T To — T To — X

Vo : 1 < T < To (920)

Ist also f konvex, so folgt mit x | x1 bzw. x 1 2

f(xa) — f(21)

To — T

fi(@) < < f'(x2) (9.21)

d.h. f' wéchst monoton auf (a,b). Daraus folgt durch Grenzwertbildung, dass
f"(x) > 0Vz € (a,b).

- Ist umgekehrt f” > 0, so folgt monotones Wachstum von f’ aus dem Mittelwertsatz.
(Die Monotonie einer Funktion ist also dquivalent zum Vorzeichen ihrer Ableitung.)
- Fur alle x € (x1,25) folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz von Stellen & €
(x1,2), & € (x,29) so, dass

f@) — [z f(@2) — f(=
f'(&) = M7 f(&) = L() (9.22)
r — T To — T
- Aus der Monotonie von f’ folgt also
r — T To — X
was man leicht als dquivalent zur ersten Version von ((9.17)) erkennt. O]

Wir tiberlassen alle weiteren Feinheiten solcher Kurvendiskussionen den Ubungen.ﬁ
Hier irgendwo: Hoélder- und Minkowski-Ungleichung

15Beispielsweise gilt die Verschirfung von nur in der Richtung: f” > 0 = f streng konvex.
f kann streng konvex sein, und f” trotzdem Nullstellen besitzen. Beispiel: ¢t — t* auf R.
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§ 10 Mehrere Veranderliche

Der Ableitungsbegriff aus dem letzten § kontrolliert in linearer (und dann héhe-
rer) Naherung die Abhéngigkeit (skalarer oder vektorieller) physikalischer Grossen
von einer einzelnen unabhangigen Variablen, welche am einfachsten als “Zeit” zu
interpretieren ist. Wir wollen diesen Begriff nun auf mehrere Veranderliche verallge-
meinern, und denken dabei an zwei Typen von physikalischen Beispielen:

(I) Potentiale ®(z,y,z) und Vektorfelder F(z,y, z) in Abhéngigkeit der drei Orts-
koordinaten

(IT) thermodynamische Zustandsfunktionen (Innere Energie, Enthalpie, etc.) eines
physikalischen Systems in Abhangigkeit der dusseren Zustandsvariablen (Tempera-
tur, Volumen, etc.)

Im ersten Anlauf kénnen wir solche Abhéngigkeiten von jeder dieser unabhdngi-
gen Variablen getrennt untersuchen, was auf den Begriff der sog. partiellen Ableitung
fiihrt. Dieser Begriff ist niitzlich, aber noch nicht fir alle Zwecke befriedigend: In
Situationen vom Typ (I) berticksichtigt er nicht die enge Beziehung zwischen den
Ortskoordinaten, wie etwa die Moglichkeit der rdumlichen Drehungen, die auch noch
auf die Komponenten des Vektorfeldes wirken, m.a.W., dass die Identifikation des
physikalischen Raums mit R mathematisch einer Basiswahl entspricht. Etwas all-
gemeiner kann man auch an krummlinige Koordinaten denken, relatitivistisch an
die Einbeziehung der Zeit in die Koordinatentransformationen.

Aber auch in Situationen vom Typ (II), in denen die verschiedenen Variablen zu-
néchst eine klar getrennte physikalische Interpretation besitzen (beispielsweise von
verschiedener Dimension sind), mochte man manchmal die Rollen von unabhéngi-
gen und abhéngigen Variablen vertauschen (wie beispielsweise den Druck statt dem
Volumen als dussere Variable benutzen) und es erweist sich hierfiir als zweckmés-
sig, die Abhangigkeiten von allen Variablen gemeinsam zu beschreiben. Dies fiihrt
unvermeidlich auf den Begriff der sog. totalen Ableitung.

Im Folgenden sind stets n,m € N, U C R" offen und F' : U — R™ eine (zunéchst
beliebige) Abbildung.

Definition 10.1. Sei z¢y = (xé)i:17,,_,n € U. Dann heisst F' partiell differenzierbar
in x¢ falls fir jedes ¢+ = 1,2,...,n die Einschrankung von F' auf die ¢-te Koordina-
tenrichtung differenzierbar im Sinne von ist, d.h. Vi existiert die i-te partielle
Ableitung

9.F(20) = Tim F(zg, ... 2t x)) — F(zd, ... xh, ..., xd)

; iyl
Tt =) z Ty

(10.1)

- Die Einschrankung auf offene U ermdglicht dhnlich wie in die Untersuchung des
Grenzwertes “von beiden Richtungen aus”. Etwas allgemeiner konnte man sich aber
darauf zuriickziehen, dass der Definitionsbereich ein Produkt von evtl. halboffenen
Intervallen um z( enthalt, s. Bemerkungen auf S. . (Beispiel: Temperatur 7" in der
Néhe des absoluten Nullpunktes).

- Man beachte, dass wir fiir die Definition der partiellen Ableitung zwar die Vektor-
raumstruktur (und Norm) im R™ benétigen, aber nichts dergleichen im Definitions-
bereich. Insbesondere schrankt die Forderung nach der partiellen Differenzierbarkeit
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nur das Verhalten von F' entlang der Koordinatenachsen ein. Man iiberlegt sich dann
auch leicht alle moglichen Beispiele partiell differenzierbarer Funktionen.

- Als erster Schritt zur Befreiung von der Auszeichnung der Koordinatenrichtungen
auf R™ bemerken wir, dass wir den Grenzwert in ({10.1f) auch schreiben kénnen als

9. F (20) :hmF(a:é,...,mé—i—t,...,xg)—F(x(l),...,:cé,...,azg)
t—0 t

(10.2)

Dies (ist informell offensichtlich und) folgt formal z.B. aus dem Folgenkriterium
m (Der Limes tiber Folgen z — z ist dquivalent zum Limes tiber Folgen ¢, =
x! —xi — 0.) Wir erkliren also

Definition 10.2. Sei xg € U, und v € R”. Dann existiert wegen der Offenheit von
U ein 6 > 0 so dass o + tv € U fir alle t € (—4,0). F heisst in zq differenzierbar

in Richtung v, falls die Funktion ¢t — F(zq + tv), in ty = 0 differenzierbar im Sinne
von [0.1] ist. Man nennt

e R™ (10.3)

die Richtungsableitung von F'in Richtung v.

- Offensichtlich ist F' partiell differenzierbar, wenn sie in die Richtung aller Elemente

i-te Stelle
e; = (0,...,1,...,0)T, i = 1,2,...,n der Standardbasis von R" differenzierbar ist.

(Es gilt: 0;F(x¢) = D, F(x0))

- Beachte, dass man F' wegen der Offenheit von U auf Differenzierbarkeit in jede
Richtung v € R™ untersuchen kann, auch wenn U eine echte Teilmenge des R" ist.
Geometrisch gesehen ist “der R”, der U enthélt,” der affine Raum im Sinne von [4.1]
und der R™ als “Raum der Richtungen” der zugrundeliegende Vektorraum.

- Wir wollen nun (fiir festes o) die Abhéngigkeit von D,F(zy) € R™ von v € R"
untersuchen. Zunéchst bemerken wir, dass fiir alle A € R,

Do F(x0) = AD, F () (10.4)

Bew.: Fiir A # 0 folgt dies, auch ohne Kettenregel, aus den Rechenregeln fiir Folgen,
dass namlich mit t = M\
F(zo +tv) — F(x)

li £+ 00) = Flwo) _ e - (10.5)

=0 t i—0

wéhrend fiir A = 0 die Aussage trivial ist.
- Die Ableitungen in linear unabhéngige Richtungen sind zunéchst zwar vollkommen
beliebig. Sei beispielsweise F' : "' — R eine beliebige Funktion auf der (n — 1)-
dimensionalen Einheitssphire S"' = {||z]ls = 1} € R". Wéhlen wir dann fir
jeden ein-dimensionalen Unterraum (Gerade durch den Ursprung) {tv | t € R} #
{0} C R" einen der beiden Durchstosspunkte durch S"~! als z,, € S"~! und erkléren
F:R" — R durch

F(tz,) = tF(z,) (10.6)

so ist F im Ursprung in jede Richtung differenzierbar mit D, F(0) = F(x,).
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- Solches beliebiges Verhalten ist aber die Ausnahme. In den meisten Féllen ist die
Abbildung R™ 3 v — D,(zg) € R™ linear in v, und approximiert die Funktion in
der Ndhe von xy bis auf “Terme héherer als linearer Ordnung”. (Durch geeignete
Variationen, z.B. durch Ersetzen t — t2 Sin$ in , kéonnten wir erreichen,
dass die Differenzierbarkeit nicht gleichmdssig im Raum der Richtungen ist, d.h.
insbesondere, dass selbst wenn die Abbildung v — D,(x) linear ist, F' noch nicht

total differenzierbar sein muss.)

Definition 10.3. Seien n,m € N (Dimension 0 ist weniger interessant), und U C R"
offen. Eine Funktion F': U — R™ heisst differenzierbar in xq € U, falls eine lineare
Abbildung DF(x) : R" — R™ (das “(totale) Differential von F' in z,”) existiert so
dass

o IF(@) = F(zo) = DF(ao)(z = a0)]

=0 [l = ol

=0 (10.7)

Bemerkungen. - Hier ist DF(xq)(x — o) die Auswertung der linearen Abbildung
DF(xp) € Homg(R™,R™) auf x — zo € R™. Im Nenner steht eine Norm auf R", im
Zéahler eine auf R™. Welche Normen zu Grunde liegen spielt wie bereits mehrfach
betont keine Rolle, siehe [4.26] (Weder fiir den Begriff der Differenzierbarkeit noch
fir den Wert des Differentials, s. unten.)

- Die ein-dimensionale Definition benutzt explizit die Kérperstruktur von R, um
in direkt durch den Zuwachs ¢t — ¢ty zu teilen. Im Unterschied dazu bewertet
man in die Giite der linearen Approximation tiber den Vergleich in der Norm.
Dennoch reduziert sich natiirlich die Definition 10.3] im Fall n = 1 wieder auf 0.1l
Die Aussage ist namlich aquivalent zu: Ve > 0 existiert ein § > 0 so, dass

|F(z) = F(zo) — DF(20)(x — m)|| < € |la — a0l falls [z — a0l <& (10.8)

(Fiir x # x ist dies klar, fiir x = 27 wegen des Ersetzens von < durch < trivial.)
- Falls F' in z differenzierbar ist, so folgt aus der Linearitiat von DF(zq) durch
Einschrankung des Grenzprozesses x — x auf die Menge {x € U ‘ r—x¢ € Ro}, dass

dann F'in z( auch in alle Richtungen v differenzierbar ist, mit Richtungsableitung
D,F(x¢) = DF(z)(v):

lim | F(zo + tv) — F(xz9) — DF(x0)(tv)||
ik el

=0

1

|| Eeatt)=FGo) _pp(ag) )| (10.9)
N hmF(xo + tv) — F(xp)
t—0 t
Insbesondere ist also das totale Differential durch eindeutig bestimmt.
- Genauer gesagt ist DF'(zg) bereits durch die partiellen Ableitungen in alle Koordi-
natenrichtungen bestimmt, welche gerade die Auswertung D,, F'(z¢) = DF(zo)(e;) €
R™ von DF(xg) auf der Standard-Basis (e1,...,e,) von R” sind.
- Fir j = 1,...,m sei F7 die j-te Komponente von F, das heisst fiir x € U ist
F(z) = (FY),..., Fm(q:))T Wie im ein-dimensionalen Fall gilt dann: F' ist ge-
nau dann differenzierbar, wenn alle Komponenten F7 : U — R differenzierbar sind.
(Man verallgemeinert die obigen Begriffe leicht auf unendlich-dimensionale normier-
te Raume als Wertebereiche.)

= DF(xo)(v)
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Definition 10.4. Die Darstellung der linearen Abbildung DF(z) : R* — R™
beziiglich den Standard-Basen von R™ und R™, d.h. die Matrix der Richtungsablei-
tungen der Komponenten von F' heisst Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von
E:

OF7

—(20) = O F (x0) (10.10)

DF(w0)] = N (DF (o)) (e:) =

(t=1,....,n;7=1,...,m)

Beispiel F': R3 — R3, F(z,y, 2) = (22y, 3%z, 2%2)T:

2zy 2% 0
DF(z)=1{ 0 2yz ¥? (10.11)
22 0 2z

Wir kommen nun zum wichtigsten Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit.

Definition 10.5. F heisst (partiell) differenzierbar auf U, falls F' in jedem x € U
(partiell) differenzierbar ist.

- F heisst stetig partiell differenzierbar auf U, falls F' auf U partiell differenzierbar
ist und die Abbildungen x — 0;F(x) € R™ fir i = 1,...,n stetig sind.

- I heisst stetig differenzierbar auf U, falls F' differenzierbar ist und die Abbildung
U — Homg(R™,R™), x +— DF(x) stetig ist.

- In dieser Definition benutzt man auf Homg(R",R™) die zu den Normen auf R"
und R™ gehérige Operatornorm, vgl. (4.48).

- Nach den obigen Bemerkungen folgt also aus Differenzierbarkeit partielle Diffe-
renzierbarkeit. Die Umkehrung gilt aber nur unter der Voraussetzung der Stetigkeit
(Gegenbeispiel s. Ubungen).

Proposition 10.6. Se: U C R" offen, und F : U — R™ in einer Umgebung von
xo € U stetig partiell differenzierbar. Dann ist F' in xq differenzierbar.

Beweis. Wegen der letzten Bemerkung vor [10.5| gentigt es, den Fall m = 1 zu be-
trachten. Es sei § > 0 so, dass Va € Bj(zo) der abgeschlossene Quader {((1—t;)z}+
tixi)i:17..'n |t; € [0,1]} C U, und alle partiellen Ableitungen 0;F" dort existieren und
stetig sind. Die Funktion [0,1] 3 t — F((1—t)zj+tz!, 22,.. ., x}) ist dann wohldefi-
niert und stetig differenzierbar mit Ableitung 0 F((1—t)x{+txt, 23, ... 20)(x' —z}).
(Das sieht man am einfachsten mit der Kettenregel, die wir hier noch nicht haben.
Es geht aber auch wie in (10.5)).) Daher existiert nach dem (ein-dimensionalen)

Mittelwertsatz [9.8] eine Stelle &' zwischen z{ und 2! so, dass

F(z', 23, ... a0) — Fap, a2, ... 28) = O F (e 23, ... ai)(z' — xp) (10.12)

Durch Wiederholung finden wir auch fiir i = 2,...,n Stellen £ zwischen x{ und z*
so, dass
F(z) = Fxo) = Y OF(x', ... 2" & aft . ap) (2’ — xf) (10.13)
i—1
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Mit der Abkiirzung z; := (2!, ..., 2" & ot .. ap) gilt dann
n

F(@) = Fla) = 3 0iF (@o)(a' = 5)| = | Y (0F () = 0.F (@) (o' = )

=1

SEZKMW%%—@FWMWH$—$Nm
- (10.14)

Aus der Stetigkeit der 9;F, der Aquivalenz der Normen, und ||2; — 2¢|so < || —20]|o
folgt, dass die rechte Seite fiir jedes € > 0 kleiner als €||z — x| wird fur ||x — x| < ¢
klein genug, und damit die Behauptung. ]

Beispiel 10.7. Ist A € Homg(R",R™) und yo € R™, so ist die affin-lineare Abbil-
dung F(z) := yo + A(z) differenzierbar mit DF(xy) = A Vo € R™
F(x)—F — Az —

tim 1E@) = Fleo) = Aw = 2o)ll _ 5 (10.15)

T—T0 H:C — xOH T—T0
- Durch Vergleich von ([10.8) mit (9.7) sieht man, dass fiir n = 1 die (gewohnliche)
Ableitung f (o) (als Vektor in R™) gleich ist der Auswertung des Differentials D f (o)
(als lineare Abbildung R — R™) auf dem Standardbasisvektor von R.
- Es sei ¢ = (qi5)ij=1,..n eine symmetrische Matrix, ¢;; = g;i, ¢© = ¢*, Darstellung
einer quadratischen Form

Q:R"—=>R, z— Z qijr'a? (10.16)
ij=1

Dann ist @) differenzierbar mit

DQ(zo)(v) = 2q(z,v) = QZqij.Iin (10.17)

wo ¢ : R" x R" — R die zu  gehorige Bilinearform ist, Beweis iiber oder auch
direkt.

- Ein euklidisches inneres Produkt auf einem reellen Vektorraum V ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform (-,-) : V' x V' — R. Ein euklidischer Raum ist ein reeller Vek-
torraum mit einem euklidischen inneren Produkt. Beispiel: Das Standard-Produkt
auf R"™.

- Fr ein anderes Beispiel betrachten wir auf Rg mit Koordinaten (¢!, £2)

o 3 1\ /&
= &3¢ + &) + &6 + €D

Wegen (€, &) = 3(¢")? + (62)? +267¢? = 2(¢)* + (¢' + €2)°
ist dies positiv definit und definiert insbesondere eine Norm ¢
auf Rg. Die zugehorigen “Kugeln” von festem Radius sind

Ellipsen, deren genaue Beschreibung wir als Ubungsaufgabe
lassen.
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- Man kann zeigen, dass jeder endlich-dimensionale euklidische Raum isomorph zu R"
mit dem Standard-Produkt ist. Dies ist gleichbedeutend mit der Existenz einer (nicht
eindeutigen) “Orthonormal-"Basis (e;)i=1,..., mit der Eigenschaft, dass

1 firi=jy
<ei7€j> = 5ij = { J (10.19)
0 sonst
Beziiglich einer beliebigen Basis (11, ...,n,) des endlich-dimensionalen Vektorraums, mit
zugehorigen Koordinaten (£1,...,&") hat das innere Produkt die Form
(€1,6) = > €8 gapt) (10.20)
a’ﬁ
fir eine symmetrische positiv definite Matrix g = (gop), und der Isomorphismus B :
R¢ =5 R™ die Darstellun
No = ZBiaei , bzw. z'(¢) = Z B¢~ (10.21)
7 a

mit einer invertierbaren Matrix (B%)), deren Inverses wir als C¢ schreiben wollen. Es gilt
also

ei=> Cne, bzw. &= C% (10.22)

)

In Matrixnotation ist g = (ga5) = BT - B.

- Im obigen Beispiel ist g = <i’ 1), die Orthonormalbasis e; = %(1, —1)7 und ey =
1
—-= 0
0,1)7, dh. C = | V2 wmd B = (V2 O meaite o g0 = (1 O). (Alles
- 1 1 1 01

Nachpriifen!).

- Allgemein gilt: Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum induziert ein euklidisches
inneres Produkt einen Isomorphismus zwischen V' und dem Dualraum V'V von V:

e Fiir jedes v € V ist die Abbildung

ViV SR, P(w) = (v, w) (10.23)

offensichtlich linear in w, d.h. v* € Homg(V,R) = VV.
e Ausserdem ist die Zuordnung v + vV linear in V' (per Definition der Rechen-Operationen
auf dem Raum der linearen Abbildungen).
e Die Positivitit des inneren Produkts impliziert, dass v — 0° injektiv ist: Ist w=0eVV,
dann insbesondere auch

V() = (v,0) =0 P =0 (10.24)

e Da V endlich-dimensional ist, impliziert der Rangsatz, dass v — v” ein Isomorphismus

von Vektorraumen ist. Wir schreiben das Inverse dieser Abbildung als V¥V 3 A — M € V.
- Wir erinnern auch daran, dass zu einer Basis (b1, ..., b,) von V die Dualbasis (¢!,...,0")
von V'V definiert ist iiber die Eigenschaft, dass

- , 1 fallsi=3
oi(b;) = 61 = asr= (10.25)
0 sonst

16Genauer: Die Basis (1) stiftet den Isomorphismus V = R, die Basis (e;) den Isomorphismus
V = R"™. Auf V selbst ist B (per Definition) die Identitét.
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- Fiir den R" als Raum der Spaltenvektoren kann der Dualraum (R"™)Y als Raum der
Zeilenvektoren aufgefasst werden, die Paarung (R™)Y x R"™ > (\,v) = A(v) € R als Multi-
plikation Zeile x Spalte.
- Der vom Standard-Produkt induzierte Isomorphismus (R™)Y = R" ist einfach die Trans-
position Zeile — Spalte

A
AL )P =0 )= (10.26)
An
- Fiir allgemeine lineare Koordinaten (vgl. (10.20))) gilt
(A= "g" N (10.27)
g
wobei (g*7) die zu (gag) inverse Matrix ist:
gy =cT.c (10.28)

Beispiel 10.8. (Der Gradient als lineare Abbildung) U C R"™ offen, f : U — R. Das
(totale) Differential von f ist eine Linearform D f(z) : R" — R, also ein Element des
Dualraums (R™)Y. Man schreibt hier auch hdufig df statt D f und fir die Dualbasis

(dl’i)izl ..... ) dh
df =) 0;fda’ (10.29)
o f
Der Spaltenvektor grad f = : ist geméss ([10.26)) der zu df beztiglich dem
Onf

Standard-Produkt metrisch dquivalente Vektor in R” D U (dem Raum der Richtun-
gen in jedem Punkt x € U). Er heisst der Gradient von f. Es gilt Vv € R™

(grad f,v) = (df*,v) = df(v) (10.30)

was den Gradienten “basisfrei” definiert: Fir beliebige lineare Koordinaten auf Rg

ailt
grad f(2) = 3" 70, £(©) (1031)
B

- Wahrend das Differential ((10.29)) fiir jede Richtung v den infinitesimalen Zuwachs
in f angibt, so bestimmt der Gradient die “Richtung der grossten Steigung” von f,
denn fiir df (x) # 0 gilt

grad f(z)

b ([grad 7T

) = (grad f(), grad f ()2
= max{df(x)(v) |v € R", (v,v) =1} (10.32)

(Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (4.9)) ist df(x)(v) = (grad f(x),v) <
llgrad f(z)||2 - ||v||2 mit Gleicheit genau fiir v parallel zu grad f(x).)
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Proposition 10.9 (Kettenregel). Sei U C R" offen und F : U — R™ in xy € U
differenzierbar. Sei sodann V. C R™ offen mit F(xg) € V und G : V — R' in F(x)
differenzierbar. Dann ist G o F' in xq differenzierbar mit

D(G o F)(x¢) = DG(F(x¢)) o DF () : R* = R (10.33)

Beweis. Die Behauptung macht nur Sinn, wenn G o F' in einer offenen Umgebung
von z definiert ist. Dies folgt aus der Stetigkeit von F in zg. (F'~*(V) ist offen.)

- Fir ¢ > 0 gibt es wegen der Differenzierbarkeit von G in yy := F(xg) ein € > 0 so,
dass B(yo) C V und

1G(y) — G(yo) — DG(yo)(y — vo)llrt < - |ly — wollrm  fiir y € Be(yo).  (10.34)

Wegen der Offenheit von U, der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit von F' in x
gibt es dann ein § > 0 so, dass gleichzeitig Bs(zo) C U, F(Bs(zo)) C Be(yo) und

|F(x) — F(xo) — DF(z0)(z — x0)||gm < (- || — xo||lgn flir 2 € Bs(xo). (10.35)
Dann ist G o F fiir solche x definiert. Wir schatzen ab
|G o F(x) — GoF(x0) — DG(yo) © DF (xg)(x — x0)||mt
< |G(F(z)) = G(yo) — DG (yo) (F(x) — yo)lr: (10.36)
+IDG(yo) (F(x) — F(x0) — DF (z0)(x — 20)) ||
Der erste Term auf der rechten Seite ist wegen F(z) € Be(vo), und

< (- IF(z) = F(zo)llrm < ¢ (IDF(20)|| +¢) - |z — o[ (10.37)
wahrend der zweite Term wegen ({10.35)) durch
DG (yo) |- - |z — @ol|rn (10.38)

abgeschatzt werden kann. (Hier haben wir zweimal die Abschatzung (4.49) (i) von
Vektor- durch Operatornorm benutzt.) Zusammen folgt
|G o F(z) — G o F(xg) — DG(yo) o DF(x0)(x — xo)||m
< ¢ (IDF(@o)ll + ¢ + [IDG (yo)ll) - Iz — zoll=  (10.39)
und damit die Behauptung. [
- Die Formel ([10.9) ist ein Beispiel fiir die Kettenregel: ¢ — F(zg + tv) ist die
Verkettung von t — xg + tv mit F' und

(a0 16) = DF(z0) o1 = DF(s)() 0.0

Korollar 10.10. Ist U C R" offen und F' : U — R™ differenzierbar derart, dass
V = F(U) offen ist und eine differenzierbare Abbildung G : V — R™ existiert so
dass Go F =idy und F o G =idy so gilt Vxo € U mit yo = F(x9):

DG (yo) = DF ()" (10.41)

Insbesondere gilt in einem solchen Fall m = n. Fine solche Abbildung F : U — V
heisst Diffeomorphismus.
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Lemma 10.11 (Schrankensatz). Sei U C R™ offen und F : U — R™ stetig
differenzierbar. Fir je zwei Punkte x1,x9 € U, fir welche die Verbindungsstrecke
{(1 =t)xy +txo |t €[0,1]} ganz in U liegt, gilt

|F(z2) — F(21)|| < sup{||DF((1 = t)ay + txs) || [t € [0,1]} - |32 — 24| (10.42)
Insbesondere gilt: Ist K C U konvex und folgenkompakt, so ist
[1F(22) = Fz1)[| < |DF[[i - lzz — 24 (10.43)

Beweis. Die Funktion f : [0,1] — R™, f(t) = F((1 — t)z; + tas) ist wegen der
Kettenregel differenzierbar mit f(t) = DF((1 — t)x1 + tzs) (22 — 1) und er-
fullt auch die sonstigen Voraussetzungen des Schrankensatzes Mit , d.h.
|DF(z)(xe — z1)|| < ||DF(x)]| - ||x2 — z1]| folgt die Behauptung. O

Wertebereich R. Hohere Ableitungen

Mit Hilfe von [10.6] und (10.9) lasst sich die Diskussion reellwertiger Funktionen
mehrerer Verdnderlicher auf die Ableitung nach einer einzelnen Verdnderlichen zu-
riickfithren.

Lemma 10.12. Ist F : U — R differenzierbar und xy ein lokales Maximum oder
Minimum, dann ist DF(xq) = 0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass DF(xo)(v) = 0 Vv € R™. Fur § > 0 klein genug
ist {xg +tv|t € (=0,0)} C U und die Einschrankung ¢ — F(zo + tv) hat ein
lokales Maximum (bzw. Minimum) in ¢, = 0. Dann folgt die Aussage aus und

([[0-40). 0

Wegen der fehlenden Anordnung im Definitionsbereich macht der Begriff der mono-
tonen Funktion fiir n > 1 reelle Variablen keinen Sinn. Demgegentiber ist aber die
Diskussion der Konvexitat sinnvoll und weiterhin sehr wichtig. Wir zeigen zunéchst

Lemma 10.13 (Vertauschbarkeit partieller Ableitungen). Sei U C R"™ offen und
F : U — R. Angenommen, fir ein Paar i,5 € {1,...,n} existieren O;F, 0;F
und 0;F = 0;0;F auf U. Ausserdem sei 0;;F in x¢ stetig. Dann existiert auch
0;;F (x0) = 0,0;F (o) und ist gleich 0;;F (xo).

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation sein =2,i=1, 7 = 2.
- Wir zeigen zunéchst, welche Sorte Grenzwert der gemischten zweiten Ableitung zu
Grunde liegt: Sei fiir (2!, 2%) in einem geeigneten Quadrat in U um (z}, 22) herum

E({L‘l,$2) — F($1,$2) B F(.CL‘%,;CQ) B F(x17$?)) + F(x(%?x?)) (1044)
(2! — 2g)(2? — )

Dann gilt wegen partieller Differenzierbarkeit in die (1,0)-Richtung

81F(xé, r?) — 61F(a7(1), m%)

2 _ .2
o)

(10.45)

lim Z(x',2?) =
xlligz(l) ($,$) x
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und die Voraussetzung iiber die Existenz der zweiten Ableitung bedeutet

lim ( lim E(xl,m2)> = Oy F (x5, 22) (10.46)

2 2 1 1
T A)IO x 4)270

- Wir zeigen nun (und eigentlich unabhéngig von dieser Betrachtung), dass die umge-
kehrte Grenzwertreihenfolge das gleiche Ergebnis liefert. Fiir festes 22 ist der Zahler
von als Funktion des ersten Arguments differenzierbar. Wegen des Mittel-
wertsatzes existiert also fiir festes z! eine Stelle &' zwischen z} und z! derart,
dass

_ QP a?) — (¢, x)

2 _ 2
Lo

Z(x', 2?) (10.47)

T

Da nun 0y F auf U partiell in die (0, 1)-Richtung differenzierbar ist, existiert, wieder
nach dem Mittelwertsatz, ein £* zwischen x3 und 22 so, dass

E(x!,2?) = 0,(01 F(£',6%)) = On F (€', €7) (10.48)

Eine solche Stelle (¢£!,£?) existiert nun fiir jedes (z',z?) in einem Quadrat um
(z§,22), offenbar mit [|(¢',€?) — (zf, 23)|| < C - ||(a,2?) — (z§,23)| fiir ein fes-
tes C' > 0. Fiir gegebenes € > 0 existiert dann wegen der Stetigkeit von 0y F' in
(23, 23) ein & > 0 so dass

|E(x1,.r2) — 821F(93(1),:E(2))\ = ]021F(§1,52) — 021F(x(13,x3)] <€ (10.49)

falls ||z — zo| < 9.
- Ist nun z! fest mit [|(z',0) — (z,0)]| < 6, so folgt aus (10.49) im Limes 2? — x3
wegen der partiellen Differenzierbarkeit von F' in die (0, 1)-Richtung

OoF(x!, 22) — O F (), 22)

1 1

— O F (x4, 27)

<e (10.50)

T

(Fiir etwas mehr Transparenz wéihle man eine Folge (z7) mit ||(z!, 23) — (23, 23)|| < &
und 27 — 23, und setze in (10.49) ein.)

- Aus der Aussage ([10.50)) folgt Existenz und Wert von 0,05 F (z}, z2). O

Definition 10.14. Sei £ > 0. Eine Funktion F' : U — R heisst k£ mal stetig
partiell differenzierbar, wenn alle beliebig gemischten partiellen Ableitungen k-ter
Ordnung existieren und stetig sind. Notation fiir den Vektorraum solcher Funktio-
nen: C*(U). Fiir hoher-dimensionalen Wertebereich gilt sinngeméass weiter und
man schreibt C*(U, R™).

- Das Differential einer Abbildung in C*(U, R™) ist eine Abbildung U — Homg(R", R™)
und fir k£ > 1 wieder stetig partiell differenzierbar. Das zweite totale Differential
hat dann Werte in Homg (R”, Homg (R", ]Rm)), usw., was aber fir héhere k immer
untibersichtlicher wird.

- Fiir m = 1 aber ist’s noch OK, die zweite totale Ableitung hat Werte in
Homg (R", Homg(R",R)) = Homg(R" ® R",R) (s. HéMa III fiir das Tensorpro-
dukt), m.a.W. ist dies eine bilineare Abbildung R" x R" — R, welche wegen
symmetrisch ist.
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Definition 10.15. Fir F € C*(U) = C*(U,R) heisst die darstellende Matrix der
zweiten totalen Ableitung beziiglich der Standard-Basis im R” die “Hesse-Matrix”
von F': H(l’) = (Hij(x»i,j:l ....
Es gilt H(z)T = H(z) Vz € U.

Die symmetrische Bilinearform ist also (mit Unterdriickung von z) explizit

H:R"xR"—=R

Z Hijv'w’ = H(v,w) := D(DF(v))(w)

2,j=1

(10.52)

Zur Beachtung: Die Hesse-Matrix (H;;) ist darstellende Matrix einer symmetrischen
Bilinearform auf R™, was durch die Stellung beider Indizes “unten” angezeigt wird.

.....

.....

DF :R" — R™
(10.53)

= (ZDFijvi)jzl ..... m = DF()
Fir m = n ist diese Matrix auch quadratisch, i.A. aber nicht symmetrisch.
- Man sollte die beiden Begriffe nicht verwechseln.

Definition 10.16. Eine symmetrische Bilinearform H : R” x R" — R (oder eine
sie darstellende Matrix) heisst positiv definit, falls fir alle v € R™ \ {0} gilt, dass
H(v,v) > 0. Sie heisst positiv semi-definit, falls H(v,v) > 0 fur alle v. Sie heisst
negativ definit/semi-definit, falls die umgekehrten Ungleichungen gelten. H heisst
indefinit, falls sowohl v existieren, fir die H(v,v) > 0, als auch solche, fiir die
H(v,v) <0.

Sylvester-Kriterium: Eine symmetrische Matrix ist positiv semi-definit genau dann,
wenn alle Hauptminoren nicht-negativ sind.

- Sie ist positiv definit genau dann, wenn alle fithrenden Hauptminoren positiv sind.
- Minoren einer Matrix sind die Determinanten aller quadratischen Untermatrizen,
die durch Streichung beliebiger Zeilen und Spalten enstehen. Hauptminoren einer
symmetrischen Matrix: Streichung der gleich-indizierten Zeilen und Spalten. Fiih-
rende Hauptminoren: Determinanten der oberen k x k Untermatrizen.

Definition 10.17. Eine Teilmenge U C R" heisst konvex, falls Vzi, 2, € U und
alle t € (0,1), (1 — t)xy + tzy € U. Eine Funktion F' : U — R auf einer konvexen
Menge heisst konvex, falls fiir alle solche z1, xo, ¢ gilt, dass F((1 — t)z1 + txy) <
(1 —t)F(z1) + tF(x).

- Diese Definition stimmt mit der in iiberein, denn fiir n = 1 gilt: Die konvexen
Teilmengen von R sind genau die Intervalle. In Verallgemeinerug von gilt:
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Proposition 10.18. Sei U C R" offen und konvexr. Dann ist F € C*(U,R) genau
dann konvex auf U falls H(x) an jeder Stelle x € U positiv semi-definit ist.

Beweis. Siehe Lehrbiicher. O

Proposition/Definition 10.19. Ist F' : U — R differenzierbar, so heisst eine
Stelle xg € U mit DF (z¢) = 0 ein kritischer Punkt von F. Ist F € C*(U), so gilt:
FEin kritischer Punkt ist ein isoliertes lokales Mazimum/Minimum, falls die Hesse-
Matrixz dort negativ/positiv definit istF_T] Ist die Hesse-Matriz indefinit, dann ist xg
kein lokales Extremum[™]

Beweisidee. Benutze die Hesse-Matrix zur quadratischen Approximation der Funk-
tion im Sinne einer mehr-dimensionalen Taylor-Formel. O

Divergenz und Rotation

Wie eingangs erwahnt ist, ausser der technischen Spitzfindigkeit, dass nicht jede
partiell differenzierbare Funktion total differenzierbar ist, eine wesentliche Motiva-
tion fiir die Einfithrung des totalen Differentials die gleichberechtigte Behandlung
aller unabhéngigen Variablen. In der theoretischen Physik kommt diese Sichtweise
spatestens in der Hydro- und Elektrodynamik in der Form der Vektordifferentialope-
ratoren im R? zum Tragen. Wir erliautern hier kurz den Zusammenhang zwischen
diesen verschiedenen Ableitungsbegriffen, ohne allerdings auf alle Feinheiten einzu-
gehen.

Bei der geometrischen Interpretation des Gradienten in [I0.§ haben wir darauf
hingewiesen, dass seine Definition

grad f := (df)* (10.54)

von der Auszeichnung eines euklidischen Produkts im “Raum der Richtungen” ab-
héngt. Dieses innere Produkt ist entweder eine eigenstindige dynamische Grosse, wie
in der Allgemeinen Relativitdtstheorie, oder entsteht durch Riickzug des Standard-
Produkts im R"™ iiber allenfalls krummlinige Koordinaten. Die folgenden Formeln
gelten aber nur fir den Fall, dass die darstellende Matriz g = (gap) konstant ist.

- Der wichtige Punkt der Definition ist, dass grad f(z) fiir jedes © € U wieder
ein Vektor im gleichen Vektorraum ist, in dem auch der urspriingliche Definitions-
bereich lag, ndmlich dem Raum der Richtungen an x € U C R™. Als solcher heisst
der R™ auch “Tangentialraum” an z € U.

- Allgemein heisst eine solche Abbildung Y : U — R™ mit Werten in dem U umge-
benden Vektorraum ein (Tangential-) Vektorfeld auf U.

- Das Differential eines differenzierbaren Vektorfeldes Y € C'(U,R"™) ist an jeder
Stelle € U eine lineare Abbildung DY (z) : R" — R™. Die Divergenz von Y ist
die Spur dieser linearen Abbildung. Durch partielle Ableitungen der Komponenten
ausgedriickt ist dies einfach

divY(z) = tr DY (x) = Zn: ;Y (z) (10.55)

1"Die Umkehrung gilt nicht: z + 2% hat in 0 ein Minimum, die zweite Ableitung verschwindet.
18D h., es existieren in jeder Umgebung von x¢ sowohl Punkte z, fiir die F(z) > F(x¢) als auch
solche, fiir die F(z) < F ().
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- Anschaulich gibt die Divergenz (im geeigneten Kontext) die “Quellendichte” des
Vektorfeldes an, was man aber erst durch die Integralsitze wirklich begriinden kann.
Jedenfalls klingt hier ein Begriff des Volumens an.

- Die Formel ist formal unabhangig von ¢ und gilt in jedem linearen Koor-
dinatensystem auf R™. Ist beispielsweise /() = Y, B%,£* wie auf Seite so sind
die Komponenten von Y beziiglich der Basis (1,) gegeben durch Y* = >, C9Y™.
Fir die Ableitungen gilt gemass der Kettenregel:

B
T 9t 0t o

Mit B{C'y = 65 folgt: -, 0.Y* =3, 0;Y" Beachte: Fiir krummlinige Koordinaten
muss hier noch die Ableitung des Basiswechsels berticksichtigt werden.

- Ein spezielle Bildung im drei-dimensionalen Raum ist die Rotation eines Vektorfel-
des. Diese ist iiber zwei Ecken definiert als das “Duale des antisymmetrischen Teils
des Differentials bzgl. dem orientierten Volumenelement”. Dazu erinnern wir daran,
dass das Kreuzprodukt von zwei linear unabhingigen Vektoren v, v, € R3 definiert
ist als “derjenige Vektor v; X vy =: vy € R® mit (vs,v1) = (v3,v9) = 0, |v3] =
Flacheninhalt des von vy, vy aufgespannten Parallelogramms, und (vq, va, v3) positiv
orientiert”. Dadurch ist v; X vy eindeutig bestimmt, ebenso wie rot Y durch

., = B 9 (10.56)

(rot Y (z),v; X v9) = (DY (x)(v1),ve) — (DY (x)(va), v1) (10.57)

fiir alle vy, v, € R3. Fiir ¢ = id und Standard-Orientierung ergibt dies die bekannte
Formel

DY — 932
rot Y(z) = | 93V — 0, Y3 (10.58)
01Y2 — 82Y1

Anschaulich gibt die Rotation die “gerichtete Wirbeldichte” des Vektorfeldes an. (Die
Formel berechnet die Wirbeldichte von Y in der von vy, vy aufgespannten
Ebene.)

- Im Ubrigen gelten die in der theoretischen Physik aufgestellten Rechenregeln und
Gesetze. rot grad F' = 0, divrot Y = 0. Der Laplace-Operator im R" ist

A(F) :=divgrad F =Y 0{F = Y ¢*0,05F (10.59)

i=1 a,8=1

in euklidischen bzw. beliebigen linearen Koordinaten auf R".

Fazit: Die in der Physik benutzten Vektordifferentialoperatoren und deren Eigen-
schaften ergeben sich durch Nachschalten von linearer Algebra im 3-d euklidischen
Raum auf die hier vorgestellten mathematischen Begriffe des “totalen Differentials”.

§ 11 Komplex differenzierbare Funktionen

Wir diskutieren in diesem § den Begriff der Differenzierbarkeit fiir komplexwertige
Funktionen f : U — C einer komplexen Veranderlichen z € U C C. Da per Defini-
tion C = R? als zwei-dimensionaler reeller Vektorraum (sogar mit ausgezeichneter
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Basis, und die metrische Struktur/Norm stimmt auch), mag es scheinen, dass es sich
hier allenfalls um einen Spezialfall der mehr-dimensionalen Differentiation handeln
kann, wenn auch vielleicht einer mit etwas physikalischer Relevanz, da 2 < 3 vom
Ende des Es konnte kaum ein Schein mehr triigen.

Benutzt man ndmlich zur Differentiation von Funktionen einer komplexen Ver-
anderlichen nicht nur die reell-lineare Struktur des R?, sondern ausserdem die Kor-
perstruktur von C, so erhélt man erstaunlicher Weise einen Ableitungsbegriff, der
sich einerseits praktisch aller Eigenschaften der reellen Ableitung erfreut (natiirlich
nicht derjenigen, die von der Anordnung abhéngen), andererseits aber die Funktio-
nen derartig einschrankt, dass viele der technischen Komplikationen (wie Stetigkeit
der Ableitung etc.) gleichsam von selbst verschwinden.

Spatestens in der Quantenmechanik lernt man, dass komplexe Funktionswerte in
der Physik eine enorm wichtige Rolle spielen. Komplexe Definitionsbereiche treten
hingegen nach wie vor nicht direkt in den Bildmengen physikalischer Theorien auf,
sie bieten aber ein unverzichtbares praktisches Hilfsmittel. Wir werden Beispiele
solcher “Losung reeller Probleme iiber den Umweg ins Komplexe” im Kapitel [6]
vorstellen.

Definition 11.1. Sei U C C eine offene Menge. Eine Funktion f : U — C heisst
komplex differenzierbar in 2z, € U, falls der Differenzenquotient

f(Z) B f(z()) (111)

zZ— 20

sich stetig in zg fortsetzen lasst. In diesem Fall heisst der Wert der Fortsetzung in
2o die Ableitung von f in zy. Schreibweise: f’(zy) € C.

- Eine Funktion heisst holomorph in 2y, wenn sie in einer offenen Umgebung von z
komplex differenzierbar ist, und holomorph auf U, wenn sie dort iiberall komplex
differenzierbar ist.

Bemerkungen. - Wie bereits angedeutet ist diese Definition formal identisch zu [9.1]
und erlaubt eine offensichtliche Verallgemeinerung zu normierten komplexen Vektor-
rdumen als Wertebereich.

- Es gelten die gewohnten Produkt- und Kettenregeln. Polynome sind iiberall kom-
plex differenzierbar, und rationale Funktionen ausserhalb der Nullstellen des Nen-
ners. Exponential- und trigonometrische Funktionen behalten ebenfalls ihre gewohn-
ten Ableitungen.

- Insbesondere ist eine komplex differenzierbare Funktion stetig. Es stellt sich her-
aus, dass die Ableitung einer holomorphen Funktion automatisch stetig (und sogar
komplex differenzierbar) ist, weshalb der Begriff der “stetigen komplexen Differen-
zierbarkeit” nicht separat eingefiithrt wird.

- Als ein Beispiel fiir die zusétzlichen Einschrankungen in der komplexen Ebene
betrachten wir die naive Fortsetzungflfl der differenzierbaren, aber nicht stetig diffe-
renzierbaren Funktion aus Beispiel auf komplexe Argumente, d.h.

C\ {0} 3z~ f(2) :ZQSin% (11.2)

5 19Zur Erinnerung an S. Eine Fortsetzung einer Abbildung F': X — Y auf eine Obermenge
X D X ist eine Abbildung F': X — Y mit F|x = F
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Solange z # 0 folgt aus den obigen Regeln, dass die Ableitung von f nach z
formal genauso aussieht wie die ihrer Einschrankung auf reelle Argument, also
fl(z) = 22 sinl — cosi. (Man schreibt dann sinnvollerweise f(z) auch fir kom-
plexe Argument.) Da aber fir z = 4y rein imaginar sin% = jsinh ¥ — +ioco fiir
y — 04 hat f noch nicht mal einen Grenzwert bei 2y = 0, kann also dort auch nicht
komplex differenzierbar sein. (Dieses Argument zeigt noch nicht die (wahre) Aus-
sage, dass sich f tiberhaupt nicht als in 0 differenzierbare Funktion von der reellen
Achse weg fortsetzen lasst.)
- Es gibt auch ganz vertraute komplexe Funktionen, die aus viel einfacheren Griinden
nirgends komplex differenzierbar sind. Wichtigstes Beispiel hierfiir ist die komplexe
Konjugation, z — z. Mit z — zy = re' fiir ¢ € [0,27) hat der Differenzenquotient
ETA_ g (11.3)
zZ— 20
offensichtlich keinen Grenzwert fiir 2 — 2. (Im Unterschied zum vorherigen Beispiel
hat die Einschrankung von z — Z auf die reelle Achse, ndmlich die Identitat x — x
eine andere, komplex differenzierbare Fortsetzung ins Komplexe, ndmlich z +— z.)
- Durch Umschreiben von als

o M) = £() = F(0) (2 = )]

2—20 |z — 20|

=0 (11.4)

und Vergleich mit siecht man aber auch, dass man die komplexe Differenzierbar-
keit als Spezialfall des zwei-dimensionalen reellen Begriffs auffassen kann: Multipli-
kation mit f’(z) ist eine lineare Abbildung R? — R?, und der Grenzwert z — 2; in
C ist der gleiche wie (x,y) — (0, yo) in R? (wobei natiirlich 2 = x+1iy, 20 = xo+iyo).
- Zur Untersuchung des genauen Zusammenhangs zwischen den beiden Begriffen
schreibt man f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) mit reellwertigen Funktionen wu,v von
(z,y) € U C R? und nutzt aus, dass falls der Grenzwert von (11.1)) existiert, er
(per Definition) unabhéngig davon ist, aus welcher (“reellen”) Richtung man sich z
nahert. Entlang der reellen Achse, d.h. z = zg + ¢ fur t € R findet man
f(@o+t,yo) — f(wo,90)  Ou v

f(z0) = 15% : = %(flfoa Yo) + i%(%, Yo) (11.5)

Entlang der imaginiren Achse ist z = 2o + it fiir ¢ € R und

vy e J(@oyo +1) — flwo,90)  Ou v
f(z0) = }5% it = _Za_y(fo,yo) + a—y($0>yo) (11.6)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

Lemma 11.2. Eine Funktion f : U — C ist genau dann in zg € U komplex differen-
zierbar, wenn die zugehdrige R?-wertige Funktion in (xq,yo) (total) differenzierbar
ist und die partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfillen:

0 0 0 0
a—z(xo,yo) = 8_2(%’%) und O—Z(%,yo) = —é(%,yo) (11.7)

In diesem Fall ist die komplexe Ableitung gleichwertig durch (L1.5) oder ({11.6])
gegeben.
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Beweis. Es bliebe allenfalls noch nachzureichen, dass eine lineare Abbildung mit
einer Matrix-Darstellung der Form

(Z _ab) € Matoyo(R) (11.8)

sich als Multiplikation von C mit a + b identifizieren lasst. ]

Geometrische Interpretation

Wir nehmen ((11.7) als Gelegenheit zur Schérfung unserer vektoranalytischen An-
schauung. Dazu betrachten wir in der (u,v)-Ebene die Bilder der z- und y-
Koordinatenrichtungen. Es ist

Df(e;) = (&Uu,@mv)T, Df(e,) = (8yu,8yv)T (11.9)

Als Konsequenz der Cauchy-Riemann-Gleichungen gilt beztiglich dem euklidischen
inneren Produkt in Definitions- und Wertebereich

(Df(ex), Df(ey)) = (earey) =0, [|Df(ea)l| = [[Df(ey)] (11.10)

und daraus folgt (im Fall f'(z9) # 0), dass das Differential den Winkel zwischen
je zwei beliebigen Richtungen im Tangentialraum T, ,, U = R? erhélt, Lingen
aber um einen gemeinsamen Faktor vergrossert oder verkleinert. Solche Abbildungen
heissen “konform”. Vom komplexen Standpunkt ist dies aber nichts anderes als die
in gegebene Interpretation der Multiplikation mit einer komplexen Zahl (hier:
f'(z0)) als “Drehstreckung”. (Die Umkehrung konform = komplex differenzierbar
gilt bis auf Orientierungswechsel /komplexe Konjugation.)

(z,9)

( 0,1/0) €x

- Eine weitere von Ingenieuren und Physikern haufig benutzte Konsequenz aus den
Cauchy-Riemann-Gleichungen ergibt sich unter der (nachtriglich redundanten) An-
nahme, dass v und v mindestens zweimal stetig differenzierbar sind:

o2u E00,0,0 ™ 90,0 LD _ o2y o
= Qu+du=0

Der Real- (und auch Imaginéar-)Teil einer holomorphen Funktion 16st also die zwei-
dimensionale Laplace-Gleichung.

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 96 7/6/2018 9:24



§11. KOMPLEX DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN

Analytische Funktionen

Die aber vielleicht wichtigste Quelle holomorpher Funktionen sind die im einge-
fithrten Potenzreihen mit komplexen Koeffizienten. Es gilt ndmlich

Proposition 11.3. Eine Potenzrethe P(z) = >~ a,z" ist an jeder Stelle zy €
Bgr(0) innerhalb ihrer Konvergenzscheibe komplez differenzierbar mit der (gliedwei-

sen) Ableitung P'(z) = > 07, aynz"?

Beweis. Wir hatten bereits im [§ § gesehen, dass P(z) auf Bg(0) eine stetige Funktion
darstellt. Der Nachweis der Differenzierbarkeit geht ganz dhnlich.

- Zunéchst halten wir fest, dass die Reihe der gliedweisen Ableitungen > a,nz
wegen lim,_,,, n'/" = 1 den gleichen Konvergenzradius hat wie P (siehe ([5.45))
und daher ebenso wie P fir jedes |z| < R absolut konvergiert. Insbesondere ist
Umordnen erlaubt.

- Es sei r so, dass |z9] < r < R. Fiir gegebenes € > 0 sei dann N so gross, dass

n—1

o0

S Jaul it < % (11.12)

n=N-+1

Dann ist fiir alle |z| < r

[e.e] oo o0
‘ E apz" — E anzy — E annzy Nz — z)

N
< ‘ (anz” — n 2l — apnzy 2 — zo))‘
"o (11.13)
o0 o0
+ Z la,| - 2" — 25| + Z |lan|nr™ 1tz — 2
n=N+1 ;;:X;:;In:N+l
NS ~~ g
<%e~|z—zo|

Da Polynome komplex differenzierbar sind, existiert ein 6 > 0 so, dass die endliche
Summe fiir |z — 2| < ¢ kleiner als § - [z — 2| ist. Zusammen ist alles kleiner als
€|z — 2, falls z € Bs(z9) N B,.(0) d.h. es folgt die Behauptung. O

Definition 11.4. Eine Funktion f : U — C heisst (komplex) analytisch, falls es fir
jeden Punkt zo € U eine Folge (aﬁf‘))) komplexer Zahlen und ein 6 > 0 gibt so, dass

Bs(zo) C U und fiir alle z € Bs(2)
F(2) =" ai(z — z)* (11.14)
k=0

- Insbesondere hat die Potenzreihe auf der rechten Seite positiven Konvergenzradius
R®). Es muss aber nicht By (20) C U gelten.
- Durch wiederholte Anwendung von folgt:
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Korollar 11.5. Eine analytische Funktion ist in ihrem Definitionsbereich unendlich
oft komplex differenzierbar, und es gilt die “Taylor-Formel”

9 (z) = Klal™ (11.15)

Bemerkungen/Beispiele 11.6. - Umgekehrt ist eine durch eine Potenzreihe
P(z) = ) a,z" dargestellte Funktion analytisch: Fir zy € Bg(0) erhélt man durch
“Umentwickeln " von P(zp+(z—2)) eine Potenzreihendarstellung der Form (T1.14)),
welche mindestens fir z € Bs(z9) C Br(0) auch wieder die gegebene Funktion dar-
stellt.

- Beispiel: Geometrische Reihe zur Illustration der Idee der analytischen Fortsetzung.

- Beispiel: Q(z) = z? als biholomorphe Abbildung {z | Re(z) > 0} - C_ =C \ R

Wichtige Ableitungen als Ubungsaufgaben

Potenzreihen mit Argumenten aus endlich-dimensionalen Banach-Algebren sind in-
nerhalb ihrer Konvergenzkugel ebenfalls gliedweise ableitbar. Allerdings gilt fiir die
Ableitung im nicht-kommutativen Fall die etwas allgemeinere Formel (vgl. schon

9-3))

e8] n—1
DP(xy)(x — x0) Zaan (z — mo)af ! (11.17)
n=1 k=0

(Annahme: a,, € C) Jedenfalls ist immer
Dexp(0) =idy (11.18)
- Fir x € Mat,,«,(R) mit det z # 0 gilt
D det(z)(v) = det z tr(z~'v) (11.19)

- Quaternionische Ableitung

20Dies ist nicht strenggenommen eine direkte Konsequenz aus dem Umordnungssatz von S.
Auf jeden Fall konvergiert aber

2 1 -
0y = PP 0) =3 (Z) anzg " (11.16)

n=~k

Die Aussage iiber Konvergenz der umentwickelten Reihe ldsst sich am einfachsten mit den Metho-
den aus Kapitel [ zeigen.
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Wir hatten die Einfiihrung der reellen Zahlen und der Grenzprozesse motiviert durch
die Feststellung, dass gewisse natiirlich auftretende mathematische Probleme sich
mit endlich vielen Rechenschritten hochstens “beliebig genau”, aber nie “exakt”
l6sen lassen. Mit dem Fundamentalsatz der Algebra hatten wir dann gesehen, dass
es in diesem idealisierten Rahmen manchmal moglich ist, die Existenz von Losungen
nachzuweisen, auch ohne ein explizites Verfahren anzugeben, mit dem man solche
Losungen, und sei es nur approximativ, finden kann.

Wir stellen in diesem Kapitel zwei Klassen von Problemen vor, die im Rahmen
unserer Differentialrechnung formuliert und losbar sind. Die Resultate sind zwar
einerseits recht allgemeine und abstrakte Existenzaussagen, wie sie auch in der wei-
teren theoretischen Entwicklung haufig verwendet werden. Die Beweise beruhen aber
andererseits auf iterativen Nédherungsverfahren, wie sie auch in konkreten Beispielen
(zumindestens sinngeméss) implementiert werden kénnen.

Die grundlegende Strategie hinter diesen Losungsverfahren ist dabei recht sim-
pel. Man identifiziert und 16st zunéchst eine linearisierte Version des Problems im
Rahmen geeignet normierter Vektorraume. Dann stellt man durch geschickte Ab-
schéitzungen sicher, dass, ausgehend von einer approximativen Losung des gegebenen
allgemeinen (nicht-linearen) Problems, die Losung des linearen Problems die appro-
ximative Losung hinreichend verbessert. Zuletzt garantiert dann die Vollstandigkeit
des umgebenden Raumes, dass die Iteration des linearen Losungsverfahrens zu einer
Losung des nicht-linearen Problems konvergiert.

Determinante und Spur

Zur weiteren Vorbereitung “wiederholen” wir einige Ergebnisse aus der linearen Algebra,
insbesondere ein Kriterium fiir die Losbarkeit inhomogener linearer Gleichungssysteme der
Form

(Az) =7, j=1...,n (2.1)

fiir gegebene Matrix A = (AZ ) € Mat(n,R), Spaltenvektor (y/) € R"™, und gesuchten
Spaltenvektor (z¢) € R™.

Lemma/Definition 22.1. Es existiert eine eindeutige Abbildung det : Mat(n,R) — R
(die Determinante) mit den Eigenschaften:

(i) det ist multi-linear in den Spalten (und Zeilen);

(ii) det ist alternierend;

(iii) det 1 =1 (Normierung)
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Beweis. Zur Existenz setzt man
n .
det A = Z sgn(o) H Ay (2.2)
g€ESy =1

(wo S, = Permutationsgruppe) und zeigt leicht die Eigenschaften (i), (ii), und (iii). Die
Eindeutigkeit fiihrt man durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen auf die
Normierung (iii) zurtck. O

- Ausser mit der expliziten Form 1) lasst sich det auch durch Entwicklung nach Zeilen
und Spalten berechnen.
- Die Determinante ist multiplikativ, das heisst

det(A1 . AQ) = det Al - det AQ , VAl, A2 S Mat(n, R) (E?))

Proposition 22—3.2. Sei A € Mat(n,R). Dann besitzt die Gleichung Az =y genau dann
fiir alle y € R™ eine eindeutige Losung r € R™, wenn det A # 0.

Beweis. Man zeigt: det A # 0 < A ist invertierbar mit inverser Matrix

1 -
A7l = A 23 4
det A ( )

wo sich A, die “Adjunkte” zu A, durch die Determinanten

AL = (=1)" det A7 (%.5)

der Untermatrizen berechnet, die durch Streichung der j-ten Zeile und i-ten Spalte enste-
hen. (Beachte die Transposition!) O

Beispiel: n = 2,

. a b -1 _ 1 d —b o . 23
A-(C d)’ A _adbc(—c a) (falls det A = ad — bc # 0) (5.6)
- Die Multiplikativitat ist die zentrale Eigenschaft zur Definition der Determinante einer
linearen Abbildung.

Lemma /Definition %.3. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und A:V —V
ein Endomorphismus von V. Dann ist die Determinante einer darstellenden Matrix von
A beziiglich einer beliebigen Basis von V unabhdngig von der Vorgabe dieser Basis und
definiert die Determinante von A.

Beweis. Ist (e;) eine Basis, aufgefasst als Isomorphismus V' = R?, so sei (A;) die darstel-
lende Matrix von A. Gibt B : Rf — R} einen Basiswechsel auf 1o = 3, Bie; (vgl. S. ,
und ist (A%) die darstellende Matrix von A beziiglich (1), so gilt (Lineare Algebra)

(43) = B~1(A1)B (2.7)

Es folgt:
det(AF) = det B~t. det(Aé») ~det B = det(Aé) -det(B™'B) = det(Aé) (2.8)
O
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- Im Unterschied dazu ist die “Determinante einer quadratischen Form/eines euklidischen
inneren Produkts” ¢ : R™ x R®™ — R wesentlich von der Wahl der Basis abhangig. Man
setzt wohl beztiglich der Standardbasis

det ¢ := det(g;5) (2.9)

aber unter Basiswechsel gilt
(4ap) = B" (a;)B (%.10)

und daher ist det(gqg) nicht gleich det(g;;) im Allgemeinen.

- Aus den gleichen Griinden mach der Begriff der Determinante einer linearen Abbildung
zwischen verschiedenen Vektorrdumen, selbst wenn sie gleiche Dimension haben, keinen
Sinn. Dennoch gilt auch in diesem Fall

det(darst. Matrix) # 0 < Vektorraumisomorphismus (2.11)

- Eine verwandte Idee liegt der Definition der Spur zugrunde: Man erklart zunéchst fiir
eine Matrix A € Mat(n,R) durch

tr(A}) :=> Al eR (3.12)
=1

Dann gilt fiir Ay, Ay € Mat(n,R) nach der Definition der Matrixmultiplikation:

tr(Ay - Ag) = Z(Al FAg)i = Z ZAIZAﬁ
i ik ' (22.13)
=D ) AsfAif =) (Ag- AY)f = tr(Az - Ay)
k % k

und daraus folgt fiir N Matrizen A1, ..., Ay aus der Assoziativitat der Matrixmultiplika-
tion,
tI‘(Al'AQ-'-AN):tr(AQ'-'AN'Al) (?14)

Man sagt, die Spur ist “zyklisch symmetrisch”. (Beachte: Im Unterschied zur Determinante
darf man unter der Spur nicht beliebig vertauschen.)
- Insbesondere ist

tr(B~'AB) = tr(ABB™ ') =tr A (2.15)
und daher die Definition

tr(Endomorphismus) = tr(darstellenden Matrix) (?.16)

unabhéngig von der Wahl einer Basis (s. )
- Alle diese Definitionen und Eigenschaften gelten auch iiber einem beliebigen anderen
Korper an Stelle von R.

Analytische Eigenschaften. Wir untersuchen nun die Eigenschaften der Determinante
als Abbildung des metrischen Raumes/normierten Vektorraums Mat(n,R) = R" nach R:
- Als erstes halten wir fest, dass die Determinante 1j als Polynom in den Standardko-

ordinaten auf (A;) auf R eine stetige Funktion ist. Insbesondere gilt: Ist Ay € Mat(n, R)

invertierbar, was nach genau dann zutrifft, wenn det Ay # 0, so existiert fiir jede
Norm ||-|| auf Mat(n,R) ein 6 > 0 s.d. det A # 0 falls ||A — Ag|| < 6. Ein solches A ist also

auch invertierbar.
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- Mit anderen Worten, die Menge der invertierbaren Matrizen,
GL(n,R) = {A € Mat(n,R) | A invertierbar} (B.17)

ist eine offene Teilmenge von Mat(n,R).

- Ist ||-|| speziell eine submultiplikative Norm, so liasst sich die Aussage noch expliziter
verifizieren. Beh.: Mit § := [|Ag"||~" gilt: Ag — A ist invertierbar falls ||A]| < 6.

Bew.: mit geometrischer Reihe in der Banach-Algebra (Mat(n,R),||-||): Wegen
1A Al < 4G 1Al < 1 gilt

i(AalA)k = (1-45'0)"" (3.18)
k=0
und daher
(i(AglA)kAgl) S(Ag—A) = (1-A5'A) 1 - A5'A) =1 (2.19)
k=0

- Uber die Stetigkeit hinaus ist die Determinante als Polynom aber auch (partiell) differen-
zierbar, und zwar unendlich oft. Wegen lasst sich das (totale) Differential also {iber
die Richtungsbleitungen ausrechnen. Fiir Ag € GL(n,R) und A € Mat(n,R) beliebig ist

%i_{% % (det(Ap + tA) — det Ag) = det Ay - %1_% % (det(1 + t@) -1 (2.20)
=X
und da wie man leicht sieht
L+tXy - tX} "
det(1 +tX) = det : : =1+t> X/ +0(t?) (% .21)
tXy - 14+tX]) S,_,
=tr X
folgt
(D det)(Ag)(A) = det Ag - tr(Ay 1 A) (2.22)

“Die Ableitung der Determinante ist die Spur”.

§12 Gleichungen im R”

Bei der ersten Klasse von Problemen ist unsere Aufgabe die Umkehrung einer ge-
gebenen Abbildung F' : U — R" (fir U C R™ offen), m.a.W. fragen wir nach der
Losbarkeit der Gleichung F'(z) = y fiir y € R™ und nach den Eigenschaften einer
etwaigen Umkehrabbildung in Abhangigkeit derer von F'.

Das Kriterium, das wir geben wollen, ist eine mehr-dimensionale Alternative zum
strengen Monotonie-Kriterium[7.2] fiir die Umkehrbarkeit stetiger Funktionen. Dieses
Kriterium steht uns ja im Allgemeinen nicht zur Verfiigung, da R™ nicht angeordnet
ist. Stattdessen halten wir fest, dass fiir eine differenzierbare Funktion auf einem In-
tervall strenge Monotonie gesichert ist, falls die Ableitung ein konstantes Vorzeichen
hat, oder als Konsequenz dessen ausgedriickt, als reelle Zahl an jeder Stelle inver-

tierbar ist. Diese Aussage lasst sich ndmich verallgemeinern zur Invertierbarkeit des
Differentials von F' als lineare Abbildung DF(z) : R™ — R™.
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Ein zweites Zugestandnis miissen wir der Beobachtung aus den Ubungen machen,
dass fiir einen allgemeinen Definitionsbereich selbst in dem Fall, in dem eine stetige
Funktion global invertierbar ist, die Umkehrfunktion nicht notwendig iiberall stetig
ist. Wir erwarten daher auch im Allgemeinen eine Ubertragung der Eigenschaften
von F' (hier: stetige Differenzierbarkeit) nur nach Einschrinkung auf geeignet kleine
Umgebungen.

Zur Einstimmung auf die Methode erinnern wir an das Rekursionsverfahren zur
Bestimmung von Quadratwurzeln positiver reeller Zahlen (vgl. . Fir a > 0
definieren wir eine Abbildung S® : R, — R, durch

S@ () ::x—%(:f—a) = %(x—i—%) (12.1)

Mit anderen Worten ist S(® die Losung ¢ der linearen Gleichung
2 —a+2x(¢—-12)=0 (12.2)

oder anschaulich gesagt, die Koordinate des Schnitts der Tangenten an den Graphen
von f@(z) := 2% — a im Punkte x mit der z-Achse. Dann gilt S (z) > \/a V2 > 0,
und S (z) < x falls z > y/a. Daraus leitet man ab, dass fiir jeden Startpunkt z die
Folge (z,, := (S(“))”(xo))n:mw monoton fallt und fiir n — oo gegen /a konvergiert.

Die Konvergenz dieser “Newton-Methode” ist zwar nicht direkt ein Spezialfall
des folgenden Beweises, die Stellung der Ableitung 2x = f (a)/(x) in ist aber
analog zu der des Differentials in ((12.5) unten. Unser allgemeines Arbeitstier zur
Sicherung der Konvergenz ist der Banachsche Fixpunktsatz [£.29] den wir an dieser
Stelle kurz wiederholen. Dann aber gehen wir zum

Theorem 12.1 (Satz von der Umkehrabbildung). Sei U C R" offen und F : U —
R™ stetig differenzierbar. Fir ein xy € U sei DF (xg) nicht entartet (d.h., eine in-
vertierbare lineare Abbildung R™ — R™). Dann existiert eine offene Menge Vo C R™
mit F(xg) € Vp, eine offene Menge Uy C U mit zo € Uy und eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung G : Vo — Uy so, dass F o G = idy,, G o Fly, = idy,. In
Worten: Die Einschrinkung von F auf eine hinreichend kleine Umgebung von xq ist
ein Diffeomorphismus auf das Bild dieser Einschrankung.

(Fiir den Begriff des Diffeomorphismusses und die Notwendigkeit der Invertier-
barkeit von DF s.(10.10})

Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Umkehrabbildung zu F' in einer geeigneten
Umgebung von yy := F(x¢) mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes und
zeigen anschliessend, dass diese Abbildung differenzierbar ist.

Zur Abkiirzung schreiben wir Dy := DF(xy) € Homg(R"R") fir das Differen-
tial von F in zy. Geméiss Annahme existiert Dy’ : R® — R". Wir schreiben die
Operatornorm wie auch die (beliebig gewéhlte) Norm auf R™, auf der sie beruht, als
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Auswahl der Umgebungen: Da F' in x, differenzierbar ist, existiert (zu €, = Bl D1*1||)
0
ein r > 0 so, dass
|1F(z) = F(z0) — Do(x — o) Nz — ol (12.3)

| < —
2Dy |

V& € B.(x9) C U. P! Da ferner DF : U — Homg(R" R") stetig ist, kann r so
gewihlt werden, dass ausserdem

1

IDF(x) — Dol < oo
2|5 "l

(12.4)

Va € B,(zo). Insbesondere 1st DF(zx) invertierbar Vo € B,(x) (geometrische Reihe).

Wir setzen nun s = und Vy = Bs(yo)-
2||D0 Il

Konstruktion von G: Fiir y € V| betrachten wir die Abbildung

T : B,(xy) — R"

TO(2) = 2 — D (F(z) — y) 129

(Bemerke, dass Losungen von F(x) = y genau die Fixpunkte von T® sind!) Es gilt

IT® () = 2oll = |l — w9 — Dy (F(x) = F(x0)) + Dy (9o — )|

< |IDy " (F(w) = F(wo) = Dol — x0)) || + [ Do - llyo — v
M ~ (12.6)

1
<105 -5y =zl <IDg s

TW bildet also B,(zq) auf B,(xo) ab. TW ist allerdings auf ganz U differenzierbar
mit der Ableitung idg, —Dy' o DF(z), und fiir 21,29 € B,(z) (einer konvexen
Menge) gilt daher wegen des Schrankensatzes [10.11]| mit (12.4))

1T (25) — TW (2)]| < Sup{Hlan —Dy'DF(2)| | = € B (o)} - |22 — ]|
(12.7)
< §||$2 — z1]|

TW® ist also eine Kontraktion auf dem vollstdndigen metrischen Raum B, (x() und
hat geméss einen eindeutigen Fixpunkt G(y), der wegen obiger Bemerkung die
eindeutige Losung von F'(z) = y in B,(x() ist und wegen in B,(xg) liegt. Dies
definiert die Umkehrabbildung G : Vi — Uy := F~1(Vp) N B,(z0). (F~(Vp) ist offen
wegen der Stetigkeit von F', und Uy als Durchschnitt zweier offener Mengen.)

Differenzierbarkeit von G: Es geniigt, die Differenzierbarkeit von G in yo = F(zo)
nachzuweisen. (Jeder andere Punkt ¢ € V4 ist ja von der Form ¢ = F(Z) fir ein & €
B,.(z9) und wegen der Invertierbarkeit von DF(Z) liefert die obige Konstruktion eine
Umkehrung G von F in einer Kugel um §. Wegen der Eindeutigkeit der Fixpunkte

21 Die traditionsgemiss in der offenen Kugel geschriebene Ungleichung (10.8)) setzt sich aus Ste-
tigkeitsgriinden auf den Abschluss fort, falls dieser in U enthalten ist.
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muss G mit G im Schnitt der beiden Kugeln tibereinstimmen. Differenzierbarkeit
von G in § impliziert dann die von G.) Wegen der Kettenregel (die wir selbst erst
benutzen diirfen, wenn G differenzierbar ist) erwarten wir, dass die Ableitung von
G in 5o durch Dy ' gegeben ist.

Auswerten von fir zy = xp und 29 = x = G(y) ergibt

|z — ol = 1T () = T (o) — Dy (o — v)

1 _
< glle = ol + 1571 lly = woll (12.8)
=z —aoll < 21D || - lly — woll

d.h. ||G(y) — G(wo)|l < 2Dy - Iy — woll Yy € V4. Insbesondere ist G stetig in yq.
Ist nun € > 0, so existiert wegen der Differenzierbarkeit von F' in zg ein ( > 0
so, dass

|F'(z) — F(x0) — Do(x — x0)|| < €- ||z —x0]] Va € Be(zg) C Uy (12.9)

Diese Aussage ist (trivialerweise) gleichbedeutend mit
1Do(G(y) — Gw) — (v — )l < e+ [Gly) - Gla) | Yy € G (Belwo) (1210)
Fiir § < - ist als Konsequenz von (12.8) G(B;(yo)) C Be(zo), und es gilt dann

2| Dg |

Vy c Bg(yo)i
1G(y) = G(yo) — D5 (y — wo)| < [I1D5 ]| - € - G (y) — Glwo)l

) (12.11)
< 2[[Dg1* - €+ ly — ol

Dies zeigt die Differenzierbarkeit von G in yy. Die Stetigkeit von y — DG(y) =
DF(G(y))~! folgt aus der Tatsache, dass dies eine Verkettung der stetigen Funktio-
nen y — G(y) =z, v — DF(x) und DF(z) — (DF(z))™ ! ist. O
Beispiel 12.2. - Sei & = (0!,0?,0%) : R® — R3 definiert durch die elementarsym-
metrischen Funktionen

ot(z', 2%, 2°) = o' +2° + 2°

o?(z', 2%, 2°) = o' a® + 2'a® + 2%2° (12.12)

o3 (2t 22, %) = o't

(3 bildet beispielsweise die Wurzeln einer kubischen Gleichung auf ihre Koeffizienten
ab. Die Umkehrung dieser Abbildung ist eine natiirliche Frage.) Das Differential von
Y} beztiglich den Standard-Basen hat die Matrix-Darstellung

1 1 1
DY(z) = [2*+2* 2t +2* 2t +2? (12.13)
ra? xtad rla?

mit Determinante
A =det DX(z) = (z')?(2? — 2°) — (2*)?*(z" — 2%) + (2*)* (2 — 2?)
— (xl - .’172)(<£U3)2 =+ IL’1$2) + <£L'2)2l’3 o ($1)2$3 1914
( ((2°)* + 2'2® — (z' + 2%)(2%)) (12.14)

(

vt — %) (2t — 2*) (2% — 27).
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DY(z) ist also an allen Stellen x5 € R? invertierbar, an denen nicht zwei (oder mehr)
Komponenten gleich sind. In einer (geeignet kleinen) Umgebung eines jeden solchen
Punktes lédsst sich ¥ also lokal eindeutig und differenzierbar invertieren. Mit ande-
ren Worten: Fiir gegebene (o), 03, 05) € 3(R?) gibt es im Allgemeinen zwar mehrere
(ndmlich 6) mogliche (2,22 z*) mit diesen Werten der elementarsymmetrischen
Funktionen. Ist aber eine solche Wahl zy = (x}, z3, z3) getroffen, so legt diese wei-
tere Wahlen in einer kleinen Umgebung eindeutig fest. Die “schlechten” Werte von

(0!, 02, 03) mit weniger als 6 verschiedenen Urbildpunkten sind die Nullstellen von

A? = (0'0?)? — 4(0?)® — 4(c")?0® + 180 0%0® — 27(0?)? (12.15)

Global ist > weder injektiv noch surjektiv.

- Fiir eine endlich-dimensionale vollstdndige normierte Algebra A (z.B. Mat,, ., (R) =
R™ als Vektorraum, versehen mit Matrixmultiplikation und einer submultiplikativen
Norm) hatten wir die Exponentialabbilung exp : A — A durch die Reihe ([5.50)
definiert. Wegen exp(x) exp(—z) = 1 liegt das Bild von A unter exp in der Gruppe
der invertierbaren Elemente von A. Geméss ist das Differential

Dexp(0) = idy (12.16)

im Ursprung 0 € A invertierbar. Der Umkehrsatz besagt dann, dass exp eine geeig-
nete Umgebung von 0 € A diffeomorph auf eine geeignete Umgebung von 1 € A
abbildet.

Anwendung 12.3 (Krummlinige Koordinaten). Zur Lésung physikalischer Proble-
me ist das Einfithren angepasster Koordinaten oft unumganglich. Wir beschréanken
uns hier auf die Vorstellung, dass wir den affinen euklidischen Raum R iiber eine
Abbildung

KRy — Ry (12.17)

durch n Variablen & = (£%) = (¢1,...,¢") parametrisieren wollen. Evtl. schréinken
wir den Definitionsbereich von K noch ein, setzen aber voraus, dass K mindestens
einmal stetig differenzierbar ist.

Beispiel: Lineare Koordinaten wie in ((10.21]).

Beispiel: Kugelkoordinaten fiir den R3:

K(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cos §)” (12.18)

- Wir sagen, Koordinaten (£%) sind “schlecht” an den Bildpunkten zo = K (&), an
denen K nicht lokal invertierbar ist, d.h. also falls det DK (&) = 0.
Im Beispiel:

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing

DK = [ sinflsing rcosfsing rsinfcoso (12.19)
cosf —rsinf 0
det DK = r*sinf) # 0 falls r # 0 und 0 ¢ 7Z (12.20)

die schlechten Punkte sind also genau die Menge {x = y = 0}, wo “¢ nicht wohlde-
finiert ist”.
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- Wie oben bemerkt lassen sich solche Koordinate im Allgemeinen nicht global
durch eine stetige/differenzierbare Abbildung umkehren. (Im Beispiel liegt dies an
K(r,0,0) = K(r,0,¢0+2r) = K(r,2mr — 0, ¢ + 7). Wegen der Lokalitét hindert uns
dies aber nicht daran, die Differentialrechnung aus dem R} auf die (£*) zurtickzu-
ziehen. Wichtiges Beispiel:

Der Laplace-Operator: Wir setzen voraus, dass K zweimal stetig differentierbar ist
und arbeiten in offenen Umgebungen, in denen

DK =B = (Bg - ZZ (5)) (12.21)

invertierbar ist. Die Notation folgt der aus S. , allerdings mit &- (oder gleichwertig:
x-)abhingigen B und

Co = (B™H Z BI(K a(g) =6/ (12.22)
Unsere Aufgabe ist das Umschreiben des Ausdrucks

Ap(z) = Z %(ac) (12.23)

fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : R? — R auf die Koordinaten
(€%), d.h. dem Ausdriicken von Ap(§) = Ap(K(z)) durch

P(£) == @(K(£)) (12.24)

und ihre partiellen Ableitungen nach €.
- Nach der Kettenregel gilt (mit teilweise Unterdriickung der Argumente)

8@ o)
- = B! - 12.2
aé‘a Z aga a.TZ ZI: “Oxt ( 5)
d.h. ) .
' '
- = > 12.2
R er e (1220

und durch nochmalige Anwendung

9= ;ZO@B@; <Z @ aga>

5 (12.27)
(Produktregel) = Z 85’8 (C’f Za@fa> Z 855 C; 850‘
Dieses Umschreiben hat den geometrischen Sinn, dass
g™ =) clcy (12.28)

7
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als das Inverse der euklidischen Metrik in den é&-Koordinaten aufgefasst werden kann,

vgl. (10.21)): gup = (Ma, ns),
g=B"-B, gt=0c.c" (12.29)
(g heisst auch Gramsche Matrix oder erste (Gauss’sche) Fundamentalform.)

- Zur Behandlung des letzten Terms in (12.27) benutzen wir einerseits (%.22) und
die Kettenregel:

0 ,0B ,0B]
o7 det B = detBtr(B 967 >—detBZC’ oe? (12.30)

und andererseits die Ableitung von ((12.22])

> B aagﬂ Zagﬁ = (12.31)

und die Symmetrie der zweiten Ableitung (({10.13))

OBl  PKI  PKI OB}

= = = 12.32
855 855@8“ 3&0‘855 ot ( )
um zu schreiben ;
80? aBﬁ v
565 = -y o6 —LC; (12.33)
sl
Zusammen also (unter Umbenennen der Indizes beim Einsetzen von ((12.30))
oC) B; 1 OdetB
7 o (& . « 12 4
izagﬁc Z](%OO T LedetB 0¢° g (12.34)

Benutzen wir noch, dass wegen der Multiplikativitit der Determinante und det BT =
det B, det B = ++/det g (mit einheitlichem Vorzeichen in zusammenhédngenden Men-
gen) so folgt schlussendlich:

— 0 op 1 0v/det g 0¢
_ Ba Ba
Ap=D {agﬂ (9 aga) T Jatg? 0¢F o

T, 5 (12.35)
_ = Ba_~  ~
- ; /ot g 0¢P (Vastgg aga@

1

In vielen Fallen ist ¢ diagonal, und daher ¢~ und det g einfach zu berechnen. Bei-

spiel: Aus (|12.19)) folgt

1 0 0
g=10 »? 0 : Vdetg =r?sinf (12.36)
0 0 r%*sinf)?
und daher ist der Laplace-Operator in 3-d Kugelkoordinaten:
- 1 1 1
A = —09,r%0, D sin00p + ————03 12.37
2o’ +r281n9 bsin b0 + r2sinf ¢ ( )
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Implizite Funktionen

- Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist eine nicht-lineare Version der Aussage, dass
“n unabhéingige Variable durch n unabhéngige lineare Gleichungen eindeutig be-
stimmt sind”, oder in der Sprache der linearen Algebra ausgedriickt, dass fiir eine
nicht-entartete lineare Abbildung A : R” — R"™ zu jedem y € R" ein eindeutiges x
gehort mit Az = y (namlich, z = A~ 1y).

- Ebenfalls aus der linearen Algebra bekannt ist die Aussage, dass im Falle von
n —k < n unabhingigen Gleichungen, d.h. einer linearen Abbildung A : R® — R"*
von maximalem Rang n — k, sich die Losungsmenge der Gleichung Ax = y (fir
y € R") parametrisieren lidsst durch einen Unterraum von R” der Dimension k,
dem “Kern” von A. Wir benutzen im Folgenden die Notation

Rf := Ker A = {z) € R"| Az = 0} (12.38)

und eine Identifikation R™ == Rﬁ X Rl‘_k, welche beispielsweise durch Vervollstandigen

einer Basis von ]Rﬁ zu einer Basis von R" definiert werden kann. Beziiglich dieser

Basis hat A die Block-Gestalt
A = (0—k)xhks A1) (12.39)

mit einer invertierbaren (n — k) x (n — k) Matrix A = A|Ri—k. Es gilt dann

{r e R"[ Az =y} = {(z), (A1) "'y) |2 € R]} (12.40)

Eine nicht-lineare Version dieser Aussage (mit Unterdriickung von y = 0) ist der
folgende Satz.

Theorem 12.4 (Implizite Funktionen). Seien n > k natirliche Zahlen. Sei U C
R" offen und F : U — R"* stetig differenzierbar. Sei xy € U eine Lésung der
Gleichung F(x¢) = 0, in der das Differential DF (x¢) mazimalen Rang hat. Wir
nehmen oBdA an, dass beziiglich einer Identifikation R™ = Rﬁ X Rﬁ*k, r=(x),2L)
die Einschrinkung D F(z¢) von DF (o) auf R invertierbar ist. Dann existieren
offene Umgebungen Vy C ]Rﬁ von xo, und Wy C ]Ri“k von x| mit Vox Wy C U, und
eine stetig differenzierbare Abbildung f : Vo — Wy so, dass fir alle x = (x),21) €

F(IH,LUL) =0 < I Zf(ZE”) (12.41)

M.a. W.,
F7H0) N Vo x Wo = {(=y, f(x))), = € Vo} (12.42)

In Worten: Die Losungsmenge von n — k “unabhdngigen” differenzierbaren Glei-
chungen ldsst sich lokal als Graph einer Funktion durch k unabhdngige Variable
parametrisieren.

Beweis. - Die o0BdA gemachte Voraussetzung tiber D, F(xg) ist die Aussage, dass

mit der Indizierung r = (v, z,) = (xﬁ, e ,xﬁ”, x'frl, ...,2") die Untermatrix
OFJ
< : (930)> e (12.43)
O’y ) T
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der Jacobi-Matrix von F' in xzy invertierbar ist. Im Allgemeinen kann man dies be-
reits durch einfaches Umnummerieren der Koordinaten von R™ erreichen (s. Beispiel
unten. )

- Wir erklaren nun eine auxilidre Abbildung ® : U — ]Rﬁ x R"* durch

(I)(LC”,:L'J_) = (:C||,F($||,:CJ_))T (12.44)

Dann ist ® auf U stetig differenzierbar, das Differential hat die Block-Gestalt

Dd(z) = (D”F(az) DJ_F([E)) (12.45)
und ist wegen in x( invertierbar. Nach dem Umkehrsatz existieren daher
offene Umgebungen Vj von P (x9) = (x0,),0) und Uy von xy und eine stetig differen-
zierbare Abbildung W : Vo — Uy, welche invers zu ®|y, ist. Aus allgemeinen topologi-
schen Betrachtungen folgt, dass wir oBdA annehmen konnen, dass Uy = Uy | x Uy, 1
fir offene Umgebungen Uy von zo) und Uy von xq . Wir schreiben beziiglich
dieser Identifikation W = (W, ¥ ).
- Wir setzen Vj := {z) € Uy | (z,0) € \70} und Wy := Uy 1. Dann ist V; eine offene
Umgebung von zg |, und W eine offene Umgebung von w5 ; und die Definition
[ Vo = Wy durch f(z)) := ¥ (2),0) macht Sinn.
- [ ist stetig partiell differenzierbar da W dies ist, also nach[10.6|stetig differenzierbar.
- Tst fiir (z,21) € Vo x Wy, F(z),21) = 0, so folgt (v,0) = ®(x,x,) € Vp, d.h.
(z,21) = ¥(z),0), und daher z, = f(z)).
- Gilt umgekehrt x, = f(x)), so ist (), x1) = ¥(x),0), d.h. (x),0) = (), 21),
und daher F(z),z,) = 0.

Zusammen folgt O]

n—Fk n—k
R" R

A
o
\ ‘70

1oL
Uo, 1 \\
B 1
\

[T ALY
T > >
\ on” / Rﬁ \ VO / / Rk

)

Bemerkungen/Beispiele 12.5. - Aus dem Beweis folgt durch Anwendung der
Kettenregel auf die Identitit F(z), f(z)) = 0 eine Formel fiir das Differential der
implizit definierten Funktion f:

DyE(xy, f(z))) + DLF (), f(zy)) o Df(z)) =0 (12.46)
=Df(x)) = =D F (x|, f(z)))"" o DyF(xy, f(z)))

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 110 7/6/2018 9:24



§13. STAMMFUNKTIONEN

da D, F' wegen der Invertierbarkeit von D® und an den angegebenen Stellen
invertierbar ist.

- Als Beispiel betrachten wir von der Funktion F : R? — R, definiert durch
F(x,y) := 2?(1 — 2?) — y? die Nullstellenmenge N = {(x,y) € R? | F(z,y) = 0}. Das
Differential von F'ist dargestellt durch die Jacobi-Matrix

DF(x,y) = (2z — 42°, —2y) (12.47)
Man sieht leicht, dass ausser in (z,y) =0¢€ N v
DF 1berall auf N maximalen Rang hat. Al- wal

lerdings kann man nicht iiberall mit der glei-
chen Zerlegung von R? in “parellele” und “or-

0.2

thogonale” Richtungen arbeiten. In der Umge- ED EE 05 i
bung von y = 0 muss man zur Parametrisie- -2}
rung xﬁ = y benutzen, in der Umgebung von el

xr = j:\/g hingegen x.
An allen anderen Punkten kann man N lokal entweder mit der z-Achse oder mit der
y-Achse identifizieren. In (z,y) = 0 ist tiberhaupt keine stetige oder differenzierbare
ein-dimensionale Parametrisierung von N moglich.

- Der grosse Nutzen des Satzes liegt genau in der soeben illustrierten Moglichkeit, die
Parametrisierung der Losungsmenge zu variieren. Man nennt eine Teilmenge M von
R", die sich lokal als Nullstellenmenge einer Funktion F : U — R"* mit DF von
maximalem Rang darstellen lasst, eine k-dimensionale “differenzierbare Unterman-
nigfaltigkeit” von R™. Uber eine von m gelieferte lokale Parametrisierung von M,
dh. Vo = MNV, x Wo, (die x| — (zy, f(x))) heissen auch lokale Koordinaten) lasst
sich die Differentialrechnung von V, C Rﬁ auf M hochheben. Dabei wird ]Rﬁ’, aufge-
fasst als Tangentialraum zu V4 in x|, durch (idgxx, D f(z))) mit einem Unterraum
des Tangentialraums zu R™ in (z, f(x))) identifiziert:

T, Vo = Rj 3 v = (v, Df(x)v) € R" = Tpy sz R" (12.48)

Im obigen Beispiel ist N (wegen der “Singularitdt” im Urpsrung) keine Unterman-
nigfaltigkeit, N \ {(0,0)} hingegen ist.

§ 13 Stammfunktionen

Die zweite Klasse von Problemen, iiber die wir allgemeine Existenzaussagen ma-
chen wollen, sind Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Sie
haben zahlreiche Beispiele schon in der klassischen Mechanik kennengelernt, wir
wiederholen noch einmal die grobe Klassifikation am Anfang des néchsten §.

Zur Vorbereitung fithren wir in diesem § das gewohnliche ein-dimensionale In-
tegral ein zur Losung der einfachsten Sorte linearer Differentialgleichungen. Der
entscheidende Schritt zur Losung gewohnlicher Differentialgleichungen entlang der
allgemeinen Strategie von Seite ist ndmlich die Umkehrung der linearen Ab-
bildung, welche einer Funktion f € C(I,V) ihre Ableitung f € C°(I,V) aus
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zuordnet: Wir hatten schon festgehalten, dass C'(I,V) und C°(I,V) relle Vektor-
rdaume sind, und die Linearitit der Zuordnung f — f ist einfach die Aussage, dass
(f1 + )\fg) = f1 + )\fg Vfl,fg c Cl(I,V) und A\ € R.

Fir die Abschiatzung der “Verbesserung durch Iteration” bendtigen wir dann
auch geeignete Normen auf C°(7, V') und C'(I,V). Da diese Vektorrdume unendlich-
dimensional sind, ist ihre Normierung etwas subtiler als die von R", welche wir beim
Satz von der Umkehrabbildung benutzt haben. Eigentlich haben wir aber auch schon
alle Hilfsmittel im Kapitel [3| vorbereitet. Zunéchst einmal bendtigen wir, dass fiir
eine stetige Funktion f : I — V und jedes kompakte Intervall [a,b] C I die Menge
{IIf®lv |t € [a,b]} (mit ||-[|y die Norm auf V) wegen [7.6| beschrénkt ist. ([a, b] ist
nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgenkompakt und t — || f(¢)||ly € R
ist als Verkettung stetiger Funktionen stetig.) Wir bezeichnen ihr Supremum (in
diesem Fall, gleich dem Maximum) mit

£l := sup{ [ f(B)llv [ t € [a,0]} (13.1)
Dann ist die Abbildung f ~ || f| 2,5 eine Norm auf C°([a,b], V).

Definition 13.1. Sei [ ein offenes Intervall und (V/ ||-||) ein vollsténdiger normierter
Vektorraum. Eine Funktion F': [ — V heisst Stammfunktion von f : I — V, falls
F auf I differenzierbar ist und F(t) = f(¢) Vt € I.

Bemerkungen. - Eine Stammfunktion ist auf jeden Fall stetig, die gegebene Funktion
muss es im Allgemeinen aber nicht sein (vgl. Beispiel (9.5)). Ist jedoch f € C°(I1,V),
so ist eine Stammfunktion nach dem Schrankensatz auf jedem kompakten Teil-
intervall K C I Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = || f||x.

- Sind F} » Stammfunktionen zu f o, so ist fiir A € R F} + AF} eine Stammfunktion
von f1 -+ /\f2

- Gemass [9.4]ist jede Stammfunktion der Nullfunktion auf einem Intervall konstant.
Sind daher F und F zwei Stammfunktionen von f, so gilt F(t) = F(t) + v Vt € I
fir ein vy € V.

- Jede jemals errechnete Ableitung gibt auch ein Beispiel einer Stammfunktion. Je-
denfalls konnen Sie schon Polynome, die Exponential- und trigonometrischen Funk-
tion, sowie gewisse Kombinationen dieser Klassen integrieren. Potenzreihen kann
man innerhalb ihres Konvergenzintervalls (Schnitt der Konvergenzscheibe mit der
reellen Achse) gliedweise integrieren. Im Allgemeinen gilt:

Theorem 13.2. Sei I C R ein offenes Intervall und V' ein vollstindiger normierter
Vektorraum. Dann existiert von jeder stetigen Funktion f : I — V eine bis auf die
Addition einer Konstanten vy € V' eindeutige Stammfunktion.

Die Eindeutigkeit bis auf eine Konstante hatten wir gerade schon festgehalten.
Zur Existenz entwickeln wir den Begriff des “bestimmten” Integrals einer stetigen
Funktion. Die Intuition dabei ist (nicht mehr irgendein “Inhalt der Flache unter
der Kurve”, sondern), dass uns die Ableitung die infinitesimale Verdnderung der
gesuchten Funktion angibt, wir also nur diese Anderungen iiber geniigend kleine
Schritte aufsummieren brauchen.
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Proposition/Definition 13.3. Sei I C R ein Intervall und f : I — V eine stetige
Funktion. Fiir a,b € I konvergiert die durch

Su(f;a,b) ::Z_:(b_a

k=0

) fla+ S(b—a)) (13.2)

definierte Folge (Sn(f;a, b)) C V. Ihr Grenzwert heisst das Integral von f von a
nach b. Schreibweise:

b
/ f(s)ds := nlg& Su(f;a,b) (13.3)

Fir a = b ist offensichtlich faa f(s)ds = 0. Sonst aber erlauben wir in dieser
Definition sowohl a < b als auch b < a. Aus der Tatsache, dass fiir alle n

Su(f;a,b) = i(b_“) (= - Eb)

I
~—
|

) 'f(ga + o= kb) (13.4)

folgt dann sofort eine der wichtigen Rechenregeln fiir das Integral. Zum Nachweis
der Konvergenz von (S, (f;a,b)) holen wir fir a < b noch ein wenig weiter aus:

- Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a,b] C R ist eine geordnet indizierte endliche
Teilmenge von [a,b] mit a,b € Z,dh. Z ={a = sy < s1 <...<s, = b} fir ein
r € N.

- Die Feinheit einer Zerlegung Z ist die positive Zahl

w(2) :=max{s;s1 —s]i=0,...,r—1} (13.5)

- Die Riemannsche Summ@ von f zur Zerlegung Z ist

r—1

S(fi2) = (sis1—s:)f(s:) €V (13.6)

1=0

Offensichtlich ist (fir @ < b) S,(f;a,b) aus die Riemannsche Summe zur
dquidistanten Zerlegung {s; = “£a + £b|k =0,...,n} der Feinheit =2

- Man sagt, eine Zerlegung Z ist eine Verfeinerung der Zerlegung Z (Schreibweise:
Z < Z), falls Z C Z. Klarerweise gilt in so einem Fall ;(2) < u(Z2).

- Fiir zwei Zerlegungen Z; und Z, ist die gemeinsame Verfeinerung Z, V Z, die
Vereinigung Z; U Z, nach einer geeigneten Umindizierung. Es gilt Z; V Z5 << Z; und

Z1V Zy < 2.

22Djes ist ein Spezialfall der Riemannschen Summen. Im Allgemeinen wertet man f an beliebigen
“Stutzstellen” 7; € [s;, $i41] aus.
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Lemma 13.4. Seinun f : [a,b] — V stetig. Dann existiert fiir jedes e > 0 ein 6 > 0
so, dass fiir zwei Zerlegungen Z <1 Z mit u(Z) < 0

IS(f;2) = S(f; 2)|l < e (13.7)

Beweis. Wir nutzen aus, dass gemass f als stetige Funktion auf dem folgenkom-
pakten Intervall [a,b] gleichméssig stetig ist. Es existiert also zu gegebenem € > 0
ein 6 > 0 so, dass

Seinun Z = {a = s9 < 81 < ... < s, = b} eine Zerlegung von [a,b] mit u(Z) < ¢
und Z2 = {a =35y < 5 < ... < 8 = b} < Z eine Verfeinerung von Z. Dann gehort
zu jedem s, € Z ein eindeutiges Si(jy € £ mit ;) < 85 < S(j)+1, und man iiberlegt
sich (am besten mit einer Skizze), dass

(1) Si+1 — 8§ = Z (§j+1 — §J) Vi = 0, e, T = 1 (139)
Jli(g)=i
(i) |5 —sipl <6 Vi=01,... 7 (13.10)
Daraus folgt
o1 r—1
15(£32) = U 2) = || DGt = 565 = D (sivt = 5:)f(s1)
j=0 =0
o1
(mit ()) = HZ@H = 5) () — fsi) | (13.11)
=0
-1
(wegen (ii) und ([13.8)) < » (51 §J)b € - =
7=0

]

Korollar 13.5. Fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass fiir je zwei Zerlegungen
2y und 25 mit w(21) < 6 und p(25) <4

IS(f; 21) = S(f; Z2)|| < e (13.12)
Beweis. Sei & > 0 nach [13.4 so, dass ||S(f; Z) — S(f; 2)| < § fir Z <4 Z und
wu(2) < 6. Dann gilt fiir u(2,2) < 0:
15(f; 21) = S(f; 22)
<|[IS(f;21) = S(f; 20V Z) [ + [1S(f; 20V 22) = S(f; Z2)l| < e (13.13)
[]

Beweis von[13.3. Fir a < b folgt aus den obigen Betrachtungen, dass S, (f;a,b)
eine Cauchy—Folge ist (s. Def. 4.9 - Wéihle fiir € > 0 mit 6 > 0 gemass ﬂ 13.5] V. so,
dass %% < §. Dann folgt [|S,(f;a,b) — S,u(f;a,b)| < e fiir alle n,m > N,.. Wegen
der Vollstandlkelt von V existiert also der Grenzert lim,, 00 Sy (f;a,b).

- Fiir b < a folgt die Behauptung dann aus . O
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Lemma 13.6. (Eigenschaften des Integrals).

(i) Om’entierungswechsel:/ f(s)ds / f(s

(ii) Linearitit und Integration von Konstanten: Fiir fy, fo € C°(I,V) und X € R,
veV gilt

b b b
/Uﬁ%h+WWhﬁ/ﬁ®%+M/ﬁmMH®—®v

EALCIR R

(iv) Intervalladditivitit: Fir a,b,c € I gilt

/f pis+ [ fds = [ fsyis

Beuweis. (i) folgt aus (13.4)), (ii) und (iii) aus den entsprechenden Eigenschaften der
endlichen Summen 13.2.

(iv) Durch Ausnutzen von (i) kénnen wir die Aussage auf den Fall a < b < ¢ zuriick-
fithren. Fiir € > 0 sei 6 > 0 gemdss [13.5]so, dass [|S(f; Z1) — S(f; 22)|| < € fiir je zwei
Zerlegungen von [a, c] mit pu(Z;5) < 0. Sei dann N so, dass S,(f;a,b), S.(f;0b,c)
und S, (f;a,c) fir n > N in der Norm weniger als € von den entsprechenden Inte-
gralen abweichen, sowie “g* < 6. Dann sind S, (f;a,b) + S,(f;b,c) und S,(f;a,c)
Riemannsche Summen zu Zerlegungen von [a, ¢] der Feinheit kleiner als 6. Es folgt

fir n > N:
| [ s+ [ s [ sras] < | [ ssras = 500
) Sn(f;a,c)H (13.14)

+ H/b f(s)ds — Su(f;0, C)‘
+ HSn(f’ (L,b) -+ Sn(f, b, C) - Sn(fa CL,C)H

< 4e
]

Beweis von (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Wahle t, € I

beliebig und setze fiir t €
t
= / f(s)ds (13.15)
t

Beh.: fiir alle ¢, € I ist F(to) = f(to).
Bew.: Fiir e > 0 sei § > 0 so, dass || f(s ) f(to)| < efalls |s—to| < 0 (Stetigkeit von
f). Dann folgt unter Ausnutzung von (i), (i), (iv), und (iii) fir alle |t —to| < 0

/f ds—/ftodsH

(to))ds

[1£(t) = F(to) = (t — o) f

(13.16)

§|t—t0| €
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Die Behauptung folgt in der Formulierung ((9.7)). ]

Korollar 13.7. Sei f : I — V stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt
fur alle a,b e I:

/ f(s)ds = F(b) — F(a) (13.17)

Beweis. Fiur beliebiges t, € I ist ¢t ftt f(s)ds nach dem Hauptsatz ([13.16)) eine
weitere Stammfunktion von f. Wegen der Eindeutigkeit der Stammfunktion (s.S.
112)) gilt dann fiir alle t € 1

F(t) = /ttf(s)ds + v (13.18)

fiir ein festes vy € V. Dann folgt fir alle a,b € I wegen [13.6] (i) und (iv):

/ f(s)ds:/t f(s)ds—/taf(s)ds:F(b)+v0—F(a)—v0 — F(b)— F(a) (13.19)

]

- Die dquidistanten Riemannschen Summen kénnen zur approximativen Be-
rechnung von Integralen benutzt werden (besser ist die Anpassung der Feinheit wie
in ([13.6])), die Auswertung des Limes gelingt aber nur selten. Ublicherweise
“rat” man eine Stammfunktion oder schaut sie in einer vorsorglich angelegten Ta-
belle nach, oder wendet einen der bekannten Rechentricks an. Die folgenden zwei
folgen als Umkehrung von Produkt- bzw. Kettenregel:

Partielle Integration: Ist auf V' eine Multiplikation definiert, ' € C'(I,V) eine
Stammfunktion von f € C°(I,V), und G € C*(I,V), so ist

ts Ft) - G(t) — /t CF(s) - C(s)ds (13.20)

eine Stammfunktion von f - G.

Substitutionsregel: Ist F' € C'(I,V) eine Stammfunktion von f € C°(I,V) und
7 J — I stetig differenzierbar, dann ist F'o7 eine Stammfunktion von (fo7)7’. Der
Umgang dieser Regel mit den Integrationsgrenzen erfordert etwas Konzentration:
Fir a,b € I und o, 5 € J mit a = 7(a), b = 7(B) gilt:

b B
/ F(s)ds = / F((0)7 (0)do (13.21)
“Man ersetzt s = 7(0) und ds = “£do = 7/(c’)do und findet Stellen «, 8 € J so, dass
s von a nach b lauft, wihrend o von a nach  lauft.” Interessant ist, dass in (|13.21))

7 nicht injektiv sein muss, und noch nicht einmal 7([c, 8]) C [a, b] gelten muss. Die
“iiberschiissigen” Teile heben sich wegen ((13.6)) gegenseitig auf. Beispiel: s = 02 in

2 1,2 3 V2
/ sds = 5152 =—= / 0?20 -do (13.22)
1 —

12 1
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Allerdings ist es nicht moglich, die Anordnung der Zerlegungsstellen in den Rie-
mannschen Summen ([13.6) aufzugeben: Betrachte etwa f(t) = t auf dem Intervall
0,1] und fir n € N die “Zitterzerlegung” (kein sanktionierter Begriff)

1 2 1 2 3 4
() = (0,—,—,...,0,—,—,—,—,...,1) (13.23)
n'n n'n' n'n
n? K/Iral3
(mit 7 = 3n*+n—2 Elementen). Es gilt lim,, o, max{|s;;1—s| | i=0,...,r—1}=0
aber
n—1
1 1 2 2 1 k
> (s —s)fls) = (=1 (=== = JED I
- nn nn n on
i k=0 (13.24)
—3(n?—-1) 1 -1 1 !
= (n ) _n(n )—>—3+—7é sds
n? n? 2 n—00 0

Das Problem mit den Zerlegungen ([13.23)) ist, dass ihre absolute Lénge, nédmlich
> Isis1 — si| = (n? = 1)2 + 1 — oo nicht beschréinkt bleibt, sie in gewissem Sinne
also gar nicht “von a nach b kommen”.

Parameterabhingige Integrale

Ein weiterer haufig benutzter (und auch oft iibersehener) Trick bei der Auswertung
bestimmter Integrale ohne Auffinden einer Stammfunktion ist die Untersuchung der
Abhéngigkeit von zusétzlichen Parametern im Integranden. Grundlage dafir ist das
folgende Resultat.

Proposition 13.8. Sei [a,b] C R, U C R" offen und F : [a,b] x U — V stetig.
Dann ist die Funktion

G:U—=V, G(z) = /bF(s,J:)ds (13.25)

stetig. Ist V' endlich-dimensional, fir jedes t € [a,b] die Abbildung v — F(t,z)
auf U differenzierbar in Richtung v € R™, und die Abbildung [a,b] x U > (t,z) —
D,F(t,x) € V stetig, dann ist G auf U ebenfalls differenzierbar in Richtung v mit
Richtungsableitung

D,G(z) = /b D,F(s,x)ds (13.26)

Ausserdem tbertragen sich diese Aussagen sinngemdass auf (totale) Differenzierbar-
keit sowie auf Holomorphie. Die Aussage zur Stetigkeit bleibt giltig, wenn man U
durch einen beliebigen metrischen Raum ersetzt.

Beweis. - Die erste Voraussetzung besagt, dass F' als Funktion der beiden Variablen
gemeinsam stetig ist. Insbesondere ist aber fir jedes x € U die Abbildung t — F'(t, x)
stetig, und daher G wohldefiniert, ebenso wie die rechte Seite in .

- Fiir zy € U folgt als Korollar von aus der Folgenkompaktheit von [a,b], dass
fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert so, dass ||F(t,z) — F(t, 2o)| < 3= fiir alle t € [a, b]
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falls nur ||z — xo|| < 6. ¥ Daraus folgt miff13.6] dass fiir ||z — x|| < 0

IG @) = Glan)l| = || | (Pls. )~ Ps,0))ds

< (b—a)|F(.2) = F(oao)lloy < ¢

(13.27)

Dies bedeutet, dass G in z( stetig ist.

- Mit Hilfe des Mittelwertsatzes (getrennt angewendet auf jede der endlich vielen
Komponenten von F') und der Stetigkeit von D,F folgert man recht analog, dass
ein 0 > 0 existiert so, dass

IF(t, 20+ T0) — F(t, 20) — DyF(t, z0)7| < ﬁ 7| (13.28)

fir alle t € [a, b] falls nur |7| < J. Daraus folgt durch eine Abschétzung wie in ((13.27))
die Behauptung zur Differenzierbarkeit von G. [

- Als Beispiel behandeln wir das Integral

1 .2
1
G:/ S P (13.29)
0

Ins

(Der Integrand ist an den Grenzen zunéchst nicht definiert, lasst sich stetig fortset-
zen. Siche auch uneigentliche Integrale weiter unten.) Wir identifizieren G = G(2),
wobei

G(z) = /01 Sl (13.30)

Ins

und der Integrand fiir > 0 die Voraussetzungen von erfiillt. (Hier konnte man
G(x) als uneigentliches Integral auf = > —1 fortsetzen.) Es gilt dann

1 T ]
G'(:v):/o ® s

Ins

) . . (13.31)
= / stds = =
0 r+1llo x+1
Wegen G(0) = 0 folgt daraus durch Integration
G(z) =In(x 4+ 1) (13.32)

und daher G = G(2) = In 3.

2In unserer Herangehensweise reicht es fiir diese Aussage nicht vorauszusetzen, dass F(t,-) fiir
alle t in x( stetig ist, sondern es muss tatséchlich F' als Funktion von (¢, z) in einer Umgebung von
[a,b] x {zo} stetig sein. Ebenso reicht es fir (13.28)) nicht aus vorauszusetzen, dass F'(t,-) fur alle

t in xo differenzierbar ist.
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Uneigentliche Integrale

Ist I = («, 3) ein offenes, evtl. auch unbeschranktes Intervall (d.h. o, § € RU{£00}),
so nennt man eine stetige Funktion f : («, ) — R (“uneigentlich”) integrierbar tiber
(e, B), falls fiir ein ¢y € I die rechts-/linksseitigen Limites

to b
lim/a f(s)ds und lbi%l/to f(s)ds (13.33)

ala

beide und getrennt existieren. Man schreibt in diesem Fall weiter

B to b
/a f(s)ds :Efg/a f(s)ds+1bi%1/to f(s)ds (13.34)

denn das Resultat ist unabhéngig von ¢y und stimmt mit der alten Definition tiberein,
falls f in o und/oder §3 stetig fortsetzbar ist.

- Es existieren Kriterien, die die Existenz solcher uneigentlicher Integrale sicherstel-
len und gegebenenfalls die Differentiation unter dem Integralzeichen rechtfertigen.
(Insbesondere: Majorantenkriterium) Beispiele:

- Die I'-Funktion ist fiir z > 0 definiert durch

[(x):= / s e %ds (13.35)
0

und stellt dort eine differenzierbare Funktion dar. Definiert man fir z € C, s > 0
s* = exp(zIns), so gibt fir Re(z) > 0

['(z) ::/ s e ds (13.36)
0

eine holomorphe Fortsetzung der I'-Funktion auf die rechte Halbebene.

- Sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion, von der bekannt ist: (i) f hat
endlich viele Nullstellen xy,...,x, mit f’(z;) # 0 an jeder dieser Stellen, und (ii)
f(z) > O(x) fur x — oo (d.h. fir x gross genug ist |f(x)| > C'-|z] fiir eine geeignete
Konstante C' > 0).

Beh.: Dann existiert

G = / h Flz)e 7@ dy (13.37)

und es gilt:

G = ;sgnf’(:ci) : /OO

—0o0

e "dr = sgn f'(z;) VT (13.38)
Bew.: (Skizze) Fir a > 0 erfiillt der Integrand von

G(a) = /_OO af'(z)e " T@ dy (13.39)

[e.9]
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die Voraussetzungen zur Differentiation unter dem Integral und es gilt

Gl =@ = [ (1) -2 )@ e

o0

_ / h i( F(@)e T ) (13.40)

o dx
=0

G(a) ist also konstant gleich G(1) = G. Andererseits zeigt man unter den gegebenen
Voraussetzungen, dass fiir jedes € > 0

—Z/ af'(z;) e T @@= gy (13.41)
i=1 /=

fir a gross genug. (Der Punkt ist, dass der Integrand von G(a) ausserhalb von
immer kleiner werdenden Umgebungen der x; gegen 0 strebt.) Mit der Substitution

T =T+ a‘f folgt
= —a? f () (z—x;)? f/ T > —x2
/ af (x;) e @) @=e)® - |f’§x;| : e " dx (13.42)

und daraus die Behauptung. Der Beweis von (|13.41)) wird nachgeliefert. Fiir die
Berechnung des Gaussschen Integrals, siehe [§17]

§ 14 Gewohnliche Differentialgleichungen

Problemstellung: - Gegeben sind:

e RY ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Norm ||-||.

e Ein (Zeit-)Intervall I C R

e Eine stetige Funktion (Vektorfeld) Y : I x U — R auf dem Produkt von I mit
einer offenen Menge U C RY.

e Eine Startzeit ¢y € I und ein Startwert xg € U

- Gesucht sind: ein Intervall [tg,¢;] C I und eine stetig differenzierbare Funktion
x: [to, t1] — U, fur die gilt:

B(t) = Y(ta(t)) Vte[tot)] und a(ty) = o (14.1)

Man nennt ein explizite@ Anfangswertproblem (AWP) erster Ordnung, die
Funktion x eine Losung des AWP.

Fragen: - Ist das AWP ([14.1)) iiberhaupt losbar?

- Ist die Losung eindeutig, zumindest in dem Sinne, dass falls # : [to, ;] — U eine
zweite Losung ist, x(t) = &(t) Vt € [to, min(t;,#;)]?

- Wie weit lasst sich die Losung maximal fortsetzen? Lauft sie etwa vor dem Ende
der Zeit aus U heraus?

2Dies bedeutet, dass die Gleichung nach #(t) aufgelost gegeben ist. Bei impliziten Differential-
gleichungen der Form F'(&(t), z(t)) = 0 kann man mal zunéchst den Satz iiber implizite Funktionen
12.4) anrufen.
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- Héngt die Losung in stetiger und/oder differenzierbarer Weise von den Anfangs-
werten, sowie gegebenenfalls noch von weiteren “externen” Parametern ab? Mit an-
deren Worten, existiert mit einer offenen Umgebung V' von z eine stetige Funktion
P [to,tl] XV — U mit

0P

S (L) =YL e),  B(to,x) =1 (14.2)

Ist ® differenzierbar, falls Y dies ist?

Beispiel 14.1. - Siehe theoretische Physik-Vorlesungen!

- Tatséchlich ist Stetigkeit des Vektorfeldes hinreichend fiir die lokale Existenz von
Losungen. Wir werden diese Aussage nicht beweisen, da Stetigkeit fiir die Eindeu-
tigkeit im Allgemeinen nicht ausreicht. Als Gegenbeispiel dient hier tiblicherweise
das Anfangswertproblem mit I = R, N = 1, Y(z) = \/m, to = 0, zg = 0, oder

kiirzer
T =+/|z|, z(0)=0 (14.3)
Offensichtlich ist z(t) = 0 Vt eine Losung, aber auch fir jedes ¢, > 0:

0 t <1,

x(t) = (t —t,)2 . (14.4)
I «

Die fehlende Eindeutigkeit hat damit zu tun, dass Y zwar stetig, aber nicht Lipschitz-
stetig ist, siehe Voraussetzung in [14.2] unten).
- Ein Standardbeispiel fiir endliche Existenz ist das AWP

i=a?, z(0) =29 >0 (14.5)

mit Losung
1
z(t) =
(®) x5t —t

- Das AWP (14.5) ist vom Typ der “getrennten Verénderlichen”. Allgemein hat
(hoffentlich bekanntlich) fiir zwei offene Intervalle I, U C R, eine stetige Funktion
f 1 — R und eine stetige Funktion ¢ : U — R mit g(z) # 0 Vz € U das AWP

2(t) = f(t)g(x®),  x(to) = w0 (14.7)
(to € I, xp € U) die Losung

t€0,zy") (14.6)

o(t) = HY(F (1)) (14.8)

wobei F = fti f(s)ds die Stammfunktion von f mit F(t,) = 0 ist und H~' die
Umkehrfunktion der Stammfunktion

|
Hiz) = / g (14.9)

von 1/g mit H(zg) = 0: H ist wegen %} # (0 streng monoton und daher nach
global invertierbar. Die Losung (14.8) ist definiert auf dem Teilintervall J von

{teI|F@t)e HU)} =F ' (H()) (14.10)
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welches tq enthélt. (F~1(H(U)) ist offen, da H(U) als monotones Bild eines offenen
Intervalls offen ist, und F stetig ist.)

- Ebenfalls bekannt sein sollte die Riickfithrung von Differentialgleichungen héherer
Ordnung auf die Form . So ist etwa fiir F': R* — R die gewohnliche skalare
Differentialgleichung

y B () = F(y(),9(0),....y" 1V (®)) (14.11)
dquivalent zu einer vektoriellen Gleichung fiir z = (y,7,...,y* )T € Rk
y(t) y(t)
d | 9@ i(t)
— = 14.12
dt : : ( )
y* () F(y(t),...,y*" V(1))

namlich, # = Y (z(t)), wobei Y (x!, ..., 2%) = (22,..., F(z!,...,2%))T. (Anfangswer-
te und explizite Zeitabhéngigkeit wurden unterdriickt.)

- Eine andere “Reduktion der Ordnung”, welche in der Physik eine grosse Rolle
spielt, ergibt sich aus Erhaltungssitzen. Beispielsweise ist auf Losungen von

Z(t) = —grad V(z(t)) (14.13)

die Energie E = (&, &) + V(x) konstant. (Wobei grad gemdss beziiglich
eines euklidischen inneren Produkts (-, -) auf RY definiert ist, und V € C}(RM,R),
hier also kein Vektorraum.) Im Falle N = 1 erhélt man dann durch Auflsen nach
Z eine Gleichung mit getrennten Veranderlichen und Losungen der Form

(14.14)

t—1t —/I 1 d
= ) VR E V@)

(Konvergenz solcher Integrale als Ubungsaufgabe.)
- Fiir eine (fixierte) lineare Abbildung A : RY — RY hat fiir jedes zp € RY das
AWP

x(t) = Ax(t), z(0) = xg (14.15)

die Losung
x(t) = exp(tA)xg (14.16)

Beispiel: Schwingungsgleichung. Zuriick zur Theorie.

Theorem 14.2 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Seit I C R ein offenes In-
tervall, U C RN offen und Y : I x U — RY stetig. Angenommen, es existiert eine
Lipschitz-Konstante L > 0 so, dass fiir alle t € I und alle x1,29 € U

V' (t,21) = Y (8, 22)|| < L - [lay — 2o (14.17)

Dann existiert fir alle tg € I, xg € U ein & > 0 mit to + 90 € I und so, dass
Vi, € (to, to + 6] eine eindeutige Losung x : [to,t1] — U des AWPs

#(t) = Y(tz(t),  x(ty) = o (14.18)

existiert.
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Beweis. Plan: Wir emulieren den Beweis des Satzes von der Umkehrabbildung
unter Zuhilfenahme des ff aus [13.3[ als Losung eines linearen Problems sowie des
Banachschen Fixpunktsatzes[4.29/auf einem geeigneten metrischen Raum (von Funk-
tionen [to, t1] — U).

1. Schritt: (Umschreiben als Fixpunktgleichung) Die Suche nach einer differenzier-
baren Funktion x(-) mit

z(t) =Y (t,x(t)) und z(ty) = zo (14.19)
ist Aquivalent zur Suche nach einer stetigen Funktion z(-) mit
t
() = 20 + / Y (s, 2(s))ds (14.20)
to

(Wegen unseres Hauptsatzes ist ndmlich z(-) dann schon differenzierbar, wenn
sie stetig ist und die Gleichung ([14.20) erfiillt.) M.a.W. suchen wir Fixpunkte der
Abbildung

T:C°(I,U) — C°(I,RY)

T(x())(t) == xo +/ Y (s,z(s))ds

to

(14.21)

evtl. nach Einschrankung auf geeignete Teilintervalle von I.
2. Schritt: (Vollstandige metrische Rdume) Fir R > 0 so, dass Br(xg) C U und
ty € I, t; > ty betrachten wir

X = {x: [to,t1] = Br(wo) stetig, z(to) = zo} (14.22)
mit der von der Supremumsnorm auf C°([to, ;], RY) induzierten Abstandsfunktion

l21() = 22()lto,tr) 1= max{[|w1 () — z2(t) en [ € [to, 1]} (14.23)

(X selbst ist kein Vektorraum!) Gemaéss (einer leichten Verallgemeinerung von) [8.5
ist X ein vollstdndiger metrischer Raum. (Bg(zg) ist als abgeschlossene Teilmenge
eines vollstandigen normierten Raumes vollstandig.) Wir miissen jetzt nur noch
unsere beiden Schranken R und ¢ so wahlen, dass falls ¢; < tq+ 9:

(i) T(X) € X, d.h. T ist eine Selbstabbildung von X.

(ii) T ist kontraktiv, d.h.

1T (21(-)) = T(x2(Dllito.er) < € 21 () = 220) o1 (14.24)

fiir ein ¢ < 1. Es stellt sich heraus, dass es geniigt, 0 anzupassen.
3. Schritt: (Selbstabbildung) Angenommen, z(-) € X, insbesondere x(t) € Bgr(zo)
Vt € [to,t1]. Dann ist

)0 =0l = | [ Voo

< |t — to| -maX{HY(s,x(s))H ‘ s E [to,t]}

t
0

(14.25)
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nach unseren Integralabschétzungen [13.6 Wir fixieren nun R > 0 mit Br(z¢) C U
und ¢, > ty mit ¢, € I und setzen

M = max{||Y (t,z)|| |t € [to,t.],2 € Br(zo)} < 00 (14.26)

denn [to, t.] X Br(xg) ist folgenkompakt und stetige Funktionen auf folgenkompakten
Mengen sind beschrankt, s. Dann ist fir ¢; < maX{t*, tm—%} und alle ¢ € [ty, 1]

als Folge von ([14.25|)
R
IT(@()E) —2oll < 57 - M =R (14.27)

also T'(z) € X. (Stetigkeit von T'(x) war ja schon klar, ebenso (o) = xo.)
4. Schritt (Kontraktivitit) Fir x;(+), z2(-) € X ist Vt € [to, t1]

7 ()0 = T = | [ (loar(9) = (s, 2a(o)) s
< |t — o] -max{HY(s,xl(s)) — Y (s,22(9))|| ‘ s € [to,t]}

Lipschitz-Bed. (14.17) < [t — to| - L - max{||z1(s) — z2(s)|| | s € [to, t]}
< [ty = to| - L-[lza () — 22()llito.t1)
——_———

=:C

(14.28)

Ist dann ¢; ausserdem noch < to—i—%, so folgt ¢ < 1, und dann ist T eine Kontraktion.
5. Schritt: (Synthese) Wir sehen: Mit

R 1
0<d< {t*—t,—,—} 14.29
max 0 T ( )
ist fiir alle ¢ € (to,to+ 0] T eine Kontraktion. Da die konstante Abbildung x(t) =
Vt € [to,t1] auf jeden Fall in X liegt, ist X nicht-leer, und wir kénnen mit
schliessen. O

Beispiel 14.3. Im linearen AWP (14.15) ist Y (¢,x) = Az. Ausgehend von der
Konstanten z((t) = o Vt erhalten wir durch Iteration von T

x1(t) = T(xo(-))(t) = zo + /Ot Axods = xo + tAx

¢
1
xo(t) = T(x1(:))(t) = zo + / A(wg + sAxg)ds = xg + tAzg + 5152142:00
0 (14.30)
(vollstéandige Induktion)

n

was fiir n — oo gegen die Losung exp(tA)zo konvergiert.
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Teil unserer Aufgaben im Wintersemester werden die Umkehrung der mehr-
dimensionalen Differentialrechung aus und die Losung gewisser partieller Diffe-
rentialgleichungen sein. Dies wird einige Vorbereitungen aus der linearen Algebra
erfordern, sowie eine erweiterte Uminterpretation des Integralbegriffs. In diesem Ka-
pitel stellen wir uns zunéchst die durchaus einfacher scheinende Frage nach der Um-
kehrung der komplexen Ableitung aus [§11] Die Antwort ist hochst iiberraschend.
Es stellt sich ndmlich heraus, dass fiir U C C offen eine Funktion f : U — C lokal
genau dann eine Stammfunktion besitzt (d.h., komplex integrierbar ist), wenn sie
holomorph (némlich, komplex differenzierbar) ist. Stetigkeit reicht nicht mehr aus!
Eine globale Konsequenz aus dieser “Vereinheitlichung” von Differentiation und In-
tegration ist, dass sich bestimmte komplexe Integrale in viel systematischerer Weise
als etwa die Beipsiele (13.29), durch Studium der Ableitungen des Integran-
den auswerten lassen.

In diesem Kapitel steht damit unser bisheriges Leitziel, dass wir nach Losungen
von physikalischen Problemen durch Approximation suchen, etwas zurtick. Vielmehr
bietet die Funktionentheorie (in eigentlich unerwarteter Weise) ein Hilfsmittel fur
exakte Aussagen tiber Strukturen in physikalischen Theorien. Ich hoffe, Sie werden
davon in absehbarer Zeit profitieren!

§ 15 Integration in C

Ein weiterer Unterschied: Anstatt wie bisher von Anfang an alles richtig hinzu-
schreiben, gehen wir in diesem § entdeckerisch vor und tasten uns schrittweise an
die endgiiltigen Definitionen heran. [7_5]

Zu Beginn miissen wir uns auf eine Klasse von Teilmengen von C als Definiti-
onsbereiche einigen, auf denen wir nach Stammfunktionen suchen sollen. Ein Blick
zuriick auf zeigt, dass die fiir die Definition des bestimmten Integrals zentrale
Eigenschaft von Intervallen ihre Konvexitat ist: Fiir je zwei Punkte a,b € I liegen
auch alle Zwischenstellen (1 — t)a + tb, t € [0,1] in I. Eine sinnvolle komplexe Ver-
allgemeinerung sind also offene und konvexe@ Teilmengen U C C, und mit dieser
Erkenntnis starten wir sofort unseren ersten Versuch, ein “Integral von a nach b in
U” zu definieren. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf einen (komplex)
ein-dimensionalen Wertebereich. Wir nehmen also an, f : U — C sei stetig und

25Wir sagen natiirlich auch nicht absichtlich etwas Falsches!
26Zur Definition der Konvexitit wird C mit R? identifiziert: U C C heisst konvex, falls Va, b € U,

{a+tlb—a)|te€0,1]} CU,s. S.
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setzen fur n € N:

n—1
b—a

Su(f;a,b) = (

0

).f(a+§(b_a)) (15.1)

i

So wie sich von nur im Namen der Variablen unterscheidet, ist diese Defi-
nition formal identisch zu. What could possibly go wrong?
Beh.: Es existiert lim,, ., S,(f;a,b)
Bew.: Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] C R die stetige, komplexwertige Funk-
tion

0,1] >t +— f(t) =fla+tlb—a))=f(1—t)a+tb) € C (15.2)
Dann ist

Su(f;a,0) = (b—a) - Su(f;0,1) (15.3)

wo die rechte Seite nun echt mit (13.2]) zusammentrifft, da 0,1 € R. Die Konvergenz
folgt also aus der Stetigkeit von f und es gilt

/ flw)dw := lim S,(fia,b) = (b—a)/o f(t)dt (15.4)

O]
Beachte: Die Notation auf der linken Seite ist im Komplexen obsolet. In Anbetracht
der endgiltigen Definition sollten wir schreiben

f(w)dw (15.5)
I(a,b)
wobei I(a,b) = (t — a + t(b — a)) fiir die “gerichtete Strecke von a nach b” steht.

Beispiel: Angenommen, F': U — C ist eine holomorphe Funktion mit F”(z) = f(2)
Vz € U. Dann folgt aus der Kettenregel, dass

0,1] 2t F(t):= Fla+t(b—a)) €C (15.6)
(reell) differenzierbar ist mit der Ableitung

3 d ~

F(t) = EF(CL—Ft(b— a))=(b—a)-Fa+tlb—a))=(b—a)- f(t)eC (15.7)
F ist also auf [0, 1] eine Stammfunktion von (b—a)f (oder, wenn gewollt, fortgesetzt
auf ein offenes Intervall (—e, 1 + €) fiir € > 0). Nach dem Hauptsatz der (reellen)
Differential- und Integralrechnung folgt daher

b
/ Fw)dw = F(1) — F(0) = F(b) — F(a) (15.8)

Explizitere Beispiele sind Konstanten, Polynome, Potenzreihen, etc.
Ko6nnen wir nun umgekehrt (15.4]) benutzen, um fiir jede solche stetige Funktion
f U — C eine komplexe Stammfunktion zu konstruieren? NEIN! — In unserem
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Beweis des Hauptsatzes (13.16)) haben wir namlich alle Eigenschaften in be-
nutzt und man sieht:
(i) (Orientierungswechsel) gilt auch fur (15.4) v/

(ii) (Linearitat und Integration von Konstanten) v/

(iii) (Standardabschétzung) (mit Norm = Absolutbetrag) v/

ABER (iv) (Additivitat im Integrationsbereich) gilt im Allgemeinen nicht! Der Vor-
faktor (b — a) in verhindert, dass der Beweis von Seite ohne weiteres
durchgeht, ein einfaches Gegenbeispiel ist: f(z2) =2,a=0,b=1,c=1+ 1.

1 1 1
/u_)dw:/tdt:—
0 0 2
1+ 1 1 1
/ wdw:i/ (1+it)dt:i/(1—z't)dt:i+—
1 0 0 2
1+ 1 1
/ wdw:(1+i)/(1—i)tdt:2-/tdtzl
0 0 0

1 1+ 1+
= /+/ #/ 1
0 1 0

Da aber sonst alle Eigenschaften gelten, und da aus (|15.8]) umgekehrt folgt, dass die
Additivitat notwendig ist fiir die Existenz einer Stammfunktion, konnen wir folgern:
Fazit: Eine stetige Funktion f : U — C auf einer offenen und konvexen Menge U C C

besitzt dann und nur dann eine komplexe Stammfunktion, d.h. eine holomorphe
Funktion F': U — C mit F'(z) = f(z) Vz € U falls fir alle a,b,c € U gilt:

(15.9)

/abf(w)dw + /bcf(w)dw + /ca Flw)dw =0 (15.10)

Wie in R ist eine solche Stammfunktion durch das unbestimmte Integral gegeben
und bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Lemma 15.1 (Lemma von Cauchy-Goursat-Pringsheim). Sei U wie eben offen und
konvex. Dann gilt die Aussage (15.10)), falls f auf U holomorph ist!

Beweis. Auf der Suche nach einem Ersatz fiir die gemeinsame Verfeinerung der
Intervall-Zerlegungen aus benutzen wir die Visualisierung von C als zwei-
dimensionale euklidische Ebene und daraus abgeleitete geometrische Sprechweisen.
Fiir drei Punkte o,p,q € C bezeichne A(o,p,q) das (allenfalls entarteteED Dreieck
mit diesen Punkten als Ecken und A(o,p, q) seinen Rand. Beides sind abgeschlos-
sene Teilmengen von C im Sinne von Der Durchmesser ist diam A (o, p,q) =
max{[p —ol,|¢ — p|, |o — ¢|} und der Umfang | A(o,p,q)| = [p—o| + ¢ — p[ + o —ql.
- Fir o,p, q € U ist wegen der Konvexitit von U A(o,p,q) C U. Wir schreiben

/A(Om’q) f(w)dw = /Opf(w)dw + /pq f(w)dw + /qof(w)dw (15.11)

27Sind a, b, ¢ kollinear oder fallen zusammen, so gilt (15.10) auf jeden Fall.
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fir das “Integral tber der Rand” in der angegebenen Orientierung. (Es gilt
Jatopg F@dw = [ o fw)dw == [, f(w)dw geméss Eigenschaft (i).)

Die Behauptung ist also, dass fiir je drei
Punkte a,b,c € U, fA(ayb,c)f(w)dw = 0,
falls f holomorph ist. Wir zeigen dafiir,
dass fir jedes € > 0 |fA(a7b7C) flw)dw| < e.
Dazu zerteilen wir A(a,b,c) durch Halbie-
ren der Seiten in vier kongruente Dreiecke,
deren Riander AV, A® A® und AW wir
in einer Weise orientieren, dass

4
/A(a’b’c)f(w)dw = ;/A() flw)dw (15.12)

Gemiss Behauptung ist jeder der vier Terme auf der rechten Seite ebenfalls null.
Ohne dies zu wissen, suchen wir ein jeniges Dreieck aus, fiir das der Wert des Inte-

grals (im Absolutbetrag) das Maximum von allen vieren ist, und bezeichnen es mit
A Mit Ay := A(a, b, c) gilt dann

’/A(abc)f(w)dw‘ = ’/A f(w)dw‘ <4. ‘/A f(w)dw‘ (15.13)

Nun zerteilen wir analog A1, suchen das Maximum der vier Integrale und bezeichnen
das zugehorige Dreieck mit As. Durch Wiederholen des Verfahrens erhalten wir eine
Folge (A,) von Dreiecken mit Réndern (4,,) iiber die

’/A(abc)f(w)dw( <4 ‘/A f(w)dw‘ (15.14)

Wegen der Kongruenz gilt diam A,, = 27" diam Ag und | A, | = 27" 4|, bilden
also Nullfolgen. Ausserdem ist A, ; C A, und nach existiert daher genau ein
Punkt zp € N2, A,,.

- Da f nach Annahme in zy komplex differenzierbar ist, existiert ein § > 0 so, dass

|£(2) = f(z0) = f'(20)(2 = 20)| < €2 = 2 (15.15)

falls |z — zg| < J. Sei nun n so gross, dass diam A, < 0. Dann ist fir w € A,
|w — 2| < diam A,, < 0. Wegen der Eigenschaft (ii) des Integrals (15.4) gilt

[ swie = [ ()= £G0) = P - z)de (15.16)
A, A,
und mit Hilfe von Eigenschaft (iii) und folgt

[ fwdu] < sup{l7(w) = o) = Flo)lw =)l [w e 8,}-18,

<e-diam A, -|A, | (15.17)
<€.diamA0 D]
- 2n 2n
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Mit (15.14]) folgt

‘/ Flw)dw| < ¢ diam A(a,b,¢) - | Ala, b, )| (15.18)
A(a,b,c)

und daraus die Behauptung. ]

Wir zeigen im néchsten §, dass falls f umgekehrt eine Stammfunktion besitzt,
d.h. gilt, dann f bereits holomorph ist. Zunéachst aber flexibilisieren wir
etwas Integral und Definitionsbereiche.

Die Motivation fiir die folgende Definition ist die bereits gemachte Beobachtung,
dass falls eine Stammfunktion existiert, es zu ihrer Rekonstruktion nicht darauf
ankommt, “wie genau wir von a nach b kommen”, Hauptsache, wir kommen an (vgl.

dazu die Warnungen auf Seite [117)).

Definition 15.2. Sei U C C offen. Ein stetig differenzierbarer Weg in U von a nach
b, beides Punkte in U, ist eine stetig differenzierbare Abbildung v : [a, ] — U mit
v(a) = a, y(B) = b. Fir eine stetige Funktion f : U — C definieren wir dann das
Integral von f iiber v mit als

B
[ = | SOIRICE (15.19)

hier ist die Multiplikation
in C versteckt!

- Die Lange eines Weges ist das reellwertige Integral

B8
I(y) = / (0|t (15.20)

- Ist v @ [a, B] = U ein Weg von a nach b und s : [B,ﬂ — U ein Weg von b nach
¢ so definieren wir die Verkettung (oder Aneinanderreihung) von ~; und 2 durch

n(t) tela,f]
a,7] 2t — {%(t) te (8] (15.21)

Dies ist wegen 1 () = b = 72(f3) einer stetiger Weg von a nach ¢, aber in /3 nicht
unbedingt differenzierbar, was aber zur Not auch repariert werden kann. Eine Ver-
kettung von endlich vielen stetig differenzierbaren Wegen nennt man auch stiickweise
stetig differenzierbar. Integral und Lénge sind als Summen tiber die Stiicke definiert.
- Der Orientierungswechsel eines Wegs  ist [a, ] 2 t — (8 + a — t). Unter Ori-
entierungswechsel vertauschen Anfangs- und Endpunkt ihre Rolle und das Integral
schnappt sich ein Vorzeichen. Die Lange bleibt sich gleich.

- Eine Reparametrisierung eines Wegs 7 : [a, f] — U ist der Weg 7 = ~
eine stetig differenzierbare Abbildung 7 : [&, ] — [a, f] mit 7(&@) = a, 7(
Integral und Lange andern sich dabei nicht.

T fur

3) = 8.

28Das Alphabet hat hier kapitulieren miissen, die Bedeutung von v sollte aber jeweils klar sein.
Noch etwas allgemeiner muss der Definitionsbereich von 7, nicht direkt an den von ; anschliessen,
formal schreibe man etwa 75 : [8 + 0,7 + §] = U, und ersetze v2(t) durch vo(t + J) in (15.21)).
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- Statt Wege sagt man auch Kurven oder Konturen, insbesondere dann, wenn man
betonen will, dass Integrale nur von dem Bild ~([«, 5]) (welches auch “Spur des
Wegs” genannt wird) und der Orientierung, und nicht einer expliziten Parametrisie-
rung abhangen. Ein Weg heisst geschlossen, wenn a = b.

Bemerkungen. - Man priife nach, dass das Integral (15.19) die Regeln (i) und (ii)
erfiilllt und (iii) in der Form

[ fwidu] < sup{irw)] [w e 2(la, 8)} - 1) (15.22)

(Hier geht die Vertraglichkeit der Multiplikation mit der euklidischen Norm = Ab-
solutbetrag ein.)

- Beziiglich (iv) folgt wie in ([15.8)): Besitzt f auf U eine komplexe Stammfunktion
F, so ist f7 f(w)dw = F(b) — F(a). Dies ist geméss insbesondere dann der
Fall, wenn f holomorph ist und U konvex. Im Allgemeinen aber hdngt das Integral
tatsdchlich vom Weg ab.

- Etwas allgemeiner kann man aus folgern: Ist U ein

Sterngebiet, d.h. existiert ein “Sternmittelpunkt” z, € U so, %
dass Vz € U die Strecke [(z,, z) C U, dann besitzt jede holo- \
morphe Funktion auf U eine komplexe Stammfunktion. z

- Man iiberlege sich so ausfiihrlich wie moglich, dass die Definition eine zu-
friedenstellende Verallgemeinerung des reellen Integrals|13.3| darstellt. Insbesondere
treffen beide Definitionen zusammen, wenn a < b € R und f eine holomorphe Fort-
setzung von einem offenen Intervall I D [a,b] auf eine offene Umgebung U O [
hinaus in die komplexe Ebene besitzt. Man beachte in diesem Zusammenhang auch
die formale Ahnlichkeit zwischen ((15.19) und der “Substitutionsregel” (13.21)).

§16 Cauchy-Formeln

Beispiel 16.1. In der Praxis werden nebst den geraden Strecken t — a + (b — a)
vor allem Kreise und Kreisbogen als Wege benotigt. Bereits in (2.16)) hatten wir die
offene Scheibe vom Radius R um z € C definiert als Bg(z) = {z € C||z—20| < R},

die abgeschlossene Scheibe durch Bg(z0) = {z € C| |z — 2| < R}. Der Kreis
Cr(2) :== {z eC ‘ |z — 20| = R} = Br(20) \ Br(20) (16.1)
ist der Rand dieser Scheiben. Wir schreiben jetzt fiir den geschlossenen Weg mit
Spur Cg(zp) in der positiven Orientierung (d.h. gegen den Uhrzeigersinn) C3 (z)
und in der negativen Orientierung C'~(zg). Gebrauchliche Parametrisierungen sind
[0,27] >t > 2o + Re*™ (16.2)
und

[0,1] >t 2o + Re™*™ (16.3)
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Man greift auch haufig auf Bilder zuriick, ohne Parametrisierungen explizit an-
zugeben. Die an die Definition [15.2] angepasste Verallgemeinerung des Hauptsatz-

kriteriums ({15.10)) lautet:

Proposition 16.2. Sei U C C offen mit der Eigenschaft, dass fir je zwei Punkte
a,b € U ein Weg von a nach b in U existiert. Dann besitzt eine stetige Funktion
f U — C genau dann eine komplexe Stammfunktion, wenn fiir jeden geschlossenen
stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~y

/f(w)dw =0 (16.4)

In diesem Fall kann fir jedes z, € U eine Stammfunktion von f rekonstruiert werden

durch F(z) = fv(z* 2 f(w)dw fiir einen beliebigen Weg (2., z) von z, nach z in U

und es gilt fir jeden (stickweise stetig differenzierbaren) Weg ~v von a nach b in U:
/f(w)dw = F(b) — F(a) (16.5)
.

Beweis. Siehe Lehrbiicher. ]

Im Unterschied zu [15.1]ist es aber nicht richtig, dass fir beliebige nicht konvexe
oder nicht-sternférmige offene Mengen ((16.4) fir jede stetige Funktion gilt:

Beispiel 16.3. Das Integral der Funktion C\ {0} > z — 1 iiber den Kreis vom
Radius R > 0 um den Nullpunkt ist

1 21 1 d ) 27 1 ) 21
/ —dw:/ .t—(Re“f)dt:/ .tRe”z'dt:/ idt
C?%(O) w 0 Ret dt 0 Ret 0 (166)

=271

und insbesondere nicht Null. Man bemerke, dass (16.6)) von R unabhéngig ist, und
zur Sicherheit rechne man noch einmal fiir beliebiges z, € C:

1 1
/ dw = 277 und auch noch / dw = —2mi  (16.7)
Cli(z0) W %0 Cr(20) W — 20

Fazit: z — I hat auf C\ {0} keine Stammfunktion. Hingegen hatten Sie in Aufga-
be 10.3 gesehen, dass auf der geschlitzten Ebene C \ (—o0,0] der Hauptzweig des
Logarithmus, definiert durch

Log(z) =Inr + ip (16.8)

W =

fir 2 = re® mit r > 0, p € (—m,7), holomorph ist mit Ableitung Log'(z) =
Auf dieser kleineren Menge also existiert eine Stammfunktion. In der Tat ist ja die
geschlitzte Ebene sternférmig mit Sternmittelpunkt 1 € z und es gilt

j—y

1
Log(2) = /l( e (16.9)

w
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Statt auf der direkten Strecke [(1,z) kann auch

z = rel?
entlang des rechts skizzierten Weges integriert wer-
den. Das gerade Stuck ist [1,7] 3 ¢ — ¢, das gebo-
gene [0,¢] 3t + re”, und
\¥
"1 T N
—ds+ [ —ire"dt =Inr +ip (16.10) 0 1 r
1S o Te

Es gehoren zur Vollstandigkeit der Diskussion jetzt noch Antworten auf die fol-
genden zwei Fragen:
(1) Ist es notwendig, dass f holomorph ist, damit sie auf konvexen Mengen eine
Stammfunktion besitzt?
(2) Gibt es notwendige und hinreichende Charakterisierungen von Mengen U dafir,
dass jede holomorphe Funktion auf U eine Stammfunktion besitzt?

Die Intention der Frage (1) ist lokal, d.h. man denkt an “kleine” Umgebungen

eines gegebenen Punktes zg € U, insbesondere Kreisscheiben Bgr(z). Die Antwort
ist Ja, siehe [16.5]

Die Antwort auf die globale Frage (2) ist, dass genau dann jede auf einer offenen zu-
sammenhéngenden Menge U holomorphe Funktion eine Stammfunktion besitzt, wenn U
“einfach zusammenhéngend” ist. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass U keine “Lo6-
cher im Inneren” hat oder, etwas préziser gesagt, dass sich jeder geschlossene Weg in U
stetig auf einen Punkt zusammenziehen lasst. Eine vollstdndige Untersuchung wiirde uns
hier zu weit fithren. Ein Teil der Probleme riithrt auch von der Mathematiker Wunsch her,
moglichst allgemeine (auch nicht differenzierbare...) Wege zur Integration zuzulassen, und
fiir solche ist es nicht so einfach zu zeigen, dass Inneres und Ausseres wohldefiniert sind.

In der Praxis werden stiickweise stetig differenzierbare Wege geniigen, und wir be-
schrinken uns ausserdem auf solche, die nie stoppen und sich nicht selbst schneiden (sog.
“einfache Kurven”). Dann lisst sich intuitiv bequem fassen die
Aussage: Sei vy : [a, 8] = C einfach geschlossen (d.h. y(a) = 7(8), aber 7|(4 g) ist injektiv)
und stiickweise stetig differenzierbar mit 4 # 0 auf allen Stiicken. Sei U C C eine offe-
ne Menge, die v([a, f]) und ihr gesamtes Innere enthélt. Dann gilt fir jede holomorphe
Funktion f: U — C

/f(W)dw =0 (16.11)

Der néchste entscheidende Schritt ergibt sich aus der Verbindung von ([16.11]) mit

dem Integral (16.6)):

Theorem 16.4. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Angenommen, fir
29 € U und R > 0 liegt Br(z) C U. Dann gilt fir alle z € Bgr(2):

z —L de 16.12
/(2) /C " (16.12)

211 w—Zz
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Beweis: Beh.: Fur r > 0 mit B,.(z) C Bgr(2o) gilt N

/ W) gy — / S gy (16.13) W ‘
Chi(zo) W = 2 CHa W2 e o
Bew.: Wir zerlegen wie skizziert
yuaY
/C’,?L(z) /o n w s s

und addieren und subtrahieren die geraden Stiicke in die Nebenhimmelsrichtungen,

sodass
/%(zo) - /c~¢<z> - /% +[m +lw +/75 (16.15)
/ / /50 / /ﬁw (16.16)

Nun liegt jeder der vier Wege mit seinem Inneren in einer (anderen) offenen konvexen
Menge C U, auf der der Integrand

wo z.B.

f(w)
w—z
jeweils holomorph ist. Damit folgt aus (|16.11]), dass fw = 0 etc., und daraus dann
(16.13).
2. Schritt: Aus ((16.7) folgt, dass fiir jedes r > 0 wie oben

1 1 1 £(2)
2)= f(z)  — dw = — —— dw 16.18
F2) = fz) - = /C » | /C » (16.18)

271 w—Zz 271 w— z

w (16.17)

-~

=1

sodass zusammen mit ((16.13]) fiir jedes solches r

1 flw) . L flw) ~ f(2)
2mi /cg(zw w— T = 5 /cﬁ(a woz e

Zum Beweis der Behauptung reicht es daher aus, wenn wie fiir jedes € > 0 ein r > 0
angeben, fiir das wir zeigen kénnen, dass der Betrag der rechten Seite kleiner als e
ist.

Bew.: Da f in z holomorph ist, ist der Differenzenquotient w % per Defini-
tion [11.1] stetig in z fortsetzbar, und daher nach auf der folgenkompakten Menge
Br(z) beschrankt, sagen wir durch M > 0. Sei nun fir ¢ > 0 7 > 0 so klein, dass
Mr < €. Dann folgt aus der Standardabschéatzung des Integrals

1 f(w) = f(2) 1
]%/m )?dw‘ < M-UCHR) < (16.20)
=27r
0

Hohere Mathematik fiir’s Studium der Physik 133 7/6/2018 9:24



KAPITEL 6. FUNKTIONENTHEORIE

Folgerungen

Man priift nach, dass der Integrand von ((16.12)), z.B. in der Standardparametrisie-
rung w(t) = zo + Re™, w(t) = Rie®,

1e) = 1 (% f(z0+ Re™)

= — . Riedt 16.21
21 Jy 2o+ Ret —z e ( )

die Voraussetzungen der Proposition [13.8|iber parameterabhéngige Integrale erfillt.
Insbesondere ist fir festes ¢ der Integrand in jedem z € Bpg(zp) komplex differen-
zierbar und die Abbildung auf die Ableitung nach z

it it
(t,2) = d% <£)(f;—efe_)z : Rie“) = (Z{; (f};eff Z))Q - Rie" (16.22)
ist stetig. Es folgt zunéchst
1 w

f'(z) = 5 /CE(ZO) ﬁdw, (16.23)
und daraus durch vollstdndige Induktion, dass f unendlich oft komplex differenzier-

bar ist mit . ol fw)
fe) =5 i o= oy (16.24)

Insbesondere folgt daraus wie angekiindigt: Besitzt eine stetige Funktion f : U — C
eine komplexe Stammfunktion, so ist f bereits holomorph. (Denn: Eine Stamm-
funktion F' von f ist holomorph und daher wie eben gezeigt unendlich oft komplex
differenzierbar. Insbesondere ist f = F’ holomorph.)

Holomorphie ist also notwendig und hinreichend fiir die lokale Existenz einer
Stammfunktion, und damit ist die Frage (1) auf Seite beantwortet. Aus der
folgenden Verbindung zu [11.4] wird klar, warum Kreise als Integrationswege eine
besondere Rolle spielen.

Proposition 16.5 (Holomorphe Funktionen sind analytisch). Sei U C C offen und

f U — C holomorph. Sei zg € U und R > 0 mit Br(zy) C U. Dann besitzt f eine
fiir alle z € Br(zo) konvergente Potenzreihenentwicklung

f(z) = Z ar(z — 2)" (16.25)
k=0
mit den Koeffizienten

(k)
(#0) [ (20) 1 / f(w) d
= = = —_— 16.26
@ @ k! 211 C;(zo) (U) — Zo)k+1 v ( )

Bemerkungen. - Hier ist R stets kleiner (und nie gleich) als der Konvergenzradius
der Potenzre: Da U offen ist, existiert stets noch eine etwas grossere
Kreisscheibe Br/(zp) C U mit R > R, in derem Inneren die Potenzreihe ((16.25))
immer noch konvergiert.
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Beweis. Wie oben nutzen wir die Trennung zwischen f und z in der Integraldarstel-

lung (16.12)) aus. Fur festes z € Br(zg) ist

zZ — 20

TR, < (16.27)

w — 2o

konstant fiir alle w € Cr(2p). Dort gilt daher (geometrische Reihe)

1 " (z—z)k ‘ 1 = (z— )k ‘ 1 prtt
— = — | < = 16.2
’w—z ;(w—zo)kJrl w—zokal(w—zo) R 1—p (16.28)

Mit (|16.12)) und der Standardabschétzung des Integrals folgt
)= anl= - z@k\
k=0
_ | L / Z / — L dw (2 — z)*
271 C+(z0) w—z 211 Jot — 2p) k+1 0
1 (z — 2o
— — d
211 /CE(ZO) f <U) —Z Z — ZO k+1> v

< L max{|f@)l [ € Ctan)} - 5 - 2 2mR)
—_— m X w  — e — .
= o WERRRI R, T
pn-l—l
< max{|f(w)| |w € Ca(20)} - T—
(16.29)
Fiir n — oo konvergiert also die Reihe wie behauptet gegen f(z). ]

Bemerkungen. Mittels (16.11)) und (16.7) lisst sich als Verallgemeinerung von [16.4]
zeigen, dass fiir einen einfach geschlossenen Weg ~, der mitsamt seinem Inneren ganz
in U liegt, und einen Punkt z € U im Inneren von vy

/%dw = +2mi - f(2) (16.30)

je nach Orientierung von 7. Fiir z im Ausseren von  ist das Integral 0. Und fiir einen
ganz neugierigen geschlossenen Weg, der sich in U zu einem Punkt zusammenziehen
lasst und z nicht trifft, gilt

/%dw =2mi- f(2) - W(v,2) (16.31)

wobei fir jedes z € C \ v([a, f])

1 1
W(V?'Z) T o -

271 W =2

dw € Z (16.32)

die “Windungszahl” von v um z berechnet.
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§17 Residuensatz

Im vorigen § hatten wir aus der Cauchy-Formel gefolgert, dass holomorphe
Funktionen unendlich oft differenzierbar sind, und sich die Ableitungen nach den
Formeln ((16.24)) durch Mittelung iiber geeignete Kreise berechnen lassen. Nun wol-
len wir die Logik umkehren, um Integrale durch Ableiten zu berechnen. Dabei beruht
nach wie vor alles auf

(i) der Invarianz des Integrals eine holomorphen Funktion unter stetigen Deforma-
tionen des Integrationsweges, solange entweder die Endpunkte festgehalten werden
oder der Weg geschlossen ist und ausserdem die Deformation innerhalb der Menge
stattfindet, in der die Funktion holomorph ist, und

(ii) der nun elementaren Feststellung, dass fir n € Z und R > 0

-1
/ w'dw = {0 oot (17.1)
C}:(0) 211 n=-—1

Denn fiir n # —1 hat die Funktion z + 2" auf C\ {0} die Stammfunktion —2"*1

n+1
und fur n = —1 gilt ((16.6).

- Ist beispielsweise eine Funktion f durch eine auf Bg(0) konvergente Potenzreihe
> anz" gegeben, so lasst sich die Formel ([16.26)) als direkte Konsequenz von (17.1))

auffassen:

/ f(]:ﬂdw :/ Zanw”_k_ldw :/ Z Gpy 1w dw
o (VR CH0) 1m0 ) = Tr1
=) 00
= D ik / w"dw + / 2w + / > appppwdw (17.2)
n=—k—1 C(0) Cho) W ) S50
= =0 {T511)

=271 - ay,

da der Rest der Potenzreihe eine holomorphe Funktion darstellt.

- Und noch ein Physiker-Argument fiir : Das Integral ist wegen der im Beweis
von benutzten Version von (i) unabhéngig von R, andererseits transformiert
sich der Integrand unter der Substitution w — Rw mit einem Faktor R"™!. Das
Integral kann also nur fiir n = —1 von null verschieden sein.

geee

heisst das Paar von Reihen

Z an(z — 20)", Z a_n(z—20) " (17.3)

n=0

Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt 2. Sie heisst konvergent, wenn beide Reihen
in (17.3) getrennt konvergieren. In diesem Fall ist der Wert der Laurent-Reihe die

Summe der Grenzwerte. Man schreibt fiir die Laurent-Reihe bzw. ihre Werte auch

o an(z— 20)™
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- Gemass , konvergiert die Reihe mit positiven Potenzen von z — 2, fiir
|z — 20| < R:= (limsup|an|1/”)_1 (17.4)
und analog die mit negativen Potenzen fiir
|2 — 20| 7" < 57" = (limsup |0L_n|1/")71 (17.5)

und nach Anwendung von Proposition folgt daraus, dass die Laurent-Reihe
L(z) =3 an(z — 2)" auf dem Kreisring

Aps(z) ={z€C|S < |z — 2| < R} (17.6)
konvergiert, dort eine holomorphe Funktion darstellt, und gliedweise abgeleitet wer-
den darf. (Interessant ist dies natiirlich eigentlich nur dann, wenn S < R.) Ein

wesentlicher Unterschied zu Potenzreihen ist, dass Laurent-Reihen mit a_; # 0 auf
ihrem Konvergenz-Kreisring keine Stammfunktion besitzen.
oo

Beispiel: Fir [z] > 1: Zz‘” = =

— 1-— i 1—2z
2z 1
- Far 2| >0 ~—— =exp(-)
% n! z

Umgekehrt gilt aber auch:

Proposition 17.2. Set U C C offen und f : U — C holomorph. Sei zy € C und

00> R >8>0 mit Ags(z) C U. (Im Allgemeinen muss zy nicht in U sein!) Dann

besitzt f eine fir alle z € Ap s(zy) konvergente Entwicklung in eine Laurentreihe:
f(z)= Z an(z —20)" VYV z€ Ars(20) (17.7)

Beweis. Wir nehmen der Einfachheit halber zo = 0.

Seir > 0so, dass B,.(z) C Ag.s(0). Dann gilt

nach

z:L de 17.8
=g ). (7.8)

2mi Jopy w— 2

Durch Nachahmen von ([16.13) anhand der
Skizze wird dies gleich

_ 1 f(w) 1 f(w)
f(Z)_Q_m/cH'l ()U)—Zd +27TZ/C+ (O)Edw (179)

Im ersten Integranden gilt |z| < |w| d.h. =Y, 2t im zweiten |z| > |w| und

w—=z

-1
=—> e 7. Mit dem gleichen Konvergenzargument wie im

Bewels von _ folgt die Behauptung, wobei

1 Jer o arrdw n>0 1
2mi fcz‘_xo Lddw n<0 [ 27 Jopo v
fiir jedes S < p < R, da die Integrale von solchen p unabhangig sind. O
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Mit Zuversicht erweitern wir nun erstmals unseren Begriff von Funktionen auf
solche, die streng genommen gar nicht tiberall definiert sind.

Definition 17.3. Sei U C C offen. Eine holomorphe Funktion mit isolierten Sin-
gularititen auf U ist eine endliche oder abzéhlbare Teilmenge {21, 22, ...} von (ver-
schiedenen) Punkten z; € U, welche keinen Haufungspunkt in U hat, zusammen mit
einer holomorphen Funktion f: U\ {z1,22,...} — C.

- Aus der Tatsache, dass die Ausnahmemenge {z1, 2, ...} keinen Haufungspunkt in
U hat, folgt, dass fiir jedes z; ein R; > 0 existiert so, dass Bg,(z;) C U und f auf
der “punktierten Scheibe” Bg,(z;) \ {2} definiert und holomorph ist. Aus folgt
dann, dass f auf Bg,(2;) \ {2} = Ag, 0(2;) durch eine Laurentreihe dargestellt wird,
d.h.

fz)= > a(z—z)" Vzé€Bp(u)\{z} (17.11)

n=—0oo

Man nennt dabei
1

Hi(z) = Z aD(z — z)" (17.12)

n=—oo

den Hauptteil der Laurentreihe (3>, den Nebenteil), und
a') =: Res,,(f) (17.13)

das Residuum von f in z;. Gemaéss (17.10]) gilt namlich
1

" 2w

Res.,(f) /C+( ) f(w)dw (17.14)

fir alle 0 < p < R; (was man aber fiir die Berechnung selten benutzt).

- Verschwindet der Hauptteil, d.h. gilt a) =0vn < 0, so nennt man die zugeho-
rige Singularitit hebbar. Das ist genau dann der Fall, wenn sich f in z; holomorph
fortsetzen lasst. (Es liegt also gar keine Singularitét vor.)

- Ist der Hauptteil endlich, d.h. gilt fiir ein & > 0 a’ = 0 fiir n < —k; und o}, # 0,
so nennt man die zugehorige Singularitét einen Pol der Ordnung k;.

- Ist der Hauptteil unendlich, so heisst die Singularitidt wesentlich (oder auch “von
unendlicher Ordnung”).

- Im Folgenden interessieren uns nur Pole endlicher Ordnung. Eine holomorphe Funk-
tion mit isolierten Singularitidten auf U, welche allesamt Pole (sc. endlicher Ordnung)
sind, heisst meromorphe Funktion auf U.

- Bei meromorphen Funktionen macht es Sinn, den Wertebereich von C auf CU{co}
zu erweitern und den Polen formal den Wert oo zuordnend f : U — C U {oco} zu
schreiben.

Diese Vorbereitungen versetzen uns nun in die Lage, eine fiir alle praktischen
Zwecke hinreichende Version des Residuensatzes zu formulieren. Zuvor noch eine
Formel zur Berechnung von Residuen meromorpher Funktionen, welche direkt aus
der Laurententwicklung und der Taylorformel herzuleiten ist.
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Lemma 17.4 (Berechnung von Residuen). Ist zg € U ein Pol der Ordnung k einer
meromorphen Funktion f auf U, so gilt

Res.,(f) = Jim ﬁ (£) (=) (17.15)

Personlich finde ich das direkte Einsetzen von Potenzreihen ineinander okono-
mischer, da es die fiir die Benutzung der Formel sowieso benotigte Ordnung
der Polstelle gleich mitliefert.

Beispiel: Fiir kleines z ist

1 B 1 B 1 1 1
z(exp(z) — 1) 2(24_%4_...) 22+§+... 22 14+Z4
1 z 1 1
=51-3 N =5 - — 1 17.16
S(=240() = 5 - 5-+0(1) (17.16)
1 1
= Resy————m——— = —=

z(exp(z) — 1) 2

Theorem 17.5. Sei f eine meromorphe Funktion auf einer offenen Menge U C
C. Dann gilt fir jeden positiv orientierten einfach geschlossenen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg v, der mitsamt seinem Inneren ganz in U liegt und nicht die
Pole von f trifft,

/f(w)dw = 27 - Z Res.,(f) (17.17)

v Pole z; im
Inneren von y

Bemerkungen. Der in der Aussage vorkommende Begriff des “Inneren” eines einfach
geschlossenen Wegs kann mit Hilfe der Windungszahl sauber definiert wer-
den. In den Anwendungen ist es aber wichtiger, sich iiber die Orientierung Rechen-
schaft abzulegen. Es sei auch darauf hingewiesen, dass wir im Beweis die Aussagen
(16.11), (16.30) benutzen, die wir nicht fur alle fraglichen Wege streng bewiesen
haben.

Beweis. - Zunachst wollen wir begriinden, dass die Summe auf der rechten Seite von
endlich ist: Da v zusammen mit seinem Inneren beschrankt und abgeschlos-
sen sind (das folgt aus der genauen Definition des “Inneren”, siche etwa ((16.30))), so
miissten, falls unendlich viele Polstellen von f im Inneren ldgen, diese einen Hau-
fungspunkt in U haben (s. , im Widerspruch zur Definition einer meromorphen
Funktion.

- Es seien fiir r € N (oder allenfalls 0) z1,. ..,z € U die Polstellen von f im Inneren
von v, und firi=1,...,r

Hi(z)= > af(z—z)" (17.18)

n=—k;

a,(f) € C, der Hauptteil von f am i-ten Pol. H;(z) ist eine meromorphe Funktion auf
C mit einem Pol bei z;, insbesondere holomorph auf C \ {z;}.
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- In einer Umgebung eines jeden z; verschwindet dann der Hauptteil von
f(z)=f(z) = Y Hil2) (17.19)
i=1

so dass sich f zu einer holomorphen Funktion auf einer Umgebung von ~ mitsamt
seinem Inneren fortsetzen lésst. Aus ((16.11]) folgt f,y f(w)dw = 0 und daher

/Wf(w)dw = ;lHi(w)dw (17.20)

- Nun ist fiir jedes ¢

/ Z aD(z—2z)" =0 (17.21)

(2 — 2;)" (17.22)

Es folgt

/f dw—Z/ :lzd LEUp. ZResZ (17.23)
O

Bemerkungen. Die Verallgemeinerung von fiir einen nicht notwendig einfach
geschlossenen Weg v, der sich in U zu einem Punkt zusammenziehen lésst und die
isolierten Singularitaten der (sonst) holomorphen Funktion f auf U vermeidet, lautet

/f Ydw = 273 - ZResz W(~, z) (17.24)

wobei in der Summe die Windungszahl ((16.32] m ) weiter nur fiir endlich viele Singula-
ritdten z; von null verschieden ist.

Auswertung reeller Integrale

Die folgenden Beispiele enthalten als gemeinsame Zutaten:

(1) die Identifikation eines gegebenen reellen Integrals als Kurvenintegral einer me-
romorphen Funktion. Dabei muss der reelle Integrand nicht unbedingt “erhalten”
bleiben, sondern kann als Real-/Imaginérteil, oder auch eine sonstige Linearkombi-
nation von komplexen Integranden auftauchen.

(2) das Schliessen der Wege in der komplexen Ebene unter Berticksichtigung von (3).
Bei uneigentlichen Integralen werden haufig Grenzwerte iiber Familien von Wegen
gebildet.

(3) das Abschétzen von bei (2) eingefithrten zusétzlichen Beitrigen, gegebenenfalls
mit einer Anpassung der gewéhlten Schliessung.

(4) die Auswertung des geschlossenen Kurvenintegrals mit dem Residuensatz.

Die genauen Rezepte der giangigen Klassen unterscheiden sich allerdings in den De-
tails, was man am besten durch eigenes Ausprobieren schétzen lernt.
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Beispiel 17.6. Seien a,b € R mit a > |b|. Dann erkennen wir in

I(a,b) = /027r ;dw (17.25)

a+ bcosp

die Parametrisierung eines Integrals iber den positiv orientierten Einheitskreis

2T
1 1 ..d , 1 1 1
/ L L ew:_‘/ : dw  (17.26)
o a+g(e?+e )i dp i Jero at+g(w+wt) w

eines auf C meromorphen Integranden mit Polen bei

zZ_
b b :
522 +az+35=0 (17.27)
Fiir b = 0 ist dies genau der Ursprung mit Residuum 1, d.h.
2
I(a,0) = (17.28)
a
Fir b > 0 16sen wir 222 +az + 2 = 2(2 — ;) (2 — 2_) mit 2z, = ===t Vbaz_bQ Wegen

2y —2_ = 2—”“2_1’2 # 0 und z;z_ = 1 liegt genau ein Pol (namlich z;) in B1(0), und
das Residuum dort ist

. z— 24 1 1
1 = = 17.29
o blz—zp)(z—22) bz —2) a? —b? ( )
Es folgt
2m
(was bei b — 0 noch in ((17.28)) iibergeht).
Beispiel 17.7. Das uneigentliche Integral (vgl. ((13.34]))
Tl [y (17.31)
_ool—l-xe_Rgrolo _R1+x2x '

dessen Konvergenz man durch Vergleich mit [ 1/2?
leicht verifiziert, und das sich auch elementar berechnen
lasst, betrachten wir als den Grenzwert eines komplexen

Kurvenintegrals von — R nach R der auf C meromorphen iy R

Funktion z — ﬁ mit Polen bei +i. .

Alsdann schliessen wir den Weg durch einen Halbkreis in der oberen Halbebene, auf
dem (fir R > 1)
1

1
< 17.32
‘1+w2 - RP-1 (17.32)
so dass durch Standardabschéatzung
/ L owl <=1 xRS0 fir R— (17.33)
w T ur 00 .
%CE(O) 14 w? - R2-1
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Es folgt

< 1 1 1
/ dx = 2mi - Res; 1 =270 — = (17.34)

o 1+ 22 + 22 21

Beispiel 17.8. Das Integral
1
S = / V1 — z2dz (17.35)
-1

ist Prototyp einer Klasse, die in der kanonischen Mechanik als Wirkungs- oder Pe-
riodenintegrale eine grosse Rolle spielen. Zur seiner Berechnung schieben wir (ganz
unintuitiv) als erstes das Integral hinaus in die komplexe Ebene, d.h. wir schreiben

unter Berufung auf

1
S = lim 1 — (z — ie)%dx (17.36)

=0 J_4

wobei /- die auf S. (98| diskutierte Fortsetzung der Wurzelfunktion in die komplexe
Ebene ist: v/1—22 > 0 fir 1 — 22 > 0, d.h. 2 € (—=1,1), und nicht definiert fiir
z € [1,00) U (=00, 1] C C. Nach dem Hinausschieben dndert sich dann nichts, wenn
wir den Integranden durch iv/z2 — 1 ersetzen, wo jetzt v/22—1 > 0 fur z > 1,
V22 —1 < 0 fiir z < 1, und nicht definiert fir z € [—1, 1]. Nach dem Rotieren des
Schnitts ist also

1—ie
S = lim iVw? — 1dw (17.37)

=0 J 1

oder bildlich

/ 1 1 _ /—1 1

[—1,1] — e [—1,1] — ie

Nun unterscheidet sich der Integrand auf der gegeniiberliegenden Seite des Schnittes
im Limes € — 0 gerade durch ein Vorzeichen, sodass

1 1—ie 1+e
S = —lim </ ivw? — ldw — / ivw? — ldw) (17.38)

2 =0 —1—ie 1+ie

Auf den kleinen Halbkreisen 1C, () bleibt im .
Limes € — 0 der Integrand beschrankt, sodass Cr(0)

lim iVw? — ldw =0 (17.39)

0
- %CL(G)

Es folgt durch Schliessen des Weges

S=1lim [ Va? - ldw (17.40)
Ye

2 e—=0
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Nun liegt aber ein Integral einer holomorphen Funktion tiber einen geschlossenen
Weg in C \ [—1,1] vor, sodass dieses unabhéngig von e ist, und auch gleich dem
Integral iiber den Kreis C(0) fiir R > 1. Es konvergiert dort die Entwicklung

1 1
2 ] — g — — — ... 17.41
w w 5w 8w3+ ( )

die wir gliedweise integrieren kénnen, um als Endergebnis

. 1 1 . 1 o
5:1/ (w____3+...>dw:1/ o 2
2 CE(O) 2w 8w 2 C?%(O) 2w 2 2

zu erhalten. (Auch dieses Integral geht natiirlich mit elementaren Mitteln...)

NS

(17.42)

Beispiel 17.9. Das Gausssche Integral

/ e dr = /7 (17.43)
spielt eine grundlegende Rolle unter anderem in der Fouriertransformation, der Wel-
lenmechanik, der Wahrscheinlichkeitstheorie und dem Pfadintegralzugang zur Quan-
tenfeldtheorie. Es gibt eine Vielzahl von Tricks zur Berechnung von , von
denen der Residuensatz einer der weniger bekannten (und auch wenigst offensicht-
lichen) ist. Andererseits ist die Methode ziemlich rein ein—dimensiona]@ sodass wir
sie hier vorfithren kénnen.
Wir setzen unser Vorwissen iiber das Ergebnis ein in die Zahl

a:=/me™t = \/g(l +4) mit der Eigenschaft a* = 7i (17.45)
e
Dann erfiillt die auf C meromorphe Funktion f(z) = [p=Tr die Gleichung
e az
6—22 e—z2—2az—a2 6—22 €—z2—2az—7ri

f(Z) o f(Z —|-(1) - 1+ e—2az o 1+ e—2az—2a2 - 1+ e—2az B 1+ e—2az—2mi (

6*22(1 + e729%) B 2

—z

17.46)

1 + 6—20,2

Wir betrachten nun fiir R > 0 das Integral von f iiber den Rand //(R) des
Parallelogramms mit den Ecken —R, R, R 4+ a, —R + a.

—R+a R+a

7

-R R

29Die schnellste Methode wertet das Quadrat des Integrals durch zwei-dimensionale Integration
in Polarkoordinaten aus:

00 B 2 s o oo 27 R o R
(/ e " dx) :/ e " TV dady :/ / e " rdedr = 277/ e "rdr=n  (17.44)
R? o Jo 0

—00
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Einerseits enthalten dann wegen (|17.46)) die langen Seiten das gewtinschte Integral:

( /};f(w)dw + /}::Jm flw)dw = /_Z fa)dz — /_Zf(x +a)dx = /_Z e da
17.47

Auf der rechten kurzen Seite ist mit w = R +ta, t € [0, 1]

|e—2aw| — 6Re(—2a(R+ta)) — 6—R\/27r

und |e*w2’ = e Re(R+ta)2 _ €7R27tRm S e,Rz (1748)
und daher gilt fiir R gross genug
e v 6—R2
< .
‘1+eaw _1—6_Rm — 0 fir R — o0 (1749)

Nach einer analogen (bitte nachzupriifenden) Abschiatzung auf der linken kurzen
Seite von //(R) folgt mittels Standardabschatzung des Integrals

Jim ( / T )dw + / B f(w)dw) ~0 (17.50)

R —R+a
Andererseits liegen die Pole von f(2) bei —2az, = (2n+1)mi = (2n+1)a? fir n € Z,
d.h. z, = 2"—2“a. Im Inneren des Parallelogramms befindet sich genau 2o = 3, und
das Residuum ist
—z2 —mi/4 .
e 7?0 e 7
Res., f = - — 17.51
S0l =TT ) T C2ae® T ayE (17:51)

dz Z=20

Es folgt aus obigen Beziehungen und dem Residuensatz

> 2 —1
e “dr = lim fw)dw = 27i - Res,, f = 2mi -
/_oo R—o0 J/7(R) (w) ’ 2y (17.52)
=/
wie behauptet. [/
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