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Aufgabe 3.1 (Folgenkonvergenz) Berechnen Sie im Konvergenzfall den Grenzwert der reel-
len/komplexen Folge (ay,), wobei a,, einen der folgenden Werte hat:
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n n
i) w—, firxeR ii) x—, firx e R
n! n!
34 4i\" n_ps
iii) <EZ) iv) % fiir @ > 0 und s € Q.

Aufgabe 3.2 (Haufungswerte) Sei X ein metrischer Raum und (xj)reny € X eine Folge in
X. Ein Punkt z € X heisst Haufungswert der Folge, falls eine gegen x konvergente Teilfolge
von (xy) existiert. Bestimmen Sie die Haufungswerte der

(i) reellen Folge zj, = (—1)*

1

(ii) komplexen Folge xj = i + oF
Aufgabe 3.3 Fiir z € Rsei [z| :=max{n € Z |n <z} und {z} := x — |z| (der “Nachkom-
mateil von z”). Sie betrachten fiir a € (0, 1) die reelle Folge a,, = {na} € [0,1) und zeigen:
(i) Fiir « € QN (0,1) hat die Folge nur endlich viele Haufungswerte. (Siehe Def. Aufgabe 2)
(ii) Ist a € (0,1) \ Q, dann ist 0 Hdufungswert der Folge.

(iii) Ist a € (0,1) \ Q, dann ist jeder Punkt im Intervall [0, 1] Haufungswert der Folge. (Sie
konnen hier (ii) benutzen auch wenn Sie diesen Teil nicht gelost haben.)

Aufgabe 3.4 (A #) Das aus der Vorlesung bekannte innere Produkt (v,w) = Y, viw!
induziert auf dem R-Vektorraum R" eine Norm gegeben durch |[v[|2 := y/(v,v). (Wir unter-
driicken im folgenden den Subskript 2.)

(a) Beweisen Sie: Fiir die Cauchy-Ungleichung |(v,w)| < ||v||||w| aus Lemma 4.4 gilt genau
dann Gleichheit, wenn v und w R-linear abhingig sind, d.h. wenn es ein ¢t € R gibt mit
w =t-v oder v =t - w. Hinweis: Losen Sie die Gleichung 0 = ||v + Aw||? nach X € R.

Sei nun A ein affiner Raum iiber R™, d.h. es gibt eine Abbildung §: A x A — R™ mit den
Eigenschaften: (i) d(z,y) 4+ d(y, z) = §(x, 2) fiir alle z,y, z € A, und (ii) fiir alle x € A, v € R"
gibt es genau ein y € A mit §(y,z) = v.

(b) Zeigen Sie: Es gilt die Gleichung
16C, )l + [[6(y, 2)[| = l6(z, 2)l|, fir z,y,2 € A,
genau dann, wenn d(z, y) und d(y, z) linear abhéingig sind. Was bedeutet dies anschaulich?

Aufgabe 3.5 (SNCF-Metrik)
Sei p € R™ ein fester Punkt. Fiir v, w € R” setze man

d(v, w) v —wl, falls v — p und w — p linear abhéngig sind,
v,w) =
lo—=pll +llw —pl, sonst.

Zeigen Sie, dass d eine Abstandsfunktion ist. Zeigen Sie aulerdem, dass im Fall n = 1 d mit
dem gewdohnlichen Abstand auf R zusammenfallt.
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