SKRIPT ZUR VORLESUNG
DIFFERENTIALGEOMETRIE |

gehalten an der
Universitdat Heidelberg
im
Sommersemester 2017
von
Johannes Walcher

UNIVERSITAT
HEIDELBERG
ZUKUNFT
SEIT 1386






INHALTSVERZEICHNIS

1 GRUNDLAGEN
§1 Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ...
§2 Differenzierbare Funktionen . . . . . . . . ... ... ... ... ...
§3 Der Tangentialraum . . . . . . . . . .. ..
§4 Abbildungen von konstantem Rang . . . . . . . ... ... ... ...
§5 Vektorfelder und Fliasse . . . . . . . . . . ... L
§6 Vektorbiindel 1 . . . . . . .. ...

2 RIEMANNSCHE GEOMETRIE
§7 Der metrische Tensor . . . . . . . . . ... ... ..
§8 Geodéten . . . . ..
§9 Krimmung . . . . . . ..
§10 Lie-Gruppen . . . . . . . ..

Differentialgeometrie 1 1 7/23/2017

19:27



INHALTSVERZEICHNIS

Differentialgeometrie 1 2 7/23/2017 19:27



KAPITEL 1
GRUNDLAGEN

Die Differentialgeometrie untersucht geometrische Strukturen mit Hilfe der Diffe-
rentialrechnung.

- Hierbei meint “Geometrie” in einer zu prazisierenden Weise die Beschreibung raum-
licher Gebilde und ihrer Verhéltnisse zueinander. Sie baut dabei in der Regel auf
Konzepten der Topologie auf (Ausnahmen: synthetische Geometrie und andere auf
Anordnung gestiitzte Zuginge), setzt aber (anders als der Name vermuten ldsst)
zundchst keinen Begriff der “(Abstands-)Messung” voraus.

- “Differentialrechnung” ist im wesentlichen die aus der Analysis bekannte mehrdi-
mensionale Differentiation im R”, allerdings noch mit einer gehérigen Portion linea-
rer Algebra angereichert. Gewohnliche Differentialgleichungen spielen sowohl bei der
Motivation als auch bei der technischen Durchfithrung eine wesentliche Rolle. Zur
Integration geniigt der Riemannsche Begriff.

Diese Vorlesung verfolgt zwei Ziele.

- Das erste ist die Entwicklung des modernen Apparats der differentialgeometrischen
Sprache. Dabei definieren wir Begriffe wie Mannigfaltigkeiten und differenzierbare
Abbildungen, Tangentialraum und Tensorfelder, Vektorbiindel und Zusammenhén-
ge, und illustrieren sie in Beispielen. Dies fithrt zu einer Klarung der fiir eine sinnvolle
Unterhaltung notwendigen Ideen.

- Das zweite Ziel der Vorlesung ist die Vorstellung der Riemannschen Geometrie
als zentrales Beispiel fiir eine zuséitzliche Struktur auf differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten (nédmlich der Metrik bzw. des metrischen Tensors). Im Vergleich zu
anderen “Geometrien”; die mit Hilfe der Differentialrechnung untersucht werden
(wie zum Beispiel: symplektische Geometrie, Kontaktgeometrie, Finslergeometrie,
komplexe/Kahler Geometrie), ist die Riemannsche Geometrie am engsten an die
vertraute euklidische Anschauung angelehnt (und kann in gewisser Weise sogar aus
ihr hergeleitet werden). Dartiber hinaus ist sie aber ein wichtiges Hilfsmittel und
Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen. Insbesondere spielt die (pseudo-)Rie-
mannsche Geometrie eine wichtige Rolle zur Beschreibung der Gravitation in der
Allgemeinen Relativitédtstheorie.

Wir wollen diese “physikalischen” Anwendungen der Riemannschen Geometrie
(soll heissen: alle dynamischen Aspekte und solche, fir die wir partielle Differential-
gleichungen bentotigen wiirden) hier zunéchst nicht weiterverfolgen, so dass uns im
letzten Drittel des Semesters noch etwas Zeit tibrig bleiben sollte.

- Mit einigen Satzen aus der globalen Riemannschen Geometrie wollen wir ihre
Niitzlichkeit fir die Untersuchung der Topologie von Mannigfaltigkeiten beleuchten.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

- Lie-Gruppen sind sowohl eine interessante Klasse von Mannigfaltigkeiten mit einer
reichen (durch die Gruppenstruktur diktierten) intrinsischen Geometrie, als auch
eine Klasse von Gruppen, deren Darstellungstheorie man sehr gewinnbringend mit
Hilfe der Differentialgeometrie untersuchen, und in einigen Féllen sogar vollstandig
beschreiben kann. Ausserdem helfen Lie-Gruppen bei der Deutung des Konzepts der
“Struktur auf Mannigfaltigkeiten”.

§1 Mannigfaltigkeiten

Unser erstes Ziel ist aber die Klarung der Frage nach der Natur des Begriffs einer
“differenzierbaren Struktur”, d.h. der Definition von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten.

- Die Idee der Differenzierbarkeit, die wir dazu aus Schule/Physik mitbringen, ist
die Idee der linearen Approximierbarkeit stetiger Funktionen f : R” — R, im Sinne

der Existenz von
oo W@+ 0) = 1) — dF @) )
v—0 vl

fir eine lineare Abbildung df (z) : R — R. Oder ist dies blos ein Schatten, und
wenn ja, wovon?

- Nun kennen wir einerseits aus der Analysis verschiedene Verallgemeinerungen des
Stetigkeitsbegriffs, andererseits aus der Linearen Algebra die vollstdndige Theo-
rie endlich-dimensionaler Vektorraume, so dass es sinnvoll erscheinen mag, an der
Schnittstelle auch nach entsprechenden Verallgemeinerungen des Ableitungsbegriffs
zu suchen. Ohne Anspruch auf volle Begriindbarkeit ist die etwas erniichternde
Antwort, dass die einzige Situation, in der wir durch Grenzwertbildung a la New-
ton/Leibniz ableiten konnen, tatsichlich die von (1.1) ist.

- Der scheinbar “natiirlichste” Versuch, Topologie mit n-dimensionaler linearer Al-
gebra zu vereinigen (sprich: topologische Raume in stetiger Weise durch den R" zu
approximieren) ist zwar nicht ganz ausreichend, ergibt aber dennoch eine sinnvolle
erste Definition.

=0 (1.1)

Definition 1.1. Es sei n € Ny = {0, 1,2,...}. Eine topologische Mannigfaltigkeit
M der Dimension n ist ein zweit-abzédhlbarer Hausdorffscher topologischer Raum,
welcher lokal homéomorph zu R™ mit der Standard-Topologie ist.

Erinnerung. - Eine Topologie auf einer Menge M ist ein System 7 C P(M) von
“offen” genannten Teilmengen U C M mit M, € T, welches unter endlichen Durch-
schnitten und beliebigen Vereinigungen abgeschlossen ist. Eine Grundgertist an abge-
leiteten Begriffen wird in den Ubungen wiederholt: Abgeschlossene Mengen, stetige
Abbildungen, Teilraum- und Quotiententopologie, (topologischer) Zusammenhang,
Kompaktheit.

- (M, T) heisst Hausdorffsch, falls je zwei verschiedene Punkte p; # ps durch dis-
junkte Umgebungen getrennt werden konnen, d.h. es existieren stets offene Mengen
Uy, Uy mit p; € U; fiir ¢ = 1,2 und U; N Uy = (. Eine solche Existenz “gentigend”
offener Mengen stellt beispielsweise die Eindeutigkeit von Grenzwerten sicher.

- Ein topologischer Raum heisst zweitabzahlbar, falls 7 eine abzdhlbare Basis be-
sitzt, d.h. es existiert ein abzéhlbares System B = {U;,Us,...} C T von offenen
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§1. MANNIGFALTIGKEITEN

Teilmengen mit der Eigenschaft, dass jede offene Menge Vereinigung von Mengen
aus B ist. Ein solches Ausschliessen von “zu vielen” offenen Mengen erlaubt beispiels-
weise die Riickfithrung der Integration auf den lokalen Begriff durch Ausschépfung
(Partition der Eins).

- Die letzte (wichtigste!) Bedingung bedeutet: Fir jedes p € M existiert eine Umge-
bung U > p, eine offene Menge V C R"”, und ein Homéomorphismus ¢ : U — V.

- Man konnte diese Definition auch ohne Vorgabe von n formulieren, d.h. nur ver-
langen, dass jedes p € M eine Umgebung U besitzt, welche hom6éomorph zu einer
offenen Teilmenge V' C R" fiir ein n € Ny ist. Es stellt sich allerdings heraus,
dass ein solches n (fir M # ) lokal eindeutig, und daher jedenfalls konstant auf
den Zusammenhangskomponenten von M ist. Wir werden nur “equi-dimensionale”
Mannigfaltigkeiten betrachten.

- Man nennt ein Paar (U, ) wie oben eine Karte von M um p, oder auch Karten-
umgebung von p. Die U heissen auch Kartengebiete, und die ¢ Kartenabbildungen.
Die Komponenten von ¢ beziiglich der Standardbasis des R™ heissen als Abbildun-
gen ¢ : U — R, ¢ = ¢©(q) = (p(q))" Koordinatenfunktionen beziiglich (U, o).
(1=1,2,...,n)

- Koordinaten gehen also an allererster Stelle in die Definitionen der Differentialgeo-
metrie ein. Fiir gegebenes M und p (n > 0) sind allerdings weder U noch ¢ eindeutig,
und es ist eine zentrale Aufgabe sicherzustellen, dass alle Aussagen unabhdngig von
der Wahl der Koordinaten ist.

- Eine Koordinatenumgebung (U, ) heisst in p zentriert falls p(p) =0 € R™. (U, p)
heisst Koordinatenkugel falls o(U) = B,.(z) = {y € R"|||z—y|]2 < r} fiir ein x € R™
und r > 0.

- Ein Atlas von M ist eine Menge A > (U, ¢) von Karten von M mit der Eigenschaft,
dass U pyea U =M.

Beispiel 1.2. - R" ist eine topologische Mannigfaltigkeit. Eine abzahlbare Basis
der bekanntermassen Hausdorffschen Topologie besteht aus Kugeln mit rationalem
Mittelpunkt und rationalem Radius,

B={B.(z)|reQuzecQ"} (1.2)

- Sind M; und M5 nicht-leere topologische Mannigfaltigkeiten, dann auch das karte-
sische Produkt M; x M,, ausgeriistet mit der Produkttopologie (Dimension: n+ns),
die disjunkte Vereinigung M;U M, nur fiir ny = ny. (Man tiberlege sich, was passiert,
wenn M; oder My leer ist.)
- Offene Teilmengen von topologischen Mannigfaltigkeiten, ausgertistet mit der Teil-
raumtopologie.
- Manche abgeschlossene Teilmengen. Insbesondere ist die n-dimensionale Einheits-
Sphére,

S"={z e R"™| (")’ + - (a"")* =1} (1.3)

eine topologische Mannigfaltigkeit. Hausdorff-Eigenschaft und Zweitabzihlbarkeit
der Teilraumtopologie sind klar. Weiters ist fiir gegebenes p = (z!,... z"!) € 5"

mindestens ein z° # 0, und daher liegt p 0BdA in der Kartenumgebung U; = {z! >
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
0} NS™ mit

p1: U1 =V i=B1(0) ={(2*)*+ -+ (") <1} CR"

1.4
or(x) o= (2.2 (14)
(Umkehrabbildung: o7 '(y) := (v/1 — [ly[|3,y) fiir y € B1(0).) Grossere Karten er-
hélt man etwa durch stereographische Projektion. Man zeige, dass ein kleinster Atlas
aus genau zwei Karten besteht.

- Der Doppel-Kegel

{(z,y,2) eR*|2* +y* = 2|} CR® (1.5)

ist keine topologische Mannigfaltigkeit, was sich aber leicht durch Entfernen des
Ursprungs oder Abandern der Topologie “reparieren” lésst.
- Eine weitere Quelle von Mannigfaltigkeiten sind manche Quotienten nach Aquiva-
lenzrelationen. Beispiel:

R/Z:={t+Z|t € R} (1.6)

ausgeriistet mit der Quotiententopologie, ist eine ein-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit. (Achtung: Es handelt sich hier nicht um den “Quotienten nach
dem Unterraum” Z C R, wie er in der Topologie benutzt wird.)

- Uberhaupt muss man mit Quotienten im Allgemeinen vorsichtig sein. Betrachte
etwa fiir M; = M, = R auf M; U M, die Aquivalenzrelation: z; ~ z falls z; €
My \ {0}, x5 € My \ {0}, und =1 = 25 € R\ {0}. (Anschaulich ist dies die reelle
Achse mit verdoppelter Null.) Diese Topologie ist zwar lokal euklidisch, aber nicht
Hausdorffsch, beispielsweise da “beide Nullen” als Grenzwert der Folge (a,, = +) in
Frage kommen.

- Leicht anders gelagert ist die Aquivalenzrelation auf R™™! (z! ... 2"™!) ~
(tz', ... tz"™!) fir t € R\ {0}. R""!/~ ist nicht Hausdorffsch (und um den Ur-
sprung herum auch nicht euklidisch). (R™**\ {0})/~ ergibt den reell-projektiven
Raum RP™.

- Eine iiberabzédhlbare Situation erzeugt man beispielsweise durch das Produkt R xR,
wobei der erste Faktor mit der Standard-Topologie, der zweite jedoch mit der diske-
reten Topologie ausgeriistet ist. Das Resultat ist lokal euklidisch und Hausdorffsch,
aber nicht zweitabzéhlbar. Fiir weitere “pathologische” Beispiele sieche etwa Long
line, Sorgenfrey line. Wir beschranken uns auf die folgende Version der Parakom-
paktheit von topologischen Mannigfaltigkeiten.

Theorem 1.3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit, und B eine Basis der To-
pologie von M. Sei X eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine abzdihlbare
und lokal endliche Verfeinerung von X bestehend aus Elementen von B.

Erldguterung. X ist also ein System von offenen Mengen X C M mit Uxex X = M.
Eine Verfeinerung ist eine offene Uberdeckung 2) mit der Eigenschaft, dass jedes
Y € 2 in mindestens einem X € X enthalten ist. Die lokale Endlichkeit besagt,
dass jeder Punkt p € M eine Umgebung besitzt, welche nur endlich viele Y € 9
nicht-leer schneidet. Wir behaupten ausserdem noch, dass ) C B gewahlt werden
kann.
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§1. MANNIGFALTIGKEITEN

Die lokale Endlichkeit ist die entscheidende Bedingung. Wir beweisen sie durch
Ausschopfung von M mit kompakten Mengen.

Lemma 1.4. Es existiert eine Folge (K})32, von kompakten Teilmengen mit*
Ky C Kp und U Ki=M (1.7)
k=1

Dieses Lemma gilt allgemein fiir zweit-abzahlbare lokal kompakte Hausdorff-
Réaume (Mannigfaltigkeiten sind klarerweise lokal kompakt, da lokal hom6éomorph
zu R™.) Fur die Anwendungen ist es oft niitzlich, noch mit speziellen Basen der
Topologie zu arbeiten.

Proposition 1.5. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine
abzdihlbare Basis der Topologie von M, welche aus prekompakten Koordinatenkugeln
besteht, das sind offene Mengen B C M mit kompaktem Abschluss B C M, welche
homdomorph zu offenen Kugeln in R™ sind.

Beweis von 1.5. Es sei A 5 (U, p) ein abzdhlbarer Atlas von M: Ist A’ ein belie-
biger Atlas, und B eine abzéhlbare Basis der Topologie, so ist B := {B € B|B C
U fiir ein (U, @) € A’} eine abzihlbare Uberdeckung von M. (Jedes U ist ja Verei-
nigung von Elementen von B. B’ ist gerade die Vereinigung dieser Elemente tiber
alle U, als Teilmenge von B noch abzdhlbar.) Wéhlen wir fiir jedes B € B’ ein
(Up,¢p) € A mit B C Ug, so ist {(B,¢g|g)| B € B'} ein abzidhlbarer Atlas von
M.

- Die Topologie einer jeden ¢(U) C R™ besitzt eine abzdhlbare Basis, welche aus
offenen rationalen Kugeln B,.(x) mit B,.(x) C ¢(U) besteht (vgl. (1.2) und ersetze
gefs. v durch r/2). Mittels ¢! auf M zuriickgeschickt ergibt dies eine abzdhlbare
Basis der Topologie von M, welche aus Koordinatenkugeln B C M besteht.

- Es bleibt zu zeigen, dass die B priakompakt sind. Nach Konstruktion ist ¢(B) =
B.(z) C ¢(U) kompakt in R”. Da ¢ : U = ¢(U) ein Homdomorphismus ist,

ist ¢71(¢(B)) kompakt in der (von M stammendenden) Relativtopologie auf U.
Da M Hausdorffsch ist, ist daher ¢~'(p(B)) auch abgeschlossen in M. Es folgt

¢ Y(p(B)) D B und daher ist auch B kompakt. O

Bemerkungen. - Der etwas subtile Punkt am Schluss des Beweises ist, dass der
Abschluss in U a priori nicht mit dem Abschluss in M iibereinstimmen muss.

- Tatséchlich liefert der Beweis etwas mehr, denn die B sind nicht nur prakompakte
Koordinatenkugeln, sondern ihr Abschluss B ist auch noch selbst in einer (etwas
grosseren) Koordinatenumgebung U enthalten. Man kénnte beispielsweise erreichen,
dass die (U, ¢) wieder Koordinatenkugeln mit gleichem Mittelpunkt sind, was die
Situation ¢(B) = B,.(z) C B,(z) C Bgr(x) = ¢(U) fir x € R", 0 < r < R erzeugt.

Beweis von 1.4. Es sei (U;):2, eine abzéhlbare Uberdeckung von M durch prékom-
pakte offene Mengen, wie etwa in 1.5 konstruiert. Dann ist insbesondere K; := U;

IFir X € M bezeichnet X ihren offenen Kern.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

kompakt. Fiir & > 1 verfahren wir rekursiv: Ist Kj kompakt, so existiert ein i, so,
dass

KkCUlLJUQU"'UUik (18)

(denn die (U;) iiberdecken ja insbesondere auch Kj). Wir kénnen annehmen, dass
ir, > k+1, sodass (ig) (auch bei vielen Zusammenhangskomponenten) nie konstant
wird, und setzen

KkJr]_ = Ul U U2 Uzk (19)

Dann ist K., kompakt und
K/H_l:UlUUQ"'UUZ‘k D K, (110)
und wegen i, — oo gilt Uy | K, = M. []

Beweis von 1.3. Sei (K})2, eine Ausschopfung von M durch kompakte Mengen.
- Wir setzen R;c\\\

Ak = Kk+1\Kk (1 11)

Ry, = Ko \ Ki 1

Dann ist A, kompakt und Rj, offen mit A, C Ry.

- Nun existiert fir jedes k und jedes p € Ay ein X, € X mit p € X Da B eine Basis
der Topologie ist, existiert ein B, € B mit p € B, C X, N Ry.
- (Bp)pea, ist eine Uberdeckung von Ay und da A; kompakt ist, gentigen bereits
endlich viele. Die Vereinigung iiber k ergibt eine abzihlbare Uberdeckung 2) > B
von M, welche eine Verfeinerung von X ist und aus Elementen von B besteht.
- Wir miissen noch zeigen, dass diese Verfeinerung lokal endlich ist: Fiir p € A sei V'
eine Umgebung von p, welche in R}, enthalten ist. Da RN Ry = 0 fiir ¥’ < k—3 oder
k' > k+ 3, und alle B € ) in einem R} enthalten sind, kénnen hochstens solche B
V nicht-trivial schneiden, welche zur Uberdeckung von Ay mit k —2 < k' < k + 2
gedient haben. Dies sind endlich viele, so dass die Uberdeckung lokal endlich ist. [J

Definition 1.6. Ein Morphismus von topologischen Mannigfaltigkeiten M, N (der
Dimension n,m) ist eine stetige Abbildung F' : M — N der zugrunde liegenden
topologischen Rédume. F' heisst Isomorphismus, falls F' ein Homéomomorphismus
ist (bijektiv und mit stetiger Umkehrabbildung).

Beispielsweise ist die topologische Mannigfaltigkeit aus (1.6) vermittels ¢ —
(cos 2mt, sin 27t) isomorph zu S' C R? aus (1.3). Ebenso ist RP" & 5"/~ wobei ~
die Identifikation der Antipoden ist.

Per Definition sind die Kartenabbildungen ¢ : U — ¢(U) Isomorphismen der
topologischen Mannigfaltigkeiten U C M und ¢(U) C R".
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§1. MANNIGFALTIGKEITEN

Plan: Wie wollten wir nun diese lokalen Isomorphismen benutzen, um den Differen-
zierbarkeitsbegriff und die Ableitung von R™ auf Mannigfaltigkeiten zuriickziehen?

Die natiirliche Forderung wére, dass eine ste-
tige Funktion f : M — R in p € M differen-
zierbar sein sollte, falls eine Kartenumgebung
(U, ) um p existiert so dass (¢~ 1)*(f) =

foe™:V — Rin ¢(p) differenzierbar im
Sinne von (1.1) ist. Die Ableitung von f in p
wiederum sollte dann durch eine “Néaherung”
an f gegeben sein, welche in einer Kartenum-

gebung linear in der Abweichung von p ist.

Diese Vorgehensweise ergibt als “Ableitung von f in p’ zunachst fiir jede Karte
von M um p, beziiglich der f differenzierbar ist, eine eigenstédndige lineare Abbil-
dung, namlich das gewohnliche Differential d(fo¢™!) : R*” — R, wo R” D V. Unser
Behebungsplan sieht vor, diese verschiedenen Differentiale unter Kartenwechsel zu
identifizieren.

Unter einem Kartenwechsel versteht man fiir
zwei Karten (Uy, 1) und (Us, ¢2) von M mit

/‘»
Uy NUs # () die Verkettungen - —1 @

n

1
wo 01t 11 (U NUy) — o(Uy NUy) @ ‘

P10 gy 1 : QDQ(Ul N Ug) — (,01(U1 N Ug)

(1.12) of | eios

Diese Verkettungen sind zueinander inver-

nicht differenzierbar. Dies hat zur Folge, dass
man die Differentiale d( fop; ") und d(fop; ") R™
nicht in natiirlicher Weise in Beziehung set-
zen kann.

Tatsdchlich héngt schon der Begriff der Differenzierbarkeit von der Wahl der
Karte ab.
Beispiel: M = R 3 z. Als topologische Mannigfaltigkeit besitzt M nebst der “tau-
tologischen” Karte (R, id) auch noch die globale Karte U = R, V' = R und

(y :==)p(x) = {?f = (1.13)

V. p20p7
se Hom6omorphismen, im Allgemeinen aber @ !

3 z <0

Dann ist f : M — R, f(x) := x beziglich der ersten Karte differenzierbar, in der
zweiten gilt aber

. % y>0
fop™(y) = {2y g <0 (1.14)

in x = y = 0 offensichtlich nicht differenzierbar.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Die “Losung” dieses Teils des Problems ist genau die Identifikation einer diffe-
renzierbaren Struktur als Klasse von Karten, in denen die gleichen Funktionen diffe-
renzierbar sind. Um den eigentlich interessierenden Begriff der Ableitung kiimmern
wir uns dann spéter.

Vereinbarung: Im Folgenden heisst fiir eine offene Menge V' C R" eine Abbildung F :
V — R™ “glatt” falls alle Komponenten von F'in alle Richtungen beliebig oft partiell
differenzierbar sind, d.h. F' ist von der Klasse C* im Sinne der Vektoranalysis. Wir
sagen nach einigen weiteren Bemerkungen zu anderen Klassen auch einfach nur
“differenzierbar”.

Definition 1.7. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit (der Dimension n).

- Zwei Karten (Uy, ¢1) und (Us, ¢o) heissen (glatt) vertraglich falls entweder U; N
Us = () oder der Kartenwechsel g 0 07" : @1 (Uy N Uy) — (U N Us) ein glatter
Diffeomorphismus ist.

- Ein differenzierbarer Atlas fiir M ist ein Atlas A 5 (U, ) mit der Eigenschaft, dass
je zwei Karten aus A miteinander vertréglich sind.

- Eine Karte heisst vertraglich mit einem differenzierbaren Atlas A, wenn sie mit
allen Karten in A vertraglich ist.

- Ein differenzierbarer Atlas heisst vollstdndig oder maximal, falls jede Karte, die
mit A vertraglich ist, bereits in A enhalten ist.

- Eine differenzierbare Struktur auf M ist ein maximaler differenzierbarer Atlas.

- Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine topologische Mannigfaltigkeit mit
einer differenzierbaren Struktur.

Bemerkungen. - Anstatt mit maximalen Atlanten (die tendenziell sehr dick sind)
kann man auch mit Aquivalenzklassen arbeiten. Hierbei heissen zwei differenzierbare
Atlanten dquivalent, wenn ihre Vereinigung wieder ein differenzierbarer Atlas ist
(m.a.W., wenn alle ihre Karten miteinander vertraglich sind). Durch Hinzufiigen
aller vertriglichen Karten wird ein Atlas maximal.

- Man beachte, dass die Eigenschaft eines topologischen Raumes, eine Mannigfaltig-
keit zu sein, “entdeckt” werden kann, denn es geniigt zur Entscheidung, die (lokale)
Topologie zu kennen. Eine differenzierbare Struktur hingegen erfordert zusatzliche
Information.

- Es gibt aber auch alternative Zugénge, die die Begriffe auf gleiche Stufe zu stellen
scheinen:

Lemma 1.8. Es sei M eine Menge und ((Ua,goa))a ein System von nicht-leeren
Teilmengen U, C M und Abbildungen ¢, : U, — R™ mit den Figenschaften:

(i) Ya: g ist injektiv und o, (Uy) ist offen im R";

(i1) Yo, B sind oo (Uy NUg) (und w3(U, NUg)) offen im R™;

(iii) g o p b 0u(Us NUg) — (U, N Up) sind Homdomorphismen (oder glatt);
(iv) endlich oder abzdihlbar viele der U, tiberdecken M

(v) fir je zwei verschiedene Punkte p,q € M existiert entweder ein U, mit
Uy D {p,q} oder disjunkte U, NUg =0 mit p € Uy, q € Up.

Dann existiert eine eindeutige Topologie auf M, in welcher M eine topologische
Mannigfaltigkeit mit Karten (U,, o) ist. Sind die Kartenwechsel in (iii) glatt, so
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§1. MANNIGFALTIGKEITEN

definiert ((Ua, goa))a eine differenzierbare Struktur auf dieser topologischen Mannig-
faltigkeit.

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Beispiel 1.9. - Endlich-dimensionale reelle Vektorraume. Lineare Koordinatensys-
teme V' = R” sind globale Karten, es gibt aber auch viele andere. Beliebte lokale
Karten: Kugelkoordinaten.

- Offene Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten sind wieder differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten.

- Produkte von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. (Ein Atlas von M x M; besteht
aus Karten der Form (U; x Us, 1 X 2); Dimension ist additiv.)

- Untermannigfaltigkeiten des R™ im Sinne der Vektor-Analysis. Sie kommen in zwei
Varianten: Grafen von glatten Abbildungen f : U — RF (fiir U C R" offen) und
Niveauflichen von reguliren Abbildungen F' : R™ — R*. Die lokale Aquivalenz
(mit m = n + k) folgt aus den noch bekannten Satzen iiber die Umkehrabbildung /
implizite Funktionen. Matrizengruppen fallen in diese Klasse, wie z.B. GL(n,R) =
{R € Mat(n,R)| det R # 0} offen im R”*, SL(n,R) = {R € Mat(n,R) | det R = 1},
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Dimension n? — 1

- Der auf S. 6 als Quotient definierte reell-projektive Raum RP" wird mit dem
differenzierbaren Atlas, welcher aus den vertraglichen Karten

Uy = {[z",..., 2" |2’ # 0}

1 i nt1 (1.15)
! nt1yy . (T T z )
ei([x*, ... 2" ]) - (xi"”’xi"”’ p’
firi = 1,...,n+1 besteht, zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension

n.
- Eine Verallgemeinerung dieser Konstruktion sind die Grassmann-Mannigfaltigkeiten:
Fur einen reellen Vektorraum V' der Dimension n und k& < n sei

G(k, V) = Menge aller k-dimensionalen Unterraume von V' (1.16)

Nach Wahl einer Basis von V' = R™ kann man G(k,R™) = G(k,n) als Quotienten
einer offenen Teilmenge des R™* identifizieren, nimlich

G(k,n) = {B € Mat(n x k,R) | rang(B) = k}/Spaltentransformationen  (1.17)

und direkt tiberpriifen, dass mit der induzierten Topologie G(k,n) eine kompakte
topologische Mannigfaltigkeit der Dimension k(n — k) wird, mit G(1,n + 1) = RP™.

Wir wollen stattdessen mittels Lemma 1.8 direkt eine differenzierbare Struktur
auf G(k,V) konstruieren. Wir setzen dazu fir einen jeden (n — k)-dimensionalen
Unterraum Q C V

Ug:={WeGk V)| WnQ={0}} CG(kV) (1.18)

Mit anderen Worten sind dies genau alle zu ) komplementiren k-dimensionalen
Unterrdaume, und fiir jedes W € Ug gilt (aus Dimensionsgriinden) V =W & Q. Es
seien ) 1 V — W und {w,q) : V — @ die zugehorigen Projektionen.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Wir definieren nun fiir festes P € Ug eine Abbildung ¢pqy : Ug — RF(—k),
Dazu bemerken wir, dass fir W € Ug die Abbildung

WXJ[;Q) =npglw: W =P (1.19)

ein Isomorphismus von k-dimensionalen Vektorraumen ist (Es gilt ja: Ker(mpg)) =
Q und QNW = {0}.), und setzen

-1 ~ n—
wrg(W) = Epa) o (W(V;Q)) € Homg (P, Q) = RF=H) (1.20)

wobei wir im letzten Schritt noch Basen von P und @) gewéhlt haben.
Ist umgekehrt A € R¥"=%) =~ Homg (P, Q), so setzen wir

Ypo(A) = {p+ég!p € P} (1.21)

Dies ist offensichtlich ein k-dimensionaler Unterraum von V' mit ¢p o) (A)NQ = {0},
d.h. Ypo)(A) € Uy. Man tberprift unschwer, dass ¥(po) = (¢rq)) " @po) ist
also bijektiv und ¢(pg)(Ug) insbesondere offen.

Es sei dann )’ ein weiterer (n—k)-dimensionaler Unterraum, und P’ € Ug . Dann
ist A € ¢(pq)(UgNUg) genau dann, wenn (¢po)(A) = {p+Ap|p € P})NQ" = {0}.
In geeigneten Basen ist dies eine Bedingung an das Nichtverschwinden gewisser
Eintrage in der idp +A darstellenden Matrix, und damit offen in A. Zur Berechung
des Kartenwechsels schreiben wir W € Ug N Uy in zwei Weisen als

W={p+Aplpe P} ={p'+Ap|p € P} (1.22)

und driicken A" € Homg (P, Q') durch A € Homg(P, Q)) aus.

e Ist namlich A € ¢p)(Ug NUg ), so existiert fiir jedes p’ € P’ nach Konstruktion
ein eindeutiges p =: I4(p') € P so, dass p+ Ap — p' € @', gleichbedeutend mit der
inhomogenen linearen Gleichung 7(p o) (p+Ap—p') = 0. In den gewéhlten Basen fiir
P und P’ erfordert dies eine Matrix-Inversion, welche in den Eintrdgen von A rational
ist (Cramersche Regel). Die Abbildung Homg(P, Q) > A — 14 € Homg(P, P’) ist
also glatt.

e Es ist dann

A =p+ Ap—p' = ((idp +A4) o Ly — idp/) () (1.23)

und auch hier hidngen in den Basen die Matrixeintriage von A’ in glatter Weise von
denen von A ab, was die Verkettung A’ = ¢ pr g1y © ¥(pg)(A) als Diffeomorphismus
SO(P,Q)(UQ NUgy) — QD(p/Q/)(UQ N Ug) ausweist.

- Betrachte als erstes nicht-triviales Beispiel die (k = 2)-dimensionalen Unterrdume
von V = R? mit Standardbasis (ey, es, €3, ¢e4). Fiir P = span(e;, es), Q = (e3,e4)
erhélt man beziiglich dieser Basen

1 0

idpta=| Y 1 (1.24)
a31 a3z2
aq1  Aq2
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§1. MANNIGFALTIGKEITEN

mit (as1, ass, aq1, ag2) € R*? als Représentanten von W = ¢pg)(A4) € G(2,4) gemaB
(1.17).
Der Wechsel zu P’ = span(es, e3) und @' = span(eq, e4) ist moglich fir ag; # 0,

und man erhélt
, 0 1\ (-2 L
_ — as1  as 1.2
A <a31 a32> ( 1 0) (1.25)

sowie
% as1 ay, ayo
. . 1 0 1 0
ldp/ —|—A/ = (ldp +A)]A = 0 1 = 0 1 (126)
Qg2 — afgal“ %‘1 ay A

- Fiir allgemeines k, n reichen (}) Karten zur Uberdeckung von G(k,n) aus = (iv)
in 1.8.

- Die Hausdorff-Bedingung (v) aus 1.8 sowie die Aquivalenz der Topologie mit der
Quotiententopologie sind (relativ) offensichtlich.

- Kompaktheit von G(k,n) als Ubungsaufgabe.

Bemerkungen. - Unsere Liste von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist identisch
mit den topologischen. Dies ist kein Zufall. Denn obwohl es topologische Mannigfal-
tigkeiten gibt, die keine differenzierbare Strukturen zulassen, so sind sie recht schwer
zu finden (Kervaire 1960).

- Man konnte auch die Frage stellen, ob, und in welchem Sinne, fiir eine gegebene
topologische Mannigfaltigkeit M, welche eine differenzierbare Struktur A zulasst,
letztere “eindeutig” ist. Eine erste Beobachtung in diese Richtung ware, dass falls
U : M — M ein Homéomorphismus ist (von denen es viele gibt), der “Riickzug von
A unter U, bestehend aus Karten (U1(U),po0 U : UHU) — p(U)) € U*(A) fir
(U, ¢) € A wieder eine differenzierbare Struktur auf M ist. Die beiden differenzierba-
ren Atlanten sind im Allgemeinen nicht vertraglich miteinander, also nicht aquivalent
im Sinne von S. 10. Allerdings ist (per Konstruktion) W= : (M, A) — (M, ¥*(A))
ein Diffeomorphismus von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten im Sinne des nachs-
ten §, und in diesem Sinne sind die beiden differenzierbaren Strukturen isomorph
zueinander.

- Die ersten Beispiele fiir topologische Mannigfaltigkeiten, die nicht isomorphe diffe-
renzierbare Strukturen zulassen, wurden Ende der 1950’er Jahre gefunden (Milnor’s
exotische 7-Sphéren). Dies und die weiteren Entwicklungen gehen allerdings ein gu-
tes Stiick iiber diese Vorlesung hinaus.

- FEine intermediédre Frage, auf die wir wenigstens die Antwort recht einfach formu-
lieren kénnen, ergibt sich aus der Existenz von Funktionen und Abbildungen auf
R™, die zwar (stetig) differenzierbar sind, aber nicht glatt. Am anderen Ende gibt es
noch die (reell) analytischen Funktionen, die sich durch konvergente Potenzreihen
darstellen lassen. Man hat die Inklusionen

C°>C'>---oC">oC---oC*o¥ (1.27)
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

und die Definition 1.7 ldsst sich fiir alle £ = 0,1,...,w formulieren. Man redet
dann von C*-Strukturen. k = 0 entspricht gerade den topologischen Mannigfal-
tigkeiten. Hassler Whitney zeigte 1935, dass jede C!-Struktur auf einer topologi-
schen Mannigfaltigkeit eine C*-Struktur fiir jedes k& > 1 enthélt, welche (bis auf
C!-Diffeomorphismen) eindeutig ist. (Jede einmal stetig differenzierbare Mannig-
faltigkeit ldsst sich also in eindeutiger Weise glitten.?) Wir beschréinken uns im
Folgenden auf k£ = oc.

- Wir verabreden ausserdem noch, dass wir unter einem Atlas einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M stets einen Atlas der zugrunde liegenden topologischen Mannig-
faltigkeit verstehen wollen, welcher mit der gegebenen differenzierbaren Struktur auf
M vertraglich ist. Ebenso soll eine Karte einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
stets eine Karte der zugrunde liegenden topologischen Mannigfaltikeit sein, welche
mit der differenzierbaren Struktur vertraglich ist.

Ubungsaufgabe: Die durch (1.13) definierte differenzierbare Struktur ist mit der ge-
wohnlichen (d.h. durch (R, id) gegebenen) nicht vertraglich, aber zu ihr isomorph.

§ 2 Differenzierbare Funktionen

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun den ersten Teil unseres Plans von S. 9
durchfiihren.

Definition 2.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine reellwertige
Funktion f : M — R heisst differenzierbar (glatt), wenn um jeden Punkt p € M
eine Karte (U, ¢) (in dem fixierten maximalen differenzierbaren Atlas) von M exis-
tiert so, dass fo ' : p(U) — R (unendlich oft) differenzierbar ist im Sinne der
Vektoranalysis.

Lemma 2.2. Fs sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und f : M — R. Dann
sind dquivalent:

(i) Fiir jede Karte (W, 1)) von M ist f o1 differenzierbar.

(ii) Fiir einen Atlas A von M gilt: Fiir jede Karte (W, ) € A ist f o™ differen-
zierbar.

(i) f ist differenzierbar.

Unter diesen Bedingungen ist [ stetig.

Beweis. A ist eine Teilmenge der differenzierbaren Struktur auf M, so dass (ii)
unmittelbar aus (i) folgt. Ausserdem liegt jedes p € M in einer Kartenumgebung
aus A, so dass (iii) aus (ii) folgt. Gilt (iii), so folgt aus der Differenzierbarkeit von
foe™' um ¢(p) deren Stetigkeit wie in der Analysis (p, (U, ¢) wie in Def. 2.1). Da ¢
ein Hom6omorphismus ist, ist f stetig auf U. Damit ist f stetig in einer Umgebung
eines jeden Punktes, und damit auf ganz M.

(iii)=(i): Um zu zeigen, dass f o1 in jedem Punkt y € (W) differenzierbar ist,

geniigt es, eine Umgebung von y in ¢ (W) zu finden, in welcher foi~! differenzierbar
ist. Nach Voraussetzung (Def. 2.1) existiert um p := 1~ !(y) eine Karte (U, ¢) s.d.

2Diese Aussage hingt von der Zweitabziahlbarkeit ab.
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foe™:p(U)— R differenzierbar ist. Dann ist auf V :=(UNW) 3y

fov vy =fop lopoy™ (2.1)
— —

diff’bar  Kartenwechsel, daher diff’bar
differenzierbar. ]

Lemma/Definition 2.3. Aus den Rechenregeln fir differenzierbare Funktionen im
R™ folgt: Die Menge C*°(M,R) =: F(M) der differenzierbaren Funktionen auf M ist
eine (i.A. unendlich-dimensionale) kommutative, assoziative und unitire R-Algebra:
Mit fr, fo € F(M) und A € R sind auch fi + Afy und fr1- fo = fo- f1 € F(M). Das

neutrale Element ist die konstante Funktion 1.

Bemerkungen. - Man beachte, dass die Verkniipfungen in F (M) punktweise defi-
niert sind, die Differenzierbarkeit aber iiber eine lokale Bedingung (d.h. in offenen
Umgebungen).

- Wir bemerken auch, dass fiir eine offene Teilmenge U C M, aufgefasst als eigen-
standige differenzierbare Mannigfaltigkeit, die Einschrankungsabbildung f — fl|¢
ein Morphismus von R-Algebren F(M) — F(U) ist. Diese Abbildung ist im All-
gemeinen aber weder injektiv noch surjektiv. Insbesondere ldsst sicht nicht jede
differenzierbare Funktion auf U zu einer differenzierbaren Funktion auf M fortset-
zen. (Beispiel: z + 1/z auf R\ {0}.) Ist jedoch (U, ), eine Uberdeckung von M, und
fa € F(Us) mit folv.nvs = fslvanu, Yo, B, so existiert eine eindeutige Funktion
feF(M)mit fly, = fa Vo

- Tatséchlich ist dies eine zentrale Idee der (Differential-)Geometrie, in Kartenum-
gebungen “lokal” definierte Objekte auf diese Weise zu Objekten “im Grossen” zu-
sammenzusetzen. Fiir die Durchfiihrung ist es oft niitzlich, einen grossen Vorrat an
differenzierbaren Funktionen zur Verfiigung zu haben. Wir erinnern dazu zunéchst
an die Existenz “Punkte trennender” glatter Funktionen mit kompaktem Trager.

- Ein beliebter Ausgangspunkt ist

eVt >0
h(t) = - 2.2
() {O = (22)

1

unendlich oft differenzierbar mit h™(t) = 0 Vn, V¢t < 0. (Aber h wird nicht
durch seine Taylorreihe um den Ursprung dargestellt, so dass die folgenden
Konstruktionen auch nicht in der analytischen Kategorie durchfithrbar sind.)
- Es gilt h(t) > 0 fur ¢t > 0. Daher ist

R
h(t)
R(t) := 2.3
®) h(t) + h(1 —1t) (23)
unendlich oft differenzierbar mit den Eigenschaften 1
R(t)=0 firt<0, Rt)=1 firt>1, O0<R{#) <1 (2.4)
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
-Mit L(t) :==1—R(t) = % = R(1 —t) ist das Paar (L, R) ein Beispiel einer
“der Uberdeckung (—00,2) U (—1,00) = R untergeordneten Teilung der Eins”. (Es
gilt L+ R =1 und supp(L) C (—oo, 2), supp(R) C (—1,00).)
- Mit S(t) := R(2 — t) erfiillt die Funktion auf R™ > x

=1 .%‘EBl(O)

=0 x€R"\ By(0) (2:5)

z = S([l]l2) {

und ist weiter unendlich oft differenzierbar.

Proposition 2.4 (Partition der Eins). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
und X = (X,)a eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine X untergeord-
nete differenzierbare Teilung der Fins, d.i. eine Menge € = (fq)a von Funktionen
fo € F(M) mit den Figenschaften

(i) fa(p) > 0Vp € M, Va

(i) supp fo == {p € M | fa(p) # 0} C Xo

(iii) Jedes p € M besitzt eine Umgebung V' s.d. supp(fo) NV # O nur fir endlich
viele a.

() Vp e M gilt > fo(p) =1 (wegen (iii) ist diese Summe lokal endlich)

Beweis. Glatten der Beweise von 1.3 und 1.5 liefert:

Beh.: Es existiert eine Folge ((Bl, Ui, <p1)) von Tripeln mit den Eigenschaften:

(a) Die (U;, ;) sind Karten von M.

(b) Vi: B; C B; C U; sind prikompakte Koordinatenkugeln, d.h. ¢(B;) = B, (z;)
fir ein z; € ¢;(U;) und r; > 0.

(c) Vi oy s.d. U; C X, und wir fixieren ein solches «; fiir jedes i.

(d) Die B; iiberdecken M.

(e) ¥p € M 3 Umgebung V 3 p s.d. V N B; = 0 ausser fiir endlich viele 1.

Bew.: Wie im Beweis Von 1.3 sei (K)52 1 eine Ausschopfung von M durch kompakte

Mengen, Ay := Ky \ Kk und Ry, = Kk+2 \ Kj_1. Wegen (der differenzierbaren
Version von) 1.5 besitzt jedes p € Ay eine Koordinatenkugelumgebung (U,, ¢,) mit
©(Up) = Bay,(¢(p)) und U, C Ry. Liegt p € X, € X, so konnen wir erreichen, dass
auch U, C X,,.

- Setzen wir B, := ¢, (B,,(¢(p))), so sind die (Bp)pea, eine offene Uberdeckung
von Aj. Die Vereinigung endlicher Teiliiberdeckungen iiber k ergibt die gewiinsch-
ten Tripel ((Bi, U;, @Z)) Lokale Endlichkeit folgt wie in 1.3. (Tatséchlich gilt die
Implikation: VN B, =0 = VNB;=0.)

- Es sei dann fiir jedes i h; : ¢;(U;) — R eine differenzierbare Funktion mit h;(z) > 0
Vo € pi(B;) und hi(x) = 0 Vo € p(U;) \ wi(B;). (Man erhélt eine solche Funktion
durch geeignetes Skalieren und Translation von (2.5).)

- Wir setzen
hiowi(p) peU;
9:(p) {0 e M\ B, (2.6)

Dies ist wohldefiniert und differenz_ierbar da h; o pi(p) =0 fir p € U; \ B;, und es
gilt g;(p) > 0 Vp € B;, supp(g;) = B; C U; C X,,.
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- Wegen der lokalen Endlichkeit und U;B; = M ist ). gi(p) Yp € M eine endliche
Summe und positiv.

- Wir setzen

Zi|a¢:a 9i

ZZ‘ Gi

(mit der offensichtlichen Vereinbarung, dass die Summe tiber die leere Menge 0 ist),
und priifen, dass (f,), die Bedingungen (i)—(iv) erfillt. (Beachte, dass man fiir (ii),
néamlich supp f, = Ua,—a supp f;, wieder die lokale Endlichkeit bendtigt.) O]

fa = (2.7)

Definition 2.5. Es seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten (der Dimension
n,m). Eine Abbildung F' : M — N heisst differenzierbar, falls fir alle p € M eine
Karte (U, ¢) von M um p und eine Karte (V, x) von N um F(p) existieren, s.d. (i)
F(U) Cc Vund (ii) xo Fop™': ¢(U) — x(V) differenzierbar im Sinne der Analysis
ist.

- Wie auch bei differenzierbaren Funktionen iiberzeugt man sich von der Lokalitat
und Vertraglichkeit mit Kartenwechseln. Insbesondere ist eine differenzierbare Ab-
bildung stetig. (Diese Folgerung wére nicht ohne Weiteres ganz richtig, wenn wir die
Bedingung (i) fallen lassen wiirden.)

Beispiel 2.6. - Konstante Abbildungen ¢ : M — {q} C N,

- die Identitat idy, : M — M,

- lineare Abbildungen A : V' — W von endlich-dimensionalen Vektorrdumen,

- Verkettungen M L N & 0O von differenzierbaren Abbildungen,

- Produkte F} x -+ x Fj, : M,— Ny X --- X Ni von differenzierbaren Abbildungen
(s. auch Ubungen),

- differenzierbaren Funktionen f: M — R,

..sind alles differenzierbare Abbildungen.

Definition 2.7. (i) Eine Abbildung F' : M — N heisst Diffeomorphismus, falls F
differenzierbar und bijektiv ist, und die Umkehrabbildung F'~! : N — M ebenfalls
differenzierbar.

(iii) Die Menge Diff(M) = {F : M — M| F ist Diffecomorphismus} bildet mit
Verkettung als bindrer Verkniipfung und der Identitdt als neutralem Element eine
Gruppe, die Diffeomorphismengruppe von M.

Ubungsaufgabe: Die Diffeomorphismengruppe wirkt transitiv auf zusammenhéngen-
den Mannigfaltigkeiten.

- Fiir das Weitere ist es konzeptionell wichtig festzuhalten, dass Kartenabbildungen
¢ : U — ¢o(U) C R" Diffeomorphismen von offenen Teilmengen von M mit offenen
Teilmengen von R™ sind (als eigenstandige Mannigfaltigkeiten aufgefasst).

§ 3 Der Tangentialraum

Unsere Definition von differenzierbaren Funktionen und Abbildungen auf differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten war scheinbar unabhéngig von dem Begriff ihrer Ab-
leitung. Auch haben wir noch gar nicht gesagt, auf welchem Vektorraum eine solche
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

dann lineare Abbildung tiberhaupt operieren soll. In gewisser Weise am natiirlichs-
ten ist es, diese Objekte (mit Leibniz) gleichzeitig auf die Struktur von F(M) und
ihrer Wechselwirkung mit C> (M, N) zuriickzufithren, s. 3.2. Zunéachst verfolgen wir
aber eine etwas praktischere Schiene.

- Die Newtonsche Intuition bei der Einfiihrung der Differentialrechnung ist die Iden-
tifikation der Ableitung einer Funktion f : R — R im Punkt zy € R als die “Steigung
der Tangenten” an den Graphen von f, und die Tangente selbst als “Reservoir von
Infinitesima”, in welchem die Approximation von Funktionen auf lineare Algebra
zuriickzufithren ist. Abstrakt ist dies ein ein-dimensionaler reeller Vektorraum, er
kommt jedoch (1) mit einer (mehr oder weniger) kanonischen Basis (der 1 € R),
und (2) eingebettet in R? via R 3 h +— (z0, f(z0)) +h(1, f'(z0)) € R2. Offensichtlich
héngt diese Tangente (und zwar sowohl ihre Steigung als auch ihr Fusspunkt) von
T ab.

- Die Wiederholung der mehrdimensionalen Verallgemeinerung davon bietet sich
mit dem Satz tiber Umkehrabbildung/implizite Funktionen im Zusammenhang von
differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten des R™ an (s. 1.9): Es sei W C R™ offen
und F : W — R* differenzierbar (k < m). Angenommen, fiir ein 25 € W ist
rang(DF,,) = k. Wir setzen n = m — k und nehmen die Wahl einer Zerlegung R™ =
R"xR"* 5 (z,y) an, beziiglich der die Einschrinkung von DF, auf den zweiten Faktor
invertierbar ist, d.h. fiir die darstellende Matrix beziiglich den Standardkoordinaten

1 1 k
(b .. 2™yt YY), dass

OF7
(o tzow) o o
Rk’

. C . . RF
in p = (x9,y0)) ist invertierbar.
Wir schreiben Fy = F(zp) = S Tangentialraum
F(zg,y0). Dann existiert eine w ] F
Umgebung Uy von ¢ in R, eine s | % -~ 1R
Umgebung V; von gy in R* mit +
Uy x Vo € W, und eine differen- f
zierbare Funktion f : Uy — Vj so, ¢ N
dass zg € Uy R™

F Y F) N (Uy x V) = {(35, f(x)) ‘x € Ug} (3.2)

Zu beachten ist, dass diese lokale Parametrisierung der Niveaufliche von F' durch
f stark von der Wahl der Zerlegung von R™ abhingt—Es lassen sich i.A. viele
verschiedene Kombinationen von Variablen eliminieren. Zerlegen wir dann fiir eine
solche Wahl das Differential DF' = (D, F, D, F') in Blockform, so folgt durch Ableiten
von F(z, f(x)) = F, fur x € Uy:

D,F(x. f(x)) + D,F(z, f(x)) o Df (x) = 0 (3.3)

Hier ist D, F : R" — R* D,F : R*¥ — R” nach (3.1) invertierbar, und Df : R" —
R*. Es gilt daher Df = —(D,F)"'D,F.
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§3. DER TANGENTIALRAUM

- Geometrisch bedeutet (3.3), dass das Bild von R unter ( /) : R" — R"xRF = R™
mit dem “Raum der Richtungen zusammenfillt, in welche F' in erster Ordnung
stationar ist”, d.h.

Ker(DF(z, f(x)) : R™ — R¥) (3.4)

(Genauer gesagt folgt aus (3.3), namlich

idgn
DF o (Dﬂff) =0 (3.5)

zunichst Im () C Ker(DF), und die Gleichheit dann aus Dimensgriinden.), der
aber selbst als Teilraum des R™ unabhdngig von der Parametrisierung ist.

- Obwohl historisch wie intuitiv beispielgebend, und betont unabhéngig von den
Koordinaten (sowie fiir die Stellung von Ubungsaufgaben sehr willkommen), ist die
Identifikation (3.4) als Definition des Tangentialraums von abstrakten Mannigfal-
tigkeiten letztlich nicht brauchbar, da diese i.A nicht als “Untermannigfaltigkeiten
eines R™” geliefert werden. Stattdessen setzen wir fiir unsere erste vollgiiltige De-
finition des Tangentialraums von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten das Prinzip
durch, dass (i) unsere Tangentialraumtheorie lokal und in nattrlicher Weise invari-
ant unter Diffeomorphismen sein soll, und benutzen, dass (ii) jede differenzierbare
Mannigfaltigkeit (per Definition!) lokal diffeomorph zu R™ ist (wie im obigen Fall
durch die lokale Parametrisierung (id, f) : Uy — F~*(Fp) N (Uy x Vp)), und dass wir
(iii) alles tiber Differentialrechung im R™ wissen.

Ubungsaufgabe: Der Tangentialraum an die Grassmann-Mannigfaltigkeit G(k,V
aus 1.9 im k-dimensionalen Unterraum W C V ist in natiirlicher Weise Tyw G(k, V') =
Homg (W, V /W).

- Es sei nun also zunédchst U C R” offen und p € U. Wir definieren den Tangen-
tialraum 7,U von U in p als den U umgebenden Raum R” (als Menge) mit den
Operationen

ctnuy = (@—p)+y—p) +p (3.6)
Ay x =Nz —p)+p '
Va,y € T,U = R", X € R. Hierbei stehen auf der rechten Seite die iiblichen Vektor-
raumoperationen im R”.

- Natiirlich ist T,,U als reeller Vektorraum isomorph zu R" mit den Standardoperatio-
nen via x — v := x —p, und wir benutzen diesen Isomorphismus auch zum Rechnen.
Allerdings hangt diese Identifikation von R™ (als Menge) mit R" (als Vektorraum)
von p € U ab, und die verschiedenen 7,U miissen wohlunterschieden bleiben.

- Eine wichtige Eigenschaft dieser Definition ist die Erfiillung der obigen Forderung
(i) fir offene Mengen im R™:

Tatsachen. Es sei F' : U — F(U) C R™ ein Diffeomorphismus, p € U und = =
p+ov € T,U. Dann ist fir ¢ € R klein genug t -7,y * = p+tv € U und
F(t- — F(0
DF,(z) = tim 210 @) = F05,0)
t—0 t

+ F(p) eR" = TF(p)F(U) , (37)
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Die Abbildung = — DZF,(x) ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Es gilt
D(idy), = idr,y und die Kettenregel, D(G o F), = DGp) o DF,. Dies garan-
tiert, dass die Isomorphismen mit der Verkettung von Abbildungen vertraglich sind.
Ausserdem ist der Isomorphismus lokal in dem Sinne, dass die Einschrankung von F'
auf eine (kleinere) Umgebung von p den gleichen Isomorphismus von Vektorrdumen
in p induziert.

Definition 3.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n
und p € M. Wir definieren den Tangentialraum an M in p beziiglich einer Karte
(U, ) um p als
T,M = T,y (U) (3.8)
——

obige Def.

Bemerkungen. - Die Unterschlagung der Karte in der Notation ist gerechtfertigt
unter Berufung auf den mit einem Kartenwechsel xy o o™t : o(UNV) = x(UNV)
assoziierten vertraglichen kanonischen Isomorphismus

D(X o 90_1)@(p) : T@(p)go(U N V) — Tx(p)X(U N V) (3.9)
sowie die Lokalitdt der Konstruktion.
- Etwas abstrakter bedeutet die Unabhéngigkeit von der Karte die Definition von
T,M als denjenigen Unterraum des direkten Produktes

(Use)

tiber alle Kartenumgebungen von p, welcher mit allen Kartenwechseln (3.9) vertrag-
lich ist, d.h.

THW?={@meaw€ Xi&@W“ﬂ‘WWOIIXXO¢4%@KWWM} (3.11)
(Up)

(Gleichwertig dazu ist der Quotient

) Towme(U)/ ~ (3.12)
)

U,e

nach der durch (3.9) gegebenen Aquivalenzrelation. Im Unterschied zu (3.11) lisst
sich die Vektorraumstruktur hier allerdings erst im Quotienten einfiihren.)

- So oder so liefert die obige Definition ausserdem noch fiir jede Karte von M um
p eine natiirliche Basis von 7, M, nédmlich die Standardbasis (ey,...,e,) von R" =
Tope(U). Man nennt diese Basis Koordinatenbasis von 7,M (zu den Koordinaten
¢ : U — R™). Wir schreiben im Weiteren mit der Einsteinschen Summenkonvention

T,M > v =n1'e, = Zviei e R" (3.13)
i=1
- Sind (w!,...,w™)? die Komponenten von v beziiglich der Basis (f1,..., f,) von
T,M in einer anderen Karte (V, x) um p, so gilt nach den Rechenregeln der Diffe-
rentialrechnung

A(xopt)

2L )’ (3.14)

w! =
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§3. DER TANGENTIALRAUM

(Auf der rechten Seite steht einfach die Jacobi-Matrix von D(x o ¢™!) beziiglich den
Basen (e;) und (f;).)
Wie bereits angedeutet ist es fiir eine “koordinatenfreie” Darstellung der Differen-

tialgeometrie niitzlich, die Definition von 7, M iiber Operationen auf der R-Algebra
F(M) (vgl. 2.3) umzuformulieren.

Definition 3.2. Eine Derivation von F(M) in p ist eine R-lineare Abbildung
d: F(M)—R (3.15)
mit der Eigenschaft, dass Vfi, fo € F(M)

6(f1- f2) = fi(p) - 0(f2) + fa(p) - 6(f1) (3.16)
(Leibniz-Regel).

Im Zuge des Nachweises der Aquivalenz mit T}, M entwickeln wir die Intuition fiir
Derivationen in p als “Ableitungen von Funktionen in von p ausgehende Richtungen”.
Wir halten zunéchst einige ihrer Eigenschaften fest.

Lemma 3.3. (i) Die Menge der Derivationen von F(M) in p ist unter funktionen-
weise Verkniipfung ein reeller Vektorraum, geschrieben Der,(F(M)).

(i7) 6(1) =0

(iii) Ist f € F(M) und existiert eine Umgebung U von p in der fly = 0, so gilt
d(f) =0V0o € Der,(F(M)). (In Verbindung mit (ii) und der R-Linearitit folgt dann
d(f) = 0 bereits aus fly = const. und §(f) = 0(g) falls flv = glu-)

Beweis. (i): Fur 61,92 € Der,(F(M)), A € Rist f — (31 +Ad2)(f) := 61(f) + Ad2(f)
offensichtlich wieder eine Derivation.

(ii): Aus der Leibniz-Regel folgt fiir die konstante Funktion 1(p) = 1 Vp € M:
5(1)=0d6(1-1)=6(1)-14+d(1)-1=26(1). = (1) =0.

(iii): Es existieren By C By C By C By C U zwei konzentrische prikompakte Ko-
ordinatenkugeln um p, und h € F(M) mit h(q) = 0 fiir ¢ € B; und h(q) = 1 fiir
q € M\ By (vgl. Prop. 1.5 und den Beweis von Prop. 2.4 fiir &hnliche Konstruktio-
nen). Wegen By C U und f|y =0gilt h- f = f € F(M). Es folgt

6(f) = 6(h- f) =h(p)o(f) + f(p)d(h) =0 (3.17)

da h(p) = f(p) = 0. O

Theorem 3.4. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare® Mannigfaltigkeit. Fiir
alle p € M gilt Der,(F(M)) = T,M. Insbesondere ist Der,(F(M)) n-dimensional.

Beweis. Wir definieren eine lineare Abbildung d. : T,M — Der,(F(M)) iber die
Koordinatenbasis (ey, ..., e,) zu einer Karte (U, ) um p und zeigen zunachst in
dieser Darstellung, dass sie ein Isomorphismus ist. Anschliessend priifen wir die

3Mit den hiesigen Definitionen existiert dieser Isomorphismus nur in der Kategorie der C>°-
Strukturen. Siehe unten fiir weitere Bemerkungen.
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Vertréglichkeit mit den Kartenwechseln. Da wir schon jetzt wissen, dass die Ein-
schrankung von ¢ auf kleinere Umgebungen die Basis von 7,,M unverandert lasst,
kénnen wir oBdA annehmen, dass (U, ¢) eine Koordinatenkugel ist, d.h. insbeson-
dere, dass (U) konvex ist. Wir schreiben x, = (z, ..., z}) fir die Koordinaten von
o(p) € o(U) C R* 3 (24,...,2") und fiir f € F(M) £ fiir die differenzierbare
Funktion fo@™!:o(U) — R.

- Aus der punktweise Definition der Multiplikation in F(M) und der gew6hnlichen
Produktregel folgt, dass fiir © = 1,...,n die Abbildung

5o, : F(M) — R
9 ) (3.18)
Oc,(f) = % Tp

eine Derivation von F(M) in p ist. Wir behaupten, dass die lineare Abbildung ¢. :
T,M — Der,(F(M)), &, := v'4,, fiir v =1v'e; ein Isomorphismus von Vektorrdumen
ist.
Bew.: Zum Nachweis der Bijektivitdt seien X7 € F(M) Funktionen mit X7(q) =
¢/ (q) fiir ¢ in einer Umgebung von p (auch wieder tiber geeignete Hutfunktionen
konstruiert). Aus (¢7)?(z) = ¢/ (p 1 (x)) = 27 folgt fir v =v'e; € T,M
J

5y (X7) = vi%(xp) =’ (3.19)
Insbesondere gilt 6, =0 = v = 0.
- Ist umgekehrt § € Der,(F(M)), so setzen wir v* := §(X*) und behaupten, dass
v, = 6, = 0: Ist f € F(M)) so folgt aus dem gewohnlichen Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung, angewendet auf f) fiir x € o(U)

1
d
FO@) = Do) = [t 39z, + 1o~ )
—— ————
° €¢(U) wegen der Konvexitit von o(U)

G (3.20)

(Kettenregel) = (2" — x;)/o dt o (xp +t(x — zp))

N J/

=2R,ELP)(I)

wobei nach den Satzen tiber Vertauschung von Integral und Ableitung R&") auf (U)
unendlich oft differenzierbar ist mit

(¢)
R ) = () = 0., 3:21)

Mit ¢ und geeigneten Hutfunktionen nach M zuriicktransportiert folgt daraus die
Existenz von Funktionen R; € F(M) mit R;(p) = d.,(f) derart, dass

f=fp)+ (X' —2))R, (3.22)
Mit 3.3, R-Linearitat und Leibniz-Regel folgt
0(f) = 3(f(p)) +(3(X") = d(x)) Ri(p) +(X"(p) — 2;,))0(Ry)
—_— Y~ ~~ T —.——
=0 =vi =0  =dc,(f) =0 (3.23)
= Uiéei(f) = 6v(f)
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- Ist endlich (V, x) eine weitere Karte um p, mit lokalen Koordinatenfunktionen Y7 &
F(M) (d.h. Y7 = x7 in einer Umgebung von p) so gilt fiir die Komponenten (w?)
von 0 beziiglich der zugehorigen Koordinatenbasis von 7, M nach dieser Rechnung:

) . ) ) ) —1)J

wi = §(Y7) = vi6, (Y7) = vza(x(f;—?)@p) (3.24)

xZ

d.h. (3.14). [

Bemerkungen. - Wir schreiben nach dieser Rechnung auch
0
0, = — = 0 2
€i ort 0 (3 5)

fir die Koordinatenbasis von T, M.

- Eine wichtige Quelle von Tangentialvektoren sind Kurven durch p, das sind diffe-
renzierbare Abbildungen v : I — M, wobei 0 € I C R ein offenes Intervall ist, mit
7(0) = p. Der “Tangentialvektor zu v(I) in p” ist dann die Derivation

50 = 2| 1) (3.26)

(Denn nach der Kettenregel ist fiir f € F(M) fo~v: I — R differenzierbar im Sinne
der Analysis.)

- Man prift leicht in lokalen Koordinaten, dass jeder Tangentiavektor zu M in
p sich auf diese Weise darstellen lasst, im Allgemeinen aber nicht auf eindeutige
Weise. Offensichtlich kann man statt 0 € I auch andere Punkte auszeichnen, d.h.
'y(t) S T7(t)M vVt e I.

- Trotz der klassisch-geometrischen Intuition sind Kurven fiir eine unabhéangige De-
finition des Tangentialraums nur schwer brauchbar: Die Aquivalenzrelationen sind
recht undurchsichtig, und auch die Vektorraumstruktur lasst sich praktisch nicht
ohne Hilfe von Koordinaten definieren.

- Ein Nachteil der Definition von 7,M als Derivationen von F(M) (neben der nur
scheinbaren Unabhéngigkeit von Koordinaten) sind die Schwierigkeiten bei der An-
passung an andere Differenzierbarkeitsklassen.

- Beispielsweise stehen wie bereits bemerkt in der analytischen Kategorie i.A. weit
weniger globale Funktionen zur Verfiigung (vgl. etwa Satz von Liouville in der Funk-
tionentheorie). Es fehlen nicht nur die fiir die Beweise benétigten Hutfunktionen,
sondern es lassen sich i.A. nicht einmal alle Tangentialvektoren durch Funktionen
in F(M) nachweisen. Einen alternativen Zugang, der auch hier offen bleibt, erhalt
man durch Ubergang zu sogenannten Funktionenkeimen in p € M. Das sind Aqui-
valenzklassen von Paaren (f,U) mit U > p offen und f € F(U) unter der Relation

(fl, Ul) ~ (fz, UQ) AW Cc U NU, pe W und f1|W = f2|W (327)

- Mit lokal definierten algebraischen Operationen: [(f1,U)] + [(f2, U2)] == [(f1 +
fa, Uy NUy)] ete.) wird der Raum F,(M) > [f] zu einer R-Algebra. Die Auswertung
in p ist die wohldefinierte lineare Abbildung [f] — [f], := f(p). Eine Derivation von
F,(M) ist eine R-lineare Abbildung d, : F,(M) — R mit 6([f1]-[f2]) = [f1], 0([f2]) +
FARIITAN)
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- Man zeigt dann unschwer, dass
Der(F,(M)) = T,M (3.28)

wobei auf der rechten Seite weiter die Definition 3.1 steht: Der Isomorphismus in
(3.18) hangt nur vom Verhalten der Funktionen in Umgebungen von p ab, und gilt
daher lokal in der analytischen wie auch der C*°-Kategorie.

- Interessant ist noch der a priori Nachweis, dass in der C*°-Kategorie Der,(F(M)) =
Der(F,(M)). In diesem Fall ldsst sich namlich jeder Keim [f] € F,(M) mittels
einer geeigneten Hutfunktion A € F(M) durch hf nach ganz M fortsetzen, d.h. die
Abbildung F(M) > f — [f] € Fp(M) ist surjektiv. Fiir 6, € Der(F,(M)) ist dann
die Erklarung F(M) > f — 6(f) := 0,([f]) eine Derivation von F(M) in p, und
(f) =0Vf e F(M) = 6,(f]) =0V|[f] € Fp(M), d.h. §, — ¢ ist injektiv. Ist
umgekehrt § € Der,(F(M)) so ist F,(M) > [f] = 0,([f]) := 6(f) wie im Beweis
von 3.3 unabhéngig von der Fortsetzung von einem Représentanten (f,U) von [f]
nach M. Daher ist 6 — 9, wohldefiniert und ein Isomorphismus.

- Fiir eine weitere algebraische Umformulierung betrachten wir fiir p € M das ma-
ximale Ideal von F(M),

m, = {f € F(M)| f(p) =0} (3.29)
und schreiben fiir eine Derivation 0 € Der,(F(M)) As(f) := d(f) fir ihre Einschrén-
kung als R-lineare Abbildung auf m,,. (Vgl. 3.3 (ii).) Aus der Leibniz-Regel folgt fiir
f,gem,

As(fg) =0 (3.30)
d.h. As|m,)2 = 0, m.a.W.: \s ist wohldefiniert auf Klassen (f) € m,/(m,)?, d.h. eine
lineare Abbildung in (m,/ (mp)Q)v := Homg(m,/(m,)% R).
Beh.: Die Abbildung . : Der,(F(M)) — (mp/(mp)z)v, d — s ist ein Isomorphis-
mus von Vektorraumen.

Bew.: Die Linearitat von . ist offensichtlich, es bleibt also zu zeigen, dass sie bijektiv
ist. Dazu setzen wir fiir A € (m,/(m,)?)" und f € F(M):

Bild in m,/(m,)?
—_———
oA(f) = A{f = f(p)) (3.31)

emy,

und zeigen, dass dies eine Derivation in p ist:

A ) =
= A({(fg— f(p)g(p))) — F(P)A{g — 9(»))) — g@)IA{f — f(p)))
=A({(fg— fp)g—9)f+ f(p)g(p))) (3:32)
=AM{(f = f)(g = 9))) '
€(myp)?2
=0
Man zeigt leicht, dass A\. = (5.)7'. O
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- Wegen ihrer lokalen Natur bleiben diese Uberlegungen auch nach Ersetzen von
F(M) durch F,(M) und damit fiir analytische Strukturen giiltig.

- Geht man andererseits zu den gréberen CF-Strukuren mit 1 < k < oo iiber, so gilt
zwar nach wie vor der algebraische Isomorphismus Der,(C*(M)) = (m,(gk) / (mék))Q)v.
Beim Versuch, den Beweis von 3.4 anzupassen, d.h. dem Vergleich mit unserem
geometrisch-analytischen Tangentialraum, trifft man aber auf die Schwierigkeit, dass
die Funktionen Rz@) in (3.20) im Allgemeinen an Differenzierbarkeit verloren haben.
Tatséchlich ist in diesem Fall der algebraisch definierte Tangentialraum auch nicht
mehr endlich-dimensional: Beispielsweise erfiillen fir M = R, p = 0 die Funktionen
fa(z) == 2% fir k < o < k+ 1 zwar f, € C*(R) sowie -Lf,(0) = 0, sie sind aber
in m(()k) / (mék))2 linear unabhdngig. Die geometrische Derivation - +—o Sbannt also
nicht den gesamten algebraischen Tangentialraum auf.* Eine mogliche Abhilfe ist
hier das Ersetzen von (m,)? durch die “in p stationiren Keime”,

WD (o)) =0

Vi, fir eine (oder aquwalent} (3.33)

5, = {f cm, alle) Karten (U, ¢) um p

d.h. es gilt in allen Differenzierbarkeitsklassen
\%
T,M = (m,/s,) (3.34)

- Ist (U, p) eine Karte von M um p, so geben die Klassen der Koordinatenfunktion
z' € F(U) (bzw. lokal dquivalenter X* € F(F) eine Basis von m, /s, = (T,M)", dem
Kotangentialraum von M in p. Wir schreiben dz’ := (z') fiir diese Basis. Offenbar
gilt
0 i i

@(da: ) =0; (3.35)
d.h. die (dz') sind die zu (9;) aus (3.25) duale Basis.
Fazit: Jede der obigen Definitionen (tiber Karten, Kurven, oder Derivationen) hat
ihre Vor- und Nachteile und es ist sinnvoll, sich mit allen dreien vertraut zu machen.
Es sei auch noch bemerkt, dass man selbst fiir topologische Mannigfaltigkeiten einen
verniinftigen Ersatz fiir den Tangentialraum (genauer gesagt, das Tangentialbiindel)
finden kann.?

Beispiel 3.5. - Fiir einen endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V' sowie dessen
offene Teilmenge als Mannigfaltigkeiten gilt per Definition in kanonischer Weise
T,V =VVpeV.

- Fiir Produktmannigfaltigkeiten gilt:

Ty o) (M1 x My) =T}, My & T}, My (3.36)

- Die Beschreibung (3.4) des Tangentialraums an Untermannigfaltigkeiten des R™
als Unterraum des R™ wird im néchsten § in den allgemeinen Kontext gestellt, s.
4.14

- Fiir Quotientenriume siche Ubungen.

4s. L. E. Taylor, “The tangent space to a C*-manifold,” Bull. Am. Math. Soc. 79, 746 (1973)
5s. R. Lashof, “The tangent bundle of a topological manifold,” Am. Math. Monthly, 79 1090
(1972)
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§4 Abbildungen von konstantem Rang

Wir sind nun in der Lage, die Verallgemeinerung der Vektoranalysis auf differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten in Angriff zu nehmen. Wir beschranken uns hierbei auf C*°-
Strukturen, und unterdriicken den Isomorphismus 3.4 in der Notation. “v € T,M”
bedeutet also “v ist eine Derivation in p”, und umgekehrt definieren wir Tangential-
vektoren iiber ihre Auswertung v(f) € R auf alle f € F(M).

Differential einer Abbildung

Definition 4.1. Das Differential einer differenziebaren Abbildung F' : M — N
zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (der Dimension n,m) in p € M ist
definiert als lineare Abbildung DF), : T,M — T N iiber die Formel

DF,(v)(g) == v(F"(g)) = v(go F) (4.1)

Vv € T,M, g € F(N). (Man priift leicht, dass DFy,(v) € Derpg)(F(N)) und dass
die Zuordnung v — DF,(v) linear in v ist.)

“Ist ¢ : U — R* 3 (z',...,2") eine Karte von M um p und y : V — R™ >
(y',...,y™) eine Karte von N um F(p), so ist die darstellende Matrix von DF,
beziiglich den zugehorigen Koordinatenbasen (ey, ..., e,) von T,M und (f1,..., fm)
von T'p(,) N die Jacobi-Matrix der Koordinatendarstellung von F'. In Zeichen

prye) = LT (i, (42)

Bew.: : Wir benutzen die Beschreibung des Isomorphismuses aus dem Beweis von
3.4: Sind Y7 € F(N) lokal gleich den Koordinatenfunktionen x/ um ¢ = F(p), so
gilt fiir die Komponenten eines Vektoren w = w’ f; € T,N: w’ = w(Y”). Auswerten
fir w = DF,(e;) gibt dann sofort (4.2):

DE(e)(v) = ei(F*(v3)) = 0L () (43)

- Fir die Standard-Beispiele von Mannigfaltigkeiten und differenzierbaren Abbil-
dungen gilt mit Verweis auf 1.9, 2.6 und 3.5:

Lemma 4.2. - D(const.) =0

: D(ldM)p - idTpM

- Fir A € Homg(V, W) ist DA = A.

- D(G o F), = DG o DF, (Kettenregel)

- Fir F=F, x Fy: M — Ny x Ny gilt (vgl. (3.36))

DFP = (DFl)p@<DF2)p : TpM — T(F1(p),F2(p))<N1 XNQ) = TFl(p)Nl @TFQ(p)NQ (44)

(Denke: Spaltenblockmatrizen)
- Ist “umgekehrt” F' : My x My — N, und setzen wir fir jeweils feste p; € M;

F(m)M2 — N, F(pl)(pg) = F(p1,p2)

(4.5)
FOOM, 5N, FO(p,) = F(pr,po)
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so (sind F®) : My_; — N differenzierbar) und es gilt

DFpy pp) = (DF®) 4 (DF®V) Ty My @ Ty, My = Trpy po) N (4.6)
(Denke: Partielle Ableitungen, Zeilenblockmatrizen)

Beweis. Nachrechnen in lokalen Koordinaten. ]

- Tautologisch féllt das Differential einer differenzierbaren Funktion f € F(M), Df, :
T,M — T»R = R mit ihrem in (3.32) definierten Bild (f — f(p)) € m,/(m,)* =
(T,M)* zusammen. Wir schreiben

(Df)p(v) = df (v) = v(f) (4.7)

- Definieren wir nun fiir eine differenzierbare Abbildung F': M — N den Rang von
F in p € M als den Rang der linearen Abbildung DF, € Homg(T,M, Tr)N), so
gilt (rang,(F') < min{n,m}) sowie

Lemma 4.3. Die Abbildung M — Ny, p + rang,(F) ist unterhalbstetig, d.h. Vp €
M 3 Umgebung U > p s.d.

rang, (F) > rang,(F) VqeU (4.8)
(Der Rang springt bei Anndherung an p hochstens runter, aber nie hoch.)
Beweis. In lokalen Koordinaten (wir schreiben jetzt hiufiger 3’ statt x7 etc.) ist
J nicht-singulédre s x s
r = rang,(F) = max{& Untermatrix von <§i (gp(p))) o } (4.9)
i=1

......

OBdA sei 4
act (o) .y, #0 (410)

-----

=1,...,r

Wegen der Stetigkeit der Ableitungen und der Determinante existiert dann eine
Umgebung U von p in M s.d.

oy’
e (Sp(q»)if;%::::i 70 et (4-11)
Es folgt rang,(F) > r = rang,(F) Vg € U. -

Der “kritische Ort” von F' : M — N sind diejenigen Punkte in M, in denen
rang (F) (herunter) springt, und spielt eine Hauptrolle in der Differentialtopolo-
gie und der Singularitdtentheorie. Wir beschréinken uns darauf, Abbildungen von
konstantem Rang in eine “Normalform” zu bringen.
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Lokale Standardform

Wie oben bereits bemerkt folgt mit n = dim M, m = dim /N aus elementarer linearer
Algebra, dass rang, I’ < min(n, m)

Definition 4.4. F': M — N heisst Submersion in p falls rang, F' = m < n, und
Immersion in p, falls rang, F' =n < m, m.a.W.:

F Submersion in p <= DF, : T,M — Ty N ist surjektiv (4.12)
F Immersion in p <= DF, : T,M — Trq,)N ist injektiv '
- Wegen der Unterhalbstetigkeit (und der Tatsache, dass der Rang wegen seiner
Maximalitat bei Entfernung von p nicht hochspringen kann) ist F' dann eine Sub-
mersion/Immersion in einer ganzen Umgebung von p. Nicht selten interessiert man
sich fiir (globale) Submersionen /Tmmersionen, fiir die die Rangbedingungen auf ganz
M gelten.

- Wir wollen zeigen, in welchem Sinne Submersionen lokale Fortsetzungen von sur-
jektiven, Immersionen von injektiven linearen Abbildungen von Vektorrdumen sind.
- Dazu wiederholen wir etwas allgemeiner, dass jede lineare Abbildung A €
Hompg (V, W) mit (dim V,dim W < oo und) rang(A) = r einen Isomorphismus

V/KerA—ImA (4.13)

induziert, und dass in geeigneten linearen Koordinaten auf V und W A die “kano-

nische” Form
(1 O
A= ( 0 0) (4.14)

hat. Dann ist naturlich:

Theorem 4.5. Sei FF : M — N eine differenzierbare Abbildung. Angenommen,
rang. F' ist konstant = r auf M oder einer offenen Teilmenge davon. Dann gilt Vp
in dieser offenen Teilmenge: 3 Koordinaten (U, ) um p und (V,x) um F(p) s.d. die
Koordinatendarstellung von F die Form

1 —1 1 1
(y'y...,y")=xoFop (x,...;2")=(z,...,2",0,...,0) (4.15)
hat.
lok. Bild einer lok. Bild einer
(xH'l, T I\: Submersion Immersi(in (y'r+17 Y™
\
<. \
\ ~Y \\
A = ~
— — —
(z*,...,2") (xh,...,2") (W' ..y") (' y")
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§4. ABBILDUNGEN VON KONSTANTEM RANG

Beweis. Es gentigt, den Beweis fiir offene Mengen von R™ und R™ zu fithren, m.a.W.
eine (beliebige) lokale Koordinatendarstellung F = Yo Fog ! durch Davor- und
-hinterschalten von lokalen Diffeomorphismen ', ¥’ des R™ bzw. R™ auf die be-
hauptete Form zu bringen: x' o Foy' ™' = (X'ox)oFo(pt ocp/_l) ist ja dann nichts
anderes als die Koordinatendarstellung von F' bzgl. ¢ = ¢’ o @ und x = x’ o ¥ (mit
unterdriickten Kartengebieten).

- Wir nehmen also an, dass F' : U — R™ differenzierbar von konstantem Rang ist,
oBdA mit p=0€ U C R", F(p) = 0 € R™ und notfalls durch Verkleinern von U,
dass A
oF?
ox’
1. Schritt: Die Idee zur Konstruktion von ¢ ist es, die um p lokal unabhéingigen
(F',...,F") als Teil der Koordinaten zu benutzen. (Vgl. den Beweis von (4.14) aus
der Linearen Algebra.) Wir zerlegen

det( (p)> £0 (4.16)

ij=1,..r

(z',...,2") =z und (2", ... 2") =12y

417
(F',...,F")=Fund (F"*,...,F™) = F, (4.17)

(Achtung: || und L dienen nur dazu das Auge zu fithren, und beziehen sich nicht auf
innere Produkte) und setzen in einer Umgebung von p =0 € R" = Rﬁ x R

p(z),x1) = (F(z),zL),z1) € Rj x R} (4.18)

Deren Ableitung hat die Block-Gestalt (bzgl. den Standardkoordinaten von R™ und
R™ als Tangentialriume an Produktmannigfaltigkeiten)

_ (D)Fj D, Fj
DSO( 0 id(nfr‘)x(nfr) (419)

Da nach Voraussetzung (4.16) Dy F in (0,0) nicht singulér ist, ist D¢ dort inver-
tierbar. Nach dem Satz tiber die Umkehrabbildung existiert daher eine Umgebung
von 0 s.d. ¢ ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist. Bezeichnen wir das Argument
von ¢~ mit (Z),x1), so gilt nach Konstruktion Fjjo ¢~} (Z,z,) = .

- Die Ableitung der Abbildung

Foo ' (&y,21) = (T, FLop (&), 21)) (4.20)
— —
=F =F

hat dann die Blockgestalt

—1y idrér 0~
D(Fop )= (D~FL DLFL> (4.21)

Da ¢! ein Diffeomorphismus ist, ist der Rang von F (konstant) gleich r in der

Umgebung von 0. Daher ist D/ F, =0,dhVi=r+1,....n und j=r+1,....,m
sind die partiellen Ableitungen

OFI

i 0 in einer Umgebung von 0 (4.22)
.IZ
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Eine Standard-Anwendung des Schrankensatzes impliziert, dass £, in einer (zusam-
menhéngenden, beispielsweise wiirfelférmigen) Umgebung von (0, 0) unabhéngig von
x| ist. M.a.W. 3 3

Fi(Z),x1) = Fu(3),0) = f(3) (4.23)

mit einer differenzierbaren Funktion f in einer geeigneten Umgebung von 0.
2. Schritt: Im jetzigen Stadium hat unsere Abbildung F' beziiglich den Koordinaten

yi,y.) von R™ =R} x RT™" die Gestalt
I [ L

(o) = F(@y,20) = (3, £(3))) (4.24)
X | yl
f@y)
z| | Yl
- Wir setzen dann
X y) = Yy — fy)) (4.25)
Dies ist offensichtlich ein Diffeomorphismus (wo definiert) und
XOF(I‘) :XOFOQO_I(i’H,J?J_) = (i’H,O) (4.26)
ist von der behaupteten Gestalt. O]

Korollar 4.6 (Umkehrabbildung). Sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung
und p € M so, dass DF,, : T,M — Tpy) N ein linearer Isomorphismus ist. (Not-
wendigerweise ist dann dim M = dim N.) Dann ist F' ein lokaler Diffeomorphismus,
d.h. 3 Umgebungen U > p und V 3 F(p), s.d. Fly : U — V ein Diffeomorphismus
181.

Immersionen vs. Einbettungen

Der Satz 4.5 gibt als Verallgemeinerung von (4.14) Auskunft tiber die lokale Form
von differenzierbaren Abbildungen auf offenen Mengen, auf denen der Rang konstant
ist. Eine fiir die Differentialgeometrie wesentliche Neuerung zur linearen Algebra sind
dann (notwendig sprunghafte) Anderungen des Rangs, die eine Fiille von lokalen
Formen annehmen koénnen, wir aber hier nicht weiter diskutieren wollen.

- Weitere Neuerungen, auf die wir wenigstens kurz eingehen wollen, ergeben sich aus
dem Zusammenspiel mit der (globalen) Topologie.

Definition 4.7. Eine differenzierbare Abbildung F' : M — N heisst (differenzier-
bare) Einbettung, falls F

(i) eine Immersion, d.h. rang DF,, = dim M < dim N Vp € M, und

(ii) eine topologische Einbettung ist, d.h. F' ist ein Homéomorphismus auf ihr Bild
F(M) C N, ausgeriistet mit der Relativtopologie.

Differentialgeometrie 1 30 7/23/2017 19:27



§4. ABBILDUNGEN VON KONSTANTEM RANG

- Die Bedingung (ii) kann fiir globale Im-
mersionen verletzt sein, welche nicht injektiv
sind, wie beispielsweise sich selbst schneiden-
de Kurven v : R — R? mit 4(¢) # 0 Vt.

Y

- Umgekehrt gibt es natiirlich auch differen-

zierbare Abbildungen, welche injektiv und
sogar topologische Einbettungen, aber keine
T Immersionen sind. Beispiel:

- Ein weiteres typisches Beispiel sind “un-
eigentliche” Abbildungen (eine Abbildung
heisst eigentlich, wenn das Urbild von kom-
pakten Mengen kompakt ist), wie etwa

v (—m,7) = R?

v(t) = (sin(2t),sint) (4.28)

Dies ist eine injektive Immersion, kann aber
keine topologische Einbettung sein, da das
Bild in der Relativtopologie kompakt ist.

vt (82 10) (4.27)

- Fiir das letzte Beispiel sei @ € R\ Q und

y:R—=T?:=8"x S'~2R?/(Z D7)
V() = (t+Z,0t + 7Z)
Dies ist wieder eine injektive Immersion, aber kein
Homd6omorphismus auf das Bild: Beispielsweise hat
die Folge v(n) = ((O + Z,an + Z))neN eine gegen

(04+Z,0+7Z) € T? (Quotiententopologie) konvergente

(4.29)

Teilfolge, deren Urbildfolge aber nicht konvergiert.

Das Prifen der Einbettungseigenschaft hdangt i.A. von den Details von F' ab. Im
Unterschied dazu gibt es bei Submersionen Kriterien, welche nur von den globalen
Eigenschaften von M und N abhingen. Beispielsweise gilt (Ubungsaufgabe): Ist
F : M — N eine Submersion, M kompakt und N zusammenhéngend, so ist F

bereits surjektiv.

Schnitte

Definition 4.8. Es seien X, Y topologische Rdume, und 7 : X — Y eine stetige
Abbildung. Ein Schnitt von 7 ist eine stetige Abbildung ¢ : Y — X s.d. moo =
idy. Ein lokaler Schnitt ist eine offene Menge V' C Y und eine stetige Abbildung

o:V — X mit moo =idy.
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Proposition 4.9. Eine differenzierbare Abbildung ©: M — N ist eine Submersion
genau dann, wenn jeder Punkt p € M im Bild eines lokalen Schnitts von m liegt.

Beweis. “=": Folgt aus dem Theorem 4.5: Sind (U, ¢) und (V, x) Karten mit p(p) =
0, x(m(p)) = 0und yomop tzl,... 2") = (2 ™) so erfillt o : V — X,
a(q) :== o (X' (q), ..., x™(q),0,...,0) die Bedmgungen. 0( p)) =pund roo(q) =
qVqeV.

‘<" Ist 0 : V — X ein lokaler Schnitt mit p € (V') so folgt aus mo o = idy durch
Ableiten: Dy, 0 Doy = idr, v (Kettenregel). Dies geht nur, wenn D, surjektiv
ist, d.h. 7 ist eine Submersion. ]

Untermannigfaltigkeiten

Allgemein zu reden sollten Unterobjekte Bilder von injektiven Abbildungen sein,
welche mit allen vorhanden Strukturen in der gegebenen Kategorie vertraglich sind.
Bei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gibt es dabei mehrere leicht verschiede-
ne Moglichkeiten zum Umgang mit der globalen topologischen Struktur. In dem
Zugang iiber “lokal euklidische Rdume mit differenzierbaren Kartenwechseln” sind
Untermannigfaltigkeiten “lokal euklidische Unterrdume”. Dazu zdhlen in natiirlicher
Weise nicht nur lineare Unterrdume R! C R", sondern auch deren Translate um
konstante Vektoren.

Definition 4.10. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Eine Teilmenge L C M heisst (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit (der Di-
mension [ < n) falls gilt: Vp € L 3 Karte (U, ¢) von M um p und ein euklidischer
Unterraum R}, € R" s.d.

o(UNL)=pU)NRL (4.30)
M.a.W. 3(dH ... ") e R sd.

UﬂL:{qeU|g0j(q):chj:l+1,...,n} (4.31)
- Fur M = R" finden wir die R™
Definition einer Unterman- ®»
/_\

nigfaltigkeit des R™ wieder.
Allgemeiner gilt:

Ry

Proposition 4.11. Es sei L C M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann
existiert eine eindeutige Topologie und differenzierbare Struktur auf L, mit welcher
die Inklusion i : L — M eine differenzierbare Einbettung ist.

Beweis. - Die einzige Topologie auf L, die L — M zu einer topologischen Einbet-
tung macht, ist die Relativtopologie. Diese ist klarerweise Hausdorffsch und zweit-

abzahlbar.
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- Die Definition 4.10 liefert eine Uberdeckung von L durch (relativ) offene Menge
U N L zusammen mit Abbildungen ¢|ynr : UN L — ¢(U) NRL; welche Homéomor-
phismen auf ihr Bild (aufgefasst als offene Teilmenge von R') sind. Daher ist L lokal
euklidisch, also eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension I.

- Um zu zeigen, dass {(U N L, ¢|ynr) der obigen Form} ein differenzierbarer Atlas
auf L ist, geniigt es jetzt, die Differenzierbarkeit der Kartenwechsel zu untersuchen:
Sind (UNL, ¢lunz) un (VNL, x|var) zwei solche Karten (sagen wir mit nicht-leerem
Durchschnitt), so ist

Xlvar o (lunn) Hewavar :@(UNVNL) = x(UNVNL)
I I (4.32)

o(UNV)NRL, = x(UNV)NR:, C R”

die Einschrénkung eines Diffeomorphismusses auf einen euklidischen Unterraum,
daher differenzierbar und von vollem Rang. (Der differenzierbare Atlas definiert
dann wie tiblich eine differenzierbare Struktur durch Vervollstiandigen des Atlasses.
Zur Frage, ob alle Karten von L durch Einschrankung von Karten von M kommen
Jwir nennen solche Karten Schnittkarten(, s. 4.12.)

- Um jetzt zu zeigen, dass i : L — M eine differenzierbare Einbettung ist, miissen
wir nur noch priifen, dass ¢ eine Immersion ist. Wir tun dies fiir p € L beziiglich einer
Schnittkarte (U N L, ¢|ynz) von L um p wie in der Definition, und der zugehorigen
Karte (U, ¢) von M um i(p) = p. Die Darstellung von ¢ beztiglich dieser Karten ist

poio(plun)™ = o yap te(UNL)=U)NRy = (U)  (4.33)
—_———

:idga(U)ﬂ]RlU

nichts anderes als die lokale Darstellung der Inklusion R}, < R", welche klarerweise
differenzierbar und von maximalem Rang ([) ist. ¢ ist also eine Einbettung.

- Zum Nachweis der Eindeutigkeit zeigen wir, dass jede Karte (W, 1) von L aus einer
(a priori anderen) differenzierbaren Struktur, die die Inklusion zu einer differenzier-
baren Einbettung (auch hier geniigt wieder: Immersion) macht, mit allen unseren
Schnittkarten (U N L, p|ynr) vertraglich ist. Ist U N # @, so ist

OlonLo ™ p(UNLNAW) = UNLAW) CR”
I (4.34)
potp !l =poioy!

die Koordinatendarstellung der Inklusion i : L < M beziglich der Karten (W, )
von L (aus der a priori anderen differenzierbaren Struktur) und (U, ¢) von M. Diese
ist nach Voraussetzung differenzierbar von maximalem Rang, und (da bereits ein
Homoomorphismus) auch ein Diffeomorphismus von R > p(UNLNW) — (U N
LNW), so dass (W,1) mit unserem Atlas vertréglich ist. O

Lemma 4.12. Sei (W,1)) eine Karte von L um p € L (aus der obigen differenzier-
baren Struktur). Dann ezistiert eine Karte (V,x) von M um p mit VN L C W,
xVNL) = x(V)NRL, (mit R, = R x {0} C R™ beziglich einer Zerlegung
R" = R x R"™) und x|, = ¥|wrvar x {0}.
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Beweis. Sei (U, ) eine Karte von M um
p mit (U N L) = p(U) NRE wie in Def.
4.10. Wir nehmen oBdA an, dass R}, =
R! x {0} C R" beziiglich einer Zerlegung
R"” = R! x R"!. Es existiert dann eine
Umgebung X von ¢(p) in o(UNW)NR! C
R! und eine Umgebung X, von 0 € R*
s.d. X x X C ¢(U). (Dies folgt aus den
Eigenschaften der Produkttopologie.) Wir
schreiben entsprechend dieser Zerlegung

v = (p),1)-
- Setze V = ¢~ 1(X| x X ). Dies ist offen-

bar offen in M und p € VN L C W. Die
Abbildung o := 1 o (¢|unr) " x, {0} ist
die Einschrankung des Koordinatenwech-
sels von (UNL, ¢|ynr) nach (W, 1) (beides
Karten von L), und daher ein Diffeomor-
phismus X — (VN L) C R.

- Es sei dann x := (o,idx, ) o (¢, 1) : V = (VN L) x X,. Dies ist eine differen-
zierbare Karte von M um p, denn x oo~ ! = (0,idx, ) ist ein Diffeomorphismus. Die
Bedingung x|vnz = (0,1d) o (¢}, 0) = vz x {0} ist klar. O

Eine niitzliche Quelle von Untermannigfaltigkeiten sind Niveaumengen von Ab-
bildungen von konstantem Rang.

Proposition 4.13. Ist F : M — N eine differenzierbare Abbildung von konstan-
tem Rang r, dann gilt: Yc € N ist F~'(c) eine Untermannigfaltigkeit von M der
Kodimension r (d.h. dim(F~!(c)) = dim(M) — 7).

Beweis. Mit Theorem 4.5. ]

Wir schliessen mit einer fiir das Verstédndnis der geometrischen Zusammenhénge
zentralen Beobachtung.

Fakten 4.14. - Ist L. C M eine Untermannigfaltigkeit, dann haben wir fiir jedes
p € L zwei Vektorrdume definiert: Den Tangentialraum 7,L an L in p, und den
Tangentialraum 7,M an M in p. Dabei ist der erste durch das Differential der
Inklusion ¢ : L < M in kanonischer Weise ein Unterraum des zweiten.

- Der Quotient N, L := T,M /T,L heisst Normalenraum von L in M. Dieser ist i.A.
nicht in kanonischer Weise ein Unterraum von 7}, M!

- Ist L = F~!(c) eine reguliare Niveaumenge (Prop. 4.13), so gilt

T,L = Ker DF, C T,M (4.35)

als linearer Unterraum der Kodimension r.
- Man veranschauliche sich dies am Beispiel von Untermannigfaltigkeiten des R™.
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Mit unserer Definition 4.10 ist eine Untermannigfaltigkeit gerade das Bild ei-
ner differenzierbaren Einbettung. Ein schwéacherer Begriff ist der einer immergierten
Untermannigfaltigkeit als Bild einer injektiven Immersion, welche nicht notwendig
eine topologische Einbettung ist. Die intrinsische Topologie ist also i.A. feiner als die
Relativtopologie, siehe die Beispiele auf S. 31, und fiir fixiertes Bild nicht notwen-
dig eindeutig (s. Ubungen). Spezielle immergierte Untermannigfaltigkeiten treten in
natiirlicher Weise in der Theorie der Lie-Gruppen auf.

§ 5 Vektorfelder und Fliisse

In der Vektoranalysis versteht man unter einem differenzierbaren Vektorfeld auf
einer offenen Menge U C R™ einfach eine differenzierbare Abbildung X : U —
R"™ (in der Physik treten im Bildbereich auch schon einmal R” fir r # n auf).
Ein typische Anwendung sind (autonome) gewohnliche Differentialgleichungen. Die
Bedingung #(t) = X (z(t)) (zusammen mit geeigneten Anfangswerten) auf Kurven
x : R — U zeigt, dass wir vom geometrischen Standpunkt aus den Wertebereich von
X fir jedes x als den Tangentialraum von U in z aufzufassen haben, und macht uns
klare Vorgaben fiir die Verallgemeinerung auf Mannigfaltigkeiten. Wir schon bei
Funktionen fithren wir zunédchst den Differenzierbarkeitsbegriff ein, interpretieren
Vektorfelder als Erzeuger von Diffeomorphismen, und beschaftigen uns spéter mit
den eigentlichen Ableitungen.

Wir beginnen fiir diesen Zweck mit der Definition des Tangentialbiindels als
differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir betrachten fiir eine n-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit M die disjunkte Vereinigung

TM = ) T,M = {(p,v)|p € M,v € T,M} (5.1)

peEM

aller Tangentialraume in Punkten von M. Man beachte, dass trotz der suggestiven
Notation (p,v) € T'M dies nicht als kartesisches Produkt (von M mit irgendeinem
“festen” n-dimensionalen Vektorraum) definiert ist und i.A. auch nicht als solches
aufgefasst werden soll bzw. kann. Erstens sind die 7, M fiir verschiedene p i.A. nicht
in natirlicher Weise isomorph zueinander und zweitens lassen sich, selbst wenn man
dies tun wollte, solche Isomorphismen i.A. nicht in einer Weise wéahlen, die mit
der (natiirlichen) stetigen/differenzierbaren Struktur auf "M vertraglich ist, die wir
gleich einfiihren werden.
- Dies hat insbesondere zur Folge, dass T'M kein Vektorraum ist (Vektoren v, € T, M
und vy € T}, M lassen sich nur dann addieren, wenn p; = py)—Stattdessen kommt
TM mit einer surjektiven Abbildung 7 : TM — M, w(p,v) := p, deren Fasern
7~ Y(p) = T,M n-dimensionale Vektorrdume sind, und deren mengentheoretische
Schnitte

{o:M —TM|o(p) € T,MVp} = X T,M (5.2)

peEM

tautologisch isomorph zum direkten Produkt der T}, iiber alle p € M ist. Fiir eine
offene Teilmenge U C M ist 7~ }(U) = TU.
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Proposition 5.1. Fir jede Karte (U, @) von M sei

®: 7Y (U) —» R*™ =R" x R"

W
n n 5.3
(h.v) = (9(0), Deylv) = ('), ... " (p).do'(v)..., da"()) (O3
Komponenten von ¢(p) Komponentev;,von v in Ko-
ordinatenbasis von Tp M

Dann gilt: Das System A := {(x='(U),®) | (U,¢) Karte von M} erfillt die Voraus-
setzungen von Lemma 1.8 (mit differenzierbaren Kartenwechseln) und macht damit
TM zu einer 2n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Beweis. Die Bedingungen (i)—(ii) und (iv)—(v) (Bijektivitit mit offenen Mengen
O(r1(U)) = p(U) x R™ C R*™, Hausdorff und zweitabzihlbar) sind klar.

- Zur Differenzierbarkeit der Kartenwechsel seien (U, ) und (V, x) zwei Karten von
M. Dann ist

Xodl:pUNV)xR" = x(UNV) xR"
Xo CID_I(J:, v) = (X o gp_l(xz, (Dx o go_l)z(vZ)

Diffeo. diff’bar ir:,z, linearer (54)
Isomorphismus in v
A 2
~~
= Diffeomorphismus.
[

- Natiirlich sind die definierenden Karten (7—1(U), ®) in keinster Weise alle Karten
der differenzierbaren Struktur von 7M. Von besonderem praktischen Interesse sind
diejenigen Karten, welche mit der linearen Struktur in den Fasern 7,M von 7 ver-
traglich sind. Man erhélt solche Karten durch Nachschalten einer differenzierbaren
Familie linearer Isomorphismen, d.i. eine differenzierbare Abbildung

L:pU) = GL(n,R) c R™ (5.5)

Die modifizierte Karte ist ) : 771(U) — @(U)xR"™, @) (p,v) := (o(p), L(¢(p))(v)).
- Fur eine differenzierbare Abbildung F' : M — N ist DF : TM — TN,
DF(p,v) := (F(p), DF,(v)) ebenfalls differenzierbar (dies gibt aber kein hinrei-
chendes Kriterium).

- Man priift auch leicht, dass mit der differenzierbaren Struktur aus 5.1 die Projektion
m:TM — M eine surjektive Submersion ist.

Definition 5.2. Ein differenzierbares Vektorfeld auf M ist ein differenzierbarer
Schnitt von TM 5 M, d.h. eine differenzierbare Abbildung X : M — TM mit
moX =idy, dh. Vp € M ist X, :== X(p) € T,M. Wir schreiben X(M) fir die
Menge aller differenzierbaren Vektorfelder auf M. Dies ist eine Teilmenge des Vek-

torraums X T,M.
peEM

Proposition 5.3. Fir X € X T,M sind dquivalent:
peEM

(i) X € X(M)
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(i) Fir jede Karte (U, ) von M (oder dquivalent fiir mindestens eine Karte um
jeden Punkt) sind die Koordinatenkoordinatenfunktionen,

Usqgr— X, (") eRVi=1,...,n (5.6)

differenzierbar. (Hier ist X, € T,M = Der,(F(U)) identifiziert, oder z* wie im
Beweis von 3.4 geeignet behutet nach M fortgesetzt.)
(i) Vf € F(M) ist die Funktion

XF:M>3p— (Xf)p) =X,(f)eR (5.7)
differenzierbar.

Beweis. Die Aquivalenz (i) < (ii) ist eine (Um-)formulierung der Definnition eines
differenzierbaren Schnitts einer Submersion bzgl. der Karte (U, ) von M und der
zugehorigen Karte (77 1(U), ®) von TM.

- Fiir (ii) = (iii) priifen wir die Differenzierbarkeit von X f in einer Karte (U, ¢) von
M. Fir z € p(U) ist

Xfop H(x) = Xp1(a(f)
foe™)

0
Thm. 3.4) = X - E
diff’bar nach Vor. v

von (ii) diff’bar <= f € F(M)

(& J/

= d;frf.’bar

(iii) = (ii) schliesslich folgt sofort durch geeignetes lokales Behuten von ¢ zu Funk-
tionen in F(M). O

Korollar 5.4. (i) X(M) ist ein Untervektorraum von X T,M.
peEM

(i1) Mit punktweiser Multiplikation (f,X) — fX :p — f(p) - X, wird X(M) zu
einem Modul iber der R-Algebra F(M). Insbesondere lassen sich lokale Schnitte
nach Behuten global fortsetzen und daher ist X(M) i.A. co-dimensional.

Achtung: Fir f € F(M) und X € X(M) sind Xf € F(M) und fX € X(M) sehr
verschiedene Dinge.

Lemma 5.5. X(M) = Der(F(M))

— {5 c F(M) — F(M) | 0 R-linear und §(fg) = 0(f)g + fé(g)}
(5.9)

Beweis. Durch Auswerten in p werden globale Derivation von F (M) zu Derivationen
von F(M) in p. O

Achtung: Eine differenzierbare Abbildung F' : M — N weist jedem einzelnen Tan-
gentialvektor v € T,M einen eindeutigen Vektor DF,(v) € TppN zu und globa-
lisiert wie oben bemerkt zu einer differenzierbaren Abbildung DF : TM — TN.
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Sie kann aber nicht dazu benutzt werden, um allgemein Vektorfelder in X(M) zu
Vektorfeldern auf N zu machen—Um jedem ¢ € N einen eindeutigen von M kom-
menden Vektor von zuzuweisen, muss F' i.A. sowohl surjektiv als auch injektiv sein,
m.a.W. ein Diffeomorphismus. (Wenn die Umkehrabbildung nicht differenzierbar ist,
kann das Bildvektorfeld nicht-differenzierbar werden.)

Definition 5.6. Fiir eine differenzierbare Abbildung F' : M — N heissen Vektor-
felder X € X(M) und Y € X(N) F-verwandt, geschrieben X ~p Y, falls gilt:

Ypp) = DF)(Xp)  Vpe M (5.10)

Dies gibt hinreichende Bedingungen an Y, nur fiir ¢ im Bild von F', und notwendige
Bedingungen an X sobald F' nicht injektiv ist.

Ist hingegen F' : M — N ein Diffeomorphismus, so definiert fiir jedes X € X(M)
die Vorschrift

N>qg— (X(F))q = (DF)Ffl(q)XFfl(q) € Tq(N) (5.11)

ein differenzierbares Vektorfeld X (") € X(N): Fiir g € F(N) ist mit der Identifika-
tion 5.5 (vgl. (4.1))

(X(p)al9) = Xp-1g(g o F) = (F7)"(X(go F)))(q) = (F )"0 X o F*)(g()g (1q2))

Umgekehrt gilt fir Y € X(N): Y = Yjpo1y = F* oY o (F71)* € X(M)

Wir geben nun zwei technisch verwandte, in ihrer wichtigen Bedeutung aber

recht verschiedene Anwendungen von Vektorfeldern zur Untersuchung der Zusam-
mensetzung (Integration) von Mannigfaltigkeiten aus ihren Einzelteilen, historisch
gesehen eine der Motivationen zur Entwicklung der (metriklosen) Differentialgeome-
trie durch S. Lie etc. im Kontext von Systemen von Differentialgleichungen.
- Die erste Anwendung betrifft die infinitesimale Erzeugung der Diffeomorphismen-
gruppe (genauer, der Zusammenhangskomponente der Identitat in dieser Gruppe)
einer Mannigfaltigkeit (s. Def. 2.7) durch differenzierbare Vektorfelder. Sie beant-
wortet die Frage nach der globalen/differenzierbaren Version der Interpretation von
T,M als “Raum der Richtungen von Kurven durch p”, s. (3.26). Demnach ist ein Vek-
torfeld zunichst die Zuweisung einer (Aquivalenzklasse von) Kurve(n) durch jeden
Punkt von M, bei der es sich zur Fassung der Differenzierbarkeit anbietet auszunut-
zen, dass jede gegebene Kurve typischerweise (aber betont nicht notwendigerweise)
durch mehr als einen Punkt geht.

Definition 5.7. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein globaler Fluss
oder Einparameter-Gruppenwirkung auf M ist eine differenzierbare Abbildung

®:Rx M — M, geschricben (t,p) — Dy(p) (5.13)

mit der Eigenschaft, dass Vt;,t, € R, p € M:

Dy, (P, (p)) = Pry 11, (p)  sowie  Po(p) =p (5.14)
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- Aquivalent ist ein solcher Fluss fiir jedes t € R ein Diffeomorphismus ®; (mit
Inversem ®_;) so dafl
o : R — Diff(M), t— O, (5.15)

ein Gruppenhomomorphismus ist, welchen wir als differenzierbar auffassen in dem
Sinne, dass ® : R x M differenzierbar ist. (Diff(M) selbst ist nattirlich keine endlich-
dimensionale Mf.)

- Alternativ ist Vp € M die Abbildung R > ¢ — ®,(p) eine differenzierbare Kurve
durch p, welche differenzierbar von p abhangt in dem Sinne, dass ® : R x M — M
differenzierbar ist. (Der Raum der Kurven ist ja auch nicht endlich-dimensional, die
Homomorphismuseigenschaft ist hier weniger ersichtlich.)

Lemma 5.8. (i) Die Abbildung p — X, = $o(p) = %!t:OCDt(p) € T,M ist ein
glattes Vektorfeld. Wir nennen X € X(M) den infinitesimalen Erzeuger von ® und
die Kurven ®,(p) die Integralkurven von X (mehr sogleich).

(ii) X ist ®-invariant in dem Sinne, daf Vt,p:

X‘I%(p) = (Dq)t>p(Xp) (5~16)

(iii) Schreiben wir fir (to,po) € R x M mit Karten von M (U, @) um py und (V, x)
um Dy, (po) die Darstellung von ® als

(xo®o (idx ™) (t,o(p) = o/ (t,x(p) = y(1) (5.17)

(j =1,...,n; t in einem geeigneten Intervall um ty) sowie der im Spezialfall ty = 0
maoglichen Wahl (V, x) = (U, )

(po®o(idx o )t ¢(p) = z,(t) (5.18)

so lassen sich die Komponenten von X bzgl. der Koordinatenbasis zu (U, @) berechnen

durch

v'(x(p)) = '(0, 2(p)) = i;,(0) (5.19)
und die Funktionen yg(t) erfiillen die Differentialgleichung
U3 (t) = w’ (y,(t)) (5.20)

mit Anfangswerten x),(0) = z*(p).

Beweis. (i) folgt aus der Identifikation von X als partielle Ableitung der differen-
zierbaren Abbildung ® auf dem Produkt R x M (s. 4.2).
(ii) folgt aus der Kettenregel (s. wieder 4.2) und der Homomorphismuseigenschaft:

d
XCDt(p) - % Szoq)s(q)t(p))
d d
= — (I)S = @ @5
dsls=0 +(p) ds ls=0 {(25(p)) (5.21)
d
— (D), | @,
( t)pdS s=0 (p>
= (D®), X,
(iii) folgt durch Einsetzen. O
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Beispiel 5.9. Wie hinreichend bekannt kommt nicht jedes Vektorfeld von einer
Einparameteruntergruppe von Diff(M):

- X =0, auf M = (0,1) C R ergibt die ODE &(t) = 1 mit Losung x(t) = x(0) + ¢,
t € (—(0),1 — (0)), nicht fur alle ¢ definiert.

- X = 220, auf R hat die Losungen

z(loi_t , te (—oo, ﬁ) , fur z(0) >0
x(t) = (loi_t . te (g.00),  fir 2(0) <0 (5.22)
0, teR fur (0) =0

Lokal lasst sich jedoch jedes Vektorfeld in eindeutig maximaler Weise integrieren.
Wir benutzen als Blackbox:

Lemma 5.10. Sei X € X(M) ein differenzierbares Vektorfeld auf einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(i) ¥p € M: 3y mazimale Integralkurve von X durch p, d.h. ein offenes Intervall
I, 5 0 und eine differenzierbare Abbildung I, > t — ®i(p) € M s.d. ®.(p) das
Anfangswertproblem

Po(p) =p, (i’t(p) = Xo,p) € To,(yM (5.23)

fir alle t € I, lost und falls ®.: I — M eine andere Lisung des AWPs (5.23) ist,
dann gilt I C I, und ® = ®(p)|;.

(ii) ¥p € M: 3 Umgebung® U > p und ein offenes Intervall Iy s.d. 0 € Iy C I,
VgeUund @ : Iy x U — M, (t,q) — P:(q) aus (i) differenzierbar ist. ®,(U) ist
offen in M und &, : U — ®4(U) ist ein Diffeomorphismus

Beweis. (i) folgt aus lokalen Existenz- und Eindeutigkeitsitzen (Picard-Lindelof) fur
die ODE in Koordinaten (5.20) durch geeignetes Fortsetzen unter Kartenwechseln.
Der Punkt ist, dass differenzierbar = lokale Lipschitz-Bedingung. Man tiberlege sich
zum besseren Verstandnis der folgenden Aussagen, dass aus (i) insbesondere folgt,
dass Iy, = I, —t Vp € M, Vt € I, und dass falls t € I, und s € Iy,(,), dann ist
s+t e, und O4(Pi(p)) = Pyie(p).

(ii) folgt aus der differenzierbaren Abhéngigkeit von ODE Losungen von Parametern.
Hierfiir geht natiirlich die Differenzierbarkeit der Funktionen v* in (5.19) ein. []

Denknahrung: - ®.(p) : [, — M ist eine Immersion Vp < X, # 0 Vp.
- “Integralkurven laufen von Rand zu Rand”, d.h. die Beispiele 5.9 decken im We-
sentlichen alles ab, was bei Nicht-Maximalitat passieren kann.
- Eine Standard-Referenz: W. Walter, Gewohnliche Differentialgleichungen, 7. Aufla-
ge Springer (2000)

Wir zeigen die folgende Verstéarkung von Lemma 5.10.

Theorem 5.11. Sei X € X(M) ein differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:
(i) Das eindeutig maximale Flussgebiet

D={(t,p) eRx M|pe M,tel} (5.24)

6Zur Erinnerung: Unsere Umgebungen sind per Definition offen.
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ist offen in R x M.
(it) Mit M, == {p € M|t € I,} firt € R gilt: M, ist offen in M und O : My — M_,
ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. (i) Zunéchst die Bemerkung, dass es fiir die meisten Anwendungen gentigt
zu wissen, dass D eine (offene) Umbegung von {0} x M enthélt (lokaler Fluss).
Dies folgt bereits aus der Tatsache, dass Vp € M die Iy x U aus (5.10) (ii) in
D enthalten sind. Insbesondere reicht dies aus, um das erzeugende Vektorfeld aus
seinem lokalen Fluss zuriickzugewinnen. Was es noch auszuschliessen gilt, ist dass
die U fiir wachsendes [y nicht auf nicht offene Mengen zusammenschrumpfen.

- Es sei W := Uly x U, wobei die Vereinigung iiber alle Paare (I, U) lduft mit
U C M nicht leer offen, 0 € Iy offen und Iy C I, Vg € U. Dann ist W offen in
R x M und offenbar W C D. Wir behaupten, dass W = D.

- Andernfalls existiert ein (7,pg) € D\ W, wobei wir 0.E. 7 > 0 annechmen. Wir
setzen

to := inf{t| (t,po) € D\ W} (5.25)
/ t (t1, @t (po))
Dann ist tp > 0 (wegen M < )
5.10 (ii)) und nach Definiti- W \ (to, o)
on ty € I,,. Da W offen ist,

gilt (to,po) € D\ W (sonst /2) * / \

gabe es eine Umgebung von ( 7 (to e, to +€) x V

(to,po) in W und t, wire > 9 (to, Pty (po))

nicht das Infimum). D\W

Nach 5.10 (ii) existiert ein Intervall (to—e¢,to+e€) (0.E. tg—e > 0), eine Umgebung V'
von @y, (po) und eine Losung U : (tg — €, tg +€) x V — M des AWPs ¥, (q) = X,(g)
U, (q) =qVt € (to—€,to+¢€), g € V. Wahle t; € (tyg — ¢,tp). Dann ist (¢t1,py) € W
(denn t; < tp) und nach Definition von W existiert eine Produktumgebung Iy x U
von (t1,po) mit 0 € Iy C I, Vg € U.

- Wegen der Eindeutigkeit der Losung des AWPs fiir pg gilt

\Dt1 ((I)to (p(J)) = (I)tl (pﬂ) (526)

und wegen der Offenheit von W, ist W, (V') eine Umgebung von ®;, (pg). Wegen der
Stetigkeit von ®;, : U — M ist daher

U:=Uno (¥, (V)) (5.27)
eine Umgebung von py. Wegen t; € Iy N (tg — €, €) ist
I =1y U (to —€,tg + €) (5.28)

ein Intervall mit 0 € iﬁ- Fir q € U ist

- (I)t(Q) tely
Ig>t— {\Ilt(\lft_ll(q}tl (q))) t e (t() — e, to+ 6) (529)
eV
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(wohldefiniert und) eine Losung des AWPs, so dass I C I, Vq € U. Wegen
(to,po) € Iy x U folgt (to,po) € W, ein Widerspruch.

(ii) Die Offenheit von M; (dem Teil von M, auf dem der Fluss mindestens fur die
Zeit t existiert) folgt sofort aus der Offenheit von D. Die Bijektion mit M_; folgt
aus den Bemerkungen im Beweis von 5.10 (i). (Namlich: I, = I, — t), die Diffe-
renzierbarkeit aus 5.10 (ii). Die Umkehrabbildung ist ®_, ebenfalls differenzierbar,
daher ein Diffeomorphismus. ]

Definition 5.12. Ein Vektorfeld X € X(M) heisst vollstdndig, wenn sein maximales
Flussgebiet D = R x M ist, d.h. die Integralkurven ®.(p) existieren fiir alle ¢ € R,
Vp e M.

Beispiel. Vektorfelder mit kompaktem Tréager sind vollstandig. (Der Trager wird je-
denfalls durch endlich viele U tiberdeckt, fiir die ein offenes Intervall I;; > 0 existiert,
s.d. Iy C I, Vq € U. Der Durchschnitt dieser ;; enthélt ein Intervall der Form [—e, €|
fir e > 0. Es folgt, dass die Integralkurven Vp € M mindestens fiir ¢ > 0 und dann
fir alle t € R existieren.)

- Insbesondere ist auf einer kompakten Mannigfaltigkeit jedes Vektorfeld vollstiandig.

Die Lie-Ableitung

Wir kénnen nun von Vektorfeldern X € X(M) erzeugte lokale Flisse zur Definition
eines ersten Ableitungsbegriffs fiir (andere) Vektorfelder benutzen. Die geometrische
Idee dabei ist die Identifikation der Tangentialrdume entlang der Integralkurven von
X, die uns erlaubt, die Ableitung in einem festen, endlich-dimensionalen Vektorraum
durchzufiithren.

- Die gleiche Idee steckt dann auch hinter den weiteren Ableitungsbegriffen von
Tensor- und allgemeinen Vektorfeldern.

- Zur Auswertung der Ableitung bevorzugen wir aber dann die algebraische (leicht
unendlich-dimensionale) Charakterisierung von Vektorfeldern und Diffeomorphis-
men. In Ergénzung von Lemma 5.5 (Der(F(M)) = X(M) C Homg(F(M), F(M)))
gilt:

“Lemma” 5.13. (i) Die Abbildung
Diff(M) 3 F — F* € Aut(F(M)) C Homg(F (M), F(M)) (5.30)

ist ein Anti-Isomorphismus von Gruppen.

(it) Ist t — &, € Diff(M) der von X € X(M) erzeugte lokale Fluss, so gilt in der
von der Topologie der punktweise Konvergenz auf F (M) induzierten Topologie der
funktionenweise Konvergenz auf Endg(F(M)):

dy . 1, B
2| @ =1lim (@] —idrap) = X (5.31)

Beweis. (i) Die Aussage, dass F* € Aut(F(M)), war eine Ubungsaufgabe. Anti-
Isomorphismus ist dquivalent zu (G o F)* = F* o G* und Bijektivitat. Injektivitét
folgt aus der Punktetrennung durch F(M), nur die Surjektivitdt (d.h. die Rekon-
struktion eines Diffeomorphismuses aus einem Algebra-Automorphismus) erfordert
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einen grosseren Umweg, den wir jetzt nicht beschreiten wollen (wird nachgeliefert,
Stichwort: Gelfand-Dualitét).
(ii) Mit der funktionenweise Konvergenz ist gemeint, dass Vf € F(M):

lim ~(@:(f) — f) = X(f) (5.32)

t—0 ¢
worunter in der punktweise Konvergenz zu verstehen ist, dass

lim (% (1))~ F0) = X(NG) & T (F(@0) — () = X,(f) (53

t—0 t t—0

was genau der Zusammenhang zwischen X und ¢ aus Lemma 5.8 ist. O]

Bemerkungen. Die Aussage mag so formuliert scheinen, dass ®; tatsachlich in einem
ganzen offenen Intervall definiert ist. Da es sich aber um (auf M) lokale Betrachtung
handelt, geniigt es, dass D eine offene Umgebung von {0} x M C R x M ist.

Ist dann ¢t —~ &, ein lokaler Fluss mit
4],_,® = X und Y € X(M) ein weiteres
Vektorfeld, so erhilt man fir jedes p € M

eine Abbildung eines offenen Intervalls um 0
nach T,M,

Y<I>t(p) c TpM
(5.34)

tis (Y(®)), = (D2, 1),, )

Theorem 5.14. Die Abbildung (5.34) ist eine differenzierbare Kurve durch 'Y, in
T,M. Die Lie-Ableitung von Y nach (dem Fluss von) X,

p= (LxY), = % t:O(Y@’t))p € Ty, T,M = T,M (5.35)
ist ein differenzierbares Vektorfeld, und zwar gleich der Lie-Klammer von X,Y €
Der(F(M)):

LxY(f) = [X,Y](f) == X(Y(f)) = Y(X(f)) (5.36)
Die Klammer erfillt VX,Y,Z € X(M), f € F(M):
(i) [X,Y] = —[Y, X] (Anti-Symmetrie)
(i) [X,Y + fZ) = [ X,Y |+ fIX, Z]| + (X f)Z (F(M)-Modul Derivation)
(i) [ X, [V, Z)| + [V, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] =0 (Jacobi-Identitdt)
und macht insbesondere X(M) zu einer Lie-Algebra.

Beweis. - Die Wohldefiniertheit von [X,Y] € Der(F(M)) sowie die algebraischen
Eigenschaften der Klammer rechnet man bequem direkt nach.

- Die Aussagen zur Differenzierbarkeit sieht man am Direktesten in Koordinaten um
p, in denen insbesondere

, QY 00X
(X, V] = X/ Y7

T O o’ (5:37)
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- Die Identifikation von LxY mit [X,Y] in Koordinaten erfordert die Losung des
AWPs wenigstens in erster Ordnung, beispielsweise durch Wahl von Koordinaten,
in denen X = -2, d.h.

81.1 Y

O, (zt,.. . 2") = (2t +t,...,2") (5.38)

- Konzeptionell befriedigender ist die formale Rechnung mit Lemma 5.13: Nach der
in (5.35) benutzten kanonischen Identifikation gilt fir f € F(M), mit (df), €
(T,M)" = (Ty,T,M)" (Dualrdume von endlich-dimensionalen Vektorraumen) (vgl.
auch (5.12))

(L) = (Ll = (] 00 ) () = ] L (7))
€(Ty, Ty M)* E(TpM)*
= lim % <(D‘I>{1)q>z(p>Yq>z(p>(f) - Yp(f)>
= lim ((® Y 0 2) (1)) = Y (1))

= tim (B 0 Y 0 (&7 ~ i) (N0

(5.39)

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass der Fluss ®;' = ®_, von —X
erzeugt wird, sowie die Stetigkeit von Yo etc. in der oben diskutierten Topologie.
(Diese sieht man evtl. auch wieder am besten in Koordinaten.) O

Beispiel. Auf M = S? = {2 4+ y*> 4+ 2> = 1} C R® betrachten wir das Tangential-

vektorfeld
Z = (a:(% —y%) o (5.40)
(Dies ist tatséchlich in 7'S? = Ker(d(2* + y* + 2?)) C R®, denn
Z(@* +y*+2%) =20y — 2yz =0 (5.41)

Der Fluss von Z ist

(x,y,2)(t) := ®y(x,y,2) = (xcost — ysint,ycost + zsint, z)

d
(denn: E@(az, y,z) = (—xsint — ycost, —ysint + xcost,0) = Z¢t($7y7z)>

——y(0) (1)

(5.42)
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Ebenso ist X = y% — Za% € X(M). Zur Berechnung der Lie-Ableitung:

cost —sint 0
D(I)t = sint cost 0 <: T(x’y’Z)M — T(%y,z)(t)M)
0 0 U 1y M
cost sint 0 0 —zsint
Dq);lX@t(%yﬂz) = | —sint cost 0 —z = —zcost
0 0 1 ycost +xsint ycost + xsint
(5.43)
it d o 0
—| DO ' Xy =—2—F+1—=Y =[Z,X 5.44
7 Pt L HCE ) “ o +x8z [ ] (5.44)

Beobachtung. Aus der bemerkenswerten Antisymmetrie der Lie-Ableitung, dass
namlich LyY = —Ly X ergibt sich leicht:
Beh.: Y ist invariant unter dem von X erzeugten Fluss (¢ — &, I,, D, M), d.h.

Yo = (D®,),Y, ¥pe M,V eR (5.45)
<= X ist invariant unter dem von Y erzeugten Fluss (s — Vs, J,, &, Mj), d.h.
Xq;s(p) = (D\Ijs)po Vs € Jp,Vp eM (546)

Bew.: Beides ist aquivalent zur Aussage, dass [X,Y] = 0, d.h. dass X und Y kom-
mutieren. “=": Ableiten von (5.45) ergibt (LxY), = 0. “<": Die Kurve (5.34) ist
konstant, denn

d
E(DCID;l)Y@t(p) =D&, (LxY)s,) VtE€E I, (Kettenregel) (5.47)

Noch einmal integriert gilt:

Theorem 5.15. [X,Y] =0 < Die von X und Y erzeugten lokalen Flisse

S
kommutieren, in dem Sinne dass Vp € M —\
gilt: Sind I und J offene Intervalle um 0 s.d.
JC Jyund I C Iy, Vs € J (= ®(V,(p)) v —= \f} .
ist definiert ¥(t,s) € I x J), dann ist auch N Tv.o)]
I C I, (Klar!) und J C Jo,p) Vt € I und es ‘
qilt \
|—
D, 0 W, (p) = U, 0®,(p) V(t,s)elxJ o)
(5.48)

(Globale Flisse kommutieren im naiven Sinne genau dann, wenn [X,Y] = 0.)

Beweis. - Angenommen, [X,Y] = 0. Dann ist nach der obigen Beobachtung Y
invariant unter ®;, d.h. Vg € M, ist (D®;),Y; = Ya,(). Dann angenommen, dass
Oy (Vs(p)) definiert ist V(t,s) € I x J, so ist Vt € I:

T3 s 0, (0,(p)) (5.49)
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eine differenzierbare Kurve in M mit

d
7 2(Us(p)) = (DP)w. () Vo) (Kettenregel)

®-Invarianz von Y,
(beachte t € Iy, @) Vs)

(5.50)
= Yo, (w.()

mit 0 — D;(p). M.a.W. ist dies eine Integralkurve von Y zum Anfangspunkt ®,(p).
Wegen der Maximalitét in 5.10 (i) folgt s € Jg,(p) und

Vs (Pi(p)) = Pe(Vs(p)) (5.51)

Beachte: In allen Fallen gilt Vp € M: 3§ > 0 s.d. [-0,6] C J,. Dann wird das
Kompaktum W_s4(p) tiberdeckt durch endlich viele Umgebungen U, Faktoren von
Iy x U aus 5.10 (ii). Der Schnitt der zugehorigen Iy enthélt ein offenes Intervall
I 50, sagen wir I = (—e¢,¢) fir ein € > 0. Dann erfillen I und J = (—0,9):
I C Lps(p) Vs € J.

- Die Kommutativitatsvoraussetzung an die Fliisse impliziert also bereits, dass
O, (VUs(p)) = Uy(Pe(p)) fiir alle (¢, s) in einem nicht-entarteten Rechteck um (0, 0).
Daraus folgt durch Ableiten fiir festes t:

d d
(D20)pYp = | 2u(Vs(p)) = 7| Us(@(p)) = Yo, (5.52)
und daraus
d 4 d
(LxY)p = 2| (D2 oy Yaum) = =| Yo =0 (5.53)
d.h. [X,Y],=0Vpe M. ]

Zusammenfassung Die Lie-Klammer gibt ein erstes Beispiel fiir die Ableitung von
Vektorfeldern (entlang anderen) via Identifikation der (Tangential-)Vektorraume
entlang von (Integral-)Kurven. Als solches spielt sie im Folgenden zwar eine niitzliche
“Zuschauerrolle”, sie entfaltet ihre volle Wirkungskraft aber erst im Zusammenhang
der eigentlichen Lie-Gruppen.

Integrabilitit

Mit unserer zweiten(?) Anwendung von Vektorfeldern illustrieren wir ein anderes

wiederkehrendes Problem der Differentialgeometrie, das Auffinden von an spezielle

Aufgaben angepasste Koordinaten, vgl. schon 4.5 und 4.12.

- Die motivierende Beobachtung ist, dass die in Karten (U, ¢) durch die Koordina-

tenbasis ( aiiq) von T, M =T,U an jedem q € U definierten lokale Schnitte von 7'M
0

oxt’ Oxd

(ii) an jedem ¢ € U T,U aufspannen.

(i) kommutieren, [ } = 0 (Symmetrie der 2. Ableitung)

(i) ist der Ausdruck davon, dass die durch die 8‘; lokal erzeugten Fliisse,

1

(. ™) e (2 2™ i=1,...n (5.54)
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dort wo definiert kommutieren.
(i) bedeutet, dass wir die Flusszeiten ¢ in einer Rechteckumgebung von 0 € R™ als
Koordinaten auf M benutzen kénnen.

Eine Umkehrung dieses Zusammenhangs lautet:

Theorem 5.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n und Xi,..., Xy
paarweise kommutierende und an jedem Punkt in einer offenen Menge W C M
linear unabhdngige Vektorfelder (= k < n, die X; missen nicht auf ganz M definiert
sein). Dann gilt: Yp € W existiert eine Karte (U, @) um p s.d. U C W und

X; VgeUi=1,... k (5.55)

a= Oxig
Ist L C W eine Untermannigfaltigkeit der Dimension l =n —k und p € L so, dass

spang(Xi,, ..., Xg,) +T,L = T,M (5.56)
dann konnen die Koordinaten so gewdhlt werden, dass

LﬂUz{qEU{gpl(q):0,...,g0k(q):0} (5.57)

Bemerkungen. Ist (V,x) eine andere Karte von M um p mit Xj, = %q Vq € U,

7 =1,...,k, so folgt aus
g "0y 0 0

- = -—=— 1=1,...,k 5.8
ox — ozt Oyl Oy ¢ yee ( )

auf UNV, dass dort 5% = 0Vi = 1,....k, j = k+

1,...,n, und daraus, dass in einer geeignete zusammen-
hingenden Umgebung von p der Kartenwechsel y o =1

die Unterrdume (x*1 ... 2") = const. in differenzier-

barer Weise auf Unterriume (y**1, ... y") = const. ab-
bildet. Man sagt: (L und) die kommutierenden Vektor-
felder X, ..., X%) bestimmen lokal eine (durch L

parametrisierte) Zerlegung (“Blatterung”) von W in Integralmannigfaltigkeiten
(Blatter) der Vektorfelder X, ..., Xj. (Der Punkt: Die Integralkurven der X; sind

gerade die x; = const., j # i. Das globale Bild ist komplizierter, mehr spéter.

Beweis von 5.16. - Ist keine L gegeben, so sei in einer Karte (V, x) von M um p o.E.

(X (@)1 (5.59)

-----

fiir alle ¢ € V von vollem Rang. (Dass dies in p geht ist klar, dartiber hinaus notfalls
durch Verkleinern von V.) Dann erfillt die Menge

{aeVvaw | ('@ x" (@) = ('), . x"@) } (5.60)
die an L gestellten Bedingungen und wir benutzen sie an ihrer Stelle. (Der Tangen-
tialraum an dieses L ist spanR(%, e %) )

Differentialgeometrie 1 47 7/23/2017 19:27



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

- Aus Uberlegungen wie im Beweis von 5.15 folgt die Existenz von € > 0 und einer
(relativ) offenen Menge W C L mit p € W s.d. die Verkettungen

Vo 0dW(0) = E(t,..., 1" 0) (5.61)

der von X; erzeugten Fliisse ®@) V(¢! ... t*) € (—¢,€)*, 0 € W definiert sind.

- Aus 5.15 selbst folgt wegen der Kommutativitat der X, dass die Fliisse selbst auch
Yo € W kommutieren, d.h. es kommt in (5.61) nicht auf die Reihenfolge der ®@ an.
- 0BdA nehmen wir an, dass W ein Kartengebiet ist, d.h. I : W — R"*_ Diffeo-
morphismus auf ihr Bild.

-2 (—€,6)F x W — M ist differenzierbar mit partiellen Ableitungen in (0, p):

9
2200, p) = X,
g (0,p)

D,Z(0,p) = (T,L < T,M)

(5.62)

(Letzteres folgt einfach aus =(0,p) = p.) Nach Voraussetzung (5.56) ist dies ein li-
nearer Isomorphismus und daher existiert nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung
4.6 eine offene Umgebung U von p in M s.d. =~ }(U) offen in (—¢,€)* x W ist und

- . =1

=:Z5U) — U ein Diffeomorphismus.

¢ = (idge, ) 0271 U - R” (5.63)
ist dann die geforderte Karte von M um p. (Erst in die Verifikation von X;, = %q
VgeU,i=1,...,k geht die Kommutativitit der Fliisse ein.) O

§ 6 Vektorbiindel 1

Auch unabhéngig von dem Verlangen nach einem metrischen Tensor fehlen unserer
angekiindigten Verallgemeinerung der Vektoranalysis auf differenzierbare Mannig-
faltigkeiten unter anderem noch (i) eine Diskussion von héheren Ableitungen zur
weiteren Approximation von Funktionen und Abbildungen sowie (ii) ein Integralbe-
griff als Umkehrung dieser Ableitung(en).

Auch ist unser Begriff der Ableitung von Vektorfeldern noch nicht wirklich zu-
friedenstellend, hiangt doch (LxY"), nicht nur von X, sondern tatséchlich vom Vek-
torfeld X in einer (wenn auch nur infinitesimalen) Umgebung von p ab. Geometrisch
gesehen erfordert die Lie-Ableitung nicht nur die Identifikation des Tangentialraums
entlang von Kurven, sondern dartiber hinaus die Auszeichnung spezieller Kurven-
scharen (den Integralkurven von X).

Beispielsweise ist im Zusammenhang von (i) fiir eine differenzierbare Funktion
f: M — R (wie auch schon fiir offene Mengen im R") die (erste) Ableitung p — df,, :
T,M — TR = R keine Funktion auf M, sondern bereits ein (hier) Kovektorfeld.
Da aber (im Unterschied zum R™) T'M nicht kanonisch (und auch im R™ nicht
vertraglich mit Diffeomorphismen) ein Produkt ist, konnen wir solche Vektorfelder
nicht ohne weitere Strukturen in einzelne Richtungen ableiten.
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Nicht ganz verkehrt, aber eben auch nicht wirklich brauchbar, ist die Globalisie-
rung von df zu einer differenzierbaren Abbildung

df :TM - TR=R xR
(p,v) = (v €T,M) = (f(p), v(f))
(Auf der rechten Seite ist die Identifikation TR = R x R unter Ausnutzen der

Korperstruktur von R kanonisch. Insbesondere macht die Projektion auf den zweiten
Faktor Sinn.) In den Koordinaten von 7'M aus 5.1 ist

(6.1)

df(z,v) = (f(x), 8. [ (x)v)) (6.2)
Das Differential von df ist eine lineare Abbildung
D(f) ) = Tipa) TM = Tisp)005n TR (6.3)

mit der Darstellung

@f(‘f’)(x) 0

(aiajf(go) (20 ajf(@(:l?) € Mat(2 x 2n, R) (6.4)
beziiglich der Koordinatenbasis von T, 7'M zu ®. M.a.W. ist fir (w,a) €
Tpm)TM = Topu(p(U) x R") = R* @ R"

D(df ) pv) (w, ) = (@f(‘p)wi, Oiajf(w)vjwi + ajf(“”)aj) (6.5)

Der letzte Term auf der rechten Seite ist ein Ausdruck davon, dass T{, ,yM zwar in
der exakten Sequenz

Dy, o
T, T,M — TipyTM —22% T,M (6.6)

(wobei 7w : T'M — M die kanonische Submersion ist) sitzt, aber selbst mit der Iden-
tifikation 7,,7,M = T,M keine kanonische (“koordinatenunabhingige”) Spaltung
als T,M & T,M), und verhindert die Interpretation von (Teilen von) D(df),.) als
bilineare Abbildung 7, M xT,,M — R. Bedeutung von (6.6): T,,M ist eine Unterman-
nigfaltigkeit von 7'M, mit Tangentialraum T, 7, M < T}, )T M, und Normalenraum
NpoTpyM =T, TM/T,T,M = T,M, s. 4.14.

Die parametrisierte lineare Algebra erlaubt eine systematische Diskussion und
Auflésung dieser Enigmen. Im Zusammenhang von (ii) fithrt dies auf Differential-
formen und ihre Integration, den Stokesschen Satz auf Mannigfaltigkeiten und bei
Vervollstandigung auf geometrische Masstheorie.

Definition 6.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein (reelles) Vektor-
biindel vom Rang r € N ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit £ (der Dimension
n + r) zusammen mit einer differenzierbaren Abbildung 7 : E — M, deren Fasern
E, := 7~ !(p) fiir alle p mit einer Addition 4, und Skalarmultiplikation -, ausgeriistet
und r-dimensionale reelle Vektorrdume sind, so dass gilt: Vp € M 3 eine Umgebung
U von p und ein Diffeomorphismus ® : 771(U) — U x R" mit den Eigenschaften:
(i) 7y 0 @ = 7|11y, wobei my : U x R — U die Projektion auf den ersten Faktor
ist, und

(ii) Vg € U ist {y o ®|p, : E; — R’ ein Vektorraumisomorphismus, wobei
v U x R” — R” die Projektion auf den zweiten Faktor ist.

Ein solches Paar (U, ®) heisst lokale Trivialisierung von E.
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Bemerkungen. - Aus (i) folgt, dass ®(E,) C {q} x R", & in (ii) tut also nur wenig.
- Bezeichnet fiir gegebenes v € E, v(®) 1= &;(®(v)) € R", so ist die Abbildung o :
U — E,o0(q) := ® (g, v'?) ein differenzierbarer lokaler Schnitt von E (d.h. moo =
idy mit o(p) = v). Mit 4.9 folgt, dass 7 eine Submersion von Mannifaltigkeiten ist,
wegen E, # () Vp notwendig surjektiv. Mit 4.13 folgt, dass die Fasern r-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von E sind.

- Grundlegende Beispiele von Vektorbiindeln sind das sog. triviale Biindel M x R”
(mit 7 der Projektion auf den ersten Faktor)”, sowie das Tangentialbiindel 7'M, mit
T Wie Zuvor.

Ist U & R™ aus 6.1 ausserdem noch Kartengebiet, so ist (¢ x idgr) o ® : 7= 1(U) —
R™" eine Karte von E.

-Sind @ : 771 (U) 5 UxR"und X : 7 1(V) — V X R" zwei lokale Trivialisierungen,
dann folgt aus der Kommutativitiat des Diagramms

UNV)xR & 71 (UNV) D (UNV) xR
\ l / (6.7)
unv

die Existenz einer differenzierbaren Abbildung 7 : U NV — GL(r,R) (Trivia-
lisierungswechselfunktionen oder Ubergangsfunktionen) so, dass ® o X !(¢,z) =
(¢, 7(q)x) V(g,2) € (UNV) x R".

- Man denkt hdufig an Vektorbiindel als “durch M parametrisierte Vektorraume”,
und sagt daher zur Betonung manchmal auch “Totalraum von E” zu E als differen-
zierbarer Mannigfaltigkeit. M heisst Basis des Vektorbiindels (nicht zu verwechseln
mit einer Vektorraumbasis).

- Ein Vektorbiindel vom Rang 1 heisst Geradenbiindel (auch: Linienbiindel).

Lemma 6.2. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und E = UpeM E, 5
M eine disjunkte Vereinigung von r-dimensionalen Vektorrdumen. Ist dann (U, Po))a
ein System von offenen Mengen U, C M mit bijektiven Abbildungen ®, : 7~ 1(U,) —
Uy x R", deren Finschrinkung auf E, fir jedes p € U, ein linearer Isomorphis-
mus E, = {p} x R" ist, s.d. Vo, in @, o @El = idy,nv, XTap die Abbildung
Top - Ua NUg — GL(r,R) differenzierbar ist, dann existiert eine eindeutige differen-
zierbare Struktur auf E s.d. m: E — M ein Vektorbiindel mit lokalen Trivialisie-
rungen (Uy, ) ist.

Beweis. Wie 1.8 L]

Bemerkungen. Klarerweise existiert solch ein System ((Uy, ®,)), auch fiir jedes Vek-
torbiindel. Dann folgt aus &, o @51 oPgod, = P, 0d, fir alle Tripel o, 3, die
Bedingung

Tap © Ty |UanUsnU, = Tay|Uanusnu, (6.8)

(Insbesondere 7,4 (¢) = id € GL(r,R) Vq € U, und 7o5(q) = 754(q) "' Vg € U, NU3.)

"Noch trivialer ist M x R® = M
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- Sind umgekehrt fiir eine offene Uberdeckung (Ua)a von M gegebene 7,5 : U,NUz —
GL(r,R) differenzierbar und erfiillen (6.8), so ist

E:=JUs xR/~ (6.9)

mit der Aquivalenzrelation (p,z) ~ (¢,y) & p=q € U, N Uz und x = 7,5(p)y, ein
Vektorbtiindel vom Rang r iiber M.

Definition 6.3. Sei 7 : E — M ein Vektorbtindel. Ein (globaler) Schnitt von E' ist
eine differenzierbare Abbildung ¢ : M — E mit 7o o = id);. Ein lokaler Schnitt ist
eine differenzierbare Abbildung oy : U — E mit m o oy = idy.

- Mit punktweise Addition und Multiplikation mit Funktionen wird der Raum aller
differenziebraren Schnitte, I'(E) C X _,, By ein F(M)-Modul. 0 € I'(E) heisst auch
Nullschnitt. Als reeller Vektorraum ist I'(£') i.A. unendlich-dimensional, es gibt also
“sehr viele” Schnitte. Wir schreiben 'y (E) fiir den Raum der lokalen Schnitte iiber
U.

- Ein lokaler Rahmen ist ein r-Tupel (o1, ..., 0,) von lokalen Schnitten tiber U mit
der Eigenschaft, dass Vg € U (04(q))a=1...» ¢ine Basis von E, bilden. Ist z.B. (U, ®)
eine lokale Trivialisierung, und (by,...,b,) die Standardbasis von R, so ist mit
0q:q— P (q,b,) (01,...,0,) ein lokaler Rahmen.

- Ein globaler Rahmen ist ein lokaler Rahmen auf U = M.

Wichtig: Wahrend es also stets viele lokale Rahmen und auch viele globale Schnitte
von Vektorbiindeln gibt, ist die Existenz eines globalen Rahmens etwas sehr Spe-
zielles. Es gilt: Ein Vektorbiindel £ 5> M ist genau dann trivialisierbar, wenn ein
globaler Rahmen existiert. Ist in diesem Fall (074, ..., 0,) ein solcher Rahmen, so ist

E = M x spang(oy,...,0,) = M x R"

| . (6.10)
(p,v) — (p, Komponenten von v in der Basis (0,(p)))

(Man iiberprift leicht, dass dies ein in allen Fasern linearer Diffeomorphismus ist.)
- Existiert allerdings solch ein globaler Rahmen, so ist dieser im Allgemeinen nicht
eindeutig oder kanonisch, das heisst “Ein trivialisierbares Vektorbiindel ist erst dann
trivial wenn es trivialisiert ist”.

- Eine Mannigfaltigkeit heisst parallelisierbar, wenn ihr Tangentialbiindel triviali-
sierbar ist.

Beispiel 6.4. - Eine Lie-Gruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G' mit
einer differenzierbaren Gruppenstruktur, d.h. Multiplikation m : G x G — G und
Inversenbildung ¢+ : G — G sind differenzierbar. Vg € G ist Linksmultiplikation
L,:G— G, Ly(h):=m(g,h) ein Difftomorphismus. Sein Differential am neutralen
Element e € G ist die partielle Ableitung von m nach dem zweiten Argument, daher
die Abbildung g — (DL,). : T.G — T,G differenzierbar. Ist daher (z1,...,z,) C
T.G eine Basis des Tangentialraums am neutralen Element, so sind die globalen
Schnitte X; : g — (DLg)e(xi), @ = 1,...,n ein globaler Rahmen von T'G. (In
diesem Fall ist zwar der Rahmen immer noch nicht eindeutig, die Trivialisierung
TG = G x T,G aber mit der Gruppenstruktur schon kanonisch.)
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- Der bekannte Diffeomorphismus SU(2) = S? zeigt dann, dass S® parallelisierbar
ist.

- Andererseits folgt aus der Ubungsaufgabe 5.1, dass S? nicht parallelisierbar ist.
Wire namlich T'S? & §% x R?, so wire das Einheitstangentialbiindel S? x S* 2 RIP3,
- Das Mobius-Biindel,

M6 = R?/~ (x,y) ~(z+n,(-1)"y)yneZ (6.11)

mit 7 : M6 — S = R/Z, [(z,y)] — [z] ist ein nicht-triviales Geradenbiindel tiber
St. (Ubungsaufgabe)
- Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, £ = (Jycy. gimw=p W (die disjunkte Ver-
einigung aller k-dimensionalen Unterrdume), und 7 : £ — G(k, V') (die Menge aller
k-dimensionalen Unterrdume, versehen mit der differenzierbaren Struktur aus 1.9)
definiert durch

ED>WawSWeGkYV) (6.12)

(“Die Faser iiber W € G(k,V) ist W selbst”) Fiir eine feste Zerlegung V = P & Q
in einen k und einen (n — k)-dimensionalen Unterraum, und einer Identifikation
P =~ RF, sei dann mpq) : V — P die Projektion auf P, und

Ug :={W e Gk V)|IWnQ={0}} C Gk, V)

_ (6.13)
und (I)(RQ) i I(UQ) — UQ X Rk, CI)(RQ)(IU S W) = (VV, W(p,Q)(w))

Dann ist offenbar ®(p g bijektiv und ein linearer Isomorphismus in den Fasern.
Ist P& Q = V ein weiteres Paar, mit fixiertem P’ = R so ist auf Ug N Ugy
die Trivialisierungswechselfunktion gegeben durch W — mp o o (m(po)|lw) ™" €
GL(k,R). Dies ist differenzierbar (als Funktion von A = ¢pq)(W) € Homg(P, Q),
vgl. (1.20). Somit erfiillen die (Ug, ®(pq)) die Bedingungen aus 6.2 und machen F
zu einem differenzierbaren Vektorbiindel iiber G(k, V'), genannt das tautologische
Biindel. (“Die Faser iiber W € G(k, V') ist W selbst.”)

- Ubungsaufgabe: Im Spezialfall & = 1 ist

E= ((R™\{0}) x R)/~

6.14
(@heroa™ )~ Ok Ay AeR (o) (01

und fir n = 1 ausserdem noch = Mg, insbesondere nicht-trivial. (Letzteres gilt auch
fir allgemeines n, k.)

Operationen auf Vektorbiindeln

Definition 6.5. - Seien F; = M und Es = M Vektorbiindel iber M vom Rang
ry und ro. Um jedes p € M exisitieren lokale Trivialisierungen (U, @) und (Us, @)
mit U; = Uy =: U. Die (Whitney) direkte Summe von E; und E, ist dann das
Vektorbiindel mit Fasern (£ @ E»), = E1, ® E,, und lokalen Trivialisierungen

7 U) 3 (01 @ va) = (my(v1), & (P1(v1)) @ E(Pa(v2))) € U x (R™ @ R™)

I 2 (6.15)
7T2(U2) U x R+
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Die Eigenschaften aus Def. 6.1 sind offensichtlich. Die Trivialisierungswechselfunk-
tionen von Ey @ Ey sind 1y @ 7o : UNV — GL(r; + re, R) von der Block-Form

(Tléq) 72(()q)> (6.16)

- Entsprechend definiert man das Tensorprodukt von E; und FEs als das Vektorbiin-
del mit Fasern (Ey ® Es), = Ei, ® Fs, und lokalen Trivialisierungen als lineare
Fortsetzung von

7 U) 3 (01 @ va) = (my(v1), & (P1(v1)) ® E(Pa(v2))) € U x (R™ @ R™)
I 2 (6.17)
7T2(1)2) U x R

Beachte, dass jeder Vektor in FEj, ® L, eine Linearkombination von Produkten
v1 ® v mit v; € Ej, ist. Man kann auch einfacher schreiben:

7 U) 3 (w € By ® Eyy) = (q, (& 0Py ® & 0 §y)(w)) (6.18)
Die Trivialisierungswechselfunktionen sind von der Gestalt
71(q) ® 12(q) = (Kronecker Produkt von Matrizen) (6.19)

- Das zu einem Vektorbundel £ — M duale Biindel ist das Vektorbiindel mit Fasern
(EY), = (E,)" und Trivialisierungen

T U)> (A€ E))— (q,(E0®)(N) eUx (R") 22U xR (6.20)

wobei fiir z € R” (€0 ®)7V(A\)(z) := A((£ o ®)~!(z)). Bei der letzten (nicht kanoni-
schen) Identifikation (R")Y = R” ist eine von ¢ € U unabhdingige Wahl zu treffen.
Die Trivialisierungswechselfunktionen sind

7(¢)~" = (Kontragrediente Matrix) (6.21)

- Von besonderem Interesse ist das Vektorbiindel Homg(E4, Ey) = EY ® Ey der
faserweisen linearen Abbildungen.

- Beim Begriff des Untervektorbiindels und Quotientenbiindels ist es wichtig, die
Dimensionen des Unterraums/Quotienten festzuhalten.

Beispiel. - Das zum Tangentialbiindel duale Biindel TM" heisst Kotangentialbiindel,
seine Schnitte Eins-Formen. I'(T'MY) =: Q(M).

- Das in 6.4 definierte tautologische Biindel iiber der Grassmann-Mannigfaltigkeit
ist ein Untervektorbiindel des trivialen Biindels: E — G(k, V) x V|

Eyw =W < (Gk,V)x V) =V (6.22)
- Mit Hilfe von Ubungsaufgabe 3.5 folgt

TG(k,V) = Hom(E, (G(k,V) x V)/E) (6.23)
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Elementare Feststellungen sind:

Lemma 6.6. Sei E ein Vektorbindel iber M, EV sein duales Biindel.

- Fiir einen Schnitt o € T'(E) ist die Abbildung T'(EY) — F(M), p+— (p(o) : p —
pp(op)) F(M)-linear.

- Tatsdchlich ist T'(EY) = Homg) (I'(E), F(M)).

- Die Abbildung

(6.24)

ist F(M)-bilinear.
Beweis. punktweises Auswerten. ]
Der folgende Begriff ist fiir den Paralleltransport von Nutzen.

Definition 6.7. Ist F : L — M eine differenzierbare Abbildung, und £ & M
ein Vektorbiindel iiber M, so existiert fiir jedes p € L eine lokale Trivialisierung
®: 71 (U) = U xR" von E um F(p) (sic!). Der Pullback von E via F ist das Vek-
torbiindel F*(E) iiber L mit Fasern (F*E), = Ep(,) (p € L) und Trivialisierungen

T Y EYU)) 3 (v € Epg) — (¢, &0(®(v))) (6.25)

(Wegen der Stetigkeit von F ist F~*(U) > p offen. Beachte, dass dies stets ein
Diffeomorphismus ist.) Trivialisierungswechselfunktionen sind F*(7) = 7o F.

Beispiel. - Ist L C M eine Untermannigfaltigkeit, mit Inklusion 7 : L — M, so ist
i*(TM) = TM]|;, das Tangentialbtindel zu M, eingeschrankt auf L. Das Normalen-
biindel ist das Quotientenbiindel

Ny L = i*(TM)/TL (6.26)

s. auch 4.14.

- Der Riickzug von Vektorbiindeln wird begleitet vom Riickzug von Schnitten: Ist
o € I'(E), so definiert F*(o)(p) := o(F(p)) einen Schnitt F*(o) € I'(F*(E))). Die
Abbildung F* : T'(F) — T'(F*(F)) ist i.A. weder surjektiv noch injektiv. Beachte:
Im Falle von E = T'M" versteht man unter dem Pullback einer Einsform w € Q(M)
iiblicherweise F*(w) = DF(F*(w)), wobei DF als Biindelabbildung TL — F*(TM)
aufgefasst wird. Konkret: F*(w),(v) = wr@)(DF,(v)) (v € T,L). Normalerweise ist
aus dem Zusammenhang klar, ob F* oder F* gemeint ist, wir unterscheiden dann
auch nicht in der Notation.

Die Tensoralgebra ...
Definition 6.8. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und r, s € Nj,.
- Das Biindel der Tensoren vom Typ (r, s) iiber M ist das Vektorbiindel

T(’”’S)M:fM®~~~®TM®TMV®~~-TMV (6.27)
rT\/Tal ST\ZBJ
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vom Rang n"**, mit der Vereinbarung, dass fiir (r,s) = (0,0) T®OM = M x R.

- Ein Tensorfeld (oder auch einfach nur: Tensor) vom Typ (r, s) ist ein differenzier-
barer Schnitt von 7% M.

- Tensorfelder mit » = 0 heissen “kovariant”, solche mit s = 0 “kontravariant”.

Lemma 6.9. - [(TWOM) = X(M), T(TOYM) = Q(M), T(TOOM) = F(M)
- Tensorfelder vom Typ (r,s) bilden einen F(M)-Modul. Mit punktweise Tensorpro-
dukt (und der Identifikation TM @ TMY 2 TMY @ TM ) wird

T (M) := é (7" M) (6.28)

r,s=0

zu einer bigraduierten Algebra diber F(M). Fir A € T(T"™)M), f € F(M) ist
F@QA=f A

Bekanntlich gilt fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum in kanonischer Wei-
se (VY)Y 2V, und folgt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts daraus:

V @ W = {Vektor-Raum der bilinearen Abbildungen V¥ x WY — R}  (6.29)
Durch punktweises Anwenden folgt in Verallgemeinerung von 6.6.

Lemma 6.10. Das Datum eines Tensorfelds vom Typ (r,s) ist dquivalent zum
Datum einer F(M )-multilinearen Abbildung

A:gZ(M)x---xQ(M)in{(M)x---x%(M)—>}"(M) (6.30)

r Mal s Mal

m.a. W. einer Abbildung
M3pw (A, T,MY x T,M" x T,M x ---T,M — R-multilinear) (6.31)

mit der Eigenschaft, dass A(wi,...,w., X1, -, Xs) € F(M) Ywy,...,w, € Q(M),
X1, X, € X(M).

- Fr eine Karte (U, ¢) versteht man unter den Komponenten eines Tensors beztiglich
dem (lokalen) Koordinatenrahmen von T'M und dualem Rahmen von TMY die
(lokalen) Funktionen

0 0

Alr(p) :A(dx 1’.“’de’ aleaaax]g)(p)

J1-Js

(6.32)

- Das Tensorprodukt von A; € T(TT=V M) und Ay € T(T"252) M) ist in der Iden-
tifikation von 6.10

(Al ® AQ)(wlv R 7wT1+7“27X17 < 7X81+82>
= Al(wl, N ,wrl,Xl, c 7X81) . Ag((drﬁ_l, ce e ,u}r1+72,X51+1, ce ,X51+52 (633)
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

- Wichtige Unterbiindel von T"OM bzw. T®*) M sind die (total) symmetrischen
und die alternierenden Tensorfelder. Antisymmetrisierung des Tensorprodukts fiihrt
fiir kovariante Tensoren auf die (super)-Algebra der Differentialformen

(M) = PTNTMY) (6.34)
s=0
mit dem Dachprodukt als Multiplikation.

- Die Kontraktion mit einem Vektorfeld X € X(M) ist die Abbildung von F(M)-
Moduln

v DT M) — T(TT=Y M)

(6.35)
LX(A)<W1,. .. ,wr,Xl,. .. ,Xsfl) = A(wl, Ce ,(.UT,X,Xl, Ce ,Xsfl)

(Es wird also X an die erste kontravariante Stelle gefiittert.) Die Kontraktion erhalt
die Antisymmetrie. Schlussendlich:

Definition 6.11. - Gemiss 6.5 ist TV = Homzany (T'M,TM), darauf die Spur
tr: D(TUY M) — F(M) punktweise definiert.

- Die Verjiingung (oder Selbstkontraktion, oder partielle Spur) an den Stellen ¢ und
j(1<i<rund1<j<s)ist die Abbildung von F(M)-Moduln

7. TS r—1,s—1
Ci (T M) — I(T ) M)

i-te Stelle j-te Stelle

(C’;A)(wl,...,wr_l,Xl,...,Xs_l) = tI‘i4(a)1,...,',...7w7‘_1,X1,..‘,',...,Xs_l)/

er(T(LD M)

(6.36)

...und eine ihrer Derivationen

Definition 6.12. Eine Tensorableitung ist eine Familie von R-linearen Abbildungen
6 : (T M) — T(T"*) M) (6.37)

mit
(i) 0(Ar @ Ap)
(i) C5(5(A))

Tensorfeldern.

=§(A;) ® Ay + A; ® §(Ay) fur alle Typen von Tensorfeldern, und

= §(C3(A)) fir alle Kontraktionen auf allen méglichen Typen von
Proposition 6.13. - Die Einschrankung einer Tensorableitung 0 auf Funktionen
ist eine Derivation der R-Algebra F (M), daher nach Lemma 5.5 gegeben durch ein

Vektorfeld X € X(M).
- Die Einschrinkung von 0 auf X(M) erfallt dann

of-Y)=f-0Y)+X(f) Y (6.38)

- Umgekehrt setzt sich jeder Lift eines Vektorfeldes X € X(M) zu einer F (M )-Modul
Derivation von X(M) in eindeutiger Weise zu einer Tensorableitung auf ganz T (M)
fort.
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Beweis. Nachrechnen. Der entscheidende Schritt ist die aus der Bedingung (ii) fol-
gende Identitat fir w € Q(M), Y € X(M):

(w(Y)) =8(CH(Y ®@w)) = C1(8(Y) ®w) + C1 (Y ® 6(w))
(6.39)
— w(B(Y)) + (0@))(Y)
die die Fortsetzung von ¢ auf (M) definiert und eindeutig bestimmt. ]

Beispiel 6.14. Die fiir ein Vektorfeld X € X(M) durch LxY = [X,Y] auf X(M)
definierte Lie-Ableitung auf 7 (M) erfillt

Lx(w)(Y) = X(w(Y)) — w([X,Y]) (6.40)
Sind ® : D — M der von X erzeugte lokale Fluss, A € ['(T™) M) und p € M, so
ist t — ®F(A), mit

BF(A)y( A,y Ay U1, 0g) =
Ag,(p) (DPry) ™ (M), .., (DPy,) "V (Ar), DPyy(v1), . ., DDy, (v5))
(N eT,MY, v €T,M) (6.41)

eine differenzierbare Kurve in (T M), = T,M®" @ (T,M")®* und es gilt
_d dF(A) (6.42)
o dtli=o V7 '

- Auf Q*(M) sind ausserdem die dussere Ableitung d : Q(M) — Q**1(M) und die
Kontraktion mit X € X(M) Super-Derivationen vom Grad 1 bzw. —1, d.h.

LX (A)p

d(wi Aws) = (dw1) Awa + (—1)*'w; A (dws)

tx (w1 Awa) = (exwi) Awa + (—1)wy A (Lxws) (6.43)

- Diese Super-Derivationen erfiillen zusammen mit der Lie-Ableitung Cartan’s ma-

gische Formel
LX:LXod+dOLX (644)

Bew.: Es gentigt, die Identitéit auf Funktionen und Einsformen zu iiberpriifen (welche
Q*(M) algebraisch erzeugen). (Beachte: Q°(M) ertragt keine Kontraktionen.) Fir
f € F(M)ist tx(f) =0 und per Definition tx(df) = X f = Lx(f). Fir w € Q'(M)
ist die linke Seite, ausgewertet auf Y € X (M),

(Lx(W))(Y) = Lx(w(Y)) —w(LxY) (L ist eine Derivation)

=X(w(Y)) —w([X,Y]) (Definition) (6.45)
und die rechte
(1x (dw))(Y) + d(ex (w))(Y) = (dw)(X,Y) + V(w(X)) (6.46)
Die Identitat ist also dquivalent zur Formel
(dw)(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y]) (6.47)
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Diese folgt aus der Tatsache, dass Q'(M) iiber R lokal endlich von Eins-Formen der
Form f -dg fur f,g € F(M) erzeugt wird und

(d(f - dg)(X.Y) = (df Adg)(X.Y) = (df © dg — dg © df) (X, V)
— X(HY(9) - XY () 015
= (7 ¥io) YU Xlo) -0V
= X(f - dg(Y)) = V(- dg(X)) = f - dg([X. )
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RIEMANNSCHE GEOMETRIE

Rekapitulation: Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind per Definition lokal diffeo-
morph zu offenen Teilmengen des R"™. Vektorbiindel sind per Definition lokal tri-
vialisierbar, d.h. faserweise linear diffeomorph zu Produkten U x R". Die Tatsache,
dass diese Diffeomorphismen nicht ohne weitere Struktur kanonisch sind, hat bisher
eine Identifikation der Fasern iiber verschiedenen Punkten von M, und damit die
Definition einer Ableitung von Vektorfeldern verhindert. (Wie wir in Beispielen ge-
sehen haben, sind Vektorbiindel im Allgemeinen auch nicht global trivialisierbar, so
dass wir selbst wenn wir wollten, die Ableitung nicht in einem einzigen Vektorraum
durchfiithren konnten.)

- Sind etwa ¢ : U — RE, x : V — R} zwei Karten von M mit U NV # (), so ist die
Identifikation R, = T,M = R}, fir p € U NV, gegeben durch D(x o ™1y, im
Allgemeinen verschieden von der zu ¢ € UNV, g # p. T,,M lésst sich also nicht mit
T,M identifizieren. Geméss Ubungsaufgabe 5.1 ist 7'S? nicht trivialisierbar.

- Die Bedeutung von Geometrie als Landvermessung, d.h. dem “Herumtragen von
Messlatten, Linien ziehen und Dinge Messen”, motiviert dann zweierlei:

(i) Wir identifizieren unsere Vektorrdume nicht allgemein, sondern nur entlang von
Kurven, was zum Ableiten genau ausreicht. Dabei spielt es eine wichtige Rolle, dass
wir Vektorbtindel tiber Kurven immer trivialiseren, und ausserdem die Freiheiten
bei der Trivialisierung durch einen sog. Zusammenhang vollstdndig parametrisieren
konnen.

(ii) Wir fiithren einen metrischen Tensor ein. Dass uns dies (auf fast wundersame Wei-
se) die Auszeichnung eines eindeutigen Zusammenhangs auf dem Tangentialbiindel
erlaubt, illustrieren wir am Beispiel von Untermannigfaltigkeiten des R™.

Lemma %.1. Jedes Vektorbindel m : E — I dber einem offenen (auch unbe-
schrankten) Intervall I C R ist global trivialisierbar, d.h. 3 ein Diffeomorphismus

®:E S IXR s.d. mjo® =1 undVt € I ®|p, : By — R ein linearer Isomorphismus
it
Beweris. Strategie: Wir zeigen, dass E in einer Umgebung eines jeden kompakten
Teilintervalls K C [ trivialisierbar ist, und schliessen durch Ausschopfung.
Hilfslemma: Seien (J, X) und (L, V) lokale Trivialisierungen von E tber zwei offenen
Intervallen J,L C [ mit JN L, J\ L und L\ J alle nicht leer. Dann existiert eine
lokale Trivialisierung (J U L, =) mit = = X in einer Umgebung von J \ L.
Bew.: Wir behandeln den Fall dass L\ J > J\ L, der andere Fall geht analog.
-EsseiT: JNL — GL(r,R) (r = Rang von E) die Trivialisierungswechselfunktion,
d.h. es gilt

Vo X Mt z) = (t,7(t)r) V(t,x) e (JNL) xR" (£.1)

Differentialgeometrie 1 59 7/23/2017 19:27



KAPITEL 2. RIEMANNSCHE GEOMETRIE

- Wir fixieren ¢y € J N L und interpretieren (tautologisch) 7(¢) als die Lo-
sung (Fundamentalmatrix) der gewohnlichen (matrixwertigen) homogenen linea-
ren Differentialgleichung (t) = —A(t) - o(t), mit der differenzierbaren Funktion
A:JNL— Mat(r,R), A(t) := —7(¢)7(¢t)"! und dem Anfangswert o(to) = 7(to).

- Wahle dann € > 0 mit [tg—€,tp+€¢] C JNL h

und eine differenzierbare Funktion A : L — R J to \

mit h(t) =1furt € [t —€,tg+ € und h =0 ( [ | 1 ) L
in einer Umgebung von L\ J. to—€ tote

- Die durch 0 auf L \ J fortgesetzte Funktion A(t) := h(t)A(t) € Mat(r,R) ist
dann auf ganz L differenzierbar, und die Fundamentalmatrix 7(¢) der modifizierten
linearen Differentialgleichung

ot) = —A(t)-o(t),  alto) = 7(to) (52)

existiert auf ganz L (die Lipschitz-Konstante eines linearen AWPs ist unabhéngig
vom Anfangswert). Wegen der Eindeutigkeit der Losungen gilt 7(¢) € GL(r,R)
Vit € Lund 7(t) = 7(t) fiir t € (to — €, to + €). Mit (12.1) folgt insbesondere

X t2) =V, 7(t)r) V() € (to—6to+e€) xR (£.3)
- Daher ist
E ' (JUL) xR =7 Y(JUL)

=1t 1) = Xt x) falls t < to+e (£.4)
’ Ut 7(t)r) fallst >ty —¢

wohldefiniert, und ein faserweise linearer Diffeomorphismus. Seine Umkehrung ist
die gewiinschte Trivialisierung von E tiber J U L. ]

- Fiir ein kompaktes Intervall K C I sei {J; C I} eine endliche Uberdeckung durch
offene Intervalle mit Trivialisierungen Xj. Fir Ly := J; gilt entweder K C L,
und wir halten, oder es existiert ein ky # 1 so dass Ly N Jy, # 0. Wir erhalten
dann eine Trivialisierung auf Ly := L; U Ji,, im Falle Ji, C Ly oder Ly C Jg,
trivialerweise, andernfalls durch das Hilfslemma. Dann ist entweder I C L, oder
es existiert k3 # ko, 1 etc., und nach endlich vielen Schritten erhalten wir eine
Trivialisierung auf einer Umgebung von K.

- Ist dann schliesslich Ky C J; C Ky C ---, U2, K = I, eine Ausschopfung von
I durch kompakte Intervalle mit Trivialisierungen auf den offenen Jy (s. 1.4), so
erhalten wir durch Anwenden des Hilfslemmas auf J, und die beiden Komponenten
von Jy1 \ K} eine Fortsetzung der Trivialisierung auf einer Umgebung von K} auf
Jr+1. Da wir an jeder festen Stelle nach endlich vielen Schritten die Trivialisierung
nicht mehr dndern, erhalten wir fiir £ — oo eine Trivialisierung auf ganz I. O]

Dies ist zugegebenermassen nicht der eleganteste Beweis der Aussage, beleuch-
tet aber schon den Zusammenhang zwischen Trivialisierungen von Vektorbiindeln
und dem Losen von Differentialgleichungen: Die Trivialisierungswechselfunktion
7:1 — GL(r,R) zu jeder anderen globalen Trivialisierung ® auf ganz I erfiillt eine
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Differentialgleichung 7 = —A7 mit A : I — Mat(r,R), und jede solche Differential-
gleichung bestimmt eine Trivialisierung von E. (Hierbei kann der Anfangswert der
Differentialgleichung als Datum einer Basis der Trivialisierung, d.h. eines globalen
Rahmens, aufgefasst werden.)

Paralleltransport auf Untermannigfaltigkeiten des euklidischen Raums

Es sei M C R™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ > (y");=1.._m,
welchen wir jetzt mit dem euklidischen Standardprodukt

(Y1, 92) 23/195 (5-5)

ausriisten. Beziiglich einer lokalen Parametrisierung y(z) = (v"(2))r=1. m, ¢ =
(2%)i=1...n € U C R™ wird der Tangentialraum von M in y(z) aufgespannt durch die
n Vektoren t; = (t]),=1,.m (1 =1,...,n) mit

th(x) == o (x), TywyM = spang{t;|i=1,...n} CR™ (£.6)

Aha: Ist M lokal Niveaumenge einer reguldren Funktion F' = (F*),—; _ mit Werten
in R* (k = m —n), so wird das orthogonale Komplement von Ty(x)M aufgespannt
von den k Vektoren n, = (n}),=1. m (a=1,... k) mit

-----

OF®
n. = o7 TywyM* =spang{n,|a=1,...,k} CR™ (B.7)

(Die Inkonsistenz in der Indexposition ist eine Folge von (£.5), in der Tat ist

na) ’L

8F“ Oy OF* _ 13
Z A B =0, Via (3.8)

nach dem Satz iiber implizite Funktionen.) Seit der Antique ist ausserdem bekannt:
- Eine differenzierbare Kurve in M faktorisiert lokal iiber die Parametrisierung, d.h.
wir konnen eine solche Kurve lokal schreiben als s +— y(7(s)) mit einer differenzier-
baren Abbildung 7 : I — U. Thr Tangentialvektor an der Stelle s ist

- Ebenso lésst sich ein allgemeines Tangentialvektorfeld entlang v, d. i eine differen-
zierbare Abbildung o : I — R™ mit a(s) € Ty(y(s))M Vs in die Basis 2.6 entwickeln,
d.h.

a(s) = ti(v(s)a’(s) € R™ (5-10)

mit differenzierbaren Funktion o' : I — R.
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Definition %.2. Wir sagen: « variiert par-

allel zu M entlang 7, wenn seine Ableitung
(als R™-wertige Funktion!) orthogonal zu M
ist.

Wegen (£.8) variiert o also genau dann par-
allel zu M, wenn Vj =1,...,n, Vs:

(20 ey =0

oder ausgerechnet mit (£.6)

oy" ; Oy" oy”

™ od m g ) a2yr 8yr.k »
> (0 W 3(61)) 2o r(s)) = Yot Dy i DV s (13,1

r=1

2

- Das Bemerkenswerte an (%.12) ist, dass sie tatsachlich nicht von den “Details”
der Einbettung von M abhdngt, sondern sich vollstindig durch die “erste” Funda-
mentalform (Gramsche Matriz)

rar . 8yr ayr 13
Ztt =2 9w (£.13)

ausdriicken lasst. Es gilt namlich:

Pym oyr 1[0 0y Oy o 0y Oy" o oy Oy" 13
. - = — 4 : -—— ] — : : =.14
0x'dxk 0xd 2 {&xl <8$k 8:UJ> * ozk ((9351 8:1:J> O (8361 Ox* )] (5.14)

1:

C.w

.13) nicht entartet ist, lasst sich mit
= 6i Vz) die Gleichung (12.12) der

(Nachrechnen!) Da ausserdem die Matrix (
ihrer punktweise Inversen ¢ (d.h. ¢g“g;.(x
Parallelitat entlang v schreiben als

~— N

&'+ Tkl =0 (£.15)

mit den Christoffel-Symbolen
Ly = 591] (Okgjt + Aigjn — Dign) (£.16)

Beachte die Symmetrie: T, = T} ;.

- Fiir ein kompaktes Teilintervall [a,b] C I und Anfangswerte (a‘(a)) definiert die
ausgewertete Losung (a'(b)) der gewdhnlichen Differentialgleichung (£.12) bzw.
(£.15) den Paralleltransport von o'(a)t; € T,M vom Punkt p = y(y(a)) € M
entlang v zum Punkt ¢ = y(v(b)), und aus den allgemeinen Sdtzen tiber lineare
Differentialgleichungen folgt: Die Zuordnung

PO T,M > a(a) — a(b) € T,M (£.17)
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ist linear und invertierbar.

- Der Paralleltransport zwischen festen
Endpunkten ist i.A. aber stark von der
Kurve abhéangig, wie man am Besten in
einem Beispiel sieht.

- Fixieren wir umgekehrt 0 € I, p := y(v(0)), so erfiillen die Komponenten P(s)’
der Transportabbildung (%.17) beziiglich der Tangentialraumbasen ¢;, d.h. fiir o =
a't; € T,M ist

(Pylgypa) = Pls)ja (%5.18)
die Gleichung

d i i

%P(S)j = _Fkﬁkp(s)é‘ (%-19)

- Ist, nochmal umgekehrt, a(s) € Ty, s)M ein (nicht notwendig parallel variieren-
des) Tangentialvektorfeld entlang v, und benutzen wir P(s)~! zur Identifikation von
Tyv(s))M mit T,M, so erhalten wir die kovariante Ableitung von « als den Vektor

d
Voo = Ts

O(P(s)*la(s)) cT,M (£.20)

mit Komponenten
(Vs)a)" = 6'(0) + I3 (0)a*(0) (13.21)

(Beachte: P(0) = id und daher P~'(0) = —P(0).) Die kovariante Ableitung héngt
nur noch 4(0) ab (und nicht dem Rest der Kurve).
- Es ist auch

d
V;Y(())Oé = HT,,M(%’OOé(S)) (%22)

wobei II7 5 : R™ — T,M die orthogonale Projektion auf T,M ist. (Dies folgt aus
der Tatsache, dass Vi =1,...,n:

(Vi —a(0), 1) = 3 (D (0)a (0}t — a(0) 9o (0) )

ﬁ
Il
—_

82 yr ayr

A . (12.23)
T . A DY | k 2
(ijtztl 8$ka$] @xl>7 (O)Oé (0)

Il Il
= 11:

gemdss der Definition (£.16) der Christoffel-Symbole.
Wir kommen nun zur Abstraktion.
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§ 7 Der metrische Tensor

Definition 7.1. - Eine Riemannsche Metrik (man sagt auch: metrischer Tensor)
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist ein punktweise positiv definites
symmetrisches Tensorfeld vom Typ (0,2), d.h. Vp € M ist

gp: T,M x T,M — R (7.1)

eine positiv definite symmetrische Bilinearform, und VX,Y € X(M) ist g(X,Y) €
F(M).

- Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M
zusammen mit einer Riemannschen Metrik g.

- Noch aquivalent dazu sind die Komponententen beziiglich einer jeden Koordina-
tenbasis, g;; = ¢(9;,0;), d.h. g = g;jdz’ @ da? auf U, differenzierbar und bilden an
jedem Punkt p € U eine positiv definite symmetrische Matrix.

- Man schreibt und rechnet wegen der Symmetrie hier bequem mit unterdriicktem
? ;) g = gijdr' @da? = 2((dz")* + dat dz* + (dz?)?).
- Eine pseudo-Riemannsche Metrik ist ein symmetrisches Tensorfeld welches an je-
dem Punkt eine nicht-entartete Bilinearform von konstantem Index/konstanter Si-
gnatur definiert.® Die meisten (aber nicht alle) der folgenden algebraischen Betrach-
tungen hangen nur von der Nicht-entartetheit ab. Wenn wir daran denken, weisen
wir auf die Unterschiede hin.

®, z.B. ist fir (gi;)ij=12 =

Beispiel 7.2. - R™ mit dem euklidischen Standardprodukt als nicht-entartete sym-
metrische Bilinearform n : TR™ x TR™ — R.

- Jede Untermannigfaltigkeit ¢ : L — M einer Riemmanschen Mannigfaltigkeit erbt
durch Riickzug (bzw. Einschrankung) i*(g) = g|r,rx7, eine Riemannsche Metrik
von M. (Dies gilt z.B. nicht im pseudo-Riemannschen Fall.) (Eine Immersion ist
ausreichend.)

- Insbesondere Untermannigfaltigkeiten des R".

- Sind (M, g1) und (Ms, go) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, und m; : My x My —
M;, 1 = 1,2 die Projektionen auf die beiden Faktoren, so ist 77g; + 75g2 eine Rie-
mannsche Metrik auf M; x M.

- Eine differenzierbare Abbildung F' : M; — M, zwischen Riemannschen Mannig-
faltigkeiten heisst Isometrie, falls F' ein Diffeomorphismus ist und F*(g2) = ¢1.
Dies ist definitionsgeméss genau dann der Fall, wenn Vp € M, v,w € T,M
91,(V, W) = Gap) (DFpv, DFyw).

8Zur Erinnerung: Ist B : V x V — R eine symmetrische Bilinearform, so ist
Index(B) := max{dim W | B|y negativ definit} = #(negative Eigenwerte) (7.2)
(Sylvester Trégheit) Die Signatur von B ist die (hdufig auch ungeordnete) Liste

(0,...,0 ,—1,...,—1,+1,...,+1) (7.3)
—_—— ———
dim Ker(B)  Index(B)

der Diagonaleintrége in einer Standardbasis fiir B.
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- Die Einbettungssétze von Nash garantieren, dass jede Riemannsche Mannigfaltig-
keit isometrisch zu einer Untermannigfaltigkeit eines geeigneten R™ ist.

- Man beachte, dass aus dem letzten Punkt nicht folgt, dass jede Riemannsche
Mannigfaltigkeit lokal isometrisch zu einer offenen Teilmenge des R™ mit dem Stan-
dardprodukt ist. Insbesondere gehen auch nicht alle Riemannsche Metriken auf R"™
durch Diffeomorphismen auseinander hervor.

Proposition 7.3. Jede Mannigfaltigkeit ldsst eine Riemannsche Metrik zu.

Beweis. Es sei {(U;, ¢;)} eine abzihlbare Uberdeckung von M mit Koordinatenum-
gebungen, s. 1.5, und (f;) eine untergeordnete Teilung der Eins, d.h. Vi : f; > 0 und
supp(f;) C U;, Vp: fi(p) # 0 nur fir endlich viele ¢ und ), f;(p) =1, s. 2.4.

- Sei g; = fig; € D(T®? M) die Fortsetzung von g,¢}(n) durch Null ausserhalb von
supp(f;) C U;. Dann ist jedes g; symmetrisch und positiv semi-definit. Fir jedes
p € M sind nur endlich viele g; nicht null, und mindestens ein g; positiv definit.
Daher ist g = ), g; wohldefiniert, symmetrisch und positiv definit. O]

(Beachte: ) f; = 1 wurde gar nicht benutzt.)

Definition 7.4. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. An jedem Punkt
p € M definiert die Metrik g, einen linearen Isomorphismus

P T,M — T,MY | v (w) = g,(v, w) (7.4)

Wir schreiben seine Umkehrung als -# : T,M" — T,M, eindeutig bestimmt durch
g(/\ﬁ7v) = A(v).

> mit ¥ setzt sich zu einem Isomorphismus von Vektorbiindeln TM — TMY
tiber M, einem Isomorphismus von F(M)-Moduln X(A) und Q(M) sowie einer
Reihe von Isomorphismen zwischen Tensorfeldern verschiedenen Typs fort. Bei dieser
metrischen Typdnderung ist allerdings auf die Reihenfolge der Argumente zu achten.

Beispiel: A € T(T"2 M),
Af (w1, wa, X)) = A(wy, wh, X5)

1 (7.5)
AﬂQ (wl, w2, XQ) = A(w27 X27 w%)

(Man braucht sich das nicht zu merken, (7.7) ist viel einfacher...)

- In Verbindung mit den Verjiingungsoperationen aus 6.11 erhalt man den Begriff
der metrischen Kontraktion, etwa C;; = le o = Cji.

- Beziiglich Koordinatenbasen werden die Isomorphismen durch Hoch- und Runter-
ziehen von Indizes gestiftet, d.h.

(Xb>'i = ginj 5 (Wﬁ)j = gjiwj (7.6)
wo (g") die zu (g;;) inverse Matrix ist, im Falle von (7.5) z.B.

(A = g Ay (A% = g AT (7.7)

Jjijz? J1j2
und die metrische Kontraktion durch
(012A)j = gjljzAi'

J1J2
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- Interessant:

Crag = 9" g;; = Z 5! = n = dim(M) (7.9)
i=1

- Der Isomorphismus riistet auch jedes T,M" mit einer euklidischen Metrik aus,
das zugehorige Tensorfeld von Typ (2,0) wird oft missbrauchlich geschrieben als
g(w,a) = g(wk, af), und ist in Koordinaten durch g gegeben.

Korollar 7.5. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann sind T M und
TMY isomorph als Vektorbiindel iber M, insbesondere diffeomorph als Mannigfal-
tigkeiten.

Beweis. Folgt aus 7.3 und 7.4. Der Isomorphismus ist natiirlich nicht kanonisch. []

Levi-Civita Zusammenhang

Definition 7.6. Es sei 7 : E — M ein Vektorbiindel vom Rang r. Ein Zusammen-
hang auf F ist eine Abbildung

V : X(M)xD(E) — [(E)

(X,0) — Vxo (7.10)

mit den Eigenshaften, dass VX, Xy € X(M), 01,00 € I'(E), f,g € F(M)

(i) Vx (o1 + go2) = Vxoy + gVxos + X (g)o2

(ii) VX1+fX2<O') = VXla + fVXZO'.

D.h., V ist R-linear, tensoriell in X, und derivativ in ¢. Man nennt Vyxo auch die
kovariante Ableitung von ¢ nach X.

Wir halten zunéchst die Lokalitédtseigenschaften von Zusammenhéngen fest.
Lemma 7.7. Sei V ein Zusammenhang auf einem Vektorbiindel m : E — M, und
pe M.

(i) Sind o1,09 € T'(E) mit 01(q) = 02(q) Yqg € U Umgebung von p, dann gilt
VX e X(M):

(Vxo1)(p) = (Vxo2)(p) (7.11)
(i) Sind X1, Xy € X(M) mit X1, = X5, dann gilt Vo € I'(E)

(Vx,0)(p) = (Vx,0)(p) (7.12)
Beweis. (i) Sei f € F(M) mit f = 1 in einer Umgebung von p, und f = 0 auf M\ U.

Dann gilt X (f)(p) =0 und f- (01 —02) = 0 auf ganz M. Aus der R-Linearitét folgt
Vx(f(o1 — 02)) = 0 und daher wegen 7.6 (i):

0= Vx(f(or —02)) = f(Vx(01) — Vx(02)) + X(f)(01 — 02) (7.13)

Durch Auswerten bei p folgt 0 = Vx (o1)(p) — Vx(02)(p).
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Einschub: Ebenso zeigt man, dass falls X, X € X(M) mit X = X in einer Umgebung
von p, Vgo = Vxo Vo € I'(E). Daraus folgt insbesondere, dass der Zusammenhang
sich in eindeutiger Weise auf lokale Schnitte von 7'M und E zurtickziehen lasst. (D.h.
WU 31 Zusammenhang V) : X(U) x Ty(E) — Ty(E) s.d. Vxoly = Vi, (o|U)
VX € X(M), o € I'(E). Wir schreiben dafiir weiter V.)

(ii) Ist speziell U eine Koordinatenumgebung von p, dann folgt fiir die Koeffizien-
tenfunktionen Xj, X3, d.h. X; = X[9;, Xo = X109, auf U aus X;, = X,,, dass
Xi(p) = Xi(p) Vi, und daher aus der F(M)-Linearitét

(Vx,0)(p) = (Vx,0) () = (Vxi-x,0)(p) = (Xi(p) — X5(0))(Va,0)(p) =0 (7.14)
O
Als néchstes geben wir einige Formeln fiir das Rechnen in Koordinaten.

Lemma/Definition 7.8. Es sei (0,)q=1,.» €in lokaler Rahmen von E tber einer
offenen Menge U C M. Dann ist mit spang(oy,...,0,) = R" per Definition eines
Rahmens 7= (U) 2 U xR" und T'y(E) = spanz (o1, ...,0,) DR". Fir X € X(U)
wird fir jedes p € U durch

(Ax)p - R" =R, (Ax)p(2) == (Vx(2))(p) (7.15)

(die Trivialisierung ist unterdrickt) eine R-lineare Abbildung (Ax), € End(R") =
Mat(r,R) definiert. p — (Ax), ist ein Schnitt von U x End(R"), die Abbildung

X(U) > X — Ay € T(U x End(R")) (7.16)

heisst Zusammenhangs(eins)form beziglich der gegebenen Trivialisierung. Sie wird
iiblicherweise als Matriz-wertige lokale Einsform A% aufgefasst, welche durch

Vx(0,) = (Ax)2oy (7.17)

eindeutig bestimmt ist.

- Ist U eine Koordinatenumgebung, so heissen die lokalen Funktionen A%, = (Ap,)"
Zusammenhangskoeffizienten.

Vorsicht: A% sind nicht Koeffizienten eines Tensors.

- Fiir einen beliebigen lokalen Schnitt o = f*o, € I'y(E) gilt dann

Vx (o) = X (f*")ou + f*Ax(04) (7.18)

was man auch als V = d + A schreibt.
- Ist (pp)p=1,.. r €in anderer lokaler Rahmen tber einer Koordinatenumgebung V', mit
Trivialisierungswechselfunktion T : U NV — GL(r,R), p, = 180, so hingen die
zugehdrigen Zusammenhangskoeffizienten B;’a auf UNV wvia

oz’

Bl =5 (Orms (1) + m Az (722 (7.19)

mit denen zu U und o zusammen.
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Beweis. Nachrechnen. Beispielsweise folgt (7.19) direkt aus

Bj 72 00y = B3 pry = Vo py,
Oz O 871?12 o (7.20)
T oy B (750m) = oy < Dt Co2 T IAZ;U“Q)
durch Koeffizientenvergleich auf U NV O

Fiir die Definition und Untersuchung von Paralleltransport, Geodéten, und Va-
riationen ist die folgende natiirliche Vertréiglichkeit mit Morphismen niitzlich.

Lemma 7.9. Es sei m : E — M ein Vektorbindel mit Zusammenhang V, und
F . L — M eine differenzierbare Abbildung von Mannigfaltigkeiten. Dann existiert
genau ein Zusammenhang F*N auf F*(E) so dass VX € X(L), c € I'(E), Vp € L

((F"V)x(F0))(p) = F*(Vy(2))(p) (7.21)

fiir ein jedes beliebige Vektorfeld Y € X(M) mit Yryy = DF,(X,). F*V heisst der
Pullback von V.

Beweis. Beachte: Wegen 7.7 (ii) hdngt die rechte Seite nicht von der Wahl von Y
ab. Gemiss Ubungsaufgabe wird I'(F*E) lokal von F*(I'(E)) erzeugt. Der Inhalt
der Aussage ist daher, dass wir den durch (7.21) auf F*(I'(£)) definierten Zusam-
menhang in eindeutiger Weise auf ganz I'(F*E) fortsetzen konnen.

- Wir schreiben den Beweis im Fall dim L = 1 aus, d.h. FF = v : [ — M ist eine
differenzierbare Kurve. Ist ¢ € I und (o7, ..., 0,) ein lokaler Rahmen von E in einer
Umgebung von (), so ist (per Definition des Pullbacks) (v*(o1),...,7*(0,)) ein
lokaler Rahmen von 7*(F) in einer Umgebung von ¢.

- Unter der Annahme, dass v*(V) existiert, schreiben wir Vj, fiir (v*V) 5 und rech-

nen fir einen lokalen Schnitt o = f*y*(o,) von v*(E):

N6, (0)(t) = (7" (a) (8) + F*(t) Vyoy (0a) (7.22)
A,_/
€E, (p)=(F"E):
wobei wir ausnutzen, dass der zweite Term auf der rechten Seite nicht davon abhangt,
wie wir 4(t) zu einem lokalen Vektorfeld auf M fortsetzen.
- Die Formel (7.22) legt \p, vollstandig fest, und ist als Definition benutzt klarerweise
F(I)-linear in 9; und derivativ in o. Die Wohldefiniertheit (d.h. die Unabhéngigkeit
von der Trivialisierung) folgt aus der Tatsache, dass fir f € F(M) (im vorliegen-
den Fall, die Trivialisierungswechselfunktionen 7 : U — GL(r,R)) per Definition

Ly (f) = 4E)(f). O

Sind (04)a=1,.., ein lokaler Rahmen von E iiber einer Kartenumgebung U von
M und A, die zugehorigen Zusammenhangskoeffizienten, so sind die Zusammen-
hangskoeffizienten von F*V beziiglich dem Rahmen (F*(0,))q=1.. ., iber F~1(U)
(vgl. 6.7) auf einer Kartenumgebung V' C F~1(U) einfach gegeben durch 8F L

fertig.

-----
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Definition 7.10. Es sei 7 : E — M ein Vektorbtindel mit Zusammenhang V, und
v : I — M eine differenzierbare Kurve.
- Ein Schnitt o € I'(y*E) heisst parallel (auch kovariant konstant oder horizontal)
entlang ~, falls Vt € I:

Va,o(t) =0 (7.23)

Lemma 7.11. - Fir gegebenes a € I und v € E, ) existiert genau ein paralleler
Schnitt o € T'(y*E) mit o(a) = x.
- Fiir jedes weitere b € I ist dann die Zuordnung

E,Y(a) ST O(b) € E’y(b) (7.24)
ein linearer Isomorphismus, genannt Paralleltransport von x entlang .

Beweis. Durch Auswerten von (7.22) mittels 7.8 wird aus (7.23) beziiglich lokalen
Trivialisierungen (auf M) die explizite (vektorwertige) gewdhnliche homogene lineare
Differentialgleichung

fo+ AGA P =0 (7.25)

deren Losungen man unter Trivialisierungswechseln geeignet verheftet auf ganz [
fortsetzen kann. Alternativ beruft man sich erst auf Lemma .1, um v*(E) global zu
trivialisieren, und 16st dann nur noch eine Differentialgleichung auf ganz I. z — o(b)
ist ein linearer Isomorphismus wie in (£.17). O

Proposition 7.12. Sei E — M ein Vektorbindel tiber M mit Zusammenhang V,
p € M, und v € T,M. Schreiben wir fir eine Kurve v : I — M mit v(0) = p
P(t) : E, = E,u fiir den Paralleltransportoperator gemdss 7.11 (a =0, b =1t), so
gilt fiir jede solche Kurve mit 4(0) = v und jeden Schnitt o € T'(E):

d

—| P(t)"(c(y(1) = Vio € E, (7.26)

dt lt=0

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Das Tangentialbiindel ist speziell:

Definition 7.13. Ein affiner (auch: linearer) Zusammenhang auf M ist ein Zusam-
menhang auf dem Tangentialbiindel T'M.

- Ein affiner Zusammenhang gibt insbesondere in F(M)-linearer Weise fur jedes
X € X(M) einen Lift zu einer F(M)-Modul Derivation von X(M) und setzt sich
daher geméss Prop. 6.13 in eindeutiger Weise auf die ganze Tensor-Algebra T (M)
fort. Wir schreiben V : X — Vx € Der(7(M)) fiir diese Fortsetzung.

Damit kehren wir zu Riemannschen Mannigfaltigkeiten zuriick.

Definition 7.14. Ein affiner Zusammenhang auf einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) heisst metrisch, falls VX,Y, Z € X(M):

Xg(Y,Z)=9g(VxY,Z)+ g(Y,Vx Z) (7.27)
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Lemma 7.15. (i) Ein affiner Zusammenhang auf einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit ist genau dann metrisch, wenn Vg = 0.

(ii) Ein metrischer Zusammenhang kommutiert mit metrischer Typinderung und
metrischer Kontraktion.

(iii) Paralleltransport mit einem metrischen Zusammenhang definiert eine lineare
Isometrie von Tangentialraumen entlang von Kurven.

Beweis. (i) Es ist Vg = 0 & (Vxg)(Y,Z) = 0 VX,Y,Z € X(M). Da Vx eine
Tensorableitung ist, gilt (s. Ubungsaufgabe)

(Vxg)(Y, Z2) = Vx(9(Y, 2)) = g(VxY, Z) = g(Y, Vx Z) (7.28)

und daraus sofort die Behauptung.
(ii) Es geniigt zu zeigen, dass (VxY)” = Vx(Y”), der Rest folgt dann aus den
algebraischen Definitionen. Fir Z € X(M) ist

(VxY)(Z) = g(VxY, Z) = Xg(Y, j)) —g(Y,VxZ) (7.29)

= X(Y*(2)) =Y (VxZ) = (Vx(Y"))(2)
(iii) Mit Hilfe von (7.27) und der Definition 7.9 folgt fiir p € M, v,w € T,M

%Q(P(ﬂ% P(t)w) = g(Vo,(P(t)v), P(t)w) + g(P(t)v, Vo, (P(t)w) =0 (7.30)
O

Lemma /Definition 7.16. Sei V ein affiner Zusammenhang auf M. Dann ist die
R-lineare Abbildung : X(M) x X(M) — X(M)

T(X,Y):=VxY — %X — [X,Y] (7.31)

anti-symmetrisch und F(M)-bilinear. Diese Abbildung, bzw. das gemdass 6.10 zug-
horige Tensorfeld vom Typ (1,2)) heisst die Torsion von V.
- Fin affiner Zusammenhang heisst torsionsfrei, falls T' = 0.

Beweis. Die Anti-Symmetrie ist klar aus der Definition, es gentigt also die F(M)-
Linearitét in einem Argument zu priifen.
- Fur f € F(M) folgt aus der derivativen Eigenschaft von V und der Lie-Ableitung:

T(fX’Y) :vaY_VY(fX) - [fX7Y]
=f- WY —f- WX-Y(f) - X—-f- X Y]+Y(f)- X (7.32)
=f-T(X,Y)

d.h., F(M)-Linearitat. O
Interpretation der Torsion wird nachgereicht!

Proposition 7.17. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert
genau ein torsionsfreier metrischer affiner Zusammenhang auf M, genannt der Levi-
Civita Zusammenhang.
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Beweis. Angenommen, es existiert ein solcher Zusammenhang. Dann gilt fiir alle
X,Y,Z € X(M) unter Ausnutzung von Torsionsfreiheit und Metrizitét:

Metrizitat Torsionsfreiheit

9(VxY, Z) ! Xg(Y,2) —g(Y,VxZ) ! Xg(Y, Z) = g(Y,[X, Z]) — g(Y, V2 X)
—g(Y, VZX) = _Zg(Y7X) +g(VZY7X) = _Zg(Y7X) +g([Zv Y]7X> +g<VYZ7X)

IWZ,X)=Yg(Z,X) - 9(Z, WX) =Yg(Z,X) - g(Z,[Y,X]) — 9(Z,VxY)
[

Q(VXYa Z)
(7.33)
Durch Zusammenfassen folgt die Giltigkeit der Koszulformel
1
VY, Z)==-|Xg(Y,Z)+Yg(X,Z)— Zg(X,Y
9(VxY, Z) = 5[Xg(Y, 2) +Yg(X, Z) = Zg(X,Y) (7.34)

- g(X, [Y> Z]) - g<Y7 [Xv Z]) +g(Z> [X7 Y])]

welche wegen der Nicht-Entartetheit von ¢ VyY (falls der Zusammenhang existiert)
an jedem Punkt eindeutig bestimmt.

- Zur Nachweis der Existenz zeigen wir, dass die Formel (7.34) einen torsionsfreien
metrischen Zusammenhang auf T'M definiert.

- R-Linearitat: ist klar

- VxY € X(M): Fir w € Q(M), f € F(M) ist mit Z := w*

VxY (fw) = g(VxY, fZ) = [ - 9(VxY, Z)
5 [X (V. 2) + Y (Ng(X. 2) = Y ()g(X, 2) ~ X(Ng(¥. 2)] (73
=[-9(WxY,Z) = [ - VxY(w)

VxY : Q(M) — F(M) ist also F(M)-linear.
- Tensoriell in X: genauso v
- Derivativ in Y": Hier gilt ein anderes Vorzeichen, so dass

o(Vx(fY), Z) = f - 9(VxY. 2)
5 [X (190, 2) = Z(Ng(X, V) + Z(1)g(X,Y) + X(Ng(ZY)] (730
= - 9(VY, 2) + X()g(Y, 2)

= Vx(fY)=fVxY + X(f)Y.
- Metrizitét:

9g(VxY, Z)+g(VxZ,Y) =

+
=
=N
N
=
_l_
N
=N
=
=
|
h<
=
N
|
s
=
N
=
|
s
N
B
=
+
s
=<
=
N

9Die Koszulformel gilt insbesondere auch im pseudo-Riemannschen Fall.
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- Torsionsfreiheit:
9(VxY, Z) — (WX, Z) =
%[XQ(Y, Z) +Yg(X7 Z) - Zg(X7Y> - g(X7 [Yv Z]) - g(Y= [X, Z]) +g(Z7 [X7 Y])
_Yg(X= Z) - Xg(}/, Z) + Zg(}/, X) +g(Y’ [X7 Z]) +g(X7 D/v Z]) - g(Z7 D/v X])}
=9(Z,[X,Y])
(7.38)
iVXY—VyX:[X,Y] ]

Bemerkungen. - Aus der Koszul-Formel lassen sich die Zusammenhangskoeffizienten
des Levi-Civita-Zusammenhangs beziiglich einem lokalen Koordinatenrahmen von
T M explizit ausrechnen: Wie bereits vor 5.16 festgehalten, gilt fiir die Koordinaten-
vektorfelder

g 0
[89{:“ &L‘J} =0 (7:39)
und daher folgt aus (7.34)

1
9(Vs,0;,0,) = 5(@‘9(33'731) +0;9(0;,0,) — 919(;, 0;)) (7.40)

d.h. mit der Notation aus (7.6) fiir die Christoffel-Symbole
1
Ffj =5 gkl(aigjl + 09 — algij) (7.41)

Ein Vergleich mit (%.16) zeigt dann, dass der dort eingefiihrte Paralleltransport
auf Untermannigfaltigkeiten des R mit dem Paralleltransport mit dem zur indu-
zierten Metrik gehorigen Levi-Civita-Zusammenhang zusammenfallt. Man beachte
insbesondere wieder die Symmetrie

k _ 1k
Ly =T (7.42)

- Die zu einem Koordinatenwechsel gehoérigen Trivialisierungswechselfunktionen von
TM sind (wir erinnern an (3.14))

i’

Ox!
Aus (7.19) folgt daraus fiir die Christoffelsymbole (7.41) das Transformationsverhal-
ten:

(7.43)

i 0Tl |, 9k 0%k
U oxkoziops Y 0xb oxiE
- Eine hiufig anzutreffende Notation: Sind X* = X (z') die Komponentenfunktionen

eines Vektorfeldes X € X(M) beziiglich lokaler Koordinaten, und X := 0;X* deren
gewdhnliche Ableitungen, so sind die Komponenten

(7.44)

X! = (Vo X)(2") (7.45)
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der kovarianten Ableitung gegeben durch

X5 =X, + T x" (7.46)

Dies setzt sich gemaéss (6.39) auf Einsformen zu
wi; = wij — Tl (7.47)
fort, und auf Tensoren hoherer Stufe zu

Al = Al TR AR T AT h gl (7.48)

J1gs3t J1gsyt J1-Js J1-Js 117 "kjo--gs

§ 8 Geodaten

Mit dem metrischen Tensor lassen sich

(i) in jedem Tangentialraum einer Riemannschen Mannigfaltigkeit die aus der eukli-
dischen Geometrie vertrauten Strukturen wiederfinden: Nebst Punkten machen dort
auch Begriffe wie Geraden, Langen, Winkel, Parallelen, Flachen- und Volumeninhal-
te, Kugeln, etc. Sinn und stehen in den (hoher-dimensionalen Verallgemeinerungen
der) vertrauten Verhéltnissen zueinander.

(ii) einige dieser Begriffe auf ausgedehnte Gebilde fortsetzen. So macht es sicherlich
wenig Miihe, sich die Definition des Volumens einer kompakten Riemannschen Man-
nifaltigkeit M vorzustellen: Man wéhlt eine endliche Uberdeckung {(U;, ¢;)} von M
durch prikompakte Kartengebiete, eine untergeordnete Teilung der Eins (f;), setzt

Vol(M) = /M Vdet gd"x = Z /n \/det((gp_l)*<fig))dn$ (8.1)

und zeigt mit Hilfe der Transformationsformel fiir das Riemannsche Integral die
Unabhéngigkeit von den Wahlen. (Die Einschrankung der Metrik (s. 7.2) induziert
dann einen Volumenbegriff auch fiir kompakte Untermannigfaltigkeiten.) (Beachte
auch: Dieser Volumenbegriff macht auch fiir nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten
Sinn.) (Wir kénnen auch Integrale von reell- und komplexwertigen differenzierbaren
Funktionen tiber M und ihre Untermannigfaltigkeiten berechnen.)

Diese geometrischen Massgrossen miissen sich im Allgemeinen aber nicht mehr
wie im euklidischen Raum verhalten, und zwar dies obwohl die kovariante Ableitung
(bzw. der Paralleltransport) es erlaubt, die euklidische Geometrie (infinitesimal) be-
nachbarter Tangentialrdume miteinander zu vergleichen. Die Untersuchung der (lo-
kalen und globalen) Abweichungen von der euklidischen Geometrie im Tangential-
raum ist zentraler Gegenstand der Riemannschen Geometrie. (Dass diese Trennung
zwischen punktweise und lokalen Verhéltnissen ein viel besseres Bild der physikali-
schen Messvorschriften gibt als die dlteren Begriffe des absoluten Raumes und der
absoluten Zeit, ist die zentrale Einsicht des sog. Aquivalenzprinzips der Allgemeinen
Relativitatstheorie.) Wir beginnen in einer Dimension mit der Verallgemeinerung
von Geraden zu Geodaten.

Differentialgeometrie 1 73 7/23/2017 19:27



KAPITEL 2. RIEMANNSCHE GEOMETRIE

Wie auch schon zuvor verstehen wir unter einer Kurve in einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit!? M stets eine differenzierbare Abbildung

v:I—= M, ICR offenes oder kompaktes Intervall (8.2)

In einem anderen Sprachgebrauch versteht man unter einer Kurve das Bild einer
solchen Abbildung. Die sagen zur Unterscheidung dann “parametrisierte Kurve” zu
(8.2), wir zur Betonung “Spur der Kurve” zu y([I). Ist I = [a, b, und sind ~(a) = p,
v(b) = q als fest gedacht, so sagen wir auch (parametrisierter) Weg (oder Pfad) von
p nach gq.

Definition 8.1. Ein Kurve heisst regulér, falls 4(t) # 0 € Ty M Vt € I. (& 7 ist
eine Immersion.)

- Eine stiickweise differenzierbare Kurve ist eine stetige Abbildung v : I — M s.d.
gilt: Vt € I 3e > 0 s.d. ¥|g—ey und Y 4o differenzierbar sind. (Dies ist dquivalent
zur Aussage, dass V[a,b] C I endlich viele Stellen a = ag < a3 < -+ < a, = b
existieren s.d. v auf jedem [a;_1, a;] differenzierbar ist.)

- Eine Umparametrisierung einer Kurve v : I — M ist fiir ein Intervall J C R und
eine differenzierbare Bijektion h : J — I die Kurve yo h : J — M. Man kann
orientierungstreue A’ > 0 und orientierungsumkehrende A’ < 0 Umparametrisierun-
gen zulassen. Zur Behandlung der stiickweise differenzierbaren Kurven lassen wir
auch auch surjektive A mit Endpunkttreue zu. Eine Eigenschaft von Kurven heisst
invariant unter Umparametrisierung, wenn sie fiir alle Umparametrisierungen einer
jeden gegebenen Kurve die gleiche ist. (Beispiel: Die Spur einer Kurve, Anfangs-
und Endpunkte bei Orientierungstreue.)

Definition 8.2. - Die Bogenldnge einer Kurve v : [a,b] — M ist die nicht-negative
reelle Zahl

b
L) = [ oGO0 (83)

- Eine Kurve v : I — M heisst nach der Bogenlinge parametrisiert, wenn
g(¥,¥)(t) = 1Vt € I. (Dies ist genau dann der Fall, wenn Vt € [a,b]: L(Vqyq) = t—a.)
- Gilt etwas schwécher g(7,7)(t) = c fiir ein festes ¢ > 0 so heisst v proportional zur
Bogenlange parametrisiert.

- Fiir eine stiickweise differenzierbare Kurve definiert man die Bogenlénge durch eine
endliche Summe tiiber differenzierbare Stiicke.

Lemma 8.3. (i) Die Bogenlinge ist invariant unter Umparametrisierung.
(7i) Jede regulire Kurve lasst sich auf Bogenlinge umparametrisieren.

Beweis. (i) folgt aus der Kettenregel

(7)== d% (h(7)) = W(7)¥(h(T)) (8.4)

10Es ist fiir die folgenden Untersuchungen natiirlich, sich Mannigfaltigkeiten stets als zusammen-
hingend vorzustellen. Wir wiederholen diese Voraussetzung an angemessener Stelle. Zur Erinne-
rung: Eine Mannigfaltigkeit ist genau dann zusammenhédngend, wenn sie wegzusammenhéngend
ist.
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und der gewohnlichen Substitutionsregel

/—(t)dt = /—(h(T))|h’(7')|dt (8.5)
I J
(ii) Es sei

1= [ VoG A (5.6)
eine Stammfunktion von ||| auf I. Wegen der Regularitidt von v ist dann 7 =

V9(¥,59) > 0 Vt, d.h. n ist streng monoton, daher ein Diffeomorphismus von I auf
ein Intervall J C R. Mit h=n"1:J — I gilt

V(1) = K (7)3(h(r)) = 0(t(r)) " 4(h(7)) (8.7)
und daraus folgt g(v',7')(7) =1 (sc. em/Hausnummer). O

Definition 8.4. Ein Tangentialvektorfeld entlang einer Kurve v : I — M ist ein
Schnitt X € XO)(M) := I'(y*(TM)). Die kovariante Ableitung entlang von ~ ist
die Kontraktion von v*(V) (Pullback des Levi-Civita-Zusammenhangs) mit dem
Standardvektorfeld auf I, wofiir wir dann

Vo= (V) (55)
schreiben (vgl. 7.9). Zur Erinnerung: In lokalen Koordinaten (von M um ~(t)) gilt
(VX)) = X'+ T 47 X* (8.9)
und VX,Y € XO(M) gilt
d
—g(X,Y)=9(V,.X,Y) + g(X,V}Y) (8.10)

dt

Beispiel: Die Geschwindigkeit + einer differenzierbaren Kurve ist ein Tangentialvek-
torfeld entlang v, ebenso ihre Beschleunigung, V7.

In der euklidischen Geometrie sind Geraden durch eine konstante Geschwindig-
keit bei Parametrisierung nach der Bogenldnge ausgezeichnet. Bei einer allgemeinen
Parametrisierung ist die Beschleunigung punktweise parallel zur Geschwindigkeit.

Definition 8.5. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
- Eine Kurve v : I — M heisst Geodate, falls

VA =0 (8.11)

- Eine Kurve heisst Prageodate, falls eine differenzierbare Funktion A : I — R
existiert, mit der

Viy(t) = At)y(t) Viel (8.12)
In lokalen Koordinaten lautet die Gleichung (8.12)
Ft) + T3t = M) (8.13)

Den Koordinatenausdruck der Geodatengleichung (8.11) erhélt man fir A = 0. Aus
den Sétzen tiber gewohnliche Differentialgleichungen (zweiter Ordnung) folgt dann

(nattirlich durch geeignetes Fortsetzen beim Kartenwechsel, ggbfs. mit Anrufen von
(7.44), vgl. auch 5.10):
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Proposition 8.6. - Fir jeden Punkt p € M und jeden Vektor v € T,M existiert
eine eindeutig mazimal fortgesetzte Geoddte durch p in Richtung v, d.h. ein offenes
Intervall I,y 2 0 und eine Geoddte ) @ Lpy)y — M mit der Eigenschaft, dass
7(0) = p und 4(0) = v.

- Die Abbildung (p,v,t) = Yp.v)(t) ist in offenen Mengen U x (—e,e) C TM x R
€ > 0 (definiert und) differenzierbar. O

Auch ohne Koordinaten sieht man:

Lemma 8.7. (i) Eine Geodite ist entweder konstant (d.h. y(t1) = v(t2) Vt1,ta € 1)
oder proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

(i) Die Umparametrisierung einer Geoddte ist eine Prigeoddte, und eine Geoddte
genau dann, wenn die Umparametrisierung affin linear ist.

(iii) Umgekehrt ist jede Prigeoddte entweder konstant oder eine requldre Kurve und
thre Umparametrisierung auf Bogenlinge eine Geodite.

Beweis. (i) Ist eine Geodéte nicht konstant, so gilt g(§,%) = ¢ > 0 an mindestens
einer Stelle, und dann folgt die Aussage sofort aus (8.10) und (8.11).
(ii) folgt aus

VA7) = VRN = o+ PSS, (819
s -

h" =0 = h ist affin linear.

(iii) Ist v : I — M eine Prageodéte und 5(tg) = 0 fiir ein tq € I, so folgt aus der
Eindeutigkeit der Losungen von (8.13), dass - konstant ist. Ist andernfalls yoh : J —
M die Umparametrisierung nach Bogenlange geméss 8.3, so gilt einerseits wieder

. B (r ) ) . B N
V(1) = h/((7)>7 ) Y = (W + Ah)fy (8.15)
:A%

und andererseits
) =29(Vey/s 7)) =0 (8.16)
Zusammen folgt wegen g(+',7') = 1

B'(7)
W(7)

+ A(h(7))(W (1)) =0, (8.17)

d.h. V7 = 0. 0

(Der Versuch, umgekehrt die Umparametrisierung n = h~! so zu bestimmen,
dass V.7 = 0, fithrt auf die zu (8.17) dquivalente Differentialgleichung

T ) (8.18)
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mit Losung

n(t) = / c-exp( / Aoyt dt (8.19)

fir eine Integrationskonstante ¢ so, dass g(%,7) = 1.)

Ahnlich wie Geraden in der euklidischen Geometrie sind Geoditen ausgezeichne-
te Kurven, die Aufschluss tiber die globale Zusammensetzung einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit geben. Ausserdem sind sie ein grundlegendes Beispiel fiir das Zu-
sammenspiel von globalen geometrischen Grossen und infinitesimalem Transport.
Die Intuition fir die (noch zu prézisierenden) Charakterisierung von Geodéten als
“langenminimierende Kurven” geben die vom physikalischen Standpunkt aus nattir-
lichen Variationsprinzipien. Zur Brechung der Umparametrisierungsinvarianz:

Definition 8.8. Fiir eine parametrisierte Kurve v : [a, b] — M heisst die reelle Zahl

E(y) = %/ g9(%,7)dt (8.20)

die Energie von 7.

Ubungsaufgabe: - E ist nicht invariant unter Reparametrisierung.
- Es gilt die Abschétzung

L(v)* <2(b - a)E(v) (8.21)
mit Gleichheit genau dann, wenn ~ nach der Bogenlédnge parametrisiert ist.

Proposition 8.9. (e) Sind p,q € M fest, so ist E als differenzierbare Funktion
auf dem Raum aller parametrisierten Wege von p nach q genau dann kritisch, d.h.
dE, =0, wenn v eine Geodte ist.

(1) Sind p,q € M fest, so ist L als differenzierbare Funktion auf dem Raum aller
parametrisierten requldren Wege von p nach q genau dann kritisch, wenn vy eine
Prageoddte ist.

Erlduterung: In dieser Aussage wird der Raum der Wege
Wy = 1{7:[a,b] = M|a <beR,y(a)=p(b) =q} (8.22)

mit festen Endpunkten im Sinne der Variationsrechnung als “unendlich-dimensionale
Mannigfaltigkeit” mit Tangentialraum

(M) = {X e T(v(TM)) | X(a) =0, X(b) =0} € XV M) (8.23)
aufgefasst (vgl. die Erzeugung von Diff(M) durch X(M) in 5.8). Dies heisst genauer:

Definition 8.10. Eine Variation einer Kurve v : I — M ist mit § > 0 eine diffe-
renzierbare Abbildung

B:(—=08,0)x1I, (st)— B(s,1)

mit 3(0,t) =~(t) Vt € I (8.24)

Die Abbildungen t — [(s,t) fur festes s € (—d,0) heissen longitudinale, die s —
B(s,t) fir festes t € I transversale Kurven.
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- Das iiber die partielle Ableitung in die transversale Richtung,

t— B’(O, t) B(s,t) € TynyM (8.25)

o 0s 1s=0
definierte Tangentialvektorfeld 3'(0,-) € X (M) entlang v heisst Variationsfeld der
Variation.

- Eine Variation eines Weges v : [a,b] — M von p nach ¢ heisst eigentlich, wenn
B(s,a) =pund B(s,b) = q, d.h. (s, ) € Wy Vs € (—0,9).

- Das Variationsfeld einer eigentlichen Variation von ~ erfillt 5'(0,a) = 0, 5/(0,b) =
0, d.h. B(0,-) € X (M) aus (8.23).

- Eine reellwertige Funktion F' : W,, — R heisst differenzierbar in v € W, ,,
wenn fiir alle eigentlichen Variationen von v die Funktion s — F(5(s,-)) in s =0
differenzierbar ist, und kritisch, wenn deren Ableitung dort stets verschwindet.

Fasst man eine Variation als “Kurve von Kurven durch v” auf, so erkennt man
in 8.10 eine Definition des Tangentialsraums tiber Kurven im Sinne von (3.26). Wie
auch schon dort gibt es zu jedem Variationsfeld viele mogliche Variationen, d.h.
die Abbildung: Kurven — Tangentialvektoren ist nicht injektiv. (Insbesondere ge-
winnt man nichts Neues, wenn man daran denkt, dem Definitionsintervall eine s-
Abhéngigkeit zu geben.) Wichtig ist aber die Surjektivitat:

Lemma 8.11. Ist v : [a,b] — M eine differenzierbare Kurve, so existiert fiir jedes
X € XO(M) eine Variation von v mit Variationsfeld X .

Beweis. - Eine Moglichkeit ist die Konstruktion einer Variation in lokalen Karten
um die Spur von v herum, mit einer ahnlichen Strategie beim Kartenwechsel wie im
Beweis von %.1.

- Etwas quicker (aber Metrik-abhéngig, und nicht unmittelbar auf nicht-kompakte
Intervalle verallgemeinerbar) folgt aus 8.6 und der Kompaktheit von [a, b] die Exis-
tenz von § > 0 so dass Vt € [a,b] die Geodate s — 7y ) x@))(s) fir mindestens
s € (=0,0) C Iy, x@) existiert. Die Abbildung (—6,8) X I = v(y@),x ) (s) ist dann
eine Variation von v mit Variationsfeld X. ]

Die Aussage: F' : W, , — R ist kritisch in v & VX € 3‘:(()7)(]\/[) gilt dF,(X) :=

da
ds|
S

richtigen Sinn. Wir halten ausserdem fest:

F(5(s,-)) fir eine/jede Variation § von v mit Variationsfeld X macht also

Lemma 8.12. Ist # : (—0,0) x I eine Variation von vy, so sind die partiellen
Ableitungen 5 = 0,8, := 0sp € T'(B*TM) und es gilt mit dem Rickzug V; :=
(B*V)ag Vs = (B*V)ag des Levi-Civita-Zusammenhangs:

V. = V.3 (8.26)
Beweis. In lokalen Koordinaten um f(s,t) gilt

V3" = 80,80+ T3 gt

. . , . 8.27
V.3 = 0,08 + T, 873" (527
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so dass die Aussage sofort aus der Symmetrie der zweiten Ableitung und der der
Christoffel-Symbole (7.42) folgt. (Moralisch folgt die Aussage aus [%, %] =0, auch
wenn dies keine Vektorfelder auf M sind.) O

Beweis von 8.9. (e) Die Differenzierbarkeit von

1 .

b
s B((5,) = 5 | gaten(Bls.0) s, ) (3.28)

folgt aus den Sétzen iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Ableitung. Zur
Berechnung benutzen wir Metrizitéit, Torsionsfreiheit, und partielle Integration:

d b . b L
S = [ o= [ o by
s
. ‘o (8.29)
d . L
— [ Goe e [ o2 Viar
so dass bei s = 0 aus der Eigentlichkeit der Variation folgt:
b b
4E,(X) = g(X.3)| - [ o(X. Vi)t (8.30)

0

V¥ = 0 impliziert also sofort dE,(X) =0 VX € X(()V)(M ). Wére fiir die umgekehrte
Richtung Vi7(ty) # 0 fiir ein tg € (a,b), so sei X ein Variationsfeld mit Tréger in
der Néhe von ¢y so, dass g(X,Viy) > 0 auf ganz [a,b] und strikt positiv in einer
Umgebung von ty. Dann folgt aus der Monotonie des Integrals ein Widerspruch zu
dE.(X) = 0. Aus der Stetigkeit folgt V¥ = 0 auf ganz [a, b].

(1) Hier héngt die Differenzierbarkeit bei s = 0 von der Regularitat von v ab. Mit
w = +/g(%,7) # 0 auf ganz [a, b] finden wir mit den gleichen Schritten wie oben:

d

Sl ren = [alx gty v (8.31)

s=0

und aus dem gleichen Supportgrund dann die Prigeodétengleichung V% = %77 vgl.
auch (8.18). O

Geodaten sind also Extrema von E und L. Daraus folgt insbesondere, dass ein
differenzierbarer Weg (mit festen Endpunkten), in welchem £ (oder L) ein globales
Minimum!! annimmt, (bis auf Umparametrisierung) eine Geodéte sein muss. (Sonst
gibe es eine Variation mit noch kleineren Werten von F und L.) Daraus folgt aber
noch nicht,

(1) dass unter allen stiickweise differenzierbaren (besser wére: rektifizierbaren) Kur-
ven die differenzierbaren die energiedrmsten /kiirzesten sind;
(2) dass eine Kurve minimaler Energie/Lénge existieren muss;

1Es existieren niemals lokale, geschweige denn globale Maxima, da man jede gegebene Kurve
durch kleine und grosse Umwege um beliebige Werte verlangern kann. Ausnahme: dim M = 0.
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(3) dass ein energiedrmster/kirzester Weg, falls er existiert, bis auf Umparametri-
sierung eindeutig sein muss.

Man findet leicht Beispiele, die belegen, dass (3) (Antipoden auf der Sphére) und (2)
(R%\ {0}) im Allgemeinen falsch sind, im Unterschied zur euklidischen Geometrie.
Zum Nachweis, dass sie aber lokal richtig bleiben und als Korollar (1) implizieren,
sieht man am einfachsten nach Einfithrung intrinsischer und vermessungstechnisch
natiirlicher Koordinatensysteme.

Normalkoordinaten

In Fortsetzung von 8.6:

Lemma 8.13. - Sei (M, g) eine Rmf., und V(p,v) € TM vpu) : Ipwy — M die
eindeutig maximal fortgesetzte Geoddte durch p mit Y. (0) = v. Es gilt:

(1) YA € R Ipxe) = 2 (o) und Ypao)(£) = Vo) (ML)

(it) £ == {(p,v) € TM |1 € I} CTM ist offen

(iii) E, ={veT,M|1 € l,wn} CT,M ist ein Sterngebiet um 0 € T,M.

Beuweis. (i) folgt unmittelbar aus der Kettenregel: L, ,)(At) = M) (At) ete.

Fir (ii) bemerken wir, dass wir mit v(t) := ¥(t) € Ty M die Geodétengleichung

(8.11) als Gleichungssystem erster Ordnung (explizit am besten in Koordinaten)
y=v, V=0 (8.32)

schreiben, und die Losungen daher als Fluss in T'M auffassen koénnen. Dann folgt
aus 5.11 die Offenheit von D := {(p,v,t) | (p,v) € TM,t € I(,)} (Vertauschung von
Zeit und Ort ist Absicht), genauso wie die von &€ = DN (TM x {1}) = (TM); in
der Notation von 5.11.

(iii) Die Offenheit von &, folgt aus (ii), die Sternformigkeit, d.h. v € £, = [0, 1Jv C
&y, aus (i). Beachte: I, 0 = R, v(,,0) ist konstant. O

Definition 8.14. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heisst geoddtisch vollstindig,
falls I(p) =R V(p,v) € TM, < £ =TM.

Definition 8.15. Die differenzierbare Abbildung'?
Exp,: & — M, v = Bxp,(v) := Yp) (1) (8.33)
heisst Exponentialabbildung in p. (Ihre globale Version,
£ 3 (p,v) = Exp(p,v) := (p,Exp,(v)) € M x M (8.34)
ist ebenfalls differenzierbar.)
Lemma 8.16. Fiir festes p € M ist Exp,(0) = p und
D(Exp,)o = id : To(T,M) = T,M — T,M (8.35)

(Die Ableitung von Exp : TM D & — M x M hat auf dem Nullschnitt M C TM
die Blockgestalt

(D Exp) o) = (id 1?1) ) (8.36)

*

12exp ist in dieser Vorlesung reserviert fiir die Matrixexponentialfunktion, bei Lie-Gruppen war
das umgekehrt; die beiden stimmen aber in geeignetem Sinne sowieso {iberein.
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Beweis. Fir jedes v € To(T,M) = T,M ist fiir ¢ klein genug t — tv € £, eine Kurve
durch 0 in Richtung v mit Bild

Exp, (tv) = V) (1) = V) (1) (8.37)
daher ist nach (3.26)
(DEsp)o(v) = 2| Exp,(tv) = & (t) = (8.38)
*Pp)O) = g i PPN T ] TN T '

(Fur die globale Version beachte man die durch den Nullschnitt kanonische Spaltung
von (66), T(p70)TM & TpM () TpM.) D

Aus 8.16 folgt mit dem Satz 4.6 tiber die Umkehrabbildung, dass Exp, geeignete
Umgebungen von 0 € T, M diffeomorph auf Umgebungen von p € M abbildet.

Definition 8.17. - Eine Umgebung A von p heisst Normalumgebung, falls eine
sternféormige Nullumgebung & C T,M exis-
tiert, die durch Exp, diffeomorph auf A" ab-
gebildet wird.
Ist (by,...,b,) eine Orthonormalbasis S
fir den euklidischen Vektorraum 7,V mit N e, » ™
(,+) == gp, und sind (&',...,€") die zuge- h
horigen linearen Koordinaten, so heisst die
Verkettung {oExp, ! (Riemannsche) Normal- M
koordinaten (besonders, aber vielleicht nicht
nur, auf Normalumgebungen).

Beachte: Es ist bereits klar, dass jeder Punkt p € M eine Normalumgebung besitzt.
Normalumgebungen sind aber nicht nur nicht eindeutig, sondern im Allgemeinen
auch nicht ineinander enthalten. Die Vereinigung von Sterngebieten ist wieder ein
Sterngebiet, die Injektivitat von Exp, kann aber verloren gehen. Der Schnitt von
zwei Normalumgebungen ist nicht einmal notwendig zusammenhangend. Beispiel:
Kreis. Normalumgebungen geben uns aber das erste Eindeutigkeitsresultat fiir Geo-
daten.

Lemma 8.18. (i) Ist N eine Normalumgebung von p, so existiert fir alle ¢ € N
genau eine Geoddte von p nach q, welche ganz in N liegt. (Mit “genau einer” ist
hier “bis auf affin-lineare Umparametrisierung” gemeint. Wir fizieren sie, indem wir
das Definitionsintervall [0, 1] vorschreiben.)

(it) In Normalkoordinaten ist diese Geoddte die gerade Strecke von 0 € T,M nach
v = Bxp;(q).

(iii) Fiir Metrik-Komponenten und Christoffel-Symbole in Normalkoordinaten um p
gilt Vi, j,k=1,... n:

9i5(p) = i (8.39)
und I‘;k(p) =0 (8.40)

Beweis. (i) Existenz: [0, 1] 3 ¢ = y(,0)(t) = Vp.w) (1) = Exp,(tv) ist klarerweise eine
solche Geodéte. (Da S := Exp, ' (N) sternformig ist, gilt v, (t) € NVt € [0,1].)
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Eindeutigkeit: Angenommen, « : [0,1] — N ist eine weitere Geoddte von p nach
q, welche ganz in N verlauft. Setze w := &(0). Dann gilt wegen der Eindeutigkeit
von Geodéten a(t) = Exp,(tw) Vt € [0,1]. Es gentigt dann zu zeigen, dass tw € S
vt € [0,1]. (Denn dann impliziert Exp,(w) = ¢ = Exp,(v) wegen der Injektivitat
von Exp, auf §, dass w = v und daraus folgt a = v(,.)-)

Andernfalls sei t, := inf{t € [0,1]|tw ¢ S}. Dann ist wegen der Offenheit von S
tow ¢ S, es existiert aber eine Folge (¢,) mit t, — to und t,w € S. Wegen der
Stetigkeit von Exp,, gilt

lim Exp,(t,w) = Exp,(tow) (8.41)
N N

letzteres wegen «([0, 1]) C . Da aber Exp, ein Diffeomorphismus Von S auf N ist,

folgt daraus, dass t,,w einen Grenzwert in & hat (ndmlich (Expp| ) (Exp, (tow))),
ein Widerspruch. Es gilt also w € S.
(ii) Ist v = v'b; € S, s0 hat v4,.)(t) = Exp,(tv) die Koordinatendarstellung:

(t) = ((€ 0 Exp, M) (v (1)) = ((€ 0 Expy ) (Exp,(tv)))" =t (8.42)

was die Behauptung ist.
(iii) Per Definition ist gi;(p) = gp(2% 96 agﬁ) (bi,bj) = d;;. Einsetzen der Lésung
(8.42) in die Geoditengleichung in Normalkoordinaten ergibt

£+ T (Yo (0)EEF = T (v (8)070* = 0, (8.43)
und bei t = 0, dass V2 die Abbildung
S3v— Q) = F;k(p)vjvk =0 (8.44)

identisch verschwindet. Da die erlaubten Startrichtungen 7,M aufspannen, folgt
durch Polarisation und lineare Fortsetzung, dass die symmetrische Bilinearform

(v1,v2) = Qv1 + v2) — Q(v1) — Qva) = (e + Fk])vva = 0 Yoy, v € T,M.
Wegen (7.42) folgt daraus I}, (p) = 0 Vi, j, k. O

Beachte: Die Vereinfachung ij = 0 gilt nur in p. Fir £ # 0 findet man nur jeweils

' (Exp, (€))€7€" = 0.
- Die Geodate von p nach ¢ in N ist im Allgemeinen weder die einzige noch die
kiirzeste Geodate von p nach g in M. Zur Verscharfung bemiihen wir die geodétische
Polarzerlegung.

Fir R klein genug ist Exp,, auf der euklidischen Kugel

Bgr(0) :=={v e T,M|+/{v,v) < R} C T,M (8.45)

ein Diffeomorphismus auf ihr Bild. Wir schreiben

Cr(0) :=={v e T,M |\/(v,v) = R} = 0Br(0) (8.46)

fiir die euklidischen Spharen.
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Definition 8.19. Man nennt
pp = sup{ R € R|Exp, |0 ist Diffeo. auf das Bild} € (0, o0] (8.47)

den Injektivitatsradius in p € M.

- Der globale Injektivitatsradius, inf{p,, p € M} > 0ist grosser Null falls M kompakt
ist.

- Fiir R < p, heisst Kg(p) := Exp,(Br(0)) geoditische Kugel vom Radius R.

Lemma 8.20. - Jede K(p) (auch K, (p)) ist eine Normalumgebung von p.
- Die auf K, (p) durch

n

r(q)* = (Bxp, '(q), Exp, ' (q)) = > _(£'())? (8.48)

i=1

definierte Radius-Funktion r : K, (p) — [0, p,) ist stetig, ausserhalb von p positiv
und differenzierbar mit dr(q) # 0 ¥Yq # p. r* ist auf ganz K, (p) differenzierbar.
- Fiir alle 0 < R < p,, ist

Sr(p) :=r""(R) = Exp,(Cr(0)) (8.49)

eine kompakte n—1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, genannt geoddtische
Sphdre um p.

- Die auf Bogenldnge parametrisierten Geoddten durch p sind ausserhalb von p die
Integralkurven des radialen Einheitvektorsfeldes auf K, (p),

_&o

= e (8.50)

FEs gilt: g(0,,0,) = 1.

Beweis. grosstenteils offensichtlich. Die erste Aussage zu 0, folgt aus 8.18 (ii) und
elementarer Analysis: Fiir ¢ € K, (p) \ {p} ist mit  := Exp,'(q)/r(q) die auf
Bogenlidnge parametrisierte radiale Geodate gegeben durch [0,7(¢)] > t — Exp,(t0).
Sie erfiillt r(t) := r(Exp,(t?)) = t und in Normalkoordinaten

d(tvi)) W _ &0 (8.51)

dt\r(q)) ~ tr(g)  r(t)

was gerade heisst, dass £ Exp,(t0) = 9,. Die Aussage ¢(9,,0,) = 1 folgt dann (nicht
bereits aus (8.39)!, sondern) wegen 8.7 (i) aus (0,0) = 1. O

Zur geometrischen Rechtfertigung der Bezeichnungen sollten wir begriinden, dass
Kr(p) tatsichlich aus den Punkten besteht, deren “Abstand” von p kleiner als R
ist. Davor bemerken wir, dass die geodatischen Spharen zwar per Definition diffeo-
morph, i.A. aber nicht isometrisch zu den euklidischen Standardsphéren sind. Der
Tangentialraum zu Sg(p) in ¢ = Exp,(v) mit r(q) = R = (v, v)"/? ist

T,Sr(p) = Ker(dry) = (D Exp,).(T,Cr(0)) (8.52)
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T,M Sr(p) | M

tv
V(p,v)

wobei bekanntlich
T,Cr(0) =v" = {w e T,M | (v,w) =0} (8.53)

Insbesondere ist (D Exp,), : T,M — T,M nicht der Paralleltransport entlang der
radialen Geodéte (sonst wire nimlich die Einschrankung auf v+ eine Isometrie). Es
gilt aber:

Proposition 8.21 (Gauss-Lemma). Die geoddtischen Sphdren sind orthogonal zu
den radialen Geoddten, d.h. Vq = Exp,(v) € Sr(p), wy € TySr(p) gilt

gq((ar)qu) =0 (8.54)

Beweis. Wir zeigen die allgemeinere Aussage: Vv € £, C T,M,Yw € T,M = T,T,M
gilt mit w, := (D Exp,),(w) und v, := (D Exp,),(v):

9a(vg; we) = (v, W) (8.55)

(Die Aussage des Lemmas folgt dann fiir aus (8.53) und v, = (¢)(9,),, vgl. (8.51).)
- Sei dazu 6 > 0 so klein, dass v + sw € &, Vs € (—0,9) (&, ist offen), und 3 :
(—0,9) x [0,1] — M die Variation der Geodéate von p nach ¢, gegeben durch

B(s,t) = Exp,(t(v + sw)) (8.56)

Thre longitudinalen Kurven sind Geodéaten durch p in Startrichtung

B(s,0) = v+ sw (8.57)
und es gilt:

(8.58)

Die Behauptung gs(o,1) (B(O, 1), 8'(0, 1)) = (v, w) folgt dann aus g, (B(O, 0), 5'(0, O)) =
(v,0) = 0 falls wir zeigen konnen, dass
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d .
@ E(gﬁ(o,t) (6(O’t)76,<07t>)) = <U,U}>
Bew.: Wegen 8.10 und 8.12 gilt:

d . i ,
%gﬁ(s,t) (5(57 t)v 5,(37 t)) = gﬂ(s,t) (Vtﬁ(sv t)a ﬁ/(S, t)) + g,@(s,t) (5(37 t)a Vtﬁl(sv t))

=0

= 9B(s,t) (B(Sv t)a VS/B(S7 t))
(S (350 5(5.0))

1
T2
(8.59)

Die longitundinalen Kurven sind als Geodéaten aber proporitional zur Bogenlange
parametrisiert (s. 8.7), und zwar ist mit (8.57):

9B(s,t) (B(S, t), B(Sa t)) = 098(s,0) (6(57 O)a B(Sa O))
= (v + sw,v + sw) (8.60)
= (v,v) + 25{v,w) + s*{w, w)

Oben eingesetzt und bei s = 0 ausgewertet ergibt die Behauptung. ]
Korollar 8.22. Auf K, (p) \ {0} gilt: 0, = (dr)*

Beweis. Schreiben wir die gemaéss 8.21 orthogonale Zerlegung T, M = R0, & T,Sr(p)
fiir einen beliebigen Vektor w, € T, M als

wg = (wq)rOr + wg | (8.61)

so gilt wegen (8.52) dr(wg,) = 0, per Definition dr(9,) = 1 und wegen 8.20
9(0y, 0,) = 1. Zusammen folgt

(wq)r = gq(wy, 0r) = dr(wy) (8.62)
O

Proposition 8.23. Es sei o : [a,b] = K, (p) ein stickweise differenzierbarer Weg
von p nach q.

(i) Es gilt: L(a) = L(Y(p0))-

(ii) Gilt L(at) = L(Y(pw)), S0 existiert eine monotone surjektive stiickweise differen-
zierbare Funktion h : [a,b] — [0,1] so dass a = v 0 h.

Beweis. (i) Es geniigt zu zeigen, dass L(a) > r(q) falls a(t) # p V& > a. (Sonst

verkiirzen wir « auf [ag, b] mit ag := sup{t| a(t) = p}.)

- Nach Pythagoras (oder gleich Cauchy-Schwarz) gilt entlang der differenzierbaren

Stiicke von a|(a oL
g(é, &) = g(0r, 4)* + glér, )

e ) , , (8.63)
= g(q,&)"? > |g9(0,,a)| > g(0y, &) = dr(a)
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Letzteres wegen 8.22. Durch Integration folgt (stiickweise, bzw. mit dem Satz von
Stokes)

b
L(a) =lim [ g(a&,a)Ydt

T\ -

_[td 8.64
>l [ Gr(a(t)dr (8.64)
= li{_g(r@ —r(r)) =r(q)

wegen der Stetigkeit von r.
(ii) Im Falle L(a) = L(7y(p)) muss zundchst &, = 0 sein, d.h. a verlduft entlang
der radialen Geodéite, und ausserdem dr(c) > 0. Durch stiickweise Integration der
Differentialgleichung

&= g(0,, )0, (8.65)

folgt mit h(t) = [! dr(a)dt/r(g) die Behauptung. O

Korollar 8.24. Vp € M, q € K, (p) ist die radiale Geoddte bis auf Umparame-
trisierung der eindeutig kirzeste stickweise differenzierbare Weg von p nach q in

M.

Beweis. Wege innerhalb von K, (p) sind nach 8.23 entweder langer als die Geodéte
oder folgen ihrer Spur.

- Ist o : [a,b] = M noch ein Weg von p nach ¢ in M, welcher nicht ganz in K, (p)
liegt, so existiert fiir jedes (beliebige) R mit r(q) < R < p, ein by € [a,b] mit
a(by) € Sr(p). (Andernfalls zerfallt a([a,b]) in (mindestens) zwei nicht-leere offene
Mengen, (a([a, b)) NKg(p)) W (a(a, b)N(M\Kr(p))), was wegen der Stetigkeit nicht
sein kann.) Dann ist aber gemaéss 8.23 bereits L(a|qp) = R > 7(q) = L(Yp,))- O

Bemerkungen. Offensichtlich kann man die Radius-Funktion 8.48 auch in Normal-
umgebungen N von p definieren, welche nicht ganz in K, (p) enthalten sind. Sie ist
dann allerdings ausserhalb von K, (p) von der Wahl von N abhéngig. Es gilt dann
in Abanderung von 8.24: Vq € N ist die radiale Geodéte der bis auf Umparame-
trisierung eindeutig kiirzeste stiickweise differenzierbare Weg von p nach ¢, welcher
ganz in N verlauft.

Jetzt ist aber tberféllig:

Definition 8.25. Sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann ist Vp,q € M

W, = {7 [a,b] - M stiickweise differenzierbarer Weg von p nach ¢}  (8.66)
nicht leer. Die Abbildung d: M x M — R,
d(p,q) = inf{L(7) |y € W,,} (8.67)

heisst Riemannsche Abstandsfunktion auf M.
- Ein Weg v € 20, , heisst langenminimierend, falls L(y) = d(p, q).

Differentialgeometrie 1 86 7/23/2017 19:27



§8. GEODATEN

Lemma 8.26. Die Abstandsfunktion erfillt Vp,q,0 € M:
(i) d(p,q) >0, d(p,q) =0 p=gq;

(i) d(p,q) = d(q,p);

(iii) d(p, q) < d(p,0) + d(o,q).

(M, d) ist also ein metrischer Raum.

Beweis. Die einzige nicht ganz offensichtliche Implikation ist d(p,q) = 0 = p = q.
Ist aber p # ¢, so existiert eine offene Umgebung U von p mit ¢ ¢ U und ein € > 0
so dass die geodétische Kugel K (p) C U (Stetigkeit der Exponentialfunktion). Aus
q ¢ K.(p) folgt dann wie im Beweis von 8.24, dass jeder stiickweise differenzierbare
Weg von p nach ¢ mindestens € lang ist, d.h. auch d(p, q) > e. ]

Proposition 8.27. Die von d induzierte Topologie fallt mit der kanonischen Topo-
logie von M als topologische Mannigfaltigkeit zusammen.

Beweis. Die metrischen Kugeln {{qg € M |d(p,q) < R} |p € M, R < p,} bilden eine
Basis der von d induzierten Topologie. Gemass dem Beweis von 8.24 bzw. 8.26 sind
sie aber gleich den geodétischen Kugeln Kg(p) und daher wegen 8.20 offen in M.
Die kanonischen Topologie ist also feiner als die metrische.

- Umgekehrt haben wir eben schon benutzt, dass VU C M offen, Vp € U K.(p) C U
fir geeignetes € > 0. U ist also offen in der metrischen Topologie, d.h. die metrische
Topologie ist feiner als die kanonische. O

- Beachte, dass die (“intrinsische”) Riemannsche Ab- IR
standsfunktion auf einer Untermannigfaltigkeit M C R™

stark von der “extrinsischen” auf R™ abweichen kann,

auch wenn sie die gleiche Topologie induzieren. (Das Bild

illustriert dgm < djy, die stereographische Projektion die

umgekehrte Situation; Aquivalenz der Topologie impli-

ziert noch nicht Aquivalenz der Abstandsfunktionen....)

- Gemass 8.18 sind radiale Geodaten in Normalumgebungen eindeutig, und geméss
8.24 in geodatischen Kugeln auch langenminimierend in M. Wir beschéftigen uns
nun mit Existenz und Eindeutigkeit von Geodéaten zwischen variablen Punkten in
einer Umgebung eines festen p’s.

Definition 8.28. Eine offene Menge C C M heisst (geodétisch) konvex, falls C
eine Normalumgebung eines jeden ¢ € C ist. Insbesondere existiert zwischen je zwei
Punkten p und ¢ in einer konvexen Menge genau eine Gedate, welche ganz in C
verlauft, und diese Geodéte ist der bis auf Umparametrisierung eindeutig kiirzeste
stiickweise differenzierbare Weg von p nach ¢ in C.

(Die Aussage zur Eindeutigkeit folgt aus 8.18, die zur Léngenminimierung aus den
Bemerkungen unter 8.24.)

Theorem 8.29. Jeder Punkt p € M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit besitzt
eine geodatisch konvexe Umgebunyg.

Beweis. Wir schreiben im Folgenden K, := K (p) fiir geodétische Kugeln vom Ra-
dius € > 0 um p.
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1. Schritt: Wir fixieren Normalkoordinaten (/\/ (& ,f“)) um p und definieren
den symmetrischen (0,2) Tensor H auf N durch die Komponenten

Hyj =6, — Y €T}, (8.68)
k

(Ffj sind die Christoffel-Symbole in Normalkoordinaten, ohne Widerspruch zu
(7.44)!) Da gemass 8.18 (iii) I'};(p) = 0, existiert ¢ > 0 so klein, dass H auf K., C N/
positiv definit ist.

- Wir machen ausserdem ¢; > 0 so klein, dass Vk

k<1 auf K, (8.69)
.
2. Schritt: Fur jede nicht-konstante (aber nicht notwendigerweise radiale!) Geodate
a : [0,1] — K, welche ganz in K., verlauft, ist N(a(t)) := r?(t) = (r(a(t)))?
differenzierbar (vgl. 8.20), und schreiben wir ¢'(¢) fir die Kordinaten von a, so gilt

d? d?
TaN(al) = @Z = 22 &) + E e (L))
(Geodétengleichung) = 2 Z (t) —§ (t)Ffj«S (1)Ex(t)) (8.70)
k

=2H(£(t),£()) >0

wegen des 1. Schritts und £(t) # 0 Vt € [0, 1]. Es folgt daraus, dass N ihr Maximum
nicht auf dem offenen Intervall (0,1) annimmt, d.h. V¢ € [0, 1] gilt

N(a(t)) < max{N(a(0)), N(a(1))} (8.71)
3. Schritt: Die Abbildung
Exp:TM D& > (p,v) = (p,Exp,(v)) € M x M (8.72)

ist wegen (8.36) in einer Umgebung von (p,0) € T'M ein Diffeomorphismus auf eine
Umgebung von (p,p) € M x M.
- Ve > 0 geniigend klein (insbesondere sei € < ¢;) ist dann

(Exp) ' : K. x K. = W.CTM (8.73)

ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung W, von (p,0). (Die K, sind Umgebungs-
basis.) Durch Projektion auf M folgt, dass Vq € K.

Exp, : Weg = W.NT,M — K, (8.74)

ein Diffeomorphismus ist. Nun ist K, = K (p) eine geodatische Kugel um p, nicht
aber um ¢. Wir behaupten allerdings, dass fiir geniigend kleines ¢ > 0 W, , noch
ein Sterngebiet um 0 € T, M ist. (Dann ist namlich K, eine Normalumgebung von
q Vq € K., und damit geodatisch konvex.)

- Es ist klar, dass 0 € W, , und offen in 7T, M. Wir halten ausserdem fest, dass fiir
e » 0, We = {(p,0)}, d.h. jede Umgebung von (p,0) enthdlt W, fir gentigend
kleines €.
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TM PRy
W M x M

4. Schritt: Yw € W, ist [0,1] 3 t = Exp,(tw) eine Geodite (zunichst in M) von
q € K. nach Exp,(w) € K.. Wenn wir zeigen kénnen, dass Exp,(tw) € K, V¢, dann
folgt aus der Tatsache, dass Equ_1 : K. — W,, ein Diffeomorphismus ist, dass
tw e W, vt € [0,1], d.h. W, sternformig ist.

- Tatséachlich gentigt es zu zeigen, dass

Exp,(tw) € K., Vt € [0,1] (8.75)

denn dann folgt aus (8.71) bereits N(Exp,(tw)) < max{N(q), N(Exp,(w))} < €,
d.h. Exp,(tw) € K..
- Wir suchen also ein € < ¢ s.d. (8.75) gilt V(q,w) € W, t € [0,1].
5. Schritt: '3
cc:= sup |D(Exp,’ Exp,)o(w)"| (8.76)
(q,w)eW,
k=1,....,n
Da (¢, w) + |D(Exp," Exp,)o(w)*| stetig ist und (p,0) auf 0 abbildet, und da
We — {(p,0)} im Sinne des 3. Schritts, gilt ¢, — 0 fiir ¢ — 0.
- Es existiert also ein € > 0 so, dass gleichzeitig

Q<% (8.77)
V- (e+2c) < e (8.78)

Wir behaupten, dass mit solch einem e (8.75) erfiillt ist.

Bew.: Wir betrachten also fiir (¢, w) € W, die Geodéte [0, 1] > t + Exp,(tw). Kla-
rerweise ist Exp, (tw) € K, fiir alle kleinen Zeiten ¢ > 0, so dass wir uns zumindestens
am Anfang die Geodéate in den Normalkoordinaten anschauen kénnen. Wir nennen
sie £¥(t) solange sie Sinne machen. Die Anfangsgeschwindigkeit ist einfach

£"(0) = D(Exp, ' Exp,)o(w)" (8.79)

13Hier wird gezeigt, dass fiir kleines € Geoditen mit Startwerten (g, w) € W, sich nicht weiter als
€1 von p entfernen. Tatséchlich folgt schon aus der Stetigkeit der Abbildung € x [0,1] 5 (p,v,t) —
Exp, (tv), mit Exp,(t-0) = p, dass V¢ € [0, 1] eine Umgebung W; x (t —4,t+ ) > (p,0,) existiert,
deren Bild in K, liegt. Das kompakte Intervall [0, 1] wird von endlich vielen (¢t —§,¢+ ) iiberdeckt
und der Schnitt der zugehorigen Wy ist noch eine Umgebung von (p,0) und enthélt W fiir € klein
genug mit der geforderten Eigenschaft.
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d.h. per Definition ist ’fk(())’ < ¢, Vk. Ausserdem gilt (wegen q € K,.) |€8(0)| < e.
Es sei dann

t, :=sup{t € (0,1] | Vs € [0,1] gilt N(Exp,(sw)) < (e1)?, €5 ()| < 2ce} (8.80)

Wegen der Stetigkeit und obigen Abschatzungen ist 0 < ¢, < 1.
- Wir kénnen dann Vt < t, unsere Geodéte in Normalkoordinaten mit dem HDI
abschéatzen:

€5 (s)| = |Ff}§’§](s)| < (2¢.)* (wegen (8.69) und Def. von t, >t > s)

e ) , ) 1
= |£"(t)] < |€7(0)] +4cC < 2¢.  (beachte ¢, < — wegen (8.77))
—— 4

<ce

1) )
= 1€ (6)] < 1€8(0)] + 2ce < e+ 2c.

= N(Bxpy(tw)) £ n(e +2¢)> 2 (0)* (nach (8.78))

(8.81)

1)
Aus Stetigkeitsgriinden bleiben im Limes ¢ 7 t, die < Ungleichungen zumindestens

als < giiltig, die (2 aber strikt. Ware ¢, < 1 so blieben die Ungleichungen aus
Stetigkeitsgriinden noch fir ¢ etwas grosser als t, giltig, was mit (8.80) auf die
unsinnige Aussage t, > t, fithren wiirde. Es gilt also ¢, = 1, d.h. insbesondere
N(Exp,(sw)) < (e1)* Vs € [0,1], was zu zeigen war. O

- Wie schon im Beweis bemerkt ist eine konvexe Umgebung keine geodéatische Kugel
um jeden ihrer Punkte. Wir nennnen C minimal konvez, wenn fir je zwei Punkte in
C die eindeutige verbindende Geodate in C eindeutig l&ngenminimierend in M ist.

Korollar 8.30. Fure > 0 klein genug sind die K. aus dem Beweis von 8.29 minimal
konvex.

Beweis. Zuriick im 3. Schritt des Beweises von 8.29 wahlen wir eine Umgebung
W von (0,p) in TM so, dass Exp auf W ein Diffeomorphismus ist und ausserdem
WNT,M C B,,(0) Vq. (Hier ist p, der Injektivitdtsradius in g. Dass ein solches W
existiert, folgt aus der einfachen Tatsache, dass UB,, (0) eine Umgebung von M C
TM ist.) Anschliessend wihlt man e > 0 noch so klein, dass K, x K. C Exp(W),
d.h. W. ¢ W. Dann folgt aber K, C K,,(q) Vq € K., und die Aussage somit aus

8.24. U

Ein wichtiger Vorteil gegeniiber nur konvexen Mengen ist, dass der Schnitt von
zwei minimal konvexen Mengen wieder minimal konvex ist. (Ubungsaufgabe).

Korollar 8.31. Jeder ldngenminimierende Weg o von p nach q in M ist bis auf
Umparametrisierung eine Geoddte.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass « zu jeder Zeit t; eine Geodéte ist. Sei dazu C
eine konvexe Umgebung von a(ty), und € > 0 mit a(ty — €), a(tp + €) € C. Dann ist
« auf [ty — €, to + €] bis auf Umparametrisierung die eindeutige langenminimierende
Geodéte von a(ty — €) nach a(ty + €) in C. O
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Vollstandigkeit
Unser Ziel:

Theorem 8.32 (Satz von Hopf-Rinow). Fir eine (nicht-leere) zusammenhdngende
Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit Riemannscher Abstandsfunktion d sind
aquivalent:

(HB) Jede beschrankte abgeschlossene Menge in M ist kompakt. (Eine Teilmenge
A C M heisst beschrankt, falls sup{d(p,q)|p,q € A} < 00.)

(MV) (M, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum (d.h. jede Cauchy-Folge konver-
giert).

(GV) (M, g) ist geoddtisch vollstandig (s. 8.14).

(GV1) Es existiert ein p € M so, dass Exp, auf ganz T,M definiert ist.

Aus jeder dieser Bedingungen folgt:
(HR) Zwischen je zwei Punkten p,q € M existiert eine lingenminimierende Geodite.

Beachte: - Exp,, ist i.A. natiirlich nicht injektiv auf 7),M, und die lingenminimie-
rende Geodate nicht eindeutig.

- Aus (HR) alleine folgt nicht, das (M, d) vollstédndig ist. Beispiel: B;(0) C R™ mit
der Standardmetrik.

Wir erinnern zunéchst an ein paar Aussagen aus der Analysis und beweisen dann
zwei Lemmata.

Proposition 8.33. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(0)d: X x X — R ist stetig in der von d induzierten Topologie.

(i) X ist genau dann (iberdeckungs-)kompakt, wenn X folgenkompakt ist.

(i) Ist X kompakt, so ist X wvollstandig.

(iii) Ist jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von X kompakt, so ist X wvoll-
standig.

Beweis. (0) ist trivial, (i) eine Version von Heine-Borel.

(ii) Jede Cauchy-Folge (x;) C X besitzt wegen der Folgenkompaktheit eine konver-
gente Teilfolge und konvergiert gegen deren Grenzwert.

(iii) Jede Cauchy-Folge in einem metrischen Raum ist beschrankt. Ist also (z;)en
eine Cauchy-Folge in X, so ist {z; |i € N} beschrankt. Wegen der Stetigkeit von d
ist dann auch {x; |7 € N} beschrankt, also nach Voraussetzung kompakt. Wegen (ii)
konvergiert (z;);en in {(x;) |¢ € N}, mithin auch in X. O

Lemma 8.34. Angenommen, eine Geoddte v : [0,b) — M besitzt eine stetige Fort-
setzung auf [0,b] (d.h. es existiert limyy, () =: v(b) ). Dann existiert eine geoddtische
Fortsetzung von v auf [0,b+ €) fir ein € > 0.

Beweis. Sei C eine konvexe Umgebung von v(b) (existiert nach 8.29), und a € [0, b)
mit y([a, b]) C C. Sei p := v(a) und v := j(a) € T,M. Wegen der Eindeutigkeit der
Geodéten in C (s. 8.28) gilt y(t) = Exp,((t — a)v) Vt € [a,b).

- Wegen der Stetigkeit von Exp, " gilt (b—a)v = limy, Exp, ' (v(t)) = Exp, ' (v(b)) €
Exp,(C), d.-h. 4(b) = Exp,((b — a)v).

- Wegen der Offenheit von Exp, ' (C) existiert dann die Geodéte Exp,(tv) aber auch
noch fir ¢t € [0,b — a + €) fir ein € > 0 und damit definiert [a,b + €) > t —
Exp,((t — a)v) eine Fortsetzung von + tiber b hinaus. O
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Lemma 8.35. Aus (GV,) folgt (HR,): Ist p € M so, dass Exp, auf ganz T,M
definiert ist, so existiert fir jedes q # p ein v € C1(0) C T,M mit v (d(p,q)) = q,
d.h. mit v := d(p,q)0 ist V) 1 [0,1] = M eine Gedoate von p nach q mit Linge
d(p,q), also insbesondere lingenminimierend.

Beweis. Wahle 7o mit 0 < 75 < min{p,, ( q)}. Dann ist geméss 8.24 S, (p) kom-
pakt, so daidie stetige Funktion d(-, q)|s, () an einer Stelle mg € Sy, (p) ihr Minimum
annimmt.

Beh. 1: d(p,q) = 10 + d(mo, q)

Bew.: Wegen 79 = d(p,mg) (s. 8.24) folgt (Dreiecksungleichung), dass d(p,q) <
7o + d(mo, q). Fir die umgekehrte Richtung sei € > 0 und « : [a,b] — M ein Weg
von p nach ¢ mit L(«) < d(p, q) + €. Aus der Stetigkeit von d(-, p) auf der Spur von
« folgt die Existenz einer Stelle ¢ € (a,b) mit d(«a(c),p) = 19, d.h. a(c) € S, (p).
Wegen 8.24 ist L(c|(q,q) > 7o und wegen der Definition von my (als Minimumsstelle
von d(-,q)) gilt L(c|y) > d(mo,q) Es folgt d(p,q) > L(a) — € > 19 + d(mo, q) — €

Ve > 0, mit € — 0 d(p,q) > 10 + d(mo, q). Cpeh. 1
Der Vektor v := Exp, ' (mg) € T,M erfiillt (v, v)"/* = 79, und 0 := v/ € C1(0).
Die Geodédte v := 7,4 erfiillt nach Konstruktion y(79) = mg und existiert nach

Voraussetzung auf ganz R. Wir behaupten, dass sie die geforderte Bedingung erfiillt,
d.h. v(d(p, q)) = q. Zum Nachweis betrachten wir

T := {t €]0,d(p,q)] | d(p,q) = L(|py) +d(v(t),q)} CR (8.82)
N——

=t

Aus d(p,q) < d(p,v(t) + d(v(t),q) < L(v|0,t]) + d(v(t),q) folgt t = d(p,~(t))
vVt € T. Wegen Beh. 1 ist T nicht leer. Sei ¢; := supT € (0,d(p, q)]. Weil v auf

ganz R existiert, und die Funktion ¢t — ¢ + d(v(t),q) stetig ist, gilt t; € T. Wir
behaupten, dass t; = d(p, ¢). (Dann folgt aus der Definition d(y(d(p, q)),q) = 0, d.h.

v(d(p,q)) = q.)

Andernfalls ist p; := (t;) # ¢
und es existiert ein 7, mit 0 <
71 < min{p,,, d(p1,q)}. Wie oben
finden wir dann ein my € S, (p1)
mit d(p1,q) = 71 + d(ma, q).

Beh. 2: d(p,m1) =t + 7

Sn (pl)
Bew.: Es gilt d(p,q) = t1 + d(p1,q) = t1 + 71 + d(mq, q). Dann folgt aus der Unglei-
chungskette

d(p,m1) < d(p,p1) +d(p1,m1) =t1 + 1 = d(p,q) — d(my, q)
= d(pa ml)
dass tiberall Gleichheit gilt, und daraus direkt die Behauptung. URen. 2

Aus Beh. 2 folgt, dass die Zusammensetzung von 7|j, mit der radialen Geo-
déte von p; nach m; lingenminimierend von p nach my ist, und daher geméss 8.31
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nach Umparametrisierung eine Geodate ist, welche aber wegen der Eindeutigkeit
mit |jo,¢ 4] libereinstimmen muss. Aus d(p,q) = t; + 71 + d(y(t1 + 71),q) folgt
ti + 1 € T <ty, was absurd ist. ]

(v,v) = 1, d.h. v := () ist eine unvollstindige nach der Bogenldnge parametri-
sierte Geodéte, sodaBd(y(s), v(t)) < L(7|sg) = |t — 5| Vs <t in L.

- Ist dann (¢;);en eine Folge in [0,b) mit t; — b, so folgt aus d(v(t;),v(t;)) < |t: — 1,1,
dass (y(t;)) eine Cauchy-Folge ist.

- Wegen der metrischen Vollstandigkeit (und 8.27) existiert dann ¢ := lim(¢;). Ist
(s;) eine andere Folge mit s; — b, so gilt Vj,i: d(v(s;),q) < |s; — t:| + d(~(t;),q) —
|s; — b| fir i — oo, d.h. auch lim~(s;) = q.

- Es folgt also, dass ¢ = limy, y(¢), und daher ist nach 8.34 v als Geodite tiber b
hinaus fortsetzbar, im Widerspruch zur Definition von I, ).

- Der Beweis von inf I(;,,) = —oo geht natiirlich ganz genauso.

auf ganz T, M definiert ist. Dann existiert nach Lemma 8.35 Vg € A ein v, € T,M
mit Exp,(v,) = ¢ und (v,,v,)"/? = d(p,q). Da A beschrénkt ist, existiert ein R > 0
so, dass {v, |q € A} C Br(0) C T,M. (Es ist nicht unbedingt R < p,)!) Als stetiges
Bild einer kompakten Menge ist Exp,(Br(0)) C M kompakt. Also ist

A= Exp,({v,]q € A}) C Exp,(Bal0)) (8.84)

als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ebenfalls kompakt.
(HR): Folgt trivialerweise aus (GV) und dem Lemma 8.35. O

§9 Kriimmung

Wir geben zur Wiedereinstimmung eine geometrische Interpretation der Torsion
eines affinen Zusammenhangs, definiert in 7.16. Der Einfachheit halber sei V ein
metrischer Zusammenhang auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), dessen
Torsion T(X,Y) = VxY —Vy X —[X, Y] genau den Unterschied zu dem gewdhnlichen
Levi-Civita-Zusammenhang V angibt, d.h.

~ 1

[Gemiss Ubungsaufgabe gilt ohne diese Annahme VXY, Z € X(M):

9(VxY, Z) = g(VxY, Z>+%[9<T(X, Y),2)=g(T(X,2),Y) =g(T(Y, 2), X)| (9:2)

d.h. obwohl allgemein der (in X,Y’) anti-symmetrische Teil des Zusammenhangs
gleich der Torsion ist, ist der symmetrische Teil eines metrischen Zusammenhangs
noch nicht gleich dem Levi-Civita-Zusammenhang (sog. Kontorsion).]
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- Fiir die Zusammenhangskoeffizienten T ' von V bedeutet (9.1)
. . 1 .
LG = D = §T;k (9.3)
Aus der Metrizitit von V folgt dann, dass
Tii = guTi = —Tjir = =Ty (9.4)

total antisymmetrisch ist. Insbesondere fallt die Torsion aus der Geodétengleichung
heraus: o ' o
@ Tl it = i 4 T il i (9.5)

[Tatséchlich ist (9.1) dquivalent dazu, dass V und V die gleichen Geodéiten haben,
falls man Geoddaten als selbst-parallele Kurven definiert. Die Variation von Lén-
ge/Energie hingegen fithrt auf die Gleichung g(@t% X)+9(T(%,X),7) = 0 fir alle
eigentlichen Variationsfelder X € Z{(()V)(M ). Deren Losungen fallen dann wegen (9.2)
wieder stets mit den Geodéten des Levi-Civita-Zusammenhangs zusammen.|

- In Riemannschen Normalkoordinaten (wegen dem eben Gesagten unabhéngig von
T) gilt dann anstelle von (8.40)

L N N
Uie(p) = 5Ti(p) b V%a_gk(p) = 5T ) oei

(9.6)
Die Torsion misst also (in erster Ordnung an jedem Punkt) die Nichtparallelitét des
durch Tangentialvektoren von Geodaten aufgespannten Riemannschen Normalrah-
mens.
- Fiir eine fortgesetzte Beschreibung sei v : I — M eine Geodéte und (by, ..., b,)(t)
mit b, = 4 eine V-parallel transportierte Orthonormalbasis von T,»yM, d.h. ein
paralleler Orthonormalrahmen von +*(T'M) (physikalisch: das Inertialsystem eines
Beobachters auf der Weltlinie 7). Dann ist I x R*™! 5 (&' = ¢,£%,...,&")
Exp,y(t)(Z?ZQ £';) € M ein lokaler Diffeomorphismus, definiert also in einer Umge-
bung von () lokale Koordinaten (€', €2, ..., ") auf M. Aus V,b; = 0 und [9;,8;] = 0
folgt entlang von ~

V. 2 0(0) = T(0,) (1 (1) (9.7
ot OE
- T # 0 bedeutet also, dass der in Richtung
9. parallel herausgeschobene Geschwindig-

o€

keitsvektor %, in erster Ordnung
NEANR img O 2

PE)(5) = 5~ EThge + OE) (93)

nicht in Richtung des entlang ~(t) paral-
lel verschobenen Vektor b; = a%‘ zeigt. We-

gen (94) und <bz,bj> = (52'3' ist lez = —Tlij,
die Torsion beschreibt also eine Rotation des
Rahmens (by,...,b,) von v*(T'M) entlang

von 7.
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Unabhingig von der Interpretation beleuchten diese Uberlegungen die wichtige Be-
deutung von Tensoren als lokale geometrische Invarianten, deren Nichtverschwinden
die Wahl von lokalen Koordinaten/Trivialisierungen mit bestimmten Eigenschaften
unmoglich macht. In zweiter Ordnung der Taylor-Entwicklung der Metrik entdeckte
Riemann auf diese Weise seinen berithmten Kriimmungstensor.

Kriimmung und Parallelverschiebung
Definition 9.1. Sei F — M ein differenzierbares Vektorbiindel mit Zusammenhang
V. Dann ist die Abbildung Fy : X(M) x X(M) x ['(E) — I'(E),

Fv(X, Y, 0') = Fv(X, Y)O' = Vvaa' - VvaO' - V[X7y}0' (99)

F(M)-linear in allen drei Argumenten, und anti-symmetrisch in den beiden ersten,
d.h. es gilt Fy(X,Y)o = —Fg(X,Y)o. Fy heisst Krimmung von V.

Begrimdung. R-Linearitdt in allen drei Argumenten ist klar, ebenso die Anti-
Symmetrie. Es gentigt also, (M )-Linearitdt in X und o zu priifen. Fir f € F(M)
ist
fovy(f - VnyXU - V[fX’y]U
= f(VxWo — WVxo — Vixyjo) =Y (f)Vxo — Voy(pxo
———

==Y (f)Vxo

(9.10)

N

-~

=0

(= F(M)-linear in X) und

ViV (fo) = WVx(fo) = Vixy(fo)
= f(VXVYU — WVxo — V[X,Y]U)
+Y(f)Vxo + X(f)Wo — X(f)VWo —Y(f)Vxo (9.11)
+X(Y(f)) - Y(X() - X, Y](f)

J/

-~

=0
(= F(M)-linear in o). O

Bemerkungen. - Als F(M)-lineare alternierende Abbildung X(M) x X(M) —
['(End(F)) aufgefasst heisst Fy auch Kriimmungsform (eine End(F)-wertige zwei-
Form). Im Gegensatz dazu sind die Zusammenhangs-Einsformen 7.8 nur beziiglich
eines lokalen Rahmens definiert!

- Aus der Definition ist klar, dass Fy(X,Y)o in jedem Punkt p € M nur von X, Y, o
in einer kleinen Umgebung von p abhéngt. Aus der F(M)-Linearitat folgt, dass
nur ihre Werte in p eingehen (vgl. 7.7). M.a.W., fir v,w € T,M ist Fy(v,w)o, =
Fg(X,Y)o(p) unabhéngig von der zur Berechnung eingesetzten lokalen Fortsetzung
VoL U, W, 0.

- Die Kriimmung misst die Nicht-Kommutativitdt der kovarianten Ableitung als
Erzeugerin des Paralleltransports, s. 7.12. Sie tritt auf natiirliche Weise erstmals fiir
zwei-dimensionale Proben auf: Fir p € M fest und v,w € T,M linear unabhangig
sei mit (0,0) € I x J C R? offen 3 : I x J — M eine differenzierbare Abbildung mit
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£(0,0) = p, 9,8(0,0) = v und 9,8(0,0) = w. Fiir y € J fest sei Py(x) : Ego,y) —
Ejs(z,) der Paralleltransport (s. (7.11)) entlang  +— f(z,y), und fir x € I fest sei
Qz(y) : Epwo) = Ep,y) der Paralleltransport entlang y — 3(z,y). Dann gilt (mit
Unterdriickung des Riickzugs) fir o € T'(E)

VuVaa000(0) = | 2| Qo) Ru(o) (5 (z.) -
9.12
ViV a00() = 1| T (Ple) 1 Qul) o (3le )
Es folgt
l%@wwfi%k%u%@Yﬂaw*—QMW”M@*MWWWD
= | e (@) Q) Py 0)Q0(o) 5, Qola) T Py) o (B(,0)
= % 0% O(H(:U,y) — idEp)op
(9.13)

wobei II(z,y) = Py(2) Q. (y) ' P,(2)Qo(y) : E, — E, der Paralleltransport entlang
eines geschlossenen Quadratzuges in der (x,y)-Ebene ist, und wir im letzten Schritt
benutzt haben, dass

H(JT, O) = H(an) = idEp
o d d| .. d| . (9.14)
el 11@ ) = | e, y) = 27| ids, =0
(D.h. nur die zweite Ableitung des ersten Faktors in der letzten Zeile von (9.13)
tragt bei.) Man schreibt (9.13) auch (nicht ganz korrekt) als

II —id
Fo(v,w) = lim &9 Zidy
(z,y)—0 Ty

(9.15)

Definition 9.2. Fiir einen geschlossenen Weg v : [a,b] — M (v(a) = v(b) = p),
heisst der Paralleltransport Hol(7y) := P;S; ) E, — E, die Holonomie von V entlang
von 7. (Wir unterdriicken hier die Abhéngigkeit vom gewéahlten Startpunkt. Ist
q = v(c) (¢ € [a,b]), so &ndert sich die Holonomie durch Konjugation mit dem
Paralleltransport von p nach q, P, = P, P,,P,,.)

- Fiir eine Variante der Interpretation (9.15) sei fiir kleines |s| Hy : E, — E, die
Holonomie von V entlang des geschlossenen Weges

6(4t570> OStS%

. B(s, (4t —1)s) Lt<t<l
¥s 1 [0,1] Dt Bs3—dt)s) l<i<? (9.16)

B0,4s(1—1) 3<t<1
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Proposition 9.3. Es gilt: % Hy = —2Fg(v,w)

s=0

Beweis. (Wir benutzen wie auch schon zuvor, dass die Differenzierbarkeit von Par-
alleltransporten wie H nach allfilligen Parametern allgemein geklart ist.)

- Zur Berechnung der Ableitung sei 0, € E, fest und o, : [0,1] 5t — 0,(t) € £, )
der V-parallele Schnitt entlang v, mit o,(0) = o,,. Insbesondere gilt Hy(o,) = o5(1).
- Weiter sei R,(t) : E, 4 — E, der Paralleltransport entlang des “Restweges”,
Ysle,], von () nach p.

- Dann ist die Abbildung (s, t) — o4(t) ein Schnitt von E entlang (s, t) — v,(t) und
wegen Lv,(0) = Ly, (1) = 0 gilt (vgl. (7.22))

d

L0.(1) = Vo0u(1) — 0:(0) = (1) ¥5,0,(1) — Ru(0)V5,0.(0)
s ——

ds
= (9.17)
d

- | GROWa 0= (. (112) = [ (09, Vi.0.(0) d

Unter Benutzung von (9.1) mit F«vy = v*(Fy), [0, 0s] = 0 sowie Vy,0,(t) = 0,
0s(t) = Rs(t)'os(1) und o4(1) = Hso, konnen wir dies auch schreiben als

d

= / Rt 0 Fo(007,0,7) 0 (1) at| 1, (9.18)

Nun ist wegen (9.16)

(4t0,3, 450, 3) 0<t<i
. 4t —1 4 i<r<!
(057, 0ry) = (0:5+ ( )0,5,450,) 1o (9.19)
(4(1 — )0, 8, —4s0,5) 3<t<
Aus Linearitdt und Antisymmetrie von Fy folgt
4sF Lop<3
Fv(at’Y,as’Y) _ { S V(ayﬂaazﬂ) 4 — t< 4 (920)
0 sonst

Damit konvergiert jedenfalls das Integral in (9.18) fiir s — 0 gegen 0, es gilt also
(beachte auch: Hy = id)

d
—| H, =0 9.21
ds‘o ( )

Damit (und unter Benutzung von Stetigkeit und Hy = id) ist die zweite Ableitung

ds? s—0Ls

® 1.~ tim E / C4sR(1) 0 Fo(9,0.0,6) o Ru(t) ™ di| H, = 2Fg(w.v)  (9.22)

]

Korollar 9.4. Ein Vektorbiindel mit Zusammenhang ldsst sich genau dann lokal
durch parallele Schnitte trivialisieren, wenn Fy = 0. Man nennt einen solchen
Zusammenhang auch “flach’.
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Beweis. < ist klar. Fir die direkte Implikation sei p € M und (U, ¢) eine in p
zentrierte Kartenumgebung mit der Eigenschaft, dass ¢(U) C R" quaderférmig
ist. Sei (e1,...,e,) eine Basis von E, und fir ¢ € U (oy,...,0,)(q) der entlang
der Koordinatenachsen in der alphabetischen Reihenfolge transportierte parallele
Rahmen, d.h. also Va =1,...,r:

1

Ua(l’ g ,Q:n) = P(Il ..... ggn—l)(xn) O--+0 P(O 77777 0)(([51)(6a> (923)

Dann folgt (induktiv in der Anzahl nicht verschwindender Koordinaten'#) aus
[05,0;] = 0 und [Vy,, Vi,] = 0, dass Vp,0, = Vi,a und auf ganz U. O

Lemma 9.5. Ist (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und V ein metri-
scher affiner Zusammenhang, so erfillt der zugehdérige Kriimmungstensor ausserdem

VX,Y,U 'V € X(M)
Beweis.
g(Fv (X, Y)U,V) = g(VxWU, V) — g(WVxU,V) — g(meU, V)
= XgWU, V) = g(WU,VxV) = Yg(VxU,V) + g(VxU, WV)
- [X> Y]g(U7 V) + g(U7 v[X,Y}‘/)
+9(U, WVxV) — g(U,VxWV) — g(U, Viyx;V)
:g(Ua FV(YaX)V)
(9.25)
]

Definition 9.6. Fir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heisst die Kriim-
mung des Levi-Civita-Zusammenhangs Riemannscher Kriimmungstensor, unmittel-
bar aufzufassen als Tensorfeld vom Typ (1, 3):

R:X(M)xX(M) x X(M) — X(M)

(9.26)
R(X, Y)Z ZZVXVYZ - Vyvxz — V[X,Y]Z
Den metrisch dquivalenten Tensor vom Typ (0, 4)
R(X,Y,U,V) = g(R(X,Y)U,V) (9.27)

nennen wir Riemannsche Kriimmungsform. (Meistens wird hier allerdings in Sprache
und Notation nicht unterschieden.)

Proposition 9.7. VXY, Z U,V € X(M) gilt:

(1) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z

(2) RIX,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (Erste Bianchi-Identitdt)
(3) g(R(X,Y)U,V) = —g(R(X,Y)V, U)

(4) g(R(X,Y)U,V) = g(R(U,V)X,Y) (Paar-Symmetrie)

HBeispiel: Aus Vp,0, = 0 auf {23 = .- = 2" = 0} und [Vy,, Vy,] = 0 folgt Vs, Vs, 0, =
Vs, Va,0a = 0 auf dieser Menge, und daher wegen V0, = 0 auf {22 = --- = 2™ = 0}, dass
Vo10q = 0 auf ganz {23 = --- = 2" = 0}.
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Beweis. (1) ist Teil der Def. 9.1, (3) ist in 9.5. (2) folgt aus der Torsionsfreiheit,

VW Z — WV Z — Vixy 2
+VVz X — VWX — V[Y,Z]X
+VzVxY = VxVzY —Viz Y = Vx Y, Z] — Vv, 21X
+WlZ, X] —Vizx)Y (9.28)
+ VX, Y] — Vixy 2
— (X, (Y, 2]) + [V, X)) + [Z, [X, V]
=0

wegen der Jacobi-Identitat aus 5.14. Zuletzt folgt (4) aus der Kombination von

(1)-(3):

g(R(X,Y)U,V)

—~
N
~

—g(R(Y, U)X, V) — g(R(U, X)Y, V)
2 G(R(Y, UV, X) + g(R(U, X)V,Y)
2 _g(R(U,V)Y. X) = g(R(V,Y)U, X) — g(R(X,V)UY) = g(R(V,U)X.Y)
W 2R V)X, Y) — g(R(Y, X)V,U)
= g(R(X,Y)U,V)=g(R(U,V)X,Y)

—

(9.29)
O

- In lokalen Koordinaten lassen sich die Komponenten des Riemannschen Kriim-
mungstensors durch Christoffel-Symbole und deren Ableitungen ausdriicken, und
mit (7.41) dann zuletzt durch zweite Ableitungen der Komponenten des metrischen
Tensors. Ich finde die folgende (nicht ganz standard) Konvention fiir die Reihenfolge
der Indizes am nattrlichsten (Beachte hier wieder [0;, 0;] = 0):

R(0;,0;)0r = R.;1,0; (9.30)
Dann folgt aus Vj,0; = Ffj@k:
R, =0l — ol + T}, I — T T (9.31)

Fir die Komponenten der Kriimmungsform gilt
Rijr = g(R(0;,0;)0k, 01) = —Rjire = — Riji, = Rriij = — Rjrat — Ryaji (9.32)

Achtung: Es herrscht in der Literatur keine Einigkeit iiber die Reihenfolge der In-
dizes, selbst wenn fiir das Vorzeichen des Kriimmungstensors tatsiachlich (9.26) am
weitesten verbreitet scheint.
- In Riemannschen Normalkoordinaten (£!,... &) um p folgt aus (8.40) fiir (7.41)
inp

1

Lijk(p) = guls; = 5 (9 + Gjks — gii) (p) = 0

= giki(p) =Tije(®) + Ti;(p) =0 Vi, ki (9.33)
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und daraus mit (9.31) (gij. = Ok09:;(p) etc.)

Rijii(p) = O;l'jrs — 05w
1

=5 (gjl,kz‘ + Gkl ji — Gikii — Gilkj — Gkl,ij + gik,lj)
1
=5 (le,m' + Gkiji — Gitjk — gjk,il) (9.34)

woraus auch die Symmetrien (9.32) unmittelbar ersichtlich sind.
- Andererseits folgt aus der Geodatengleichung in Normalkoordinaten (8.43) durch
Ableiten nach ¢

6;F§»k(p)vjvkvl =0 (9.35)

Vv € ToT,M. Es verschwindet also der in [, 7, k total symmetrische Teil von 9;I" ;k (p),
d.h. mit (7.41), (7.42) und (9.33)
Gijkl T Gikjl — Gjk,it T Gitkj + Gikjt — Gikij + Gijp + Gitks — itk = 0
1
= 2(9ij,kl + Gk + gik,jl) = Gklij T kja + Gjlak = 5 (gij,kl + Gaks + gik,jl) =0
(9.36)

Vi, J, k,l. Die zyklische Summe tiber je drei der Indizes von g;; 5 gibt also Null. Durch
wiederholte Anwendung und Symmetrie der zweiten Ableitung folgt hieraus:

L Gijkl — Gkjil — Gkigl — Gkl ji L 2gz'j,kl — Gkl ij (9-37)
= Gijkl = Gklij (9.38)
Mit (9.36) und (9.38) in (9.34) ergibt dies:

Rijii(p) + Rija(p) = 2951ik — Gitjk — Gikij = 39j1,ik (9.39)

Wir haben damit gezeigt, dass der Riemannsche Kriimmungstensor die lokale Ab-
weichung des metrischen Tensors vom euklidischen Standardprodukt auf 7,M in
zweiter Ordnung kodiert:

Proposition 9.8. Die Taylorndiherung der Komponenten des metrischen Tensors

in Normalkoordinaten hat die Form
1 .
gRiij(p)ézﬁk +O(I¢)%) (9.40)

]

gi(§) = dj +

Proposition 9.9. Die kovariante Ableitung des Riemannschen Krimmungstensors
erfillt die sog. zweite Bianchi-Identitdt,

(VxR)(Y, Z) + (W R)(Z, X) + (VZR)(X,Y) = 0 (9.41)
(Wegen Vg = 0 ist diese Aussage dquivalent zur Identitdit
(VxR)(Y, Z, U, V) + (WR)(Z,X,U,V)+ (VzR)(X,Y,U, V) =0 (9.42)

fiir die metrisch dquivalente Krimmungsform.)
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Beweis. In den Ubungen wird die Bianchi-Identitit fiir die Kriimmung eines all-
gemeinen Zusammenhangs untersucht. Wir benutzen hier zur Vereinfachung, dass
die kovariante Ableitung eines Tensors wieder ein Tensor ist, d.h. die linke Seite in
(9.41) héangt an jedem Punkt p € M nur von den Werten (Xp,Yp,Z ) € T,M an
diesem Punkt ab. Sind die (allenfalls anderen) Fortsetzungen X,Y,Z so gewéahlt,
dass sie in Normalkoordinaten um p konstante Koeffizienten haben, so gilt

lokal: [X,Y]=1[Y,Z]=[Z,X]=0

. (9.43)
und wegen (8.40) inp: VxY =WZ=V,X =0

und daher (vgl. 6.12 und 6.13)

(VxR)(Y, Z)U = Vx(R(Y, Z)U) — R(&c;}oj 2)U — R(Y,%)U — R(Y, Z)VxU
(in p) = Vx[W, Vz|U — [V, V7] Vx U
= [Vx, W, V2 |JU
(9.44)

Die Summe tiber zyklische Permutationen von X, Y, Z verschwindet dann wegen der
Jacobi-Identitat fiir Tensorableitungen,

[VX, [Vy, VZ] + [Vy, [Vz, VxH + [Vz, [Vx, VyH =0 (945)
O]

Theorem 9.10. (i) Der Riemannsche Krimmungstensor ist invariant unter lokalen
Isometrien, d.h. ist ® : (M,g) — (N, h) eine lokale Isometrie von Riemannschen
Mannigfaltigkeiten, so gilt ®.(R(X,Y)Z) = S(9.X, .Y )(P.Z). (Hier ist firq € N
D, X(q) == DPgp-1(y)Xo-1(g) fir einen lokalen Schnitt &~ von ®, und S ist der
Krimmungstensor von (N, h).)

(7i) Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau dann lokal isometrisch zu
R™ mit der euklidischen Standardmetrik, wenn R = 0.

Beweis. (i) folgt aus der Tatsache, dass R vollstandig durch die Metrik und ihre
Ableitungen bestimmt ist!®, sowie ®*(g) = g.

(ii) Ist M lokal isometrisch zu R™, so folgt R = 0 direkt aus (i) . Fur die andere
Richtung sei p € M, (by,...,b,) eine ONB von (T,M, (-,-)) und (X7,...,X,) lokal
parallele Schnitte mit X;, = b; wie in 9.4. Dann folgt aus der Torsionsfreiheit des
Levi-Civita-Zusammenhangs, dass

[Xi, XJ] - inXj - VX‘in - O (946)

und damit aus 5.16 die Existenz von lokalen Koordinaten (z',...,2") mit X; = 9.
Aus der Metrizitdt des Zusammenhangs folgt ¢(X;, X;) = ( > = 0;;, d.h. die
Koordinaten geben eine lokale Isometrie mit (R", (-, -). O

15Umgekehrt bestimmt die Kriimmung die Metrik “generisch” fiir Dimension > 4, s. Kulkarni,
“Curvature and metric” (1970) und Yau (1974)
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Gauss- und Schnittkriimmung

Vor einer weiteren Charakterisierung des Riemannschen Krimmungstensors wieder-
holen wir etwas formlos einige Begriffe aus der elementaren Differentialgeometrie von
ein- und zwei-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des euklidischen (R, (-,-)).

- Es sei v : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte regulire Kurve. Dann
ist
t:=4 € I'(v*(TR?)) (9.47)
ein Einheitsvektorfeld entlang -, erfiillt also (t,t) = 1.
- Daraus folgt zunachst
d .

= —(t,t) = 2(t, t 9.48

S0 =24 ) (9.45)
wobei t die “gewohnliche” Ableitung ist, formal gesehen der Riickzug des trivialen
Zusammenhangs auf TR? = R? x R? via v. Die Beschleunigung ist also orthogonal
zur Geschwindigkeit. Man nennt

0

ko= (£ )12 (9.49)

die Kriimmung der Kurve.
- Ausserhalb der Wendestellen, d.h. fiir k # 0 (< t # 0) ist k eine differenzierbare
Funktion auf I, und der Normalenvektor

nie % € T(v*(TR?)) (9.50)

sowie der Binormalenvektor

b:=txn (9.51)

(dessen Definition iiber das Kreuzprodukt von einer Orientierung des R?® abhéngt)
sind Einheitsvektorfelder entlang v. Man nennt das Tripel (t, n, b) begleitendes Drei-
bein, ein orthonormaler, aber nicht paralleler, lokaler Rahmen von v*(TR?). Die von
t und n aufgespannte Ebene im R3 heisst Schmiegebene.

- Wegen n L nund (n,t) = —(n,t) = —k folgt

n=—kt+wb (9.52)

fir eine differenzierbare Funktion w € F(I), genannt die Windung (Torsion) der
Kurve. Schliesslich folgt

b=txn+txn=rknxn+tx (—kt+wb) =—whxt=—wn (9.53)

(9.52) und (9.53) heissen Frenetsche Formeln.

- Sei nun U C R? offen und 8 : U 3 (u,v) — y(u,v) € R? eine regulire (lokale)
Parametrisierung einer zwei-dimensionalen Untermannigfaltigkeit ¥ C R?. Wie in
(12—36) wird der Tangentialraum in jedem Punkt von 0,y und 0,y aufgespannt, und
die Einschrénkung der euklidischen Metrik auf 7% heisst “erste Fundamentalform”,

in traditioneller Notation: (d.h. E = ¢(0,, 0,) = (Ouy, Ouy) etc.)

g = ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv? (9.54)
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- Das orthogonale Komplement zum Tangentialraum wird (in jedem Punkt) aufge-
spannt vom Normalenvektor

0wy % Opy

Ni=———
10wy % Ouyl|

€ I'(B*(TR?)) (9.55)
Er/sein Vorzeichen héngt offenbar von der Orientierung von R? sowie der durch die
Parametrisierung gegebenen lokalen Orientierung von ¥ ab. 91 : ¥ — 82 C R? heisst
Gauss-Abbildung.

- Wegen (M, 9) =1 gilt wieder (DN, M) =0, d.h. DN, (v) € T,X C R* Yo € T,X.

-~ DN el (TYY @ TY) = T'(End(TY)) (9.56)
heisst Weingarten-Abbildung oder Formoperator.
- Die metrisch dquivalente kovariante zwei-Form, h := — D9V heisst zweite Funda-
mentalform, wegen
h(Oy, 0y) = —<8u‘ﬁ, 8vy> = —0y (M, 0py) +(MN, 0,0,y) (9.57)
——

=0

symmetrisch in den beiden Argumenten. Notation:
h = Ldu® + 2Mdudv + Ndv? (9.58)

- Die zweite Fundamentalform gibt Auskunft iiber die Kriimmung von differenzier-
baren Kurven in ¥: Fiir v : I — ¥ mit begleitendem Dreibein (t,n,b) wie oben
heisst

En = (£, M) (9.59)

die Normalkrimmung von ~.
Beh.: k, = h(t,t).
Bew.: Wegen t € +*(TX) gilt (M, t) = 0 entlang von v und daraus folgt durch
Ableiten nach dem Parameter

DN, ) +M, ) =0

(D), -+, § 050

—h(t,t)

unmittelbar die Behauptung. ]
- Ausserhalb der Wendestellen gilt t = kn, d.h.

ki = k(n, 90) (9.61)

Nach Cauchy-Schwarz gilt also |k,| = k£ genau dann, wenn n = £, d.h wenn die
Schmiegebene ein Normalschnitt von X in p ist. Die Normalkriimmung kann im
Unterschied zur Krimmung auch negativ sein.

- Die Symmetrie der zweiten Fundamentalform bedeutet, dass die Weingarten-
Abbildung (an jedem Punkt p € X) beziiglich der ersten Fundamentalform selb-
stadjungiert ist. Daher sind Maximum und Minimum der Normalkrimmung (als
Funktion auf dem Einheitskreis in 7,32 = Menge der mdéglichen Richtungen von nach
der Bogenldnge parameterisierten Kurven) gleich den Eigenwerten der Weingarten-

Abbildung —DN, : T,% — T, 3.
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Definition 9.11. Die Eigenwerte ki, ks der Weingarten-Abbildung heissen Haupt-
kriimmungen der Flache in p. Die zugehorigen Eigenvektoren geben die Hauptkriim-
mungsrichtungen. Die Kehrwerte R; = k; ' heissen Kriimmungsradien.

- Die Determinante der Weingarten-Abbilung,

K = det(—D’ﬁp) = k’lk'g (962)

heisst Gausssche Kriimmung, und die halbe Spur
1 1
H = éterg(—D‘ﬁp) = §(I€1 + ]{72) (963)

mittlere Krimmung von ¥ in p.

Beachte: K ist jedenfalls unabhingig von der Wahl der Orientierungen von R?® und
., die in die Definition von 91 eingingen.

- Insbesondere machte die wichtige Unterscheidung zwischen positiver K > 0 und
negativer K < 0 Gaussscher Kriimmung Sinn.

- Ausserdem ist K natiirlich unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung von X
als Untermanigfaltigkeit von R3. Die wesentiche Einsicht von Gauss war:

Theorem 9.12 (Theorema Egregium). Die Gausssche Krimmung einer Fldche ist
etne intrisische Invariante, d.h. sie ldsst sich vollstandig durch die erste Fundamen-
talform und ihre ersten und zweiten Ableitungen ausdriicken.

Beweis. Direktes Nachrechnen (Haha), bzw. aus

_deth LN —M?
~detg EG — F?

kiky = det(—DMN,) = det(hg™") (9.64)

und der folgenden ]

Proposition 9.13. Zwischen Gaussscher zweiter Fundamentalform und Riemann-
schem Krimmungstensor besteht der Beziehung

deth = LN — M? = —g(R(0y4, 0,)0y, 0,) (9.65)

Beweis. - Laut (%.22) ist die kovariante Ableitung entlang von ¥ die orthogonale
Projektion des Zusammenhangs auf TR? auf T'Y. Wegen (0, M) = 1 gilt also (Gauss-
Weingarten-Gleichungen)

Vo, 0wy = 0,0uy — (0,0uy, YN = 0,0,y — h(0y, Oy) N (9.66)
—h

wegen (9.57).
- Es folgt

g<v8uvav auv 81)) = <auvav alu av>
(040Dt — (D) — h®u, D) (9.67)
= (0u0uOuy, 0y) + huwhuw
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und analog
9(Vs, Vi, 0u, 0y) = (0,0u0uY, 0vY) + Ruu vy (9.68)
- Wegen der Symmetrie der gewohnlichen Ableitungen folgt
9(R(Du, 0y)0u, By) = g(Vu VO — VyViuOy, 0y) = hiyyy — huliyy = —deth  (9.69)
]

Da der Riemannsche Kriimmungstensor vollstandig durch g bestimmt ist, folgt
aus 9.13 das Theorema Egregium 9.12. Nun sind wir motiviert fiir

Lemma 9.14. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und p € M. Fir
zwet linear unabhdngige Vektoren vy, vy € T,M hdangt die reelle Zahl

(R(vq, v1)v1, vg)
(v1,v1)(va, v2) — (v1,v2)

nur von dem durch vi,vy aufgespannten zwei-dimensionalen Unterraum von T, M
ab (und nicht von der speziellen Basis vy, vs).

Beweis. Tst o, = v; B} mit det B = BIB3 — (B})?> # 0 eine andere Basis von

spang(v1, v9) so folgt aus den Symmetrien der Kriitmmungsform sofort

(R(Dy, 01)01, Ug) = det B(R(vq,v1)01,72) = (det B)?{R(vy, vy)v1, va) (9.71)

(9.70)

2

Im Nenner von (9.70) steht andererseits gerade die Determinante der darstellenden

Matrix G = (Gi;) von glspang(vi,m) i der Basis by, by (und ist daher insbesondere

+£0). Wegen G = BTGB gilt det G = (det B)?det G und mit (9.71) daher
(R(0g,01)01,02)  (R(vg,v1)v1,02)

— = 72
ot G det G (9.72)

]

Definition 9.15. Die Funktion K, : G(2,7,M) — R, definiert durch K,(II) :=
(9.70) fiir eine beliebige Basis (vq,v2) von I € G(2,7,M) heisst Schnittkrimmung
von M in p.

Mit den Uberlegungen zu 9.8 folgt: Ist (by, bs) eine ONB von II € G(2,T,M),

und sind (£1,. .., &) Riemannsche Normalkoordinaten um p mit 9; = b; fir i = 1, 2,
so gilt
1 1
Kp(H) = —R1212(P) = _6911’22 = _6922’11 (9~73)

Insbesondere ist K,(II) die “Gausssche Kriimmung”'® in p einer zwei-dimensionalen

Untermannigfaltigkeit der Form ¥ = Exp,(U) C M fiir eine geeignete Nullum-
gebung U C II C T,M.'" Erstaunlicherweise bestimmt die Schnittkrimmung die
Riemannsche Krimmungsform vollsténdig.

16Tm invarianten Sinn, Einbettungsfragen ausser Acht gelassen.

"Bew: Es ist U C {¢3 = --- = " = 0}. Die Einschrinkung (Riickzug) gs von g auf ¥ hat in
den Koordinaten (¢1,¢£2) die Darstellung (gij (€4,€2)0,.. .,0))i7j:1,2. Die rechte Seite von (9.73)
gibt damit auch den Riemannschen Kriimmungstensor der induzierten Metrik. (Die Aussage gilt
wohlgemerkt nicht fiir eine beliebige Untermannigfaltigkeit Y mit Tpi} = II, wie man leicht am
Beispiel von R? sieht.)
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Lemma 9.16. Es sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und S :
V>4 5 R eine multi-lineare Abbildung mit den gleichen Symmetrie-Eigenschaften
wie die Krimmungsform, d.h.

S(z,y,u,v) = =S(y,z,u,v) = =S(x,y,v,u) = S(u,v,z,y) Vr,y,u,v €V (9.74)

Dann folgt aus S(x,y,x,y) = 0 fir alle linear unabhangigen x,y € V', dass S = 0
tdentisch verschwindet.

Beweis. - Zunéchst ist festzuhalten, dass aus der Antisymmetrie nattrlich folgt, dass
S(x,y,z,y) = 0 auch fiir linear abhéngige x,y.'8
- Durch Ausnutzen von Multilinearitat und (9.74) finden wir zunéchst

0=S@+uwyzr+uy) =Sy z,y) + Sy uy)

9.75
Sy y) + Sy y) = 28y uy) Voguev )

und dann

0=3S(x,y+vu,y+v)= 9y uy) + S v u0)

9.76
+ S(z,y,u,v) + S(x,v,u,y) = S(x,y,u,v) — S(y, u, z,v) ( )

In der verschwindenden zyklischen Summe S(x, y, u,v)+S(y, u, z,v)+S(u, x,y,v) =
0 sind also alle drei Terme gleich, daher Null. [

Korollar 9.17. (i) Die Schnittkrimmung bestimmt die Riemannsche Krimmungs-
form wvollstindig, d.h. Ist S : T, M — R eine multli-lineare Abbildung mit den gleichen

Symmetrie-Eigenschaften wie R;, so folgt aus

S(v, w, w,v)

(o o) (. ) — (0.2 = K,(spang{v,w}) Yv,w € T,Mlu. (9.77)
dass S = R;.

(it) Gilt K, =0 fiir alle p € M (oder einer offenen Menge), so ist M lokal isome-
trisch zum euklidischen R™.

Beweis. (i) Die Differenz S — Rlb) hat die gleichen Symmetrie-Eigenschaften wie S
und R'; und erfillt (S — RZ)(v,w,w, v) = 0 Vv, w, ist also 0 nach dem Lemma 9.16.
(ii) folgt aus (i) und 9.10. O

Ricci- und Skalarkriimmung

Definition 9.18. Sei (M, g) ein Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannschem
Kriimmungstensor R : X(M)** — X(M). Die partielle Spur Ric := C] R, Kontrak-
tion der ersten kovarianten mit der kontravarianten Position heisst Ricci-Tensor.

18Tm Falle gemischter Signatur muss man in der Formulierung etwas aufpassen, da der Nenner
von (9.70) auch fiir linear unabhéngige vy, ve verschwinden kann.
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Erinnerung an die Definition 6.11: Fiir alle X,Y € X(M) ist R(-, X)Y : X(M) >
Z— R(Z,X)Y € X(M) ein Abbildung von F(M)-Moduln, Ric ihre (punktweise)
Spur.

- Ist (X1,...,X,) ein lokaler Rahmen von T'M, mit dualem Rahmem (\!... A\"),
(dh. X(X;) = %) so gilt

Ric(X,Y) Z)\“ (X;, X)Y) (9.78)

Insbesondere gilt in lokalen Koordinaten

Ric; = R, (9.79)
Lemma 9.19. (i) Ist (Xy, ..., X,) ein lokaler Rahmen von TM, (GY) die zu (Gy;) =
9(Xi, X;) punktweise inverse Matriz, so gilt

Ric(X,Y) = Zn: g(R(X;, X)Y, X;)GY (9.80)

i,j=1

(i) Ist (X1,...,X,) speziell ein lokaler Orthonormalrahmen von TM, so gilt
Ric(X,Y) Zg (X;, X)Y, X;) (9.81)

(iii) Der Ricci-Tensor ist symmetrisch: Ric(X,Y") = Ric(Y, X).

Beweis. (i) Der zu (X;) duale Rahmen ist \' = GV X)j°
(i) Gy = 6, GV = 6.
(iii) folgt aus (i) und 9.7 (4). O

Beachte: Lokale Orthonormalrahmen existieren, sind aber normalerweise nicht par-
allel und kénnen daher auch nicht zu lokalen Koordinaten integriert werden, vgl.
9.10 (ii).)

- Wegen der Symmetrie von Ric gilt Vv, w € T,M

Ric, (v, w) = = (Ric,(v 4+ w,v + w) — Ric,(v,v) — Ric,(w, w)) (9.82)

DO | —

d.h. der Ricci-Tensor ist vollstandig durch die zugehérige quadratische Form (Ricci-
Kriimmung) bestimmt, welche sicht wiederum als geeigneter Mittelwert der Schnitt-
kifummung tber die orthogonalen Richtungen interpretieren lasst: Fir n > 2 und
T,M > v # 0 sei

S"2(wh) =0t NS = {w e T,M | (w,w) =1, (w,v) =0} (9.83)

Dann gilt:!?

19Zur Erinnerung: Das Volumen der euklidischen Einheitssphire S"~1 := (C1(0) C R™ ist
n— 7‘_71./2
VO](S 1) == I—Q‘T/Q)
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Proposition 9.20.

Ric,(v,v)  n—1
(v,v)  Vol(S"2)

/s o) K, (spang (v, w))dw (9.84)

wobei das Integral beziiglich der euklidischen Volumenform berechnet wird.

Beweis. OBdA sei (by = v, b, ...,b,) eine ONB von T,M, (w' = 0,w?, ... ,w") die
Komponenten von w € vt = {w! = 0} € R"1. Dann ist

/S ” )Kp(spanR(v,w))dw: . 2R;1 (P Jww*dw (9.85)

Beh.: Fir 5,k =2,...,n gilt:

, . , 1(Sn—2
AR = / wwhdw = 5]]“%1) (9.86)
Sn—2 n

Bew.: (Beruhend auf dem Lemma von Schur) A = (A]k)
symmetrische Matrix mit reellen Eintragen. Sei o € R ein Eigenwert von A mit
Eigenvektor € R"™! (z,z) = 1. Dann existiert fiir jedes y € R"™! mit (y,y) = 1
eine orthogonale Matrix R € O(n—1,R) (d.h. 3, RFRY = §;;) mit y, = Rja; und
durch die Substitution w* = Y, RLa@' folgt

Ajkyk = / ijkykdw = / Z R’w W dw
Sn72 Sn— 2

., 1st jedenfalls eine

(9.87)
= aRéxi = ay;
Es gilt also A% = ad’*. Vergleich der Spur ergibt die Behauptung. O
- Zuriick in (9.85) folgt
/5n " )Kp(spanR(v,w))dw = VO:L fnl ) Z Pl]yl vonl(%nl_%f{icp(v,v)
(9.88)
gemaf (9.81). O
Spezialfélle: - Fir n = dim M = 2 gilt in einer ONB
Ric, (b1, b1) = Ricy(be, by) = K,(T,M), Ric,(by,b2) =0 (9.89)
(s. die Formel (9.81)), d.h. basisunabhéngig auch
Ric= K - g (9.90)

- Fiir n = dim M = 3 gilt in einer ONB

RiCp<b1, b1> = Kp(Sp&D(bl, bg)) + Kp(span(bl, bg))
Ric,(ba, by) = Kp(span(bs, by)) + K,(span(bs, b3)) (9.91)
Ric,(bs, b3) = Kp(span(by, b3)) + K,(span(bs, b2))
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Ist also IT € T,M mit ONB (b1, b2), durch bs erganzt zu einer ONB von T),M, so ist
die Schnittkriimmung

K, (IT) = %(Rie(bl, b1) + Ric(ba, by) — Ric(bs, bs)) (9.92)

Die Ricci-Kriimmung bestimmt also die Schnittkrimmung vollstdndig, und damit
wegen 9.17 auch die Riemannsche Kriimmungsform. (Aus (9.91) folgt nicht, dass
Ric, in einer ONB diagonal ist. Ric wie auch R hat 6 algebraisch unabhéngige
Komponenten.)

- In Dimension > 3 kann die Schnittkrimmung nicht aus dem Ricci-Tensor alleine
rekonstruiert werden.

Definition 9.21. Die metrische Kontraktion des Ricci-Tensors heisst Ricci-Skalar
(oder auch Skalarkriimmung).

S = CipRic =Y G Ric(X;, X;) = Y Rie(X;, X;) € F(M) (9.93)
ij i
bzgl. lokalem Rahmen / Orthonormalrahmen.

Die Skalarkrimmung ist ein Mittelwert der Ricci-Kriimmung tiber die Einheits-
sphéare C1(0) C T,M:

Proposition 9.22.
n

Sy = —/ Ric, (v, v)dv 9.94
p VOI(S"il) C1(0) P( ( )
Beweis. Wie von 9.20. ]

Diese Mittelwertinterpretation des Ricci-Skalars erlaubt uns nun, eine Ankiin-
gigung von S. 73 einzuldsen.

Proposition 9.23. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und p € M.
Fir 0 <r < p, sei S;(p) die geoddtische Sphdre vom Radius r, und Vol(S,(p)) ihr
Riemannsches Volumen (vgl. (8.1)). Vol(C,.(0)) = r"~!Vol(S"!) sei das Volumen
der euklidischen Sphdre vom Radius r. Dann gilt

VoS (p) ~Vol(G,(0) _ S,
0 rntl Vol (Sn—1) )

(9.95)

Beweis. Gemaéss 8.20 ist S, (p) diffeomorph unter Exng1 zu C,.(0) < T,M = R" via
Normalkoordinaten (&', ...,£"). Die Formel (8.1) besagt

Vol(S,(p)) = /C ) \Jdet it (Exp; g d 1 (9.96)

Wegen des Gaussschen Lemmas 8.21 gilt aber an jedem Punkt £ € C.,.(0) die ortho-
gonale Zerlegung T:T,M = R¢ @ T¢, (o) mit ((Expgl)*g)g =dr* o (z'*(Engl)*g)g,

d.h. insbesondere
Vdeti*(Exp,t)eg = \/det(Exp, 1) g (9.97)
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Damit folgt aus 9.8,
1 .
git = 0 — ng‘jkl(p)fjﬁk +0(I¢)*) (9.98)

fir kleine r die Entwicklung (D det = tr)

\/det *(Exp,')*g =1— éz Rijni(p)&&" + O(J€) =1 — éRiCjk(p)fjfk +O(I¢)%)
Z (9.99)
Mit 9.22:

Vol(S,(p)) = /C (0)(1 — éRicjk(p)éjgk +O(¢]%))d¢

2

(Subst. & — &) =y~ [ / (1 — = Ricjs(p)&i€h)de + 0(7«3)} (9.100)

C1(0) 6
2
="' Vol(S" ) (1 — %% +O(r%))

Fir die ART sind wichtig:

Definition 9.24. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

(i) M heisst Ricci-flach, falls Ric = 0.

(ii) M heisst Einstein-Mannigfaltigkeit, falls eine konstante A € R existiert s.d.
Ric = Ag.

(iii) Das Tensorfeld vom Typ (0, 2),

1
G := Ric —55 g (9.101)
heisst Einstein-Tensor von M.

Lemma 9.25. (i) Firn > 2 gilt Ric=0< G =0.
(ii) Der Einstein-Tensor ist symmetrisch und Divergenz-frei, d.h. es gilt

C15VG =0 (9.102)
(in Koordinaten: Glj =0)

Beweis. (i) Esist Clag9 = tridpas = n, und daher C12G = S—%S, also § = ﬁCHG,

oder
2

2—n
Aus (9.101) folgt Ric =0 = G =0, aus (9.103) folgt G = 0 = Ric = 0.
(ii) Per Definition ist VXY, Z € X(M):

(Vx Ric)(Y, Z) = (VxCuR)(Y, Z) = (CuVx R°)(Y, Z) (9.104)
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da kovariante Ableitung mit metrischer Kontraktion vertauscht (siehe 7.15*), und
daher
(C13V Ric)(Z) = (C13Co5 VR’ (Z) (9.105)

beziiglich einem lokalen Orthonormalrahmen (X7,..., X)) also

n

(C13VRic)(Z) = Y (Vx,R')(X;, Z, X1, X))

ij=1
(2. Bianchi-Id. (9.42)) = — > (Vx, R')(Z, X3, X;, X;) = Y (V2 R) (X3, X, X, X;)
i,j=1 4j=1

(Anti-Symmetrie) = — > (Vx, R')(X;, Z, X3, X;) + Y (V2R)(X;, X;, X, X;)

i,j=1 ,j=1
1
= §VZ<012014Rb>

1 1
= §Z(S) = §C1QV(S : 9)

(9.106)

wobei wir u.a. benutzt haben, dass eine kovariante Ableitung V, R’ die gleichen
Symmetrie-Eigenschaften hat wie B> (Ubungsaufgabe). O

Schnittkrimmung, Ricci-Krimmung und Skalarkriimmung spielen in den weite-
ren Untersuchungen der Geometrie von (pseudo-)Riemannschen Mannigfaltigkeiten
eine zentrale Rolle. Insbesondere beeinflusst ihr Vorzeichen die Konvergenz/Diver-
genz von Geodéten iiber kurze wie lange Zeiten. So geht etwa die Aussage 9.23,
dass fir positive Kriimmung (Sphére) das Volumen der geodétischen Sphére mit
dem Radius langsamer wachst als im flachen Raum, einher mit der Tatsache, dass
die Geodéten “enger aneinander bleiben”. Fiir negative Kriimmung (hyperbolischer
Raum) ist es umgekehrt.

§10 Lie-Gruppen

Wir hatten in 6.4 Lie-Gruppen als Beispiele von parallelisierbaren Mannigfaltig-
keiten kennengelernt, und in den Ubungen in einigen Beispielen auch schon ihre
Tangentialraume berechnet. Kurze Wiederholung:

Definition 10.1. Eine Lie-Gruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G' mit
einer differenzierbaren Gruppenstruktur, d.h. Multiplikation m : G x G — G und
Inversenbildung i : G — G sind differenzierbar.

Insbesondere sind Yh € G die Abbildungen L, : G — G, Ly(g) := m(h,g)
(Linksmultiplikation/-translation) und Ry : G — G, Rp(g) := m(g, h) (Rechtsmul-
tiplikation/-translation) Diffeomorphismen von G.

20Es ist instruktiv, dies in der Art von (9.81) zu verifizieren: Ist 7' etwa ein Tensor vom Typ
(0,2) und (Xy,...,X,) ein Orthonormalrahmen, so gilt VX € X(M) gar nicht ganz offensichtlich
D OXT(X;, X:) =Y (VxT)(Xi, X;) bzw. diquivalent dazu Y (T(Vx Xy, X;) + T(X;, Vx X;)) = 0.

K2
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Definition 10.2. Sei G eine Lie-Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heisst links-
invariant, falls (DLy), X, = Xr,n Vh, g € G. (Analog: rechts-invariant).

Lemma 10.3. (i) Die Menge der links-invarianten Vektorfelder, X*(Q), ist ein
endlich-dimensionaler Vektorraum, in natiurlicher Weise isomorph zum Tangential-
raum am neutralen Element e € G (oder auch an jedem anderen Punkt g € G).
Insbesondere ist G parallelisierbar.

(ii) X1(G) ist eine Unteralgebra der Lie-Algebra X(GQ) aller Vektorfelder auf G.

Beweis. (i) Vektorraum ist klar. Die Abbildung X*(G) 2 X — X, € T.G ist offenbar
linear mit Umkehrabbildung 7.G 3 = — (g — (DL,).(x) € T,G), die Linksinvarianz
aus der Kettenregel folgend.

(ii) Die Linksinvarianz von X € X(G) ist dquivalent zur Bedingung X o L} = Lj o X
Vh € G als Endomorphismen von F(G) (vgl. Betrachtungen auf S. 38). Dann folgt
die Linksinvarianz von [X, Y] aus der von X, Y unmittelbar durch Nachrechnen. [

Definition 10.4. Sei GG eine Lie-Gruppe. Die Lie-Algebra von G ist der Vektorraum
g = T.G mit der Lie-Klammer

goz,y—[z,y =[X,Y].€g (10.1)

wobei X, Y € X¥(G) die unter dem obigen Isomorphismus zu z, y gehorenden links-
invarianten Vektorfelder sind.

Beispiel 10.5. - GL(n,R). Als Vektorraum ist gl(n, R) = Tig GL(n,R) = Mat(n,R).
Der Isomorphismus mit X*(GL(n,R) ist

; 0
jaa;'.) (10.2)

™ Standardbasis von Mat(n, R)

xv—>(gl—>Xg:(gx)

Matrixmultiplikation —

woraus unmittelbar folgt, dass die durch links-invariante Vektorfelder definierte Lie-
Klammer mit dem gewohnlichen Matrixkommutator tibereinstimmt.

- SL(n,R), sl(n,R) = {trz = 0}

- SO0(n), SU(n), Sp(n)

Die zentralen Ziele der Lie-Theorie sind die Klassifikation von Lie-Gruppen sowie
ihre Realisierung als Invarianzgruppen (etwa als lineare Darstellungen auf Vektor-
raumen). Wir wollen hier zwei geometrische Argumente vorstellen, die in den Vor-
lesungen hinter den vielen algebraischen Betrachtungen manchmal zuriickstehen.
Das erste betrifft die Rekonstruktion von Lie-Gruppen aus Lie-Algebren und greift
auf unsere Untersuchungen zur Integrabilitdt von Vektorfeldern aus § 6 zuriick. Das
zweite kniipft direkt an unsere Diskussion von Riemannscher Geometrie, Geodéten
und Kriimmung an, und zeigt die Existenz einer invarianten orthogonalen Struktur
auf der Lie-Algebra einer kompakten Lie-Gruppe.
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Chevalley-Frobenius

Wir hatten in den Ubungen bereits ein-Parameter Untergruppen von GL(n,R) ken-
nengelernt.

Lemma 10.6. Sei G eine Lie-Gruppe, X € X*(G). Dann ist X wvollstindig, d.h.
der durch X erzeugte Fluss ®* ist auf ganz R definiert.

Beweis. Es geniigt festzustellen, dass mit jeder Integralkurve v : I — G von X auch
alle Linkstranslationen L, o~y Integralkurven sind (Kettenregel). Insbesondere ist fiir
0 <to€ It v(to)y(t) eine Integralkurve durch ~(ty), welche fir ¢t € IN(I—ty) 50
mit y(tp + t) iibereinstimmt und daher zur Fortsetzung von v auf I 4 ¢, (und von
da aus auf ganz R) benutzt werden kann. []

Definition 10.7. Fiir jedes » € g = T.G seien X € X*(G) und ®* : R — Diff(G)
das zugehorige links-invariante Vektorfeld und Fluss. Wir definieren die Exponenti-
alabbildung zu G,

exp:g— G durch exp(z) := ®*(1)(e) (10.3)

Mit anderen Worten ist exp(z) = 7#(1) die Integralkurve von X durch e, fortgesetzt
bis zu ¢t = 1.

Bemerkungen. - Fir G = GL(n,R), g = Mat(n,R) > x (ebenso wie fiir alle anderen
Matrix Lie-Gruppen) ist

exp(x) = Z o (10.4)

die gewohnliche Matrix-Exponentialfunktion.

- Wir zeigen weiter unten, dass jedenfalls fiir kompakte Lie-Gruppen die Expo-
nentialabbildung 10.7 in engem Zusammenhang mit der Exponentialabbildung auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten 8.15 steht.

- Bereits jetzt gilt Vit € R: ®*(t)(e) = exp(tx), und Vg € G ist t — gexp(tx) eine
Integralkurve von X durch g. Insbesondere ist

exp((t; + t2)x) = exp(t12) exp(tax) (10.5)

- Ausserdem ist auch das Differential bei 0 € g = Tog wegen

d
(Dexp)o(x) = —| exp(te) ==z (10.6)
dt lt=0
einfach (Dexp)y = idy, und wir kénnen also exp fiir die Konstruktion natiirlicher

Koordinaten auf G benutzen.

- Die obigen Betrachtungen (10.5) besagen, dass nicht-triviale ein-Parameter Unter-
gruppen von G in Bijektion zu ein-dimensionalen Unterrdumen von g stehen. Das
Beispiel (4.29) zeigt, dass solche ein-Parameter Untergruppen i.A. keine eingebette-
ten Untermannigfaltigkeiten von G sind.

- Ein fundamentales Resultat auf dem Weg zur angekiindigten Korrespondenz zwi-
schen Lie-Algebren und Lie-Gruppen ist die Verallgemeinerung der Exponentialab-
bildung auf hoher-dimensionale Unterobjekte. Dabei ist eine Richtung klar.
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Definition 10.8. Eine Lie-Untergruppe einer Lie-Gruppe G ist eine Untergruppe H
von G mit einer Topologie und differenzierbaren Struktur, in der H eine Lie-Gruppe
und eine immergierte Untermannigfaltigkeit von G ist.

(Die Topologie von H kann also feiner als die von G induzierte Relativtopologie
sein. Die Inklusion H < G muss eine Immersion von Mannigfaltigkeiten sein. Die
auf H eingeschrankten Gruppenoperationen von GG miissen mit der differenzierbaren
Struktur auf H vertraglich sein.)

Proposition 10.9. Sei . : H < G eine Lie-Untergruppe von G.

(i) Die Lie-Algebra b von H ist in kanonischer Weise (namlich mittels Di. : T,H
T.G) eine Unteralgebra von g.

(ii) Der Vektorraum

XMG,h) = {X e x*(G)| X. € b} (10.7)
ist eine Unteralgebra von X¥(Q), ebenfalls kanonisch isomorph zu .

Beweis. (D), ist injektiv, da ¢ eine Immersion ist, h ist also auf jeden Fall ein
Untervektorraum von g. Fiir jedes y € h existiert dann ein eindeutiges Y € X*(H)
mit Y, = y sowie ein eindeutiges Y¢ € XL(G, h) mit Y.¢ = (Dv).(y).

- Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt 1o L, = L,y ot Vh € H. Daraus folgt,
dass Y und Y9 i-verwandt sind (s. 5.6): Vh € H gilt

ng) = (DLL(h))eDLe<y) = D<Lb(h) © L>e<y> = D(L © Lh)e(y) = (DL)th (108)

m.a.W. Y o* = 1* o Y. Da die -Verwandtschaft mit der Lie-Klammer vertraglich
ist (Ubungsaufgabe), folgt daraus, dass die von X(H) auf b induzierte Lie-Klammer
mit der von G stammenden auf X*(G, b) iibereinstimmt. [

Theorem 10.10. Sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, und b C g eine Lie-
Unteralgebra. Dann existiert eine eindeutige zusammenhdangende Lie- Untergruppe H
von G mit Lie-Algebra b.

Der wesentliche Schritt des Beweises ist die Konstruktion einer immergierten
Untermannigfaltigkeit H C G mit e € H und T, H = (DL,,).(h) Yh € H mittels
des Frobenius-Theorems, einer Verallgemeinerung von 5.16. Als Korollar dieser Kon-
struktion folgt, dass H eine Untergrupe von G ist, und dass die Gruppenoperationen
auch mit der differenzierbaren Struktur von H vertréaglich sind.

Definition 10.11. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Eine (Tangential-)Distribution vom Rang k ist ein Untervektorbiindel D C TM,
m.a.W.: Vp € M ist D, C T,M ein k-dimensionaler Unterraum und es existieren
iiberall lokal Vektorfelder Xi,..., Xy € T M welche punktweise eine Basis von D
bilden.

- Eine Distribution D C TM heisst involutiv, wenn fiir je zwei lokale Schnitte
X,Y € I'(D) die Lie-Klammer [X,Y] € T'(D).

- Involutivitat ist offensichtlich dquivalent dazu, dass I'(D) eine Unteralgebra der
Lie-Algebra X(M) ist. (Beachte, dass die Lie-Klammer [X,Y] in X(M) berechnet
wird.)
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Beispiel. Die von X = 0, + y0, und Y = 9, erzeugte Distribution D C TR? ist
wegen [X,Y] = —0, ¢ I'(D) nicht involutiv.

Definition 10.12. Sei D C T'M eine Distribution vom Rang k auf M.

- Eine Integralmannigfaltigkeit von D durch p ist eine zusammenhéngende immer-
gierte Untermannigfaltigkeit B von M mit p € B und T,B =D, Vq € B.

- D heisst integrabel, falls durch jeden Punkt p € M eine Integralmannigfaltigkeit
von D geht.

- D heisst vollstandig integrabel, falls M in eine Blatterung durch Integralmannig-
faltigkeiten zerfillt, d.h. 3 eine Familie (B;);cz mit Uje, By = M und ByN By = ()
fir | # I' sowie T,B; = D, Vq € B, mit der Eigenschaft, dass der Raum der loka-
len Integralmannigfaltigkeiten eine Untermannigfaltigkeit von M ist (im Sinne von
5.16).

- Insbesondere ist jede Integralkurve eines Schnittes X € I'(D) einer integrablen
Distribution ganz in einer Integralmannigfaltigkeit enthalten.

- Beispiel: D = spanz) (0, + ad,) auf M = S x S'. Fir a € Q sind die Inte-
gralmannigfaltigkeiten kompakt und £ = R/(aZ + Z), andernfalls sind die Blatter
diffeomorph zu R und £ ist keine Mannigfaltigkeit.

- Gemaéss 5.16 sind von kommutierenden und punktweise linear unabhéangigen Vek-
torfeldern aufgespannten Unterbtiindel von T'M Beispiele von involutiven und voll-
standig integrablen Distributionen. Man sieht leicht, dass jede vollstédndig integrable
Distribution involutiv ist. Bemerkenswert ist die Umkehrung.

Theorem 10.13 (Frobenius-Theorem). Jede involutive Distribution ist vollstindig
integrabel.

Beweis. Wir zeigen, dass D lokal durch kommutierende Vektorfelder aufgespannt
wird. Dann folgt die Existenz einer lokalen Blétterung aus 5.16. Den Nachweis, dass
sich die Blétter global zu immergierten Untermannigfaltigkeiten von M zusammen-
kleben lassen, lassen wir aus.
- Sei Yi,..., Y, ein lokaler Rahmen von D in einer Koordinatenumgebung U von
p € M, o.E. mit der Eigenschaft, dass

D, N spang (Fxt1,, - - - Onp) = 0 (10.9)

» Unp

U mit einer offenen Menge des R™ identifizierend sei 7 : U — R¥ die Projektion auf
die ersten k Koordinaten, mit induzierter Biindelabbildung D7 : TU — TRF. Es gilt
Dm(8;) = 0 genau fir i > k, denn (10.9) besagt, dass Dm, : D, — R* = T, R* ein
[somorphismus von Vektorraumen ist. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch noch in

einer ganzen Umgebung von p. Wir setzen fiir ¢ in dieser Umgebungund ¢ =1,...,k
Xiy = (D7) (Oin(y)) (10.10)
Dann ist (X, ..., X) ein lokaler Rahmen von D um p, und aus der Definition folgt,

dass X; und 0; m-verwandt sind, d.h. X; o 7* = 7" 0 9;. Aus [0;,0;] = 0 und der
Vertraglichkeit der m-Verwandtschaft mit der Lie-Klammer folgt [X;, X;] € Ker Dr.
Da aber [X;, X;] € I'(D) (Involutivitat) und Ker Dr komplementar zu D ist, folgt
X, X,] = 0. O
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Beweis von 10.10 (grobe Skizze). XL(G,h) = {X € XL(G)| X, € b} ist per De-
finition eine involutive Distribution. Sei H := B, ihre Integralmannigfaltigkeit
durch e € G. Aus der Linksinvarianz der Distribution folgt, dass fiir jedes g € G
B, = L,(B.) ebenfalls eine Integralmannigfaltigkeit ist (vgl. (10.5)) und daraus,
dass H eine Untergruppe von G ist: Fur alle h,h/ € H gilt hh/ = Ly(h') €
Ln(H) = Ly(B.) = By, = H. (Denn durch jeden Punkt geht genau eine Integral-
mannigfaltigkeit.) Aus der lokalen Struktur von Integralmannigfaltigkeiten folgt,
dass die Gruppenoperationen mit der differenzierbaren Struktur auf H vertriglich
sind: m : H X H — G und v : H — G sind als Verkettung von differenzierbaren
Abbildungen differenzierbar, und lokal liegt ihr Bild in einem Koordinatenschnitt

(L ... a™) = const., die Aussage folgt dann durch Projektion. O]

Cartan-Killing

Mit einer gegebenen globalen Trivialisierung (Xi,...,X,) von TG durch links-
invariante Vektorfelder féllt es nicht schwer, eine Riemannsche Metrik auf einer Lie-
Gruppe anzugeben, in der Linkstranslationen durch Isometrien wirken: Wir wéhlen
ein beliebiges inneres Produkt (-,-) auf dem n-dimensionalen Vektorraum 7.G = g

und setzen es durch
(Xi, Xj) = ((Xi)e, (Xj)e) (10.11)

auf ganz G fort. (Ubungsaufgabe: Diese Zuordnung ist glatt und links-invariant.)

- Nicht klar, aber fiir die Darstellungstheorie von zentraler Bedeutung, ist die Frage,
ob (-,-) so gewahlt werden kann, dass sie auch unter Rechtstranslationen invariant
ist.

- Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jedes h € G nicht nur L;, sondern auch die
Konjugation mit h,

AD,:G — G, gvw ADy(g) := hgh™! (10.12)

eine Isometrie von (G, (-, -)) ist.
- Wegen der links-invarianten Definition (10.11) ist dies wiederum aquivalent dazu,
dass die Ableitung von ADy, bei e,

Ady, : g—49, Adh(a:) = (D ADh>e<ZE) cg (1013)
(beachte ADy(e) =€) mit (-, -) vertraglich ist, d.h.
(Ady(z), Adp(y)) = (z,y), Vr,y€g (10.14)

- Mit Hilfe der Exponentialabbildung (in der Gruppenversion 10.7) kann man zeigen,
dass die Ableitung von G 3 h — Ad, € GL(g) bei 0 € g gleich der Lie-Klammer
auf g ist,

(D Ad)o(2))(y) = ada(y) == [z, Y] (10.15)

((D Ad)o(x) € End(g) = T GL(g))
- Durch nochmaliges Ableiten von (10.14) erhalten wird dann die Bedingung

(ad, y, 2) + (y,ad, 2) =0, Vz,y,z€9 (10.16)
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- Existiert auf g ein euklidisches inneres Produkt mit der Eigenschaft (10.16), so ist
die durch (10.11) auf ganz G erkldrte Riemannsche Metrik invariant unter Links-
und Rechstranslationen sowie Konjugation.

- Im Allgemeinen ist (10.16) eine relativ komplizierte algebraische Fragestellung. Mit
Hilfe der Differentialgeometrie konnen wir sie fiir kompakte Lie-Gruppen vollstandig
und motiviert beantworten.

Proposition 10.14. Sei G Lie-Gruppe. Dann existiert eine bis auf Multiplikation
mit einer relllen Konstanten eindeutige links-invariante Volumenform w € Q"(G),

wy # 0 Vg € G und so dass L} (w) =w Yh € G.

Beweis. Sei (A',...,A") der zu (Xi,...,X,) duale Rahmen von T'G" von links-
invarianten Einsformen, d.h. L} (A") = A’ Vi, h. Dann ist w := A'A-- - AA™ eine links-
invariante Volumenform. Ist @ eine andere Volumenform, so existiert ein f € F(G),
f(g) # 0 Vg € G so dass @ = fw. Linksinvarianz = f ist konstant. ]

- Die invariante Volumenform kann benutzt werden, um ein Integral (Mittelwert)
von stetigen Funktionen mit kompaktem Trager auf G zu definieren. (Dazu ist es
sinnvollerweise notig, die Lie-Gruppe so zu orientieren, dass w iiberall positiv ist.)
Mit den tblichen Grenzprozessen kann dieses Integral zu einem links-invarianten
regularen Borel-Mass auf dem zugrunde liegenden topologischen Raum ausgebaut
werden. (Haarsches Mass)

- Ebenso existiert natiirlich auch eine bis auf eine Konstante eindeutige rechts-
invariante Volumenform, welche im Allgemeinen aber verschieden von der links-
invarianten ist.

Proposition 10.15. Ist G kompakt, so ist die links-invariante Volumenform auch
rechts-invariant, insbesondere auch AD-invariant.

Beweis. Da Linkstranslationen mit Rechtstranslationen kommutieren, ist Vg € G
R;(w) links-invariant, es existiert also eine (von g abhingige) Konstante A, so dass
Riw = Ayw. Da w > 0, und G kompakt ist und nicht-triviales Inneres hat, ist
0< wa < oo und aus

Ag/w:/Agw:/R;w Digeo'/ w:/w (10.17)
G G G Ry(@) G

folgt dann A, = 1 Vg. (Wir benutzen hier Diffeomorphismen-Invarianz des Integrals,
und nocht nicht die Rechtsinvarianz von w!) [

- Lie-Gruppen fiir die links- und rechts-invariante Volumenformen tibereinstimmen,
heissen unimodular. Sie miissen nicht kompakt sein.

Proposition 10.16. Sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Dann ezistiert ein Ad-
invariantes (10.14) euklidisches inneres Produkt auf g. Dieses innere Produkt ist
insbesondere auch ad-invariant (10.16).

Beweis. Sei (+,-) ein beliebiges euklidisches inneres Produkt auf g. Fur z,y € g sei

(2, ) = /G (Ad,y (), Ad, (y))w (10.18)
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Dies ist ein wohldefiniertes euklidisches inneres Produkt auf g, welches wegen
Adg o Ady, = Ady, = Adp, () und der Rechtsinvarianz von w Ad-invariant ist. O

- Wir fixieren im Weiteren ein ad-invariantes euklidisches inneres Produkt auf der
Lie-Algebra g einer kompakten Lie-Gruppe G, fortgesetzt zu einer links- und rechts-
invarianten Riemannschen Metrik (-, ) auf G, und untersuchen die zugehorige Rie-
mannsche Geometrie.

Lemma 10.17. Der Levi-Civita Zusammenhang V hat beziglich einer ONB
(Xy,...,X,) von XL(G) die Darstellung

1

Beweis. Warnung: Ein links-invarianter Orthonormalrahmen ist im Allgemeinen
nicht rechts-invariant. Die iiber X%(G) definierte Lie-Klammer unterscheidet sich
von (10.4) um ein Vorzeichen. Man tberlege sich dies sowie die Vereinbarkeit mit
(10.19).

- Wegen (X;, X;) = 0;; konstant vereinfacht sich die Koszul-Formel (7.34) zu

(Vi X5, Xa) = 5 ({150 X, X = (150 X, 550 — (15, X4, X))

: (10.20)
= 5 {[Xi, X5, Xx)
Vi, j, k wegen der ad-Invarianz (10.16). Es folgt (10.19). O
- Wegen der R-Linearitat von V gilt dann
1
VxY = 5[)(, Y] VvX,Y € X4(@) (10.21)

Korollar 10.18. Die Geodditen auf G sind genau die Integralkurven der links-
invarianten Vektorfelder. Insbesondere gilt Vx € g

Exp, (z) = exp(z) (10.22)

Beweis. Aus ¥ = X, und (10.19) folgt V¥ = 3[X, X] = 0. (Auch hier tiberlege
man sich wieder die Vereinbarkeit mit der Vertauschung von links und rechts.) [

Proposition 10.19. Fir die Riemannsche Krimmungsform gilt
1

VX, Y,U,V € X(G).
- Ist (X1,...,X,) eine ONB von X(G), so gilt fiir den Ricci-Tensor

Ric(X,Y) = i Z([Xi, X],[X,,Y]) (10.24)

VXY € X(G)
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Beweis. Aus (10.19) und der Jacobi-Identitat folgt sofort

R(XG, X)X = 516, 1, X0) = 715, X X2l) = 316, X,1, X4
, (10.25)
= — 71X Xy], Xi

Dann folgt aus der Links- und ad-Invarianz der Metrik
1 1
Rb(Xi> X, Xk, Xl) = _Z<HX“ Xj]? Xk]v Xl> = _Z<[Xi7 Xj]? [Xka Xl]> (10'26)

zunachst fiir die links-invariante Basis und dann aus der R-Linearitat des Tensors
R, fiir alle Vektorfelder. (Die Gleichung (10.19) gilt hingegen nur fiir links-invariante
Vektorfelder.)

- Die Gleichung (10.24) folgt dann sofort aus (9.81). O

Korollar 10.20. Schnittkrimmung und Ricci- Kriimmung von G sind nicht-negativ.
Hat g triviales Zentrum, so ist die Ricci-Krimmung an jedem Punkt positiv definit.

Beweis. Die Schnittkriimmung ist R*(X,Y,Y, X) = %
positiv-Definitheit von (-, -). Ditto gilt Ric(X, X) > 0.
- Gilt Ricy((DLy)e(x), (DLy)e(z)) = 0 fiir ein x € g, so folgt

((X,Y],[X,Y]) > 0 aus der

([xi, 2], [zi,2]) =0 Vi=1,...,n (10.27)

und da die z; eine Basis von g sind, folgt [z,y] = 0 Vy € g. y liegt also im Zentrum
von g. [

- Aus (10.24) (bzw. der urspriinglichen Definition (9.78)) folgt insbesondere, dass
wir Ric, auch als

1
Rice(z,y) = —1 trg ad, o ad, (10.28)

schreiben koénnen. Diese rein algebraische “Cartan-Killing-Form” ist fir alle (endlich-
dimensionalen) Lie-Algebren ad-invariant, aber positiv definit nur dann, wenn das
Zentrum von g trivial ist und die von g erzeugte Lie-Gruppe kompakt. In diesem
Fall kénnen wir aber insbesondere (10.28) als Riemannsche Metrik benutzen und
erhalten das

Korollar 10.21. Kompakte Lie-Gruppen mit einfacher Lie-Algebra sind positiv ge-
krimmte Einstein-Mannigfaltigkeiten.
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