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Aufgabenblatt 7

Abgabe bis 13.6.2017, 16h
(Bis 11h abgegebene Lisungen werden w.U. noch bis zum Nachmittag korrigiert.)

Aufgabe 7.1 PULLBACK

Es sei m: E — M ein Vektorbiindel, und F' : L — M eine differenzierbare Abbildung, F*(E)
der Pullback von E via F' geméss Def. 6.7.

(a) Zeigen Sie: Ist 0 € I'(E), so ist F*(0) € I'(F*(E)).

(b) Zeigen Sie: I'(F*(FE)) wird als F(L)-Modul lokal von F*(I'(E)) erzeugt, d.h. Vp € L 3
Umgebung U und p; € F*(I'(E)),i=1,...,rs.d.Vp e I'(F*(E))3f; € F(L),i=1,...,r
sd. p=>_,pifi auf U.

Aufgabe 7.2 TENSORFELDER UND -ABLEITUNGEN

Wir beweisen einen Teil von Prop. 6.13: Es sei 6 : T(M) — T (M) eine Tensorableitung, s.
Def. 6.12.

(a) Identifizieren Sie mit Prop. 6.10 ein Tensorfeld A € T\(T("*) M) als multilineare Abbildung
und zeigen Sie, dass Ywy,...,w, € QM), X1,...,Xs € X(M):

(5(14((,«)1, oo ,wr,Xl, . .,XS)) = ((5(14))(001, e ,wT,Xl,. . .,XS)

+D A, 8w e X, XD Y Alwr e we, X 0(XG), - X)
i=1 j=1

Hinweis: Beginnen Sie mit C'(X ® w) = w(X) = X (w) und verallgemeinern Sie geeignet.

(b) Folgern Sie: Istﬁ eine zweite Tensorableitung, welche auf F (M) und X (M) mit § {ibereinstimmt,
so gilt bereits § = 4.

Aufgabe 7.3 LIE-ABLEITUNG
Es sei auf R? mit linearen Standardkoordinaten (z,) I € T(HDR? das Tensorfeld

0 0
7= 2 _Z
8y®d:ﬁ 8x®dy

und X € X(M) ein Vektorfeld,

0 0
X = U(J,‘, y)% + ’U(I,y)@

(a) Leiten Sie Differentialgleichungen fiir die Funktionen u und v her, welche dquivalent zur
Bedingung sind, dass I invariant unter dem von X erzeugten Fluss sind, d.h. Lx () = 0.
Hinweis: Benutzen Sie, dass Lx eine Tensorableitung ist.

(b) Losen Sie diese Differentialgleichungen fiir u,v im Raum Spang(1,x,y, 22 zy,y?) der
Polynome vom Grad < 2. Hinweis: Der Losungsraum ist 6-dimensional.

Bitte wenden!
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Aufgabe 7.4 METRIK AUF SPHARE UND PROJEKTIVEN RAUM

- Die n-dimensionale Sphére S™ = {Z?jll (7;)2 = 1} erbt als Untermannigfaltigkeit des R**!
durch Riickzug des euklidischen Standardprodukts iiber die Inklusion i : S™ < R™*! die

Riemannsche Metrik
n+1

g=1i"(D(dz)?)
i=1
- Der projektive Raum RP" = (R™"!\ {0}/~) > [21,...,2Zp41] ist mit den Karten U; =
{[a] | # O}, B
T T Tan

. )Zi(y17---ayn)

ey Ty

eille]) = (

eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

- Die Abbildung: 7 : S™ — RP", 7w(z1,...,Zp41) := [T1 : -+ : Tps1] ist ein lokaler Diffeomor-

phismus.

(a) Geben Sie eine explizite Formel fiir die Koordinatendarstellung eines lokalen Schnitts
iiber Up4+1 an, d.h. eine differenzierbare Abbildung o : ¢p4+1(Upy1) — S™, mit moo =
(p;l,il'

(b) Berechnen Sie die Darstellung der Riemannschen Metrik 0*(g) in den Koordinaten
(Y1, Yn)-

(c) Zeigen Sie, dass 0*(g) nicht von der Wahl des Schnittes abhéngt.

(Die Verallgemeinerung auf G(k, V') diskutieren wir auf dem néchsten Blatt, ohne Quatsch.)
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