SS 2017 Differentialgeometrie 1 30. Mai 2017

Aufgabenblatt 6

Abgabe bis 6.6.2017, 16h
(Bis 11h abgegebene Lisungen werden w.U. noch bis zum Nachmittag korrigiert.)

Aufgabe 6.1 MOBIUS-BUNDEL
M=R/~,  (z.y)~(z+n,(-1)"y),n €L
(a) Zeigen Sie, dass mit m: M — S' = R/Z, [(z,y)] + [x], mit offensichtlichen Vektorraum-
strukturen in den Fasern, M ein Vektorbiindel vom Rang 1 iiber S ist.

(b) Zeigen Sie, dass M nicht trivialisierbar ist.

Aufgabe 6.2 TANGENTIALBUNDEL DER SPHARE

Es sei S™ die n-dimensionale Sphére, T'S™ ihr Tangentialbiindel, und S™ xR das triviale Biindel
iiber S™. Geben Sie eine Trivialisierung der Whitney-Summe 75" @ S™ x R = S" x R™*! an.

Aufgabe 6.3 ORIENTIERBARKEIT

Erklirungen: Der Kartenwechsel x o ~! : o(UNV) — x(UNV) zwischen zwei Karten (U, ¢)
und (V, x) einer Mannigfaltigkeit heisst orientierungserhaltend, falls det Dxop™!(x) > 0 Vx €
©(UNV). Ein orientierter Atlas ist ein Atlas, in dem alle Kartenwechsel orientierungserhaltend
sind. Eine Mannigfaltigkeit heisst orientierbar, falls ein orientierter Atlas existiert. Zeigen Sie:

(a) M ist genau dann orientierbar, wenn A"T'MV trivialisierbar ist.

(b) (Der Totalraum von) T'M ist auf jeden Fall orientierbar.

Hinweis: Die Ubergangsfunktionen der héchsten dusseren Potenz des Kotangentialbiindels
sind gerade (det Dy o o~ !(z))~! € R\ {0} = GL(1,R).

Aufgabe 6.4 EIN-PARAMETER GRUPPEN

(a) Sei v : R — GL(n,R) eine differenzierbare ein-Parameter Untergruppe, d.h. ein Grup-
penhomomorphismus (R, +) — GL(n,R), der auch eine differenzierbare Abbildung von
Mannigfaltigkeiten ist. Zeigen Sie: 3X € Mat(n,R) s.d. y(t) = exp(tX) Vt € R.

(b) Geben Sie je ein Beispiel, in dem (i) 7y eine Einbettung ist, (ii) v eine injektive Immersion,
aber keine Einbettung ist, und (iii) (R) kompakt ist.

(c) Nehmen Sie jetzt nur noch an, dass v : R — GL(n,R) eine stetige ein-Parameter Unter-
gruppe ist und zeigen Sie, dass daraus bereits folgt, dass v differenzierbar ist.
Hinweis: Benutzen Sie die folgende aus der Analysis bekannte Eigenschaft der Faltung:
Ist f: R — R differenzierbar mit kompaktem Tréger, und o : R — R stetig, dann ist

ht) = (f + o) (1) == /_OO F(t — 5)o(s)ds

differenzierbar (mit A’ = f’ x ¢). Zur Anwendung auf das gegebene Problem sei © : R —
R* eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Triger und [ ©(s)ds = 1. Dann ist
¥ = © x v differenzierbar und mit Y = [ ©(s)y(s)~'ds gilt §(t) = Y - y(t). Sie miissen
nur noch sicherstellen, dass Y invertierbar ist.
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