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Aufgabe 2.1 DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN

Fiir jeden topologischen Raum M bezeichne C(M) die Algebra der stetigen Funktionen f :
M — R. Fiir eine stetige Abbildung F': M — N sei F* : C(N) — C(M), F*(f):= fo F.

(a) Zeigen Sie, dass F'* ein Algebra-Homomorphismus ist.

(b) Angenommen, M und N sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie, dass F :
M — N genau dann differenzierbar ist, wenn F*(F(N)) C F(M).

(¢) Angenommen, F': M — N ist ein Homdomorphismus von differenzierbaren Mannigfal-
tigkeiten. Zeigen Sie, dass F' genau dann ein Diffeomorphismus ist, wenn F™| F(N) einen
Isomorphismus F(N) = F(M) definiert.

Aufgabe 2.2 MANNIGFALTIGKEITEN MIT RANDERN UND ECKEN

Verabredung: Eine Abbildung F' : X — R™ auf einer (nicht notwendigerweise offenen) Menge
X C R"™ heisst differenzierbar, falls eine differenzierbare Abbildung F : U — R™ auf einer
offenen Umgebung U D X existiert, s.d. F|x = F. (Wie immer, differenzierbar = C>.)

- Eine topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein (Hausdorffscher, zweit-abzéhlbarer) to-
pologischer Raum, welcher lokal homdomorph ist zu R, := {z = (z!,...,2") € R* |2 > 0},
ausgeriistet mit der Relativtopologie. Eine topologische Mannigfaltigkeit mit Ecken in Kodi-
mension r > 1 ist ein (Hausdorffscher, zweit-abzéhlbarer) topologischer Raum, welcher lokal
homaomorph ist zu R, := {z € R" |2/ > 0¥j,1 < j <r}. (r = 1 ist der Fall mit Rand.)

- Differenzierbare Strukturen mit Rand und Ecken sind dann so definiert wie ohne, mit der
obigen Vereinbarung zur Differenzierbarkeit. Zeigen Sie:

(a) Jede topologische Mannigfaltigkeit mit Ecken in Kodimension r > 1 ist homéomorph zu
einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand (r = 1).

(b) Die entsprechende Aussage fiir differenzierbare Strukturen ist falsch.

Aufgabe 2.3 DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN AUF PROJEKTIVEN RAUMEN

(a) BEssei A= Y""!(z")? als Funktion auf R**! 5 (z!,..., 2"*!), und B : R"*! — R homo-
gen vom Grad d, d.h. Vt € R gilt B(tx) = t*B(z). Unter welchen Bedingungen definiert
B/A%?([z]) := B/A%?(z) eine differenzierbare Funktion auf dem reell projektiven Raum
RP" = (R"*1\{0})/ ~? (Mit Begriindung!)

(b) Verallgemeinern Sie diese Funktionen auf die Grassmann-Mannigfaltigkeiten G(k,n).

Bitte wenden!

Prof. J. Walcher 1 Aufgabenblatt 2
10 Punkte pro Aufgabe



SS 2017 Differentialgeometrie 1 2. Mai 2017

Aufgabe 2.4 PRODUKT-MANNIGFALTIGKEITEN
Es seien M7, M5 nicht leere differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie:

(a) Fiir ¢ = 1 und 7 = 2 sind die kanonischen Projektionen m; : My x My — M; , m;(p1,p2) :=
p; von der Produktmannigfaltigkeit M; x My nach M; differenzierbare Abbildungen.

(b) Ist L eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit, und F' : L — M; x My eine Abbil-
dung, so gilt: F ist differenzierbar <= 7 o F und m9 o I sind differenzierbar.

Aufgabe 2.5 DIFFEOMORPHISMEN-GRUPPE

(a) Essei M eine nicht leere differenzierbare Mannigfaltigkeit, welche als topologischer Raum
zusammenhingend ist, d.h. sind Uy, Us C M offen, mit Uy NUs = ) und Uy UU; = M, so
gilt entweder U; = () oder Us = (). Zeigen Sie, dass die Diffeomorphismengruppe transitiv
auf M wirkt, d.h. Vp,q € M 3F € Diff(M): F(p) = q.

Hinweis: Sie miissen zeigen, dass Diff (M)(p) offen und abgeschlossen ist. Fiir einen

moglichen Startpunkt wihlen Sie h € C°(R) mit ~A(0) = 1 und zeigen, dass fiir je-

des geniigend kleine € > 0 die Abbildung R® — R"™, (x!,... 2") — (2! +eh(z!)h((z?)? +
~ 4 (2)?), 22, ..., 2") ein Diffeomorphismus ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, auf der Diff (M) nicht
transitiv wirkt.
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