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Aufgabenblatt 12
Abgabe bis 18.7.2017, 16h

(Die Bearbeitung dieses Blatts ist freiwillig insofern zur Prifungszulassung aus den 12
Blittern die Hdlfte der aus den ersten 11 Bldttern mdglichen Punktzahl erforderlich ist.)

Aufgabe 12.1 GAUSSSCHE KRUMMUNG

Bestimmen Sie fiir jeden Punkt des Torus
72 = {(2,9,2) € B[ (Va2 +32—2)° + 22 =1} € (R, ("))

(siche Aufgabe 1 auf Blatt 1) als Untermannigfaltigkeit des euklidischen R?® die Haupt-
kriitmmungen, Hauptkriimmungsrichtungen, Gausssche Kriimmung, und mittlere Kriimmung.

Aufgabe 12.2 RIEMANNSCHE KRUMMUNG

Berechnen Sie fiir die Poincaré Halbebene H = {(x,7) € R? |y > 0}, g = y~2(d2? + dy?) (vgl.
Aufgabe 9.3) den Riemannschen Kriimmungstensor.

Aufgabe 12.3 SYMMETRISCHE RAUME

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, R der Riemannsche Kriimmungstensor. Zeigen
Sie die Aquivalenz der folgenden Bedingungen:

(i) VxR=0VX € X(M).

(ii) Wenn X, Y, Z ldngs der regulidren Kurve y parallele Vektorfelder sind, so ist auch R(X,Y)Z
parallel ldangs ~.

(iii) Die Schnittkriimmung ist invariant unter Parallelverschiebung, d.h. ist v ein Weg von p
nach ¢ und I € G(2,T,M), so gilt K,(II) = Kq(Pq(;)(H)).

Mannigfaltigkeiten mit diesen dquivalenten Bedingungen heissen lokal symmetrische Raume.
Hinweis: Fiir (1)=(ii) setzen Sie X,Y, Z € v*(T M) lokal um p = ~y(sg) zu Vektorfeldern auf
M fort.

Aufgabe 12.4 PRODUKTE

Sind (M, g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, so triigt die Produktmannigfaltigkeit
M x N eine natiirliche Metrik g + h (genauer: 7*g 4+ £*h, wo m und & die Projektionen auf
die jeweiligen Faktoren sind).

(a) Fassen Sie X € X(M), Y € X(N) als Vektorfelder auf M x N auf und zeigen Sie:
VxY =0.

(b) Folgern Sie: Fiir v € T,M und w € TyN gilt K, ;)(spang (v, w)) = 0

Bitte wenden!
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Aufgabe 12.5 WEYLSCHER KRUMMUNGSTENSOR

Es sei g eine Riemannsche Metrik auf M, A € Q(M), und V@A) der affine Zusammenhang
aus Aufgabe 8.3. Als Erinnerung gilt die Formel:

VDY) = Vx (V) + A(X)Y + AY)X — g(X,Y) Al
wo V der gewohnliche Levi-Civita Zusmmenhang von g ist.
(a) Berechnen Sie die Kriitmmung R@4) von V94). Ergebnis:
g((R9Y — R)(X,Y)U,V) = dA(X,Y)g(U,V)
+AX)A)g(Y, V) + (WA (U)g(X, V) + g(4, A)g(Y,U)g(X, V)
— (X Y) = (U V)+((X,Y) & U V)
(b) Der Weylsche Kriimmungstensor W) von g ist die Kriimmung REA) fiir die spezielle
Wahl A = dlog(det g)~%/ 2" Zeigen Sie: Vf € F(M) gilt:
W) = (1)

(g = €2l g, vgl. Aufgabe 8.3)
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