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Einleitung

Lokale Klassenkorpertheorie ist die Theorie der abelschen Erweiterungen lokaler Kérper wie et-
wa der Korper der p-adischen Zahlen QQ,. Urspriinglich wurde die lokale Klassenkorpertheorie
aus der globalen Klassenkorpertheorie abgeleitet, doch es stellte sich bald heraus, dass die
lokale Theorie auch unabhingig von der globalen Theorie entwickelt werden kann. Ein sehr
allgemeiner Zugang wird durch die Kohomologietheorie gegeben, wie etwa im Buch von Neu-
kirch ([Neu2]). Wir geben an dieser Stelle einige Hauptergebnisse an. Dabei sei K ein lokaler
Korper. Es bezeichne K* die proendliche Komplettierung von K*, K2P die maximal abelsche
Erweiterung von K, sowie N (L|K) die Gruppe der universellen Normen der Erweiterung L|K,
vgl. Kap. L,§1.

Reziprozititsgesetz: Ist L|K galoissch, dann existiert eine exakte Sequenz

| —— N(L|K) —— kx UHE,

G(L|K)®» — 1,
insbesondere gibt es einen Isomorphismus K* = G(K?P|K). Die Abbildung (-, L|K)
heisst Normrestsymbol.

Ezistenzsatz: Die Abbildung L|K +— N(L|K) ist eine ordnungsumkehrende Bijektion
zwischen der Menge der abelschen Erweiterungen von K und der Menge der abgeschlos-
senen Untergruppen von K*. Die Gruppe N (L|K) ist genau dann von endlichem Index
in K%, wenn L|K endlich ist, und dann gilt

[L: K] = (K*:N(LIK)).
Funktorialitit: Ist K'|K endlich, dann haben wir ein kommutatives Diagramm

K" —— G(K"™|K)

e !

K* —— G(K™|K) .

Es stellt sich natiirlich sofort die Frage, wie man den Reziprozititsisomorphismus explizit be-
schreiben kann. Eine solche Beschreibung wurde 1965 von Lubin und Tate unter Zuhilfenahme
formaler Gruppen gegeben. Will man die lokale Klassenkorpertheorie auf nichtabelsche Er-
weiterungen verallgemeinern, so steht man vor dem Problem, dass die absolute Galoisgruppe
eines Korpers nur bis auf innere Automorphismen eindeutig bestimmt ist. Eine Moglichkeit,
dies in den Griff zu bekommen, stellt das Studium von Darstellungen der absoluten Galois-
gruppe dar und wird im sogenannten Langlands-Programm formuliert. Die andere Méglichkeit
besteht darin, sich zusétzlich zum lokalen Koérper K weitere Daten zu fixieren. Es stellt sich
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heraus, dass die Wahl einer Fortsetzung des Frobenius-Automorphismus von K auf einen al-
gebraischen Abschluss von K, eine sogenannte Lubin-Tate-Spaltung, dafiir geeignet ist. Eine
endliche Galoiserweiterung lokaler Korper ist auflosbar, deswegen ist es sinnvoll, eine nichta-
belsche lokale Klassenkorpertheorie induktiv nach dem Grad der Auflésbarkeit aufzubauen.
Im Jahre 1996 wurde von Koch und de Shalit in [KdS] eine Klassenkorpertheorie metabelscher
Erweiterungen, d.h. von Erweiterungen, bei denen die Kommutatorgruppe der Galoisgruppe
abelsch ist, beschrieben. Wir geben die Hauptresultate im folgenden an. Dabei sei eine Lubin-
Tate-Spaltung (K, ¢) fixiert, und die Gruppen M (L|K) bzw. &(K, ¢) stellen die metabelschen
Analoga von N(L|K) bzw. K* dar, vgl. Kap. IL.

Reziprozititsgesetz: Ist L|K metabelsch, dann existiert eine exakte Sequenz
1 —— M(LIK) —— &(K,p) —— G(L|IK) —— 1,
insbesondere gibt es einen Isomorphismus
B(K,p) = G((K™)™|K).
Ausserdem erhalten wir Isomorphismen
Ga(K, ) = G((Kno K™ |K),

wobei K, eine ausgezeichnete maximal reinverzweigte abelsche Erweiterung von K ist,
K" die unverzweigte Erweiterung von K vom Grad d bezeichne und &4(K, ¢) in (2.3.1)
definiert wird.

Ezistenzsatz: Die Korrespondenz L|K — M(L|K) ist eine ordnungsumkehrende Bijek-
tion zwischen allen metabelschen Erweiterungen von K und den abgeschlossenen Unter-
gruppen von (K, ¢). Die Gruppe M (L|K) ist von endlichem Index, falls L|K endlich
ist, und dann gilt

[L: K] = (8(K, ) : M(LIK)).

Funktorialitit: TIst K'|K eine endliche galoissche, zu (K, ¢) kompatible Erweiterung,
dann kommutiert das Diagramm

@(K/,(P/) i> G((K/ab)ab|K/)

MK’|Kl lres

O(K,p) —— G((K™)™|K) .

Zusammenhang zur abelschen Klassenkdrpertheorie: Ist L|K metabelsch und kompatibel
mit (k, ), dann gilt
N(L|K) = pr, (M(L|K)),

und die abelsche Erweiterung, welche Klassenkorper zu N(L|K) ist, ist die maximal
abelsche Erweiterung von K innerhalb von L.

Eine zentrale Rolle im Beweis dieser Resultate spielt eine Arbeit von Coleman([Co]), in welcher
ein Zusammenhang zwischen Potenzreihen iiber dem Restklassenkorper eines lokalen Korpers
und normkompatiblen Folgen von Primelementen gewisser Korpererweiterungen desselben her-
gestellt wird. Die Konstruktion des Reziprozititsisomorphismus geschieht mittels Lubin-Tate-
Theorie, was zur Folge hat, dass man den Reziprozititsisomorphismus explizit angeben kann.
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Die Colemansche Theorie kann als Spezialfall der Theorie der Normenkérper von Wintenber-
ger ([Wi]) angesehen werden werden, und mit diesen Mitteln gelang es Fesenko in [Fe|, eine
nichtabelsche Klassenkorpertheorie fiir reinverzweigte arithmetisch proendliche Erweiterungen
anzugeben.

In dieser Arbeit sollen die Ergebnisse von Koch und de Shalit ausfiihrlich und vollstindig
dargestellt werden. In Kapitel I stellen wir die dafiir bendtigten Hilfsmittel bereit. Dazu ge-
ben wir zunéchst einige wichtige Ergebnisse aus der abelschen Klassenkoérpertheorie an. Im
zweiten Abschnitt beschreiben wir eine verallgemeinerte Lubin-Tate-Theorie im Sinne von
[Iw]. Wir beschliessen das Kapitel mit einer ausfiihrlichen Darstellung der Ergebnisse Cole-
mans. In [KdS] wird ein wesentlich allgemeineres Ergebnis als das von Coleman gefundene
ohne Beweis angegeben. Wir geben in dieser Arbeit einen Beweis, in dem Methoden aus
[Iw],[Co] und [dS] miteinander kombiniert werden. Von entscheidender Bedeutung ist hierbei
das Ersetzen von Kompaktheitsargumenten, wie sie etwa in [dS] verwendet werden, durch
Vollstiandigkeitsargumente. Dadurch, dass wir uns im Gegensatz zu [Co|] auf Potenzreihen
beschrinken, gelingt es uns, ausschliesslich mit der Produkttopologie zu arbeiten und kom-
pliziertere Schliisse aus der p-adischen Analysis zu umgehen. Aus diesem Grunde ist unsere
Darstellung viel elementarer als die in [Co].

Im zweiten Kapitel gehen wir zunéchst von einer endlichen galoisschen Erweiterung L|K aus
und studieren die Galoisgruppe G(L?"|K). Wir erhalten einen Isomorphismus

G(L™|K) 2 G(LIK,7) := {(7.b) | v € GIL"|K),b € Up, b~ =n7"1},

wobei 7 ein Primelement aus der Komplettierung L der maximal unverzweigten Erweiterung
L™ von L ist und ¢ der Frobeniusautomorphismus von L. Das zentrale Ergebnis des ersten
Abschnittes ist die Kommutativitit des Diagramms

G(L'|K, x") —5 G(L|K, )

|= E

G(L'™|K) =5 G(L*|K)

fiir eine weitere endliche Galoiserweiterung L'|K mit L' O L sowie eine bestimmte Uber-
gangsabbildung 7, r. Dieser Isomorphismus ist jedoch nicht kanonisch und héngt noch von
der Wahl eines weiteren Parameters ab. Im zweiten Abschnitt befassen wir uns intensiv
mit Lubin-Tate-Spaltungen. Wie bereits erwidhnt, handelt es sich dabei um die Wahl ei-
ner Fortsetzung des Frobeniusautomorphismus von K nach K®*®. Wir zeigen, dass solch
eine Wahl uns fiir jede endliche Galoiserweiterung L|K einen der obigen Isomorphismen aus-
zeichnet. Im Anschluss daran definieren wir uns im dritten Abschnitt unter Benutzung der
Coleman-Theorie ein metabelsches Analogon zur Normabbildung aus der abelschen lokalen
Klassenkorpertheorie. Damit haben wir alle Mittel beisammen, um den Hauptsatz der me-
tabelschen Klassenkorpertheorie zu beweisen. Den metabelschen Reziprozitdtsisomorphismus
zwischen &(K, ) und G((K?*)"|K) erhalten wir dabei durch Limesbildung aus den kanoni-
schen Isomorphismen — wir haben ja eine Lubin-Tate-Spaltung fixiert — zwischen G(L*"|K)
und G(L|K, ) fiir endliche Galoiserweiterungen L| K. Im Vergleich zu [KdS] gehen wir hier ge-
nauer auf topologische Details ein und geben auch einen Beweis der Homdomorphieeigenschaft
der Reziprozitidtsabbildung.

Ich danke Herrn Prof. Wingberg fiir das interessante Thema. Bei Otmar Venjakob mdchte
ich mich an dieser Stelle fiir zahlreiche Hinweise bedanken, und bei Markus Fenn sowie Gabor
Wiese fiir das Korrekturlesen der Rohfassung.
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Anmerkungen zur Methodik der Arbeit im Vergleich zu [KdS] und [Co]

Fiir diejenigen Leser, welche die Originalarbeiten von Koch und de Shalit studiert haben, geben
wir im folgenden einige kurze Erlduterungen zu den Stellen, wo unsere Darstellung deutlich
von der in [KdS] abweicht bzw. diese erginzt.

Kapitel I besteht im wesentlichen aus Aussagen, die in [KdS] implizit verwendet, jedoch nicht
bewiesen werden.

§2 verallgemeinert die klassische Lubin-Tate-Theorie und verwendet dafiir analoge Techniken
zu [Iw], 4.4, 5.1.

(1.3.1)-(1.3.9) funktionieren wie in [Iw], 5.2 und [dS], wir ersetzen die Argumente aus der
Standard-Lubin-Tate-Theorie durch die die entsprechenden Aussagen aus §2.

(1.3.10) orientiert sich an [Co], Lemma 2a. Dort wird die Konvergenz in einer anderen Topolo-
gie nachgewiesen, unser Beweis fiir die Produkttopologie verlduft analog. Coleman verwendet
eine dhnliche Hilfsaussage wie wir; deren Beweis erscheint uns jedoch im Induktionsanfang als
nicht schliissig.

(1.3.13) geht anfangs wie in [dS], unser Existenzbeweis benutzt jedoch statt eines Kompakt-
heits- ein Vollstéindigkeitsargument, welches auf (1.3.10) beruht.

(1.3.16)-(1.3.18) ergeben sich wie in [Co], wenngleich das dort nur sehr kurz ausgefithrt wird.
Wir benutzen im Gegensatz zu Coleman nicht die Stetigkeit des Coleman-Operators, welche
in [Co|] durch p-adische Analysis bewiesen wird, sondern weisen die Vertriglichkeit mit der
Limesbildung direkt an unserer Folge nach.

(1.3.22) verallgemeinert Lemma 0.3 aus [KdS]

In Kapitel IT gehen wir nun &hnlich vor wie [KdS].

(2.1.7) gibt eine andere Definition von Normkompatibilitdt als [KdS]. Dort wird gefordert,

dass L* C LV stets N | Liw;. = w; impliziert. Dann steht man jedoch im weiteren Verlauf vor

dem Problem, ob L' C L' auch L C L' impliziert.

(2.1.9) enthilt im Gegensatz zu [KdS] noch eine weitere Voraussetzung, die Existenz von L.
Laut [KdS] existiert zu jeder galoisschen Erweiterung L”|K mit L C L' C L” ein w", welches
zu W', w kompatibel ist. Dies scheint jedoch nicht ganz klar zu sein. Betrachten wir dazu das
folgende kommutative Diagramm:

l’.;;,j(i) N l’.;,“,j(i—l)

n | v |

L,Z N E/i*l
wobei die Abbildungen jeweils durch die nach (1.1.3) surjektiven Normabbildungen gegeben
sind, und j(7) gegeben sei durch

j(i) :==min{j e N | L" D L'}

/

Die einzig sinnvolle Definition von w;.’(i) besteht nun darin, ein Element aus N; (!

) aus-
zuwiihlen, und das fiir alle # € N. Dann folgt aber nur N w;’(i) € N7 ' (w!_,), nicht unbedingt
N w;.’(z.) = w;.'(i_l). Normalerweise wiirde jetzt ein Kompaktheitsargument liefern, dass man die
Folge der w;.’(z.) normkompatibel machen kann, aber dafiir briuchte man, dass der Kern von N;
kompakt ist.

(2.2.2) Wenn es hier gelingt, zu zeigen, dass M D L stets M D L impliziert, dann wiirde



sich einiges vereinfachen. Dann kénnten wir ndmlich in (2.1.7) wieder die Originaldefinition
von [KdS] einsetzen, und die Rechnung im Beweis zu (2.2.9), welche zeigt, dass L} = L' gilt,
wiirde implizieren, dass man in (2.2.10) auf die Voraussetzung der Kompatibilitit mit (K, ¢)
verzichten kann.

(2.3.3) definiert ein anderes System von Umgebungen der Eins als [KdS], (0.4.3). Die in [KdS]
angegebenen Untergruppen sind von unendlichem Index in &(K, ). Da sich spéter ergeben
soll, dass &(K, ¢) mit dieser Topologie proendlich wird, funktioniert dieses System nicht.
(2.3.4) ist dementsprechend ein bisschen aufwendiger zu zeigen als bei dem Umgebungssystem
aus [KdS]. Der Exponent von 7 ist jetzt so ermittelt, dass das gewiinschte Ergebnis erzielt
wird.

(2.3.10) verwendet eine gegeniiber [KdS] verdnderte Definition von u,. Die in [KdS] angege-
bene Abbildung ist nicht wohldefiniert, sie miisste ausserdem von d abhéingen.

(2.4.1) enthilt im Gegensatz zu [KdS] auch einen Beweis der Homéomorphieeigenschaft von
14 und damit letztlich des Existenzsatzes.

(2.4.5) verwendet die zusiitzliche Voraussetzung, dass K'|K galoissch ist. Der in [KdS] ange-
gebene Beweis, S.101 unten, erscheint uns nicht schliissig, weil es i.allg. keine Ubergangsab-
bildung zwischen G(L'|K', w1/) und G(L|K, 7,) gibt. Unser Beweis benutzt dann auch andere
Argumente, wie Auflosbarkeit, Limesbildung nur iiber ein kofinales System, etc.

(2.4.8)(c) entspricht (2.4.5), braucht also galoissch als Voraussetzung.

(2.4.8)(d) enthilt die zusétzliche Voraussetzung, dass L kompatibel mit (K, ¢) ist. Diese fehlt
in [KdS].
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I. Grundlagen

§1. Lokale Klassenkorpertheorie

In diesem Kapitel sei K stets ein lokaler Kérper mit einem endlichen Restklassenkorper der
Charakteristik p mit ¢ Elementen. Wir fixieren einen separablen Abschluss K®P und eine
Komplettierung € von K®P. Ist L eine separable Erweiterung von K, so bezeichne Lj" die un-
verzweigte Erweiterung vom Grad d innerhalb von K®*P, sowie L™ die maximal unverzweigte
Erweiterung von L in K5°P. L sei die Komplettierung von L"" innerhalb von . Die Galois-
gruppe G(L""|L) wird topologisch vom Frobeniusautomorphismus ¢, € G(L""|L) erzeugt. Die
stetige Fortsetzung von ¢y auf L bezeichnen wir ebenfalls wieder mit oL
Ist F|K eine endliche algebraische Erweiterung, dann bezeichne F* die proendliche Komplet-
tierung von F'*, d.h.

F* :=lim F*/N,
wobei N alle offenen Normalteiler von F'* von endlichem Index durchlauft. Aufgrund von
F* =~ 7 x Up gilt dann F* = Z x Up; hierbei bezeichne Up die Einheitengruppe von F. Sei
L|K eine algebraische Erweiterung. Die Gruppe der universellen Normen von L|K ist definiert
als R

N(L|K) := N Np P~
LDOFDK, [F:K]|<oo

Wir fithren nun die Hauptergebnisse der lokalen Klassenkérpertheorie an.

(1.1.1) Satz. (a) (Reziprozititsgesetz) Ist L|K galoissch, dann existiert eine exakte Se-

quenz
| — s NILIK) — £ Y9 qagyd —— 1,

insbesondere gibt es einen Isomorphismus K* = G(K?®|K). Die Abbildung (-, L|K)
heisst Normrestsymbol.

(b) (Existenzsatz) Die Abbildung L|K — N(L|K) ist eine ordnungsumkehrende Bijektion
zwischen der Menge der abelschen Erweiterungen von K und der Menge der abgeschlos-
senen Untergruppen von K*. Die Gruppe N(L|K) ist genau dann von endlichem Index
mn R'X, wenn L|K endlich ist, und dann gilt

[L:K]=(K*:N(L|K)).
(¢) (Funktorialitit) Ist K'|K endlich, dann ezistiert ein kommutatives Diagramm

K" —— G(K"™|K)

e l

K* —— G(K*™|K) .
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Ein Beweis mit kohomologischen Mitteln befindet sich in [Neu2], ein konstruktiver Zugang
unter Benutzung formaler Gruppen wird in [Iw] angegeben.

Fiir den weiteren Fortgang der Theorie bendtigen wir einige technische Lemmata iiber lokale
Korper, welche wir an diesem Punkt bereitstellen. Wir definieren die Abbildung

—1:Us > Uz, z+— @K—H:W—(w).
(PK K K z x T
Dann gilt:
(1.1.2) Proposition. Die Sequenz

1 » Uk y Up 5L U —— 1

1st exakt.

Ein Beweis dieser Aussage wird in [Iw], Lemma 3.11, gegeben. In [Se], Ch. V, befindet sich
die folgende Aussage, die fiir uns spéter noch wichtig wird:

(1.1.3) Proposition. Es sei L|K eine endliche algebraische Erweiterung. Dann sind die
Abbildungen

NEI?:LX%KX, NE‘I?:UE—)UI?

surjektiv.

Konvention. Wir werden fiir die Normabbildung NZ\ 7 auch N 1|k schreiben.

(1.1.4) Lemma. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Trdgheitsgrad f = f(L|K).
Dann gelten:

(a) Fiir jedes o € L ist

Nyga= [] ¢k (Nyx(@).
0<i<f

Ist insbesondere LIK reinverzweigt, dann gilt ﬁL|KOl = Ny ga.

(b) Ist ¢ eine Fortsetzung von @, nach L™ mit o1, = ¢!, so existiert zu jedem = € U; ein

Yy € UZ mit
IT ¢ ==
0<i<f

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Erweiterung L|K reinverzweigt ist. Auf-
grund von G(L|K) = G(L|K) folgt unmittelbar Ny |xa = N g fiir jedes @ € L. Wir wenden
uns nun dem allgemeinen Fall zu. K7" ist die maximal unverzweigte Teilerweiterung von L,
nach obigem gilt also

ﬁL\K(O‘) = NL|K;T(05) = NL|K;r(Ol)

fir jedes o € L. Da G(K¢|K) eine zyklische Gruppe der Ordnung f ist und vom Frobenius-
automorphismus erzeugt wird, folgt

Npjk (@) = Nior g Nejepr (@) = N N (@) = [T ¢ @xo),
0<i<f
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was genau die Behauptung von (a) ist. Sei nun x € Uz. Nach (1.1.2) existiert ein u € Uz mit

Wir erhalten

of <H0§i<f90i(“)> 11 (M) I <pi<(’0 x)) _¢l@)

TR

Vermoge (1.1.2) ergibt sich

H ¢ (u) = za

0<i< f

mit einem a € Uy,. Wir berechnen

ola) = (HOSKM )) -2 ] v =2 [T v -

X
1<i<f 1<i<f

Damit ist a € K,, wobei K, den Fixkorper von ¢ in L bezeichne. Aus Gradgriinden gilt
L = K,K7%", die Erweiterung L|K, ist also unverzweigt vom Grad f. In unverzweigten Er-
weiterungen lokaler Kérper ist die Normabbildung auf den Einheitengruppen jedoch surjektiv,
vgl. [Neu2], Kap.II, Kor.(4.4), deswegen existiert ein b € Uz, mit

a = NL‘K‘pb = H (pz(b)
0<i< f

Wir setzen y := u/b und finden

1 ¢ = ocic; ') _ za

_—:l"

0<i<f  locics9'®) @

was zU zeigen war. a

§2. Lubin-Tate-Theorie

Zunichst skizzieren wir kurz die von uns bendtigte Theorie der formalen Gruppen. FKEine
ausfiihrlichere Darstellung findet sich z.B. in [Iw],Ch.IV.
Sei R ein kommutativer Ring mit 1 # 0.

(1.2.1) Definition. Fine Potenzreihe F(X,Y) € R[X,Y] heisst formales Gruppengesetz
iber R, falls folgende Aussagen gelten:

(a) F(X,Y)=X+Y mod deg2,
(b) F(F(X,Y),Z)=F(X,F(Y, 7)),
(¢) F(X,Y)=F(Y,X).

Wir erhalten unmittelbar das einfache Lemma, vgl. [Iw],(4.1):
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(1.2.2) Lemma. Sei F' ein formales Gruppengesetz iiber R. Dann gelten:
(a) F(X,0) =X, F(0,Y)=Y.
(b) Es existiert eine eindeutig bestimmte Potenzreihe ip(X) € R[X] mit

F(X,ip(X)) = 0.

Fiir ein formales Gruppengesetz F' iiber R sowie f,g € M = X R[X] setzen wir
f 9= F(f(X),9(X)).

Dann ist f +g € M, und M ist eine abelsche Gruppe bzgl. 4+, die wir mit Mg bezeichnen.
F F

(1.2.3) Definition. Seien F,G formale Gruppen iiber R. Ein f € M heisst Morphismus
von F nach G (wir schreiben dann auch f: F — G), falls

fF(X,Y)) = G(f(X), f(Y))

gilt. Im folgenden schreiben wir fir solch eine Beziehung auch f o F = G o f. Die Menge
der Endomorphismen von F wird mit End(F) bezeichnet. Ist f € M invertierbar, so ist
f~': G = F ebenfalls ein Morphismus. Wir nennen dann f einen Isomorphismus.

Ist f € M invertierbar und F € R[X},..., X,,] beliebig, dann setzen wir

Fr ::f'oFof*1 = f(F(fil(Xl)a--- afil(Xm)))-

Ist ¢ ein Automorphismus von R, dann bezeichne F'® diejenige Potenzreihe, die aus F' durch
koeffizientenweises Anwenden von ¢ entsteht.

Sei K ein lokaler Korper, 7 ein Primelement aus K. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus
§1 und definieren

Fog={f€O[X] | f=7X mod X%, f=X7 mod n},
fm[( = fﬂ',]? N OK[[X]]
Im folgenden schreiben wir stets ¢ fiir den Frobeniusautomorphismus ¢ von K.

(1.2.4) Proposition. Zu jeder Potenzreihe h € F_ = ewistiert genau ein formales Gruppenge-
setz Fy(X,Y) diber O mit hoFj, = FYoh. Isty ein Automorphismus von O mit yop = po,
dann gilt F)) = Fj.

Diese Aussage ist der Inhalt von [Iw], Prop. (4.2). Uber die Endomorphismen von Fj, gibt
[Iw], Prop. (4.4), genauere Auskunft:

(1.2.5) Proposition. Sei h € F_j und a € Og. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmite
Potenzreihe [a]n, € O [X] mit

[a], = aX mod X2, hola] = [a]f oh.

Die Abbildung
[n: Ok — End(F}) , a — [a]y
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ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Ist y ein Automorphismus von O mit yop = povy,
dann gilt fir jedes a € Ok :

[yalns = la;,
Insbesondere ist [a]pe = [a]. Sind 7 € Og,h € Fr i, dann ist Fy, € Og[X,Y], und fiir jedes
a € Ok ist [a], € Og[X]. Ausserdem gilt in diesem Fall: h = [x]p,.

Es seien 7,7’ Primelemente von K sowie h € ‘7:7r,1~(’hl € F. i Nach (1.1.2) finden wir ein
u € Ug mit 7'/m = u¥~". Es gilt die folgende Proposition, siehe [Iw], Prop. (4.5):
(1.2.6) Proposition. Es gibt eine eindeutig bestimmte Potenzreihe [ulpp € O [X] mit
[ulpp (X) =uX mod X? , h'o[ulyp = [ul}, oh.
Die Potenzreihe [u]p p ist ein Isomorphismus zwischen F}, und Fy, insbesondere ist
[wppr © Fy = Fyr o [u]p .
Ausserdem qilt fiir jedes a € Ok
[aln o [u]n,nr = [ulnn o [al.
Ist u € Uk, dann ist [u]p, = [u]n. Sind h € Frits IS For it n' e Fon i uy v € Ui mit
uPK b =g /r vPr L = 7" 7' dann folgt:
[l e 0 [ulnp = [vulppe
Sei € K ein Primelement, h € F,. Wir setzen WP := {0}, und fiir 7 > 1
B .= ¥ o oh¥oh,

Wi = {a€pa | h(a) =0}, Wi =W\ W, .

Hierbei bezeichne po das Bewertungsideal von (2. W,ll wird zu einem Opx-Modul beziiglich
(+., 5 ), wobei . gegeben ist durch
h h

Fy,

O xWiE =W, a - a:= [, o1-i (@)
Fy, Fy,

Wir zitieren nun den Hauptsatz der klassischen Lubin-Tate-Theorie aus [Iw]:

(1.2.7) Satz. Es seienm € K, h € Fr i, w; € Wﬁ Dann gelten:

(a) Kri = K(w;) ist eine nur von ™ und i abhdngige reinverzweigte, endliche abelsche
Erweiterung von K, und w; ist ein Primelement von K, ;|K.

(b) W}i st ein vollstandiges Konjugiertensystem von w; tber K, und es gilt:
Wi

Wil =4d", =q Hqg-1).

(¢) Ein vollstindiges System von Konjugierten von w; tber Ky ;, 1 < j <1, ist gegeben durch

{wi+7 | yew; 7}
Fy,
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(4) Ni, kK ; = (m) x Ug.
(e) Es existiert ein Homomorphismus
8 1 Uk = G(K;;|K) , 0i(u)(w;i) = [u]p(w;).
Dieser induziert einen Isomorphismus
Uk /Ui = G(Kr;|K),

und es gilt:

(f) Sei Ky oo := UjenKri. Dann ist
K® = K; oK™,

1.2.8) Definition. Wir bezeichnen den Klassenkérper zu Ut mit K*.
( V4 K

Vermoge (1.2.7)(c) sehen wir sofort, dass wir fiir jedes Primelement 7 € K die Beziehung
K'= K, ;K" haben.

Wegen K™ C K' C Kab~operiert G(K?|K"r) = U auf K durch stetige Fortsetzung. Um
(1.2.7) auf den Fall 7 € K verallgemeinern zu kénnen, benttigen wir das folgende Lemma.

(1.2.9) Lemma. Es seien 7, 7 € K Primelemente, h € F W e€F  z und0: Fy, — Fy
sei ein Isomorphismus formaler Gruppengesetze. Dann induziert 0 fir jedes 1 > 1 einen O -
Modulisomorphismus

0: Wi =W, am 0(a)
sowie einen einen Ok -Modulisomorphismus
O:W,i—)W,il , a—0(a).

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass fiir « € W] tatséchlich 0(a) € W}, ist. Wir erhalten

i—1

o ool ofa)=h" o..oh?08oh(a)=h"  o..o(h oB)®oh()
=1 ool 089 o b o h(c)
= ... =0 0h? " o...0h?oh(a) =6 (0) =0.

Sind a € O, € W}, 8 € W}, dann finden wir mittels (1.2.6)

Ola . @) =0(lan(a)) = [als0(x) = a - O(a)

h h!

n'?

sowie

9(0{}-7[1- IB) = G(Fh(()l,ﬂ)) = Fh’(eaa 9/6) = OOCF-J- 9/67

d.h. 0 ist ein Homomorphismus von Ox-Moduln. Setzen wir
O LW =W, a0 Ya),

dann erkennen wir die Wohldefiniertheit von #~' mit einer #hnlichen Rechnung wie oben, und
offensichtlich ist §~! eine zu 6 inverse Abbildung. Damit ist 6 ein Og-Modulisomorphismus,
und die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der eben bewiesenen Aussage. a

Der néchste Satz stellt die Verallgemeinerung der klassischen Lubin-Tate-Theorie auf den Fall
m € K dar.
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(1.2.10) Satz. Es seien 7 € IZ', heFrk, w € Wﬁ Dann gelten:

(a) w; ist ein Erzeuger und Primelement der Erweiterung I};HZ'

(b) Wfl ist ein vollstindiges Konjugiertensystem von w; iber f{, und es gilt:
Wi

Wil =4q", =q¢ (¢ 1).

(¢) Ein vollstandiges System von Konjugierten von w; tber 1}3,1 < j <1, ist gegeben durch

{wi+7 | yew; 7}
Fy,

(d) Die Operation von G(K?P|K"") auf[ﬁ(:i lisst sich explizit beschreiben durch

(u™, K) (wi) = [u]n(wi).

Beweis. Es seien 7' € K ein Primelement, h' € Frv g und F},, F}, die zu h, ' gehérigen Lubin-
Tate-Gruppengesetze. Sei 6 : Fjr — Fj ein Isomorphismus formaler Gruppengesetze. Dieser
induziert eine Bijektion 6 : W}, — W}. Sei a; := 6~ *(w;). Dann gilt wegen der Vollstindigkeit
von K (w;), K (c;) und aufgrund von 6,6 € Or[X]:

o =0 (wi) € K(wy) , wi = 0(c;) € K (),

d.h. K(o;) = K(w;). Nach (1.2.7) ist K* = K (o) K™, somit also Ki= K (o) = K (w;). Unter
Beachtung von (1.2.7) ergeben sich die Aussagen (a),(b),(c). Fiir Aussage (d) berechnen wir

[uln (w) = [uln(8i) = ([ulp © 0)(cs) = (0 0 [u]p) () = O((u", K)(0)).
Wegen 6 € Oz[X] und (u™', K)|z = id erhalten wir

[uln(wi) = (u ', K)(0oy) = (u™ ", K)(w;).

(1.2.11) Definition. Sei h € K, h € F_ - Wir definieren den Tate-Modul von F}, als
. 1—i
Ty = {w = (Wp)nen | w; € W;ﬁl_i , b (wi) = wi—1}.
Die Menge der Erzeuger des Tate-Moduls T}, ist gegeben durch
. 1—i
Qp = {w = (Wn)nen | wi € W, 1, B9 (wi) = wi1}.

Nach (1.2.10) operiert die Gruppe G(K?P|K"") = Ug auf Q. Ist 0 = (u™", K),w = (w;) € Qp,
dann erhalten wir mit (1.2.10):

o(w) = ([ul,p1-i (wi))ien-

Fiir dieses Element schreiben wir auch kurz [u](w).
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(1.2.12) Lemma. Es seien 7,7’ € K Primelemente, h € F W €F gz 0: Fp— Fy ein

Isomorphismus formaler Gruppengesetze. Dann induziert 0 einen Uk -Modulisomorphismus
1—1¢

0 : Qh — Qh’; (wl) — (9"0 (wz))
Beweis. Mit Hilfe von (1.2.9) erkennen wir, dass die 9°' " W;isol*i — Whupl—i jeweils Ugk-
Modulisomorphismen sind. Wir miissen noch verifizieren, dass

0_i

B 00 (wi) =09 (wi)

gilt. Dies erkennen wir an der Rechnung

1—i 1—4

W? 0¥

(wi) = (B 00)? ™ (w;) = (89 o )? ™ (wy) = 09" (h* ™ (wi)) = 0" (wisn).

§3. Coleman-Potenzreihen

Die Theorie der Coleman-Potenzreihen spielt eine zentrale Rolle in der metabelschen Klas-
senkorpertheorie. Aus diesem Grund geben wir an dieser Stelle eine ausfiihrliche Darstellung
dieser Theorie. Insbesondere werden wir eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von Coleman
unter Verwendung der verallgemeinerten Lubin-Tate-Theorie des letzten Abschnittes behan-
deln. Doch zunéchst treffen wir einige Vorbereitungen. Wir erinnern daran, dass wir weiterhin
eine Komplettierung ) eines algebraischen Abschlusses des lokalen Korpers K fixiert haben,
und die Betragsfunktion auf  wird mit |-| bezeichnet. Sie sei so normiert, dass || = 1/¢
fiir ein Primelement aus K ist, wobei ¢ die Elementanzahl des Restklassenkorpers von K be-
zeichne. Das Bewertungsideal von 2 bezeichnen wir mit po. Wir werden im folgenden mit
den Ringen Oq[X] und Oz[X] arbeiten. Diese fassen wir als direkte Produkte abzihlbar
unendlich vieler Kopien von Oq bzw O auf und statten sie mit der Produkttopologie aus.
Eine Folge von Potenzreihen f, = ) a, ;X' € Oq[X] konvergiert also genau dann gegen
f =Y b X" € Oq[X], wenn die Folgen (an;), fiir jedes i € N gegen b; konvergieren.

(1.3.1) Lemma. Sei f € Oq[X], a € pa. Dann existiert ein g € Oq[X], so dass
f=1fla)+ (X —a)g

gilt.

Beweis. Sei [ =35 b; X7. Wir definieren

cj = Zbiﬂ'“ai, g:= ZCij.

i>0 §>0

Damit erhalten wir

fla)+ (X —a)g = Z bjal + ZCij+l - Z ac; X’ = (Z bja’ — acy) + Z(qu — acj) X!

j=0 j=0 j=0 j=0 j=1
=bo+ Y (D birja' =Y birjra X =bo+ Y b X7 = f,
J>1 i>0 i>0 i>1

was zU zeigen war. a
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(1.3.2) Lemma. Es sei h = [[[" (X — o) € Op[X] mit a; € po. Ist g € Op[X] mit
g(a;) =0 fiir alle 1 <4 < m, dann existiert ein f € O[X] mit g = hf.

Beweis. Die Erweiterung L := K (a1,...,ap) ist eine endliche Galoiserweiterung von K.
Aufgrund von g(q;) = 0 fiir alle 1 < ¢ < m erhalten wir durch mehrfaches Anwenden von
(1.3.1)

g=f[[(X —a) = fh
=1

mit einem f € Oq[X]. Am Beweis von (1.3.1) sehen wir, dass sogar f € Op[X] gilt. Fiir alle
o € G(L|K) finden wir hf = g = g = hf? und somit h = h?. Dies impliziert f € Oz[X]. O

Wir fixieren von jetzt an ein Primelement 7 € K.

(1.3.3) Proposition. Es scien h € 7, i, g € Op[X]. Gilt dann g(w) = 0 fir alle w € w),
so existiert ein f € O[X] mit g = hf.

Beweis. Sei h = 71X + X9 sowie § € O[X] mit ﬁ(Wﬁ) = 0. Ist = [1]; , (vgl.(1.2.6)), so
folgt nach (1.2.9)
(90 8) (W) = g(W}) =0.

Vermoge (1.3.2) existiert ein f € Oz[X] mit go 6 = hf. Wir erhalten
g=(hot0 1) - (fo Y )= (hot ®) - (fob ).

Wegen ~% = X mod X? ist g durch h teilbar, was genau die Behauptung ist. a

(1.3.4) Proposition. Es seien h € Fﬂ’f(,fl,fQ € Oz[X], und es sei fi = fa o h. Dann gilt
fiir alle n € N:
f1i=0 mod " & fo, =0 mod 7",

insbesondere also fi =0 & fo = 0.

Beweis. Wir zeigen die Aussage induktiv. Fiir n = 0 ist sie trivial. Sei also n > 1 und gelte
fi =0 mod 7™ Dann ist f{ = 0 mod 7" !, nach Induktionsannahme also auch f, = 0
mod 7"~!. Schreiben wir fi = 7" 'gy, fo = 7" 'go mit 91,90 € O[X], so ergibt sich
g1 = ga o h. Wegen h = X? mod 7 impliziert dies

92(X?) =gaoh =91 =0 mod m,
d.h. go =0 mod m. Wir finden deshalb fo = 7" g, =0 mod 7". |
(1.3.5) Proposition. Sei h € ]fmf(. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Operator
Ny, C’)I?[[X]] — OI?[[X]],

so dass

Mugoh =[] 9(X +w)

F)
weW} h

fiir alle g € Oz[X] gilt. Wir nennen Ny, auch den Coleman-Normoperator.
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Beweis. Sei g € Oz[X]. Wir setzen

Da nach (1.2.10) die w € W,! alle zueinander konjugiert sind iiber K, ist gy € Or[X]. Wir
erhalten fiir alle « € W)

X +a)= (X +
9o ( @) H g(( Fhw)

H 9(X + w) = go
B wEW1 Fi

Fi wEW1

und folgern daraus (go — go(0))(e) = 0 fiir alle « € W}!. Nach (1.3.3) gilt

g0 — 90(0) = hg1
mit einem g; € O%[X] und deshalb go = go(0) + hg;. Wir berechnen

h(XI—V‘i,_za)gl(X;‘;a) = (90 _90(0))()(;2&) = g0 — go(0) = hg1 = (h}_l’_zh(a))gl _ h(X;;a)gl

Dies impliziert g1 (X + a) = g1. Wie eben finden wir ein go € Oz[X] mit
Fy,

g1 — g1(0) = hgo,

was go = go(0) + hg1(0) + h%go zur Folge hat. Nun koénnen wir das obige Verfahren iterieren
und finden eine Folge von Potenzreihen g, € Oz[X], so dass

90— Y _ gn(0)h" € [ K" O%[X] =0.
n=0

neN

ist. Wir definieren -
Nyg = Zgn(O)X",
n=0

und vermoge dieser Definition gilt nun N,goh = go. Die Eindeutigkeit von N},g ist eine direkte
Folgerung aus (1.3.4). O

Wir fixieren von jetzt an eine Potenzreihe h € F_ . Bevor wir zu den Eigenschaften des
Coleman-Normoperators kommen, stellen wir noch eln einfaches technisches Lemma bereit.

(1.3.6) Lemma. Ist y ein Automorphismus von K, dann gilt:

Y

[I x+w] = [[ X + w).

F F
WEW] " weWwl, "

Beweis. Sei v ein Automorphismus von K. Tst v eine Fortsetzung von «y auf I’(\:l, dann gilt
wegen (1.2.4) fiir alle w € W)l
(X -I— w)) =X + Jw.
Fyy

Wegen b7 (yw) = J(h(w)) = ¥(0) = 0 ist W}, = YW}, was die Behauptung impliziert. O
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1.3.7) Proposition. Sei g € Oz[X]. Der Coleman-Normoperator N} hat die folgenden
K
Eigenschaften:

(a) Fiir alle g1, g2 € Op[X] gilt:

Ni(9192) = Ni(g1)Nn(g2) , Ni(1) =1,
Ny, ist also ein Monoidhomomorphismus.
(b) Nng =g¥ mod m,
(¢) Npe =poNpopt,
(d) g=1 mod 7 = N,g =1 mod 7't!
(e) g € X'Ox[X]* = Nug € X'O[X]*.

Beweis. Die Multiplikativitit von N}, ist eine unmittelbare Konsequenz der Eindeutigkeits-
aussage von (1.3.5):

(Nag1iNngs) o b = (Nagr o h) - Wigaoh) = [ g1(X ey w)- [[ e(x + w)

wew)! Fi wew)!

= [ 992(x Fw) = Nilgig2) o h
wer

Um (b) zu beweisen, berechnen wir

NiX) =Nigoh= ] o(X tw)=g" modpg,

wobei p  das Bewertungsideal von K bezeichne. Aufgrund von Nygoh € Oz[X] gilt dann
sogar
Np(X?) = ¢?(X9) mod 7.

Aus (1.3.6) ergibt sich

Nyegoh = H g X + w)= H g’ X-I-w) = (/\/’h(g“’_l)ohyp
wEWh

wEW L, P
= ((poNnow ")(g)) o h?

und aus der Eindeutigkeit des Coleman-Normoperators somit Aussage (c). Sei g = 1 4+ n'gy
mit g € O7[X]. Dann erhalten wir

Npgoh = H (1+7'g)(X +w) = H (1+7'g;) mod P
wew,! Fi wew}!

d.h. Npgoh =1 mod ﬂipﬁ, und mit Nyg o h € Oz[X] schliessen wir

Nygoh=1 mod x'*!
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Setzen wir NVj,g = 1 + g mit g» € Oz[X], dann ergibt sich (14 g2) o h =1 mod «*!, d.h.
g2oh =0 mod 7t!. Vermége (1.3.4) ist g =0 mod 7!, und schliesslich

Npg =1 mod o't

was Behauptung (d) liefert. Sei nun g € Oz[X]*. Dann ist auch N,g € Oz[X]*, denn
g(0) #0 mod 7 impliziert N}, g(0) = ¢¥(0) # 0 mod 7. Weiterhin berechnen wir

NpX oh = H (X +w)=X H (X + w).

Fy, — Fy,
LUEW’_} wEWﬁ

Schreiben wir N, X = ¢ X mit einem g; € O[X], was wegen (N, X)(0) = 0 zulissig ist,
dann finden wir

he(gioh)=(Xoh) (gioh)=(aX)oh=NX =X [] (X o+ w),
weW} "

und somit

h
—- h) = X + w).
¥ e =T 1+o)
wew)!
Setzen wir in der obigen Gleichung X = 0 ein, dann liefert uns das nach (1.2.10)
mg1(0) = H w= Nf(ﬂf(v

weW}

fiir ein v € Whl Da K 1|f( reinverzweigt ist, ist NV 7Y Primelement von K , was sofort

g(0) € Uz nach sich zieht und N3 X € XOz[X]* zur Folge hat. Aus der Multiplikativitét
von N}, folgt nun (e). 0

Wir erinnern noch einmal an die Definition

-1

RO .=p?" 0. . 0ohPoh

und setzen

N}si) =N, i1 0+ Ny o Nj.
Wir nennen N, }gi) auch den Coleman-Normoperator vom Grad 3.

(1.3.8) Proposition. Seii € N,g € Oz[X]. Der Coleman-Normoperator vom Grad i hat
die folgenden Figenschaften:

(@) Nyg o ) =Tloen; 9(X ),
(b) N,Ei)g =0 o./\f,gi_l)g mod 7,
() Ng=poNTop !,

(4) N\Vg =g mod ,

() g=1 mod 77 é./\f,gi)gz 1 mod 7't
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(f) g € XIOLIX]* = N € XI0L[X]*.

Beweis. Sei g € Oz[X]*. Aussage (a) ist im Fall i = 1 genau die definierende Gleichung
des Coleman-Operators. Sei (a) bereits fiir i — 1 bewiesen. Dann folgt nach Definition und
Induktionsannahme

Wg) o b = N (Ng) o (1) D oh = T Naglh £ B

1
pewi

Ist o € W}, dann folgt h(a) € W}Eifl), schliesslich ist h*' o...0h¥ o h(a) = 0. Wir merken
ausserdem an, dass fiir a; € Wl gilt:

h(« I;I; 1) = FP(h(a), h(on)) = h(w).

Diese Bemerkung liefert uns

NPgen® = [ Nagh + me) = ] Nigoh(X +a)

F
a€W; mod W} he a€W; mod W}

= H HgX+a+7 IT ox

a€W} mod W} yeW} weW}
Damit ist Aussage (a) bewiesen. Mittels (1.3.7) gilt Ng = ¢¥ mod 7. Sei fiir 7 > 1 bereits
N,Ei)g =y oN,Ei_l)g mod 7
bewiesen. Dann folgern wir
N, i © ,Ei)gz./\fhwosooj\f g mod 71,
d.h. _ _ .
/\/',Elﬂg—(po./\/' -1 o<pflo<po/\/'}§%1)gz<po./\/',£2)g mod 7' *!

Dies ergibt Behauptung (b), und die anderen Aussagen folgen alle unmittelbar durch wieder-
holtes Anwenden von (1.3.7). O

(1.3.9) Lemma. FEs seien (gp) eine Folge von Potenzreihen aus Oq[X], (a;) eine Folge paar-
weise verschiedener Elemente aus po mit [[72, |a;| = 0. Es gelte:

lim_gy(a;) = 0

n—o0

fir alle i+ > 1. Dann folgt:
lim g, = 0.

n—oo

Beweis. Wir beweisen zunichst die folgende Aussage: Ist f = > ¢; X* € Oq[X], m > 1, und
gilt |f(a;)| < Ay, fiir alle 1 <14 < m, wobei 4,, gegeben ist durch

m
Ap =TT lasl J[ e = asl,
=2

1<i<g<m
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so folgt
m
1O) < ] lail -
i=2

Ist m = 1 und |f(a1)| < 1, dann erhalten wir |f(0)| = |co| # 1, denn andernfalls ergibt sich
wegen ‘ciaﬂ < 1 fiir alle 4 > 1 unmittelbar

|f ()] = sup[ciaf | = |eo = 1,
1EN

ein Widerspruch. Sei die Aussage fiir m > 1 bewiesen. Wir entwickeln f mittels (1.3.1) um
den Punkt a,,11 und finden ein g € Oq[X] mit

f = f(aerl) + (X - am+1)g

fir alle 1 < 4 < m + 1. Setzen wir in diese Gleichung a; ein, dann erhalten wir mit der
Induktionsvoraussetzung

|ai = amallg(ai)| = [ f(ai) = flam1)] < max{|f(ai)], | f(ams1)[} < Amia

und somit

Am+1

l9(ai)] < | <Am

a; — am+1|
fiir alle 1 <4 < m. Nach Induktionsvoraussetzung ist jetzt

l9(0)] < [T lail-
1=2

Setzen wir in der obigen Gleichung X = 0, so finden wir

[fO) = |f (@m+1) = @my19(0)] < max{|f(ami1)];|em1]9(0)]}

m+1 m+1
< max{Ams1, [] lail} = I lail -
=2 =2

Wir kehren nun zur eigentlichen Ausgangssituation des Lemmas zuriick. Sei g, = Y .~y gn,iX ¢
sowie € > 0. Wir bestimmen ein M € N, so dass B

M
[T lail < e
=2

gilt. Dazu finden wir ein N € N, so dass |gn(a;)| < A fiir allen > N, 1 < i < M erfiillt ist.
Aus den obigen Betrachtungen folgt jetzt

|gn,0 = |gn(0)| <e€

fiir alle n > N, d.h. (gn,) ist eine Nullfolge. Setzen wir hy, :=) .., gn,H_lXi, dann folgt

lim hy (i) = lim 22(%) =90(0)

n—00 n—00 a;

=0.

Mit derselben Argumentation wie eben erhalten wir, dass die (gn,1) eine Nullfolge bilden.
Induktiv schliessen wir, dass jede der Folgen (g ;) eine Nullfolge ist, d.h. g, — 0. a
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(1.3.10) Korollar. Es sei (gn) eine Folge von Potenzreihen aus Oz[X]. Ausserdem sei (w;)

eine Folge von Primelementen w; € K mit
lim g, (wi) = 0
n—oo

fir alle + > 1. Dann gilt:

lim g, = 0.
n—o0

Beweis. Gilt limy, 0 gn(wi) = 0, dann folgt fiir alle Konjugierten w; j, 1 < j < ¢"~'(q — 1),
von w; iiber K ebenfalls
lim g, (w; ;) =0.

n—oo
Sei (a;) die Folge
Wi,1y--0 3 Wlg—1,W21," " W2 q(qg—1),W3,15" "~
Ist € > 0, dann existiert ein r € N mit 1/¢" < e. Ausserdem haben wir

i

¢~ (g-1) B

H wij| = ‘NKi\sz' = -,

j=1
so dass wir _

r ¢ tg-1)

H H wi | = ir < €

=1 j=1 q
erhalten. Damit ist []2 |a;] = 0, und mit (1.3.9) folgt die Behauptung. ]

(1.8.11) Korollar. Es seien f,g € O[X], w = (w;) eine Folge von Primelementen w; € K
mit f(w;) = g(w;) fir alle 1 > 1. Dann folgt f = g.

Beweis. Offenbar ist
lim (f — g)(w;) =0

n—0o0

fiir alle 7 > 1, damit nach obigem f = g. O

(1.3.12) Proposition. Sei (f,) eine Folge von Potenzreihen aus Oq[X], f € Oq[X] mit
fn— f. Seia € pq. Dann folgt:

fnla) = f(a).
Beweis. Wir kénnen ohne Einschriankung f = 0 annehmen. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein
M € N, so dass |a|™ < e fiir alle m > M gilt. Seien die f, gegeben durch f, = > ¢, X"
Nach Voraussetzung sind fiir jedes i € N die (¢, ;) Nullfolgen, es existiert also ein s € N, so
dass |cs,i| < € fiir alle 1 <4 < M und alle r > s gilt. Fiir alle r > s folgt schliesslich

|fr(a)] < suplepilal’ <,
und somit fp(a) — 0. O
Wir wenden uns nun einem der Hauptergebnisse der Coleman-Theorie zu. Die néichste Propo-

sition verschafft uns eine Abbildung zwischen @Oﬁ, wobei der projektive Limes beziiglich
der Normabbildungen genommen wird, und O z[X]. Zuvor definieren wir noch eine Abbildung

v @Oﬁ - N (B,) — U}?(Nflu}ﬁl)-
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(1.3.13) Proposition. Es seien f = (B,) € im O, w € . Dann ezistiert ein eindeutig
bestimmtes gg € X8 Oz[X]*, so dass fir alle n. > 1 gilt:
1-n
gg (wn) = Bn.
Beweis. Aus (1.3.11) folgt direkt die Eindeutigkeitsaussage. Sei nun m > 1 fixiert. Da w,, ein
Primelement der reinverzweigten Erweiterung K™|K ist, folgt O = Oglwn], es existiert
also ein g, € X”w)Of([[X]]X, so dass ¢m(wm) = Bm gilt. Hierbei haben wir benutzt, dass

die Reinverzweigtheit der Erweiterungen f(\’ﬂl% unmittelbar v.= (8,) = v(B) impliziert. Wir
erhalten fiir alle 1 < n < m unter Benutzung von (1.3.8):

Ny Znam) @n) = W an) (00 P (em) = [ amlom |+ o).

I,[,(m—n)
ac htplfm

Die w,, + «a,a€ W;;l_fm sind nach (1.2.10) genau die Konjugierten von wy,, € W;ﬁl_m
F 1-m
h¥

iiber ﬁl, so dass folgt:

(N}Elei:Ln)qm)(wn) = Nf(\fnﬁ(‘ﬁﬁm = /Bn

Wir behaupten, dass die Gleichung

(m) (n—1)
thl—m Qm _ (min) Nh‘/’l_mlqm
W gm)er T a

gilt. Dazu verifizieren wir mittels (1.3.8):

W gn)? ™ = g o NI 0 o (g ) = N T ()

sowie
- -1
N(n;,f;? (N(Zlfrzlqm) == N(htpnfm)tpmfnfl c0...0 pon—m o N(htplfm)gpnfz c0...0 Nhtplfm dm

he h
= th’_l o... O./\/‘hy,l—mqm = N}Ezll)mema

was unsere Behauptung liefert. Vermoge (1.3.8) ist

—1 n—
N‘(Zlfn)z qm q;% '

he —— =" __ —1 mod .
Tin Tin
Das impliziert wiederum in Verbindung mit (1.3.8)
N(m),m q
(m}f’;) mn_l =1 mod 7™ "+,
(Nh‘plfm Qm)(p

Wir setzen g, := N }Ez),mqm. Aus obigem ergibt sich fiir 1 <n < m:

1-n
(pl—n ./\/’(m),mqm ¥
gm \Wn) 3 (wn) = (m}f’;) — (wp) =1 mod 7™ "L,
n (N‘hnpl_m Qm)(p
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Wir fixieren nun ein n < m sowie eine Fortsetzung von ¢ nach K (und damit nach K32b)
und setzen

fm = Gm — Gm—1.
Mittels der gerade ausgefiihrten Rechnung erhalten wir

1— 1—n

Fm(@" Hwn)) = " N(g8 " (wn) — 951 (Wn)) =" (Bn — Bn) =0 mod 7"

fiir alle m > n und somit

lim fm((plin(wn)) = 0.

m—r00

Vermoge (1.3.10) g1lt hmmHOO fm = 0. Hierbei beachten wir, dass ¢'~"(w,) ein Primelement
der Erweiterung K”|K ist. Ist g, gegeben durch ZcmﬂX dann bilden also die (¢m.i)m
Cauchyfolgen, sind somit konvergent. Damit konvergiert die Folge der (g,,), und wir kénnen
g := lim,;, o g definieren. Dann folgt aus (1.3.12)

l—n —n . 1—n 1—n
gg (wn) _ (limy, o0 gm)('o1 (wn) _ (limy, o0 gﬁl )(wn) — lim (g;fl (wn)) -1
Bn Bn Bn m—ro0 Bn
Wegen ¢, € X”(fg)(’)f([[X]]X ist mittels (1.3.8) auch g,, und somit g € X*(%) Or[XT*. O

Auf lim Oz haben wir in natiirlicher Weise eine Monoidstruktur via komponentenweiser Mul-
tlphkatlon Wir erhalten

(1.3.14) Korollar. Unter den Voraussetzungen der letzten Proposition gelten:
(a) gss = 998> 91 =1,
(b) Nngs = g5.

Beweis. (a) folgt direkt aus der Eindeutigkeitsaussage von (1.3.13), denn fiir alle n > 1 gilt:

1—n 1-n

GGy (wn) =B = g8 (wn)gh (wn) = (95 95 )wn),

und nach (1.3.11) somit gggr = gggs. Um Aussage (b) zu beweisen, berechnen wir unter
Verwendung von (1.2.10) fiir alle n > 1:

1—n 1—n 1—n
/Bn = H gg (wn + 0{) = thk" (gg ) o h?
aEWiwkn h¥

1677471 = (wn)

Kn‘Kn 1
1—n 1—-n 1—-n
= (Nngp)? oh? (wn) = (Nngs)¥ (wn-1).
Andererseits ist 8, 1 = ggzin(wn,l). Die obigen Rechnungen implizieren in Verbindung mit

(1.3.11), dass gg = Npg3 gilt. O

Wir setzen N
C(K,h) :={g € O[X] | Nng = g%}

Die Elemente aus C(K, h) nennen wir auch Coleman-Potenzreihen. Die Multiplikation auf
O[X] induziert eine Monoidstruktur auf C(K, h), denn sind g1, g2 € C(K, h), dann folgt aus
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der Multiplikativitit des Coleman-Normoperators, dass auch g1g2 € C (IZ' ,h) ist. Die Aussage
des letzten Korollars ist also genau die, dass die Abbildung

im0 — C(K,h), B~ gg,

ein Monoidhomomorphismus ist. Wir werden gleich zeigen, dass 1 sogar ein Monoidisomor-
phismus ist.

(1.3.15) Proposition. Sind g € C(K,h), w € Q, dann ist B = (Bn) = (¢° " (wn)) eine
normkompatible Folge in den O[?w d.h. B € Qn(’)ﬁ

Beweis. Wir verifizieren die Normkompatibilitdt der §; mit exakt derselben Rechnung wie im
Beweis zu (1.3.14):

2—n

1-n 1-n
Nﬁu/{ﬁﬁn = N;(‘;'I/(_,;:/lg(p (wn) = (Nhg)(p (wnfl) = gip (wnfl) = anla
womit die Behauptung gezeigt ist. a

Die Abbildung C(K,h) — im0, g — (g¢ " (wy)) ist damit offenbar ein zu 1 inverser
Monoidhomomorphismus. Wir definieren

CO(K,h) := C(K,h) N OZ[X]*.

Aus der Multiplikativitit des Coleman-Operators folgt unmittelbar, dass CO(I? ,h) eine Un-
tergruppe von Oz[X]* ist. Wir wollen im folgenden zeigen, dass die Reduktionsabbildung
modulo 7, welche wir mit px bezeichnen, einen Isomorphismus

ok 1 CO(K,h) — F [X]*, g — "%
induziert.

(1.3.16) Proposition. Die Abbildung ox ist injektiv.

Beweis. Seig € C(f(, h) mit ox(g) = 1. Offenbar ist g =1 mod 7. Sei g =1 mod 7 bereits
fiir i > 1 bewiesen. Dann folgt g¥ = Mg =1 mod 7!, und somit ¢ = 1 mod 7'*!. O

Die Surjektivitit von ox ist etwas komplizierter zu zeigen. Dazu betrachten wir zu g € Oz [X]
die Folge der ¢ ~*(\, ,EZ) g). Unter Verwendung von (1.3.8) finden wir

e W g) — o TN Vg) = o (g — N TVg) =0 mod o,
d.h. obige Folge ist konvergent. Wir machen daher die folgende Definition:
Nieg = lim o ' (N7g).
(1.3.17) Lemma. Sei g € Oz[X]*. Dann gelten:
(a) N°g € C°(K, h),

(b) N*g=g mod .
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Beweis. Aus (1.3.8) folgt sofort, dass N°g € Oz[X]* ist. Wir miissen noch zeigen, dass
Nip(N2Pg) = (N°g)? gilt. Aus der obigen Rechnung folgt

=1 mod 7,

in Verbindung mit (1.3.7) also

Wir berechnen
Nilo ' W) = Na(o D WEVg)) = o DN g = p(p I(Nfg))  mod i+,
Es ergibt sich

lim (V3 (6 'V 9) = (v (Ng) ) = 0.

1—>00

Aus der oben gemachten Bemerkung folgern wir
P I(NYg) = g mod 7,

vermoge (1.3.7) gilt
Nup™ ;EZ)Q
Ni(N529)

=1 mod 7*t?

Wir schliessen

lim Ny (¢ 'Ny ) = N (N7%g)
11— 00
und damit N, (N°g) = (N;°g)?. Fiir jedes i > 1 gilt ausserdem
o NV g= 97 (g?) =g modm,
was (b) zur Folge hat. O

(1.3.18) Korollar. Die Abbildung ox ist surjektiv.

Beweis. Sei £ € F_q[[X]]X. Dann existiert ein ¢ € Oz[X]* mit ox(g) = {. Wir setzen
g := NG € C°(K, h), und mit (1.3.17) folgt nun ox(g) = ox (9) = &. 0

Wir fassen nun die wichtigsten Ergebnisse der Coleman-Theorie, die wir im weiteren benotigen,
noch einmal zusammen. Fiir g € Oz[X] sei dabei v(g) die eindeutig bestimmte natiirliche
Zahl, so dass g € X”(-‘J)(’)I~([[X]]X ist, und C(K, h) sei gegeben durch

C(K,h) := C(K,h) N Ox[X].

1.3.19) Satz. Es sei 7 € K ein Primelement, h € F_ =, w € Q. Dann gelten:
T, K
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(b)

(c)

Die Abbildung N

wobei gg eindeutig bestimmt ist durch die Vorgabe ggl_i(wi) = B; fur alle i > 1, ist ein
Monoidisomorphismus mit Umkehrabbildung

Y5' C(K,h) » im0~ g (g7 )(wi).
Sie induziert einen Gruppenisomorphismus
U(K) = lim U = C°(K, h).
Es existiert ein kommutatives Diagramm
lim O~ —— C(K,h)
gl gl
N — N
Sind T € K, h € Fr i, dann ist die Abbildung
Yo 1M Ok, — C(K,h), B = (B) - gs,

wobei gg eindeutig bestimmt ist durch die Vorgabe gg(w;) = (B;) fiir alle i > 1, ein
Monoidisomorphismus mit Umkehrabbildung

$5" (K, h) = lim Ok, g~ g(w;).
Es existiert ein kommutatives Diagramm
Wm Ok, , — C(K,h)
| |
N — N
Die Reduktionsabbildung modulo 7 induziert einen Gruppenisomorphismus
ox : (K, h) = Fy[X]"
sowie einen Gruppenisomorphismus

Im Uz — Fy[X]".

Beweis. Bis auf Aussage (b) ist alles bereits bewiesen worden. Diese Aussage erhalten wir
aus unseren Ausfithrungen dadurch, dass wir die von uns verwendete verallgemeinerte Lubin-
Tate-Theorie iiberall durch die Ergebnisse aus (1.2.7) ersetzen. Aufgrund der Kompaktheit
von Ok [X] lassen sich dabei die von uns verwendeten Vollstindigkeitsargumente durch ein-
fachere Kompaktheitsschliisse ersetzen. |

Es soll an dieser Stelle nicht versidumt werden, auf die Verbindung des letzten Satzes zur
Theorie der Normenkérper aus [Wi] hinzuweisen. Darin wird auf

K:=1lmK' U {0}
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eine Addition definiert und somit K zu einem Korper gemacht. Schliesslich wird darauf eine
diskrete Bewertung eingefiihrt, und £ wird zu einem vollstdndig diskret bewerteten Korper
der Charakteristik p mit Restklassenkorper F,. Man erhélt einen Isomorphismus

K =T, ((X)),

Aussage (c) des letzten Satzes entspricht hier der Identifikation der Einheitengruppen. Unsere
Herangehensweise hat jedoch den Vorteil, expliziter zu sein, und die Menge der Coleman-
Potenzreihen mit all ihren Eigenschaften erweist sich als sehr hilfreiches Instrument fiir unsere
weiteren Beweise.

(1.3.20) Definition. Sei h € F_ =, und sei F}, die zu h assoziierte Lubin-Tate-Gruppe. F},

heisst normiert, falls X € C(K,h) ist, d.h. falls
h = X
IT ¢ + w)
weW}
gilt. Wir setzen
]:;r,f( ={h € F i | Fy, ist normiert}.

(1.3.21) Lemma. (a) Es seien h € F_z, h' € F_, . Sind Fy, Fy normiert, und ist
u € Ug, dann ist [u]p p € CO(K,h).

(b) Ist Fy, normiert und -y ein Automorphismus von f{, dann ist auch Fy» normiert.
Beweis. Zum Beweis der Aussage (a) berechnen wir unter Verwendung von (1.2.6) und (1.2.9):
Wy yoh=nofulnw = [ Fuwaw,o) = [T Fu(lnn, tnw(w))

w'ew}, wew}t
= H [U]h,h’ o Fh(X,(.L))
weW}
Sei v ein Automorphismus von K. Fiir normiertes / ergibt sich aus (1.3.6)

Y

X=x"=|[] nX,w)| = [] Fw(X, ),
wew} weW}l,

und somit folgt Aussage (b). O

(1.3.22) Proposition. Sei h € Fr . Dann gelten:

(a) Fy, ist genau dann normiert, falls jedes w = (w;) € Qy, eine normkompatible Folge in den
Korpern Kt ist. In diesem Fall ist m = Ng1gwr.
(b) Seih € .7-"7T’I~(, w € Qp,, und sei B eine normkompatible Sequenz von Primelementen in den

Korpern Kt. Dann existiert ein zu F), isomorphes normiertes Lubin- Tate- Gruppengesetz
Ey, so dass 3 € Qp ist. Insbesondere ist h' € F. wobei ™ gegeben ist durch ' =

ﬁKl\K/BI-

, =
,K?
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(c) Ist B = (B;) eine normkompatible Folge von Primelementen in Ki mit 7 = ﬁKl‘K(,Bl),
dann ezistiert genau ein h' € .7:; 7 50 dass B € Qp ist. Ist m € K, (B;) eine normkom-

)

patible Sequenz von Primelementen in den K ;, dann ist h' € Fy k.

Beweis. Sei Fj normiert. Dann ist

h= [ F(X,w),

weW}

somit wegen w; € W;iwl*i und (1.3.21),(1.2.7)

~ 1—i
NKi‘Ki—ILL)i = H Fhwl_i(wi,w) = H Fh(X,w) (wz) = h¥ (wz) = Wij—1-
wEW}iwl_i weWw}

Sind umgekehrt die w; normkompatibel, dann folgt mit derselben Rechnung

1—i

2
) = | I Bxe) | @),
wEWé
Damit ist nach (1.3.11)
h=[] Fn(X,w),
wEW,i
d.h. F}, ist normiert. Es ergibt sich unmittelbar
h(X) ~
r=—2= ]I BOw= [] w=Nax®),
weW\{0} weW\{0}

damit ist Behauptung (a) bewiesen. Zum Beweis von (b) betrachten wir h € F_ =, w € Q.

Vermége (1.3.19) finden wir ein g € C(K, k), so dass B; = ¢*' (w;) fiir alle i > 1 ist. Da die
B; Primelemente sind, ist dann v(g) = 1. Damit kénnen wir nun

B :=gohog™!

setzen. Aus v(g) = 1 folgt unmittelbar, dass h' = 7'X mod (X?) ist mit einem Primelement
n' € K. Wir erhalten

p(h') =p(g)?0 X% p(g™") =plgog™")? = XY,

wobei p die Reduktionsabbildung modulo 7 bezeichne. Somit ist b’ € F_ - Wir werden nun
zeigen, dass 8 = (5;) € Qs ist. Dazu bemerken wir

1—i

WP T(B) = (9P ohog ) TN (B) = ¢*

Durch mehrfaches Anwenden dieser Beziehung erhalten wir

i 2—1

(wi) = g%

. 1—
loh,(p

(wi—1) = Bi-1-

ol o ol (g)=g"ohog  o(g¥ohog )7 .. o(g¥ ohog™)? (8
=g?ohog lo(gPohog )T .. o(gPohog )T (B 1)
=...=g%ohog (A1) = g% o h(w) = ¢g¥(0) =0,
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sowie analog _

WP o o b (B) = B #0.
Damit ist in der Tat 5 € Q. Da 8 eine normkompatible Folge ist, ergibt sich die Normiertheit
von Fj. Unter Verwendung von (a) folgt somit auch Aussage (b). Sei nun 8 = (f;) eine
normkompatible Sequenz von Primelementen in den Kimit 7 = N &1k (B1). Wenden wir
(b) auf irgendein h € ]—"ﬁf(,w € Qy, an, so erhalten wir ein A/ € ]:;r,f( mit 8 € Q. Seien
h,h' € .7-";’;( mit 5 € Q5 N Q. Dann ist fiir jedes ¢ > 1

1—1

—h'% ) (Bi) =0,

somit gilt nach (1.3.11) h = h'. Ist 7 € K, € @Kﬁz eine normkompatible Sequenz von
Primelementen, dann erhalten wir durch Anwenden von (b) auf h := 71X + X% ein b’ € Og[X]
mit 8 € Qp, da die im Beweis von (b) verwendete Coleman-Reihe g nach (1.3.19) in C(K, h)

liegt. a

1—i

(h*

(1.3.23) Lemma. Es seien w, 7 € K Primelemente, h € ]—’;r 7 h' e ]—’;r, = Sind w € Qy,

w' € Qp, dann existiert ein Isomorphismus 0 : Fj, — F)/, so dass 9‘pl_i(wz~) = w] fiir alle 1 > 1
15t.

Beweis. Sein = [v]p : F, — Fj ein Isomorphismus. Mittels (1.2.12) ist (w;) := (n“pl_i(wi)) €
Q. Die Abbildung - -
ling K7 — i K , (@) > (w})

induziert einen Automorphismus von K2P|K, wir finden also ein u € U, so dass

(] 11 (@3) = ]
fiir alle ¢ > 1 ist. Wir definieren nun 6 := [uv] js. Es ergibt sich in Verbindung mit (1.2.6)

1—3 1—2 ~
07 (wi) =[] gimi o1 (wi) = [u], 1= 0 [0l (wi) = [ul), 11 (@) = wj,

damit ist 6 der gesuchte Isomorphismus. a

(1.3.24) Lemma. Es sei eine Fortsetzung von ¢ nach K? fiziert. Sei m € IZ', h € f; 7

w = (wj) € Q. Dann gibt es fir jedes g € CO(IZ', h) ein g1 € CO(IZ',h), so dass fir jedes
a € Uk und jedes i € N

p—1 1-i

((9rofal? ") = (g0l (w)
gilt. Ausserdem erfillt g1 die Gleichung
g1(0)?~" = g(0).
Sind m € K, h € Og[X], und ist ¢ so gewdihlt, dass es Ko fiziert, dann ist gffl =g.

Beweis. Nach (1.3.19) ist 8 = (8;) = (¢¥ ')(wi) eine normkompatible Sequenz von Einheiten
in den Korpern K*. Vermoge (1.1.2) haben wir eine exakte Sequenz

1 —— Ux,, — Uz, 20 Uy —— 1
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mit einem Primelement m € K, es existiert also fiir jedes ¢+ > 1 ein ~; € U mit 7;" = Bi.
Die Menge
-1
{(vie Uz 1Y =B} = Uk,

ist kompakt. Ausserdem gilt fiir ;41 mit ) J:ll = Bi41 die Beziehung
(NKi+1‘Ki’yi+1)‘p_1 = Nii+1|kiBit1 = Bi-

Wir kénnen aus diesen Griinden v = (v;) als normkompatible Folge annehmen. Sei g1 €
CO(K,h) gegeben durch g; := 1, (), wobei ¢ den Isomorphismus aus (1.3.19) bezeichne, d.h.

1—i

vi =g{ (w;) fiir alle i > 1. Damit folgt

Sei a € Ug. Dann ist

|
N
)
—_
—
-
o
=
>
A
—

L
—~
&

B
~
N——

ki
—
|
N
Q
—_
—
|
-
o
—
g>I
—
2
—~
&
~
~
N——
ki
—

(91 o fadu)? (@)™

1—i

(@ K)(B) = (@ K) (0 ()

g* "o(a K)(w) = g% " ola]-i(wi)
= (golal)? " ().
Hierbei haben wir verwendet, dass g,91 € Oz[X] sind und somit von (a~!, K) fixiert werden.

Sei 0 : F, = Fe mittels (1.3.23) so gewihlt, dass 69" (w;) = ¢(w;) ist. Dann gilt fiir alle
7> 1:

1—1 2—1q 1—4 2—1 1—1
g{ 00” () = gt 00?7 (wi) g7 oop(w) el (wi) (67 ()P~
v) — 1—i - 1—i - 1—i — \J1 3
91 gf  (wi) gf  (wi) gf  (wi)
=g (wi)-
Damit folgt mittels (1.3.11)
gf ot
=9,
g1
wegen 0(0) = 0 ergibt sich g1(0)? ! = ¢(0). Sind 7 € K,h € Og[X], und ist ¢|r. = idx_,

dann ist # = X und somit g¥ " = g. 0



I1I. Metabelsche lokale
Klassenkorpertheorie

§1. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen

Sei K ein lokaler Kérper und L eine endliche Galoiserweiterung von K. Sind keine Verwechs-
lungen zu befiirchten, so schreiben wir ¢ := ¢, € G(L"|L) fiir den Frobeniusautomorphimus
von L. Wir werden im folgenden die Struktur der Gruppe G(L*"|K) untersuchen. Eine wich-
tige Teilerweiterung von L?|K ist die Erweiterung L™|K. Fiir diese halten wir das folgende
Lemma fest:

(2.1.1) Lemma. Die Gruppe G(L™|K) ist eine zentrale Erweiterung von G(L|K) mit Z:

1 Y/ y G(L™|K) —— G(LIK) —— 1,

wobei 1 € Z auf den Frobeniusautomorphismus ¢ € G(L™|L) C G(L™|K) abgebildet wird.

Beweis. Die Exaktheit der obigen Sequenz ist klar. Zu zeigen ist noch, dass ¢ mit allen
Elementen aus G(L"|K) kommutiert. Sei also o € G(L"|K). Dann ist

(po)l = ¢lroln = ol = olreln = (o)L,
und da G(K™|K) abelsch ist, gilt auch
(p0)|Knr = p|gmeo|gnr = @|rrro|kor = (09)|Koor.
Wegen L™ = LK™ ergibt sich po = o. a
Die Operation von G(L"|K) auf L™ setzt sich stetig zu einer Operation auf L fort, wobei der

Fixkorper von G(L™|K) in L durch K gegeben ist, vgl. [Neul], Kap.V, Lemma (2.1). Wir
fixieren von jetzt an ein Primelement 7 € L.

(2.1.2) Definition. Wir definieren
G(LIK,7) == {(y,b) € GL™|K) x Uz | b¥~' =x"""}.
Auf G(L|K,m) erkldren wir eine Verknipfung durch

(71, 01) (v2, b2) = (v172, b171(2)) -
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(2.1.3) Proposition. Mit der obigen Verkniipfung wird G(L|K, ) zu einer Gruppe mit neu-
tralem Element (idp»r,1). Das inverse Element zu (vy,b) ist gegeben durch (y~',y~1(b™1)).
Wir haben die exakte Sequenz

1 y Ur » G(L|IK,7) —— G(L"K) —— 1.

Beweis. Seien (y1,b1), (7v2,b2), (73,b3) € G(L|K, ). Zunichst zeigen wir, dass

(71,01) (v2, b2) = (7172, D171 (b2)) € G(L|K, )

ist. Dazu miissen wir uns iiberlegen, dass (b17y;(b3))¥ ! = 7717271 gilt. Offenbar ist

b1y (b2)? =BT (i (52))? =7 I (B5T) = A Iy (72 = A e

= gnre-1
Zum Nachweis des Assoziativgesetzes berechnen wir

((71,01) (72, b2)) (73, b3) = (7172, b171(b2)) (73, b3) = (Y1723, b1v1 (b2) Y1 72(D3))
= (717273, b171(b272(b3))) = (71, b1) (1273, b272(b3))
= (71, b1) (72, b2) (73, b3)).-

Sei nun (vy,b) € G(L|K,w). Offensichtlich ist (v,b)(idger,1) = (7,b), und das Element
(v Ly 1 (b71)) liegt in G(L|K,7), denn

(e =y @) =

Es gilt:
(7, 0) (v yH07Y) = (idpar, byyTH(071)) = (idpas, 1).

Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen, und die Exaktheit der obigen Sequenz folgt
aus (1.1.2). Ist ndmlich (id»,b) € G(L|K, ) mit b € Uz, so ergibt sich b*~' = 1 und somit
beUy. O

Wir haben im ersten Kapitel zum lokalen Korper L den Kérperturm der L konstruiert, wobei
L' der Klassenkérper zu Ut war (vgl. (1.2.8)). Dieser spielt fiir die Charakterisierung der
Gruppe G(L*|K) eine entscheidende Rolle.

(2.1.4) Proposition. Seiw = (w;) eine normkompatible Sequenz von Primelementen w; € Li
mit Nrijp(w1) = . Dann gibt es einen (von w abhdngigen abstrakten) Isomorphismus

1w : G(LIK, 7) = G(L*|K),
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

1 —— Ur — G(L|K,7r) —— G(L"K) —— 1

o -

1 —— G(L*|L™) —— G(L*|K) —— G(L™|K) —— 1.

Die vertikale Abbildung links ist gegeben durch u s (u~', L).



§1. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen 27

Beweis. Sei h € .7-"; ; die nach (1.3.22) eindeutig bestimmte Potenzreihe, so dass w € 2, ist,

und Fj, das zu h assoziierte Lubin-Tate-Gruppengesetz. Sei (v,b) € G(L|K, ). Dann existiert
nach (1.2.6) ein eindeutig bestimmter Isomorphismus n = [b]y p+ : Fj = Fj» iiber Oz, welcher

K on=n?oh, n(X)=bX mod X?
erfiillt. Wir setzen w] := n?' " (w;). Nach (1.2.12) ist o' = (w)) € Qpy. Die w) sind ebenfalls

Erzeuger der reinverzweigten Erweiterungen Lf|L, es existiert also genau eine Fortsetzung o

von +y zu einem Automorphismus von UL! mit 0(w) = w'. Der Kérper UL? umfasst L?P, und
wir setzen

16((7,0)) 1= o pan.
Wir miissen nun zeigen, dass 1, ein Homomorphismus ist. Seien 71, 72,712 bzw. 01,092,019 die
zu (y1,b1), (72,02), (71, b1) (72, b2) konstruierten obigen Potenzreihen bzw. Automorphismen.
Dann sind o1 o 03 und o5 Fortsetzungen von 772, und es bleibt zu zeigen, dass o1 o o2 und
o12 auf w iibereinstimmen. Wir erhalten

1—i

o1 0 02(w;) = o1(ng

1—i 1—i 1—i 1
(wi)) =ng T(or(w)) =ng Toni (w)=(n'om)? (w),

da 2 € O5[X] ist und o1]|; = 1. Es bleibt also zu zeigen, dass 712 = 1;" oy ist. Offenbar
gilt
m2 = b1 (b)X =03 o mod X2
Aus
h172 o ngl on = (h’Yz o 772)71 on = (néﬂ o h)’h on = nLQP’Yl o pt on = néﬂ’h Ontlp oh
= (ngl om)¥oh

folgt, dass ny' ony die charakterisierenden Eigenschaften von 7,9 erfiillt, somit also 73" oy = n19
ist.

Es bleibt die Kommutativitit des obigen Diagramms zu zeigen. Da die vertikalen Abbildungen
links und rechts Isomorphismen sind, ergibt sich dann, dass auch 1, ein Isomorphismus ist. Die
Kommutativitit des rechten Quadrates, also 4, ((7y,b))|z2 = 7y ist klar nach der Konstruktion
von 1,,. Zur Kommutativitit des linken Quadrates ist zu zeigen, dass s, ((idgnr, b)) = (b71, L)
fiir alle b € Uy, gilt. Es ist

’lw((idLnr, b))|Lnr = idLnr = (b_l, L)|Lnr.

Wie eben geniigt es zu zeigen, dass 1, ((idzar, b))(w;) = (b1, L)(w;) fiir alle i € N ist. Mit der
Lubin-Tate-Theorie erhalten wir

(07", L) (wi) = [Blpor-+ (i) = b1 (@) = r((id o, ) (ws).

Damit ist die Proposition bewiesen. O

Sei L' D L eine weitere endliche Galoiserweiterung von K und 7' ein Primelement von L mit
Z\N/'L/‘L(ﬂ") = 7. Nach (1.1.3) existiert solch ein #' in der Tat, denn ]VL/|L ist surjektiv. Sei
f = f(I'|L), so dass also @p/|rn = pf ist.

Wir wollen nun versuchen, die Gruppen G(L'|K,n") und G(L|K, ) in Verbindung zu setzen.
Aus der eben gezeigten Proposition ersehen wir, dass die Uz-Komponente von G(L|K, 1) genau
G(L*|L™) entspricht. Betrachten wir die Funktorialititsaussage der lokalen Klassenkorper-
theorie in (1.1.1), so sehen wir, dass eine Abbildung zwischen G(L'|K, ') und G(L| K, ) auf der
zweiten Komponente die Normabbildung von U} nach Uy, induzieren sollte. Eine Abbildung,
die dies tut, kennen wir bereits aus (1.1.4). Wir machen daher die folgende Definition.
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(2.1.5) Definition. Die Ubergangsabbildung
rpn G(U|K,7") — G(L|K, )
sei durch

CROE U | A G)
0<i< f

definiert

Wir geben jetzt einige Eigenschaften von 77,7, an.

(2.1.6) Proposition. (a) rp, ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Auf der zweiten Komponente induziert die Abbildung rs 1, die Normabbildung von Uy,
nach Ur, und wir haben ein kommutatives Diagramm

1 U;, g(I'|K,n") —— G(L'™|K) —— 1
J/NLHK l"L'\L lres
1 Ug, G(L|IK,7) —— G(L™K) —— 1.

(c) Ist L" eine endliche Galoiserweiterung von K mit L' O L' D L, und ist " ein Primele-
ment von L" mit Npyp(n") = «', dann gilt:

TL’\L o rLuW = TL”\L'

Beweis. Zunichst verifizieren wir die Wohldefiniertheit von r7/z. Sei (7/,b') € G(L'|K,n").
Wir miissen zeigen, dass

pr—1

H ol (ﬁLqL(b,)) — ' lonr =1
0<i<f

ist. Dies ist aber der Fall, denn

e , e @{ (NL’\L(bI)) ‘P{f (NL'|L(b')>
oqllf(pL(NL,L(b)> - Ny (¥) - Ny (¥)

= Ny (897 ") = N (7771

— ﬂ_’y"Lnrfl.
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Seien (71, b}), (v4,b5) € G(L'|K, m). Wir finden
r (715 61) (9%, b5)) =7 (7195, 0171 (53)))

= Ot TT ¢ (Mo (B17105)))
0<i< f

= | Alesloes TT ¢ (None @) TT ok (Foie (h0)
0<i< f 0<i< f

= | leeblooes TT @b (Mo @) rileee | TT N (®h)
0<i< f 0<i<f

= {Ailees TT ¢ (Nene @) | | glies TT ok (Noge )

0<i< f 0<i< f
=1 ((v1,00)) 7 (72, 03)) -

Aussage (b) folgt unmittelbar aus (1.1.4). Sei (",b") € G(L"|K,="). Mit f' := f(L"|L)
erhalten wir

"oy " i AT Ui
TL"LOTL”|L’(7 ,b ) —'f'LI|L Y |L’“r7 H (pL, (NL/I|LI(b ))
0<5<f!

= ,Y”|Lnr7 H ()OZL NLI|L H QOJL, (NL”|L’(b,,))
0<i< f 0<j< f!

= ,Y”|Lnr’ H H (,DZL(,D]L, (NLII‘L(bU))

0<i<f 0<j<f’

=Vl TT TT @677 (Moo @)

0<i<f 0<j<f!

=7l ] PARE (NL”\L(b”))
0<e<ff

= (v, 0")

und somit Aussage (c). O

2.1.7) Definition. Es seien h € F' -, b € F' - sowie w € Q, w' € Q. Dann heissen w
( w,L w! L

!

und w' normkompatibel zueinander, falls L' C L' stets ]VL,j‘Liw;. = wj impliziert.

(2.1.8) Proposition. Es seien h' € F ot i

w € Qp, so dass w und w' normkompatibel zueinander sind.

w' € Q. Dann existieren ein h € F. i und ein

Beweis. Sei i € N. Dann ist die Erweiterung L‘|L abelsch, also auch L'L*|L'. Es existiert
hiernach ein j € N mit L' D L'L?, denn L" ist Klassenkdrper zu U, und die UZ, bilden eine
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Umgebungsbasis der Eins in L *. Somit haben wir die Inklusion L C L' und kénnen
j(i) :==min{j e N| L” D L'}

. . o 7 " ) !
setzen. Wir definieren nun w; := NL,](l)|szj(i) und erhalten

I —_—

AT AT AT ! AT \T /
NLi\Li—lwi = NLi\Li—lNL/j(i)|Liwj(i) = NLIj(i)‘Liflw](i) NLIj(i—l)‘LiflNL/j(i)|Llj(i—1)wj(i)

/
= L’j(i_1)|Li_1w]’(’i*1) = Wi-1,

die Folge w := (w;) ist damit eine normkompatible Folge von Primelementen in den Li. Wir
berechnen

AT AT AT i AT AT i AT i
Npijpwr = NL1|LNLj(1)\L1w;(1) = Npioy pwjny = NpeNpio pwj) = Nyjen = .

Aufgrund von (1.3.22) finden wir ein h € ‘7:;2 mit w € Q. Nach Konstruktion sind w,w’

normkompatibel zueinander. O

(2.1.9) Proposition. Es seien h € F_5, h' € F_, = sowie w € Qp, ' € Q. Ausserdem

existiere ein System L wvon endlichen Galoiserweiterungen L"|K mit L C L' C L" C L2,
welches kofinal in L*°|K ist, und das der folgenden Liftungseigenschaft (L) gendigt:

Ist I € L, dann existieren ein Primelement 7" € L" mit Npn " = n', ein h" €
! " . . ! .
fw”,ﬁ und w € Qpn, so dass w" kompatibel mit w,w’ ist.

Dann st das Diagramm
G(L|K, ') — G(LIK, )
lzw, lzw
G(L'™|K) —= G(L*|K)
kommutativ, wobei res die Einschrinkungsabbildung auf L*®|K bezeichnet.

Beweis. Wir setzen
Tw’w/ =1, 0 TL"L o /L;/l, G/ = G(L,ab|K), G . G(Lab|K)

Ist L” O K eine endliche Galoiserweiterung von K mit L C L” C L', dann gibt es nach (2.1.8)
ein zu w und w’ normkompatibles w” mit einem dazugehdrigen Primelement 7 € L”. Aufgrund
VON Tyt = Ty O Ty o folgt die Behauptung aus den entsprechenden Aussagen fiir die
Erweiterungen L'|L"” und L"”|L. Da L'|L auflésbar ist, kénnen wir somit ohne Einschrinkung
annehmen, dass L'|L abelsch ist. Wir werden uns nun iiberlegen, dass es ausreichend ist zu
zeigen:

(a) Fiir alle o' € G" ist 1, (0")| 1y = 0’| 1.
(b) 7y ist surjektiv.

Sei dazu L € £ mit G” := G(L"*"|K). Mittels (L) finden wir w”, 7", welche kompatibel
mit w,w’ sind. Wir bezeichnen die Restriktionsabbildungen von G, G', G nach G(L"|K) mit
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7,7', 7", und es sei 1 = 1,1 = 9y,2" = 9,n. Es seien r : G(L'|K,n') — G(L|K,n),r" :
(L"|K, ") — G(L'|K, ") die Ubergangsabbildungen aus (2.1.5). Wir erhalten das Diagramm

G(L"|K, ") = G(I'|K,x') —— G(L| K, )

lZ,’ l l’ \LZ
G” resqn |G G/ resq |G G
) 7 .
]” l /

G(L"|K)

Mittels (a), angewendet auf L”|L und L"|L' finden wir:

. . ron—1 .11 . o ron—1 -1
jo’f’w’w//:jo’lo’f’o’f’ o1 =7 ,]O']’w/’wu:j o093 or 01 =7

Wegen ' =17, 07 i 01, folgt mit (b), angewendet auf L"|L', und (2.1.4) die Surjektivitit
von r'. Es ergibt sich joror = j” 04" or'™" = j' o4/. Da L” beliebig gewihlt war, folgt
107 = resgr or'. Es verbleibt uns nun, die Aussagen (a) und (b) zu zeigen. Das ist der Inhalt
des néchsten, den eigentlichen Kern unserer Ausfithrungen darstellenden Lemmas. a

(2.1.10) Lemma. Gelten die Voraussetzungen der vorangegangenen Proposition, und ist die
Erweiterung L'|L abelsch, so folgt:

(a) Fir alle o' € G' ist ry (o) = 0|1
(b) 7. ist surjektiv.

Beweis. Sei i € N mit L' C L, insbesondere also N, U 2 Uz . Da nach Voraussetzung
w,w’ kompatibel sind, gilt

NLi‘L/wi = NLi|LINLj(i)|LiCL)j(i) = NLJ(i)\L’wj(i) = 71'/
Unter Benutzung der Surjektivitit von 2, nach (2.1.4) setzen wir

o' = Zw’(('ylv bl)) , (1, 0) = TL’\L(717 b,)'

mit einem geeigneten (v',0') € G(L'|K, 7). Es bleibt dann zu zeigen, dass

'l = Tww (0|1 = rww (Vs )b = rww (1w (V' 0)) | = 2 0 (4, 0) 10
= w((7,0))|

gilt. Nach (2.1.4) ist 0’| - = w((v,u)) fiir ein u € Uz mit u? ! = 7771, Wenn wir zeigen

konnen, dass b/u =: ¢ € N ,(Uy/) ist, dann folgt die Behauptung, da in diesem Fall

1o (1, D)l = 10 (7, ue)) [y = 1 (e, €) (v, )| = (671 L)l (v, w)) | = 10 ((7,w)) |
= U,|L’

ist. Wegen (2.1.4) ist b/u € Ur, da (vy,b) und (y,u) auf dasselbe Element in I' projizieren.
Sei R ein Vertretersystem fiir Ny, Ur// Ut. Das Normrestsymbol (-, L) induziert uns einen
Isomorphismus

Ny Ups UL = G(LH L),
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Somit ist {(v™',L)(w;) | v € R} = {[v],,1-i(wi) | v € R} ein vollstéindiges System von
Konjugierten von w; iiber L'. Wegen 7/ = N rirr (wi) erhalten wir

7 = T s (w0),

VER

somit
7/(71-’) — 0"(71-’) — 0" (H [v]h‘f’l_i (LL),/)) .
vER

Nun ist

!

o' ([W]or- (i) =[]} =i (0" (ws)) = [v]] 1 (0" (wi)),

denn [v], ;1-i € O;[X], 0’|z =~. Nach (1.2.5) und (2.1.1) ist

I O

Zusammengefasst ergibt das

v (') = [Tl (0 (@i).

vER

Wegen o

'| 7 = %((7,4)) haben wir

1—i .
o' (wi) = (U]} jr (Wi) = [9" 01 o1y (wi).

Insgesamt finden wir also

7,(771) = H [7”]11901—"7 o [901_2.’“’]]1&01_",hgal_i’Y (wi)’
vER

d.h. in Verbindung mit (1.2.6)

N (r') = H [’ywpl_iu]hwl_i el iy (w;).
vER

Da L'|K galoissch ist, bilden die {yv |v € R} wieder ein Vertretersystem von Ny, U /Uj,
somit ergibt sich

~ (') = H [Uipl_iu]hwl_i ety (w;).
vER

Wir berechnen s
o) () B HveR[vgo _Zu]hwlfi’hwlfi,,

b - o HUeR [v]hwl’i (wl)

Nun ist wegen v € L und (1.2.6)

1—1 1—i

[U‘Pl*iu]hwlfi,hwlfiy = ([vulpn)? = ([ulppy o [V]n)?

d.h.
o) _ Toer (Wl 000 @) _yp ([aw o0\ 11ps
E ST (M470)" = Tebinr

vER

1—1

(wi)7

by HueR [’U]hwl—i(wz') iR
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wobei wir ¢(X) := [u]pn(X)/X gesetzt haben. Nach (1.3.21) ist g € CO(L,h), d.h. g ist
eine Coleman-Potenzreihe. Wir wéhlen eine Fortsetzung von ¢ nach Lib, so dass ¢’ := pp =
@f | gilt. Nach (1.3.24) gibt es eine Coleman-Potenzreihe g; € C°(L, h), so dass fiir jedes
v € Uy,

1—1 1—1

(00 b1 (@) = (g0 )™ @)

gilt, und dieses g; erfiillt gl‘p_l(O) = ¢g(0) = u. Die (g1 o [v]h)wl_i(wi),v € R, sind genau die

Konjugierten von gf (w;) iiber L , denn ¢g; wird von IN/—Automorphismen fixiert, und die

Konjugierten von w; sind genau die [v],‘fl_l(wi). Damit haben wir
i ~ 1—i
[T (o1 0 0ln)? ™" (@) = Ny (97 (i) € U,
vER

Unter Benutzung von (1.1.4) wéhlen wir ein «’ € Uz, mit

[T ¢ ) =] (910 ln)? ™ (wi)-

0<k<f vER
Es ergibt sich
1o o o'
T dan] =TT (@ eb® @) = [Teo b w) = 212,
0<k<f vER vER

mit (1.1.2) ist also b'/u’ € Up. Wir erhalten

H <Pk(1\~7L'|LU’) = NL'\L (H(Ql o [U]h)(pli(wi)) = ﬁL'|LZ\~7Li\L' (Qfl_i(wi))

0<k<f vER

= ﬁLi‘L (gflii(wio = ﬁL1|L (91(w1)),

da die gl‘pl_i(wi) normkompatibel sind nach (1.3.19). Es ergibt sich

~ 1—i . W) — 1 w _L w) = <pgl(0)
Nir (o] (m))—wEI%\Om( )= ) wg%gl( )= ) wg%gl(o;; )= 00
=97 '(0) =,

da g; eine Coleman-Potenzreihe ist. Zusammengefasst haben wir daher unter Verwendung von
(v,b0) = r(y/,0),0 /u' € Uy und (1.1.4)

b ~ b b
- = H ‘Pk(NL’|L_,) = NL'\L—,
u u u
0<k<f
Damit ist Aussage (a) des Lemmas bewiesen. Fiir Aussage (b) betrachten wir das Diagramm
1 — NL"LUL’ _— g(L|K, 7T) —_— Q(L|K,7r)/NL,|LUL/ — 1
F lzw lg

1 —— G(L*®|L") —— G — G(L'|K) — 1.
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Das Bild von 7, in G projiziert surjektiv auf G(L'"|K), da fiir jedes 0 € G(L'™|K) die
Gleichungen r,, ,/(0)| = 0| und

P (@)1 = 107 01, (0) 1w = 10 7(0, Do = 7l
gelten. Auf Uy C G(L'|K, ) stimmt r wegen (2.1.6)(b) mit Ny, iiberein, damit enthilt das
Bild von r,, » auch G(L*|L'™), d.h. r, . (G") = G. O
§2. Lubin-Tate-Spaltungen
(2.2.1) Definition. FEine Lubin-Tate-Spaltung ist eine Spaltung der exakten Sequenz

1 —— G(K*P|K™) —— G(K*P|K) 7 1,

entspricht also der Auswahl eines Frobeniusautomorphismus ¢ € G(K*P|K). FEine Lubin-
Tate-Nummerierung dber K ist die Wahl eines Primelementes wy, € L fiir jede endliche
Galoiserweiterung L|K, so dass fiir jede endliche Galoiserweiterung M|K mit M 2 L gilt:

Nagr(mym) = mr..

Ist ¢ € G(K®P|K) ein Frobeniusautomorphismus, dann bezeichnen wir den Fixkérper von ¢
in K% mit K,. K, ist eine maximal reinverzweigte Erweiterung von K mit K,K"" = K®P.

(2.2.2) Lemma. FEsseien M, L C K, Erweiterungen K mit M™ D L" . Dann folgt M D L.

Beweis. Seia € L. Dannist M (a) C Ky, d.h. M(a)|K und somit M ()| M sind reinverzweigt.
Andererseits folgt wegen a € L auch @ € M™, was zur Folge hat, dass M (a)|M unverzweigt
ist. Damit ergibt sich M («) = M, was a € M impliziert. O

(2.2.3) Definition. Sei K'|K endlich. K' heisst kompatibel zu (K, ), falls K' von ¢!
fiziert wird, wobei f = f(K'|K) ist. In diesem Fall setzen wir @' := ©f, und es ist K/, O K,.

(2.2.4) Lemma. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung iber K fiziert. Sei L|K endlich galoissch.
Dann gelten:

(a) L besitzt eine endliche unverzweigte Erweiterung, welche zu (K, @) kompatibel ist.
(b) Es egzistiert ein L' C K,, mit L™ = L'™".
(¢) Ist L kompatibel mit (K, ), dann ist L' C L.

Beweis. Sei r := ordg(r|k)(p). Setzen wir M := LK", dann ist f(M|K) = r, und M wird
von ¢ fixiert, d.h. M ist kompatibel zu (K, ¢). Fir L' := M N K, erhalten wir L'K}" = M,
denn

M:L)=r=[K":K|=[K":L'NKM =[LK":L.

Ist L kompatibel mit (K, ), dann ist M = L, insbesondere also L' C L. O

(2.2.5) Lemma. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung tiber K fiziert. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte normkompatible Sequenz von Primelementen

{r, e L | KCLCK,,[L:K]< o}
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Beweis. Sei L|K eine endliche Erweiterung mit L C K,. Dann ist Lo, := L#b N K, eine
maximal reinverzweigte abelsche Erweiterung von L. Fiir die Gruppe der universellen Normen
von L., erhalten wir A

NLoolL)= () Npp@™)=n7

LCL/Cleo

mit einem eindeutig bestimmten Primelement 7y € L. Damit existiert hochstens ein 7y, € L,
welches universelle Norm von K, ist. Da dies fiir jedes L gilt, gibt es hochstens eine Sequenz
normkompatibler Primelemente. Die Menge der Sequenzen normkompatibler Primelemente
steht offenbar in Bijektion zu @UL, wobei der Limes iiber alle K C L C K, beziiglich der
Normabbildungen gebildet wird. Als projektiver Limes nichtleerer Kompakta ist diese Menge
jedoch nichtleer, was die Behauptung implizert. a

(2.2.6) Korollar. Jede Lubin-Tate-Spaltung tiber K bestimmt eine Lubin-Tate-Nummerie-
rung tber K.

Beweis. Sei L|K endlich galoissch. Dann existiert nach (2.2.4) ein L' C K, so dass L'"" = L™
ist. Insbesondere ist also L' = L. Wir setzen dann ny, := mp/. Ist M|K galoissch mit M D L,
dann ergibt sich mit (1.1.4)

NM\LWM = NM’\L’WM’ = NM’|L’7TM’ =T = T[,
da M'|L' reinverzweigt ist. O

(2.2.7) Korollar. K, hat keine nichttrivialen Automorphismen.

Beweis. Jeder Automorphismus von K, bildet die obige normkompatible Sequenz von Prim-
elementen auf eine normkompatible Sequenz von Primelementen ab, also auf sich selbst. Die
Primelemente 77, erzeugen jedoch die reinverzweigten Erweiterungen L|K, deswegen muss je-
der Automorphismus von K, die Identitét sein. a

Im folgenden sei eine Lubin-Tate-Spaltung ¢ iiber K fixiert.

(2.2.8) Definition. Fir L C K, [L: K| < oo, bezeichne L,, den Klassenkirper zu (nr)UT,
wobei 71, dasjenige Primelement aus L ist, welches uns durch die Lubin- Tate-Spaltung geliefert
wird.

Mit (1.2.7) sehen wir, dass L,, eine reinverzweigte abelsche Erweiterung von L mit [L, : L] =
" Yq—1),L, C K, ist. Vermége (2.2.5) erhalten wir eine normkompatible Sequenz von
Primelementen 7y, aus L,. Wenden wir in dieser Situation (1.3.22) an, dann erhalten wir
ein eindeutig bestimmtes f, € F, ;, so dass (71,,) € Qy, ist. Nun sind wir in der Lage, die
Ergebnisse des letzten Abschnittes noch etwas umzuformulieren.

(2.2.9) Korollar. FEs sei eine Lubin-Tate-Spaltung iber K fiziert, und L|K sei endlich ga-
loissch. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

i G(LIK, ) = G(L*|K).

Beweis. Um (2.1.4) anwenden zu kénnen, miissen wir zu L eine normkompatible Sequenz von

Primelementen w; € K* konstruieren. Dazu bestimmen wir zunéchst mittels (2.2.4) ein L' C
K, mit L' = L". Die Lubin-Tate-Spaltung liefert uns nach (2.2.6) ein Primelement 77, =
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T € L. Wie eben erldutert, erhalten wir eine normkompatible Sequenz von Primelementen
w7y € Li. Damit finden wir aufgrund von L, = L'(m/):

L} =I'(ry) = K(ny) = Limy) = I,

denn Tr, € W;L,fL = fr € Frpnr © F

wr,L°

die Anwendung von (1.2.10) ergibt also die
letzte Gleichheit. Setzen wir also w; := 77/, dann ist w; € L C Ij; = 17 Die Folge der w; ist

auch normkompatibel in den Kérpern L?, denn durch Anwenden von (1.1.4) sehen wir:

Npijpi-1(wi) = Ny () = Ny (mp) = g = wiea.

Wenden wir nun (2.1.4) auf die Folge der w; an, so folgt die Behauptung. |

Ist L kompatibel mit (K, ¢), dann ist nach (2.2.4) sogar m;, € L. In diesem Fall setzen wir fiir
alle 1 > 1:
Lit=Lr, i, Leo:=|J Li
1€EN

(vgl. (1.2.7)). Es ist dann aufgrund von (2.2.4) fr, € Fr,, v € Fr; 1, und somit gilt wegen
wi € Wi mit (1.2.7): L; = L(w;) fiir jedes i > 1. Insbesondere ist (w,) € lim Ly, und
die Potenzreihe h € F; 1 mit w € €y ist durch f;/ gegeben, welches bereits in Fr 1/ liegt.
Ausserdem berechnen wir

L' = L;L™ = L™(w;) = L™ (w;) = (L)™.

Wir wollen nun (2.1.9) unter Benutzung des letzten Korollars umformulieren. Dazu fixieren
wir uns endliche, zu (K, ¢) kompatible Galoiserweiterungen M|K, L|K mit M O L. Wie wir
eben gesehen haben, bestimmt uns eine Lubin-Tate-Spaltung zu diesen Galoiserweiterungen
normkompatible Folgen (w},) € Qy,,,(w,) € y,. Diese sind normkompatibel zueinander,

denn aus M7 D L’ folgt nach der obigen Rechnung (M DD (L))" und mit (2.2.2) finden wir
M; 2 Li. Aus der Reinverzweigtheit von M;|L; in Verbindung mit (1.1.4) schliessen wir

AT I AT r_ _ .
NMj|Li(.L)j = NM]’|L’I(.L)] = NM”LII’]TM]/ = ﬂ-L; = W;.

Wir miissen nun noch das System £ aus (2.1.9) konstruieren. Ist F|K endlich galoissch mit
L C M CF C L*, dann finden wir mit (2.2.4) eine zu (K, ¢) kompatible Galoiserweiterung
EIK mit LC M CEFE C L2b. Das System der Erweiterungen E|K ist natiirlich kofinal in
L*|K, und jede der Erweiterungen F|K ist mit einer Folge (w/!) € €, ausgestattet. Die
Normkompatibilitit dieser Folge mit (w),), (wy,) erhalten wir mit derselben Argumentation wie

oben. Damit ist die Liftungseigenschaft (L) erfiillt. Wir erhalten:

(2.2.10) Korollar. Ist eine Lubin- Tate-Spaltung (K, @) fiziert, und sind M|K, L|K endliche,
zu (K, @) kompatible Galoiserweiterungen mit M O L, dann ist das Diagramm

™m|L

G(M|K,my) — G(L|K,rr)

J/ZM|K J/ZL\K

G(M*|K) /5 G(L*|K)

kommutativ. O
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§3. Die Gruppe & (K, ¢) und die metabelsche Normabbildung

Ab jetzt sei eine Lubin-Tate-Spaltung ¢ iiber K fixiert. Wir haben im letzten Abschnitt
gesehen, dass uns dies ein Primelement 7 € K, eine normkompatible Folge von Primelementen
m; € K; sowie eine Potenzreihe fx € Fr g mit (m;) € Qy, liefert. Fiir a € O setzen wir

lalk = [a]py » {a}k = pK([a]k) € Fy[X],

wobei pg die Reduktion modulo 7 bezeichne.

(2.3.1) Definition. Wir setzen

u(K. ¢) = {(a,@ e K* x F[X]" |azmv,ueUK,yez,%= “ﬁf{}

und erkliren auf B4(K, p) eine Verknipfung mittels

(a1,&1)(az,&2) = (a1a2,§1 (&5 "o {UI}K)> ;
wobei a1 = uymy},u1 € Uk ist.

(2.3.2) Proposition. Mit der obigen Verkniipfung wird 4(K, p) eine Gruppe mit neutralem
Element (1,1). Das inverse Element zu (a,§) ist gegeben durch

(@™, 1/(6*" o fu™"}x)) -

Ferner existiert eine exakte Sequenz

I —— Fu[X]* —— &4(K,p) —— K* —— 1.

Beweis. Seien (a1,&1), (a2,&2), (a3,&3) € G4(K,p). Wir beweisen zunichst die Wohldefi-
niertheit unserer Verkniipfung. Dazu miissen wir zeigen, dass | aja9,&; - ({‘2"7”1 o {U1}K)) der

definierenden Relation von &,4(K, ¢) geniigt, dass also

(& (&5 " o {u}r)? _ {muslx
&€ o fw}x) X

gilt. Wir berechnen

—-v

(- (6" ofudn)? & (" o{un)?  {wlk (g)‘” 1 .
= O UIfK

€65 o {uitk 3 & o {ur i X &2
_ {U;(}K ‘ ({uj(}z( S {U1}K> _ {u)l(}K ‘ {UZ}{ZT}{;I}K
_ {wustk

X )
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wobei wir verwendet haben, dass {u;}x,{u2}x Elemente von F,[X] sind und von ¢ fixiert
werden. Der Nachweis des Assoziativgesetzes ergibt sich wie folgt:

(a1, €)(a2,€)) (a3, ) = (a2, &1 (€5 0 {w b)) (a3, &9)

aazas, &y - (5%0_” ° {Ul}K) : ( :f_mm) °© {U1U2}>)
aazas & (65 - (6" o fuski)) o i) )
arazag, &1 - (€2 (¢ ™ o {ueki))? " o {ui}i))
a, &) (@203, (6 0 {ua}i))

a1,&1) ((az, &2)(as, &3)) -

Sei (a,¢) € B4(K, ). Das Element (a=!,1/(£9" o {u='})) liegt ebenfalls in &4(K, ), denn

1/(5@" © {Uil}K) _ g(p" o {Uil}K _ 5’(,0 o {u—l} _ iip o {u—l}
/(" o{u k) ~ (€7 )? o fu T} (€2°)%" BT g ®
— o {Uil}[( — {u_l}K_
{u}k X

NN NN

—~

v v

Des weiteren erhalten wir

@0 (s ’SW"O{ul}K>(1’£ (@vo{uKl}K) e

RYASTIA)

1
- (1’5' go{u;{l}o{u}z)

Damit ist &4(K, ¢) in der Tat eine Gruppe. Zum Nachweis der Exaktheit der obigen Sequenz
bemerken wir zunichst, dass {‘pd_l = 1 stets £ € Fa[X]* impliziert. Ist a € K>, dann lisst

sich eine Potenzreihe ¢ € F,[X]* mit (a,&) € 84(K, ¢) finden, da sich die Koeffizienten von ¢
sukzessive durch Losen polynomialer Gleichungen gewinnen lassen. O

Wir werden nun &4( K, ¢) dergestalt mit einer Topologie versehen, dass &,(K, ¢) diesbeziiglich
eine topologische Gruppe wird. Dies werden wir im folgenden durch die Angabe eines voll-
standigen Systems von Umgebungen der Eins in &4(K, ¢) erreichen.

(2.3.3) Definition. Die Mengen &4(K, )9 seien fiir i, j € N mit j < ¢* definiert als
Ba(K, ) = {(a,€) € B4(K,p) | a€ (x @YUl =1 mod (X7)},
wobel wir U?( = Uy setzen.

(2.3.4) Proposition. Es seien i, j € N mit j < ¢*. Dann ist &4(K, o)) ein abstrakter
Normalteiler von &4(K, ).
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Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass &4(K, )"/ eine Untergruppe von &4(K, ¢) ist. Offenbar

ist (1,1) € 84(K, )57, Sei (a,8) € B4(K, )™, mit @ = 7"%,u € Ul. Dann ist a=' =

74, und aufgrund von {u"'}x =0 mod X gilt auch

¢ ofu g =¢9" =1 mod X,

h. (a,&)7! € B4(K, ). Sind (a1,&1), (a2, &) € B4(K, )", dann finden wir
(a1,61)(az,&2) = (a1a2,£1 : (550_”1 o {ul}K)) € 84(K, (p)(i,j),

denn ajay € (YU, & - ({fﬁyl o{u;}x) =1-1 mod X7. Es verbleibt uns nun, die Normalitét
von B4(K, )7 in B4(K,p) zu zeigen. Dafiir bemerken wir zunichst, dass u € Ul stets
{u}g = X mod X7 impliziert. Es ist niimlich vermoge (1.2.5)

[ulk = [1 + ']k = Fr (1], [k o [7']k).

Nun gilt [7] = fl(? = frko...ofx. Wegen fx = X9 mod 7 folgt f[((i) = X¢ mod n, somit

wegen j < ¢': fl(? =0 mod (m, X7). Daraus schliessen wir
[ulk = Fr(X,[c]k o fl(?) =X mod (m, X7),

d.h. {u}r = X mod X7. Seien nun (a,&) € &4(K, (p),('d,g) € G4(K, )01 g = un’,d =
um”. Dann ergibt sich

©9@9@.9" = 0.9@8 (7 o )
AP (" =tm)
< NV°{U}K)>'<<m>@(Hy)o{ua}[{»
< (€ o {ub) )_(Qj,gfvjo{g}K)_
T ) & o (il

Wie oben erkennen wir £# o {u}r =1 mod X7, und mittels der eben gemachten Bemerkung
schliessen wir

¢ "o {ul =€ mod XV.
Aufgrund von (a,&) € B4(K, ) gilt ¢ = ¢ {u}/X. Daraus erhalten wir induktiv fiir alle

m € 7 (e \ "™
md UrK
Nach Voraussetzung ist 7 = r¢‘(¢ — 1)d mit einem r € Z. Wir finden somit

Wir setzen n := ({u}x/X) ". Offenbar ist n € F,[X]*. Daraus schliessen wir n?~! =1
mod X, und somit

nqi(qfl) =1 mod X7,
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Wegen j < ¢* erhalten wir schliesslich

¢ =) = ¢ mod XY,
insgesamt also (a,¢)(@,€)(a,€) " (a,&) € B4(K, )@, dh. S4(K, )0 ist Normalteiler in
®d(K7 (P) O

Das System der &,(K, ¢)(7) erfiillt ausserdem Ni; Ga(K, ©)(1) =1 sowie
Bal K, 0) 1) 184K, )77 = §(K, )(moslive) mintini2)

In Verbindung mit (2.3.4) folgt, dass die &4(K, w)(i’j ) ein vollstéindiges System von Umgebun-
gen der Eins im Sinne von [Po],§18,Satz 9 bilden. Auf diese Weise wird &4(K, ¢) zu einer
topologischen Gruppe.

(2.3.5) Definition. Seien d, e € N. Mit xg4e,. werde die Ubergangsabbildung

di
Xde,e * ®de(K7 (:0) — 6d(I(a (:0) s (aag) =1 a, H gip
0<i<e

bezeichnet.

(2.3.6) Proposition. Es seien d, e € N. Die Abbildung xge,e ist ein stetiger Gruppenhomo-
morphismus.

Beweis. Die Abbildung xge . ist wohldefiniert, denn mit (a,§) € Sg.(K, ¢),a = un” erhalten
wir

d
di\ ¥
(H0§i<e £ )
ye
H0§i<e 3

und somit Xgec(a,§) € Bq(K, @). Seien (a1,&1), (az,&2) € 4(K, ¢),a1 = uin”,uy € Ugx. Wir
berechnen

Xde,e ((a1,81)(a2,€2)) = Xde,e <a1a2,§1 (&5 "o {“1}K)>

_ de _ {U}K
_£Lp - X )

di

— ©
= | a1as, [] (f'(ff O{Ul}K>>
0<i<e
e
di di
= | aas, [] & - IT ¢ of{ur}tk
0<i<e 0<i<e
di di
o T ") (o T 2
0<i<e 0<i<e

= Xde,e(ala 51)Xde,e(a2a 52)

Zum Beweis der Stetigkeit merken wir an, dass offenbar
Yo (Bae (K, 0) 1) C & 4(K, o))

fiir alle 4,7 € N mit j < ¢* gilt. a
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(2.3.7) Definition. Beziiglich der Ubergangsabbildungen Xde,e Setzen wir

&(K, ) :=lim&4(K, ¢)

und versehen &(K, @) mit der Limestopologie.

(2.8.8) Korollar. Fir alle d, e € N ezistiert ein kommutatives Diagramm

1 —— Fu [X]* —— 64(K,p) —— KX —— 1

l ! H

1 —— Fu[X]* —— &4(K,9) —— KX —— 1.

Beweis. Es geniigt anzumerken, dass £ € Fae [X] stets

(pd

H é_(pdi _ H fwdiEqu[[X]]

0<i<e 0<i<e

zur Folge hat. a

Sei L|K eine endliche galoissche, mit (K, ¢) kompatible Erweiterung. Wir erhalten durch die
Lubin-Tate-Spaltung ein Primelement 77, € L, eine normkompatible Sequenz von Primelemen-
ten w = (w;) € @Lf und eine Potenzreihe f;, € Fr, ; mit w € Qy,. Nach (1.3.19) erhalten
wir einen Isomorphismus

Uy UD) =i Uz = €L f1) () = g, (677" () = (um).

Bezeichnet pr, die Reduktion mod 77, dann liefert uns ¥j, einen weiteren Isomorphismus

Uy UE) - FIXT () = O ()"

(2.3.9) Lemma. Sei K'|K eine endliche, mit (K, p) kompatible Erweiterung. Dann ezistiert
zu jedem n € N ein m € N, so dass K,, C K], gilt.

Beweis. Sei n € N. Dann ist K, K'|K’ eine abelsche, reinverzweigte Erweiterung. Aus der
Kompatibilitdt von K’ mit (K, ) folgt mx» € K', und fiir hinreichend grosses m € N ergibt
sich

Ni, kg (KnK') 2 (mgn) Ul = NK,’%\K’K;nxa

d.h. K, CK].. O

(2.8.10) Definition. Sei K'|K eine endliche Erweiterung, welche kompatibel mit (K, ) ist.
Sei f = f(K'|K). Wir definieren, vgl. (1.3.19):

M g UK') = UK, (up,) = (un),

m

= ] #" (ﬁmﬂ'm(u;n))  m >,
0<I<f
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wobei m > n bedeute, dass m vermdge (2.3.9) hinreichend gross gewdhlt sei, so dass K], O K,
ist. Unter Beachtung der eben gemachten Bemerkung definieren wir Abbildungen

Mionre = i 0 M e 0 T F[X]* = Fy[x]"
und

M?(’\K : 6d(I(,7()0,) — 6d(I(a (:0) ’ (al7£l) = (NK’|KGI7M?(’|K(£I)> .

(2.3.11) Proposition. (a) Die Abbildung Md'|K ist wohldefiniert.
(b) Wir haben fiir jedes e > 1 ein kommutatives Diagramm

de
MK’\K

Gae(K',¢") — Bue(K, )

Xde,eJ/ J/Xde,e

d
MK’\K

®d(Kla(pl) — 6d(I(a (:0)
Beweis. Sei (a/,¢') € 84(K',¢'). Wir miissen zeigen, dass (NK,‘Ka’,M?(,‘K(é")) € 64(K, )
ist. Tst o/ = w/7'"”, dann erhalten wir Ngrka' = NK/‘K(U,)WVf. 7Zu zeigen ist also
d
Md ,|K(£I)(p . {NKI|KU’}K
M (€ X

Sei (u,) das eindeutig bestimmte Element aus U(K') mit W ((u},)) = ¢. Wir finden fiir
m > n:

@d—1
d—l - ~ fd_l
d v Id ¢
(quK(U;n))n = H ® (NK;n|KnU;n) = (NK;%\K,LU%)
o<I<f
~ rd
= NK;n|Knul7f’l !
Nach Voraussetzung ist
rd
é-ltp {UI}K/
& X

somit

Tt ('5,; ) =0, <—{“;K> .
- 5,@"! . , ,dfl
\IIK} ( fl ) - (u Tf’l ) ’

denn nach Konstruktion von Uy folgt

Offenbar ist

(Prr((ur))” (77) = -
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Das impliziert

Vol ()
e (1) (my) =

somit also

Damit ergibt sich

19 v
(fg, ) = W',

was genau die obige Behauptung ist. Wir erhalten

) 05 (48).

Nach (1.3.21) ist die Reihe [u]x//X € CU(I?:’ , fx) die eindeutig bestimmte Coleman-Potenz-
reihe, welche modulo 7’ auf {u} /X abgebildet wird. Wir berechnen

11—m /1 m 11—m

() (W, K')(rkr)) = [ulfr o™ 1% (7xy,) =7k,

d.h. U(((u',K")(7k: ))) = [u]gr. Trivialerweise ist ¥((ng )) = X. Zusammengefasst haben

wir also .
o () -(5)

Setzen wir dies in unsere obige Rechnung ein, dann erhalten wir

-1 oy~ (', K" (rg ) u,K') (7K,

(mK’H(( )>n = NK@’n‘Knulf"b = NKq’n‘Kn TEK! = ( 7'('[1( )
(Ngrgu', K)(TK,,)
K, '

Mit denselben Argumenten wie eben finden wir

(Md/[((gl))w B ((M[II(,WO\I’K')((U;@)))W B ((\T/Koim%m)(ul )>‘pd
M€ ME o T ((up)) (T oMLy 1) (uly)
= T ((mt%m((u;@)))”dl) - <(NK'KZ;< >(m)>
_ Ny
S

damit ist Aussage (a) bewiesen. Sei (a/,&') € &4.(K', ¢'). Es ergibt sich

rdi
M i (Xdewe(a'5€))) = Mg ¢ o IT €| = Ninia, M | T €7

0<i<e 0<i<e
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Sei (ul,) € U(K') mit ¥g((ul,)) =& Dann gilt fiir m > n:

di 1 di
-1 d 10’ _ amd r @
0<i<e n 0<i<e n
~ di
_ Id 1y
= I @V, I] un
0<i<f 0<i<e
_ I+ fi)d A7 " i AT !
= [T IT "Ny v = [ &N,
0<i<e 0<I<f 0<j<ef

_ H H (P(ze+i)dﬁK;n|Knu;1

0<i<e 0<I<f

= II { II #“Neyix,um

0<i<e \0<I<f

di

di

=TT (on% xwi)n)”

0<i<e

Es ergibt sich

rdi

M | TL €7 ) = TT 9 (@)™ = TT M ()

0<i<e 0<i<e 0<i<e

= I M (&)™

0<i<e

1di

Zusammengefasst ergibt sich

1di
Mo g (Xae(d',€)) = | Ngna, Mo | T €7
0<i<e

rdi

= | Nenga, [ MEx(©)?

0<i<e
d
= e (M, €).
Damit ist die Proposition bewiesen. |

(2.3.12) Definition. Wir definieren die metabelsche Normabbildung My x fir endli-
che, mit (K, o) kompatible Erweiterungen K'|K als

Mgk = lim M g : 8(K', @) = 6(K, ).

(2.8.13) Proposition. Seien (K", ¢"), (K',¢') kompatibel zu (K, p). Dann ist (K", ") auch
kompatibel zu (K',¢"), und es gilt

A4}(WBTO Alk7ﬂ}(’:: A4}(H‘Bp
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Beweis. Die erste Aussage ist trivial, da K’ offensichtlich von ¢f(K"IK) = go’f(K”‘K’) fixiert

wird. Fiir den Rest geniigt es, die Aussage M}i(,| K © M}i(,,| K = M}i(,,| K fir alled > 1 zu
beweisen, und dafiir wiederum geniigt es zu zeigen, dass

M([i(lu( o M?{H‘KI == M?{”‘K

fiir alle d > 1 ist, da in der ersten Komponente von Mg g lediglich die herkémmliche Norm-
abbildung steht. Sei ¢’ € F,[XT, (u}) = U5 (¢"). Dann erhalten wir

Uit o Mg © Mo (€7) = Mg 0 T 0 Mo (€”)

= m?{/u{ o m?(u‘[( o \TJI_(}I (5”) = m?{’\[{ o m[[i(”\[(((u;!n))

_ d d (37 "
s ([T e (Fest)

0<I<f(K"|K") m

d AT rld 37 "
= T ¢Nepik, 1T ¢ Nicriw, ui
0<p<f(K'|K) o<i<f

= H H of (K'|K)ld+pd Ny, K Ul
0<p<f(K'|K)0<I<f

_ qd N7 "
= II " Ney,ui
0<g< f(K"|K) n

= m?(”u((“gz) = 93??(,,|K\If;(}, "
= ! M (€"),
wobei in den Umformungen k > m > n benutzt wurde. a
(2.8.14) Definition. Sei (K',¢") kompatibel zu (K, ). Wir setzen
M(K'|K) := M1 g (&(K', ¢')).

§4. Der Hauptsatz der metabelschen Klassenkorpertheorie

Im ganzen Abschnitt sei eine Lubin-Tate-Spaltung (K, ¢) fixiert. Wie im letzten Abschnitt
gesehen, liefert uns dies zu jedem mit (K, ¢) kompatiblem L ein Primelement 7, € L, die
Lubin-Tate-Gruppe Ff, welche zu 7y, assoziiert ist, und f;, = [rz]. Ausserdem erhalten wir
die Lubin-Tate-Erweiterungen L; und Erzeuger der Tate-Moduln von F7..

(2.4.1) Proposition. (a) Es gibt einen kanonischen topologischen Isomorphismus
1 : 8a(K, p) = G(K Kj') ™ |K),
der nur von der Wahl von ¢ abhdngt.
(b) Der Isomorphismus 14 induziert ein kommutatives Diagramm
1 —— Fu[X]* —— Gy(K,p) — KX ——1

! I [

1 —— G(LP|K*®) —— G(L3|K) —— G(K*|K) —— 1,
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wobei wir Ly := Koo K" gesetzt haben, und die Abbildung jn gegeben ist durch p : £ —
Zd(]-af)‘

Beweis. Sei (a,§) € &4(K, ¢), und sei g¢ die Coleman-Potenzreihe aus CO(IZ', fx) mit gg’( =&,
wobei pg die Reduktionsabbildung modulo 7x bezeichne. Die g, bilden nach Konstruktion
einen Erzeuger des Tate-Moduls von Fx. Wir werden zeigen, dass die Abbildung

(WKJ)

ein Homomorphismus ist. Sei dazu (a,§) € &4(K,¢). Wir setzen (v,0) := k;q(a,&) und
beweisen als erstes, dass (v, ) tatsdchlich in G(K; K"K, 7k;) liegt, d.h.

1—i

Fia: 84K, 0) = GUGKYE mic) (a,€) = (07! K)o, g

d _
e oy |
I5} =Tk, -

Schreiben wir @ = um mit u € Uy, dann bemerken wir

d d

g \ ¢ {wk  ([ux
K e ) T e T X _”K<X>‘

Die Reihen g?d /9¢ und [u]g /X stimmen also vermdge (1.3.19) iiberein. Somit ergibt sich

ol o4 o Pl
o (8 e))” [ )
B = ol = ’
9¢ (7‘(‘[(1) gf(ﬂ-Ki)
da ¢(mg,) = Tk, ist. Wir erhalten
ol Pt
g .
g¢ X TK;

denn [u](X) € Og[X] wird von ¢ fixiert. Weiterhin finden wir

[U]K(T"Kl‘) _ (u_l’K)(TrKi) _ 7(7TKi)
TK; TK; TR,

Hierbei haben wir verwendet, dass
(™ K)(rr;) = (a7, K) o (n, K)) (7)) = (@', K) (k)

ist, da 7y wegen N, gy, = Ty ein Normelement von K;|K ist. Damit haben wir gefunden,
dass (v,8) € G(K;K}"|K, ;) gilt. Wir verifizieren nun, dass k; 4 ein Homomorphismus ist.
Seien dazu (a1,&1), (a2, &) € S4(K, ¢), wobei a1 = ujmy sei. Dann ist

ki d((a1,€1)(az,82)) = Kig (a1a2,§1 (&5 "o {UI}K))

1—1

= ara2) LK) |ring? s )
((( 102) ) Ik T e 1O{ul}K)( K;)

1—1

_ ~1 -1 pl ¢
=|(a; , K)|gio(a; , K)|gi, TEK, 0 TK, |,
(( 1 )i © (ay ) xe 9e, ( Kl)ggg, 1O{UI}K( K>
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wobei wir fiir die letzte Gleichheit (1.3.19) verwendet haben. Andererseits finden wir

kid(at, &)kid(as, &2) = ((GII»K),Q?IH(WKI-D ((0271,1()’92,;14“&))
1—1 1

— (((amz)_laK) |K"79£ (7r;) - (a1, K) (gg_i(ﬂm)» '

Wenn es uns also gelingt, zu zeigen, dass

—1i 1—1

(ric)) = 9°

& Mofur}i

(a7 K) (98, (7x)

ist, dann ist ;¢ in der Tat ein Homomorphismus. Wir berechnen

1—1 1_ioa71, _
(o', 1) (98, rr)) =0, (0 B) )

I=io(uTh K)o(r 'L K _
= gp ) (0 K (i)

T

=gt ]k (7))

= gg;ul ([ur]k (7x;))

s
v (ﬂKi)'

&% Mo{ui}x

=g

Hierbei haben wir benutzt, dass g¢ € Oz[X] ist und (v !, K)|z = idz sowie (m,K)|z = ¢
ist. Sei .
rot QKK | K, i) = G(Ki K| K, k)

die Ubergangsabbildung aus (2.1.5). Wir haben ein kommutatives Diagramm

Gy(K,p) ——— &4(K, p)

’ﬁi,dJ/ J/Ki—l,d

Ti,d
i—1,d

G(KKy'|K, i) — G(Ki 1 Ky'|K, Tk, )

denn eine kurze Rechnung ergibt

—i

- - ~ .
b (ia(a,©)) = (@7 K)o g (7))
= ((ailaK)|Ki—1aNKiK3T|Ki,1K3Tg?

= (@ s ()

= K’i—l,d(aa 6)7

1—i

(vx.))

da die g?lii (7k,;) nach (1.3.19) eine normkompatible Folge in den Kérpern K bilden. Vermoge
(2.2.10) ist das Diagramm

id
Ti—1,d

G(K;K}"|K,7K;) G(Ki1 Ky'|K,mK;_,)

J/ZKL-KEUK J/lKi_lK(‘i‘r\K

G((K;Ky" )| K) —— G((Ki-1K})*|K)
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kommutativ, da die Erweiterungen K;K}"|K bzw. K; 1K}"|K kompatibel mit (K, ) sind.
Wir koénnen also

1 = Jm g, o © i 2 Ba(K, 9) = m G(KGKR)™|K) = G((Kwo K™ |K)

setzen. Wir wollen nun zeigen, dass das Diagramm aus Aussage (b) kommutiert. Die Kom-
mutativitit des rechten Quadrates erkennen wir an der einfachen Rechnung

(7)) L

i

1—
1(a, &) i = (lKiKqu °© Hi,d(%ﬁ)) ki = KKK ((aaK)|Kiag?

= (a7, Kk,

wobei wir nur die Definition der beteiligten Abbildungen benutzt haben. Hieraus folgt un-
ter Verwendung von K® = UK", dass 24(a,&)|ga = (a7, K) ist. Damit ergibt sich auch
14(1,&)| gab = idjan, insbesondere ist p wohldefiniert, und das linke Quadrat kommutiert. Es
bleibt nun zu zeigen, dass 14 ein Isomorphismus ist. Sei 24(a,&) = id (g, Knr)ab, d.h.

ZKiKgr‘K o Iﬁ)i’d(a, 5) = id(KiKgr)ab fur alle ¢ € N.

Dann ist r;4(a,§) = (idk,k3r, 1) fiir alle ¢ € N, da die 15, gy ¢ Isomorphismen sind. Wir
finden fiir alle 2 € N die Beziehung

1—i .
((a_laKHthf 77Ki> = (idk, ke, 1),

woraus sich unmittelbar ¢ = 1 ergibt. Ausserdem ist g¢ = 1, da dies eine Colemanreihe in
CO(K, fr) ist mit ggﬂl’l(m) = 1, und g nach (1.3.19) eindeutig bestimmt ist. Somit ist
(a,&) = (1,1), d.h. 24 ist injektiv. Sei

(73> Biien € ImG(K; Kg'|K, Tk;).

Dann existieren eine Coleman-Potenzreihe g € C(K, fx) mit g¢ ' (7k.) = Bi und eina € K*,
so dass v; = (=1, K'|K) fiir alle i € N ist. Wir setzen ¢ := pg(g). Wenn es gelingt zu zeigen,
dass ;
&7 A{ulk
& X
ist, dann folgt die Surjektivitat von 14, da somit (a, &) € B4(K, ¢) ist und offenbar 14(a, &) =
(i, Bi) gilt. Mit derselben Rechnung wie im Beweis zu Aussage (a) erhalten wir

<g—) r) = g1 — it _ SR ) folalr) [l (k)
g (2

= T = = =
K; )
‘ Wi TK; TK;

dies ergibt
(ﬂ)(m{.) [ulk (7x;)

TK;

Vermoge (1.3.11) folgt dann g‘pd/g = [u]g/X.

Wir wollen jetzt noch nachweisen, dass 14 ein Hom6omorphismus ist. Aufgrund der Kompakt-
heit von G((KoK3)*|K) geniigt es zu zeigen, dass L;l stetig ist. Seien i,j € N,j < ¢*,s :=
¢'(¢ — 1)d. Die Erweiterung K;K}" ist kompatibel mit (K, ¢), wir kénnen also den Kérper

Li,j = (KZKEr)JK;H
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betrachten. Wir behaupten, dass die Beziehung
2;1 (G <(K°°K¢rilr)ab|Li,j)) C 64(K, (p)(i,j)

gilt. Die G ((KsKJ5")?|L; ;) sind Umgebungen der Eins in G ((KK}")?P|K), und damit
folgt die Stetigkeit von z;l. Sei nun

0 € G (KoK Lig) s (36253) = 17 e (0):

Dann ist v;|x, = idg, und somit bf_l = W%i_l =1, dh. b € Ugyrk,. Aus der Kompatibilitat
von K; K} zu (K, ) ergibt sich fr.Kor € OKiK;”[[X]]a was f?(iiKgr = fk;k»+ impliziert. Aus
der Konstruktion von 15, g r im Beweis zu (2.1.4) ersehen wir nun

1—j

T(K;Koe), = O (ﬂ'(KiKgr)j) = [bi]?xixfir (ﬂ'(KiKgr)j) = (b; ', K;K}") (w(KiKgr)j) .

Somit ist nach lokaler Klassenkorpertheorie b; € (7k; Kgr)U}(i Kor und nach obigem sogar b; €
Uf(iKgr. Sei (a,§) = zgl(a). Aus o|g,kor = idg,kor schliessen wir a € (7°)U}. Es bleibt zu
zeigen, dass € =1 mod X7 gilt. Nun ist nach Konstruktion und dem eben Gezeigten

1—i : :

wobei g¢ € CO(K, fr) ist mit pK(ge) = €. Wir schreiben

g?lii = Z ciXi.

i>0
mit cg € U, c; € Op[X] fiir alle 7 > 1. Wegen g‘glii(m(i) =1 mod 7k, ergibt sich ¢y = 1,
und aufgrund von
1—1 -
gép (WKI) —1€ 71'%(2_0%

folgt unmittelbar ¢; = 0 mod mg. Schliesslich erhalten wir g‘g =1 mod (mx, X7), woraus

wir direkt -

§ = pK(ge) = (PK (gfkv)w =1 mod X’

folgern. Damit ist 74 ein Homdomorphismus, und die Proposition ist bewiesen. a

Damit sind insbesondere die Gruppen &,4(K, ¢) kompakt, und wir erhalten aus (2.3.8) unmit-
telbar durch Limesbildung

(2.4.2) Korollar. Die Sequenz

1 —— ImFu[X]* —— &(K,p) 1 K*

~
[a—y

1st exakt. O

(2.4.3) Proposition. Wir haben ein kommutatives Diagramm

Xde,e

G4e (K, ¢) B4(K, ¢)

| [

G((KoKg)™|K) ——= G((KoKj)™|K) .
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Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, dass das Diagramm

Xde,e

®de(K7 (P) — ®d(K7 (P)

Ki,de J/ Ki,d J/

i,de
Tid

g(KZK(IllQKv T‘-Ki) — g(KlK3r|K7 TrKi)

i,de

fiir alle + € N kommutiert, wobei ;" die Ubergangsabbildung aus (2.1.5) bezeichne. Sei
(a,&) € B4.(K, ). Dann erhalten wir
i ssae(,€) = 1 (07 K) s, 9

1—i

(vx,))

_ . ~ 1—i
= | (a 17K)|Ki7 H @JI(iKngKiKggKiKgrQ? (TK;)
0<j<e

o . 1—i
=@ Kk TT 9% (02 (7))
0<5<e

dj

=@ K TT (987)" ()

0<5<e

_ 1-i
= | (a 17l()LKia I]: gg;@‘(ﬁkﬁ)
0<j<e

1—i

— ((a_l,K”Ki,g;f (WKi)>a

wobei £ := [To<j<e ¢#" ist und wir fiir den letzten Schritt (1.3.19) benutzt haben. Umgekehrt
erhalten wir

FiaOae(@6) =i | T €7 | = ria(a,8) = (07" Kl g2~ (n)

0<j<e

was die Behauptung impliziert. a
Die vorangegangene Proposition erméglicht es uns nun, die Abbildungen 14 zusammenzusetzen.
(2.4.4) Definition. Wir definieren

e = limag 1 B(K, p) — @G((KOOKSY)B‘WK) = G((K*)?|K).

Aus der Kompaktheit der &4(K, ) und (2.4.1) folgt unmittelbar, dass 15 ein topologischer
Isomorphismus ist. Wir haben die folgende

(2.4.5) Proposition. Sei K'|K eine endliche Galoiserweiterung, so dass (K',¢') kompatibel
zu (K, ) ist. Dann kommutiert das Diagramm

B(K',¢) —5 G((K'™)* K"

MK’\Kl lres

B(K,p) —5= G((K**)*™|K) .
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Beweis. Wir beschrinken uns zunichst auf den Fall einer abelschen Erweiterung K'|K. Da
(K',¢") kompatibel mit (K, ) ist, haben wir nach (2.2.4) eine Zerlegung K' = LK}" mit
[ = f(K'|K), L := K'NK,. L|K ist eine reinverzweigte abelsche Erweiterung, und wir
haben

NpgL* = Npg(me)Ur = (mx) N g Ur 2 (7 )Uyx = N, gk K",

wobei 4 hinreichend gross ist, d.h. es ist dann L C K;. K; ist wiederum eine reinverzweigte
abelsche Erweiterung von L, und wir erhalten fiir hinreichend grosses j

N K = Ng,ji{nx ) Uk, = (1) Ng, .Uk, 2 (1)UL = NpjnL;,

somit also K; C L; = L(7r;) = L(T(K]{) C Kj. Gilt f(K'|K) | d, dann haben wir einen
Korperturm
K CK'CKKj" CK;K']".

Wir erhalten aus (2.2.10) ein kommutatives Diagramm

137 K’Er”(’

GUKGK|K i) —2—s G((KK'8)™ )

rl lres
G(RKIK me) T G((KRgyr KT
denn aus der Kompatibilitit von (K',¢') mit (K, ¢) folgt K; C K, C K[, somit ist K;Kj"
kompatibel zu (K', ¢'). Definieren wir iiberdies
s: GKKY'|K' mx;) = G(KiK§'| K, ), (7,0) = (7, D),

dann kommutiert auch

YK KT K

G Ky |K' ;) G((Ki K™ K')

sJ/ lres
Lyr . poInr !
GIKK K, mr) ———— G((KKY)PIK) |

was sich unmittelbar aus der Definition von s ergibt. Damit erhalten wir ein kommutatives

Diagramm
137 K’Er”(’

GUKGK|K i) —2—s G((KK'8)™ )

SOT‘J{ J{I‘QS

ZKiK,3r|K’

G(KKJ K, mk,) ———— G((KK{)™|K)

Wir werden zeigen, dass das Diagramm

B (K, ) —20, (K} K"K )
MK,|KJ( J/sor
Gu(K,p) —1s GK:KY|K, mk,)

kommutiert, dann folgt die Behauptung der Proposition im abelschen Fall durch Limesbildung,
zunéichst iiber j, dann iiber d. Hierbei beachten wir, dass die d € N mit f(K'|K) | d ein
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kofinales System in N versehen mit der Teilbarkeitshalbordnung sind. Sei (a',¢') € &4(K', ¢').
Wir finden

kid (Mg (a,€)) = Kig (NK'\KC%M%\K@')) = ((NK’|KG',laK)|Kiagj/11;l;K(§/)(7rKi)> .

Andererseits ist

S0 r(/ﬁ;’d(a', &) =sor ((a'_l, K')|K,i,ggl

1—-j

(rk1))

_ =1 gy i N ¥
= K%, ] Py Ni k|9 (Tke)
0<j<f(K'|K)

1 .~ 11—j
= (NK'\KGI s K)| ki H @dzNKHKi (g‘g )

0<j<f(K'|K)
Es bleibt also L -
) —i _ di (,0, -
0<j<f(K'|K)

zu zeigen. Nun ist nach Definition
Micye(€) = Uk o Mg 0 Wi (€)),
d.h.

000, () = (V' o Mioit’) = (Miorsc 0 TR(E)),

KK 7 )

= I "N ((95€);)

0<j<f(K'|K)
.~ 11—3
- ]I ‘szNKHKi (9? ) -
0<ji< F{K'|K)

Wir betrachten nun den Fall einer beliebigen, mit (K, ¢) kompatiblen Galoiserweiterung K'| K.
Aufgrund der Auflosbarkeit von G(K'|K) kénnen wir einen Korperturm K = My C My C
... € M,, = K' finden, so dass M, 1|M; jeweils abelsch ist. Da K’ kompatibel mit (K, ¢) ist,
sind offenbar auch die M; kompatibel mit (K, ¢) und kompatibel untereinander. Die Behaup-
tung folgt dann aus dem abelschen Fall durch wiederholtes Anwenden der Kommutativitéit des
obigen Diagrammes fiir die M;1|M; in Verbindung mit (2.3.13). O

Mit Hilfe dieser Proposition erhalten wir unmittelbar

(2.4.6) Korollar. Erfillt K' die Voraussetzungen der Proposition, dann ist die Abbildung
MK’\K : ®(K,7 (pl) - ®(K7 (P)

ein stetiger Homomorphismus.

Wir bemerken ausserdem, dass fiir jedes metabelsche K'| K, welches kompatibel zu (K, ¢) ist,
gilt:

M(K'|K) = Mg i (B(K',¢')) = 1t ovesoner (S(K,¢)) =151 o res(G((K'ab)ab|K')>
— Z;-l (G((Kab)ab|K/)> )

Das gibt uns Anlass zu der folgenden Definition:
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(2.4.7) Definition. Fiir metabelsches K'|K setzen wir
M(K'|K) =1t (G((Kab)abm')).

Wir fassen nun die Hauptergebnisse der metabelschen Klassenkdrpertheorie noch einmal zu-
sammen.

(2.4.8) Satz. Es sei eine Lubin-Tate-Spaltung (K, ) fiziert.
(a) (Reziprozititsgesetz) Ist L|K metabelsch, dann existiert eine exakte Sequenz
1 —— M(LIK) —— 6(K,p) —— G(LIK) —— 1,
insbesondere gibt es einen Isomorphismus
S(K,p) = G((K) | K).
Ausserdem erhalten wir Isomorphismen

Bu(K,p) = G((KKj")™ |K).

(b) (Existenzsatz) Die Korrespondenz LIK — M(L|K) ist eine ordnungsumkehrende Bijek-
tion zwischen allen metabelschen Erweiterungen von K und den abgeschlossenen Unter-
gruppen von &(K, ). Die Gruppe M(L|K) ist von endlichem Indez, falls L|K endlich
ist, und dann gilt

[L: K] = (6(K, ) : M(LIK)).

(¢) (Funktorialitit) Ist K'|K eine endliche galoissche, zu (K, ¢) kompatible Erweiterung,
dann kommutiert das Diagramm

B(K',¢') —5 G((K"™)|K")

MK’|KJ/ lres

B(K,p) — G((K™)™|K) .

(d) (Zusammenhang zur abelschen Klassenkorpertheorie) Ist L|K metabelsch und kompatibel
mit (K, ), dann gilt
N(LIK) = pri(M(L|K)),

und die abelsche Erweiterung, welche Klassenkdrper zu N(L|K) ist, ist die mazimal
abelsche Erweiterung von K innerhalb von L.

Beweis. Sei L|K eine metabelsche Erweiterung. Wir erhalten unmittelbar aus der vorange-
gangenen Definition

G(LIK) = G((K*)™|K) /G((K*™)™|L) = & (K, ¢)/M (L|K).
Damit ergibt sich Aussage (a), und fiir endliches metabelsches L|K folgt

[L: K] = (&(K, ) : M(LIK)).
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Da 2 ein Hom6omorphismus ist, erhalten wir Aussage (b). Behauptung (c) haben wir bereits
bewiesen. Sei nun L|K eine metabelsche, mit (K, ¢) kompatible Erweiterung. Wir haben ein
kommutatives Diagramm

-1
G ((E)PIL) —— G (LML) —1— B(L,¢f) == L

| - P L
G ((K*)*|L) —— G ((K*)*|K) R gk, p) P KX
Aufgrund dessen erhalten wir
pry M(LIK) = pry 5! (G((K™)(L) ) = pry 15" res (G((L™)™|1))

= pr; My (G((E™)IL)) = Nyepry ot (G (L)L)
= NL|K pr (L, ¢') = NL\Kff><
= N(LIK),

wobei wir die Surjektivitit von pr; aus (2.4.2) verwendet haben. O
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