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KAPITEL |

Die Elemente von Euklid

Um das Jahr 325 vor unserer Zeitrechnung verfasste Eoxieione (Euklid) sein beriihmtes Werk
Ytouyela (Die Elemente), in dem er die Arbeiten etwa von Pythagoras, Theaetetus und Eudoxos
zusammenfasste und verbesserte. Dieses war das erste grofie Lehrbuch der Mathematik und
fiir viele hundert Jahre eine Standardreferenz.

Abbildung I.1: Papyrusfragment der Elemente, Kapitel I1.5, gefunden in Oxyrhynchos. Quelle:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:P. Oxy._I_29.jpg?uselang=de.

Das erste Buch der Elemente widmet sich der Einfiihrung der (ebenen) Geometrie und zeigt
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erstmals musterhaft den Aufbau einer exakten Wissenschaft, indem die meisten Aussagen auf
einen Vorrat an Grundannahmen zuriickgefiithrt werden. Da wir uns in dieser Vorlesung mit
eben diesem Problem befassen werden, wenn auch von einem moderneren Standpunkt aus,
wollen wir an dieser Stelle einen ausfiihrlichen Blick in dieses erste Buch werfen. Dieses glie-
dert sich in die vier Teile

m Definitionen,
s Postulate,
m Axiome,

» Propositionen.

Es scheint an dieser Stelle angebracht, kurz auf diese Begriffe einzugehen, insbesondere auf den
Unterschied zwischen dem Begriff des ,Postulats” und dem Begriff des ,Axioms”, da letztere
heute oft synonym gebraucht werden. Wir werden nun immer erst einen Begriff erldutern und
dann auf den entsprechenden Teil von Euklids Buch eingehen.

Definitionen

Unter einer Definition versteht Euklid wie wir auch heute eine Erklarung eines mathemati-
schen Objekts. Der Begriff scheint jedoch weniger streng gefasst als in der heutigen Praxis, so
haben einige seiner Definitionen eher den Charakter einer Aussage (siehe Definition 3). Dass
Euklid mit seinen Definitionen auf nicht nidher erlduterte naive Konzepte wie etwa ,Teile”,
,Langen” und ,Breiten” verweist, kann man ihm dagegen nicht anlasten; auch moderne, auf
der Mengenlehre aufbauende Beschreibungen tun dies, wenn auch in einem weitestgehend
reduzierten Umfang.

Euklids Definitionen sind die folgenden.

1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.

2. Eine Linie ist eine breitenlose Lange.

3. Die Enden einer Linie sind Punkte.

4. Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten auf ihr gleichméafig liegt.
5. Eine Fliche ist, was Lange und Breite hat.

6. Eine Flache wird von Linien begrenzt.

7. Eine Fldche ist eben, die zu den Geraden auf ihr gleichmafig liegt.

8. Ein ebener Winkel ist die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander, die ein-
ander treffen, ohne einander fortzusetzen.
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Abbildung I.2: Aus einer Ausgabe von Iohan Sems und Pietersz Dou aus dem Jahr 1618. Quelle:
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/content/mathematics/mathematics.



10.

Gerade Linien, die einen Winkel bilden, schneiden sich.

Wenn eine gerade Linie, auf eine gerade Linie gestellt, einander gleiche Nebenwinkel
bildet, dann ist jeder der beiden gleichen Winkel ein rechter; und die stehende gerade
Linie heifst senkrecht zu der, auf der sie steht.

11. Ein Winkel grofier als ein rechter heifst stumpf.

12. Ein Winkel kleiner als ein rechter heifst spitz.

13. Die Dinge reichen bis an ihre Grenzen.

14. Eine Figur ist eine Fldche, die durch die Grenzen, in denen sie liegt, bezeichnet wird.

15. Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie umfasste Figur mit der Eigenschaft,
dass alle von einem innerhalb der Figur gelegene Punkte bis zur Linie laufenden Strecken
einander gleich sind.

16. Und Mittelpunkt des Kreises heifst dieser Punkt.

17. Der Durchmesser eines Kreises ist eine gerade Linie durch den Mittelpunkt, die durch die
Punkte auf der Kreislinie begrenzt und vom Mittelpunkt in Radien halbiert wird.

18. Ein Halbkreis wird durch Durchmesser und getroffener Kreislinie begrenzt; sein Mittel-
punkt ist derselbe wie der des Kreises.

19. Geradlinige Figuren sind solche, die von Strecken umfasst werden; dreiseitige, die von
drei, vierseitige, die von vier, ...

20. Von den dreiseitigen Figuren ist ein gleichseitiges Dreieck jede mit drei gleichen Seiten,
ein gleichschenkliges Dreieck jede mit zwei gleichen Seiten, und ein ungleichseitiges Drei-
eck jedes mit drei verschiedenen Seiten.

21. Aufierdem heifdt ein Dreieck rechtwinklig, wenn es einen rechten Winkel hat, stumpf-
winklig, wenn es einen stumpfen Winkel hat, und spitzwinklig, wenn alle drei Winkel
spitz sind.

Postulate

Postulate sind grundlegende Forderungen in einer Theorie, die nicht bewiesen werden miissen.
Im Gegensatz zu den Axiomen, eher grundlegende Logikaussagen, benennen sie, welche Ak-
tionen wir in der Ebene ausfithren konnen, und beschreiben diese Ebene dadurch. In dem Sinne
sind die Postulate das Herzstiick von Euklids Geometrie.

Bei Betrachtung der Postulate sollte nun noch darauf hingewiesen werden, dass Euklid mit den
hier aufgeschriebenen Postulaten noch implizit weitergehende Forderungen macht, die er in
spdteren Beweisen benétigt. Um auch solchen Anforderungen zu gentigen, miisste beispiels-
weise das erste Postulat um die Eindeutigkeit der Strecke zwischen zwei Punkten erweitert
werden.

Die Euklidischen Postulate sind nun: Es sei gefordert,
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1. dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,
dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhdngend gerade verlangern kann,
dass man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann,

dass alle rechten Winkel einander gleich sind,

A N

dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass innen
auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei rechte werden, dann
die zwei geraden Linien bei Verldngerung ins Unendliche sich treffen auf der Seite, auf
der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei rechte sind.

Wihrend die ersten vier Postulate pragnant formuliert und unmittelbar einsichtig sind, erfor-
dert das fiinfte ein wenig Uberlegung oder, besser, eine Zeichnung.

g N—
P

Abbildung 1.3: Das 5. Postulat besagt, dass sich ¢ und h auf der rechten Seite treffen.

Wegen seiner mangelnden Eleganz war das fiinfte Euklidische Postulat lange Zeit umstritten.
Zunichst wollte man darum eine bessere Formulierung finden, wie etwa Proclus (410-485),
Clavius (1537-1612), Clairaut (1713-1765), Simson (1687-1768) und Playfair (1748-1819). Dies
gelang aber nicht befriedigend. Schliellich geriet man zur Uberzeugung, das fiinfte Postulat
miisse sich aus den ersten vieren herleiten lassen. So bemiihten sich beispielsweise Sacche-
ri (1667-1733), Lambert (1728-1777) und Legendre (1752-1833) aus der Annahme, das fiinfte
Postulat sei falsch, einen Widerspruch herzuleiten, vertaten sich dabei aber alle. Euklids Par-
allelenpostulat war weiterhin die beste Wahl. Und erst tiber 2000 Jahre nach Euklid, im 19.
Jahrhundert mit Gauf$ (1777-1855), Bolyai (1802-1860) und Lobatschevski (1793-1856), sollte
die Frage nach dessen Notwendigkeit endgiiltig geklart werden. Wir werden die Losung die-
ses impliziten Problems im Laufe dieser Vorlesung ausfiihrlich studieren.

Axiome

Axiome im Sinne von Euklid machen Dinge derselben Dimension vergleichbar. Als Dinge kom-
men hierbei Linien, Winkel, Flichen, usw. infrage. Dinge derselben Dimension kénnen verei-
nigt und verglichen werden, was bei Dingen verschiedener Dimension nicht moglich ist. So
kénnen wir ein Dreieck und ein Viereck vergleichen, nicht jedoch ein Dreieck und eine Linie.



Diese Axiome beschreiben also keine Strukturen wie die Euklidische Ebene, sondern sind eher
als erlaubte Schlussweisen, als Rechenwerkzeuge zu verstehen.

Euklid fordert die folgenden Axiome.

1. Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.

2. Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind die Ganzen gleich.

3. Wenn von Gleichem Gleiches weggenommen wird, sind die Reste gleich.
4. Was einander deckt, ist gleich.

5. Das Ganze ist grofSer als der Teil.

Propositionen

Eine Proposition ist ganz wie in der modernen Mathematik ein aus den Definitionen vermoge
der Postulate und Axiome hergeleitetes Ergebnis. Euklid gibt allein in seinem ersten Buch
48 Propositionen mit Beweisen an. Wir wollen an dieser Stelle nur ein Beispiel prédsentieren,
die Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks. Dabei orientieren wir uns an der Ausgabe von
Sems/Dou aus dem Jahr 1618 (vgl. Abbildung I1.6) und passen lediglich die Sprache ein wenig
an unser gegenwartiges Deutsch an.

Proposition 1 (Auf einer vorgegebenen geraden Linie ein gleichseitiges Dreieck machen)
Die vorgegebene Linie sei AC. Nehmt mit einem Zirkel die Linge AC, danach stellt den einen Fuf$
(jedoch die Weite des Zirkels unverindert) in A, und zieht (wie in Postulat 3 erlaubt) aus dem Punkt A
als Mittelpunkt aus C einen Teil des Umfangs eines Kreises als CD. Desgleichen auch aus C von A das
Stiick des Umfangs als AE, welches durchschneidet CD in B. Von dort seien (wie in Postulat 1 erlaubt)
zwei Linien gezogen zu A und C: So ist ABC das gleichseitige Dreieck.

Beweis. Offensichtlich ist AB gleich AC und BC gleich AC nach Definition des Kreises (Definiti-
on 15). Daraus folgt, dass auch AB gleich BC ist (Axiom 1), so dass das Dreieck ABC gleichseitig
ist (Definition 20). O

B D

LA

Abbildung 1.4: Die Gerade AC mit dem gleichseitigen Dreieck aus Proposition 1.
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So einfach und iiberzeugend der obige Beweis zunichst klingt, wirft er doch noch Fragen auf.
Wieso schneiden sich etwa die beiden Kreise um A und um C {iberhaupt? Betrachtet man Ab-
bildung 1.4, so erscheint es intuitiv klar, doch aus den Definitionen, Postulaten und Axiomen
von Euklid geht die Behauptung nicht unmittelbar hervor: Wahrend das fiinfte Postulat garan-
tiert, dass sich zwei gerade Linien zumindest unter geeigneten Bedingungen schneiden, wissen
wir nichts tiber Schnittpunkte von Kreisen.

Genau genommen gibt es hier zwei Probleme. Zum einen schneiden sich zwei beliebige Kreise,
auch solche von gleichem Radius, nicht zwangsldufig. Das ist ein Problem des Abstands der
Mittelpunkte.

Zum anderen ist ohne einen (zu Euklids Zeiten noch nicht bekannten!) geeigneten Stetigkeits-
begriff nicht klar, dass ein Schnittpunkt, den man ,sieht”, auch tatsdchlich existiert. Um dies zu
veranschaulichen, fithren wir die Konstruktion aus Proposition 1 in der rationalen kartesischen
Ebene durch, wo es diese Stetigkeit ja eben nicht gibt.

A

C=0 A=(1,0)

Abbildung L.5: Der Schnittpunkt B = (1, @) ist kein giiltiger Punkt der rationalen Ebene.

Beide Probleme lassen sich durch Hinzunahme eines geeigneten Postulats beheben. Insofern
zeigt diese Untersuchung, genau wie die entsprechenden Anmerkungen zu den Definitionen
und den Postulaten, dass Euklids Arbeit zwar einerseits bahnbrechend war und die Entwick-
lung der Geometrie und der gesamten Mathematik hin zu einer auf Axiomen beruhenden ex-
akten Wissenschaft mafsgeblich geprdgt hat. Andererseits jedoch gentigt Euklids Axiomatik
unseren heutigen Anspriichen nicht mehr. In den folgenden Kapiteln dieser Vorlesung werden
wir die in den Elementen dargelegte Theorie daher in einem zeitgeméfieren Gewand studieren,
wie es so zuerst von Hilbert (1862-1943) eingefiihrt wurde.
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Abbildung 1.6: Aus einer Ausgabe von Iohan Sems und Pietersz Dou aus dem Jahr 1618. Quelle:
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/content/mathematics/mathematics.




KAPITEL Il

Hilbertebenen und euklidische Ebenen

In diesem Kapitel wollen wir die euklidische Geometrie aus dem ersten Kapitel auf eine mo-
derne axiomatische Grundlage stellen. Wir folgen dabei zundchst Hilberts Vorschlag aus dem
Jahr 1899 und fiihren vier Klassen von Axiomen ein.

m Die Inzidenzaxiome,
s die Anordnungsaxiome,
» die Kongruenzaxiome fiir Strecken,

» die Kongruenzaxiome fiir Winkel.

So erhalten wir die so genannten Hilbertebenen. In diesem Rahmen werden wir einige klassi-
sche geometrische Sitze beweisen. Es stellt sich jedoch heraus, dass manche Aussagen - dar-
unter auch einige aus der Schulmathematik bekannte - im Kontext von Hilbertebenen im all-
gemeinen falsch sind. Um diesen Umstand zu beheben, fithren wir zwei weitere Axiome ein:

» das Stetigkeitsaxiom,

m das Parallelenaxiom.

Damit stehen uns alle Objekte und Schlussweisen zur Verfiigung, die in Euklids Elementen
eine Rolle spielten; der zugehorige Axiomensatz beschreibt den Begriff der euklidischen Ebe-
ne. Schlusspunkt des Kapitels wird die Feststellung sein, dass sich alle euklidischen Ebenen in
geeigneter Weise identifizieren lassen, so dass es geniigt, Geometrie in der euklidischen Stan-
dardebene zu untersuchen.

11
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§1 Inzidenzebenen

Sei P eine Menge und G eine Menge von Teilmengen von P. Die Elemente von P heifien im
Folgenden Punkte, die Elemente von G Geraden. Fiir Punkte A, B,C € P, Geraden g,h € G und
eine Teilmenge M C P mit mindestens 3 Elementen fiihren wir analog zu Euklids Definitionen
die folgenden Sprechweisen ein.

n A liegt auf g bzw. g geht durch A, falls A € g,
n A ist ein Schnittpunkt von g und h, falls A € g N h,
» M heifit kollinear, falls es ein g € G gibt mit M C g,

n A, B, C heiflen in allgemeiner Lage, falls { A, B, C} nicht kollinear ist (es also kein ¢ € G
gibt mit A, B,C € g),

» ¢ und & heilen parallel (schreibe ¢ || 1), fallsg = hoder gNh = @.

Diese Definitionen passen einerseits ganz gut zu unserer naiven Geometrie, andererseits ist
aber das Konzept der Geraden hier noch sehr allgemein und umfasst zum Beispiel auch den
ganzen Raum P. Um Geometrie in unserem Sinne betreiben zu kénnen, brauchen wir noch
einen Ersatz fiir die Euklidischen Postulate.

Definition 1.1 Das Paar (P, G) heifit eine Inzidenzebene, falls die folgenden Inzidenzaxiome erfiillt
sind.

(I;) Durch zwei verschiedene Punkte A # B € P existiert genau eine Gerade in G. Diese heifSt die
Verbindungsgerade A\ B von A und B. (Erstes Euklidisches Postulat)

(L) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

(I3) Es gibt drei Punkte in allgemeiner Lage.

Das erste Inzidenzaxiom ist offensichtlich gerade das prazisierte erste Postulat von Euklid.
Die anderen beiden Inzidenzaxiome sichern die Existenz einer Mindestanzahl von Punkten.
Insgesamt haben wir ein Axiomensystem und konnen uns nun fragen, ob wir ein Modell dafiir
finden, also ein Paar (P, G), das die Axiome erfiillt.

Beispiel 1.2 Das kleinste Beispiel einer Inzidenzebene muss wegen (Iz) aus mindestens drei Punkten
A, B, C bestehen. Tatsichlich erfiillt

(P,G) = ({A,B,C}, {{A, B}, {A,C},{B,C}})

offensichtlich die Inzidenzaxiome, und fiir P = {A, B, C} gibt es auch keine andere Teilmenge G der
Potenzmenge P (P) von P, fiir die das stimmt,
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C

B

A

Abbildung II.1: Das kleinste Beispiel einer Inzidenzebene

denn: Fiir P = {A, B, C} ist definitionsgemifi G C P(P). Nach (I3) kann { A, B, C} nicht in G sein.
Deshalb miissen nach (1) die Mengen {A,B},{A,C},{B,C} in G liegen. Schliefllich sind nach (I)
die Mengen &, {A},{B},{C} keine Geraden. #

Viel mehr als dieses recht abstrakte Beispiel interessiert uns aber, ob die reelle Ebene R2
durch eine geeignete Wahl der zugehorigen Geradenmenge G zu einem giiltigen Modell der
Inzidenzebene gemacht werden kann. Das werden wir im Folgenden zeigen, sogar fiir die Ebe-
ne K? {iber einem beliebigen Korper K. Definieren wir dort also zunéchst einen geeigneten
Geradenbegriff.

Definition 1.3 Sei K ein Korper. Dann sind durch
ap=A+Kv:={A+Av|A €K} mit AecK,veK*\{0}

eindimensionale affine Unterriume von K? gegeben. Die Menge Kv nennt man hierbei auch die Rich-
tung von g 4 ».

Es ist a priori nicht klar, dass der Begriff der Richtung, wie er soeben eingefiihrt wurde, wohl-
definiert ist. Das wollen wir nun zeigen.

Proposition 1.4 Sei K ein Korper und seien A, B,v,w € K? mit v # 0 # w. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent.

() A0 = §Bws
(ii) Kv = Kwund B € ga .

Beweis. Sei zunédchst ¢4, = ¢pw- Dann ist zum einen direkt B € ¢pw = ga,. Zum anderen
gibt es deswegen aber auch ein A € K mit B = A + Av. Weil analog aus B+ w € ga, auch
B+ w = A+ uv fiir ein geeignetes u € K folgt, erhalten wir

w=(B+w)-B=(A+puv)—(A+Av)=(p—A)v € Ko

und somit Aussage (ii).
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§

Gelte nun umgekehrt Aussage (ii). Dann kénnen wir mit geeigneten y,p € K
w=uv und B=A+pv
schreiben. Da nach Definition weder v noch w Null sein darf, folgt sofort u # 0. Es ergibt sich

8w ={B+Aw| A € K}
={(A+pv) +A(uv) | A € K}
={A+(p+Au)v| A €K}
={A+Av| A €K}
= 8Avs

wobei wir fiir das vorletzte Gleichheitszeichen benutzt haben, dass wegen p # 0 mit A auch
Ap~! —v ganz K durchlauft (und umgekehrt). Das ist gerade Aussage (i). O

Definition 1.5 Sei K ein Korper. Mit der Notation aus Definition 1.3 setzen wir
Ay(K) := (K*, Gk) mit Gg:={ga, | A,v € K* v #0}.

Satz 1.6 Fiir einen beliebigen Korper K ist Ay (K) eine Inzidenzebene.

Beweis. (I;) Seien A # B € K? Punkte. Dann ist offensichtlich ¢4 34 € Gk eine Gerade durch
A und B. Wir miissen nun noch zeigen, dass jede Gerade ¢ € Gk durch A und B mit g4p_ 2
identisch ist. Nach Definition von Gk konnen wir eine solche Gerade g schreiben als gc , mit
geeigneten C,v € K2 und v # 0. Daja A,B € g vorausgesetzt war, gibt es A, € K mit
A = C+ Avund B = C + uv. Weil A und B als verschieden angenommen waren, ist dabei

A # p. Durch Einsetzen folgt
1
=——(B-A
0= 5 (B-4)
und somit

14 14
8= 8Cuv = 8A-Avw = 8Av = §AB-A (IL.1)

wie behauptet.

() Sei g € Gk beliebig. Dann gibt es A,v € K?> mit v # 0, so dass wir § = g4, schreiben
konnen. Offensichtlich liegen dann die Punkte A und A 4 v auf g. Wegen v # 0 gilt auch
A#A+no.

(I3) Die Punkte O = (8), X = (é) und Y = ((1)) sind in allgemeiner Lage, denn offensichtlich
liegt X nicht auf der Geraden goy_o = KY. ]

Ubung Sei K ein Korper, P die Menge der eindimensionalen Untervektorriume von K> und

G={geP(P)| U A ist ein zweidimensionaler Untervektorraum von K3}.
Acg

Zeigen Sie, dass (P, G) eine Inzidenzebene ist.
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Wir haben nun das abstrakte Konzept der Inzidenzebene eingefiihrt und zwei Modelle dafiir
gefunden. Wir wollen nun erste Eigenschaften von Inzidenzebenen beweisen und so zeigen,
dass man bereits in einem derart allgemeinen Setting Geometrie betreiben kann.

Proposition 1.7 Sei (P, G) eine Inzidenzebene, und seien ¢ |f h € G. Dann haben ¢ und h einen
eindeutig bestimmten Schnittpunkt, den wir ab sofort mit g A\ h bezeichnen wollen.

Beweis. Aus g | h folgt definitionsgemidf8 ¢ # hund g N h # &. Nehmen wir an, es gebe zwei
verschiedene Punkte A, B € ¢ N h. Dann gilte

was nicht sein kann. Damit haben g und / einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt, was zu
Zeigen war. O]

Proposition 1.8 Sei (P, G) eine Inzidenzebene, und seien A,B,C € P mit A # Bund A # C. Dann
sind dquivalent

(i) Ce AVB,
(i) AVB=AVC.

Beweis. Nehmen wir zundchst C € A V B an. Dann geht die Gerade A V B durch die beiden
Punkte A, C und nach (I;) gilt sofort AV B = AV C, also (ii).

Sei umgekehrt AV B = AV C. Dann gilt sofort C € AV C = AV B, also (i). O

Proposition 1.9 Sei (P, G) eine Inzidenzebene. Dann gelten

(a) Fiir jede Gerade g € G gibt es einen Punkt A € P mit A ¢ g.
(b) Fiir jeden Punkt A € P gibt es eine Gerade g € G mit A € g.

Beweis. (a) Falls die Behauptung nicht stimmt, so gibt es eine Gerade ¢ € G, die durch alle
Punkte in P geht. Fiir diese gilt dann ¢ = P, was ein Widerspruch zu (I3) ist.

(b) Sei A € P ein fest gewdhlter Punkt. Nach (I3) gibt es dann einen weiteren Punkt B €
P~ {A}, und nach (I;) gibt es eine Gerade A V B durch diese beiden Punkte. Nach (a) existiert
nun ein Punkt C € P, der nicht auf A V B liegt, so dass nach Proposition 1.8 die Geraden A VV B
und B V C nicht iibereinstimmen, was wieder mit Proposition 1.8 bedeutet, dass A nicht auf
BV C liegt. 0J

Abbildung II.2: In einer Inzidenzebene gibt es zu jeder Geraden einen Punkt, der nicht darauf
liegt, und zu jedem Punkt eine Gerade, die nicht durch ihn geht.
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Definition 1.10 Sei (P, G) eine Inzidenzebene. Diese etfiillt das (starke) Parallelenaxiom, wenn
gilt:

(P) Ist A ein Punkt und g eine Gerade, dann gibt es genau eine Gerade h mit h || ¢ und A € h.

Ist dies der Fall, so heifit (P, G) eine affine Ebene.

Beispiel 1.11  (a) Die Inzidenzebene

(P,G) = ({4,B,C},{{A,B},{A,C},{B,C}})

iiber der dreielementigen Menge {A, B, C} etfiillt (P) nicht, da beispielsweise keine zu {A, B}
parallele Gerade durch C existiert (vgl. Abbildung 11.1).

(b) Das Paar
(P,G) = ({A,B,C, D}, {{A, B}, {A,C},{A, D}, {B,C},{B,D},{C,D}})

ist eine affine Ebene. Die Axiome (1) — (I3) sind hierbei schnell iiberpriift. Wir wollen nun Axiom
(P) zeigen. Sei dafiir X € P und g € G. Falls X auf g liegt, so ist nach (1) die Gerade g selbst
die eindeutig bestimmte Parallele. Liegt X andererseits nicht auf g, so benétigen wir noch einen
Punkt aus P~ (g U{X}) auf der Parallele, da diese ja zwei verschiedene Punkte auflerhalb von g
enthalten muss. Offensichtlich ist in diesem Fall also P \ g die eindeutig bestimmte Parallele.

C

A< B

Abbildung I1.3: Eine affine Ebene mit weniger Punkten gibt es nicht.

Ubung Anstelle des starken kann man auch das schwache Parallelenaxiom

(p) Ist A ein Punkt und g eine Gerade, dann gibt es hichstens eine Gerade h mit h || g und A € h.

betrachten. Man sieht leicht, dass beide obigen Beispiele auch das schwache Parallelenaxiom erfiillen.
Geben Sie eine Inzidenzebene mit fiinf Punkten an, die das Axiom (p) nicht erfiillt!

Proposition 1.12  (a) Die Axiome (1), (I2), (I3) und (p) sind unabhiingig voneinander, d. h. wenn
ein Paar (P, G) beliebige drei davon erfiillt, so kann daraus nicht geschlussfolgert werden, ob es
auch das vierte Axiom erfiillt.

(b) Die Axiome (I1), (I2), (I3) und (P) sind nicht unabhingig voneinander. Genauer folgt aus (1),
(I3) und (P) bereits (I).
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Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Da wir im obigen Beispiel (b) bereits eine affine
Ebene konstruiert haben, gentigt es zum Beweis der Proposition, fiir jedes der vier Axiome ein
Beispiel anzugeben, das dieses Axiom nicht erfiillt, die anderen jedoch schon. Fiir das (schwa-
che) Parallelenaxiom (p) haben wir das bereits in der obigen Ubungsaufgabe getan. Fiir die
tibrigen Félle ist in der folgenden Abbildung jeweils ein Beispiel angegeben.

(IZ) verletzt (I2 ) verletzt (13 ) verletzt

Ty T

Abbildung II.4: Natiirlich erfiillen diese Beispiele jeweils die iibrigen drei Axiome.

Fiir Behauptung (b) nehmen wir nun an, es gélten (I;), —=(I2), (I3) und (P), und fiihren dies
zum Widerspruch. Wir unterscheiden hierbei zwei Fille:

Fall 1: Es gibt eine Gerade § € G ohne Punkte. Nach (I3) gibt es in P drei Punkte A, B, C in
allgemeiner Lage, und nach (I;) gibt es durch je zwei von diesen eine eindeutige Gerade; diese
Geraden heifsen AV B, AV Cund BV C.

e

Da g keine Punkte enthilt, gilt (AVC) N g = @ = (BVC) N g sodass AVCund BV C
zwei Parallelen von g durch C sind. Da A, B, C in allgemeiner Lage sind, gibt es also zwei
verschiedene Parallelen von g durch C, was ein Widerspruch zu (P) ist.

Fall 2: Es gibt eine Gerade ¢ € G mit genau einem Punkt. Nennen wir diesen Punkt A. Es
gibt zwei Punkte B, C € P, so dass A, B, C in allgemeiner Lage sind,

denn: Nach (I3) gibt es in P mindestens drei Punkte. Gébe es keine zwei davon, die zusammen
mit A in allgemeiner Lage liegen, so konnte man iterativ zeigen, dass alle Punkte von P auf
einer Geraden liegen, was ein Widerspruch zu (I3) wiére. #

Nach (1) gibt es durch je zwei der drei Punkte A, B, C eine eindeutige Gerade; diese Geraden
heien AV B, AV Cund BV C. Nach (P) gibt es nun genau eine zu A V C parallele Gerade h
durch B.!

Dass es diese Gerade wirklich gibt, ist der wesentliche Unterschied zu (p).
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. ASE
C
B

Abbildung I1.5: g und h schneiden sich nicht.

Aus (AV C) || h folgt sofort A ¢ h. Wegen g = {A} gilt somit insbesondere ¢ N h = @. Es
gibt also mit AV C und ¢ = {A} zwei verschiedene zu & parallele Geraden durch A, was im
Widerspruch zu (P) steht. u

Natiirlich ist die Uberpriifung der Unabhéngigkeit nach jedem Hinzufiigen weiterer Axiome
interessant. Da dabei allerdings auch der Aufwand explodiert, werden wir diese Idee nicht
mehr weiter verfolgen.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir einen beliebigen Korper die Ebene A, (K) eine affine Ebene
ist. Dafiir untersuchen wir zunichst die Geraden g4, mit A,v € K> und v # 0 weiter und
ergdnzen Proposition 1.4 um

Proposition 1.13 Sei K ein Korper und seien A, B,v,w € K? mit v # 0 # w. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) SAp || 8B,w/
(ii) Kv = Kw.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, es gelte Kv = Kw. Dann gibt es ein A € K* mit w = Av.

Fall 1. B € g4,. Dann gilt nach Proposition 1.4 sogar ¢g,w = 4,0

Fall 2. B ¢ g4,. Dann besitzt die Gleichung B = A + uv keine Losung y € K und somit auch
die Gleichung
B=A+(up—vA)v <= BHvw=A+puv

keine Losung (¢, v) € K x K, so dass die Geraden g4 , und gp;, leeren Schnitt haben und
somit parallel sind.

Sei umgekehrt Kv # Kw. Dann spannen v und w den gesamten Vektorraum K? auf, so dass die
Gleichung
AM—uyw=B-A <+ A+Av=B+puw

eine Losung (A, ) € K x K hat. Das heifit gerade g4, N g 7# @. Andererseits folgt mit
Proposition 1.4 aus Kv # Kw sofort g4 , # ¢B,w, S0 dass die beiden Geraden nicht parallel sind.
O
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Satz 1.14 Fiir einen beliebigen Korper K ist A,(K) eine affine Ebene, die affine Koordinatenebene
iiber K.

Beweis. Nach Satz 1.6 miissen wir nur noch das starke Parallelenaxiom (P) tiberpriifen. Seien
dafiir A € K2 und g € G beliebig. Schreibe ¢ = g5, mit B,v € K? und v # 0. Nach der gerade
gezeigten Proposition 1.13 ist dann die Gerade g4, durch A parallel zu gp,. Das Axiom (P)
folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass g , mit dieser Eigenschaft eindeutig ist.

Seialso h := gcw € Gk parallel zu g mit A € h. Nach Proposition 1.13 gilt dann Kv = Kw, also
h = gc,,. Wegen A € h folgt mit Proposition 1.4 sofort h = g4, was zu zeigen war. O

Proposition 1.15 Fiir eine beliebige affine Ebene (P, G) ist Parallelitit eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Da aus g = h insbesondere g || & folgt, ist Parallelitit reflexiv.

Weiterhin gilt fiir beliebige g,h € G
gllh < g=hodergNh=0 <= h=goderhNg=0 <= h|g

so dass die Parallelitdt auch symmetrisch ist.

Schliefslich wollen wir auch die Transitivitdt der Parallelitit zeigen. Seien dafiir f, g, h € G drei
Geraden mit f || g und g || h. Zu zeigen ist, dass dann auch f || 1 gilt.

Fall 1. f N h = &. Dann ist nichts mehr zu zeigen.
Fall 2. f N h # @. Dann gibt es einen Punkt A € f N h. A liegt also auf zwei Geraden (f und

h), die parallel zu g sind. Wegen der Eindeutigkeitsaussage im starken Parallelenaxiom
(P) miissen daher f und & tibereinstimmen.

OJ

Definition 1.16 Sei (P, G) eine affine Ebene. Fiir eine Gerade g € G heif$t dann die Aquivalenzklasse

8]:=={reG[n]g}

das Parallelenbiischel zu g; insbesondere ist so die Menge G eine disjunkte Vereinigung von Paralle-
lenbiischeln. Sei weiter A € P ein Punkt. Dann heif$t die Menge

[Al:={heG|Ach}

das Geradenbiischel durch A.
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%

9

Abbildung I1.6: Veranschaulichung des Parallelenbiischels zu einer Geraden g und des Gera-
denbiischels durch einen Punkt A.

Beispiel 1.17 Sei K ein Korper und ga, € Gk eine Gerade. Dann ist

[ga0] = {h € Gk | 1 || ga0} = {g8w | B,w € K%, w # 0, Ko = Kw} = {gp, | B € K}

das Parallelenbiischel von g, , in Ay(K). Insbesondere ist die Richtung Kv = g, ein Vertreter des
Parallelenbiischels zu g 4 ».

Sei nun A € K? ein beliebiger Punkt. Dann ist

Al={heGg|Achy " fgap a|BeK: B#A 2 igu,|veK? v£0}

das Geradenbiischel durch A in A, (K).

Definition 1.18 Seien A = (P,G) und A = (P,G) zwei affine Ebenen. Eine bijektive Abbildung
@ : P — P heift affiner Isomorphismus, wenn sie Geraden auf Geraden abbildet, wenn also fiir alle
¢ € G das Bild ¢(g) in G liegt. Ist hierbei A = A, so heifit ¢ ein affiner Automorphismus von A.
Die Menge der affinen Automorphismen von A wird mit Aut(A) bezeichnet.

Ubung Seien A = (P,G) und A = (P, G) zwei affine Ebenen und ¢ : P — P ein affiner Isomor-
phismus. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiirallea,b € P,a #bist p(aVb) = ¢(a)V ¢(b).

(b) Punkte a,b,c € P sind genau dann kollinear, wenn ¢(a), ¢(b), ¢(c) € P kollinear sind.

© ¢(G):={e(s) |8 € G} =G,

(d) Sind g,h € Gmit g || h, dann ist ¢(g) || ¢(h).

Ubung Aut(A) ist beziiglich der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen eine Gruppe.

Beispiel 1.19 A;(IFy) ist eine affine Ebene mit den vier Punkten (8), (é), ((1)), (%) und ist mit einer

beliebigen bijektiven Zuordnung von Punkten zur affinen Ebene aus Abbildung I1.3 affin isomorph.

Man kann zeigen, dass sich fiir einen beliebigen Korper K die Gruppe Aut(A;(K)) als die
Menge von Abbildungen ¢ : K2 — K? beschreiben lasst, fiir die es ein M € GL,(K), ein v € K?
und einen Koérperautomorphismus ¢ von K gibt, so dass fiir alle (;) € K?

()=o)
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gilt. Hierbei ist ein Kérperautomorphismus eine bijektive Abbildung ¢ : K — K mit
ogla+b)=c(a)+o(b) und o(ab)=0c(a)o(b)

fiir alle a,b € K. Fiir K = R ist die Identitdt ¢ = idr der einzige Kérperautomorphismus, so
dass hier die affinen Automorphismen

Aut(Az(R)) = {9 : R? — R? | 3M € GL,(R), w € R?: ¢(v) = Mo + w fiir alle v € R?}

gerade die Affinititen Aff,(R) sind.

§2 Die Anordnungsaxiome

In diesem Abschnitt wollen wir nun auf einer Inzidenzebene Axiome angeben, die uns sagen,
wie Punkte zueinander und im Bezug auf Geraden liegen. Dies scheint zunéchst ein triviales
Problem zu sein, und Euklid hat darauf auch kein Postulat verwendet. Andererseits kann Eu-
klid dann aber auch nicht beweisen, dass beispielsweise die Winkelhalbierende im Punkt A
des Dreiecks ABC die Seite BC zwischen den Punkten B und C schneidet; eine Aussage, die er
implizit verwendet.

Abbildung I1.7: Woher wissen wir (ohne Anschauung!), dass die Winkelhalbierende die Gerade
durch B und C zwischen diesen beiden Punkten schneidet?

Um nun die Anordnungsaxiome einfithren zu konnen, benttigen wir eine Reihe von Sprech-
weisen. Sei dafiir wie auch spéter im gesamten Abschnitt vorausgesetzt, dass das Paar (P, G)
eine Inzidenzebene (nicht notwendig eine affine Ebene) ist. Wir betrachten eine fest gewadhlte
Teilmenge Z von P x P x P.

m Seien A, B, C € P drei beliebige Punkte. Wir sagen ,,B liegt zwischen A und C”, falls das
Tripel (A, B, C) in Z liegt, und schreiben A x B x C.

m Sei ¢ € G eine beliebige Gerade, und seien A, B € P zwei beliebige Punkte, die nicht auf
g liegen. Wir sagen ,,A und B liegen auf derselben Seite von g”, falls es keinen Punkt C € g
gibt mit A x C x B. Gibt es doch einen solchen Punkt, so sagen wir , A und B liegen auf
verschiedenen Seiten von g”.
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Definition 2.1 Das Tripel (P, G, %) etfiillt die Anordnungsaxiome, falls gilt:

(A1) Sind A,B,C € P mit AxBxC, dann sind A, B, C kollinear, paarweise verschieden, und es gilt
CxBxA.

(A2) Auf der Verbindungsgeraden A V' B zweier verschiedener Punkte A # B € P gibt es Punkte
P,Q,Rmit Px A* Qund Q* BxR.

(Az) Sind A, B, C € P paarweise verschieden und kollinear, so gibt es unter diesen drei Punkten genau
einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

(A4) Fiir jede Gerade § € G und alle Punkte A,B,C € P\ g gilt

— Liegen A, B auf derselben Seite von g und B, C ebenfalls, so liegen auch A, C auf derselben
Seite von g.

.C g
A, B,

— Liegen A, B auf verschiedenen Seiten von g und B, C ebenfalls, so liegen A, C auf derselben
Seite von g.

.C g

A, ‘B

Um die Notation einfach zu halten, wollen wir von nun an (P, G, %) etfiillt (I + A)” schreiben, wenn
das Tripel die Inzidenz- und die Anordnungsaxiome erfiillt.

Diese Anordnungsaxiome sorgen dafiir, dass wir uns Geraden in einer Inzidenzebene tatsédch-
lich so vorstellen kénnen wie wir das gerne titen.

Proposition 2.2 Sei (P, G, ) ein Tripel mit (I + A), und sei g € G eine Gerade. Dann ist ,liegt auf
derselben Seite von g wie -* eine Aquivalenzrelation auf P\ g. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen
S1 und Sy; insbesondere gilt

P=gUSUS,.

Sy und Sy heiflen die Seiten von g oder die von g begrenzten Halbebenen.
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Abbildung 11.8: Nach (A1) und (A4) gibt es Geradenseiten. Nach (A;) und (A4) gibt es davon
genau zwei Stiick.

Beweis. Zeigen wir zunéchst die Reflexivitat. Sei dafiir A € P \ g. Da fiir einen beliebigen Punkt
P € g die drei Punkte A, P, A nicht paarweise verschieden sind, folgt mit (A7), dass es keinen
Punkt P € g mit A x P x A geben kann, so dass nach Definition A auf derselben Seite von g
liegt wie es selbst.

Um die Symmetrie zu zeigen, betrachten wir zwei Punkte A, B € P \ g, die auf derselben Seite
von g liegen. Dann gibt es kein P € ¢ mit A x P x B. Nach (A1) gibt es also auch kein P € g mit
B % P x A, so dass auch B auf derselben Seite von g liegt wie A.

Die Transitivitat ist schliefSlich gerade die erste Aussage von (Ay).

Wir haben insgesamt gezeigt, dass ,liegt auf derselben Seite von g wie - eine Aquivalenzre-
lation ist und wollen als ndchstes beweisen, dass es mindestens zwei Aquivalenzklassen gibt.
Nach Proposition 1.9 gibt es einen Punkt A € P, der nicht auf g liegt. Nach (1) gibt es ein
B € P mit B € g. Nach (I;) liegt AV B in G. Wegen (A,) gibtes Q,R € AV B mit Q«B«xR.
Nach Konstruktion sind A, Q, B, R kollinear, so dass Q, R nicht auf g liegen,

denn: Lage etwa Q € g, so folgte mit Q # B € g und (I;) die Gleichheit AV B =QV B = g, so
dass auch A auf g lage, was wir ausgeschlossen hatten. Der Beweis fiir R statt Q geht analog. #

Es folgt, dass Q und R auf verschiedenen Seiten von g liegen, so dass es mindestens zwei Seiten
von g gibt.

A 9

QB
R

Abschliefiend wollen wir zeigen, dass es auch nicht mehr als zwei Seiten von ¢ geben kann.
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Seien dafiir Q und R die soeben konstruierten Punkte und P ein von diesen verschiedener
weiterer Punkt in P \ g. Wir wollen zeigen, dass P immer auf derselben Seite wie Q oder wie
R liegt. Falls P auf derselben Seite liegt wie Q, ist daher nichts mehr zu zeigen. Liege also P
nicht auf derselben Seite wie Q. Dann folgt mit der zweiten Aussage von (A4), dass P und R
auf derselben Seite liegen, was zu zeigen war. O

Wir wollen nun Beispiele fiir Inzidenzebenen betrachten, die auch die Anordnungsaxiome
erfiillen. Dazu miissen wir einige Vorbereitungen treffen und fithren zunédchst den Begriff des
angeordneten Korpers ein.

Definition 2.3 Ein angeordneter Kérper ist ein Korper K zusammen mit einer Totalordnung ,<" auf
K, so dass fiir alle a, b, c € K gilt:

(I) Ausa <bfolgta+c<b+c.

(II Aus 0 < aund 0 < b folgt 0 < ab.

Um die Notation einfach zu halten, werden wir meist die Totalordnung aus den Bezeichnungen heraus-
halten und kurz von einem angeordneten Korper K sprechen.

Beispiel 2.4 Offenbar ist der Korper R der reellen Zahlen mit der Standardanordnung ein angeordne-
ter Korper. Deshalb ist auch jeder Teilkorper von R (mit der eingeschriinkten Standardanordnung) ein
angeordneter Korper (z. B. der Korper Q(v/2)).

Proposition 2.5 Jeder angeordnete Korper hat Charakteristik 0, enthiilt also den Korper Q der rationa-
len Zahlen.

Beweis. Sei K ein angeordneter Korper. Fiir alle 2 € K mit 0 < a folgt mit 2.3 (I):
—a=—-a+0<-a+a=0

und wegen —a # 0 dann auch —a < 0. Es gilt also insbesondere entweder —1 < 0 < 1 oder
1 <0< —1. Gélte 0 < —1, so folgte mit 2.3 (I) sofort 0 < 1, was ein Widerspruch zum eben
Gezeigten ist. Es muss in K also —1 < 0 < 1 gelten. Durch Anwendung von 2.3 (I) zeigt man
1 <1+ 1. Wegen 0 < 1 gilt hierbei sogar 1 < 1 + 1. Induktiv folgern wir so

O<lI<l+1l<. ... <1+...4+1
N————
n Mal

fur alle n € IN, insbesondere ist 1 + ...+ 1 # 0 fiir alle n € IN und deshalb ist char(K) = 0.
———
n Mal
Wir erhalten eine Inklusion Z C K. Da K zu jedem seiner Elemente aufler der Null auch das

multiplikative Inverse enthélt und Produkte von Elementen von K wieder in K liegen, sind
auch die rationalen Zahlen Q) in K enthalten. 0
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Ubung Sei K ein angeordneter Korper. Man zeige, dass die Einschriinkung der Anordnung von K auf
seinen Teilkorper Q mit der Standardanordnung auf Q tibereinstimmdt.

Fiir einen angeordneten Korper K ist fiir a € K* stets a> > 0; fiir a > 0 folgt das direkt aus
2.3 (1), fiir a < O folgt aus 2.3 (I) unmittelbar 0 < —a, woraus mit 2.3 (II) wiederum a*> =
(—a)(—a) > 0 folgt. Insbesondere kann der Koérper C der komplexen Zahlen durch keine Wahl
einer Totalordnung zu einem angeordneten Kérper gemacht werden, denn es ist i> = —1 < 0.

Wir fithren den Begriff des Vorzeichens eines Elements a € K in der naheliegenden Weise ein:

Definition 2.6 Sei K ein angeordneter Korper und a € K. Dann heifSt

1 falls a >0,
sgna:=<¢0  falls a=0,
—1 falls a <O.

das Vorzeichen von a.

Die Behauptung ist nun, dass es fiir einen angeordneten Korper K eine geeignete Wahl der
Anordnung * in der affinen Koordinatenebene A;(K) gibt, so dass die Anordnungsaxiome
erfiillt sind. Um eine geeignete Definition zu erhalten, bedienen wir uns der Anschauung im
R2. Sind im R? zwei verschiedene Punkte A, C gegeben, so ist die Verbindungsgerade A V C
durch

AVC T o c={CH+AMA-C) | A€R}={AA+(1-A)C | A € R}
gegeben. Die Bedingung, dass ein Punkt B auf dieser Gerade zwischen A und C liegt, ist offen-
bar dquivalent dazu, dass ein A € R mit0 < A < 1 existiert, so dass B = AA + (1 — A)C ist.
Diese Charakterisierung lasst sich direkt auf den Fall eines beliebigen angeordneten Korpers
tibertragen.

Definition 2.7 Sei K ein angeordneter Korper, und seien A, B,C € K2. Wir sagen, es gelte Ax BxC,
falls A # Cist und ein A € Kmit 0 < A < 1 existiert, so dass B= AA + (1 — A)C ist.

Ubung Man zeige, dass obige Definition der Anordnung auf A, (K) dquivalent zu folgender Defini-
tion ist: Es gelte Ax Bx C, wenn A = (aq,a3), B = (b1, b2),C = (c1, c2) paarweise verschieden und
kollinear sind und mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

m<bi<c, a<by<c, a>by>c oder ay>by>co.

Wir wollen jetzt die Giiltigkeit der Anordnungsaxiome verifizieren. Zu diesem Zweck werden
wir zundchst eine dquivalente Charakterisierung der Relation ,auf derselben Seite einer Gerade
liegen” behandeln. Dafiir ist es sinnvoll, sich an die Bilinearform

<<2> | <£>> = X1Y1 + X2l2

auf K? zu erinnern. Im Fall K = R ist das genau das Standardskalarprodukt.
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Definition 2.8 Fiir eine Gerade § = gp,, mit einem Aufpunkt P € K? und einem Richtungsvektor
v € K2\ {0} heift ein Vektor n € K? ~. {0} ein Normalenvektor von g, falls (v | n) = 0 gilt.

Da die Richtung Kv der Geraden eindeutig bestimmt ist, ist der Begriff des Normalenvektors
wohldefiniert. Es ist eine leichte Ubung in Linearer Algebra, nachzurechnen, dass die Norma-
lenvektoren von gp , gerade die Elemente der (nicht leeren) Menge Ko mit

1 (0 -1
v-(lov

sind und dass (v)* = —ov gilt. Wir konnen daher die Gerade gp , in ihrer Hesseschen Normal-
form
gro={AEK|[(A-P[v") =0} ={AcK|(A]v")=(P|v")}
schreiben,
denn:

(A—P|vt)=0 <= A-PcKv <= Acgp,
#

Dies konnen wir nutzen, um ,auf derselben Seite einer Gerade liegen” in der Sprache der Bili-
nearformen auszudriicken.

Proposition 2.9 Seien ¢ = ¢p,, eine Gerade mit Aufpunkt P € K? und Richtungsvektor v € K>~ {0}
und A, B zwei Punkte in P . g. Dann sind folgende beiden Aussagen dquivalent:

(i) A und B liegen auf derselben Seite von g,
(ii) (A—P | o) und (B — P | vt) haben dasselbe Vorzeichen.

Insbesondere sind die zwei Seiten von g durch {A € K> | (A—P | v*) >0} und {A € K> | (A—P |
vt) < 0} gegeben.

Beweis. Nach Definition liegen A, B genau dann auf verschiedenen Seiten von g, wenn es ein
Q € ggibtmit AxQ«B,alsowennesein A € Kmit0 < A < 1gibt, firdasQ =AA+(1—-A)B
in g liegt. Nach dem gerade Gezeigten ist das genau dann der Fall, wenn fiir dieses A
0=(Q—-P|lot)=(AA+(1-A)B-P|vt)=(AA-P)+(1-A)(B—P)|0vt)
=A-{A-P|ovt)+(1—-A)-(B—P|ovt)
N—— T
=0 =
gilt. Um zu verstehen, wann das passiert, machen wir eine Fallunterscheidung nach den Vor-

zeichen von a, . Da wir die Gleichung gegebenenfalls mit —1 durchmultiplizieren kénnen,
reicht es, die folgenden beiden Félle zu betrachten:

m B > 0:Firjedes A € Kmit0 < A < 1istdann Aa > 0 und (1 —-A)B > 0, was
Aa+ (1 —A)B > 0 impliziert. Insbesondere Ax + (1 — A)B # 0, weshalb kein A € K mit
den gesuchten Eigenschaften existiert.
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m & < 0,8 > 0: In diesem Fall setzen wir A := %, woraus sich sofort Aa + (1 —A) =0
und 0 < A < 1 ergibt.

Somit existiert ein A € K mit den gewiinschten Eigenschaften genau dann, wenn a und B
verschiedenes Vorzeichen haben. O

ﬁ:

0 1

Im obigen Beweis haben wir im Fall K C R die Anschauung, dass die Abbildung

{AeK|0<A<1} — K
x = ax+p(1—x)

eine Nullstelle haben soll, was offensichtlich genau fiir 8 < 0 der Fall ist.

Satz 2.10 Sei K ein angeordneter Korper. Dann erfiillt die affine Koordinatenebene (K%, Gk, ) die
Axiome (I + A).?

Beweis. Zum Nachweis von (A7) seien A, B,C € K> mit Ax BxC, d.h. A # C und es existiert
einA € K,0 <A <1mitB=AA+ (1—A)C.Somit liegt B auf der Geraden

AVC=gcac={C+AA-C) | AeK} ={) A+ (1—-A)C | A €K},

d.h. A, B, C sind kollinear. Setzen wir A’ =1—A,s0ist B=AC+ (1—-N)A. Aus0 < A < 1
folgt aus den Eigenschaften angeordneter Koérper —1 < —A < O und deshalb 0 < 1—-A < 1.
Insbesondere gilt C x B x A. Es verbleibt zu zeigen, dass A, B, C paarweise verschieden sind.
Nehmen wir an, eswidre A = B.Dann gidlte A =B =AA+ (1—A)C,also (1-A)A = (1—-A)C.
Aus A # 1 wiirde A = C folgen im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Der Fall A = 1
fihrt aufgrund von A < 1 ebenfalls zum Widerspruch. Es ergibt sich A # B, analog zeigt man
B #C.

Zum Beweis von (A;) seien A,B € K%, A # B. Unter Verwendung der Tatsache, dass der
Korper K Charakteristik 0 hat, definieren wir

1 1
P:=B+2(A—B)=2A—-B, Q:= EA—l—EB,R::A—i—Z(B—A):—A—i—ZBGA\/B.

Offenbarist P # Q, Q # R. Fur A = % erhalten wir:

1 2 2 1 1 1
-P+-Q=-A—-B+-A+_-B=A.
3 3 Q 3 3 3 3

20bwohl wir die affine Koordinatenebene iiber K nur als das Tupel (Kz, Gg) definiert haben, nennen wir fiir
Korper K wie oben auch das Tripel (Kz, Gy, *) die affine Koordinatenebene iiber K. Ahnliches gilt fiir spater, wenn
fiir geeignete Korper K das Hinzufiigen weiterer Strukturen moglich ist.

AP+ (1—-A)Q =
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und deshalb P x A x Q. Analog ergibt sich fiir A = 2:

2 1. 1, 1. 1, 2
AQ+(1-MR=3Q+ R=3A+ B A+ B=B

und deshalb Q x B x R.

Nun wollen wir (A3) zeigen und betrachten dafiir drei paarweise verschiedene, kollineare
Punkte A,B,C € K2. Insbesondere ist B € AV C = gc,a—c, d.h. es gibt ein A € K mit
B=C+AA—-C) =AA+(1—A)C. Wegen B # A,C ist offenbar A # 0,1. Es verbleiben
genau drei Falle:

m 0 < A < 1: Das Eintreten dieses Falles ist dquivalent zur Giiltigkeit von A x Bx C

» A > 1: Wie man sich leicht iiberlegt, ist dies dquivalent zur Giiltigkeit von 0 < 1 < 1.
Setzen wir A’ := 1, so erhalten wir aus der obigen Gleichung fiir B durch Division mit
A die Gleichung A'B = A + (A’ — 1)C oder dquivalent dazu A = A'B + (1 — A)C, also

BxAxC.

» A < 0: Eine kurze Rechnung zeigt, dass dies dquivalent zur Giiltigkeit von 0 < 135 < 1

ist. Definieren wir A" := ﬁ, dann erhalten wir aus der obigen Gleichung fiir B durch
Division mit 1 — A die Gleichung A”B = (A" —1)A + C, was dquivalent zu C = A”B +
(1 —A")A und damit zur Giiltigkeit von A x C x B ist.

Es folgt, dass es unter den drei Punkten A, B,C genau einen gibt, der zwischen den beiden
anderen liegt.

Es verbleibt der Nachweis von (Ay). Seien also ¢ = ¢p, eine Gerade mit Aufpunkt P € K? und
Richtungsvektor v € K2\ {0} und A, B, C drei Punkte in K> \ g.

» Liegen A und B auf derselben Seite von g, so haben nach der Proposition (A — P | o)
und (B — P | o) dasselbe Vorzeichen. Liegen nun auch B und C auf derselben Seite von
g, so sind auch die Vorzeichen von (B — P | v') und (C — P | v*) identisch. Es folgt
trivialerweise, dass die Vorzeichen von (A — P | v*) und (C — P | v') {ibereinstimmen,
so dass wieder nach der Proposition A und C auf derselben Seite von g liegen.

» Liegen A und B auf verschiedenen Seiten von g, so haben nach der Proposition (A — P |
v') und (B — P | v') verschiedene Vorzeichen. Liegen nun auch B und C auf verschie-
denen Seiten von g, so sind auch die Vorzeichen von (B — P | v*) und (C — P | v') ver-
schieden. Es folgt trivialerweise, dass die Vorzeichen von (A — P | o) und (C — P | o)
tibereinstimmen, so dass wieder nach der Proposition A und C auf derselben Seite von g
liegen.

In Verbindung mit 1.6 haben wir damit gezeigt, dass fiir einen angeordneten Korper K die
affine Koordinatenebene A, (K) zusammen mit der oben eingefiihrten Anordnung die Axiome
(I+ A) erfiillt. O

Wir verlassen an der Stelle das Beispiel affiner Koordinatenebenen wieder und wollen im ab-
strakten Kontext nun noch einige Konsequenzen aus den Anordnungsaxiomen beweisen.
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Proposition 2.11 Sei (P, G, ) ein Tripel mit (I + A), und seien A, B, C, D vier Punkte in P. Genau
dann gelten A x Bx C und A x C % D, wenn auch Bx C x D und A% B % D gelten.

Beweis. Wir zeigen nur die Hinrichtung, die Riickrichtung geht analog. Es gelten also A x Bx C
und A * C x D. Nach (A7) sind dann die Punkte A, B,C und A, C, D jeweils kollinear, so dass
dies auch auf die vier Punkte A, B, C, D zutrifft. Aulerdem sind wieder nach (A;) die Punkte
A,B,C und A,C, D jeweils paarweise verschieden. Da aus B = D sofort A xBxC und A %
C B folgte, was nach (A3) nicht sein kann, sind die vier Punkte A, B,C, D auch paarweise
verschieden.

Nach Voraussetzung ist P eine Inzidenzebene, so dass es nach Proposition 1.9 einen Punkt
P € P gibt, der nicht auf der Geraden g := A V C liegt. Setzen wir nun h := P V C, so ist

gAh=(AVC)A(PVC)=C

der eindeutig bestimmte Geradenschnittpunkt. Wegen A x C x D liegen A und D auf verschie-
denen Seiten von h.

Abbildung I1.9: Auf welcher Seite von h liegt B?

Andererseits liegen A und B auf derselben Seite von £,

denn: Nehmen wir das Gegenteil an, so gibt es ein Q € h mit A x Q x B. Nach (A;) liegt Q aber
auch auf der Geraden AV B = AV C = g, so dass Q = C gelten muss. Es folgt A « C x B, was
nach (A3) ein Widerspruch zu unserer Annahme A x B % C ist. #

Mit Proposition 2.2 folgt, dass B und D auf verschiedenen Seiten von h liegen. Es muss also
einen Punkt Q € i gebenmit BxQxD.Dadann Q € BV D = AV C = g folgt, gilt wie gerade
eben Q = C und somit Bx C x D.

Esbleibt A x B D zu zeigen. Sei dafiir P wieder ein Punkt auflerhalb von ¢, und sei i’ := BV P.
Dann liegen mit A x B x C die Punkte A und C auf verschiedenen Seiten von h’. Andererseits
liegen C und D auf derselben Seite von #’,

denn: Lagen sie auf verschiedenen Seiten, géibe es ein Q € i’/ mit C x Q x D. Dieses Q lige dann
insbesondere auf ¢ = CV D, wire also gleich dem eindeutig bestimmten Schnittpunkt B von
¢ und /. Die Folgerung C x B x D steht nach (A3) im Widerspruch zum bereits bewiesenen
BxCxD. #



§2. Die Anordnungsaxiome 30

Abbildung 11.10: A und D liegen auf verschiedenen Seiten von h'.

Mit Proposition 2.2 folgt, dass A und D auf verschiedenen Seiten von /’ liegen, dass es also ein
Q € I gibt mit A« Q + D. Wieder muss Q dann schon auf § = A Vv D liegen und also gleich
B = g A I sein. Es folgt das behauptete A x Bx D. ]

Ubung Sei (P, G, x) ein Tripel mit (I + A), und seien A, B, C, D vier Punkte in P. Aus Ax BxC
und B+ C x D folgen dann A+ Bx D und AxC* D.

Ubung Ist (P, G, x) ein Tripel mit (I + A), dann hat P unendlich viele Elemente.

Definition 2.12 Sei (P, G, x) ein Tripel mit (I + A), und seien A, B zwei verschiedene Punkte in P.
Dann heifst die Menge

AB:={PecP|AxPxB}U{A,B}

die Strecke AB mit den Endpunkten A und B.

A—— B

Die Menge
AB:={PcP|AxPxBoder AxBxP}U{A, B}

heifst der Strahl AB mit dem Ausgangspunkt A.

Zwei Strahlen AB und AC heiflen entgegengesetzt, falls A zwischen B und C liegt. Wird im Folgenden

eine der Notationen AB oder zﬁ verwendet, ohne dass wir ausdriicklich A # B voraussetzen, so ist
dies an dieser Stelle als implizit angenommen zu verstehen.
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Ubung Sei (P, G, *) ein Tripel mit (I + A). Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Seien A # B € P Punkte und AB die sie verbindende Strecke. Dann gibt es in AB keine
Punkte C, D mit C x A % D. Die Endpunkte von AB sind also bis auf ihre Reihenfolge eindeutig
bestimmt.

(b) Seien A # B € P Punkte und 1‘TB> der Strahl von A durch B. Dann gibt es in zﬁ keinen
Punkt C mit C x A x B. Der Ausgangspunkt eines Strahls ist also eindeutig bestimmt. Ist C ein

beliebiger, von A verschiedener Punkt auf zﬁ, dann ist R = z@
(c) Der Begriff entgegengesetzter Strahlen ist wohldefiniert.

(d) Seien A # B € P Punkte und zﬁ der Strahl von A durch B. Dann gibt es ein C € P, so dass

die Strahlen AB und AC entgegengesetzt sind, und der Strahl AC ist mit dieser Eigenschaft
eindeutig. Zu jedem Strahl gibt es also genau einen entgegengesetzten Strahl (mit demselben
Ausgangspunkt).

Proposition 2.13 Sei (P, G, %) ein Tripel mit (I + A), und seien A, B zwei verschiedene Punkte in P.
Dann gelten

(a) AB =BA,

(b) AB N BA — AB.

Beweis. Aussage (a) folgt unmittelbar aus (A1).

Im Beweis von Aussage (b) folgt die Inklusion O unmittelbar aus den Definitionen von ,Stre-
cke” und ,Strahl”. Sei fiir die andere Inklusion P ein beliebiger Punkt aus ﬁ N ﬁ Fiir
P € {A,B} ist nichts zu zeigen, so dass wir annehmen konnen, P sei weder A noch B. Mit
P e zﬁ gilt

AxPxB oder AxBxP,

so dass die drei Punkte A, B, P kollinear und paarweise verschieden sind. Mit P € I;‘\> gilt aber

auch
BxPxA oder BxAx%P.

Falls A x P x B nicht gilt, kann nach (A;) auch B x P x A nicht gelten. Es folgt, dass dann sowohl
A% Bx P als auch B x A x P gelten miissten, was ein Widerspruch zu (A3) ware und deshalb
nicht sein kann. Es folgt also A x P x B, also P € AB, was zu zeigen war. O

Proposition 2.14 Seien (P, G, *) ein Tripel mit (I + A), A,B,C € Pmit Bx AxCund g = AV B.

Dann gilt
g:zﬁuﬁ und ﬁﬂR:{A}.

Beweis. Wir wollen zunédchst die Behauptung ¢ = 1@ U R zeigen. Sei daftir P € g\ 1@ .Nach

Definition von ,Strahl” und (A3) gilt dann P x A % B. Fiir P = C ist P definitionsgemaf in AC.
Sei also von nun an ohne Einschrankung P # C. Dann sind A, P, C drei kollineare, paarweise
verschiedene Punkte, von denen nach (A3) genau einer zwischen den anderen beiden liegen
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muss. Zum Beweis der Behauptung miissen wir zeigen, dass nicht C x A x P gelten kann, da

die anderen beiden Fille sofort P € AC implizieren. Nehmen wir also an, es gelte C x A x P.
Wieder nach (Aj3) gibt es drei Moglichkeiten fiir die Lage der drei paarweise verschiedenen
kollinearen Punkte B, C, P zueinander.

» Gilt Bx C« P, so folgt mit der Voraussetzung B x A x C und Proposition 2.11 insbesondere
A % C x P, was im Widerspruch zur Annahme C x A x P steht.

» Gilt C x P x B, so folgt mit der Annahme C x A x P und Proposition 2.11 sofort A x P x B,
was ein Widerspruch zum bereits gezeigten P x A x B ist.

» Gilt schliefllich P x B x C, so folgt mit dem bereits gezeigten P x A x B und Proposition
2.11 sofort A x B x C, was ein Widerspruch zur Voraussetzung B x A x C ist.

Da also der Fall C x A x P nicht eintreten kann, folgt die erste Behauptung.

Zum Beweis der Behauptung AB N AC = {A} betrachten wir einen Punkt P € AB 0 AC.
Dieser erfiillt die Bedingung

(AxPxBoder AxBxPoder P e {A B}) und (AxPxCoder AxC P oder P € {A,C}).

Letztere zerfillt in neun Fille, die man zum Beweis der Behauptung einzeln abarbeitet. Dies
verlduft ganz so wie der Beweis der ersten Behauptung (Ubung). O

Satz 2.15 (Satz von Pasch) Seien (P, G, x) ein Tripel mit (I + A), A, B,C € P drei Punkte in allge-
meiner Lage und g € G mit ¢ " AB = {P} fiir ein P € P mit A P B. Dann schneidet g eine der
Strecken AC und BC. Falls C nicht auf g liegt, schneidet g genau eine der beiden Strecken.
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& 2, Von den Ebenen. 21

halten. Bei der Untersuchung dieses Falles kann man eine Be-
obachtung benutzen, welche anch zur Beantworiung anderer, aunf
die Begegnung von Linien beziig-

i licher Fragen erforderlich ist. I
I'. /\ giner ebenen  liche seien dre
'.It;f-/ \ Punkte 4, B, O zu einem Dreieck
A & ensammengefiict, 4. h. durch die

Fig. B

geraden Strecken AB, AC, BC
paarweise verbunden, In dersel-
ben Fliche sei die gerade Strecke
DE gelegen und ezwar so, dass
gie einen innerhalb der Strecke
A B gelegenen Ponkt F enthilt.
Die Strecke DF hat dann allemal

entweder mit der Btrecke AC oder
mit der Btrecke B einen Punkt gemein, oder sie kann bis zu
ginem solchen Punkte verlingert werden,

IV. Grundsatz. — Bind in einer chenen Iliche drer Punkte
A, B, € durch die geraden Strecken A 85, AC, BC paarweise ver-
bunden, und ist in derselben ebenen Fliche die gerade Strecke D E
durch einen innerbalb der Btrecke A B gelegenen Punkt gezogen,
so geht die Btrecke D FE oder eine Verlingerung derselben entweder
durch einen Punkt der Strecke AC oder durch emen Punkb der
Btrecke HC.

Oder: Liegen die Punkte 4, B, ¢, D in einer ecbenen Fliche,
Fin der Geraden 4B zwischen 4 und B, so geht die Gerade D F
entweder durch einen Punkt der Strecke A€ oder durch einen
Punkt der Strecke B

1. Lehrsatz. — Liegen die Pankte 4, B, €, D) in einer ebenen
Fliche P, zugleich die Punkte 4, B, € in einer ebhenen Flache P'
aber nicht in einer geraden Linie, so existivt eine ebene Fliche,
welche alle Punkte von P enthilt und anch den Punkt D).

Beweis, — Liegt D) in einer der Geraden AR, AU, BC, so
existirt eine solche Fliche nach dem zweiten Gruondsatz. Liegt D
in keiner der Geraden AB, AC, BC, so werde in der Geraden A B
zwischen 4 und B ein Punkt F angenommen; es mag dann (1V)
die Gerade DF etwa durch einem Punkt G der Strecke 4 C gehen;
I und & sind von einander verschieden, D in der Geraden F'(r.
Es existirt jetzt eine ebene Fliche ¢, welche- alle Punkte von P’
enthiilt wnd aoch 'y weiter eine ebene Fliche ¢, welche alle
Punkte von ¢ enthilt und anch f; schliesslich eine ebene Fliche
welche alle Punkte von ¢ enthiilll und auwch 1)

Abbildung I.11: Auszug aus der Arbeit von Pasch aus dem Jahr 1882. Pasch nennt sei-
nen Satz hier einen ,Grundsatz”, also ein Axiom. In der Tat kann man das Anordnungs-
axiom (A4) durch den Satz von Pasch ersetzen und bekommt dieselbe Theorie. Quelle:
http://quod.lib.umich.edu/u/umhistmath/ABV7607.0001.001?view=toc
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C

A P B

Abbildung II.12: Schneidet eine Gerade eine Dreiecksseite auflerhalb ihrer Endpunkte, so
schneidet sie das Dreieck noch einmal.

Beweis. Da fiir C € g nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung C ¢ ¢ annehmen.
Auflerdem liegen wegen A x P x B die Punkte A, B auf verschiedenen Seiten von g, so dass der
Punkt C nach Proposition 2.2 entweder auf derselben Seite wie A oder auf derselben Seite wie
B liegt. Da sich diese beiden Situationen durch eine Umbenennung von A in B und umgekehrt
ineinander tiberfiihren lassen, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, C liege auf dersel-
ben Seite von g wie A. Nach Proposition 2.2 liegen dann die Punkte B und C auf verschiedenen
Seiten von g, so dass es also einen Punkt Q € g gibt mit B x Q x C. Dieser Punkt Q liegt nach
Konstruktion im Durchschnitt ¢ N BC, der somit nicht leer sein kann. O]

¢3 Die Kongruenzaxiome fiir Strecken

Wir haben im letzten Abschnitt den Begriff der Strecke eingefiihrt, haben bislang aber noch
keine Moglichkeit, deren Lange zu vergleichen. Wir fiihren daher den Begriff der Kongruenz
von Strecken als Relation = auf der Menge S aller Strecken in (P, G, %) ein.

Definition 3.1 Wir sagen, das 4-Tupel (P, G, *, =2) etfiillt die Kongruenzaxiome fiir Strecken, wenn
gilt

(Ky) = ist auf S eine Aquivalenzrelation.

— _ -
(K2) Sind A # B € Pund A’ # C' € P, so gibt es genau ein B' € A’C' mit AB = A'B'.

B. A'\B C'
A e 7 .
Abbildung I1.13: Man sagt: Eine beliebige Strecke ldsst sich auf einen beliebigen Strahl abtra-

gen. In der Schulgeometrie nimmt man hierfiir mit dem Zirkel die Lange der Strecke ab und
schneidet den Strahl mit dem Kreis mit diesem Radius um dessen Ausgangspunkt.

(K3) Sind A,B,C,A’,B',C' € Pmit AxBxC, A’ xB'xC' und AB = A’B/, BC = B/'C/, so gilt
auch AC = A'C'.
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A
a__B— NC.

Wieder fiihren wir eine abkiirzende Notation ein: Erfiillt das 4-Tupel (P, G,*,=2) die Inzidenz-, die
Anordnungs- und die Kongruenzaxiome fiir Strecken, so schreiben wir kurz (P, G, *, =) erfiillt (I +
A+ K)”.

Proposition 3.2 Seien (P, G, *, =) ein 4-Tupel mit (I+ A+ K), A, B, C € P drei Punkte mit A * B

Cund A’',B',C" € P drei Punkte mit C' € A'B’, so dass AB = A’B’ und AC = A'C’ gelten. Dann
folgt A" % B’ x C" und BC = B'C'.

Beweis. Wir wissen, dass es einen eindeutig bestimmten Strahl mit Ausgangspunkt B’ gibt, der

o
dem Strahl B'A’ entgegengesetzt ist. Sei P der nach (K) existierende eindeutige Punkt auf
diesem Strahl mit BC = B’P. Daraus und aus AB = A’B’ folgern wir mit (K3), dass auch
AC = A'P gilt.

A B C

d

A B' P

Nun liegen aber sowohl P als auch C’" auf dem Strahl ﬁ , denn fiir C’ ist das vorausgesetzt,
und nach Konstruktion von P gilt A’ x B’ x P. Da nach Voraussetzung AC = A’C’ gilt, folgt mit
(K1) unmittelbar A’P = A’C’ und mit der Eindeutigkeitsaussage in (K;) schon P = C'. Das
impliziert A’ x B’ x C' und BC = B'C/, also die Behauptung. O

Definition 3.3 Sei (P, G, x, =) ein 4-Tupel mit (I + A + K) und seien A,B,C,D & P vier Punkte
mit A # B und C # D. Falls es einen Punkt P € P gibt mit C x Px D und AB = CP, dann sagen
wir, die Strecke AB sei kleiner als die Strecke CD (bzw. CD gréfler als AB) und schreiben AB < CD.

Ubung Sei (P, G, *, %) ein 4-Tupel mit (I + A + K). Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Seien A,B,C,D,A’,B',C',D' Punkte in P mit A # B, C # D, A’ # B/, C" # D' und
AB= A'B',CD = C'D’. Dann gilt

AB<CD <+= A'B'<(C'D.
(b) Sind A,B,C,D, E,F Punktein P mit A # B, C # D, E # F, dann gilt
AB<CD wund CD<EF = AB<EFE.

(c) Fiir beliebige vier Punkte A,B,C, D in P mit A # B und C # D gilt genau eine der folgenden
Aussagen

AB < CD, AB=~=CD, AB > CD.
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Wir wollen nun fiir geeignete Teilkorper von R (mit der von R eingeschrédnkten Anordnung)
die affine Koordinatenebene (K2, Gk, x) mit einem geeigneten Kongruenzbegriff versehen, um
so ein Beispiel fiir ein 4-Tupel, das (I + A + K) erfiillt, zu schaffen. Natiirlich haben wir in
dieser speziellen Situation bereits eine naive Vorstellung davon, wann zwei Strecken kongruent
sein sollen: wenn sie namlich die gleiche Lange, also als Elemente von K? die gleiche Norm,
haben. Wir wihlen fiir die Norm den im Fall K = R bereits aus der Linearen Algebra bekannten
Euklidischen Abstand

4(A,B) = [[B— Al =\/(B=A|B—4) = \/(m —b) + (2~ b2 €R

zweier Punkte A = (aq,a2), B = (b1, by) in K?. Dieser hat fiir angeordnete Kérper Q@ C K C R
bekanntermafien folgende Eigenschaften.

= Positive Definitheit: d(A, B) > 0 fiir alle A, B € K> und d(A, B) = 0 nur fiir A = B,

= Symmetrie: d(A, B) = d(B, A) fiir alle A, B € K?,

s Dreiecksungleichung: d(A, B) +d(B,C) > d(A,C) fiir alle A, B,C € K>.
Passend zu unserer naiven Vorstellung definieren wir, dass zwei Strecken in (Kz, Gk, *) genau

dann kongruent sind, wenn sie dieselbe Linge haben, wenn also ihre jeweiligen Endpunkte
denselben euklidischen Abstand haben. Wir halten das in der folgenden Definition fest.

Definition 3.4 Sei K ein Teilkorper von R, und seien A, B,C,D € K? mit A # B und C # D. Dann
setzen wir
AB~CD :« d(A B)=d(C D).

Die Axiome (K7) und (K3) kénnen wir in dieser Situation leicht verifizieren.

Proposition 3.5 Sei K ein Teilkorper von R. Dann erfiillt die affine Koordinatenebene (K2, G, *, %)
die Axiome (Ky) und (K3).

Beweis. Dass Kongruenz eine Aquivalenzrelation ist, also (K;) gilt, ist mit der angegebenen
Definition trivial. Zum Beweis von (K3) ist es offensichtlich hinreichend, die Additivitit des
Euklidischen Abstands fiir kollineare Punkte zu zeigen, dass also fiir beliebige drei Punkte
A,B,C € K2 mit A xBxC die Gleichung

d(A,B) +d(B,C) = d(A,C)

gilt. Aufgrund von A * B * C existiertein A € Kmit0 < A < 1,sodass B=AA+ (1 —A)Cist.
Es egibt sich

d(A,B) = [[B—All =|[(A -=1)A+ (1 -A)C[[ = (1= A)[|C— Al

sowie
d(B,C) = ||C — B|| = |[[A\C — AA|| = A[|C — Al
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Die Behauptung folgt. ]

Die Voraussetzungen, die wir bisher an den Koérper K gestellt haben, sind jedoch nicht stark
genug, um auch das Axiom (K3) zu erhalten. In der Tat ist etwa im Fall K = Q das Axiom (K3)
verletzt: Die Strecke von (0,0) nach (1,1) ldsst sich nicht auf den Strahl aus (0,0) durch (1,0)
abtragen, weil v/2 nicht in Q liegt.

(0,1)1 {1.1)

(1,0) |

° Py

(0,0 M (1,0) = (V2,0)

Abbildung I1.14: In A, (Q) ist (K») verletzt.

Was genau geht schief, und durch welche zusitzlichen Voraussetzungen an den Korper K
konnen wir erreichen, dass (Kz) gilt? Dazu betrachten wir eine Strecke AB mit Linge d =
d(A,B) > 0. Sei weiter A’ = (a},a}) ein Punkt in K?, von dem ein Strahl durch einen von A’

verschiedenen Punkt C’' = (¢}, c}) ausgeht. Dann ldsst sich jeder Punkt P, # A’ auf diesem
Strahl schreiben als

Py=A"4+A-(C"=A")=((1-A)a} +Ac}, (1 — A)ay + Ach)  miteinem A > 0;

hierfiir nutzen wir nur die bekannte Struktur der Geraden g4/ c'_ 4 und die Definition von
,Strahl” aus. Fiir ein solches P, gilt dann

A4, Py) =\ (a — (1= N)as +Ac)) + (a5 — (1 A)ay + 45))* = A-d(A',C).

Wihlen wir A = d(A,B) -d(A’,C')~!, so kénnen wir P, als den gesuchten Punkt B’ wihlen.
Das funktioniert allerdings nur, wenn dieser Wert von A bereits in K liegt. Eine hinreichende
Bedingung hierfiir ist offensichtlich, dass alle Normwerte von Punkten in A;(K) wieder in K
liegen, oder dquivalent, dass fiir alle 4, b € K die Zahl a% + b? in K eine Quadratwurzel hat.

Definition 3.6 Ein Korper K heifit ein pythagordiischer Korper, wenn fiir alle a,b € K das Element
a? + b? in K eine Quadratwurzel in K hat

Offensichtliche Beispiele fiir pythagordische Korper sind R und C, wobei letzterer nicht an-
geordnet ist und fiir uns somit nicht infrage kommt. Ein weiteres Beispiel ist der algebraische
Abschluss Q von Q in C, genauso wie sein maximaler reeller Teilkdrper @ N R. Letzterer ist

ein zweites Beispiel fiir einen angeordneten pythagordischen Korper. Wir werden spéter noch
einmal kurz auf ihn zu sprechen kommen.

Unsere Uberlegungen fassen wir wie folgt zusammen.
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Satz 3.7 Sei K ein pythagoriischer Teilkdrper von R. Dann erfiillt die affine Koordinatenebene
(K?, Gk, *,22) die Axiome (I + A + K).

¢4 Die Kongruenzaxiome fir Winkel

Natiirlich sind nicht nur die Langen vorhandener Strecken fiir die Geometrie von Interesse
sondern auch die Winkel, unter denen sich Geraden schneiden.

Definition 4.1 Sei (P, G, %) ein Tripel mit (I + A), und seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner

Lage. Dann heift
/BAC := ABU AC

der Winkel ZBAC, A sein Scheitel und zﬁ, zﬁ seine Schenkel.

(e)

A C

Abbildung II.15: Man bemerke, dass die obige Definition den Nullwinkel (b) und den geraden
Winkel (c) ausschlief3t.

Unmittelbar aus dieser Definition folgt
Ubung Sei (P, G, %) ein Tripel mit (I + A), und seien A,B,C € Pund A’,B',C’ € P je drei Punkte
in allgemeiner Lage. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.
(i) ZBAC = /B'A'C,
(ii)) A= A’ und entweder (B’ € AB und C' € zﬁ) oder (B’ € AC und C’ € z@)

Insbesondere hat jeder Winkel einen eindeutig bestimmten Scheitel. Wir wollen nun den Be-
griff der Kongruenz von Winkeln als Relation ~ auf der Menge W aller Winkel in (P, G, , =)
einfiihren.

Definition 4.2 Wir sagen, ein 5-Tupel (P, G, *, =, ~) mit (I + A + K) erfiillt die Kongruenzaxiome
fiir Winkel, wenn gilt

(Ky) = ist auf W eine Aquivalenzrelation,

(Ks) Sind A,B,C € P in allgemeiner Lage und A" # B’ € P, dann gibt es fiir jede Seite von A’V B’

genau einen Strahl A’C', der in dieser Seite verliuft (d. h. A'C’ C Seite U {A’}) und fiir den
/B'A'C' ~ /BAC gilt.
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Abbildung I1.16: Man sagt: Ein beliebiger Winkel ldsst sich auf einen beliebigen Strahl abtragen.

(Kg) Sind A,B,C € Pund A’,B’,C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage mit
AB~ A'B, AC=A'C’ und /BAC~ /B'A'C,

so gilt
BC~B'C', /ABC~/A'B'C’ und /ACB~/A'C'B.

In diesem Fall nennen wir das 5-Tupel H := (P, G, *, =, ~) auch eine Hilbertebene. Wir werden,
wenn wir im Folgenden eine Hilbertebene H einfiihren und nichts anderes sagen, stets diese Notation
annehmen.

Bemerkung 4.3 Fordert man fiir das Tupel (P, G, , =, ~) nicht die Giiltigkeit von Axiomen, so nennt
man es eine ebene Geometrie.

Da wir nun einen Begriff dafiir haben, wann zwei Winkel ,gleich grof$” sind (wenn sie ndmlich
kongruent sind), sollten wir also auch eine Methode entwickeln kénnen, um zu sagen, wann
ein Winkel ,grofser” als ein anderer ist. Das funktioniert tiber Addition von Winkeln.

Definition 4.4 Sei H eine Hilbertebene, und seien A,B,C, D € P, so dass A, B, C in allgemeiner Lage

sind. Wir sagen, D liege im Inneren von ZBAC (bzw. AD liege zwischen AB und A ), falls D auf
derselben Seite von A\ C wie B und auf derselben Seite von A\ B wie C liegt.

In diesem Fall sagen wir auch, der Winkel ZBAC sei die Summe der Winkel /BAD und /D AC und
schreiben
/ZBAC = Z/BAD + ZDAC.

Definition 4.5 Sei H eine Hilbertebene, und seien A, B, C und A’, B',C' je drei Punkte in P in allge-

meiner Lage. Falls es einen Strahl A'P zwischen A'B" und A'C’ gibt mit ZBAC ~ £ZPA’C’, so sagen
wir, der Winkel ZBAC sei kleiner als der Winkel ZB'A’C’ (bzw. Z/B'A’C’ grofSer als ZBAC) und
schreiben /BAC < ZB'A'C’.
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Ubung Sei H eine Hilbertebene. Dann gilt

(a) Sinda,o/,B,B € Wmita ~ o« und B ~ p/, so ist genau dann o < B, wenn o’ < p' gilt.
(b) Sind a, B, v € W, s0 folgt aus o < Bund B < vy, dass auch x < <y gilt.
(c) Fiir zwei Winkel a, B € W gilt genau eine der drei folgenden Aussagen

a< B, a=p a>p.

Wenn man genau hinschaut, stellt man fest, dass Axiom (Ks) eigentlich Aussagen tiber Kon-
gruenzen von Dreiecken macht. Wir wollen diesen Begriff nun einfiihren, um eine etwas an-
schaulichere Formulierung von (Ks) zu erhalten.

Definition 4.6 Sei (P, G, %) ein Tripel mit (I + A), und seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner
Lage. Dann heifit das Tupel
AABC := (A, B,C)

das Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C. Die Strecken AB, AC, BC heiflen die Seiten des Dreiecks
ANABC.

Ist auf (P, G, ) die Struktur einer Hilbertebene (P, G, x, =, ~) definiert, und sind A’, B',C" € P wei-
tere drei Punkte in allgemeiner Lage, so heifien die Dreiecke ANABC und AN A'B'C’ kongruent (schreibe:
AABC = ANA'B'C)), falls die folgenden Bedingungen gelten:

AB~ A'B, AC== A'C'’, BC=X=B(C
und

/BAC ~ /B'A'C'’, /ABC~ /A'B'C'’, ZACB~ /A'C'B.

Bemerkung 4.7 Rein formal sind also die Dreiecke AN ABC und ABAC nicht zwangsliufig kongruent;
durch Umbenennen konnen wir dieses Problem natiirlich sofort beheben.

Ubung Die Kongruenz von Dreiecken ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der dreielementigen
Teilmengen von P.

Mithilfe dieser Bezeichnung konnen wir nun Axiom (Ks) umformulieren zum SWS-Kriterium
(K}) Sind A,B,C € Pund A’,B',C" € P je drei Punkte in allgemeiner Lage mit
AB= A'B’, AC~A'C’ und /BAC~ /B'A'C,

so sind die Dreiecke ANABC und ANA'B'C' kongruent.

Wir wollen nun untersuchen, wann in einer ebenen Geometrie mit gewissen Zusatzvoraus-
setzungen das SWS-Kriterium gilt. Dazu fithren wir zundchst den Begriff der Bewegung ein.

Definition 4.8 Sei IT = (P, G, x, =, ~) eine ebene Geometrie. Eine Bewegung in I1 ist dann eine
bijektive Abbildung ¢ : P — P mit
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(i) Fiiralle g € G liegt ¢(g) wieder in G,
(ii) fiir beliebige drei Punkte A,B,C € P gilt A% B C <= ¢(A) = ¢(B) x ¢(C),
(iii) fiir beliebige zwei verschiedene Punkte A, B € P gilt AB = ¢(A)¢(B),
(iv) fiir beliebige drei Punkte A, B, C € P in allgemeiner Lage gilt ZABC ~ Zp(A)¢(B)¢(C).

Die Menge aller Bewegungen in I bezeichnen wir mit Bew (IT).

Wenn wir uns die Definition noch einmal anschauen, wird klar, dass wir vereinfachend sagen
konnen, dass Bewegungen gerade diejenigen bijektiven Abbildungen auf P sind, die die bis-
lang von uns eingefiihrte Geometrie im Sinne der Kongruenz unverdndert lassen. Wenn wir

~

zusitzlich noch fordern, dass = und ~~ transitiv sind, wird Bew(II) offensichtlich zu einer
Gruppe.

Definition 4.9 Sei [T = (P, G, *, =, ~) eine ebene Geometrie mit (I + A). Dann sagen wir, I'1 habe
geniigend viele Bewegungen (gvB), wenn folgende Bedingungen gelten.

(i) Fiir jede zwei Punkte A, B € P gibt es ein ¢ € Bew(I1) mit p(A) = B,
(i) fiir beliebige drei Punkte A,B,C € P mit A # B und A # C gibt es ein ¢ € Bew(I1) mit
¢(A) = Aund (p(zﬁ) = R,

(iii) fiir jede Gerade g € G gibt es ein ¢ € Bew(I1), so dass zum einen ¢p(A) = A gilt fiiralle A € g
und zum anderen fiir alle A € P \ g die beiden Punkte A und ¢(A) auf verschiedenen Seiten
von g liegen.

(i) (i) C (iii)

o #

B

Satz 4.10 Sei I1 = (P, G, *, =, ~) eine ebene Geometrie mit (I + A + K1 + Ko + K4 + Ks). Falls 1
geniigend viele Bewegungen hat, so gilt in IT das SWS-Kriterium (Kg).

Beweis. Seien also A, B,C € Pund A’, B',C’ € P je drei Punkte in allgemeiner Lage, und gelte

AB~ A'B’, AC=A'C’ und /BAC~ /B'A'C'. (IL.2)

Wegen (gvB) (i) gibt es ein ¢; € Bew(II) mit ¢1(A) = A’. Da andererseits ¢; bijektiv ist
und Anordnung und Kongruenz von Strecken und Winkeln erhilt, konnen wir also ohne Ein-
schrankung A = A’ annehmen.
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—
Mit (gvB) (ii) gibt es ein ¢, € Bew(IT) mit ¢2(A) = A und (pz(/l_é) = AB'. Mit demselben
Argument wie oben kénnen wir daher ohne Einschrinkung annehmen, dass neben A = A’
auch B = B’ gilt.

Schlielich gibt es mit (gvB) (iii) ein ¢3 € Bew(IT), das die Gerade A V B punktweise festldsst,
und fiir das C und ¢3(C) auf verschiedenen Seiten dieser Geraden liegen. Wir kénnen daher
ohne Einschriankung annehmen, dass nicht nur A = A’ und B = B’ gelten, sondern auch C
und C’ auf derselben Seite der Geraden AV B = A’V B’ liegen.

Unsere Voraussetzungen (I1.2) lauten nun

(i) £ZBAC ~ /BAC/,
(i) AC = AC/,
(iii) C und C’ liegen auf derselben Seite von A V B.

Mit (Ks) folgt aus (i) und (iii) sofort zﬁ = ﬁ , mit (K;) daraus und aus (ii) die Gleichheit
C = C'. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass es unter den gegebenen Voraussetzungen eine
Bewegung in Bew (I1) gibt, die das Dreieck AABC auf das Dreieck AA’B’C’ abbildet. Letztere
sind also kongruent, was zu zeigen war. O

Wir wollen als Beispiel wieder die affine Koordinatenebene A;(K) {iber einem pytha-
gordischen Teilkorper von R betrachten. Zusétzlich zu den bereits eingefiihrten x und =
miissen wir nun einen Kongruenzbegriff ~ fiir Winkel definieren.

Wir erinnern uns also an den aus der Linearen Algebra bekannten Zusammenhang des Ska-
larprodukts mit dem Kosinus. Seien v,w € K? \ {0} zwei Vektoren. Fiir diese definieren wir
£(v,w) als die eindeutig bestimmte reelle Zahl im Intervall [0, 7r] mit

_ _lw
€05 L) = Tl Tl

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist dies wohldefiniert. Einem Winkel ZABC lasst
sich so seine Winkelgrofie (auch Bogenmaf$ genannt)

£ABC := £(A—B,C—B)

zuteilen. Wir definieren jetzt, dass zwei Winkel in der affinen Koordinatenebene (K?,Gg, *, %)
genau dann kongruent sind, wenn sie die gleiche Winkelgrsfle haben.
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Definition 4.11 Sei K ein pythagoriischer Teilkirper von R. Es seien A, B, C sowie A’, B',C' jeweils
drei Punkte in K? in allgemeiner Lage. Wir setzen

/ABC ~ /A'B'C’ = L(A—B,C—B) =4£(A' —B,C' —B).

Wir wollen nun die Kongruenzaxiome fiir Winkel tiberpriifen.
Ubung ~ ist eine Aquivalenzrelation, es gilt also (Ky).
Bevor wir (Ks) zeigen, wollen wir zunichst die Bewegungen von K? untersuchen.

Ubung Bew ((K?, Gy, *, =2, ~)) enthiilt die (fiir K = R aus der Linearen Algebra bekannten) Be-
wegungen ¢ : K> — K2 mit

p(P)=M-P+ A firalle P € K>
fiir ein M € Oy(K) = O2(R) N K?*2 und ein A € K.
Eine solche Bewegung heif3t dabei eigentlich, wenn M bereits in SO (K) liegt, und uneigentlich

sonst. Aus der Linearen Algebra ist bekannt:

» Jedes M € SO,(R) ldsst sich eindeutig schreiben als die Drehung

cosa —sina
M — Dtx — .
sinx  CoOS&

um einen Winkel & € [0,277) mit Zentrum 0 € R2. Insbesondere gilt dann

% fur a € [0, 7],
2r—wa  furwa € (7,2m).

£L(A,Dy - A) :{

m Jedes M € Oz(R) \ SO, (R) ldsst sich eindeutig schreiben als die Spiegelung

cosx  sinw
M = Stx — .
sine  — cosa

an der Geraden R - (Ziﬁé) fiir ein & € [0,277).
2

Ubung Sei K ein pythagoriischer Teilkorper von R, und seien A,B,C € K? in allgemeiner Lage.
Man zeige, dass cos £ ABC und sin £ ABC in K liegen. Insbesondere ist D 4 gpc € Op(K).

Zum Nachweis von (Ks) betrachten wir nun drei Punkte A, B, C € K? in allgemeiner Lage und
zwei verschiedene Punkte A’, B’ € K2. Fiir ein « € (0, 77) U (77,27) mit D, € O,(K) setzen wir

P.:=A +D,- (B —A.

Dann sind die Punkte A’, B, P, in allgemeiner Lage, denn B’ — A’, P, — A’ = D, (B’ — A’) sind
linear unabhédngig. Nach dem obigen gilt auflerdem

% fur a € (0, ),

AB'A'P, = £(B'—A",P. - A'")=4K(B - A",D,- (B - A")) =
: ( ! ) ( o 2 {27T—zx fiir « € (71,27).
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insbesondere durchlduft ZA’B’ P} mit « alle Kongruenzklassen von Winkeln. Es folgt

/B'A'P. ~ /BAC <= 4B'A'P, = 4BAC
< wa € {{BAC,2t — £BAC}.

Fiir (K5) miissen wir also noch zeigen, dass die beiden Punkte
Ci = PféBAC :AI+DKBAc~ (B/—A/) und Cé = Pérr—éBAC = A/—f—Dzﬂ_iBAc- (B/—A/)
auf verschiedenen Seiten der Geraden A’ \V B’ liegen. Dies stimmt, da

1 1 1
iq + icé =A+ E(D&BAC + Dor_spac) - (B'—A") = A"+ cos «BAC - (B' — A")

ein Punkt zwischen C} und Cj ist, der auch auf A’ v B’ liegt.

Abbildung I1.17: Da der rote und der griine Winkel die gleiche Winkelgrofie haben, liegt der
konstruierte Punkt auf der Geraden A’ VV B'.

Abschlielend wollen wir zeigen, dass fiir die Relation ~ das SWS-Kriterium (Kj) gilt. Nach
Satz 4.10 gentigt es dafiir, den folgenden Satz zu zeigen.

Satz 4.12 Fiir einen pythagoriischen Teilkorper K von R hat die ebene Geometrie (Kz, Gk, x, =, ~)
gentigend viele Bewegungen.

Beweis. Fiir je zwei Punkte A, B K2 ist durch

K =K
1P = L-P+((B-A4)

eine Bewegung von K? gegeben, die A auf B abbildet. Das zeigt (gvB) (i).

Wir wollen nun (gvB) (ii) zeigen. Seien dafiir A, B, C € K? drei beliebige Punkte mit A # B und
A # C.Falls C auf A V B liegt, definieren wir eine Bewegung ¢ durch

{P falls C € AB,

(P—A)+A fallsCe (AVB)~ AB, dh.falls CxAxB.

Nach Konstruktion erfiillt diese ¢(A) = A und ¢(B) € AC (im zweiten Fall ist der Strahl AC
entgegengesetzt zu 1@, und aus ¢(B) = 2A — B folgt ¢(B) * A x B). Im Folgenden seien die
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drei Punkte A, B, C in allgemeiner Lage. Wir setzen a := £BAC € (0, 77) und definieren zwei
Bewegungen ¢; und ¢, durch

p1(P):=Dy-(P—A)+A und ¢p(P):=Day o -(P—A)+A fiiralle P € K>
Beide bilden nach Konstruktion A auf sich selbst ab. Weiter gilt
£BA¢@1(B) = £(B—A,p1(B) —A) = 4(B— A,Dy(B—A)) =a = £BAC

sowie
ABA@y(B) = £(B— A, Dyr_o(B—A)) =21 — (2r —a) = a = LBAC.

Wie im Beweis von (K5) gerade eben (vgl. Abbildung I1.17) liegen ¢1(B) und ¢(B) auf ver-
schiedenen Seiten der Geraden A V B. Nach (Ks) liegt daher genau eines der beiden auf dem

Strahl R was zu zeigen war.

Wir schlieflen den Beweis mit einem Beweis von (gvB) (iii) ab. Sei dafiir g = go, mit Q,v € K?
und v # 0 eine beliebige Gerade in Gg. Wir definieren eine Abbildung ¢ : K> — K? durch

1
P)y:=M-P+ A mitMIIIZ—LUL-tULundAzzmvi.
v ol ol

Es ist

1Lt 4 1t 1t
. ) ) ) -1
T’ 7 TeEe v =

d.h. M € O;(K), also ist ¢ eine Bewegung. Ein beliebiger Punkt P € K? lisst sich schreiben als
P = Q+ Av+ ot mit A, u € K. In dieser Sprache lasst sich ¢ wie folgt darstellen:

Qo)
[|o][?

((Q | oh)or + 0+ plfo|[? o) +2

M-M=M =1, —

P(Q+Av+pvt) = (b - + tL) (Q+/\v+yv ) +2 ot

2z
Toll?

1
= (Q+Av+pot) — Qo)

1
el

[[ol]? H2

_ (Q o) (Qloh)y 1
=Q+Av+ (u—2 ol 2u+2 ol ) v
= Q+Av— vt
Hieraus folgt sofort ¢(P) = P fiir alle P € g. Auflerdem gilt fiir ein beliebiges P = Q + Av +
& ¢ 8 & &
pot aus K>\ g

(p(P)—Qv") = (Ao —pot | 04) = —p|p|P = ... = =(P- Q[ v"),
so dass nach Proposition 2.9 die Punkte P und ¢(P) auf verschiedenen Seiten von g liegen. Es
folgt (gvB) (iii). O

Insgesamt haben wir folgendes gezeigt:

Satz 4.13 Sei K ein pythagoriischer Teilkorper von R. Dann ist die affine Koordinatenebene
(K?, Gy, *, =2, ~) eine Hilbertebene.
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5 Geometrie in Hilbertebenen

In Hilbertebenen ist recht viel von der aus der Schule bekannten Geometrie bereits moglich,
und es wird Zeit, dass wir nach all diesen Definitionen ein wenig innehalten und ein paar
Resultate zeigen. Sei in diesem Abschnitt stets I = (P, G, x, =, ~) eine Hilbertebene.

§5.1 Das vierte Euklidische Postulat

Wir beginnen damit, dass wir Winkel in Hilbertebenen noch etwas genauer studieren. Wir
werden Erganzungswinkel, Gegenwinkel und rechte Winkel definieren und Euklids viertes
Postulat zeigen, dass ndmlich je zwei rechte Winkel zueinander kongruent sind.

Definition 5.1 Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Seien weiter B',C’ € P mit B’
A% B und C'x A% C. Dann heiflen ZBAC" und £B' AC Erginzungswinkel zu ZBAC. Der Winkel
ZB'AC' heifit der Gegenwinkel von /BAC.

Abbildung II.18: Der urspriingliche Winkel, ein Erganzungswinkel und der Gegenwinkel.
Proposition 5.2 Seien AABC und ADEF Dreiecke und C', F' € P derart, dass ZABC' und /DEF’
Erginzungswinkel zu ZABC bzw. ZDEF sind. Dann gilt

/ABC ~ /DEF = /ABC'~ /DEF.

Beweis. Indem wir gegebenenfalls die Punkte D, F, F’ durch andere Punkte auf dem jeweils
gleichen von E ausgehenden Strahl ersetzen, konnen wir ohne Einschrankung

ED>~BA, EF~BC wund EF =BC

annehmen. Dies ist moglich nach (Kj).
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Nach dem SWS-Kriterium folgt dann aus ZABC ~ /DEF die Kongruenz der Dreiecke AABC
und ADEF, insbesondere also auch die Kongruenz der Winkel Z/BCA und ZEFD. Andererseits
gelten

C'«BxC, F'xExF, C'B=FE und BC=EF,

so dass nach (K3) auch C'C = F'F gilt.

A D
AC MF
C B F' E

Wir konnen also wieder das SWS-Kriterium anwenden und erhalten die Kongruenz d@reie-
cke AACC’ und ADFF'. Hieraus folgen sofort die Kongruenz der Strecken AC’ und DF’ und
die Kongruenz der Winkel ZAC'B und ZDF’E.

A D

BC'A <EFD
Z C / C

C B F' E

Ein letztes Mal konnen wir das SWS-Kriterium anwenden und erhalten die Kongruenz von
Dreiecken AABC' = ADEF’, was insbesondere die Proposition beweist. O

Proposition 5.3 Seien A,B,B’,C,C’ € P derart, dass /BAC und /B’ AC' Gegenwinkel sind. Dann
qilt ZBAC ~ /B’ AC'; Gegenwinkel sind also stets kongruent.

Beweis. Nach Voraussetzung sind ZBAC und ZBAC' Ergdnzungswinkel, genauso /B’ AC" und
ZBAC'. Wenn wir Proposition 5.2 auf die Situation Z/BAC' ~ /BAC' anwenden, folgt die
Behauptung. ]

Korollar 5.4 Seien A,B,B’,C,C’ € P derart, dass /BAC' und /B’ AC Ergiinzungswinkel zu ZBAC
sind. Dann gilt /B’ AC ~ /BAC'; die Ergiinzungswinkel zu einem festen Winkel sind also kongruent
zueinander.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Proposition, da Z/B’AC und ZBAC’ Gegenwinkel
sind. O]
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Abbildung I1.19: Schneiden sich zwei Geraden in einem Winkel, so ist dieser zu seinem Gegen-
winkel kongruent. Ebenfalls kongruent (zueinander) sind seine beiden Erganzungswinkel.

Definition 5.5 In einer Hilbertebene H heifit « € W genau dann ein rechter Winkel, wenn « zu
einem seiner Erginzungswinkel kongruent ist.

Nach dem gerade Gezeigten und wegen der Transitivitdt der Kongruenz ist dies offensichtlich
genau dann der Fall, wenn « kongruent zu allen seinen Erganzungswinkeln ist.

Proposition 5.6 Scien «, B € W zwei Winkel. Dann gilt: Ist « ein rechter Winkel, und sind x und p
kongruent, so ist auch B rechter Winkel. Insbesondere ist jeder Ergiinzungswinkel eines rechten Winkels
wieder ein rechter Winkel.

Beweis. Sei o' ein Ergdnzungswinkel zu a, und sei p’ ein Ergdnzungswinkel zu . Aus a ~
p folgt mit Proposition 5.2 und ggf. dem Korollar von Proposition 5.3, dass auch «’ und p’
zueinander kongruent sind. Da « ein rechter Winkel ist, folgt

B~a~a ~p

und somit die Behauptung. O

Satz 5.7 (Viertes Euklidisches Postulat) In einer Hilbertebene sind je zwei rechte Winkel zueinan-
der kongruent.

Beweis. Seien « = /BAC und o' = ZB’A’C’ zwei nicht kongruente rechteﬂi)nkel. Dann gilt
a < o’ oder &’ < w; ohne Einschridnkung ersteres. Es existiert also ein Strahl A’P zwischen A’B’
und A’C’' mit Z/PA'B’ ~ a.

Sei nun p’ = ZC'A'D’ ein Ergénzungswinkel zu a'.
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Ubung Dann liegt A'C’ zwischen A'D’ und A’P.

Daraus folgt sofort ' < ZPA'D’. Weiter ist ZPA’D’ Ergdnzungswinkel zu ZPA’B’ ~ «, so dass
nach dem Korollar von Proposition 5.3 jeder Ergéanzungswinkel p von & kongruent zu ZPA'D’
ist. Es folgt B’ < B. Andererseits folgt aus der Rechtwinkligkeit von « und «’

B~a<a ~f,
also B < B/, was nicht sein kann. O]

Proposition 5.6 und der Satz lassen sich zusammenfassen zu

Korollar 5.8 Sei H eine Hilbertebene. Dann bilden die rechten Winkel eine ,~"-Aquivalenzklasse in
W.

§5.2 Orthogonalitat und Parallelitat

Unsere naive Vorstellung sagt uns, dass wir mit dem Begriff des rechten Winkels ein Kriterium
tiir Parallelitdt angeben konnen sollten. Dies soll in diesem Abschnitt untersucht werden.

Definition 5.9 In einer Hilbertebene heiffen zwei Geraden g,h € G genau dann orthogonal, wenn
sie sich in genau einem Punkt schneiden (also g }f h) und einer der gebildeten Winkel ein rechter Winkel
ist. Sind g und h orthogonal aufeinander, so schreiben wir g_Lh.

Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts ist dies genau dann der Fall, wenn alle gebil-
deten Winkel rechte Winkel sind.

Satz 5.10 Seien g € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es eine Gerade durch A, die
orthogonal auf g ist.>

Beweis. Fall 1: A ¢ g.Nach (I) gibt es zwei Punkte B # C € g. Weiter gibt es nach (Ks) auf der
Seite von g, auf der A nicht liegt, genau einen Strahl BD mit /PBC ~ /ABC. Nach (Kz) gibt

es einen eindeutig bestimmten Punkt Q auf lﬁ)’ mit BQ = BA. Da A und Q nach Konstruktion
auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen, gibt es einen Punkt R € ¢ mit A x Rx Q.

\

kY
[
Y

\"“-‘P

3Der Satz macht nur eine Aussage tiber die Existenz, nicht jedoch tiber die Eindeutigkeit. Diese zeigen wir spater
noch.
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Unser Ziel ist nun zu zeigen, dass der Winkel ZARC kongruent zu seinem Ergdnzungswinkel
ZQRC ist. Nach Definition ist er dann ein rechter Winkel, und mit A V Q ist eine auf g ortho-
gonale Gerade gefunden. Im Fall R = B gilt einfach ZQRC = ZPBC ~ ZABC = ZARC. Sind
andererseits R und B verschieden, so erhalten wir mit dem SWS-Kriterium AABR = AQBR,

denn: Nach Konstruktion gelten BA = BQ und BR 2 BR. Es bleibt ZABR ~ ZQBR zu zeigen.
Im Fall B x R x C folgt dies direkt aus ZABR = ZABC = ZPBC = ZQBR.Im Fall RxBxC
gilt zu beachten, dass ZABC und ZABR bzw. ZQBC und ZQBR Ergidnzungswinkel sind. Aus
ZABC ~ ZQBC folgt somit nach Proposition 5.2, dass auch ZABR und ZQBR kongruent sind.
#

Die gesuchte Kongruenz ZARB ~ ZQRB folgt hieraus direkt.

Fall 2: A € g. Nach (I3) gibt es ein B € P \ g, und nach Fall 1 dann auch eine Gerade h durch
B, die orthogonal auf g steht. Sei P der Geradenschnittpunkt g A h.

Falls bereits P = A gilt, sind wir fertig. Ansonsten ist nach Konstruktion ZBPA ein rechter
Winkel. Andererseits gibt es nach (Ks) auf derselben Seite von g wie B einen Strahl 1@ mit
ZBPA ~ ZQAP. Da die rechten Winkel ein Kongruenzklasse bilden, ist also ZQAP ein rechter
Winkel und Q V A die gesuchte orthogonale Gerade. 0

Definition 5.11 Sei H eine Hilbertebene, und seien g,h € G. Eine Gerade t € G heifit eine Transver-
sale zu g und h, falls sie die Geraden g und h jeweils genau einmal schneidet und diese Schnittpunkte
voneinander verschieden sind.

Setzen wir B := g At und B’ := h A t, und wihlen wir weiter Punkte A,C € g und A',C" € h mit
A*BxCund A’ x B’ xC', sodass A und A’ auf derselben Seite von t liegen, dann heiflen / ABB' und
ZC'B'B bzw. ZA'B'B und ZCBB' Paare von Wechselwinkeln.

Satz 5.12 (Schwacher Wechselwinkelsatz) Haben in einer Hilbertebene zwei von einer Transversa-
len geschnittene Geraden ein Paar kongruenter Wechselwinkel, so sind sie parallel.
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Beweis. Wir benutzen die Notation aus der Definition und setzen « := ZA'B'B, p := ZCBB/,
v :=ZC'B'Bund ¢ := ZABB’'. Nach Annahme und Proposition 5.2 gelten « ~ p und v ~ ¢.

Wir nehmen nun an, ¢ und & seien nicht parallel und schnitten sich also in genau einem Punkt
P € P. Ohne Einschrinkung liegt P dann auf derselben Seite von t wie A und A’; sonst ersetze
man « und f durch ihre Ergdnzungswinkel.

— —
Nach (K3) konnen wir die Strecke BP in einem Punkt Q auf den Strahl B'C’ abtragen. Nach
dem SWS-Kriterium ist dann AB’BP = ABB’Q, insbesondere gilt f ~ a« ~ ZQBB'.

Nach Konstruktion liegen Q und C auf derselben Seite von t. Mit (Ks) folgt Q € E.Ié C g, was
ein Widerspruch dazu ist, dass P der einzige Schnittpunkt von g und # ist. Die beiden Geraden
sind also parallel. O

Korollar 5.13 Seien f,g,h € G mit gL f und h L f. Dann gilt g || h.

Beweis. Fall 1: f Transversale zu g und 1. Sei P := f A gund Q := f A h. Seien aufierdem A € g
und A’ € h auf verschiedenen Seiten von f. Dann sind die Winkel ZAPQ und ZPQA’ Wech-
selwinkel. Wegen ¢_L f und h_Lf sind sie aber auch beide rechte Winkel und somit nach dem
vierten Euklidischen Postulat zueinander kongruent. Die Behauptung folgt mit dem Schwa-
chen Wechselwinkelsatz 5.12.

Fall 2: f, g, haben einen gemeinsamen Schnittpunkt P. Seien A € gund A’ € h auf derselben
Seite von f und Q # P ein weiterer Punkt auf f. Dann sind die Winkel ZAPQ und ZA'PQ
beides rechte Winkel und somit nach dem Vierten Euklidischen Postulat kongruent. Nach (Ks)

liegt also A’ auf lﬁ, sodassh =PV A’ = PV A = g und insbesondere g || 1 folgt.

Fall 1 f Fall 2 A fi
. P g .
A\ A U
N
Q X h ..Q

p
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O

Korollar 5.14 Seien g € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es genau eine Gerade h durch
A, die orthogonal zu g ist. Diese heifst das Lot von A auf g. h A g heif$t der LotfufSpunkt.

Beweis. Die Existenz des Lots haben wir bereits in Satz 5.10 gezeigt. Zum Nachweis der Eindeu-
tigkeit betrachten wir zwei Geraden h, i’ € G, die beide durch A gehen und beide orthogonal
auf g stehen. Aus dem vorigen Korollar folgt || i/, was wegen A € h N h' sofort h = I’
impliziert. O

Korollar 5.15 Seien g € G eine Gerade und A € P ein Punkt. Dann gibt es eine Gerade h € G durch
Amitg || h.

Beweis. Sei f das Lot von A auf g und h das Lot von A auf f. Dann ist f L g und f_Lh, woraus
mit 5.13 sofort g || 1 folgt. O

§5.3 Das SSS-Kriterium

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, ein weiteres Kriterium fiir die Kongruenz von Dreiecken zu
zeigen. Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Propositionen.

Proposition 5.16 Seien A,B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage und A" # B' € P zwei ver-
schiedene Punkte mit AB = A'B’. Dann gibt es auf jeder Seite von A’V B’ genau einen Punkt C' mit
AABC = ANA'B'C.

Beweis. Wir wihlen fest eine Seite von A’ V B’ aus. Nach (Ks) gibt es auf dieser Seite genau

—
einen Strahl A’P mit ZCAB ~ Z/PA'B'. Weiter gibt es nach (Kz) genau einen Punkt C’ auf die-
sem Strahl mit AC = A’C’. Nach dem SWS-Kriterium sind die Dreiecke AABC und AA’'B'C’
kongruent. O

Proposition 5.17 Seien A, B,C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Genau dann wenn AB = AC
gilt, so auch ZABC ~ LACB. In diesem Fall nennt man das Dreieck ANABC gleichschenklig, die
Strecken AB und AC seine Schenkel und die Strecke BC seine Basis.

Beweis. Dass aus der Kongruenz der Strecken die Kongruenz der Winkel folgt, sehen wir sofort
durch Anwenden des SWS-Kriteriums auf die Dreiecke AABC und AACB.

Gelte nun umgekehrt ZABC ~ ZACB. Angenommen, es gilte AB % AC. Dann hétten wir
entweder AB < AC oder AB > AC. Da die beiden Fille symmetrisch sind, konnen wir ohne
Einschrankung AB > AC annehmen. Dann gibt es ein D € AB mit DB = AC und insbeson-
dere A x D x B. Nach Konstruktion liegt daher D im Inneren von ZBCA. Da D auf AB liegt,
gilt aber andererseits ZABC = ZDBC. Mit dem (SWS)-Kriterium gilt ADBC = AACB und
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insbesondere /DCB ~ ZACB. Das ist ein Widerspruch dazu, dass D im Inneren von ZACB
liegt. O

Ubung Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage. Falls D ein Punkt im Inneren von ZBAC
ist, so trifft der Strahl zﬁ die Strecke BC.

Hinweis: Wiithlen Sie einen Punkt E auf AV C mit E x A x C und wenden Sie den Satz von Pasch auf
die drei Punkte E, C, B an. Nun miissen Sie noch (Ay) nutzen, um unerwiinschte Moglichkeiten fiir
die Schnittpunkte auszuschliefSen.

Proposition 5.18 (Summen kongruenter Winkel sind kongruent) Seien A, B, C € P drei Punk-
te in allgemeiner Lage, und sei D ein Punkt im Inneren von ZBAC. Seien weiter A’,B',C’, D’ vier

Punkte mit /B'A'D’ ~ /BAD und /D'A'C' ~ ZDAC, so dass die Strahlen A’B’ und A’C’ auf
verschiedenen Seiten von A’V D' liegen. Dann sind die Punkte A’, B',C' in allgemeiner Lage, es gilt
/B'A'C' ~ /BAC, und D' liegt im Inneren von /B’ A'C’.

Beweis. Nach der obigen Ubung schneidet der Strahl AD die Strecke BC. Indem wir D durch
diesen Schnittpunkt ersetzen, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass B x D % C gilt.
Weiter konnen wir nach (K;) die Punkte B/, C’, D’ jeweils durch Punkte auf demselben Strahl
aus A’ ersetzen, so dass A’B’ = AB, A’C’ =2 AC und A’D’ = AD gilt. Nach Annahme gelten
auflerdem /BAD ~ /B'A’'D' und ZD'A'C' ~ /DAC. Nach dem SWS-Kriterium sind dann
die Dreiecke ABAD und AB’A’D’ bzw. ADAC und AD’A’C’ kongruent.

B B,
D

DI
E/

A C A C

Sei nun E’ ein Punkt auf der Geraden B’ V D' mit B’ x D’ x E’; so etwas gibt es nach (Ay).
Dann ist ZA’D'E’ ein Ergdnzungswinkel zu ZA'D'B’ ~ ZADB. Andererseits ist ZADC ein
Ergdnzungswinkel zu ZADB, so dass mit Proposition 5.2 die Kongruenz ZA'D'E' ~ ZADC ~
LA'D'C' folgt.

Da C’ und B’ auf verschiedenen Seiten von A’V D’ liegen und B’ und E’ ebenso, liegen nach
(A4) die Punkte C’ und E’ auf derselben Seite von A’ VV D’. Nach (Ks) sind daher die Winkel
ZA'D'E"und ZA'D’'C’ sogar identisch. Insbesondere gilt B x D" x C'.

Da wir mit der Kongruenz der Dreiecke schon vorhin B’D’ = BD und D'’C’ = DC einge-
sehen hatten, folgt mit (K3) die Kongruenz B’C’ = BC. Weiter hatten wir schon ZA'C'B’ ~
ZA'C'D' ~ /ACD ~ /ACB erkannt und A’C’ & AC vorausgesetzt. Mit dem SWS-Kriterium
folgt somit die Kongruenz der Dreiecke AA’B'C’ und AABC und insbesondere die Behaup-
tung. 0J
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Korollar 5.19 Seien A, B, C € P drei Punkte in allgemeiner Lage, und sei D ein Punkt im Inneren von
ZBAC. Seien weiter A’, B',C" € P drei Punkte in allgemeiner Lage, und sei D’ ein Punkt im Inneren
von /B'A'C'. Wir setzen o := /DAB, B := ZDAC, v := £/BAC, o' := /D'A'B', B’ := LD'A'C/,
7' := £ZB'A’C’. Dann gilt:

(@ a~aund p~p = y~v,
b) a~a'undy~v'—= p~p.

d.h. die Kongruenz von zwei Paaren von beteiligten Winkeln impliziert die Kongruenz des dritten Paa-
res.

Beweis. Aussage (a) folgt unmittelbar aus Proposition 5.18. Zum Nachweis von (b) seien also
a ~ o' und v ~ /. Aufgrund von (K5) existiert in der Seite von A’V D', in der der Punkt C’

liegt, ein Strahl A’C"” mit ZD’A’C"” ~ B. Aus Proposition 5.18 erhalten wir wegen &’ ~ «, dass
/B'A'C" ~ v ist. Das impliziert /B'A’C’' = 4/ ~ v ~ /B’ A’C" und somit C” € A'C’. Daraus
ergibt sich p >~ ZD'A'C" ~ ZLD'A'C' = p'. O

Satz 5.20 (SSS-Kriterium) Sei H eine Hilbertebene, und seien A, B,C und A’, B',C’ je drei Punkte
in allgemeiner Lage mit

AB= A'B’, AC=A'C’ und BC=BC,
so sind die beiden Dreiecke ANABC und AA'B'C’ kongruent.

Beweis. Nach Proposition 5.16 gibt es auf der B’ gegentiberliegenden Seite von A’ VV C' genau
einen Punkt B” mit AA’B"C' =2 AABC. Wir setzen P := (A’ V C') A (B'V B").

B”
In Abhéngigkeit von der Lage von P auf der Geraden A’V C’ ergeben sich verschiedene Fille:

s P = A’ In diesem Fall sind die Punkte A’, B/, B” kollinear, weswegen die Punkte
C’, B/, B” in allgemeiner Lage sind (andernfalls wiren A’, B, C’ kollinear). Aufgrund von
C'B’ = C'B" ist das Dreieck AC'B’B” gleichschenklig. Nach Proposition 5.17 sind daher
insbesondere die Winkel ZC'B'B"” = ZC'B’A’ und £ZC'B"B’ = ZC'B"” A’ kongruent. Das
reicht, um mit dem SWS-Kriterium die Kongruenz von Dreiecken AABC = AA'B"C’ =
AA'B'C’ folgern zu konnen.
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» P = C": Die Argumentation lduft analog zum ersten Fall.

m A’ % P *C": Analog zu oben sind die Dreiecke AC'B'B” und AA’B'B” gleichschenklig,
woraus mit5.17 die Kongruenzen ZC'B'P ~ Z/C'B"Pund ZA'B'P ~ £ A’B"P folgen. Mit-
tels Korollar 5.19(a) erhalten wir ZC'B’A’ ~ /C'B" A’, was mit Hilfe des SWS-Kriteriums
die Behauptung impliziert.

m Px A" % C' oder A’ x C' x P: Die Argumentation verlduft analog zum vorangegange-
nen Fall, nur dass wir diesmal zum Nachweis der Kongruenz der Winkel ZC'B’A’ und
/C'B" A’ Korollar 5.19(b) verwenden.

66 Euklidische Ebenen

Wir haben gesehen, dass man in Hilbertebenen schon recht viel Geometrie betreiben kann.
Ohne Kreise ist jedoch die klassische Geometrie nicht vorstellbar. Diese einzufiihren wollen wir
nun nachholen. Sei dafiir in diesem Abschnitt H = (P, G, *, &, ~) wieder eine Hilbertebene.

Definition 6.1 Seien M, A € P zwei verschiedene Punkte. Dann heifst
K(M,A):={P eP| MAX MP}

der Kreis mit Mittelpunkt M und Radius MA.

Aus der Definition kénnen wir direkt ablesen, dass ein beliebiger Kreis K(M, A) Punkte hat: A
liegt auf dem Kreis, und auf jedem Strahl aus M kénnen wir eindeutig den Radius abtragen.
Insbesondere schneidet jede Gerade durch den Mittelpunkt den Kreis in genau zwei Punkten.

Nicht klar ist, dass der Mittelpunkt eines Kreises schon mit den Axiomen einer Hilbertebene
eindeutig ist.

Proposition 6.2 Ist K C P ein Kreis, so hat K genau einen Mittelpunkt.

Beweis. Seien A € K, und seien M # M’ zwei Mittelpunkte von K, so dass wir K = K(M, A) =
K(M', A) schreiben kénnen. Nach der obigen Uberlegung schneidet die Gerade M V M’ den
Kreis K in genau zwei Punkten, die wir B und C nennen wollen. Diese erfiillen einerseits B x
M x C und BM =2 MC, andererseits B x M’ « C und BM’ = M'C.

e

b

S~ao
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Ohne Einschriankung kénnen wir B x M x M’ annehmen. Nach Proposition 1.9 gibt es eine von
M Vv M’ verschiedene Gerade g durch M. Nach Konstruktion liegen dann B und M’ auf ver-
schiedenen Seiten von g. Wegen B x M % C liegen also C und M’ auf derselben Seite von g.
Wegen der Kollinearitit von M, M’, C gilt also entweder M x M’ x C oder M = C x M. Letzteres
kann aber nicht sein, da dann mit Proposition 2.11 auch B x C % M gdlte, was BM’ > CM'
impliziert im Widerspruch zur Annahme, dass B und C beide in K(M’, A) liegen.

Es gelten also Bx M x M' und M x M’ x C, was BM < BM’ = M'C < MC impliziert. Das
steht im Widerspruch dazu, dass B und C beide in K(M, A) liegen. K kann also nur einen
Mittelpunkt haben. O

So wie wir Geraden mit Geraden oder Geraden mit Kreisen schneiden konnen, wollen wir
auch die Schnittpunkte von zwei Kreisen bestimmen. In unserer naiven Vorstellung der eu-
klidischen Geometrie schneiden sich zwei Kreise genau dann, wenn einer von ihnen Punkte
Jinnerhalb” und ,aufierhalb” des anderen hat. Es ist aber nicht klar, dass in jeder Hilbertebene
ein solcher Schnittpunkt auch tatsédchlich existiert. Die einfachste Moglichkeit, dieses Problem
zu beheben, ist sicherlich, genau die Kreisschnitteigenschaft zu fordern. Wir wollen jedoch ein
etwas starkeres Axiom einfiihren, das noch ein weiteres Problem fiir uns 19st, wie wir sehen
werden.

Bevor wir das tun, machen wir noch geschwind prézise, was es fiir einen Punkt einer Hilbert-

ebene heift, ,innerhalb” bzw. ,aufierhalb” eines Kreises zu liegen.

Definition 6.3 Seien M # A € P und K = K(M, A). Wir sagen, ein Punkt B € P liege innerhalb
von K, falls B = M ist oder MB < MA. Ist MB > MA, so sagen wir, B liege aufSerhalb von K.

Unser Problem ist ja in gewisser Weise ein Problem der mangelnden Stetigkeit. Wollen wir ihm
beikommen, sollten wir daher so etwas wie Stetigkeit erzwingen. Analog dem aus Analysis
bekannten

Vollstindigkeitsaxiom der reellen Zahlen Sei R = S T mit zwei nichtleeren Mengen S, T, so
dass fiir alle Paare (s,t) € S x T die Ungleichung s < t gilt. Dann gibt es genau ein r € R mit
s < r < tfiir alle Paare (s,t) € S x T.

formulieren wir also die folgende

Definition 6.4 Eine Hilbertebene H erfiillt das Stetigkeitsaxiom, wenn folgende Bedingung gilt.
Falls sich eine Gerade ¢ € G als disjunkte Vereinigung ¢ = S\ T zweier nichtleerer Mengen S, T C P
schreiben liisst, so dass kein Punkt von S zwischen zwei Punkten von T und kein Punkt von T zwischen

zwei Punkten von S liegt, dann gibt es genau einen Punkt P € P, so dass fiir alle Paare (A,B) € S x T
genau eine der folgenden drei Aussagen gilt:

A=P, B=P oder AxPxB.
Wir schreiben dann kurz: H erfiillt (S).

s R

)
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Gegenbeispiel In Ay(Q N R) lisst sich die x-Achse schreiben als die disjunkte Vereinigung der
Mengen S = {(x,0) € (QNR)? |x <} und T = {(x,0) € (Q N R)? | x > r}. Ein Punkt P
wie im Stetigkeitsaxiom gefordert existiert aber nicht, da 1t transzendent ist und somit nicht in Q@ N R
liegt.

Satz 6.5 Die reell-affine Koordinatenebene Ay (R) erfiillt (S).

Beweis. Wir betrachten eine Gerade g, die sich wie im Axiom gefordert als disjunkte Vereini-
gung ¢ = SUT zweier nichtleerer Mengen S, T C P schreiben ladsst, so dass kein Punkt von S
zwischen zwei Punkten von T und kein Punkt von T zwischen zwei Punkten von S liegt. Seien
nun A # B € g. Dann kénnen wir g schreiben als ¢ = {AA + (1 —A)B | A € R} und setzen

S:={AeR|AA+(1-A)B€S} und T:={A€R|AA+(1-A)BecT}

Weil ¢ die disjunkte Vereinigung von S und T ist, gilt hierbei R = S T. Nun sind entweder
alle s € S kleiner als alle t € T oder umgekehrt,

denn: Sonst gibt es 51,50 € Sund t1,t, € T mits; >t und sy < t.

m Giltnun t; > s, so haben wir s; > t; > s;, und es folgt schnell, dass es einen Punkt von
T gibt, der zwischen zwei Punkten von S liegt.

m Ist#; = sy, so sind S und T und damit auch S und T nicht disjunkt.

» Gilt schliefilich t; < s, so ergibt sich t; < s, < tp, und wir sehen schnell ein, dass es
einen Punkt von S gibt, der zwischen zwei Punkten von T liegt.

Da alle drei Moglichkeiten zu einem Widerspruch fiihren, muss die Behauptung gelten. #
Nehmen wir ohne Einschrinkung an, fiir alle s € Sund t € T gelte s < t. Nach dem
Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen gibt es genau r € R mits < r < t fiir alle Paare

(s,t) € S x T. Dies ist dquivalent dazu, dass genau ein R € g existiert, so dass fiir alle Paare
(A, B) € S x T genau eine der folgenden Aussagen gilt:

R=A, R=B oder Ax%xRxB.

Damit ist die Giiltigkeit von (S) nachgewiesen. O



§6. Euklidische Ebenen 58

- PROP. XXII. B. L
. Home Authors blame Euclid- becaufe he does not demonftmte
that the two ¢ircles made ufe ofin the conftru&ion of this Probiem
muft cut-one another. but this is very plain from the determination
he has given, viz. that any two of the ftraight lincs DY, FG, GH
muft be greater than the third. for
who is fo dull, tho’ only beginning
-#0 learn the Elements, a3 not to
perceive that the circle defcribed
from the center F, at the diltance
¥D, muft mecet FH betwixt F and
H, becaufe FD is lefs than FH ;D M F G H
and that, for the like reafon, the circle defcribed from the center G,
at the diftance GH or GM muft meet DG betwixt D and G; and
T 3 that -

204 N O T E s

Book I. that thefe circles muft meet one another, becaufe FD and GH are °
\r v~ together greater than FG ? and this '
- determination is eafier to be under-
ftood than that which Mr. Thomas
Simpfon derives from it, and puts
inftead of Euclid’s, in the 49. page
of his Elements of Geometry, that
he may fupply the omiffion th M FG H
blames Euclid for; which determination is, that any of the three
ftraight lines muft be lefs than the fum, but greater than the diffe-
rence of the other two. from this he thews the circles muft meet
one another, in one cafe; and fays that it may be proved after the
{ame manner in any other cafe. but the ftraight line GM which he
bids take from GF may be greater than it, as in the figure here 2n-
nexed, in which cafe his demonftration muft be changed into ano-
ther. .

Abbildung I1.20: Robert Simson hélt das Thema des Durchschnitts zweier Krei-
se fiir trivial und wird deshalb hier ein wenig ausfallend. Einen Stetigkeitsbe-
griff wie Axiom (S) wurde zu seiner Zeit (1762) noch nicht verwendet. Quelle:
http://books.google.de/books/about/The Elements_of Euclid.html?id=FOE2AAAAMAAJ

Nattirlich wiirden wir nun gerne die Friichte unserer Arbeit ernten und zeigen, dass das Ste-
tigkeitsaxiom dazu fiihrt, dass sich zwei Kreise in geeigneter Lage zueinander auch tatsachlich
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schneiden.

Satz 6.6 Sei H eine Hilbertebene mit (S), und seien K, K' C P Kreise, so dass K einen Punkt innerhalb
und einen Punkt auflerhalb von K’ besitzt. Dann schneiden sich K und K' in genau zwei Punkten.

Wir werden diese Aussage in §9 fiir den (zugegebenermafien wichtigen) Spezialfall der reellen
affine Koordinatenebene beweisen. Daher betrachten wir hier zunéchst nur eine andere Folge-
rung des Stetigkeitsaxioms. Dieses ist eher eine Messbarkeitsaussage und wird bisweilen auch
als Archimedisches Axiom bezeichnet.

Ubung Sei H eine Hilbertebene, und seien A # B und A’ # B’ beliebige Punkte darin. Seien induktiv
fiir alle k € INg die Punkte A} auf dem Strahl A'B' durch folgende Vorschrift eindeutig bestimmt:

n Aj=A,

—
m A} ist der eindeutige Punkt auf dem Strahl A'B" mit AjA}| = AB,

e -
w fiir alle natiirlichen k > 1ist Aj der eindeutige Punkt auf dem Strahl A'B" mit A; A}, = AB
und Aj_,x Ay * Ay

Ist das Stetigkeitsaxiom (S) erfiillt, so gibt es eine natiirliche Zahl n, fiir die entweder A}, = B’ oder

A’ x B' x A, gilt.
Wir haben nun geniigend Axiome eingefiihrt, um alle bei Euklid vorkommenden Propositio-
nen zu zeigen. Das wollen wir durch folgende Definition festhalten.

Definition 6.7 Eine Hilbertebene H, die das Stetigkeitsaxiom (S) und das (starke) Parallelenaxiom (P)
erfiillt, heifit Euklidische Ebene.

Zu dieser Definition sei angemerkt, dass wir das starke Parallelenaxiom (P) auch durch das
schwache Parallelenaxiom (p) ersetzen kénnen, da wir am Ende von Abschnitt §5.2 in einer
Ubung gezeigt haben, dass es in Hilbertebenen fiir beliebige Geraden g und Punkte A immer
eine Gerade h mit A € hund h || g gibt. Dass (P) zu den iibrigen Axiomen der Euklidischen
Ebene unabhéngig ist, war, wie bereits im ersten Kapitel erldutert, lange Jahre umstritten. Erst
Beltrami gelang 1868 ein rigoroser Beweis, indem er das Beltramimodell der hyperbolischen
Ebene einfiihrte. In Kapitel IV werden wir (skizzenartig) das Poincarémodell der hyperboli-
schen Ebene einfiihren und uns die Unabhéngigkeit so veranschaulichen. Je nach Geschmack
kann das Parallelenaxiom allerdings auch noch durch den Wechselwinkelsatz ersetzt werden,
zu dem es dquivalent ist, wie wir nun einsehen wollen.

Satz 6.8 (Wechselwinkelsatz) Sei H eine Hilbertebene mit (P). Seien ¢ || h € G zwei parallele
Geraden und t € G eine Transversale zu g, h. Dann haben g, h beziiglich t zwei Paare kongruenter
Wechselwinkel.

Beweis. Wir benennen B := t A g und B’ := t A h. Aulerdem wihlen wir Punkte A, C € g mit
A % BxC und Punkte A’,C’ € h mit A’ x B « C/, so dass A und A’ auf derselben Seite von ¢
liegen. In dieser Notation lautet die Behauptung des Satzes « := ZABB' ~ Z/C'B'B =: B.
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b
A B\ C h
4

Nehmen wir nun das Gegenteil an, dass also & % p gélte; ohne Einschrankung a > B. Dann gibt
es einen Punkt P im Inneren von « mit ZPBB’ ~ B. Nach dem Schwachen Wechselwinkelsatz
5.12 sind dann B V P und h parallel. Andererseits liegt B auch in g, und wir hatten g || h
vorausgesetzt. Nach (P) gilt daher BV P = g, was im Widerspruch dazu steht, dass P ein
Punkt im Inneren von « ist. ]

Ubung Ist umgekehrt 1 eine Hilbertebene, in der der Wechselwinkelsatz gilt, so erfiillt H auch (P).

Aus den bisherigen Uberlegungen ergibt sich unmittelbar der folgende Satz.

Satz 6.9 Die reell-affine Koordinatenebene ist eine Euklidische Ebene. Wir schreiben fiir diese ab sofort
auch E .= (]RZ, GR, x, =, ~) und nennen sie das kartesische Modell der Euklidischen Standardebe-
ne.

Satz 6.10 Sei I die Euklidische Standardebene und &' := (P',G’, ', 2, ~') eine weitere Euklidische
Ebene. Dann gibt es einen Isomorphismus zwischen It und T2/, also eine bijektive Abbildung ¢ : R* —
P’ mit

(i) g € Gr gilt genau dann, wenn auch ¢(g) € G’ erfiillt ist,

(i) fiir alle Tripel (A,B,C) von Punkten in R? gilt A x Bx C genau dann, wenn auch ¢(A) '
@(B) *" ¢(C) erfiillt ist,

(iii) fiir alle A,B,C,D € R2mit A # Bund C # D ist AB = CD genau dann erfiillt, wenn auch
¢(A)p(B) =" ¢(C)o(D) gilt,

(iv) fiiralle A,B,C,D,E,F € R2,s0dass A,B,Cund D,E, F jeweils drei Punkte in allgemeiner Lage

sind, gilt genau dann ZABC ~ /DEF, wenn auch Zp(A)¢(B)¢(C) ~' ZLo(D)¢(E)¢(F)
erfiillt ist.

Ein Isomorphismus Euklidischer Ebenen bildet also die Punkte, Geraden, Anordnungen, Stre-
cken und Winkel eins zu eins aufeinander ab. Ein bereits bekanntes Beispiel hierfiir sind die
Automorphismen einer Euklidischen Ebene. Diese sind ndmlich nichts anderes als die in De-
finition 4.8 eingefiihrten Bewegungen der der Euklidischen Ebene zugrundeliegenden ebenen
Geometrie.
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Beweisidee. Man fiithrt auf der Menge der Kongruenzklassen von Strecken in E’ eine Addition
und eine Multiplikation ein und erhlt so einen Korper K.* Mit den Anordnungsaxiomen zeigt
man, dass K ein angeordneter Korper ist; es folgt die Isomorphie von E’ und A;(K). Insbeson-
dere mit dem Stetigkeitsaxiom zeigt man schliefSlich K = R. O

Bemerkung 6.11 Mit Satz 6.10 haben wir nun zwei verschiedene Moglichkeiten, um Aussagen in der
ebenen euklidischen Geometrie zu zeigen:

n Wir konnen einen synthetischen Beweis fiilren, also einen Beweis unter Verwendung der in
diesem Kapitel eingefiihrten Axiome,

m oder wir konnen einen analytischen Beweis fiihren, also einen Beweis unter Verwendung des
kartesischen Modells der Euklidischen Standardebene.

4Das ist ziemlich aufwandig und der Hauptgrund, warum wir den Beweis hier nicht vorfiihren.



KAPITEL I

Ebene Euklidische Geometrie

In diesem Kapitel wollen wir einige Standardresultate der ebenen Euklidischen Geometrie be-
weisen. Dafiir sei stets [E = (IRZ, GR, *, 2, ~) die Euklidische Standardebene.

67 Dreiecke

Wir wollen nun ausnutzen, dass wir im kartesischen Modell der Euklidischen Ebene mit
der Bogenldnge eine Moglichkeit zur Quantifizierung von Winkeln geschaffen haben. Es gilt
namlich

Proposition 7.1 Seien A,B,C,D & R2 vier Punkte, so dass sowohl A, B, C als auch A, B, D in allge-
meiner Lage sind. Dann gilt

(a) Sind ZCAB, ZBAD Erginzungswinkel, dann gilt LCAB + £BAD = 7. Insbesondere ist
ZCAB genau dann ein rechter Winkel, wenn {CAB = 7 ist.

(b) Liegt D im Inneren von ZBAC, so gilt ABAD + LDAC = £BAC.

Beweis. Wir beweisen zundchst (a). Seien also ZCAB und ZBAD Ergdnzungswinkel. Dann
gilt C x A x D, so dass es eine Bewegung gibt, die A auf den Ursprung und C, D auf Punkte
auf der x-Achse abbildet, die auf verschiedenen Seiten von A liegen. Da Bewegungen Winkel
unverdndert lassen, konnen wir ohne Einschrankung von dieser Situation ausgehen. Weiter
konnen wir C und D durch beliebige Punkte ihres jeweiligen von A ausgehenden Strahls erset-
zen. Insgesamt konnen wir daher fiir geeignete by, b, € R ohne Einschrankung

A= op o= () e () 2= ()

62

annehmen.
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N,
A D

C

Wir kénnen nun die Bogenmafle der uns interessierenden Winkel berechnen zu

LCAB = 4(C—A,B—A) = £((-1,0), (b, b)),
ABAD = £(B— A,D — A) = £((by, ), (1,0)).

Fiir die Kosinuswerte folgt

cos LCAB = ﬁ,
|[Bl|
by

cos LBAD = ,
|B|

so dass insbesondere cos {CAB = — cos £BAD gilt. Da beide Bogenmafle im Intervall (0, 77)
liegen, folgt die Behauptung.

Um (b) zu zeigen konnen wir ohne Einschrankung wieder ein paar vereinfachende Annahmen
machen. Wir unterscheiden dabei meherere Fille. Im ersten Fall sei

a= () 5= () e=(2) o= ()

mit b, > 0und ¢, < 0.

B=(1,1)

D=(1,0)

-

C=(1,-32)

Da der Kosinus eine Bijektion (0, ) — (—1,1) ist, ist die Behauptung dquivalent zu

cos {BAC = cos({BAD + £DAC)
= cos LBAD - cos ADAC — sin £ BAD -sin {DAC

= cos £BAD - cos {DAC — \/(1 —cos? {BAD) - (1 —cos? £DAC),
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wo wir im zweiten Schritt das Additionstheorem des Kosinus verwendet haben und beim drit-
ten Schritt beachten, dass beide Sinuswerte in der Tat positive reelle Zahlen sind. Wir kénnen
nun beide Seiten mit dem Skalarprodukt ausdriicken und erhalten

(BlC) 1 1 /o1y (1
IBII-TICIT - 1IBIT - TICl ¢<1 !IBH2> (1 HCHZ)

_ 1 /IBIP-NICI* - [IB]* - [IC[[* +1
[IB-1ICl] B -1ICl]
_ 1 . |b2-C2’
[[BI| - 1[CIl - [IB] - [IC]
1 bz-Cz
= +
[[BII-1ICI]~ 11B]] - |IC]]

als zur Behauptung dquivalente Aussage. Da dies offensichtlich korrekt ist, ist der Beweis fiir
den ersten Fall abgeschlossen. Im den anderen Féllen ist (bei unverdnderten A, C, D)

0 -1
B—<b2>, bzw. B_(b2>

mit b, > 0. Die Behauptung folgt in diesen Féllen aus einer analogen Rechnung zur obigen. []

Dies wollen wir nun auf Winkel in Dreiecken anwenden und fithren dafiir den Begriff der
Innenwinkel ein.

Definition 7.2 Sei AABC ein Dreieck. Dann heiffen ({CAB, {CBA, L ACB) seine Winkelgrifien
(oder auch Innenwinkel) und (||B — C||,||C — Al|,||A — B||) seine Seitenlingen.

Satz 7.3 (Winkelsumme im Dreieck) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrifien («, B, y). Dann gilt
a+ B+ v = m; die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks ist also 7t.

Beweis. Da Bewegungen Winkelgrofien unverdandert lassen, konnen wir ohne Einschrankung

A= <0>, B = <b1> und C = <01> mit by, co >0
0 0 Co

annehmen. Sei /1 die nach (P) eindeutige Parallele zu ¢ := A V B durch C. Wir setzen

,  [c1—b1/2 , (c1+b1/2 _[(—D1/2 _ (b1/2 _ (3b1/2
P () = () = () == () o= ()

Dann gilt offenbar P/,Q" € h, P’ x Cx Q’, sowie P,R,Q € g, P Ax R und R * B x Q. Des
weiteren gilt P x A x B. Auflerdem liegen P und P’ auf derselben Seite von A V C,

denn: Man sieht leicht, dass PV P parallel zu A V C ist. Da P nicht auf A V C liegt, ist der Schnitt
dieser beiden Geraden leer. #

Ganz analog zeigt man, dass Q und Q' auf derselben Seite von B V C liegen.
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Nach dem Wechselwinkelsatz gelten /BAC ~ /P'CA und ZABC ~ ZQ'CB; die entsprechen-
den Bogenmafe sind nach Voraussetzung « und . Wegen P’ x C « Q' sind ZP'CA und ZACQ'
Erganzungswinkel. Mit dem (a)-Teil von Proposition 7.1 gilt also

&+ LACQ = AP'CA + £LACQ' = . (IIL.1)

Auflerdem liegt B im Inneren von ZQ/CA,

denn: Zum einen liegen A und B auf derselben Seite von i = C vV Q’, da C nicht auf g liegt und
hund g parallel sind.

Wir miissen nun noch zeigen, dass auch B und Q' auf derselben Seite von C \V A liegen. Wegen
P x A x B gentigt es dafiir auch zu zeigen, dass P und Q' auf verschiedenen Seiten von C VV A
liegen, und wegen P’ x C x Q', dass P und P’ auf derselben Seite von A V C liegen. Das hatten
wir aber schon oben eingesehen. #

Wir konnen nun den (b)-Teil von Proposition 7.1 auf den Winkel ZACQ’ anwenden und erhal-
ten

LACQ' = LACB+ £BCQ' = v+ B.

Der Satz folgt, wenn wir dies in (III.1) einsetzen. (]

Satz 7.4 (Kosinussatz) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrofien («, B, y) und Seitenlingen (a, b, c).
Dann gilt

a?> = b* + ¢ — 2bccosa,

b? = a® + ¢® — 2ac cos B,

¢ = a*+ b* — 2abcos .

Beweis. Es gentigt offensichtlich, eine der Gleichungen zu zeigen. Da Bewegungen weder
Langen noch Winkelgrofien dndern, konnen wir ohne Einschrankung

A= 0 , B= ¢ und C= “ mitc,cp >0
0 0 Co

widhlen.
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AR B\p

Mit diesen Werten konnen wir leicht
> =|B-C|P=(c—c1)*+3 = (3 +3)+c*—2cc; =b* +* — 2y (I11.2)

berechnen. Andererseits gilt auch

€lB) (D16 _ac_ e
ICI-TBI ~ b~ e b

cosu =

Der Satz folgt, wenn wir dies in (III.2) einsetzen. OJ

Korollar 7.5 (Satz des Pythagoras) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrofien («, B, y) und Sei-
tenliingen (a, b, c). Genau dann ist /BCA ein rechter Winkel, wenn a> + b* = c? gilt.

Beweis. Nach dem Kosinussatz gilt a*> + b? = ¢? genau dann, wenn wir cosy = 0 haben. Da fiir
uns das Bogenmaf eines Winkels immer im Intervall (0, 7) liegt, ist letzteres genau fiir v = 7
der Fall. Nach Proposition 7.1 (a) und weil das Bogenmaf3 eine klassifizierende Kongruenzin-

variante ist, ist dies dquivalent dazu, dass ZBCA ein rechter Winkel ist. O

Satz 7.6 (Sinussatz) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrofien («, B, y) und Seitenlingen (a, b, c).
Dann gilt
sine  sinff  sinvy

a b c

Beweis. Nach dem Kosinussatz gilt a?> = b? + ¢> — 2bc cos &, also
4b*c* cos® a = (b* + c* — a?)?
und analog
40’ cos? B = (a* + c* — b*)%
Dies verwenden wir, um folgende Umformungen zu zeigen.
sin?a  4a%b?c*(1 — cos?a)  4a’b*c? — a® - (4b%c? cos? w)
sin? 4a2b2c?(1 —cos? B)  4a2b?c? — b? - (4a%c? cos? B)
a? 4b%c? — (P + 2 —a?)?  a?

TR A2 — (Bt -2 B
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Da a,b,sinw, sin § alles positive reelle Zahlen sind, folgt

sin & a

sing b’

also das erste Gleichheitszeichen der Behauptung. Die zweite Gleichheit zeigt man analog. [

Korollar 7.7 Sei AABC ein rechtwinkliges Dreieck mit Winkelgrofien («, B, %) und Seitenlingen
(a,b,c). Dann heiflen a, b die Lingen der Katheten und c die Linge der Hypothenuse von A\ABC,
und es gilt

: a . b
sine =cosp=— und cosax=sinf = —.
c c

Beweis. Mit dem Sinussatz und dem Satz {iber die Innenwinkelsumme des Dreiecks gilt

a sin & ) ) 7T

= = gsina = sin(r — — — B) = cos

¢ sinj ( 2 2 p
und

b sinp . . T

— = —— =smp =sm(wr— — — &) = COSK.

¢ sinZg P ( 2 )

O

Definition 7.8 Zwei Dreiecke mit denselben Winkelgrofien («, B, v) und denselben Verhiltnissen 22,
% von Seitenlingen heifen dhnlich.

Mit dem obigen Korollar sehen wir, dass zwei rechtwinklige Dreiecke bereits dhnlich zuein-
ander sind, wenn sie aufier dem rechten Winkel noch eine weitere Winkelgrofie gemeinsam
haben. Allgemeinere Ahnlichkeitskriterien ergeben sich, wenn wir im folgenden Kongruenz-
satz fiir Dreiecke jeweils die Kongruenz von Seiten durch die Kongruenz nach Multiplikation
mit einem konstanten Streckfaktor ersetzen.

Satz 7.9 (Kongruenzsatz fiir Dreiecke) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrofien (a,p,y) und
Seitenlingen (a,b,c), und sei ANA'B'C’ ein Dreieck mit Winkelgrofien (&, B',+") und Seitenlingen
(a',V',c"). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) AABC = AA'B'C,

(i) a=a,b=bundc=7<_, (SSS)
(i) b=bV,a =" undc =", (SWS)
(iv) =B, a=a undy =17 (WSW)
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C SSS C SWS c, WSwW

> >
b a b a

B /)
B AR—PANB AR

AR B

Beweis. Dass aus (i) die anderen drei Aussagen folgen, ist klar, das (SWS)-Kriterium gilt nach
Definition der Euklidischen Ebene, und das (SSS)-Kriterium haben wir in Abschnitt 5.3 ge-
zeigt. Zum Beweis des Satzes gentigt es daher, aus (iv) irgendeine der {ibrigen Aussagen her-
zuleiten; hierfiir wahlen wir (iii).

Es gelte also (WSW). Da die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks gleich 7t ist, folgt

a=n—(B+y)=n—(f +7)=4d.

Nach dem Sinussatz gilt
b— 2 smﬁ:a, s%nﬁ:: ,
sin o sin &
und analog auch ¢ = ¢’. Die Behauptung folgt. O]

Ubung Folgern Sie das (SSS)-Kriterium ohne die Ergebnisse aus Abschnitt §5.3 aus dem Kosinussatz!

Definition 7.10 Fiir ein Dreieck A\ ABC heifien die Punkte
! 1 / 1 !/ 1

seine Seitenmitten und die Geraden AV A’, BV B’ und C \ C’ seine Seitenhalbierenden.

Satz 7.11 (Schwerpunktsatz) Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks A\ ABC schneiden sich alle drei
im Punkt S = (A + B+ C). S heifit der Schwerpunkt von AABC.

Beweis. Wegen

1 1, 201 1,2,
S=3(A+B+C)=zA+3 5(B+C)=zA+3A (ITL.3)
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liegt der Schwerpunkt S auf der Seitenhalbierenden A V A’. Analog zeigen wir, dass S auch auf
den anderen beiden Seitenhalbierenden liegt.

Wir zeigen nun noch, dass die Seitenhalbierenden paarweise verschieden sind und daher der
Schnitt von je zweien von ihnen hochstens einen Punkt enthalten kann. Nehmen wir dafiir
beispielsweise an, A V A’ und B V B’ seien identisch. Dann ldge B auf AV A" = g4 /4, lieBe
sich also schreiben als

B:A+A(%(B+C)—A):(1—/\)A+%(B+C)

mit einem geeigneten A € R ~\ {0}. Nach Auflésen nach C ergébe sich dann

2A—1) , 2-A

= A B.
R
Wegen w + 234 = 1 folgte dann C € A V B, was nicht sein kann. Analog zeigt man, dass
die Seitenhalbierenden tatsdchlich paarweise verschieden sind, und damit den Satz. [

Aus (IIL.3) folgt sofort das

Korollar 7.12 Der Schwerpunkt S eines Dreiecks AABC teilt die Seitenhalbierenden im Verhiltnis
2:1; es gilt also
IS—All _ lIs—BI| _lIs—cl _
IS=Al[IS=BIl [IS=C]

2.

Definition 7.13 Fiir ein Dreieck AABC heif$t das Lot von C auf die Gerade AV B die Hohe von
AABC durch C und wird mit he bezeichnet. Der Schnittpunkt he A\ (AN B) heifSt dabei der FufSpunkt
der Hohe he. Analog lassen sich natiirlich auch die Hohen h s und hp und ihre Fuffpunkte einfiihren.

C

Al B
he

Nach Definition ist B — A ein Normalenvektor der Geraden h¢. Die Hesse’sche Normalform
(vgl. Abschnitt §2) von hc lautet also

he={PeP|(P|B—A)=(C|B—A)} (IIL4)

und fiir die anderen beiden Hohen entsprechend.
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Satz 7.14 (Hohensatz) Die Hohen ha, hp, hc eines Dreiecks ANABC schneiden sich in einem gemein-
samen Punkt H.

Beweis. Wir zeigen zunéchst per Widerspruch, dass die Hohen paarweise nicht parallel sind.
Dafiir nehmen wir an, dass etwa hy || hp gelte. Da h4 auf B V C senkrecht steht, folgte dann
aus dem Wechselwinkelsatz, dass auch hg_L B V C gilte.

1»C
ha

B he

Aber andererseits ist hip ja auch senkrecht auf A V C, so dass mit Korollar 5.13 schon A VV C und
B V C parallel wéren, was nicht sein kann, weil wir A, B, C in allgemeiner Lage vorausgesetzt
haben.

Die beiden Hohen k4 und hp haben also einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt H. Wir
miissen nun noch zeigen, dass H auf h¢ liegt. Nutzen wir dafiir die oben eingefiihrte Schreib-
weise der Hohen in Hesse’scher Normalform. Es gilt

(H|B-C)=(A|B—C) und (H|A—-C)=(B|A-C).

Damit gilt
(H|B—A)=(H|(B-C)—(A-C))
=(H|B-C)—(H|A-C)
=(A|B-C)—(B|A—-C)
=(A[B)—{A[C)=(B[A)+(B|C)
=(C|B—A).
Es liegt also H auch auf der Hohe h¢, was zu zeigen war. O

Satz 7.15 (Hohenformel) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrofien («,B,vy) und Seitenlingen
(a,b,c), und seien A’', B',C’ die Fufpunkte der Hohen h, hp, hc. Dann gilt

|JA—A'|| =c-sinp=b-sinvy,
|B—B'|| =a-siny =c-sina,
||IC—C'|| =b-sina =a-sinp.
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Abbildung III.1: Zum Ablesen markiert: ||[B — B'|| = a - sin .

Beweis. Wir zeigen nur die zweite Aussage; die anderen Beweise gehen analog.

Fall1: C = B'. Dann st ||[B — B'|| = a = a -sin § = a - siny. Mit dem Sinussatz folgt 2 = csin«
und somit die Behauptung.
Fall 2: C # B'. Dann sind die drei Punkte C, B, B’ in allgemeiner Lage, da ja sonst CV B =

CV B = CV A gilte, was nicht sein kann. Wir kénnen also den Sinussatz auf das Dreieck
ACB'B anwenden und erhalten

siny  sing 1

B-B~ o &
also ||B — B'|| = a - siny. Die Behauptung ||B — B'|| = c - sin« folgt, da nach dem Sinussatz fiir
das Dreieck AABC die Gleichheit a - siny = ¢ - sinw gilt. O

68 Schnittpunktsatze

Definition 8.1 Sei n eine natiirliche Zahl grofier 2, und seien Ay, . .., A, paarweise verschiedene Punk-
te in R2. Dann heifit das n-Tupel [T1A; ... Ay = (A4, ..., Ay) das n-Eck mit Eckpunkten A;, ..., A,.
Drei Eckpunkte A;,, Ai,, Ai, von I1 Ay ... A, heifSen aufeinanderfolgend, falls

i1=ip—1=i3—2mod (n)

Qilt. ITA; ... Ay, heifSit entartet, falls es drei aufeinanderfolgende Eckpunkte gibt, die kollinear sind, und
nicht entartet sonst.

As A
4 Ay A 4 An 2 Ay /\6/4\
M AIWAg
A; A, A A, A) ‘A,

Az

Abbildung III.2: Nur das dritte n-Eck ist entartet.

Definition 8.2 Ein nicht entartetes Viereck IIABCD heifit Parallelogramm, falls AN B || CV D
und AV D || BV C gelten. Gilt weiterhin AV B L AV D, so nennt man IIABCD ein Rechteck.
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Satz 8.3 (Diagonalensatz) Fiir ein nicht entartetes Viereck IIABCD sind dquivalent

(i) IIABCD ist ein Parallelogramm,
(ii) C—B=D—Aund B— A =C — D als Vektoren,

(iii) Die Diagonalen AN C und BV D schneiden sich in genau einem Punkt M, dem Diagonalen-
schnittpunkt, mit der Eigenschaft ||M — Al|| = ||M — C|| und ||M — B|| = ||[M — D||; die
Diagonalen halbieren sich also gegenseitig.

D C

A B

Beweis. IIABCD ist genau dann ein Parallelogramm, wenn
esAa-B=AVB|CVD=gpc-p und gap-a=AVD|CVB=gpc_3p
gelten. Das ist dquivalent dazu, dass es A, € R* mit
C—D=AA—-B) und D-A=u(C—-B)

gibt. An dieser Stelle ist klar, dass Aussage (i) aus Aussage (ii) folgt. Nehmen wir andererseits
(i) an, so folgt aus den bisherigen Uberlegungen

Addieren wir diese beiden Gleichungen, so erhalten wir
0=(A+1)(A-B)+ (p—1)(C—B).

Da ITABCD nicht entartet ist, sind insbesondere die drei Punkte A, B, C in allgemeiner Lage,
so dass die Vektoren A — B und C — B linear unabhingig sind. Mit der obigen Gleichung folgt
daher A = —1 und yu = 1, also (ii).

Der Satz folgt also, wenn wir zeigen konnen, dass die Aussagen (ii) und (iii) dquivalent sind.
Nehmen wir dafiir zunédchst (ii) an, so gilt insbesondere A + C = B + D. Wir setzen M :=
3(A+C) = L(B+ D). Dies ist offensichtlich ein Punkt, der auf beiden Diagonalen liegt und

1 1
IM = Al =[[5(C Al =[[5(A=C)][ = [IM—C]|

und analog ||M — B|| = ||M — D|]| erfiillt. Da ITABCD nicht entartet ist, haben die beiden
Diagonalen keinen weiteren Schnittpunkt, und es folgt Aussage (iii).
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Gelte nun umgekehrt (iii). Dann ist zum einen M € AV C mit ||[M — A|| = ||M — C|| und zum
anderen M € BV D mit ||[M — B|| = ||M — D||,sodass (A +C) = M = (B + D) folgt. Dies
lasst sich umformen zur Aussage von (ii), und wir sind fertig. ]

Ubung Fiir ein Parallelogramm ITABCD mit Diagonalenschnittpunkt M sind dquivalent

(i) ITABCD ist ein Rechteck,
(i) [|[A—Cl[|=[[B—Dl],
(iii)) £LMAD ~ ZADM.

Satz 8.4 (Strahlensatz) Seien g,h € Gr zwei nicht parallele Geraden mit Schnittpunkt P = g A h.
Seien weiter A,B € ¢\ {P} und A’, B’ € h ~ {P}. Dann sind iiquivalent

(i) AVA'|BVB,

(i) ||“§jf‘“'| - Hﬁjﬁ"" und AxPB <= A'xPxB'.

C p
C Al B

Abbildung II1.3: Es gelten AV A’ || BVB'und AV A’ | CV C’ aber nicht AV A" || BV C'.

h

Beweis. Da jede Translation Parallelitdt, Streckenldngen und Bogenmafse gleich ldsst, konnen
wir ohne Einschrankung annehmen, P liege im Ursprung. Insbesondere sind dann die Geraden
gund hvonder Gestalt g = RAund h = RA’, undes gibt A,y € R* mit B = AAund B’ = pA’.
Offensichtlich gilt mit dieser Sprechweise

P—B LA
||||P—A|||| B |I|A|I‘ = [Alund AxP*xB <= A <0,
(IIL5)
[|P—B] _ [[pA"]] _ ' /
I|P—A A [u| und A"x Px B" <= p < 0.

Gelte nun Aussage (i); seien also A V A’ und B V B’ parallel. Dann gibt es ein v € R* mit
v(A—A") =B —B' = AA — uA’; offensichtlich gilt also A = y = v. Setzt man dies in (IIL5) ein,
folgt sofort (ii).

Gelte umgekehrt Aussage (ii). Dann gilt nach (IIL5) 4 = A, also B— B’ = A(A — A’). Das ist
dquivalent zur gewiinschten Parallelitdt (i). ]
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Satz 8.5 (Kleiner Satz von Desargues) Scien f,g,h € Gr drei paarweise verschiedene parallele Ge-
raden und A, A" € f, B,B’ € gund C,C" € h Punkte auf ihnen, die

AVB|A'VB" und BVC]| B VvC

etfiillen. Dann gilt auch AV C || A’ v C'.

Beweis. Fall 1: A = A’. Dann enthalten die parallelen Geraden AV B und A’ V B einen ge-
meinsamen Punkt, sind also identisch. Es sind daher B und B’ beide im Schnitt der Geraden
AV Bund g. Da f und g disjunkt sind, liegt A nicht auf g, so dass B = B’ folgt. Mit derselben
Argumentation folgern wir C = C’ und damit die Behauptung.

Fall 2: A # A’. Dann gilt auch B # B’ und C # C’, da wir sonst mit einer zum Beweis von
Fall 1 analogen Argumentation einen Widerspruch erzwingen koénnen. Da die drei Geraden
f, g, h paarweise disjunkt sind, sind somit die sechs Punkte A, A’, B, B/, C,C’ paarweise ver-
schieden. Insbesondere ist [TABB’A’ ein Viereck, wegen f || gund AV B || A’ vV B’ sogar ein
Parallelogramm. Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass ITABB’ A" nicht entartet ist. Mit dem Dia-
gonalensatz folgt dann B— A = B’ — A’. Analog zeigen wir C — B = C' — B’ und konnen so
C — A =C'— A’ und damit die Behauptung zeigen. O

Ubung (Satz von Desargues) Seien f,g,h € G drei paarweise verschiedene Geraden, die sich in
einem gemeinsamen Schnittpunkt P treffen, und A, A’ € f~ {P}, B,B' € g~ {P} und C,C’ €
h ~. {P} Punkte auf ihnen, die

AVB|A'VB" und BvVC]| B vC

erfiillen. Dann gilt auch AV C || A" Vv C'.

f
A

Hinweis: Benutzen Sie den Strahlensatz.
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Satz 8.6 (Satz von Pappus) Seien ¢, h € Gg zwei Geraden und A,B,C € g~ hund A',B',C" €
h ~ g sechs paarweise verschiedene Punkte mit AN B’ || BV A’ und BNV C" || C Vv B'. Dann gilt auch
AVC | CVA.

Beweis. Fall 1: g || h. Dann ist IIAB’A’B ein Parallelogramm und als solches nach Vorausset-
zung nicht entartet. Nach dem Diagonalensatz ist dann A’ — B = B’ — A. Analog zeigen wir
B’ — C = C' — B. Addieren wir diese beiden Gleichungen und ziehen auf beiden Seiten B’ — B
ab, so erhalten wir A’ — C = C’ — A und somit die Behauptung.

Fall 2: g |{ h. Dann kénnen wir wie im Beweis des Strahlensatzes ohne Einschrankung anneh-
men, der Schnittpunkt von ¢ und # sei im Ursprung. Es gilt dann ¢ = RA und h = RA’, so dass
es geeignete A, i, A/, ' € R* gibt mit B = AA, C = uB, B = A'C' und A’ = y/B’. Wie in der
Hinrichtung des Beweises des Strahlensatzes erhalten wir aus AV B’ || A’ vV B die Gleichheit
A=y und aus BV C' || CV B’ die Gleichheit u = A'.

Insgesamt erhalten wir Ay = A'p’. Wegen C = uB = yAAund A’ = /B’ = y’A'C’ folgt wie in
der Riickrichtung des Beweises des Strahlensatzes AV C’ || A’V C. O

Ubung (Satz von Pascal) Seien g || h € Gg zwei nicht parallele Geraden, P ihr Schnittpunkt und

A,B,C € g~ {P}und A',B',C" € h ~ {P} paarweise verschiedene Punkte. Es gelten aufSerdem die
Bedingungen

(AVB) [f(BVvA"), (AvC)J(CVvA) und (BvVC)|f(CVB).
Dann sind die drei Schnittpunkte

S1:=(AVB)YA(BVA),
S,:=(BVC')A(CVB),
S3:=(CVA)A(AVC)

kollinear.

Die Sitze von Desargues, Pappus und Pascal gelten allgemeiner in affinen Koordinatenebenen
A (K) tiber beliebigen Korpern. Das werden wir in Kapitel V einsehen.

89 Kreise

Kreise als geometrische Figuren haben wir bereits in Abschnitt §6 eingefiihrt. Da wir nun das
kartesische Modell der Euklidischen Standardebene zur Verfiigung haben, bietet sich aber eine
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etwas eingéngigere Notation an. Von nun an schreiben wir fiir alle Punkte M € R? und alle
r e ]R,>()

K:(M) :={P € R?| ||P - M|| = r}
tiir den Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r. Das ist insofern mit der alten Notation kompa-
tibel, als fiir jeden beliebigen Punkt A € K, (M) die Identitit K, (M) = K(M, A) gilt. Wir hatten
schon in Abschnitt §6 festgestellt, dass ein Kreis mit einer Geraden durch seinen Mittelpunkt

immer genau zwei Schnittpunkte hat. Wir wollen nun den Durchschnitt eines Kreises mit einer
beliebigen Geraden studieren.

Proposition 9.1 Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R~ und g = gp,, eine Gerade in
Gg mit P,v € R? und v # 0. Dann gilt

(a) Genau dann besteht K N g aus zwei Punkten, wenn ||P — M||> < r* + (P — M | \LH>2 In
diesem Fall nennt man g eine Sekante von K.

(b) Genau dann besteht K N g aus einem Punkt, wenn ||P — M||> = > + (P — M | 2-)2. In
diesem Fall nennt man g eine Tangente von K.

(c) Genau dann ist K N g leer, wenn ||P — M||> > r* + (P — M | HZTI>2 In diesem Fall nennt man
g eine Passante von K.

In den Fiillen (b) und (c) besitzt g keine Punkte im Inneren von K.

Beweis. Sei Q = P + Av € g mit einem A € R. Dann gilt:

QeK M) <=r =|Q-M]||
— 12 :HQ—MH2:<Q—M’Q—M>:<P+/\U—M‘P+AU—M>
=||P — M||? +2A(P — M | 9) + A?||v]|?
0 =|o>-A2+2(P—M|0v)-A+(||P—M|]>—1?)

(B -M|||m>) .

Abbildung II1.4: Mit Pythagoras kénnen wir die Proposition auch so formulieren: Der Durch-
schnitt von K und g hat zwei bzw. ein bzw. kein Element(e), falls der Lotfufspunkt von M auf g
im Kreis bzw. auf dem Kreis bzw. auflerhalb des Kreises liegt.
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Das ist eine quadratische Gleichung in A, deren Losungsmenge in Abhéngigkeit vom Vorzei-
chen € {+,0, —} ihrer Diskriminante

. 2
Disk = (2(P ~ M| 2))? ~4-[[ol/2- (|~ M|~ )
(%
:_4-||U||2'(HP_MH2_72_<P_M| HUH>2)

zweielementig, einelementig oder leer ist. In den Féllen (b) und (c) gilt wegen Q € ¢ = g0

1Q=M[P = +(Q-M| ) =27,

v
1el
so dass ¢ keinen Punkt im Inneren von K besitzt. ]

Korollar 9.2 Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € Ro und § = gp, eine Gerade in Gg
mit P,v € R? und v # 0. Sei weiter Q ein Element im Durchschnitt K N g. Dann sind folgende beiden
Aussagen idquivalent:

(i) gist Tangente an K,
(i) £(Q—-M,v) = 3.

Beweis. Ohne Einschrankung setzen wir P = Q. Nach der Proposition gilt dann
g Tangente <= |[Q—M|*=r"+(Q— M | ﬁﬁ
Da wir Q als Element des Kreises angenommen hatten, ist ||Q — M|| = r, und wir haben
¢ Tangente «<— (Q — M | IIZH>2 =0
— (Q—M)Llo
— L(Q-M,0) = .

2
0J

Proposition 9.3 Sei ¢ eine Bewegung der Euklidischen Standardebene I, und sei K = K,(M) ein
Kreis mit M € R? und r € R~g. Dann Qilt

¢(K:(M)) = K:(¢(M)),

insbesondere bilden also Bewegungen Kreise auf Kreise ab.

Beweis. Sei zunéchst P € K, (M) ein Punkt. Dann gilt mit den bekannten Bewegungseigenschaf-
ten ||p(M) — ¢(P)|| = ||M — P|| = r, so dass ¢(P) in K,(¢(M)) liegt. Es folgt
(K, (M)) C K (9(M)).
Da mit ¢ auch ¢! eine Bewegung ist, folgt hiermit
¢~ (Ke(@(M))) € Kr(97" 0 (M) = Kr(M)

und also die Proposition. ]
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Definition 9.4 Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € R, und sei P € R? ein Punkt. Dann
heifst
kk(P) := ||P — M||* — 1?

die Potenz von P in Bezug auf K.

Offensichtlich gibt das Vorzeichen der Potenz Auskunft dariiber, ob der Punkt P in K, auf K
oder aufserhalb von K liegt. Wir wollen uns jetzt dem Problem des Durchschnitts zweier Kreise
widmen. Dazu fiithren wir ein Hilfsobjekt ein.

Proposition 9.5 Seien K = K,(M), K’ = K, (M') Kreis mit M # M’ € R? und r,7’ € Ro. Dann
gilt:

(@) pxx = {P € R? | kx(P) = xx/(P)} ist eine Gerade in T, die sogenannte Potenzgerade von K
und K'.

(®) prx L MV M,
(c) KNK'=Kn PKK = K'N PKK!-

Insbesondere schneiden sich zwei verschiedene Kreise in hochstens zwei Punkten.

Beweis. Zum Nachweis von (a) sei P € R?. Dann gilt:

P e Pk KK(P) = KK/(P)
= [P MIF =7 = [P = M| - 2
< ||P|]? = 2(P, M) + [[M]*> = 1* = ||P| | = 2(P, M") + || M'||> — 12
= (P,M' = M) = 3(r* —r* + ||[M'|* — [[M]]?).

Aufgrund von M # M’ ist deshalb pg ' nichtleer. Ist nun A € pg  fixiert, so ergibt sich
P € pxx <= (P,M — M) = (A,M' — M) <= (P — A,M' — M) = 0.

Die obige Gleichung beschreibt genau die Hessesche Normalform der Geraden g5y )1, was
neben (a) auch die Aussage (b) impliziert. Die erste Gleichung in Aussage (c) ergibt sich direkt
aus der Aquivalenz

PeKNK <= xx(P)=0 und xx(P) =0
<= kx(P) = 0 und xx(P) = xg/(P)
<= P e KN pxx,

die zweite Gleichung folgt aus Symmetriegriinden. ]

Dies ist nun der geeignete Moment, um Satz 6.6 zumindest fiir die Euklidische Standardebene
zu zeigen.

Beweis (Satz 6.6) fiir die Euklidische Standardebene It als Hilbertebene H mit (S). Seien dazu Kreise
K = K;(M) und K’ = K (M) mit M, M’ € R? und r,7" € R~ gegeben, so dass der Kreis K
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einen Punkt innerhalb und einen Punkt auflerhalb von K’ besitzt. Die Voraussetzung impliziert
sofort M # M’, denn im Fall M = M’ wire K = K’, oder die Punkte von K ldgen alle innerhalb
oder alle auSerhalb von K’. Sei nun P € K innerhalb von K’ und Q € K auflerhalb von K’. Wir
konnen ohne Einschrankung annehmen, dass P im Ursprung liegt, so dass PV Q = RQ ist.
Wir definieren

e :R— R, A — KK/()\Q).

Offenbar ist exs eine stetige Funktion mit ex/(0) = xx/(P) < 0 und ex/(1) = kg (Q) > 0. Aus
dem Zwischenwertsatz folgt, dass ein u € (0,1) mit eg/ (1) = 0 existiert. Wir definieren nun
analog

ek R— R, A= KK()\Q)

Dies ist ebenfalls eine stetige Funktion mit den Eigenschaften ex(0) = ex(1) = Ound ex(A) < 0
fur A € (0,1), insbesondere ist ex (1) < 0. Wir setzen

5K,K’ ‘R—-R,A— EK(/\) — EK/(/\).
Die Funktion dg g ist stetig, und es gilt

5K,K’(O) = 81((0) — SK/(O) >0, (SK,K/(‘LL) = 81((]/!) — SK/(]/l> < 0.

Aus dem Zwischenwertsatz erhalten wir die Existenz eines v € (0, i) mit dx g/ (v) = 0. Setzen
wir R := vQ, dann folgt wegen ex(v) = ex/(v) sofort kx(R) = xx/(R), also ist R € pg k. Wegen
ex(v) < O0ist kx(R) < 0, d.h. R liegt im Inneren von K. Somit hat die Potenzgerade pg x’ einen
Punkt im Inneren von K. Aufgrund von 9.1 ist pg x eine Sekante von K, was |pxx N K| = 2
impliziert. Mittels 9.5 erhalten wir |[K N K'| = 2. O

Ubung (Satz von Monge) Es seien M, M', M" € R? paarweise verschieden sowie r,7’,1" € Rg.
Wir setzen K := K,(M), K" := K,,(M'), K" := K,n(M"). Dann gilt:

(@) M, M’', M" sind genau dann kollinear, wenn die Potenzgeraden py g1, px x», px: x» alle parallel
zueinander sind.

(b) M,M',M" sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn sich die drei Potenzgeraden
PrK's PKK", Pk k» ih genau einem Punkt schneiden.

Satz 9.6 (Zwei-Sehnen-Satz) Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R, und sei P €
R? . K ein Punkt. Sei weiter ¢ eine Sekante von K durch P mit ¢ N K = { A, B}. Dann gilt

[P = Al[ - [[P = B[| = |xx(P)],

fiir alle durch P verlaufenden Sekanten von K ist also das Produkt der Sehnenabschnitte gleich.
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A

Abbildung IIL.5: Eine Sehne eines Kreises K ist die Menge der Punkte auf einer Sekante, die
zwischen deren beiden Schnittpunkten mit K liegen.

Beweis. Sei gp, eine Sekante durch P mit ||v|| = 1. Genau dann liegt Q := P + Av im Durch-
schnitt gp, N K, wenn

0=|[v|[* A24+2(P—M|0)- A+ (||P— M|]>—7?)
= A2+ 2(P— M| v)-A+xx(P)

gilt; das ist genau wie im Beweis von Proposition 9.1. Da gp , ja eine Sekante von K ist, hat diese
quadratische Gleichung in A zwei reelle Losungen A; # A,. Es gilt also kg (P) = A1 - Ax und
ohne Einschrankung A = P + Ay und B = P + A,v. Es folgt die Behauptung

[P = A[| - [[P = B[| = [[Mo]] - [|A20]] = [A1 - Az| = [rex(P)]-
O
Satz 9.7 (Sehnen-Tangenten-Satz) Sei K = K,(M) ein Kreis mit M € R? und r € R, und sei

P € R? ein Punkt auferhalb von K. Seien weiter g eine Sekante von K durch P mit g N K =: {A, B}
und t eine Tangente an K durch P mit t N K =: {C}. Dann gilt

[IP—CI[> = [|P = Al| - [|P - B|| = xx(P).

Beweis. Nach dem Zwei-Sehnen-Satz ist nur das erste Gleichheitszeichen zu zeigen. Dessen
Beweis erfolgt analog, aufier, dass es statt zwei verschiedenen Nullstellen A, A> der quadrati-
schen Gleichung nurmehr eine doppelte Nullstelle u gibt. ]
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610 Inkreis, Umkreis und Feuerbachkreis
Wir wollen nun Kreise dazu verwenden, Dreiecke genauer zu studieren.

Definition 10.1 Seien A, B,C € R? drei Punkte in allgemeiner Lage und g € Gy eine Gerade durch
A. Genau dann heifit g eine Winkelhalbierende von ZBAC, wenn B und C auf verschiedenen Seiten
von g liegen und fiir alle P € g~ { A} die Kongruenz ZPAB ~ /PAC gilt.

B
A P

g
C

Um zu zeigen, dass eine Gerade tatsdchlich eine Winkelhalbierende ist, gentiigt es nattirlich,
wenn ein einziges P € ¢\ {A} die verlangte Eigenschaft erfiillt; fiir alle anderen folgt diese
daraus.

Ubung Liegt der Punkt P aus der Definition im Inneren von /BAC, so gilt dann £ PAB = £ PAC =
34BAC
3 .

Proposition 10.2 Seien A, B,C € R? drei Punkte in allgemeiner Lage. Dann gibt es genau eine Win-
kelhalbierende des Winkels ZBAC.

Beweis. Zunichst konnen wir ohne Einschrdnkung annehmen, es gelte
B — Al = [|C - All,

da wir sonst B auf den Strahl R abtragen konnen und fiir den resultierenden Punkt C’ die
Gleichheit {BAC' = £BAC gilt. Sei nun P der HohenfuSpunkt von A im gleichschenkli-
gen Dreieck AABC. Dann gilt AB = AC und AP = AP, so dass nach Pythagoras und SSS-
Kriterium die beiden rechtwinkligen Dreiecke AAPB und AAPC kongruent sind und insbe-
sondere /BAP ~ ZCAP gilt. AV P ist also eine mogliche Winkelhalbierende.
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Nehmen wir nun an, es gidbe zwei Winkelhalbierende ¢ und 7 von ZBAC mit Punkten P ¢
¢~ {A} und P’ € h \ {A} im Inneren von Z/BAC.> Dann gilte

APAB = LPAC = %KBAC = {P'AB = £P'AC.

T
Wegen (Ks) miissen die Strahlen AD und AP identisch sein. O

Ubung Sei K = K, (M) ein Kreis mit M € R? und r € R, und sei P € R? ein Punkt auferhalb
von K. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.

(a) Es gibt genau zwei Tangenten tq,ty an K durch P.
(b) Istty N K=:{A} und t, N K =: {B}, soist MV P die Winkelhalbierende von ZAPB.

Iy
A

P.

77
B
lo

Wenn wir noch eine dritte Dreiecksseite einzeichnen, erinnert die in der Ubung behandelte
Situation schon an unsere naive Vorstellung eines Inkreises eines Dreiecks. Um dies prézise
machen zu konnen, wollen wir an dieser Stelle definieren, wann ein Punkt innerhalb eines
Dreiecks liegt.

Definition 10.3 Wir sagen, ein Punkt P € P liege im Inneren eines Dreiecks AABC, wenn P im
Inneren seiner Winkel /ZBAC, ZABC und £ ACB liegt.

Um zu zeigen, dass P im Inneren von AABC liegt, geniigt es nattirlich zu zeigen, dass P im
Inneren von zwei beliebigen seiner Winkel liegt.

Satz 10.4 (Inkreissatz) Sei AABC ein Dreieck. Dann schneiden sich die drei Winkelhalbierenden in
einem gemeinsamen Punkt 1. Weiter gibt es genau einen Kreis K C RZ2, so dass die Geraden ANV B, AV
C und BV C Tangenten an K sind. K liegt (mit Ausnahme der Beriihrpunkte der Tangenten) innerhalb
von ANABC und heifit der Inkreis von AABC. Sein Mittelpunkt ist der gemeinsame Schnittpunkt 1
der Winkelhalbierenden und heifSt der Inkreismittelpunkt.

C

5Klar, dass es die gibt!
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Beweis. Sei g die Winkelhalbierende von ZBAC und h diejenige von ZABC. Wegen B ¢ ¢ und
B € h sind die beiden Geraden verschieden. Da B und C auf verschiedenen Seiten von g liegen,
gibt es einen Schnittpunkt A’ von ¢ und BC.

C

Dann liegen A und A’ auf verschiedenen Seiten von /1,

denn: A und C liegen auf verschiedenen Seiten von / nach Definition der Winkelhalbierenden
und A’ und C liegen auf derselben Seite von & wegen C * A’ x B nach Konstruktion. Die Be-
hauptung folgt mit (A). #

Es folgt, dass h und AA’ C g einen Schnittpunkt haben.

Vertauschen wir die Rollen von giund h und benennen den Schnittpunkt von & und AC mit B/,
erhalten wir analog, dass ¢ und BB’ C h einen Schnittpunkt haben. Es folgt, dass der eindeutig
bestimmte Geradenschnittpunkt g A in AA’ N BB’ und somit im Inneren von AABC liegt.

Nennen wir den so gewonnenen Schnittpunkt nun I. Wir wollen zeigen, dass I auch auf der
Winkelhalbierenden f von ZACB liegt. Seien dafiir (a,b,c) die Seitenlingen von AABC und
Fa, F, und F; die LotfuSpunkte von I auf BV C, AV Cbzw. AV B.

C
k

I g

T
A=A B

Abbildung IIL6: Ist die rote Linie die Winkelhalbierende von ZACB?

Dann gilt AAIF, = AAIF,,

denn: Da ¢ Winkelhalbierende ist, gilt ZIAF, ~ /IAF., also insbesondere £IAF, = AIAF,.
Andererseits ist nach Konstruktion £IF,A = 7 = £IF,A. Nach dem Satz {iber die Winkel-

summe im Dreieck ist daher L AIF. = £AIF,. Da die beiden Dreiecke aufierdem die Seite A
gemeinsam haben, folgt mit dem WSW-Kriterium die gesuchte Kongruenz. #

Analog zeigt man ABIF. = ABIF,. Aus diesen beiden Kongruenzen von Dreiecken folgt ins-
besondere [F, = IF,. Da die rechtwinkligen Dreiecke ACIF, und ACIF, auierdem die Seite



§10. Inkreis, Umkreis und Feuerbachkreis 84

CI gemein haben, folgt mit dem Satz von Pythagoras und dem SSS-Kriterium ihre Kongruenz,
also insbesondere die Kongruenz der Winkel ZICF, und ZICF,. I liegt somit auf allen drei
Geraden.

Implizit haben wir im bisherigen Beweis schon
= FEll = [[I = B[l = [II - E[[ =7

gezeigt. Der Kreis K = K, (I) enthélt also alle drei LotfuBpunkte F,, F, und F,. Da nach Defini-
tion die Dreiecksseiten in den Lotfufipunkten senkrecht auf den Loten stehen, sind nach dem
Korollar von Proposition 9.1 die Geraden AV B, AV C und B V C Tangenten an K. Auflerdem
liegt K im Inneren von AABC,

denn: Nach Proposition 9.1 gilt fiir einen beliebigen Punkt P € (A V B) \ {F.} die Abschét-
zung ||P — I|| > r, so dass P auflerhalb von K liegt. Analog zeigt man, dass alle Punkte in
(AVC)~N{F}undin (BV C)\ {F} auferhalb von K liegen. Die Behauptung folgt leicht. #

Es bleibt die Eindeutigkeit von K mit diesen Eigenschaften zu zeigen. Seien also K; = K, (1)
und K; = K, (I) zwei Kreise, an denen jeweils alle drei Geraden AV B, AV Cund B V C Tan-
genten sind. Nach dem (b)-Teil der letzten Ubung liegen dann I; und I beide auf allen drei
Winkelhalbierenden und sind nach unseren vorangegangenen Uberlegungen deshalb iden-
tisch. Im Fall r; = r, miissen wir nun nichts mehr zeigen, so dass wir ohne Einschrankung
r1 < rp annehmen kénnen. Dann liegen alle Punkte von K; im Inneren von K3, was ein Wider-
spruch dazu ist, dass kein Punkt einer der Tangenten im Inneren von K; liegt. [

Definition 10.5 Seien A, B zwei verschiedene Punkte in R2. Dann heifit das Lot von 1(A + B) auf
AV B die Mittelsenkrechte m op auf AB.

Indem wir die Hesse’sche Normalform benutzen, lédsst sich die Mittelsenkrechte m 4p explizit
beschreiben als

—~
N[ —

map={P €R*| (P|B~A)=(5(A+B)|B-A)}

(I1L.6)

={PeR*[(P|B—A)=_-(IBI-lAl*)}.

N[ =

Satz 10.6 (Umkreissatz) Sei AABC ein Dreieck. Dann schneiden sich die Mittelsenkrechten der
Dreiecksseiten in einem gemeinsamen Punkt U. Weiter gibt es genau einen Kreis K C R2, der A, B
und C enthilt. K liegt (mit Ausnahme der Eckpunkte A, B,C) auflerhalb von ANABC und heifst der
Umbkreis von AABC. Sein Mittelpunkt ist der gemeinsame Schnittpunkt U der Mittelsenkrechten und
heif$t der Umkreismittelpunkt.

Beweis. Die drei Mittelsenkrechten sind paarweise nicht parallel, da sonst zwei der entsprechen-
den Dreiecksseiten, auf denen sie orthogonal sind, parallel wéren, was nicht sein kann. Je zwei
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Mittelsenkrechten schneiden sich also in einem eindeutigen Punkt. Sei U der Schnittpunkt von
map und m4c. Wie in der Voriiberlegung gilt

<U\B—A>:%MMV—HAW) mﬁr<U!C—A>=%mQV—HAW)

Es folgt
@HB—C%ﬂU!@—A%%C—ANZ%OWW—HQW,

so dass U auch auf mpc liegt. Die drei Mittelsenkrechten haben also einen eindeutigen gemein-
samen Schnittpunkt U.

Wir bezeichnen den Abstand ||U — A|| nun mit 7. Dann liegen A, B, C auf dem Kreis K, (U),
denn: Fiir A ist nichts zu zeigen. Sei ¢ € Bew (IE) die Spiegelung an der Geraden m 45. Dann ist
definitionsgemdB o(U) = U, 0(A) = Bund c(B) = A. Es folgt

IU = B[ = [le(U) —o(B)|| = |[U— Al =,
so dass auch B auf K,(U) liegt. Betrachtet man die Spiegelung an m ¢, erhilt man analog
C € K,(U). #

Wir wollen zuletzt nun die Eindeutigkeit des Umkreises zeigen. Sei dafiir K, (U’) ein beliebiger
Kreis durch A,B,C. Dann gilt U’ = Uund ' =7,

denn: Da A und B auf K,/ (U’) liegen, gilt ||[U’ — A||?> = ||{U’ — B||?> = (')%. Es folgt
0= |IU’ - AP |’ — B
= ||AI* = 2(A | U") + [[U"||* = [|B]* +2(B | U) — ||U'|?
= ||AI* = ||BII* +2(B — A | ).
Das ist dquivalent zu
W' B~ A) = 5 (1B - 14IP)
also zu U’ € myp. Analog zeigt man, dass U’ auch auf den anderen beiden Mittelsenkrechten
liegt. Mit der Eindeutigkeit deren Schnittpunkts folgt U’ = U. Der Rest der Behauptung folgt
" r=lU = Al = [U - Al =
#
O

Satz 10.7 (Peripheriewinkelsatz) Seien A # B € R? Punkte auf dem Kreis K, (U) um einen Punkt
U € R? mit einem Radius r € R~. Seien weiter die Seiten der Gerade A \/ B mit S; und Sy bezeichnet.
Dann gilt fiir einen von A und B verschiedenen Punkt C € K,.(U) N Sy

14AUB firl €Sy,
LACB={7T fiir U € AV B,
m—14AUB  fiirU € Ss.
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Insbesondere ist die Winkelgrifle £ ACB nicht von der Wahl des Punkts C € K,(U) N Sy abhiingig.
A ACB heif3t auch der Peripheriewinkel® des Kreisbogens K,(U) N S».

Abbildung III.7: U und die drei Punkte C;, Cy, C3 liegen auf derselben Seite von A V B. Die
markierten drei Winkel sind also kongruent.

Beweis. Sei C € K,(U) N S; ein beliebiger aber fest gewéahlter Punkt. Dann unterteilt das Drei-
eck AABC das Innere des Kreises in vier durch die Lage auf den verschiedenen Seiten von
AV B, AV Cund BV C definierte Teile und die drei Dreieckskanten AB, AC und BC selbst. So
ergeben sich fiir den Beweis des Satzes sieben Fille, von denen wir hier allerdings nur einen
behandeln wollen.

Abbildung II1.8: Gleichfarbige Winkel sind gleich grofs. Wenn U im Inneren des von AABC
liegt, gilt LAUB = 2(LUCB + LUCA).

Liege dafiir U im Inneren des Dreiecks AABC. Nach dem Satz von der Winkelsumme fiir das
Dreieck AAUB gilt

£LAUB = m— LAUAB — LUBA.

Da U insbesondere im Inneren der Winkel ZCAB und ZCBA liegt, gelten nach Proposition 7.1

LUAB = LCAB—- £CAU und 4<£UBA = £CBA — £CBU.

®Strenggenommen miissten wir natiirlich von der PeripheriewinkelgroBe sprechen.
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Eingesetzt erhalten wir

£LAUB = 7 — ({CAB — £CAU) — ({CBA — £CBU)
= (m— LCAB — LCBA) + (LCAU + £CBU).

Mit dem Satz von der Winkelsumme fiir das Dreieck A ABC folgt
£LAUB = £LACB + (£CAU + £CBU).

Nun ist U auch der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC, so dass ||{U — A|| = ||U — B|| =
||lU — C|| gilt und also die Dreiecke AAUC und ABUC gleichschenklig sind. Insbesondere gilt
nach Proposition 5.17

/CAU ~ /ZACU und ZCBU ~ ZUCB.
Setzen wir dies ein, erhalten wir
£AUB = LACB+ (LACU + LUCB) = 2{£ ACB,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen verwendet haben, dass U auch im Inneren des
Winkels ZACB liegt. Damit ist die Behauptung in diesem Fall bewiesen. O

Ubung Zeigen Sie die iibrigen Fiille im Beweis des Peripheriewinkelsatzes.

Korollar 10.8 (Satz des Thales) Seien A, U, B € R? drei Punkte mit Ax U % B und ||U — A|| =
||U — B||. Ist dann C € P ein dritter Punkt auf dem Kreis K(U, A), so ist der Winkel ZACB ein
rechter.

Beweis. Das ist gerade der Peripheriewinkelsatz fiir U € A V B. O
Satz 10.9 (Verschirfung des Sinussatzes) Sei AABC ein Dreieck mit Winkelgrofien («, B, y), Sei-

tenlingen (a, b, c) und Umkreis K, (U). Dann gilt

a b c

sine sinf  siny’

Beweis. Ohne Einschrinkung liege U auf derselben Seite von A VV B wie C.” Nach dem bereits
gezeigten Sinussatz geniigt es fiir den Beweis des Satzes siny = 5. zu zeigen. Da U und C auf
derselben Seite von A V B liegen, liegt der zweite Schnittpunkt C' der Geraden B V U mit dem
Kreis K, (U) auch auf derselben Seite wie C.

7Ist dies nicht der Fall, so liegt U zwangslaufig auf derselben Seite von B vV C wie A, und wir kénnen nach einer
Permutation der Punkte A, B, C denselben Beweis fithren. Das schliefit ausdriicklich auch den Fall mit ein, dass U
auf der Strecke AB liegt.
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C’

Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt also weiterhin £ AC’'B = <. Andererseits ist aber a’ :=
||C" — B|| = 2r leicht zu berechnen, und nach dem Satz des Thales ist ZC’ AB ein rechter Win-
kel. Da nach dem Korollar des bereits gezeigten Sinussatzes der Sinus eines Winkels in recht-

winkligen Dreiecken als Quotient von Gegenkathete und Hypothenuse ausgedriickt werden
kann, gilt die zu zeigende Beziehung

. c
siny =— = —.
a’ 2r

OJ

Satz 10.10 (Eulergleichung) Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt H und
Umkreismittelpunkt U. Dann gilt 3S = H + 2U.

Beweis. Nach Definition gilt fiir den Schwerpunkt 3S = A + B + C. Es folgt

(38| B—A)=(A+B+C|B—A)
—(A+B|B—A)+(C|B—-A)
=(Q2U|B—-A)+ (H|B—-A),

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen benutzt haben, dass der Umkreismittelpunkt U auf
der Mittelsenkrechten m 45 und der Hohenschnittpunkt auf der Hohe hc liegt (vgl. (IIL.6) bzw.
(IIL.4)). Insgesamt folgt

(3§—2U—-H|B—-A)=0.
Analog kann man (35S —2U — H | C — A) = 0 zeigen. Nun sind aber die Punkte A, B,C in
allgemeiner Lage, so dass insbesondere B — A und C — A eine Basis von R? bilden. Es folgt
3S —2U — H = 0 und somit der Satz. 0

Ubung Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt H und Umbkreismittelpunkt
U. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(1) Zwei der drei Punkte S, H, U stimmen tiberein.
(i) S=H=1U.
(ili) AABC ist gleichseitig, es gilt also ||A — B|| = ||B—C|| = ||C — A]|.

Korollar 10.11 Sei AABC ein (nicht gleichseitiges) Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt
H und Umkreismittelpunkt U. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.
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(a) H =S % U, insbesondere sind H, S, U kollinear.

H-S|| _
®) Ju—si =2

Die Gerade H Vv U heifit die Eulergerade von AABC.

Beweis. Aus 35S = H + 2U folgt S = %H + %U Da nach der Ubungsaufgabe in einem nicht
gleichseitigen Dreieck Hohenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt verschieden sind, folgt
daraus H x S x U sowie

2 2 1 1
H-S||=||2H-ZU|| =2||zH — =U|| =2||S — U|| = 2||]U — S||.
IH = ]| = ||5H - SUll =2l|5H - ul| =2||s - | =2|ju - 5|

Die folgende Proposition ergibt sich aus einer kurzen Rechnung.

Proposition 10.12 Sei AABC ein Dreieck mit Seitenmitten (A’, B',C'). Dann sind A’, B',C’ in all-
gemeiner Lage. Das Dreieck ANA'B'C’ heift das Mittendreieck von \ABC. Der Umkreis des Mitten-
dreiecks ANA'B'C’ heifdt der Feuerbachkreis von A\ ABC.

Satz 10.13 (Feuerbachgleichung) Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Umkreismittelpunkt
U und Feuerbachkreismittelpunkt F. Dann gilt 3S = U + 2F.

Beweis. Sei S’ der Schwerpunkt des Mittendreiecks AA’B'C’ von AABC. Es ist

1 1.1 1 1 1
S/:g(A’-l—B’-l—C’) :§(§(B-|-C)+§(A+C)+§(A+B)):§(A+B+C):S.

Aufgrund von

1 1 1

ist A’V B || AV B. Wegen mupL(AV B) folgt deshalb aus dem Wechselwinkelsatz, dass
mapL(A"V B') ist. Zusammen mit C' € myp impliziert dies her = myp. Analog zeigt man
hg = mycund hy = mpc, d.h. die Mittelsenkrechten von A ABC sind die Hohen von AA’B'C’.
Fiir den Hohenschnittpunkt H' des Mittendreiecks A A’B’C’ erhalten wir deshalb H' = U. Die
Eulergleichung fiir das Mittendreieck AA’B'C’ liefert 35" = H' + 2F und deshalb 35S = U + 2F,
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Die im gerade gefiihrten Beweis erhaltene Identifikation der Mittelsenkrechten von A ABC mit
den Hohen des Mittendreiecks AA’B'C’ liefert im iibrigen einen alternativen Beweis dafiir,
dass sich die Mittelsenkrechten von AABC in genau einem Punkt schneiden.

Korollar 10.14 Sei AABC ein Dreieck mit Schwerpunkt S, Hohenschnittpunkt H, Umbkreismittel-
punkt U und Feuerbachkreismittelpunkt F. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Das Dreieck AABC ist genau dann gleichseitig, wenn S = H = U = F ist.
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(b) Ist AABC nicht gleichseitig, dann liegt F auf der Eulergerade. Genauer gilt:

1 1 1 3 2 1
P—§H+§U—1H+ES, S—§F+§U,

insbesondere H %« F % S sowie F x S % U.

Beweis. Aussage (a) ergibt sich direkt aus der Ubungsaufgabe nach 10.10: Ist S = H = U,
so ist AABC gleichseitig; ist umgekehrt AABC gleichseitig, so ist S = H = U und deshalb
2F = 35S — U = 25, was F = S zur Folge hat. Im Folgenden sei AABC nicht gleichseitig. Aus
Euler- und Feuerbachgleichung erhalten wir U + 2F = 3S = H + 2U und damit F = }H + JU
sowie S = 2F + 1U. Des weiteren ist 2U + 4F = 65, was (2U +4F) — (H +2U) = 3S impliziert.
Das liefert 4F — H = 3S und deshalb F = ;H + 28. O]

Proposition 10.15 Sei AABC ein Dreieck mit Umbkreisradius r, der Radius des Feuerbachkreises sei
durch v’ gegeben. Dann gilt: ' = 1r.

Beweis. Aus der Feuerbachgleichung erhalten wir 0 = 3S - U —-2F = A+ B+C—-U - 2F =
A—U+2(3(B+C)—F)und somit U — A = 2(A’ — F), wobei wir wie iiblich A’ := 1(B+C)
gesetzt haben. Insbesondere ist ||A — U|| = 2||A” — F|| und deshalb r = 2r’. O

Satz 10.16 Sei AABC ein Dreieck. Dann liegen die folgenden Punkte auf dem Feuerbachkreis von
ANABC:

m die Seitenmitten A',B’,C’,

n die FufSpunkte der Hohen h 4, hg, hc,

n die Mitten der Hohenabschnitte zwischen dem Hohenschnittpunkt H und dem jeweiligen Eck-
punkt, d.h. X(H+ A), 1(H+ B), (H + C).

Aus diesem Grund wird der Feuerbachkreis auch der Neunpunktekreis genannt.

Beweis. Die Seitenmitten A’, B/, C’ liegen nach Definition des Feuerbachkreises auf demselbigen.
Auch die Mitten der Hohenabschnitte liegen auf dem Feuerbachkreis,

denn: Wegen 10.14 ist H = 4F — 3S und deshalb

IF—3(H+A)| = HF—E(/T'F—3S+A)H=IIF—§(4F—(B+C))H=|\F—§(B+C)|I
= |[F-A|].

Da A’ auf dem Feuerbachkreis von AABC liegt, liegt auch 3 (H + A) auf dem Feuerbachkreis
von AABC. Die Argumentation fiir J(H + B) bzw. 1(H + C) ist analog. #

Es bleibt zu zeigen, dass die HohenfufSpunkte auf dem Feuerbachkreis liegen. Fiir den Fall,
dass das Dreieck AABC gleichseitig ist, ist dies unmittelbar klar, denn dann stimmen der
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Hohenschnittpunkt H und der Umkreismittelpunkt U {iberein, und somit sind die Fufspunkte
der Hohen genau die Seitenmitten A’, B/, C’. Im Folgenden sei das Dreieck A ABC nicht gleich-
seitig. Sei e die Eulergerade des Dreiecks AABC, und sei P der Hohenfuflpunkt von hc¢. Ist
el (AV B),soiste = myp. Aufgrund von H € e ist dann P = C’, weshalb P auf dem Feuer-
bachkreis liegt. Im Folgenden seie £ (A V B). Sei Q der FuBpunkt des Lotes von F auf A V B.
EsistQ = 3(P+C'),

denn: Im Fall AV B || e folgt die Behauptung mit Hilfe des Diagonalensatzes sehr leicht aus der
Gleichung F = 1(H + U). Im Fall AV B }f e argumentieren wir wie folgt. Sei ¢ die Parallele
zu AVBdurch H, Q' := (QVF) Nngund C" := (UV C’') N g (die Schnittpunkte existieren
wegen QV (FLg) und U V (C'Lg)). Esist Q' # H, andernfalls wire H € Q V F und damit
QV F = e, was el (AV B) zur Folge hitte, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Nach
dem Strahlensatz gilt

lH-c _H-ul| _,

[[H=Q'll  [[H—F|l
Aus U * F x H ergibt sich leicht C" x Q' x H. Wir erhalten Q' = 1(H + C”) und deshalb Q =
I(P+C). #

Bei Spiegelung an der durch den Mittelpunkt F des Feuerbachkreises verlaufenden Geraden
F v Q wird der Feuerbachkreis in sich tiberfiihrt. Da C’ auf dem Feuerbachkreis liegt, folgt
aufgrund von Q = 3(P+C’)und (FV Q) L (AV B) = PV C’, dass der Punkt P ebenfalls auf
dem Feuerbachkreis liegt. Analog zeigt man, dass auch die anderen Hohenfufpunkte auf dem
Feuerbachkreis liegen. O



KAPITEL IV

Nichteuklidische ebene Geometrie

In diesem Kapitel wollen wir das Poincarémodell der hyperbolischen Ebene studieren, ein Mo-
dell einer Hilbertebene mit Stetigkeitsaxiom, die das Parallelenaxiom (P) nicht erfiillt. Hiermit
ist dann auch klar, dass das ungeliebte Parallelenaxiom fiir die Definition der Euklidischen
Ebene tatsdchlich gebraucht wird.

Das Poincarémodell wird iiber einen Kreis in der Euklidischen Standardebene IE eingefiihrt.
Bevor wir dies tun, wollen wir daher noch einige niitzliche Konzepte im Kontext zu Kreisen in
E einfiihren.

611 Inversion am Kreis

Definition 11.1 Fiir einen Kreis K,(M) in T definieren wir eine Abbildung o, : R> ~ {M} —
R? \ {M}, indem wir jedem A € R? \. {M} den eindeutig bestimmten Punkt o, 1 (A) auf dem Strahl
m mit

[IM = Al[ - [[M = g, m(A)]| = 2

zuordnen. Die Abbildung o, heifit die Inversion oder auch Spiegelung am Kreis K,(M), und
0r M (A) heifit das beziiglich K, (M) zu A Inverse.

=(Tr,M(A)

92
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Proposition 11.2 Sei K,(M) ein Kreis in IE. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.

(@) or,mo0rm = idga (M} Insbesondere ist o, pr bijektiv und zu sich selbst invers.

(b) 0, m bildet Punkte im Inneren von K,(M) auf Punkte auflerhalb von K,(M) ab und umgekehrt.
Punkte auf K, (M) werden auf sich selbst abgebildet.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition der Inversion o; ;. O

Proposition 11.3 Sei A € R? \ { M} ein Punkt innerhalb eines Kreises K,(M) in IE. Sei g € G das
Lot von A auf der Verbindungsgeraden AN M, und seien P und Q die Schnittpunkte von g mit K,(M).
Schreiben wir schliefilich tp fiir die Tangente an K.(M) in P und t fiir die Tangente an K,(M) in Q.
Dann schneiden sich die drei Geraden tp, to und AN M im Punkt o, p(A).

P

Ur,M(A)

Q

Beweis. Aus Symmetriegriinden ist klar, dass die drei Geraden tp, to und A V M einen gemein-
samen Schnittpunkt S haben. Die beiden rechtwinkligen Dreiecke AMAP und AMPS haben
dieselbe Winkelgrofie bei M. Mit dem Korollar des Sinussatzes folgt

M- All _ |[M - P
IM—=P[|  [|[M =S|

also

IM—A|l - [|M = 8|| = ||M - P|? =%
Da 0, 0 (A) der einzige Punkt auf dem Strahl MA mit dieser Eigenschaft ist, gilt S = o} p1(A)
und somit die Behauptung. O]

Bemerkung 11.4 Proposition 11.3 liefert eine Konstruktion von Inversen am Kreis® mit Zirkel und
Lineal.

Proposition 11.5 Sei K, (M) ein Kreisin E, A € R? \ {M}, g € Gr eine Gerade durch M, h € Gg
eine Gerade mit M ¢ h und K ein Kreis durch M. Dann gelten die folgenden Aussagen.

8{ibrigens auch fiir Punkte auerhalb von K, (M)
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MA ~ {M}) = MA~ {M},

g~ {M}) = g~ {M},

h) ist ein Kreis durch M, bei dem der Punkt M entfernt ist,
K~ {M}) ist eine Gerade, die nicht durch M geht.

@) orm
(b) or,m
(©) orm
(d) orm

~~ I~ I~

Beweis. Aus der Definition von o, ) folgt unmittelbar U,,M(m ~{M}) C MA {M}. Wegen
0rm © Orm = idpga gy ergibt sich ]\ﬁ ~{M} C o, M(MA ~ {M}) und damit Behauptung
(a). Aussage (b) ist eine direkte Konsequenz aus (a). Wir wollen nun Behauptung (c) zeigen. Sei
dazu f das Lot von M auf hund A = f A h der Schnittpunkt. Sei A’ := 0, m(A), P := (M + A’)
und s := ||A" — P||.

K,(M)

h

Zu zeigen ist 0, p(h) = Ks(P) ~ {M}. Wir zeigen zuerst die Inklusion ,C”. Sei dafiir B irgend-
ein Punkt auf 4. Dann hat die Gerade M V B noch einen zweiten Schnittpunkt B’ mit dem Kreis
Ks(P),

denn: Sonst wiare M V B die Tangente an K;(P) in M und stiinde somit senkrecht auf f = MV P.
Dann wéren  und M V B parallele Geraden durch B, also identisch. Das kann nicht sein, da
dann M auf & lage. #

Nach dem Satz von Thales ist Z/MB’ A’ ein rechter Winkel. Andererseits ist nach Konstruktion
/MAB ein rechter Winkel, so dass mit dem Korollar des Sinussatzes

[IM = B|| _ |[[M— 4|
|M — A |[M - BJ|
folgt. Mit A" = 0, p1(A) erhalten wir
IM =B ||M—B'|| = [[M— Al - [[M - A"[| = r?

und somit B’ = 0, y1(B). Wir haben also gezeigt, dass fiir einen beliebiger Punkt B € & das
Inverse auf dem Kreis K;(P) liegt. Die Inklusion ,0" geht analog.

Behauptung (d) zeigt man analog zu Behauptung (b). O]



95 Kapitel IV. Nichteuklidische ebene Geometrie

Definition 11.6 Seien K und K’ zwei Kreise in IE mit |[K N K'| = 2 und ¢ € Gy eine Sekante an K.
Wir sagen dann

n K und g seien orthogonal zueinander, falls die Tangente an K in einem der beiden Schnittpunkte
von K mit g orthogonal zu g ist. Das ist genau dann der Fall, wenn g durch den Mittelpunkt von
K geht.”

n Kund K’ seien orthogonal zueinander, falls die Tangenten an K und K’ in einem ihrer Schnitt-
punkte orthogonal zueinander sind.

Abbildung IV.1: Sind die Tangenten in einem der beiden Schnittpunkte orthogonal zueinander,
so aus Symmetriegriinden auch im anderen.

Proposition 11.7 Seien K = K,(M) und K' = K, (M') Kreise in IE. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(a) Ist K’ orthogonal zu K, so gilt o, p(K') = K" und M ¢ K'.
(b) Enthilt K’ zwei beziiglich K zueinander inverse Punkte A und A’, so ist K’ orthogonal zu K.

Beweis. Seien K und K’ orthogonal zueinander mit Schnittpunkten P und Q. Dann ist die Tan-
gente an K’ in P durch die Gerade M V P gegeben (vgl. Abbildung IV.1). Sei A ein Punkt auf
K'~ {P,Q} und A’ der zweite Schnittpunkt von M VV A mit K'.

9Denn wenn M der Mittelpunkt von K und S einer der Schnittpunkte von K mit g ist, so ist die Tangente an K in
S orthogonal zu S V M, so dass sich die Orthogonalitdt von K und g in die Parallelitit von g und S V M tibersetzt.
Die Behauptung folgt, da beide Geraden den Punkt S gemeinsam haben.
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Dann gilt nach dem Sehnen-Tangenten-Satz
1M = Al - [[M = A'|| = [|[M = P||* = .

Nach Definition sind also A und A’ invers zueinander beziiglich K; es gilt also A" = 7, p1(A).
AuBerdem gilt 0, py(P) = P und 0, (Q) = Q, so dass 0, m(K') C K’ folgt. Aufgrund von
0rM © 0rm = idge gy folgt K C 0, m(K') und damit die Behauptung. Ware schlieflich M €
K’, so ldgen nach der gerade erfolgten Diskussion fiir ein beliebiges A € K’ die drei kollinearen
Punkte M, A, 0, pm(A) allesamt auf dem Kreis K’, was nicht sein kann. Insgesamt haben wir
Behauptung (a) gezeigt.

Da K’ mit A und A’ je einen Punkt innerhalb und auflerhalb des Kreises K enthilt, schnei-
den sich K und K’ nach Satz 6.6 in genau zwei Punkten P und Q. Es gilt nach Definition der

Inversion am Kreis
IM—A||-[|[M—A'||=r"=|IM—-P|

Mit der Umkehrung des Sehnen-Tangenten-Satzes folgt,'’ dass M V P eine Tangente an K’ ist.
Somit stehen die Tangenten von K und K’ in P senkrecht aufeinander, und K und K’ sind or-
thogonal zueinander. O]

Proposition 11.8 Seien K = K,(M) und K" = K,.(M') Kreise in I& mit M ¢ K'. Dann ist o, p(K')
ein Kreis.

Beweis. Nehmen wir zunédchst an, M liege auerhalb von K’. Sei dann P der Beriihrpunkt einer
Tangente tp aus M an K’. Nach Proposition 11.7 gilt dann

ojm—pjm(K) =K'
Wir konnen also
o m(K") = (07,m © 0 p—py,m) (K')

schreiben und hoffen, dass sich die so entstandene Abbildung ¢ := ;M © 0])p1—p|,m leichter
studieren ldsst.

Seien fiir einen beliebigen Punkt A € R* \ {M} die Bilder A" := o|jp_p| m(A) und A" :=
oy, m(A") = 8(A) definiert. Nach Definition der Inversion gilt dann

IM—A|l- [[M=A'l| = [[M=P|? und [[M-A"[-[IM-A"||="r

0Dass die Umkehrung des Sehnen-Tangenten-Satzes stimmt, sieht man, wenn man sich den Beweis des Zwei-
Sehnen-Satzes 9.6 und des Sehnen-Tangenten-Satzes 9.7 anschaut.
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Teilen wir diese beiden Gleichungen durcheinander, so erhalten wir

[M—A"| _ 7
IM—All  |[M— P[]
also 5
r
IIM—0(A)||=|[M-A"|=A-|[M-A|]| mitA=_——"

Da nach Proposition 11.5 sowohl 07|51 pj| ur als auch oy Strahlen mit Ausgangspunkt M fest-
lassen, folgt, dass ¢ eine zentrische Streckung mit dem Faktor A € R* ist. Mit dem Strahlensatz
lasst sich leicht tiberpriifen, dass 9(K’) = o, m(K') tatsdchlich ein Kreis ist.

Den zweiten Fall, dass M innerhalb von K’ liegt, zeigen wir in einer Ubungsaufgabe.

Ubung Sei M innerhalb von K', und seien A,B € K’ beliebige Punkte mit o, (A) =: A/,
oy,m(B) =: B und A”,B" dem jeweils zweiten Schnittpunkt von MV A bzw. MV B mit K'. Nach
dem Zwei-Sehnen-Satz ist dann

[IM = Al[ - ||[M = A"|| = [|[M = B|| - |[M — B"|| = [xx: (M)

unabhiingig von A und B. Verwenden wir nun mit Vorzeichen ausgestattete Abstinde von M, die so
normiert sind, dass kg (M) negativ ist, so ergibt sich ||[M — A’|| = A - ||M — A”|| mit einem A < 0.
Es ist also 0, p(K') das Bild von K unter einer zentrischen Streckung mit negativem Faktor A € R,
also wieder ein Kreis.

OJ

Ganz dhnlich kann man auch noch zeigen, dass die Inversion ¢; »; an einem beliebigen Kreis
K,(M) in E eine konforme, also winkeltreue, Abbildung ist. Das fithren wir hier aber nicht
mehr vor.

Definition 11.9 Seien A, B,C, D € R? vier paarweise verschiedene Punkte. Dann heifst

_l[a=c]l [[B-Dl|

DV(A D) := .
V(A B,CD) = 12| |B=q

das Doppelverhiltnis der Punkte A, B, C, D.

Proposition 11.10 Sei K = K, (M) ein Kreis in I, und seien A,B,C,D € R? \ {M} paarweise
verschieden. Dann gilt

DV(Ur,M(A)/ ‘Tr,M(B)/ ‘Tr,M<C)/ ‘Tr,M(D)) = DV(A, B,C, D),

die Inversion am Kreis K erhilt also das Doppelverhiiltnis.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir X’ := 0, »(X) fiir X € {A, B,C,D}.

Nach Definition der Inversion gilt

IM = Al[-[[M - Al =r*=|IM-C]||-||[M-C||
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und also

M- Al _ [[M-C]]

= . (IV.1)
IM—=C|  [|[M— A

Dies werden wir in der kommenden Rechnung gelegentlich als Rechenhilfe benétigen.

Der erste Beweisschritt ist nun zu zeigen, dass

[IM—All _ |lA=C]|
[M=c]  []a" =]

gilt. Das stimmt,
denn: Wir machen eine Fallunterscheidung.

Fall 1: M, A, C sind in allgemeiner Lage. Da M, A, A’ bzw. M, C, C’ kollinear sind, haben die
Dreiecke AMAC und AMC'A’ dieselbe WinkelgroBe bei M, es gilt also L AMC = £A’MC'.
Wegen (IV.1) sind dann die Dreiecke AMAC und AMC’ A’ dhnlich, es gilt also

M- Al _ [[A=C]
[|M=cCr| - [lar =]

wie behauptet.

Fall 2: M, A, C sind kollinear. Dieser Fall zerfillt in drei Unterfélle, je nachdem wie die drei
Punkte M, A, C angeordnet sind. Diese lassen sich alle sehr dhnlich beweisen; wir fithren nur

den Fall M « A x C vor. In diesem Fall folgt nach der Definition der Inversion am Kreis M x C' %
Al

A QL
M C A

Insgesamt gilt dann also

|A=Cl[=|[M=C|[ = [[M=A]| und [|A"=C'[| = [[M—=A"] - [[M—C|.
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Es folgt
A=C]| _ IM—-C]|—[|M— Al
A" =C'|] M —=A]—[|M-C|
avy [|M—AJ[-[[M = Al [[M-C[7" = IM— 4|
[|M—C||-[[M—=C||-|[[M— A"t = [[M-C|
_IM-All IM-A M- -1
IM—=C'|| [[M—=CI|[-[IM—A|1-1
avy ||M - All
[|M—C'[|”
was zu zeigen war. #
Analog zeigt man
IM—4]| _ |lA=D|
|[M—D'l| [|A"—D'||

hierzu muss man nur im gesamten bisherigen Beweis C und C’ durch D und D’ ersetzen.
Kombinieren wir diese beiden Ergebnisse, so erhalten wir

|A=Cl| [[A"=D| _ [[M—-A[ |[M-D|| _[M-Dl
|A=c [lA=DI  |M=c [IM=A]l  |]M-C]]
Analog zeigt man
IB—C|[ [[B'=D'|| _ [IM~-DI
1B =] [IB=D[  [[M~=C|

hierzu muss man nur im bisherigen Beweis A und A’ durch B und B’ ersetzen. Fiigen wir dies
zusammen, so erhalten wir

|A-C|| [[A"=D'|| _ [[B=C]|| |[B'—D'||
|A"=C'[| [|[A=-D|| [|[B"=C| |[B=D||
was sich leicht in die Behauptung DV(A’, B’,C’,D") = DV(A, B, C, D) umformen lésst. O

612 Das Poincarémodell

Sei in diesem Abschnitt stets E = (R?, Gg, *, &, ~) die Euklidische Standardebene, K = K, (M)
ein festgewdhlter Kreis und ¢ = 0; s die Inversion an K. Wir wollen nun das Poincarémodell
der hyperbolischen Ebene als ein Beispiel einer Hilbertebene mit Stetigkeitsaxiom studieren,
die das starke Parallelenaxiom nicht erfiillt.

Wir setzen dafiir

P, := {A € R? | A liegt im Inneren von K},
G, := {gNP, | g€ Gg orthogonal zu K} U{K' N P, | K’ C R? zu K orthogonaler Kreis }.
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Abbildung IV.2: Hyperbolische Geraden im Kreis K.

Die Elemente von P, nennen wir p-Punkte und die Elemente von G, p-Geraden. Zur besseren
Unterscheidbarkeit von den Konstruktionen in IE werden wir die entsprechenden Konstruk-
tionen in (Pp, Gp) kiinftig immer mit einem Index ,p” kennzeichnen. So soll etwa die Verbin-
dungsgerade zweier Punkte A, B € P, mit A V, B bezeichnet werden.

Bemerkung 12.1 Ein alternatives Modell der hyperbolischen Ebene zum Poincarémodell aus der Vor-
lesung wird durch die sogenannte Poincaréhalbebene geliefert. Hierbei ist die Punktmenge durch die
komplexe obere Halbebene

H:={zeC|Im(z) >0}

gegeben. Geraden in der Poincaréhalbebene sind gegeben durch senkrechte Euklidische Halbgeraden, die
von der reellen Achse ausgehen und durch Euklidische Halbkreise mit Mittelpunkt auf der reellen Achse
(hierbei und im Rest der Bemerkung identifizieren wir wie iiblich C mit R?).

(a) Die Cayley-Abbildung

. z—1
p:C~{-i} = C, zn—>z—+i
bildet die reelle Achse auf den Einheitskreis (bei dem genau ein Punkt fehlt) ab, und die Ein-

schrinkung
p=¢n:-H—->{zeC||z|] <1}

ist wohldefiniert und bijektiv.
(b) Die Inversion am Kreis K 5(—i) ist durch die Abbildung

CiC =i} > C, oz (=)

Z—1

gegeben. Auf diese Weise erhilt man eine geometrische Beschreibung der Cayley-Abbildung.
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(c) Die Abbildung 1 iiberfiihrt Geraden in der Poincaréhalbebene in Geraden im Poincarémodell
(beziiglich des Euklidischen Einheitskreises).

0N
9’

s,
——

Abbildung IV.3: Der Standardfundamentalbereich der Aktion von SL,(Z) auf der oberen kom-
plexen Halbebene als wird von drei hyperbolischen Geraden berandet.

Proposition 12.2 (P,, G,) ist eine Inzidenzebene.

Beweis. Wir wollen das Inzidenzaxiom (I;) zeigen, dass also durch je zwei Punkte A,B € P,
genau eine Gerade in G, geht. Seien also A # B € P),.

Fall 1: A, B, M sind kollinear in IE. Dann ist offensichtlich (A V B) N P, eine p-Gerade durch
A und B. Weil in E bereits (I;) gilt, muss jede weitere p-Gerade durch A und B vom ,zweiten
Typ” sein, also ein Durchschnitt eines zu K orthogonalen Kreises K’ durch A, B mit P,. Eine
solche Gerade gibt es aber nicht,

denn: Der zugehorige Kreis K’ enthielte mit A, B auch 0(A), o (B). Wegen
AVo(A)=AVM=AVB=MVB=c(B)VB

enthielte also K’ vier kollineare Punkte, was nicht sein kann. #

Fall 2: A, B, M sind in E in allgemeiner Lage. Offensichtlich kann dann keine p-Gerade vom
sersten Typ” durch A, B gehen. Andererseits enthélt nach Teil (a) von Proposition 11.7 jeder
zu K orthogonale Kreis K’ C E durch A, B auch den Punkt ¢(A). Die Punkte A,c(A), B sind
in allgemeiner Lage,11 da sonst mit der Kollinearitit von M, A,0(A) auch M, A, B kollinear
wiren. Nach dem Umkreissatz 10.6 gibt es also tatsdchlich einen Kreis K’ C E durch A,c(A), B,
und dieser ist mit diesen Eigenschaften eindeutig. K' N P, ist also der einzige Kandidat fiir
eine p-Gerade durch A, B. Nach dem (b)-Teil von Proposition 11.7 sind wegen A, 0 (A) € K’ die
Kreise K und K’ orthogonal zueinander, so dass K’ N P, tatsachlich die eindeutige p-Gerade
durch A, B ist.

Fir () mussen wir zeigen, dass auf jeder p-Geraden mindestens zwei Punkte liegen. Fiir ei-
ne p-Gerade vom ,ersten Typ” ist dies einfach, denn diese ist der Durchschnitt einer Geraden

Hinsbesondere gilt o(A) # B.
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g € GR durch M mit dem Inneren des Kreises K. Fiir einen beliebigen Schnittpunkt P von ¢ mit
K ist dann beispielsweise %(M + P) neben M ein zweiter Punkt. Eine p-Gerade vom ,zweiten
Typ” ist der Durchschnitt eines zu K orthogonalen Kreises K’ mit dem Inneren von K. Nach
Definition ist |K N % = 2, nennen wir die Schnittpunkte P und Q. Dann liegen zwischen den

Strahlen MP und MQ unendlich viele Strahlen in 5, die alle paarweise verschiedene Schnitt-
punkte mit K" aufweisen.

Zeigen wir schliefSlich (I3), dass es also in P}, drei Punkte in allgemeiner Lage gibt. Seien dafiir
A,B € P, zwei Punkte, so dass A, B, M in E in allgemeiner Lage sind. Dann ist AV, B der
Durchschnitt eines zu K orthogonalen Kreises K’ durch A, B mit P,. Nach Teil (a) von Proposi-
tion 11.7 liegt dann M nicht auf A V, B, so dass A, B, M auch in (P,, G,) in allgemeiner Lage
sind. O]

Proposition 12.3 In (P, G,) gilt das starke Parallelenaxiom (P) nicht.

Beweis. Sei A # M ein Punkt im Inneren von K. Dann ist etwa durch den Kreis K’ um
M :=1-(A+0(A)) mitdem Radius 7' := % - ||A — 0(A)|| ein zu K orthogonaler Kreis gefun-
den. Seien P # Q die beiden Schnittpunkte von K mit K. Dann sind nach der Definition von
Orthogonalitit die beiden Geraden g := MV P und h := M V Q Tangenten an K’ in P bzw. Q.
Insbesondere gilt fiir die Durchschnitte von p-Geraden

(gNP,)N(KNP,)=(hnNP,)N (KNP, =2.

Wegen P # Q haben wir so also zwei verschiedene p-Parallelen zu K’ N P, durch M gefunden.
O

Abbildung IV.4: P und Q sind keine p-Punkte.

Bemerkung 12.4 In Wirklichkeit gilt nicht nur das starke Parallelenaxiom nicht, sondern es gilt viel-
mehr das hyperbolische Axiom

(H) Ist A ein p-Punkt und g eine p-Gerade, die nicht durch A geht, dann gibt es unendlich viele zu g
parallele p-Geraden durch A.
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Im Beispiel der Proposition findet man diese unendlich vielen p-Geraden durch M realisiert als (M V
X) N P, mit X einem beliebigen der unendlich vielen Punkte auf dem Kreisbogen zwischen P und Q
aufSerhalb von K'.

Um (P, Gy) zu einer Hilbertebene zu machen, miissen wir als néchstes eine Anordnung x,
einfithren. Hierzu definieren wir fiir drei kollineare Punkte A, B,C € P).

» Falls A, B, C auf einer p-Geraden des ,ersten Typs” liegen, so setzen wir

A*pB*pC:<:> AxB*xC.

m Jede p-Gerade des ,zweiten Typs” ist von der Gestalt K’ N P, mit einem zu K orthogo-
nalen Kreis K" = K,/(M'). Die Schnittpunkte von K und K’ bezeichnen wir mit P, Q. Der
zugehorige Mittelpunkt M’ liegt auflerhalb von K,

denn: Das Dreieck AMM!'P hat nach Definition der Orthogonalitit einen rechten Winkel
ZMPM'. Mit dem Korollar des Sinussatzes und |sin(x)| < 1 fiir alle zuldssigen Bogen-

mafle x € (0, 77) gilt MP < MM'. #
Liegen also A, B, C auf einer p-Geraden vom ,zweiten Typ”. Dann betrachten wir die drei
Schnittpunkte

A':=(PVQ)A(AVM), B :=(PVQ)A(BVM') und C' :=(PVQ)A(CVM).

Wir setzen nun

Ay Bx,C = A'xB' xC".

Proposition 12.5 (P, G, *p) erfiillt die Anordnungsaxiome (A1) - (Ay).

Beweis. Die Axiome (A1) und (Aj3) folgen unmittelbar aus jeweiligen Axiomen fiir die Euklidi-
sche Standarebene IE.

Wir wollen nun (A;) zeigen. Seien also A # B € P, zwei Punkte. Nehmen wir zunéchst an,
ihre Verbindungsgerade A V, B sei vom ,ersten Typ”. Seien S, T die beiden Schnittpunkte von
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AV B mit K. Ohne Einschriankung diirfen wir S * A x B und A x B % T annehmen. Man kann
leicht zeigen, dass die Punkte

1 1 1
P;:E-(S—l—A), Q:zi-(A—i—B) und R:ZE-(B—FT)

die Bedingungen P x A x Q und Q % B x R erfiillen. Sei also nun A Vp B eine Gerade vom ,zwei-
ten Typ”, und seien wieder S, T die Schnittpunkte des zugehorigen euklidischen Kreises mit K.
Wie gerade eben zeigt man, dass es in ST \ {S, T} Punkte P/, Q’, R’ gibt mit P’ x A’ x Q' und
Q' x B’ x R". Man zeigt leicht, dass die Schnittpunkte

P:=(AV,B)AM'VP), Q:=(AV,B)AM'VQ') und R:=(AV,B)A(M VR
die gewiinschten Bedingungen erfiillen.
Um (A4) zu zeigen, tiberlegt man sich

» Fiir eine p-Gerade ¢ N P, vom ,ersten Typ” liegen A, B € P, genau dann auf derselben
p-Seite von ¢ N P, wenn A, B auf derselben Seite von g liegen.

m Fiir eine p-Gerade K’ N P, vom ,,zweiten Typ” liegen A, B € P, genau dann auf derselben
p-Seite von K' N P,, wenn A, B beide im Inneren oder beide aufserhalb von K’ liegen.

Axiom (Ay4) folgt dann. O

Als néchstes wollen wir nun auf (P,, G, %) einen Kongruenzbegriff =, fiir p-Strecken
einfithren. Seien dafir A # B und A’ # B’ zwei Paare verschiedener Punkte in P,. Dann
liegen die p-Strecken AB" und A’B" auf p-Geraden, deren zugrundeliegenden Euklidischen
Geraden bzw. Kreise jeweils zwei Schnittpunkte mit K haben. Der ndher an A liegende Schnitt-
punkt zur Strecke AB' heife P, der andere Q. Analog seien P’ und Q" die Schnittpunkte zu
A'B"". Wir definieren dann

AB" =, A'B" :«<= DV(A,B,P,Q) = DV(A’, B, P, Q).
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Einen Kongruenzbegriff ~, fiir p-Winkel fithren wir iiber Euklidische , Tangentialstrahlen” ein:
Seien A, B, C drei p-Punkte in allgemeiner Lage. Diese definieren den p-Winkel Z/,BAC als Ver-

einigung der p-Strahlen ABP und ACP. Letztere p-Strahlen liegen auf eindeutigen p-Geraden,
denen jeweils eine Euklidische Gerade oder ein Euklidischer Kreis zugrundeliegt. Wir konnen
nun in A an beide Euklidischen Figuren je eine Tangente legen.!? Wir wihlen dann auf jeder
dieser Tangenten einen p-Punkt im p-Inneren von £, BAC aus und nennen diese Punkte B’ und
C'. Fiir weitere drei p-Punkte D, E, F in allgemeiner Lage definieren wir so

£yBAC ~, £,EDF :<= £B'AC' = L{E'DF'.

Wir schreiben auch £, BAC fiir £ B’ AC’ und nennen diesen Wert das hyperbolische Bogenmafs
des p-Winkels Z,BAC.

Ubung (Pp, Gy, *p, =2, ) erfiillt die Kongruenzaxiome (K1) - (Ke).
Hierbei ist wieder klar, dass 2, und ~, Aquivalenzrelationen sind. Fiir (K;) und (Kj) ist also
nichts zu zeigen. Schlieflich gilt noch
Proposition 12.6 In (P, Gy, xp, =p, ~,) gilt das Stetigkeitsaxiom (S).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem Stetigkeitsaxiom fiir die Euklidische Standardebene
E, da die hyperbolische Anordnung tiber Euklidische Strecken definiert ist. Vergleiche hierzu
auch den Beweis der Ubungsaufgabe vor der Definition 6.7 der Euklidischen Ebene. ]

Zusammengefasst erhalten wir

Satz 12.7 (Py, Gp, *p, =, =) ist ein Beispiel einer Hilbertebene, in der das Stetigkeitsaxiom (S) und
das hyperbolische Axiom (H) gelten.

Insbesondere ist hiermit die Frage nach der Unabhingigkeit des Parallelenpostulats beantwor-
tet: Es gibt eine Hilbertebene, in der das Stetigkeitsaxiom (S) gilt, das starke Parallelenaxiom
(P) aber nicht.

12Djese ist im Falle einer Gerade mit dieser identisch.
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Abbildung IV.5: In , Kreislimit III” nutzt M. C. Escher hyperbolische Geraden zur Parkettierung
eines Kreises. Man sieht schon, wie die hyperbolische Metrik dafiir sorgt, dass die Punkte auf
dem Rand des Kreises unendlich weit entfernt liegen.



KAPITEL V

Ebene projektive Geometrie

Wir wollen nun zunédchst die Anordnungs- und Kongruenzaxiome vergessen und auf das Ni-
veau der Inzidenzebenen zurtickkehren. Analog der Theorie der affinen Ebnenen aus Abschnitt
§1 konnen wir so genannte projektive Ebenen studieren. Solche erhalten wir anschaulich aus
affinen Ebenen, indem wir dort fiir jedes Biischel von Parallelen zwangsweise einen ,unendlich
fernen” Schnittpunkt hinzunehmen.

613 Projektive Ebenen

Definition 13.1 Sei P eine Menge und G eine Menge von Teilmengen von P, so dass die Sprechweisen
von Abschnitt §1 gelten. Das Paar (P, G) heifdt eine projektive Ebene, wenn die folgenden Axiome
erfiillt sind.

(P1) Durch zwei verschiedene Punkte A # B € P existiert genau eine Gerade in G. Diese heifit die
Verbindungsgerade AN B von A und B.

(Py) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.
(P3) Es gibt drei Punkte in allgemeiner Lage.

(Py) Je zwei Geraden schneiden sich.

Offensichtlich ist jede projektive Ebene eine Inzidenzebene, aber keine affine Ebene.

Beispiel 13.2 Es gibt eine projektive Ebene mit 7 Punkten und 7 Geraden, nimlich die Fanoebene.
Diese ist gegeben als Paar (P, G) mit

P ={A,B,CD,EF,G},
G = {{A,B,G},{A,C,E},{B,CF},{A D,F},{B,D,E},{CD,G} {EFG}}.

107
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A - B

Es ist schnell iiberpriift, dass die Fanoebene tatsiichlich die Axiome (Py) — (Py) erfiillt.

Proposition 13.3 In einer projektiven Ebene (P, G) haben zwei verschiedene Geraden ¢ # h € G
einen eindeutigen Schnittpunkt g A\ h.

Beweis. Nach (Py) sind g und /h nicht parallel, so dass die Behauptung mit Proposition 1.7 folgt.
O

Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen affinen und projektiven Ebenen, den wir in den
néchsten beiden Satzen herausarbeiten wollen.

Satz 13.4 Sei A = (P, G) eine affine Ebene. Dann schreiben wir
[G]:={lg] g € G}
fiir die Menge aller Parallelenbiischel in G und setzen
P:=PU[G] und G:={gU{[¢]}|ge€ G}U{[G]}.

Dann ist A := (P, G) eine projektive Ebene, der so genannte projektive Abschluss von (P,G). In A
heifit [g] der unendlich ferne Punkt von g U {[g]}, und |G| die unendlich ferne Gerade.

C
D
[AvC [AvD]

A [AVB] b

Abbildung V.1: Der projektive Abschluss der affinen Ebene mit vier Punkten (vgl. Abbildung
I1.3) ist die Fanoebene.

Beweis. Wir zeigen zunichst (P;) und betrachten dafiir zwei Punkte A # B € P.
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Fall 1: A, B € P. Dann gibt es nach (I;) genau eine Gerade ¢ € G mit A, B € g. Offensichtlich
ist also ¢ U {[g]} € G die eindeutig bestimmte Gerade durch A und B.

Fall2: A € P, B = [g] € [G]. Nach dem starken Parallelenaxiom (P) gibt es genau eine Parallele
hzu g durch A. Es gilt dann [h] = [g¢], sodass h U [h] € G die eindeutig bestimmte Gerade durch
Aund [g] ist.

Fall 3: A = [g], B = [h] € [G]. Offenbar ist [G] die eindeutig bestimmte Gerade durch [g] und
[7].

Wir wollen nun (P,) zeigen, dass also jede Gerade durch mindestens drei Punkte geht. Fiir
jedes ¢ € G gilt nach (1) sofort |g U {[g]}| > 3, so dass |[G]| > 3 zu zeigen bleibt, dass es also
in einer affinen Ebene mindestens drei Parallelenklassen gibt. Dies gilt,

denn: Nach (I3) gibt es in einer affinen Ebene stets drei Punkte A, B, C in allgemeiner Lage.
Diese werden nach (I;) durch die eindeutig bestimmten Verbindungsgeraden AV B, AV C
und B V C verbunden. Nach (P) gibt es auBlerdem genau eine zu B V C parallele Gerade g
durch A, so dass mit AV B, AV C und g drei paarweise verschiedene Geraden durch A gehen.
Diese sind damit auch paarweise nicht parallel, was die Behauptung zeigt. #

Um (P3) zu zeigen betrachten wir drei Punkte A, B,C € P, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden aus G liegen. Diese gibt es, weil (P, G) das Inzidenzaxiom (I3) erfiillt. Offensichtlich
geht dann aber auch keine der Geraden ¢ U {[¢]} aus G durch alle drei Punkte A, B, C. Die
Behauptung folgt, da [G] leeren Schnitt mit P hat.

Um abschliefend (P;) zu beweisen, miissen wir zeigen, dass zwei beliebige Geraden aus G
sich schneiden.

Fall 1. Seien ¢ U {[g]} und h U {[h]} zwei verschiedene Geraden in G. Falls bereits ¢ und h
als Geraden in G nicht parallel sind, so schneiden sich die beiden Geraden in P. Sind g und h
andernfalls parallel, so ist [¢] = [h] ein Schnittpunkt.

Fall 2. [G] und eine beliebige andere Gerade g U {[g]} schneiden sich in [g]. O

Satz 13.5 Sei P = (P, G) eine projektive Ebene und g € G eine Gerade. Dann ist Pq := (P, Gg) mit

Po:=P~g und Gg:={fNP|feGN{g}}={f~{frg}lfeG~{sg}}

eine affine Ebene.

Beweis. Seien A # B € P zwei verschiedene Punkte. Damit in P, das erste Inzidenzaxiom ()
gilt, miissen wir zeigen, dass es genau eine Gerade f € G¢ durch A und B gibt. Aber A und B
liegen ja insbesondere auch in P, so dass es nach (P;) fiir P genau eine Gerade f € G durch A
und B gibt. Wegen a, B € P ist f # ¢. Mit f N P, gibt es daher eine Gerade in G¢; durch A und
B. Ist andererseits h N P, eine Geradein G e auf der die Punkte A und B liegen, dann ist /1 eine
Gerade aus G durch A und B und deshalb bereits mit f identisch. Es folgt die Eindeutigkeit
von f N Pg.
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Nun wollen wir (I2) zeigen. Sei dafiir f N P, eine beliebige Gerade. Auf der zugehdorigen
Geraden f € G liegen nach (P,) mindestens 3 Punkte. Die Behauptung folgt mit f N Py =

f~{fngh

Um (I3) zu zeigen nehmen wir an, die Menge der Punkte P, sei eine Gerade in G¢, und wollen
dies zum Widerspruch fiihren. Es gibe dann ndmlich eine Gerade f € G \ {g} mit

Po=fNPy=f~{fAgh

so dass sich diese Gerade als f = P, U{f A g} schreiben lieSe. Nach (P,) gébe es auf f einen von
f N g verschiedenen Punkt A und auf g einen von von f A g verschiedenen Punkt B, und nach
(P1) ginge eine eindeutige Gerade h := A V B durch diese beiden Punkte. Nach Konstruktion
wdre h sowohl von f als auch von g verschieden, es gédlte also f A\h = Aund gAh = B. Es
folgte dann

h=PNh=(P,Ug)NhC (fUg)Nh=(gNh)U(fnh)={A, B},

was offensichtlich im Widerspruch zu (P;) steht. Die Menge P ist also keine Gerade in Gg,
was zu zeigen war.

Es bleibt das starke Parallelenaxiom (P) zu zeigen. Sei dafiir A € Pg ein Punkt und f; :=
f N Py € Gy eine Gerade. Falls A schon auf f, liegt, ist letztere bereits eine mogliche parallele
Gerade durch A. Gabe es in G4 aulerdem noch eine weitere Gerade /i, || f, durch A, so wire
diese wegen A € f; N hg und der Parallelitdt der beiden Geraden mit f, identisch. Wir haben
also fiir A € f, die Behauptung gezeigt und kénnen von nun an annehmen, dass A nicht auf

fg liegt.

Wir zeigen zunidchst die Existenz. Wegen A € P, liegt A nicht auf ¢. Wir setzen nun h :=
AV (fANg) € G.Nun liegt A weder auf f noch auf g, so dass f, g, h paarweise verschieden sind
und nach Konstruktion h A g = f Ag = h A f gilt. Wenn wir nun iy := h N Py = b~ {h A g}
setzen, dann gilt A € h, und

Es folgen hy || fo und A € hq.

f

h
8

Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir eine weitere Gerade i, € Gg mit /1 || fo und
A € hg. Dann existiert eine Gerade h' € G \ {g} mithy = I’ N Pg = I’ ~ {h" A g}. Wir kénnen
dann

W=h,U{lAng}t und f=fU{fAg}
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schreiben. Da A nicht auf f, liegt, sind f; und hé verschieden; wegen ihrer Parallelitdt haben
sie also leeren Schnitt. Mit (P;) haben 4’ und f somit den eindeutigen Schnittpunkt

WAf=WAg=fAg.
Da Ain hy C I’ liegt, folgt
W=AVWANFf)=AV(fAg) =h

und somit auch hy = hq. O
Bemerkung 13.6 Fiir eine affine Ebene A = (P, G) ist nach Konstruktion A g = A.

Definition 13.7 Seien P = (P,G) und P’ = (P’, G’) projektive Ebenen. Eine Abbildung ¢ : P — P’
heifit projektiver Isomorphismus, wenn sie bijektiv ist und alle Geraden § € G auf Geraden ¢(g) €
G’ abbildet. Ist hierbei P = ', so heifdt ¢ ein projektiver Automorphismus von P. Die Menge der
projektiven Automorphismen von P wird mit Aut(IP) bezeichnet.

Natiirlich ist fiir beliebige projektive Ebenen P und P’ mit ¢ : P — P" auch ¢! : P’ — P ein
projektiver Isomorphismus. Insbesondere ist fiir eine beliebige projektive Ebene IP die Menge
Aut(P) zusammen mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe.

Satz 13.8 Sei P = (P, G) eine projektive Ebene. Wir setzen fiir A € P
A" ={¢eG|Aecg}CG und P :={A"|A€cP}

Dann ist P* := (G, P*) eine projektive Ebene und wird die zu P duale projektive Ebene genannt.

Beweis. Zunéchst zeigen wir (P;). Seien dafiir ¢ # h € G. Dann gibt es genau ein A* € P* mit
g he A,

denn: Fir A* € P* gilt
ghe A<= AcgundAch<= A=gAh.

#

Die eindeutig bestimmte Verbindungsgerade von g und & in P* ist also durch gV h = (g A h)*
gegeben.

Nun zeigen wir auch (P,), dass es also fiir jedes A € P die Menge A* mindestens drei Elemente
hat, was gleichbedeutend dazu ist, dass durch jeden Punkt A € P in P mindestens drei Geraden
gehen. Das stimmt,

denn: Da die projektive Ebene P das Axiom (P3) erfiillt, gibt es in P drei Punkte in allgemeiner
Lage. Insbesondere gibt es einen von A verschiedenen Punkt B € P, und die Gerade A V B
ist nicht schon ganz P. Wahlen wir also einen Punkt C € P\ (A V B). Dann sind A, B,C in
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allgemeiner Lage, und wir sehen schnell ein, dass die Geraden f = AV B, g = AV C und
h = BV C paarweise verschieden sind. Da P auch das Axiom (P,) erfiillt, gibt es auf / einen
von B und C verschiedenen Punkt D. Da in P auch (P;) gilt, haben wir

fAng=A fAh=B wund gAh=C.

Insbesondere liegt D € h ~ {B,C} weder auf f noch auf g, so dass f, g und AV D drei paar-
weise verschiedene Geraden durch A sind. #

C

f
g/A B\h

Um auch (Ps;) zu zeigen, nutzen wir aus, dass es nach (P3) fiir P drei Punkte A,B,C € P in
allgemeiner Lage gibt. Dann sind die Elemente AV B, AV C und B V C von P* in allgemeiner
Lage,

denn: Wére dem nicht so, dann gidbe es ein P* € P* mit AVBAVCBVC & P~
Zurilickiibersetzt nach P bedeutet dies, dass P ein gemeinsamer Schnittpunkt der drei Gera-
den AV B, AV Cund BV C sein miisste, was mit

AVB=AVP=AvVC
einen Widerspruch dazu ergéibe, dass A, B, C in allgemeiner Lage sind. #

AbschlieBend zeigen wir noch (Py), dass also zwei beliebige Elemente von P* nichtleeren
Durchschnitt haben. Seien dafiir A* # B* € P*. Dann gilt fiir eine beliebige Gerade g € G

SEA'NB" <= AcgundBe g<+= g=AVB.
Offensichtlich ist also A V B der eindeutig bestimmte Schnittpunkt von A* und B*, in Formeln:
A*NB* = AV B. O

Proposition 13.9 Sei P = (P, G) eine projektive Ebene und P** = (P*)* = (G,P*)* = (P*,G*)
das zugehorige Bidual. Dann ist durch die Abbildung ¢ : A — A* ein projektiver Isomorphismus von
P und P** gegeben.

Beweis. ¢ ist nach Definition surjektiv. Es ist aber auch injektiv,

denn: Fiir A # B € P gibt es mit (P3) ein C € P, so dass A, B, C in allgemeiner Lage sind.
Insbesondere liegt dann B nicht auf A V C, so dass A V C auf A* liegt, aber nicht auf B*. Es folgt
¢(A) # ¢(B) und damit die Injektivitat. #

Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ Geraden auf Geraden abbildet. Sei dafiir ¢ € G. Dann ist
p@)={A"eP [Acg={A"eP [geA}=¢g"€GC

tatsiachlich eine Gerade. O
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614 Projektive Koordinatenebenen

Fiir einen beliebigen Korper K sei
Py :={KP | P e K3~ {0}}

die Menge der eindimensionalen Untervektorraume von K3. Zum Vereinfachen der Handha-
bung der Elemente von Px werden wir ab sofort fiir ein beliebiges P € Pk stets kanonisch
einen Vertreter P € K® \ {0} wiahlen. Fiir eine beliebige Teilmenge ¢ C Pg schreiben wir
§ = Ukpeg KP und setzen

Gy := {g C Px | § ist zweidimensionaler Untervektorraum von K°}.

Proposition 14.1 Die Abbildung ¢ : § — & von Gy in die Menge der zweidimensionalen Untervek-
torriiume von K3 ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung

U w— {KP|Pe K~ {0}, KP C U}.
[

Insbesondere gilt (3) = g fiir jedes § € Gk, so dass sich § mit der Menge der eindimensionalen
Untervektorriume von § identifizieren lisst.

Beweis. Ist U C K3 ein zweidimensionaler Untervektorraum, so ist ¢(U) die Vereinigung der
eindimensionalen Untervektorraume KP von U. Es gilt also ¢(U) = U, so dass ¢(U) in G
liegt. Damit ist die Abbildung i wohldefiniert.'?

Dass ¢ o ¢ auf der Menge der zweidimenionalen Untervektorraume von K® die Identitit ist,
haben wir mit der vorherigen Uberlegung gleich mitgezeigt. Die Proposition folgt daher mit

(Yop)(g) =9(g) ={KP|Pe K~ {0}, KPC 3} =g
0

Satz 14.2 Das Paar P»(K) := (Px, Gk) trigt die Struktur einer projektiven Ebene und wird die pro-
jektive Koordinatenebene iiber dem Korper K genannt.

Beweis. Wir wollen zunéchst das Axiom (P;) zeigen, dass also durch je zwei verschiedene Punk-
te A = KA und B = KB in P eine eindeutige Gerade geht. Wie wir aus der Linearen Algebra
wissen, gibt es genau einen zweidimensionalen Untervektorraum von K3, der die eindimen-
sionalen Vektorrdume KA und KB enthilt, namlich KA + KB. Es gibt daher in der Tat genau
eine Gerade aus G durch A, B € Pk, namlich die Verbindungsgerade A V B := ¢(KA + KB).

Fiir (P,) miissen wir nun zeigen, dass auf jeder Geraden ¢ € Gk mindestens drei Punkte aus
Pk liegen. Wir unterscheiden zwei Fille.

I3Fiir ¢ gilt dies ja nach Definition.
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Fall 1: K hat unendlich viele Elemente. Dann enthilt jeder zweidimensionale Untervektor-
raum U von K3 unendlich viele eindimensionale Untervektorraume, da mit einer beliebigen
Basis (By, By) von U durch (B; + AB,) ek eine unendliche Familie von paarweise linear un-
abhdngigen Vektoren gegeben ist.

Fall 2: K ist ein endlicher Korper. Sei U ein beliebiger zweidimensionaler Untervektorraum
von K3. Wenn g die Elementanzahl von K ist, so ist die Elementanzahl von U durch g gegeben,
und die Anzahl der eindimensionalen Untervektorrdaume in U ist

1
i1 =q+1

Jede Gerade besitzt also g + 1 Elemente. (P,) folgt, da jeder Kérper mindestens zwei Elemente
besitzt.

Um (P;) zu zeigen, miissen wir noch drei Punkte in allgemeiner Lage finden. Dies erfiillen fiir
eine beliebige Basis {Bl, B, Bg} von K3, beispielsweise die Standardbasis, die Punkte

Bl = KBl, B2 = KBQ und B3 = KB3,

denn: Sonst gibe es ja eine Gerade ¢ € Gg mit By, By, B3 € g, so dass die drei linear un-
abhangigen Vektoren By, By, B3 im zweidimensionalen Vektorraum § liegen miissten, was of-
fensichtlich nicht sein kann. #

Zu guter Letzt wollen wir (Py) zeigen, dass sich also je zwei Geraden aus Gy in einem Punkt
aus Pg schneiden. Seien also ¢ # h € Gg zwei verschiedene Geraden. Nach der Dimensions-
formel fiir Durchschnitte von Vektorraumen aus der Linearen Algebra gilt

dim(g N h) = dim(g) + dim(h) — dim(g + h) = 2 +2 — dim(g + h).
Da mit g # h auch ¢ # h gilt, haben wir dim(g + &) = 3, so dass

dim(gnh)=2+2-3=1

folgt. Es gibt also wie zu zeigen war genau einen Punkt KP € Px im Durchschnitt von ¢ und h.
O

Beispiel 14.3 P, (IF,) ist eine projektive Ebene mit 7 Punkten und 7 Geraden und als solche projektiv
isomorph zur Fanoebene.
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Nachdem wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, wie man aus affinen Ebenen projektive Ebe-
nen machen kann und umgekehrt, stellt sich an dieser Stelle natiirlich die Frage nach dem Zu-
sammenhang zwischen projektiven Koordinatenebene P> (K) und dem projektiven Abschluss
A;(K) der affinen Koordinatenebene.

Satz 14.4 Sei K ein Korper, Ay (K) = (P, G) die affine Koordinatenebene iiber K mit ihrem projektiven

Abschluss Ay (K) = (P, G) und P (K) = (Pk, Gg) die projektive Koordinatenebene iiber K. Dann ist
die durch

p(P)=K- <I;> fiiralle P € P,
osas) =K (7) fit ale [g.,] € [G]

gegebene Abbildung ¢ : P — Py ein projektiver Isomorphismus. Die beiden projektiven Ebenen A, (K)
und P (K) sind also projektiv isomorph.

Beweis. Zunichst einmal ist ¢ wohldefiniert, da fiir je zwei Vertreter g4, und gp . desselben
Parallelenbiischels die Richtungen Kv und Kw iibereinstimmen.

@ ist surjektiv,

denn: Sei KP mit P = t(pl, D, 133) ein beliebiger Punkt aus Pk. Ist dabei P35 # 0, so ist

B
Ll
K-P=K- E q;((l’s))
2 b
1

im Bild von ¢. Ist andererseits Py =0,s0 gilt

by
0 )
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Da dies wieder im Bild von ¢ liegt, haben wir die Surjektivitit gezeigt. #
@ ist injektiv,

denn: Nach Definition kénnen ein P € P und ein [g4,] € [G] nicht dasselbe Bild unter ¢
haben. Fir P,Q € P ist offensichtlich ¢(P) = ¢(Q) <= P = Q. Seien also [g4 ], [¢Bw] € G
mit ¢([ga.]) = ¢([gBw]), also mit K- (7) = K- (). Dann folgt sofort Kv = Kw und somit
[8a0] = [8Bw]- #
¢ ist also eine Bijektion zwischen P und Px. Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ Geraden in

G auf Geraden in Gk abbildet. Sei dafiir zudchst § = g4, U {[g4]} mit A,o € K> und v # 0.
Dann gilt

?(8) = ¢(ga) U{e([ga0])}
e (‘“f”) A eK}U{K- @}

— (K- ("‘A : ﬁ”) | &, B € K nicht beide Null }

— (K. @(‘?) +ﬁ<g)) | &, B € K nicht beide Null }.

¢(g) ist also die Menge aller eindimensionalen Untervektorrdume im zweidimensionalen K-
Vektorraum U := <(?), ())k und somit in Gg. Es verbleibt noch der Fall der Gerade g = [G]
zu iiberpriifen. Hier gilt

os) = {pllsas)) | A0 e Ko undo 20} = (K- () [0 K (03],

so dass ¢(g) die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume im zweidimensionalen K-

Vektorraum
1 0
u :< 0] 1|1 >
0 0//K

ist. Insgesamt haben wir gezeigt, dass ¢ Geraden auf Geraden abbildet und somit ein projekti-
ver Isomorphismus ist. O

Unser néchstes Ziel ist nun die Untersuchung der dualen projektiven Ebene P (K)* = (G, P%)
von P, (K). Wir wollen zeigen, dass diese zu P> (K) projektiv isomorph ist. Einen Kandidaten
fiir den dafiir benétigten projektiven Isomorphismus fithren wir in der folgenden Proposition
ein.

Proposition 14.5 Sei K ein Korper. Dann sind die beiden Abbildungen

) Px — { zweidimensionale Untervektorriume von K3},
T \p=k-p = up :=Kern('P) = {Q e K3 |P-Q =0}

und
r. Px — Gg,
" |P=K-P s gp:= { eindimensionale Untervektorriume von Up}
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bijektiv.

Beweis. Wegen I' = 1p o v und Proposition 14.1 miissen wir nur die Aussage iiber y zeigen. Wir
beginnen mit der Wohldefiniertheit von . Sei daftir P € Px mit P = K- P = K- P’ fiir zwei

Vektoren P, P’ € K3\ {0}. Dann sind P und P’ linear abhingig, so dass Kern(*?) = Kern(*?')
gilt. Die Wohldefiniertheit von -y folgt, da die Dimension von Up wegen

dim Up = dim Kern('P) = 3 — rk('P) =2
tatsdchlich 2 ist.
Weiter ist 7y surjektiv,

denn: Sei U irgendein zweidimensionaler K-Untervektorraum von K3. Dann ist U gerade der
Kern der kanonischen Projektion
m: K> — K*/U.

Sei nun B die kanonische Basis des K® und C eine Basis von K3/ U, und sei Dp¢(7t) die Darstel-
lungsmatrix von 7t beztiglich dieser Basen. Aus Dimensionsgriinden gilt dann

Dpe(m) =P fiirein P € K>~ {0},
und nach Konstruktion ist

U = Kern(7rr) = Kern(Dg¢ (7)) = Kern('P).

#
Schliefslich ist y auch injektiv, denn fiir P, Q € Pk gilt
‘p
Up = Ug = dim Kern <tQ> =2
tp)
= rk(,;a] =1
(0

= 'P und 'Q sind linear abhingig

= P =0Q.
OJ

Es stellt sich heraus, dass die so eingefiihrte Abbildung I' recht schone Eigenschaften hat.

Satz 14.6 Sei K ein Korper. Dann gelten fiir die in Proposition 14.5 eingefiihrte Abbildung I die fol-
genden zwei Aussagen.

(a) T ist ein projektiver Isomorphismus, so dass P (K) und P (K)* projektiv isomorph sind.

(b) Fiir alle Paare von verschiedenen Punkten P,Q € Px gilt T(gp A go) = PV Q.
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Beweis. Nach Proposition 14.5 verbleibt fiir Teil (a) zu zeigen, dass I' Geraden in Gg auf Geraden
in Py abbildet. Sei also ¢ € Gk eine beliebige Gerade. Wieder nach Proposition 14.5 gibt es ein
P € Pg mit g = gp. Dann ist also

I'(g) =T(gp) =T({Q € Px | Q C Up})
=T ({Q € Pk |'PQ =0})
=T({Q € Px | 'QP =0})
=T({QePx|PCUp})
= {80 | P € go}
={he Gg|Peh}
= P* € Py,

ganz wie wir zeigen wollten.

Um nun Aussage (b) zu zeigen betrachten wir fiir P # Q € Pk den Geradenschnittpunkt
S := gp A go. Fiir diesen gilt S C Up N U, so dass wir

1§ =198 = 0
haben. Wie im Beweis des (a)-Teils konnen wir das umformen zu
'SP =15Q = 0.

Nun sind P und Q wegen P # Q linear unabhingig, und Us = Kern('S) ist nach Konstruktion
zweidimensional. Es folgt demnach

Us = (P,Q)x =P+ Q.
NunistjaI' = ¢ o, so dass
L(S) =9(v(5)) =¢(Us) =¢p(P+Q) =PV Q

gilt, wobei wir uns fiir die letzte Gleichheit an den Beweis von (P;) in P>(K) erinnern. O

Proposition 14.7 (Drei-Punkte- /Drei-Geraden-Kriterium) Sei K ein Korper und seien A =
KA,B = KB,C = KC € Pk paarweise verschiedene Punkte. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) A, B, C sind kollinear.
(i) T(A) = ga,T(B) = ¢p,T(C) = gc schneiden sich in genau einem gemeinsamen Punkt.
(iii) Esgibt A,B € K3~ {0} mit C = A~ B, A= KA und B = KB.

Beweis. ,(i) <= (ii)”. Genau dann, wenn A, B, C kollinear sind, liegt C auf der Geraden A V B.
Das ist dquivalent dazu, dass die Geraden A V B und A V C {iibereinstimmen. Mit Teil (b) von
Satz 14.6 ldsst sich das in

T(gangs) =T(gaNgc)
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tibersetzen. Mit Proposition 14.5 ist das gleichbedeutend zu

8§ANEB = 8ANEC,
was zu zeigen war.

(i) <= (iii)“. Unter Annahme von (iii) sind A, B, € linear abhéngig, was offensichtlich gleich-
bedeutend dazu ist, dass A, B, C kollinear sind. Wir miissen daher nur noch zelgen dass (iii)
aus (i) folgt. Da wir A, B, C als paarweise verschieden angenommen haben, sind 4, B, C paar-
weise linear unabhéngig. Da wir A, B,C als kollinear vorausgesetzt haben, sind aber auch
A, B, C linear abhingig, so dass es Skalare a, € K ~. {0} gibt mit

C=aA+BB.
Die Behauptung folgt, wenn wir A := aA und B := — BB setzen. O

Beim Dualisieren gehen also folgende Begriffe ineinander {iiber:

Punkte «~  Geraden
Verbindungsgerade «~ Schnittpunkt
kollineare Punkte «~  Geraden, die sich in genau einem Punkt schneiden.

Satz 14.8 (Projektiver Satz von Desargues) Sei K ein Kirper, und seien A,B,C,A’,B',C’ € P
paarweise verschiedene Punkte mit paarweise verschiedenen Verbindungsgeraden AN A’, BV B/, CV
C', die sich in einem gemeinsamen Punkt S schneiden. Dann sind die Schnittpunkte

P:=(AVB)A(A'VB'), Q:=(BVC)A(B'VC) und R:=(CVA)A(C'VA)

entweder paarweise verschieden und kollinear oder alle gleich.

Beweis. Da die Geraden A V A’, BV B’ verschieden sind, gilt auch AV B # A’V B’. Nach (P4)
gibt es also den Schnittpunkt P, und er ist eindeutig. Analog folgt die Existenz und Eindeutig-
keit von Q und R. Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung vor.
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Fall1: S ¢ {A,B,C,A’,B/,C'}. Dannsind S, A, A’ paarweise verschieden und kollinear, analog
S,B,B'und S, C, C'. Insbesondere kénnen wir also Vertreter S, A, A’,... von S, A, A’, ... finden,
die

2
ou’
=
o
Q

S=A-
erfiillen. Hieraus folgt leicht

A-B=A-B, B-C=B~-C und C-A=C-A.
Wegen K(A —B) € AVBund K(A’ — B') € A’ v B'ist P := A — B ein moglicher Vertreter von
P; es gilt also P = KP. Ebenso ist Q := B — € bzw. R := C — A ein Vertreter von Q bzw. R, so
dass Q = KQ und R = KR gelten. Es folgt

UU)

PrO+R=(A—B)+(B-C)+(C—A)=0

und somit die lineare Abhédngigkeit von P,Q,R. Falls P = Q ist, so folgt wegen R=-P-0
unmittelbar P = Q = R, dasselbe gilt, falls Q = R oder P = Q ist. Insbesondere sind P, Q, R
entweder paarweise verschieden oder alle gleich. Im Fall, dass P, Q, R entweder paarweise
verschieden sind ist die lineare Abhéngigkeit von P, Q, R aber gleichbedeutend mit der Kolli-
nearitiat von P, Q, R.

Fall 2: S € {A,B,C, A, B/,C’'}. Dann kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, es gelte S =
A. Wie im ersten Fall finden wir Vertreter A, B, B/,... von A, B, B’,... mit

~ A A

A=B-B=C-C.

Insbesondere ist dann A — B = —B’. Wegen K(A — B) € AV B und K( E’) € A’V B ist
P := —B ein moglicher Vertreter von P; es gilt also P = KP. Ebenso ist R := C' ein Vertreter
von R mit R = KR. Wie im ersten Fall zeigt man auerdem, dass Q := B’ — C’ ein Vertreter von
Q ist, also Q = KQ erfiillt. Es folgt

P+Q+R=-B+(B-C)+C =0,

und somit ergibt sich wie im ersten Fall, dass P, Q, R entweder paarweise verschieden oder alle
gleich sind. Falls P, Q, R paarweise verschieden sind, impliziert die lineare Abhédngigkeit von
D, Q, R die Kollinearitit von P, Q,R. O

Bemerkung 14.9 Der Projektive Satz von Desargues liefert neue Beweise fiir den Kleinen Satz von
Desargues 8.5 und den Satz von Desargue aus der Ubungsaufgabe danach. Diese sind in der affinen
Koordinatenebene A, (K) tiber einem beliebigen Korper K giiltig.

Seien dafiir A,B,C,A’,B',C’ € K2 sechs paarweise verschiedene Punkte, die entweder
AV A, BVB', CVvC' parallel und paarweise verschieden (V.1)
oder

AV A", BVB', CVC' paarweise verschieden mit eindeutigem gemeinsamen Schnittpunkt (V.2)
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etfiillen. Die erste Bedingung ist hierbei diejenige des Kleinen Satzes von Desargues, die zweite die des
Satzes von Desargues. Die zugehorigen projektiven Geraden im projektiven Abschluss A, (K) = P, (K)
schneiden sich dann in genau einem gemeinsamen Punkt; im Falle von (V.1) ist dies der gemeinsame un-
endlich ferne Punkt. Die Voraussetzungen des Projektiven Satzes von Desargues 14.8 sind also erfiillt.

In beiden Siitzen ist weiter
AVBI| A'VB und BVC|BVvVC

vorausgesetzt; die zugehorigen projektiven Geraden schneiden sich also in den jeweiligen unendlich
fernen Punkten. Mit dem Projektiven Satz von Desargues folgern wir, dass sich die Geraden AV C und
A"V C' projektiv ebenfalls auf der unendlich fernen Gerade schneiden, affin sind sie also parallel, was in
beiden Siitzen zu zeigen war.

Satz 14.10 (Dualer Projektiver Satz von Desargues) Sei K ein Korper, und seien f,g,h, f',g', W
paarweise verschiedene projektive Geraden in Gk, sodass f A ', ¢ A g’ und h A\ h' paarweise verschieden
und kollinear sind. Dann sind

fAQV I AS), ARV (S NAK) und  (hAf)V (W AF)

entweder paarweise verschieden und haben einen eindeutigen gemeinsamen Schnittpunkt, oder sie sind
alle gleich .

Beweis. Dies ergibt sich durch Anwendung der aus Proposition 14.5 und Satz 14.6 bekannten
Dualisierungsabbildung I' : Px — Gg auf den Projektiven Satz von Desargues 14.8. Dies fiihrt
man wie folgt aus.

Da T eine Bijektion ist, gibt es paarweise verschiedene Punkte A, B,C, A/, B/,C’ € Pg mit
f=848=88 h=gc, f =8, § =8p, W =gc.
Nach Voraussetzung sind

A=fANf'=gangn, Bi=gng =ggNgy und C:=hAl =gcAgc
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paarweise verschieden und kollinear. Nach Proposition 14.7 ist das dquivalent dazu, dass
I'(A),T(B),T(C) paarweise verschieden sind und sich in einem eindeutigen gemeinsamen
Punkt schneiden. Andererseits gilt nach dem (b)-Teil von Satz 14.6

F(A) = I'(gA /\gA/) =AV A/,
I(B)=T(gpAgp)=BVH,

Die Punkte A,B,C, A’,B',C" € P erfiillen also die Voraussetzungen des Projektiven Satzes
von Desargues, mit dem wir schliefien kénnen, dass

P:=(AVB)A(A'VB'), Q:=(BVC)A(B'VC') und R:=(CVA)A(C'VA)

entweder paarweise verschieden und kollinear oder alle gleich sind. Sind P, Q, R alle gleich,
so sind auch I'(P),T'(Q),T'(R) alle gleich. Sind P, Q, R paarweise verschieden und kollinear, so
sind nach Proposition 14.7 auch I'(P),IT'(Q), I'(R) paarweise verschieden und schneiden sich in
einem eindeutigen gemeinsamen Punkt. Es istnun aber I'(P) = (fAQ) V (' A g'),

denn: Da es zu jeder Gerade in Gg ein Urbild unter I' gibt, erhalten wir unter mehrfacher An-
wendung des (b)-Teils von Satz 14.6
[(P)=T((AVB)A(A"VB))
=T ' (AvB)VI (A VB)
= (8aNgp) V(g4 Ngw)
= (A V(NG

#
Analog kénnen wir
[(Q) = (gAh) V(g Al) und T(R)=(hAf)V(H Af)
zeigen und erhalten so die zu beweisende Aussage. O

Genauso wie zwei Spezialfille des Satzes von Desargues in der projektiven Ebene zusammen-
fallen, haben auch der Satz von Pappus 8.6 und der Satz von Pascal aus der Ubungsaufgabe
danach in der projektiven Ebene eine gemeinsame Verallgemeinerung, aus der sich wie in Be-
merkung 14.9 die affinen Sitze zuriickgewinnen lassen.

Satz 14.11 (Projektiver Satz von Pappus/Pascal) Sei K ein Korper, g # h zwei verschiedene pro-
jektive Geraden in Gg mit Schnittpunkt S = g A h. Seien weiter A,B,C € g~ hund A’,B',C"' e h~ g
paarweise verschiedene Punkte. Dann sind die Schnittpunkte

S1:=(AVB)A(BVA),
S»:=(BVC)A(CVB),
S3:=(CVA)YAN(AVC)

paarweise verschieden und kollinear.
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Beweis. Nach Voraussetzung sind S, A, B und S, A, C jeweils kollinear und paarweise verschie-
den.Ist A = KA, B = KB, C = KC und S = KS, sind daher die Mengen {SA, A, B} und {é, A, C}
jeweils linear abhédngig, bestehen aber aus paarweise linear unabhéngigen Vektoren. Es folgt,
dass es Skalare Ay,..., A4 € K\ {0} gibt mit

S=MA—-MB=1A—-7C.

Hierbei ist Ay # A3, da sonst B mit C tibereinstimmte, was nicht sein kann. Durch geeignete
Wahl der Vertreter A, B, C von A, B, C kénnen wir

S=A-B=AA—-C miteinem A € K~ {0,1} (V.3)

erreichen. Analog erhalten wir

S=A—-B =uA’ —C' miteinem u € K~ {0,1}. (V.4)

und somit

A [ — oll
g (o Ll (e 12

Wie oben ist , A
Sy = ¢ B
2= Y T

ein moglicher Vertreter von S, so dass S, = K (§2) gilt.
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Aus § = AA — C = pA’ — (' folgt schlieflich AA + C' = uA’ + C. Wieder wie oben ist
§3 = /\A + (f/

ein moglicher Vertreter von S, so dass S3 = K($3) gilt.

Da die Punkte S, A, A’ nicht kollinear sind, bilden die Vektoren S, A, A’ eine Basis von K°. Die
gerade gefundenen Vektoren S1, S5, S5 lassen sich in dieser Basis wie folgt ausdriicken.

Si=A+B =-S+A+ A,

R Y S TR S
— / — ! __ _
S= Oy = kA =9+ T (A=)
_ 1 A q A H Al
BT v Rl v Eve vA

S$3=AA+C = S+ AA+ A

Man kann nun leicht nachrechnen, dass $1, S5, $3 paarweise linear unabhéngig sind. Anderer-
seits gilt

wie man zum Beispiel via Laplace-Entwicklung nach der ersten Spalte leicht einsieht. Somit
sind $1, S5, S5 linear abhéngig. Es folgt, dass S1,S2, S3 paarweise verschieden und kollinear
sind, was zu zeigen war. O



KAPITEL VI

Polytope

615 Die Eulersche Polyederformel

Wir haben nun recht ausfiihrlich verschiedene ebene Geometrien studiert. Zum Abschluss wol-
len wir uns nun noch ein wenig mit einem Thema der rdumlichen Geometrie befassen; den Po-
lytopen. Ein besonderes Augenmerk soll hier natiirlich auf den Platonischen Korpern liegen.

Definition 15.1 Sei E ein zweidimensionaler affiner Unterraum von R3. Dann zerfillt

RN E=5US,
in zwei Zusammenhangskomponenten S, Sp. Die Mengen Sy und Sy heifen dann offene Halbriume,
die Mengen Sy U E und S, U E abgeschlossene Halbrédume.

Eine Teilmenge P von R3 heifit konvexes Polyeder, falls P der Durchschnitt endlich vieler abgeschlos-
sener Halbriume ist. Der Durchschnitt der zugehdrigen offenen Halbriume wird dann als das Innere
des Polyeders P bezeichnet.

Ein konvexes Polyeder P C R3 heifit Polytop, falls es beschriinkt ist und ein nichtleeres Inneres hat.

Beispiel 15.2 Betrachten wir fiir i = 1,2,3 jeweils den zweidimensionalen affinen Unterraum

E:={|x] eR®|x; =0}
X3

von R3. Hier sind die jeweils zugehirigen offenen Halbriume S} und Sh durch das Vorzeichen der i-ten

Koordinate definiert. Ein beliebiger Durchschnitt der so erhaltenen zugehdrigen sechs abgeschlossenen
Halbriaume liefert jeweils ein Beispiel fiir ein konvexes Polyeder, das kein Polytop ist.

125
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DO G

Abbildung VI.1: Eine Reihe von Beispielen fiir Polytope. Weitere findet man beispielsweise an
der Quelle: http://commons.wikimedia.org/wiki/Polyhedron

Bemerkung 15.3  (a) Da abgeschlossene Halbriume konvex sind, sind konvexe Polyeder in der Tat
konvex.

(b) Ist P = (i, H; mit abgeschlossenen Halbriiumen H; ein Polytop, dann ist der Rand 0P von P
gegeben durch

n
oP = | J(P noH,).
i=1

OH; ist hierbei gerade der zweidimensionale affine Unterraum des R3, beziiglich dem H; ein abge-
schlossener Halbraum ist. Der Rand 0P von P besteht aus Flichen, Kanten und Ecken.

Definition 15.4 Sei P C R? ein Polytop. Dann schreiben wir

e(P) fiir die Anzahl der Ecken von oP,
k(P) fiir die Anzahl der Kanten von oP,
f(P) fiir die Anzahl der Flichen von 0P

und sprechen dabei auch von den Ecken bzw. Kanten bzw. Flichen von P.

Abbildung VI.2: Fiir einen Quader ist e(P) = 8, k(P) = 12 und f(P) = 6. Fiir einen Okta-
eder ist ¢(P) = 6, k(P) = 12, f(P) = 8. In beiden Féllen ist e(P) — k(P) + f(P) = 2. Quelle:
http://commons.wikimedia.org/wiki/Polyhedron

Satz 15.5 (Euler’sche Polyederformel) Sei P C R? ein Polytop. Dann gilt

e(P) — k(P) + f(P) = 2.
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Beweisskizze. Da Polytope ein nichtleeres Inneres haben, konnen wir nach Anwenden einer ge-
eigneten Translation annehmen, dass der Ursprung des R? im Inneren des Polytops P liegt. Da
Polytope beschréankt sind, konnen wir nach Anwenden einer geeigneten zentrischen Streckung
v — Av mit einem A € R \ {0} annehmen, dass P im Inneren der Einheitssphére

2= {veB®||jo]| = 1}

liegt. Beide Abbildungen sind Ahnlichkeitstransformationen und lassen offensichtlich die un-
tersuchten Anzahlen e(P), k(P), f(P) fest.

Schritt 1. Wir ,blasen” das Polytop auf, bis alle Eckpunkte zu Punkten auf 52 werden. Formal
projizieren wir 9P auf S?, indem wir fiir jeden Punkt A € 9P den Strahl

0A := {AA | A € Rug}

betrachten. Dieser hat einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt mit S?,

denn: Die Gleichung ||AA|| = 1 ist wegen A > 0 dquivalent zu A||A|| = 1 und hat somit die
eindeutig bestimmte Losung A = ﬁ #

Abbildung VI1.3: Eine zweidimensionale Veranschaulichung des ,, Aufblasens”

Da Polytope konvex sind, erhalten wir eine Eins-zu-eins-Zuordnung von Punkten, deren Bild
ein ,sphérisches Polytop” mit derselben Anzahl von Ecken, Kanten und Flachen wie dP ist,
und dessen Kanten sich nicht schneiden.

Abbildung VI.4: Ein sphérischer Wiirfel
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Schritt 2. Wir fixieren einen Punkt x im Inneren einer der Flidchen des sphérischen Polytops
und —x der x gegentiberliegende Punkt. Wir definieren eine stereographische Projektion, in-
dem wir jedem Punkt v € S? \ {x} den eindeutigen Punkt auf der Tangentialebene an S? in
—x zuordnen, der mit x und v auf einer gemeinsamen Geraden liegt. Das Bild des spadrischen
Polytops unter dieser stereographischen Projektion ist ein so genanntes Netz des Polytops P,
wir wollen es im Folgenden mit N bezeichnen. Dieses Netz hat

» genauso viele Ecken wie P: e(N) = ¢(P),
» genauso viele Kanten wie P: k(N) = k(P),

» eine Fldche weniger als P: f(N) = f(P) — 1.
Die ,fehlende” Flache entspricht der Umgebung aufierhalb des Netzes. Insbesondere gilt
e(N) —k(N)+ f(N) =e(P) —k(P) + f(P) — 1.
Um den Euler’schen Polyedersatz zu beweisen, genitigt es also
e(N) —k(N) + f(N) =1

Zu zeigen.

Abbildung VL5: Ein Netz eines Wiirfels

Schritt 3. Wir wahlen eine Fliche des Netzes N =: Ny aus und ziehen diese zu einem einzigen
Punkt zusammen. So erhalten wir ein neues Netz N;. Hatte diese Fldche n Eckpunkte, so gilt
in N1

a k(Ny) = k(No) — 1,
w f(N1) = f(No) —1

und somit

e(N1) —k(N1) + f(N1) = (e(No) — (n —1)) = (k(No) — n) + (f(No) — 1)
e(No) — k(No) + f(No)-
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Wir iterieren unser Vorgehen und ziehen eine Fldche unseres Netzes nach der anderen zusam-
men und erhalten jeweils aus dem Netz Nj;_; ein Netz Ny, fiir das

e(Ni) — k(Ni) + f(Ni) = e(Ng-1) — k(Nk_1) + f(Ni—1) = e(No) — k(No) + f(No)

gilt. Da f(P) endlich ist, erreichen wir so nach endlich vielen Schritten ein Netz N¢(p)_; ohne
Flachen, ohne Kanten, aber mit einem Punkt. Fiir dieses Netz gilt offensichtlich die behauptete
Gleichheit

e(Nfpy—1) = k(Ngpy—1) + f(N¢py—1) =1-0+0=1,

so dass insgesamt die Euler’sche Polyederformel folgt.

- ()

Abbildung VI1.6: Die Folge Ny, Ny, ..., Ng_1 fiir den Wiirfel
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Es liegt nahe, dieses wichtige Ergebnis zur Klassifikation von Polytopen zu verwenden. Ganz
im Allgemeinen ist uns das allerdings zu schwer, weshalb wir jetzt eine besonders einfache
Unterklasse der Polytope einfiihren wollen, die reguldren Polytope.

616 Platonische Korper

Definition 16.1 Fiir n > 2 heifit ein n-Eck I1A; ... A, (vgl. Abschnitt §8) regelmiifig, wenn folgende
beiden Bedingungen gelten:

m AjA; = A1Ay fiirallel <i,j <nmiti=j—1mod (n),

n LAAA ~ LA1AY A3 fiirallel <i,j,k <nmiti=j—1=k—2mod (n).

Das Innere eines solchen n-Ecks ldsst sich definieren als die Menge aller Punkte, die im Inneren
aller Winkel ZA;A;Ay aus dem zweiten Punkt liegen. Wir sagen, eine Polytopflache sei durch
ein regelmiifiiges n-Eck gegeben, falls ihr Inneres unter einer Identifizierung'* der Ebene, in
der die Flache liegt, mit der Euklidischen Standardebene IE mit dem Inneren dieses n-Ecks
tibereinstimmt.

14Wir wihlen eine Orthonormalbasis dieser Ebene und bilden sie auf die Standardbasis von R? ab. Solche Identi-
fizierungen sind affine Isomorphismen im Sinne von Definition 1.18. Insbesondere ist das Vergleichen verschiedener
Seitenflachen eines Polytops wohldefiniert moglich.
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Definition 16.2 Ein Polytop P C R? heifit regulir (oder auch ein Platonischer Korper), wenn alle
seine Randflichen durch kongruente regelmiflige n-Ecke gegeben sind und in jeder Ecke die gleiche
Anzahl g(P) von Kanten anliegt. Die Anzahl n(P) := n heif3t dabei der Grad des reguliiren Polytops.

Fiir ein regulédres Polytop gilt n(P) > 3 nach Definition und g(P) > 3, da sonst einer jeden
Ecke nur je eine Fldche anliegen diirfte und P so kein nichtleeres Inneres hitte. Unser Ziel ist
nun die Klassifizierung der Platonischen Kérper durch die Invarianten n(P) und g(P). Die zu
zeigende Behauptung ist, dass es nur fiinf Typen von Platonischen Kérpern gibt, ndmlich

n die Tetraeder mit n(P) = 3 und g(P) = 3,
n die Hexaeder mit n(P) = 4 und g(P) = 3,
n die Oktaeder mit n(P) =3 und g(P) =4,
» die Dodekaeder mit n(P) = 5und g(P) = 3,

n die Ikosaeder mit n(P) = 3 und g(P) = 5.

V<00

Abbildung VI.7: Die Platonischen Korper: Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosa-
eder. Quelle: http://commons.wikimedia.org/wiki/Polyhedron

Hierfiir zeigen wir zundchst den folgenden
Satz 16.3 Es gibt ein Tetraeder, und je zwei Tetraeder sind dhnlich.
Beweisskizze. Zur Existenz lasst sich leicht zeigen, dass die konvexe Hiille der Punkte

()-6)C) )

ein Tetraeder ist.
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Sei andererseits T ein beliebiges Tetraeder. Durch Anwenden einer geeigneten Translation
konnen wir erreichen, dass einer der Eckpunkte, nennen wir ihn A, im Ursprung liegt. Durch
Anwenden geeigneter Drehungen diirfen wir weiter annehmen, dass eine Kante durch A, nen-
nen wir sie AB, auf der x-Achse liegt und eine an AB anschlieffende Seitenflidche, nennen wir
den dritten Punkt des begrenzenden Dreiecks C, in der x-y-Ebene liegt. Indem wir gegebenen-
falls noch eine Spiegelung anwenden, kénnen wir erreichen, dass AB auf der nichtnegativen
x-Achse liegt. Durch Anwenden einer zentrischen Streckung im Ursprung mit den Streckfaktor
||B — A||~! erreichen wir, dass alle Kanten die Lange 1 haben.

An jede Kante der durch AABC gegebenen Seitenfldche schlieft eine weitere Seitenfldche an;
die jeweils eindeutigen dritten Ecken dieser Seitenflichen nennen wir Dy, D, D3. Da von ei-
ner Ecke nur drei Kanten ausgehen, fallen die Kanten BD; und BD; zusammen und miissen
verklebt werden.

\“bz

Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten: Faltung nach oben und Faltung nach unten. Die dritte Seite
muss mit der analogen Argumentation in dieselbe Richtung gefaltet werden. Wir erhalten zwei
mogliche Tetraeder, die durch Spiegelung ineinander iibergehen.
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Ubung Dieselbe Aussage gilt auch fiir Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder.

Proposition 16.4 Sei P C R3 ein requliires Polytop vom Grad n(P), bei dem in jeder Ecke g(P)
Kanten anliegen. Dann gilt

Beweis. Von jeder der e(P) Ecken gehen g(P) Kanten aus. Da an jede Kante 2 Ecken angrenzen,
folgt
2k(P) = g(P)e(P).

Analog wird jede Seitenfldche von n(P) Kanten begrenzt. Da jede Kante an 2 Fliachen angrenzt,
folgt
2k(P) = n(P)f(P).

Mit dem Euler’schen Polyedersatz erhalten wir

2= e(P) —k(P) + £(P) = 2L _y(p) 1 f(p).

Nach Multiplikation mit 2g(P) erhalten wir

4g(P) = 4k(P) — 2g(P)k(P) + 2 (P)g(P) = 2n(P) f(P) — n(P) f(P)g(P) + 2 (P)g(P).
Losen wir dies nach f(P) auf, erhalten wir die letzte zu zeigende Aussage. O

Fiir die oben eingefiihrten reguldren Polytope ergeben sich die folgenden Werte.
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p n(P) | g(P) | f(P) | k(P) | e(P)
Tetraeder 3 3 4 6 4
Hexaeder 4 3 6 12 8
Oktaeder 3 4 8 12 6
Dodekaeder 5 3 12 30 20
Ikosaeder 3 5 20 30 12

Satz 16.5 Sei P C R3 ein reguliires Polytop. Dann ist P ein Tetraeder, ein Hexaeder, ein Oktaeder, ein
Dodekaeder oder ein Ikosaeder.

Beweis. Nach Proposition 16.4 gelten

1)1 f(P)
§(P) ~ 2K(P) n(P) ~ 2K(P)’

Zusammenaddiert und mit der Euler’schen Polyederformel ergibt sich die Abschdtzung

1 1 e(P)+f(P) 2+kP) 1 1_1
n(P) ~ 2k(P)  2k(P) k() 272

Wegen g(P), n(P) > 3 sind die einzigen ganzzahligen Losungen dieser Ungleichung durch
(3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (53)

gegeben. Diese Werte entsprechen gerade den in der Tabelle aufgefiihrten Koérpern. ]

Damit ist das klassische Resultat gezeigt, wonach es genau 5 Typen von Platonischen Kérpern
gibt.
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