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Zusammenfassung

Sei L/Q, eine endliche Kérpererweiterung und bezeichne G, = Gal(L/L) die absolu-
te Galoisgruppe von L. Beim Studium p-adischer Darstellungen von G, hat sich die
Theorie der urspriinglich von Fontaine eingefiihrten (¢, I')-Moduln als bedeutendes
Werkzeug erwiesen. Die Koeffizienten solcher Moduln leben in einem gewissen diskret
bewerteten Korper By, und I' := I';, bezeichnet die Galoisgruppe einer Lubin-Tate-
Erweiterung Loo/L, die in der klassischen Situation durch die zyklotomische Erwei-
terung Qp (1100 )/Qp gegeben ist.

Ein Theorem von Cherbonnier und Colmez erlaubt im zyklotomischen Fall L =
Qp einen Koeffizientenwechsel von By zum Robba-Ring Biig’L aus der Theorie p-
adischer Differentialgleichungen, durch den sich unter anderem eine Verbindung zwi-
schen (p,I'r)-Moduln und der p-adischen Hodge-Theorie herstellen ldsst. Damit ein
solcher Koeffizientenwechsel auch im Fall L # Q, funktioniert, ist es notwendig,
sich auf dberkonvergente Darstellungen zu beschrinken. Berger beweist als eines der
Hauptergebnisse von [Ber16], dass jede L-analytische Darstellung iiberkonvergent ist,
indem er eine Theorie lokal-analytischer Vektoren fiir die Operation von I';, auf Mo-
duln iiber groflen Periodenringen a la Fontaine entwickelt. Weiter definiert er die
Kategorie der L-analytischen étalen (¢, 'z)-Moduln iiber BIig ; und zeigt, dass diese
dquivalent zur Kategorie der L-analytischen Darstellungen von G I ist.

In der vorliegenden Arbeit wird der Beweis beider Resultate im Detail ausgearbei-
tet. Insbesondere geben wir eine in sich geschlossene Darstellung der Theorie lokal-
analytischer Vektoren, die der technische Kern von Bergers Argumentation ist.

Abstract

Let L/Q, be a finite extension of fields and let G, = Gal(L/L) denote the absolute
Galois group of L. The theory of (¢,I')-modules, originally introduced by Fontaine,
has proven itself a significant tool in the study of p-adic representations of G;. The
coefficients of such modules live in a certain discretely valued field By, and ' := ',
denotes the Galois group of a Lubin-Tate extension Lo,/L, which in the classical
situation is given by the cyclotomic extension Qp(too)/Qp.

In the cyclotomic case L = Qy, a theorem of Cherbonnier and Colmez allows for a
change of coefficients from By, to the Robba ring Biig ;, of p-adic differential equations,
making it possible, among other things, to relate (¢, I'r)-modules to p-adic Hodge
theory. For such a change of coefficients to work in the case L # Q, as well, it is
necessary to restrict oneself to overconvergent representations. As one of the main
results in [Ber16], Berger proves that any L-analytic representation is overconvergent
by developping a theory of locally analytic vectors for the action of I';, on modules
over big rings of periods a la Fontaine. He goes on to define the category of L-analytic
étale (¢,I'r)-modules over BL& ;, and shows that it is equivalent to the category of
L-analytic representations of Gp.

In the present thesis, the proof of both results is worked out in detail. In particular,
we give a self-contained presentation of the theory of locally analytic vectors, which
is the technical heart of Berger’s reasoning.



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Lubin-Tate-Erweiterungen und Koeffizientenringe
1.1 Lubin-Tate-Erweiterungen . . . . . . . . .. .. ... ... .. ...
1.2 Einige Periodenringe . . . . . . . . . ...
1.3 Uberkonvergente Funktionen und Robba-Ringe . . . . . . . ... ... ...
1.3.1 Vervollstdndigungen fiir die Normen V(—,1) . . . . .. ... .. ..
1.3.2 Der Robba-Ring . . . . . .. .. ... ..o
1.3.3  Grofle Periodenringe . . . . . . .. .. ...
1.3.4  FErweiterung auf K/L . . . . . . . . . ...

2 Ra&aume lokal-analytischer Vektoren
2.1 Lokal-analytische und pro-analytische Vektoren . . . . .. .. ... .. ..
2.2 L-Analytische Vektoren . . . . . S P
2.3 Die L-analytischen Vektoren in BLg’ Koo o e e e e

2.4 Der Monodromiesatz . . . . . . . . ..

3 L-Analytische Darstellungen und ihre (¢,I')-Moduln
3.1 (¢, I')-Moduln und Darstellungen . . . . .. .. .. ... .. ... .....
3.2 Uberkonvergente Darstellungen . . . . . . . .. .. .. ... ... .....
3.3 (¢,I')-Moduln tiber Bii&K ...........................

3.4 Die Kategoriendquivalenz . . . . . . . . . ...
341 Der freie (Bl ,)P-Modul Dl (V)™ ... ... ...

N rig
3.4.2  Die Uberkonvergenz L-analytischer Darstellungen . . . . . . . . ..

3.4.3 Die Kategoriendquivalenz Diig(—) ...................
Appendix A Kedlayas Theorie des Anstieges
A.1 Vektorbiindel . . . . . . ...
A.2 Theorie des Anstieges . . . . . . . . . . .

Literatur

10
10
14
18
22
25
28
29

31
32
36
47
54

64
65
68
69
74

75

77
81

84
85
36

89



Einleitung

Ein bedeutender Anteil der Forschung in moderner algebraischer Zahlentheorie ist auf das
Studium sogenannter Galois-Darstellungen konzentriert, die in vielen Bereichen — beispiels-
weise der arithmetischen Geometrie — in natiirlicher Weise auftreten.

Ist etwa E eine elliptische Kurve iiber den rationalen Zahlen Q und p eine Primzahl, so
besitzt der Tate-Modul T,,E eine Struktur als p-adische Darstellung der absoluten Galois-
gruppe Gg = Gal(Q/Q), welche zahlreiche arithmetische Informationen iiber E enthiilt.
Allgemein verstehen wir unter einer p-adischen Darstellung einer topologischen Gruppe G
einen freien Z,-Modul endlichen Ranges (oder einen Q,-Vektorraum endlicher Dimension),
der mit einer stetigen und linearen G-Operation ausgestattet ist.

Fiir eine Primzahl ¢ lisst sich Gg, = Gal(Q,/Q,) in Form einer gewissen Zerlegungsgruppe
(bis auf Konjugation) mit einer Untergruppe Dy < Gy identifizieren,! sodass jede p-adische
Darstellung von Gg durch Einschrénkung zu einer Darstellung von G, wird, welche in der
Regel einfacher zu untersuchen ist und aus der sich wiederum Riickschliisse iiber die ur-
spriingliche Go-Wirkung ziehen lassen. Oft kann man eine p-adische Darstellung von G
sogar zuriickgewinnen, sofern ihre induzierten Gg,-Operationen fiir hinreichend viele ¢ ver-
standen sind, siehe [Ber13, Prop. 1.1].

Von besonderer Bedeutung ist dabei der Fall ¢ = p, d.h. die Untersuchung p-adischer
Darstellungen der absoluten Galoisgruppe von Q,, oder allgemeiner von endlichen Erwei-
terungen K/Q,. Es sind solche Darstellungen, die in dieser Arbeit betrachtet werden.

In der p-adischen Hodge-Theorie? werden p-adische Darstellungen V von Gy klassifi-
ziert, indem man ihnen durch einen allgemeinen Formalismus gewisse Vektorrdume D (V)
iiber den Gg-Invarianten von sogenannten Periodenringen zuordnet. Dabei handelt es
sich um erstmals von Jean-Marc Fontaine eingefiihrte Q,-Algebren B, die mit einer linea-
ren Gr-Wirkung und verschiedenen Zusatzstrukturen — beispielsweise einem Frobenius-
Endomorphismus oder einer Filtrierung — versehen sind und einige Axiome erfiillen, die
unter anderem implizieren, dass BY% ein Korper ist. Man nennt V dann B-zuldssig, wenn
dimpe, Dp(V) = dimg, V' gilt.

Beispiele fiir Periodenringe sind Bgr bzw. Bs, und eine Darstellung heifit de Rham bzw.
kristallin, wenn sie Bgr- bzw. Bs-zuléssig ist. Die Eigenschaft ,,de Rham* schliefit alle sol-

Ldie Wahl eines Vertreters der Konjugationsklasse von Dy ist gleichbedeutend mit der Wahl einer
Einbettung Q — Q.
2einen Uberblick iiber das Gebiet vermittelt z.B. [BC09].
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chen Darstellungen ein, die im Kontext der arithmetischen Geometrie auftreten, wéahrend
die kleinere Klasse der kristallinen Darstellungen das Reduktionsverhalten auf der geome-
trischen Seite beschreibt. So wurde von Fontaine gezeigt, dass (mit den Notationen von
oben) Darstellungen der Form Vg := Q, ®z, T,F von Gg, stets de Rham sind; weiter
haben Coleman-lovita — als p-adisches Analogon zu dem fiir ¢ # p bekannten Kriterium
von Néron-Ogg-Shafarevich — bewiesen, dass E genau dann gute Reduktion bei p besitzt,
wenn Vg kristallin ist.

Eine weitere duflerst niitzliche Beschreibung p-adischer Darstellungen liefern Fontaines
(¢, T')-Moduln. Dies sind freie Moduln von endlichem Rang iiber dem Ganzheitsring A,
eines ,,2-dimensionalen lokalen Kérpers® Bg,, die einen Frobenius-Endomorphismus ¢ und
eine kompatible Operation einer gewissen p-adischen Lie-Gruppe I' besitzen, siehe 1.2.7
und 3.1.1 fiir prézise Definitionen. Im klassischen Fall ist dabei I' = Gal(Q,(pp=)/Q,) die
Galoisgruppe der zyklotomischen Erweiterung von Q,, und man hat das folgende Ergebnis
[Fon90, Thm. 3.4.3]:

Theorem. Es gibt eine Kategoriendiquivalenz V. —— D(V') zwischen der Kategorie der
Q,-linearen (bzw. Zy,-linearen) Darstellungen von Gg, und der Kategorie der étalen (¢,T')-
Moduln diber Bg, (bzw. Ag,).

Eine der Anwendungen dieser Kategoriendquivalenz liegt in der Berechnung der Galois-
Kohomologie einer Darstellung V', die sich nach Laurent Herr aus D(V') gewinnen lésst.
AuBerdem wurden (¢, I")-Moduln von Pierre Colmez fiir den Beweis der p-adischen lokalen
Langlands-Korrespondenz zwischen 2-dimensionalen Darstellungen von Gg, und gewissen
Banach-Darstellungen von GL3(Q,) herangezogen, bei dem sie eine wesentliche Rolle spie-
len, siehe [Brel0].

Eine solche Korrespondenz auch bzgl. GLy(L) fiir endliche Erweiterungskérper L/Q, zu
konstruieren, erweist sich als weit schwieriger und scheint eine Verallgemeinerung der obi-
gen Kategoriendquivalenz auf L-lineare Darstellungen von Galoisgruppen G, zu erfordern.
Die fiir eine solche Ausdehnung benétigten (¢, I'z)-Moduln wurden durch Mark Kisin und
Wei Ren eingefiihrt, indem anstelle der zyklotomischen Erweiterung Q,, () ein Korper
L, fiir die Definition von I';, verwendet wurde, welcher aus L durch Adjunktion der 7"-
Torsionspunkte eines formalen Lubin-Tate-Gruppengesetzes hervorgeht. Siehe Abschnitt
1.1 fiir eine detaillierte Konstruktion.

Die resultierenden Lubin-Tate-(¢,1')-Moduln iiber By, beinhalten die zyklotomischen als
Spezialfall und liefern eine Verallgemeinerung von Fontaines Kategoriendquivalenz, siehe
Theorem 3.1.5.

Mit der p-adischen Hodge-Theorie und den Lubin-Tate-(¢, I')-Moduln haben wir zwei Aus-
gangspunkte zur Erforschung p-adischer Darstellungen skizziert.

Die Frage, ob sich ein fruchtbarer Zusammenhang zwischen beiden Perspektiven herstellen
lésst, wird durch die Betrachtung von (¢, 'z )-Moduln iiber dem Robba-Ring BLng aus der
Theorie p-adischer Differentialgleichungen positiv beantwortet. Um einer Darstellung V'
einen solchen Modul iiber BIig ;, zuordnen zu konnen, ist ein Abstieg von D(V') zu einem
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Vektorraum DT(V) iiber dem Teilkorper BTL C B[, sogenannter tiberkonvergenter Elemente
notwendig, welcher in BL& ;, enthalten ist. Man setzt dann

DT

rig(v) = BIig,L ®BTL DT(V>- (1)
Eine Darstellung, die einen solchen Abstieg erlaubt, wird als diberkonvergent bezeichnet.
Nach einem Theorem von Cherbonnier-Colmez (3.2.4) ist im zyklotomischen Fall L = Q,

1

jede Darstellung iiberkonvergent, und man erhélt eine Kategoriendquivalenz D/, zwischen

rig
den Q,-linearen Darstellungen von Gg, und den étalen (p,I'g,)-Moduln iiber Biig’@p. In
dieser Situation werden Methoden aus der Theorie p-adischer Differentialgleichungen auf
Probleme {iber Galois-Darstellungen anwendbar; auflerdem lassen sich viele der Invarian-

ten, die V' in der p-adischen Hodge-Theorie zugeordnet werden, aus D! (V') rekonstruieren,

rig

so gilt beispielsweise (im einfachsten Fall) D;s(V) = Diig(V)FQp.

Im Fall L # Q, gibt es Darstellungen, die nicht iiberkonvergent sind (siehe 3.2.6), und
die Beschreibung der iiberkonvergenten Objekte unter allen L-linearen Darstellungen ist
ein nicht-triviales Problem. Eine einfache hinreichende Bedingung fiir die Uberkonvergenz
einer Darstellung V' von G, ist, dass V iiber 'y, faktorisiert.

Als subtileres Kriterium hat sich die L-Analytizitit von Darstellungen herausgestellt, wo-
bei wir V' als L-analytisch bezeichnen, wenn fiir jede Q,-Einbettung o: L — L der C,-
Vektorraum C,®y, .V die triviale C,-semilineare Darstellung von G, ist (s. die Definitionen
3.3.8 und A.2.1). Der fiir einige Zeit vermutete Zusammenhang zwischen L-Analytizitét
und Uberkonvergenz wurde von Laurent Berger in Theorem 10.1 von [Berl16] mit der dort

entwickelten Theorie sogenannter lokal-analytischer Vektoren nachgewiesen:
Theorem A (Berger). Jede L-analytische Darstellung ist iberkonvergent.

Darauf aufbauend haben Berger und Lionel Fourquaux gezeigt, dass sich jede iiberkonver-
gente Darstellung schreiben lédsst als Quotient eines Tensorproduktes X ® Y, wobei X
eine L-analytische Darstellung ist und Y iiber I'; faktorisiert. Theorem A ist eines der
Hauptresultate, die in dieser Arbeit aufbereitet werden, siche Theorem 3.4.6.

Bergers Ergebnis erlaubt uns, durch den Koeffizientenwechsel (1) jeder L-analytischen
Darstellung V' einen (¢, I';)-Modul DLg(V) iber BL&L zuzuordnen, und in [Ber16] wird
auch das wesentliche Bild des resultierenden Funktors in Form der L-analytischen (p,T'L)-
Moduln beschrieben. Der Begriff der L-Analytizitit eines (¢, 'z)-Moduls D iiber Biig’ L
lasst sich folgendermaflen definieren:

Es ist I';, eine lokal L-analytische (und daher insbesondere lokal Q,-analytische) Gruppe,
deren Lie-Algebra Lie(I'y) isomorph zu L ist. Man kann zeigen (s. 3.3.4), dass die Ope-
ration von I'z, auf D stets lokal Q,-analytisch und insbesondere differenzierbar ist, sodass

man geméf 2.2.6 eine abgeleitete Operation der Lie-Algebra
Lie(T') x D — D (2)

erhélt. Diese Abbildung ist Q,-bilinear, und D heilt L-analytisch, wenn sie sogar L-bilinear
ist. Sei nun £/Q, eine Galois-Erweiterung, welche die normale Hiille von L/Q, enthélt, und
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sei K /L eine beliebige Erweiterung mit absoluter Galoisgruppe G . In voller Allgemeinheit
lautet nun Bergers Ergebnis {iber den Funktor DLg [Ber16, Thm. 10.4]:3

Theorem B. Der Funktor V +—— DLg(V) ist eine Kategoriendquivalenz zwischen der
Kategorie der L-analytischen E-linearen Darstellungen von G und der Kategorie der L-

analytischen (¢, 'k )-Moduln iber E ®p, BLgK.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, Bergers Beweis dieses Theorems vollstdndig und in
zugéanglicher Form aufzubereiten, indem die dafiir benotigte Theorie lokal-analytischer Vek-
toren aus [Berl6] im Detail entwickelt wird.

Unser Beweis (siehe Theorem 3.4.8) wird unter der vereinfachenden Annahme gefiihrt,
dass L/Q, galoissch ist und E = L gilt. Wir arbeiten jedoch ausschliellich in Abschnitt
3.4 mit dieser Annahme, widhrend der Rest der Arbeit in derselben Allgemeinheit wie
[Ber16] gehalten ist; auBerdem deuten wir in Bemerkung 3.4.1 an, welche Uberlegungen fiir
die Behandlung des allgemeinen Falles notwendig sind, sodass dieser unter etwas gréfferem
Notationsaufwand mit denselben Argumenten wie in Abschnitt 3.4 eingesehen werden kann.

In Kapitel 1, das als Nachschlagewerk bei der Lektiire der restlichen Arbeit verwendet
werden kann, geben wir ausfiihrliche Definitionen der verschiedenen Periodenringe, in de-
nen die Koeffizienten der in Kapitel 3 betrachteten (¢, I')-Moduln leben. Dabei konstruieren
wir im ersten Abschnitt die Lubin-Tate-Erweiterung L., /L, im zweiten dann den , klassi-

schen®“ Koeffizientenring By, und in Abschnitt 1.3 schliellich die Ringe B[LT“S] und BL& L

rigid-analytischer Funktionen, sowie deren ,grofle“ Varianten B und ]~3Lg.

Der erste Abschnitt von Kapitel 2 umreisst auf einem abstrakten Level die Theorie lokal-
analytischer bzw. pro-analytischer Vektoren fiir Operationen p-adischer Lie-Gruppen auf
Banachrdumen bzw. Fréchetrdumen. Darauf aufbauend wird in Abschnitt 2.2 der zentrale
Begriff der L-Analytizitdt im Kontext von I'x-Wirkungen untersucht, der oben in (2) be-
reits erklart wurde. Dabei konstruieren wir in 2.2.7 die Operatoren V,, (indiziert durch alle
Qp-Einbettungen o: L — L), welche in Satz 2.2.8 eine entscheidende Charakterisierung
der L-Analytizitat liefern.

Diese wird einerseits in Kapitel 3 den Zusammenhang zwischen den beiden Konzepten
von L-Analytizitat in der Welt der (¢, 'kx)-Moduln und im Kontext von Darstellungen
sichtbar machen; andererseits bilden die in Abschnitt 2.4 durch Normierung aus den V,
gewonnenen Operatoren 0, das Werkzeug fiir das Hauptergebnis von Kapitel 2, ndmlich
den Monodromiesatz 2.4.9 (Theorem 6.1 in [Berl6]). Dieser beschreibt den Abstieg von
pro-analytischen zu L-pro-analytischen Vektoren durch Losen von Differentialgleichungen
»,0, = 0 in Analogie zum Abstieg von differenzierbaren zu holomorphen Funktionen mit
Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

Schliellich wenden wir in Abschnitt 2.3 den Formalismus aus 2.2 auf die im ersten Ka-
pitel definierten Periodenringe an und berechnen die L-pro-analytischen Vektoren in dem
»grofen Periodenring* BL& 5- Die wesentlichen Resultate sind Theorem 2.3.7 und Satz
2.3.8, deren Aussagen bei Berger in [Ber16, Thm. 4.4] zu finden sind.

3wir haben in der obigen Exposition der Einfachheit halber nur den Fall L = K betrachtet.



Die ersten beiden Abschnitte von Kapitel 3 geben eine kurze Ubersicht iiber die von uns
bendtigten grundlegenden Tatsachen zu Lubin-Tate-(¢, I')-Moduln und zum Begriff der
Uberkonvergenz, die ohne Beweise zitiert werden. Abschnitt 3.3 dient der Untersuchung
von (¢, 'k )-Moduln iiber BL& r und insbesondere ihrer I'x-Wirkung, um den Begriff der
L-Analytizitét fir (¢, 'x)-Moduln definieren zu kénnen, den wir im Anschluss auch als
Eigenschaft von Darstellungen einfiihren.

In Theorem 3.4.8 des letzten Abschnittes von Kapitel 3 zeigen wir schliefSlich die in Theo-
rem B formulierte Kategoriendquivalenz unter der Annahme L = E. Davor geben wir in
3.4.6 den Beweis fiir Theorem A, welcher auf dem Monodromiesatz und der Beschreibung
von (BL& ) ¥ P2 aus Kapitel 2 beruht und seinerseits grundlegend fiir die Formulierung und
den Beweis von Theorem 3.4.8 ist.

Der Anhang A beinhaltet eine Zusammenstellung von Ergebnissen aus dem Artikel [Ked05]
von Kiran S. Kedlaya zur semilinearen Algebra iiber Robba-Ringen, die fiir einige unserer
zentralen Theoreme gebraucht werden und deren Behandlung den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirde.

In A.1 geben wir eine kurze Einfithrung zu Kedlayas Vektorbindeln, auf die im Beweis
des Monodromiesatzes 2.4.9 zuriickgegriffen wird. Appendix A.2 enthélt die wichtigsten
Resultate aus der Theorie des Anstieges, welche von uns verwendet werden, um Bergers
Theorem 3.4.6 (Theorem A oben) einzusehen.

Voraussetzungen. In der ganzen Arbeit sei L/Q, eine endliche Kérpererweiterung mit
Ganzheitsring O := Oy, C L und Restklassenkorper x := ry, der Kardinalitit ¢ = p". Wir
fixieren einen Uniformisierer 7 € ©, sowie einen algebraischen Abschluss L von L und
bezeichnen seine p-adische Vervollsténdigung mit C,. Die Bewertung v := v, von C,, sei so
normiert, dass v,(m) = 1 gilt, sodass [7| := ||, = p~' ist.

Bezeichne ¥ := Homg[[ng(L,Z) die Menge der Q,-Algebrenhomomorphismen L — L,
und sei £/L eine endliche Erweiterung, sodass E galoissch iiber @, ist und die normale
Hiille von L umfasst. Insbesondere gilt dann o(L) C F fiir alle 0 € ¥. Wir betrachten F
als Koeffizientenbereich.

In Charakteristik p schreiben wir ¢, fiir den p-Frobenius z — 2P und ¢ = ¢, = cpg fiir
den ¢-Frobenius.

Alle weiteren Notationen, die fiir den Rest der Arbeit gelten sollen, werden am Ende von
Abschnitt 1.1 eingefiihrt, nachdem wir Lubin-Tate- Erweiterungen definiert haben.

DANKSAGUNG. Ich mo6chte meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr. Otmar Venjakob an die-
ser Stelle fiir den spannenden Themenvorschlag und die Betreuung meiner Arbeit danken.
Weiter bedanke ich mich bei meinen Freunden Milan Mal¢i¢ und Rustam Steingart fiir ihre
stilistischen Anmerkungen und einige hilfreiche inhaltliche Gespréche.



Kapitel 1

Lubin-Tate-Erweiterungen und
Koeffizientenringe

1.1 Lubin-Tate-Erweiterungen

Definition 1.1.1. (a) Ein (eindimensionales) kommutatives formales Gruppengesetz tiber
O ist eine Potenzreihe F' € O[[X, Y]] mit
- F(X,0)=X und F(0,Y) =Y,
- F(X,F(Y,Z2))=F(F(X,Y),Z2),
- F(X)Y)=F(Y, X).
Ein Homomorphismus ¢: F — G von formalen Gruppengesetzen F,G ist eine Po-
tenzreihe ¢ € O[[X]] mit ¢(0) = 0 und p(F(X,Y)) = G(p(X),p(Y)).

Identitdt und Verkniipfung von Homomorphismen und damit auch der Begriff des Iso-
morphismus von formalen Gruppengesetzen sind in naheliegender Weise erklért.

(b) Ein Element ¢ € O[[X]] heiBt Frobenius-Potenzreihe fiir den Uniformisierer m, falls
gilt

- penX +(X?),
- ¢ = X7 mod (7).
Bemerkung 1.1.2. Sei F' ein kommutatives formales Gruppengesetz iiber ©.

(i) Man kann zeigen, dass eine eindeutige Potenzreihe 1 € —X + (X?) iiber O existiert,
die F(X,tp(X)) = 0 erfiillt.

(ii) Aus (i) folgt, dass fiir jeden vollstindigen nichtarchimedischen Erweiterungskorper
K von L das maximale Ideal myx C K via z +r y := F(z,y) mit einer Struktur als
abelsche Gruppe versehen wird.

10
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(iii) Die Menge Endo(F') aller Homomorphismen F' — F' wird durch die Verkniipfungen
(P +¢)(X) == F(p(X), (X)) und  (p-¥)(X) = p((X))
zu einem Ring mit Nullelement 0 und Einselement X. Ein Element
aX + Terme hoheren Grades € Endo(F)
ist invertierbar genau dann, wenn a € ©* ist.

Satz 1.1.3. Fir jede Frobenius-Potenzreihe ¢ existiert ein eindeutiges kommutatives for-
males Gruppengesetz Fy iber O, sodass ¢ € Endo(Fy) ist. Weiter gilt:

(i) Es gibt einen eindeutigen Ringhomomorphismus
O — Endo(Fy), a— [ale
mit [aly € aX + (X?) fir alle a € O und [7]y, = ¢.

(i1) Ist ¢ eine weitere Frobenius-Potenzreihe zu w, so hat man einen Isomorphismus
Fy — Fy.

Beweis. Siehe [Sch17, Prop. 1.3.4, Prop. 1.3.6, Rem. 1.3.7]. ]
Definition 1.1.4. Man nennt F, das Lubin-Tate-Gruppengesetz zu ¢.

Konstruktion 1.1.5. Sei nun ¢ € O[[X]] eine Frobenius-Potenzreihe und F' := Fy. Fiir
jede endliche Erweiterung K /L induziert F' eine Gruppenstruktur auf dem maximalen Ideal
My und damit auch auf

M:={acL||a <1}= U M.

K/L endl.

Weiter liefert der Ringhomomorphismus [—], eine ©O-Modulstruktur auf ¢, und wir defi-
nieren fiir n > 0 den ©/(7")-Modul

G, = ker[n"], C M.

Dieser ist frei vom Rang 1 iiber ©/(7™) ([Sch17, Prop. 1.3.10]). Wir betrachten den Turm
L=1LyC Ly CLyC...der endlichen Erweiterungen L, := L(F,) von L und setzen

%:U%.

n>0

Da die Elemente von G, := Gal(L/L) mit der Bewertung von L vertriiglich sind, sieht man
leicht, dass G auf den , durch ©/(n")-lineare Automorphismen wirkt, insbesondere
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sind also die Erweiterungen L, /L galoissch. Nach [Sch17, Prop. 1.3.12] hat man einen
Gruppenisomorphismus

Xeat Gal(Ln/L) — (O/(7"))*,

der gegeben ist durch o(z) = [x1.(0)]s(2) fiir 0 € Gal(L,,/L) und z € F,. Fiir den Grad
der Erweiterungen folgt

[L,:L]=(q—1)¢" " fiir alle n > 1.
Dieselbe Proposition besagt aulerdem:
(i) L,/L ist total verzweigt.

(ii) Fiir jeden Erzeuger w von %, als ©/(n™)-Modul gilt L, = L(w) und Oy, = Olw],
und w ist ein uniformisierendes Element in L,,.

Die Moduln F, bilden ein projektives System mit den Ubergangsabbildungen [7]4, und der
projektive Limes

T := l‘&lﬁfn
P

heifit der Tate-Modul zu ¢. Er ist ein freier ©O-Modul vom Rang 1, wobei eine Familie
(Wn)n € T genau dann ein Erzeuger fiir 7" ist, wenn jedes w, den ©/(7")-Modul F, erzeugt.
SchlieBlich liefern die x7, durch Ubergang zum projektiven Limes einen Isomorphismus
proendlicher Gruppen

xr: Gal(Lo/L) — O,
den Lubin-Tate-Charakter.

Bemerkung 1.1.6. Mithilfe von Satz 1.1.3(ii) kann man zeigen, dass die Erweiterungen
L, nur von dem Uniformisierer = abhéngen und nicht von der Wahl der Potenzreihe ¢
([Sch17, Rem. 1.3.8]).

Beispiel 1.1.7. (i) Fiir die Frobenius-Potenzreihe ¢ = 7.X + X7 nennt man Fj das
spezielle Lubin-Tate-Gruppengesetz zu .

(ii) Sind L =Q,, r=pund ¢ = (1 + X)? — 1, so ist

~

Fo=G,, =1+X)(1+Y)-1

das multiplikative formale Gruppengesetz. Es ist nicht speziell fiir p # 2. Weiter gilt
in diesem Fall

Fo={C—1|¢"" =1} und L,=Q,(¢|¢" =1),

d.h. L ist die zyklotomische Erweiterung von Q,.
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Wir koénnen nun das Setting fixieren, in dem alle weiteren Konstruktionen dieser Arbeit
stattfinden werden:

Sei ¢ = X9+ 71X und F := F, das spezielle Lubin-Tate-Gruppengesetz, und seien die
Erweiterungen L,,, L., sowie der Tate-Modul 7" und der Lubin-Tate-Charakter x; wie in
Konstruktion 1.1.5 gegeben. Bezeichne logyr den Lubin-Tate-Logarithmus zu F', d.h. die
eindeutig bestimmte Potenzreihe f € F[[X]] mit

(a) f€X+(X?),

(b) fIF(X,Y)) = f(X) + f(Y),

und bezeichne expyr sein Inverses (s. [Haz78, §5.4]). Nach [Lan78, §8.6 Lem. 3(ii)] konver-
giert der Logarithmus logpr(X) fir |[X| < 1, und nach §8.6 Lem. 2 ebenda ist er linear
iiber © in dem Sinne, dass fiir alle a € O gilt

logir([a]4(X)) = a - logur(X).

Galois-Gruppen. Fiir endliche Erweiterungen K/L setze K, := KL,, K« = KL,
sowie die Galoisgruppen

G = Gal(L/K), Hy = Gal(L/Ky), Ik =Gy /Hg = Gal(K/K).
In I'; definieren wir die offenen Normalteiler
I, = Gal(Lw/L,) 9Ty,

welche eine Umgebungsbasis der 1 bilden.

Es sind Gg < G und Hx = Hp, N Gg < Hj jeweils offene Untergruppen, und eben-
so ist ' < I'p, offen, denn wegen Hx = Hp N Gg gilt

I'n =Gk/(HLNGk)=GgHL/H, CGL/H, =Ty

also insbesondere [I', : T'x] =[G : Gk Hy] < [GL : Gk] < oo. Fiir jede endliche Erweite-
rung K/L ist folglich T',, C ' fiir geniigend grofie n.

Die Uniformisierer w,. Wir fixieren einen Erzeuger w = (wy,)n>0 des Tate-Moduls 7.
Jedes w, erzeugt die Erweiterung L, /L, und wir bezeichnen mit @),, € O[X] das Minimal-
polynom von w, tiber L. Man hat Qy(X) = X, Q1(X) = [7]4(X)/X und induktiv

[7]5(X)

[l 1 (X)

Qn(X) = Qn-1([7]s(X)) =

fiir n > 2,

denn das Polynom @,,—1([7]4(X)) ist normiert, hat offensichtlich w,, als Nullstelle und es
hat Grad (¢ — 1) -¢" ' = [L, : L].
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Bemerkung 1.1.8. Nach [Lan78, §8.6 Lem. 1] gilt logrr(X) = lim,, o[7]}(X) /7", sodass
wegen [[i_; Qr(X) = [7]3(X)/ X folgt

logr(X) =X - H —QkaX)

k>1

1.2 Einige Periodenringe
Konstruktion 1.2.1 (Der Tilt von C,). Wir setzen
O, := lim O, /() = {(@)i>0 | @i € Oc,/(7), @ =aj 4}
(=)a
Dies ist eine perfekte x-Algebra, und es gibt eine natiirliche multiplikative Abbildung

0: (9@% — Oc,, a = (@;)i>o — lim af ,

17— 00

wobei a; € Oc, jeweils einen Lift fiir @; bezeichne. Man hat auf (9@;7 eine nicht-archimedische
Bewertung

ves (@) := vp(0(a)) = lim q" - vp(a;).

1—00

Der Quotientenkorper (C; = Quot(@@; ) heiBit der Tilt von C, und hat folgende Eigen-
schaften:

(i) (C;7 ist ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik p.
(ii) (Czb7 ist vollsténdig fiir die Bewertung ey und sein Ganzheitsring ist (9@% )

(iii) Der Restklassenkorper von (C; ist kanonisch isomorph zu dem von C, und ist folglich
ein algebraischer Abschluss von k.

Fiir Details zu Tilts siehe [Sch17, §1.4]. Diese Konstruktion ermdoglicht es, sogenannten
perfektoiden Zwischenkérpern K von C,/L einen vollstéandigen, nicht-archimedischen und
perfekten Korper K” der Charakteristik p mit demselben Restklassenkorper wie K zuzu-
ordnen.

Bemerkung 1.2.2. Die Elemente in G|, setzen sich stetig auf C, fort, sodass wir nach
[Sch17, Lem. 1.4.2] eine stetige Gruppenwirkung G, x C, — C, erhalten. Sie induziert
cine Operation auf Og, durch g((a;);) = (9(a;)); fiir g € Gy, die sich stetig zu einer
Wirkung

G xC,—C,

fortsetzt. Sie respektiert offensichtlich die Bewertung von (Ck]’J (vgl. auch [Schl7, Lem.
1.4.13]).
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Wir betrachten den oben fixierten Erzeuger w = (wy,)n>0 des Tate-Moduls T". Weil der
Homomorphismus [7], modulo (7) zum Potenzieren mit ¢ wird, erhalten wir ein Element

Wi=1(...,09,0,0) € (9@;.
Wegen v, (wy,) = 1/¢"1(q — 1) gilt
vy (@) = lim g vplen) = 25,
dh we Mg Wir haben folglich einen wohldefinierten Homomorphismus von x-Algebren

RIIX]| — Oy, f— (@),

welcher injektiv ist, da sonst sein Kern gleich einer Potenz von (X') und folglich das Element
w gleich Null oder nilpotent in (9@; wiére. Also setzt sich der Einsetzungshomomorphismus
auf die Quotientenkorper fort, und wir bezeichnen dessen Bild

E; :=kr((w)) C CE}
als den Normenkdrper zu (CZ,.

Bemerkung 1.2.3. Da H;, = Gal(L/L,) auf E, trivial wirkt, erhalten wir eine Operation
von I'y = G /Hy, auf Ep. Eine einfache Rechnung zeigt fiir v € I:

(@) = [xe(M]g(w) = [xc()] (@),

wobei [a] € [[X]] fir a € O die Reduktion von [a]s, modulo (7) bezeichne.

Weiter ist der Koérper E; unabhéngig von der Wahl des Erzeugers w von T, denn jeder
weitere Erzeuger ist von der Form a - w := [a]4(w) fiir ein a € O*. Fiir v := x;'(a) € T,
folgt

aw = [x(M](@) = v(w) € Ef,
d.h. k((aw)) € k((w)) = Er, und per Symmetrie folgt Gleichheit.

Satz 1.2.4. Die Einschrinkung der Hy-Wirkung von (C';7 auf den separablen Abschluss ETP
von Ep liefert einen Isomorphismus topologischer Gruppen

Gal(L/Ly) = Hy, — Gg, = Gal(ET?/Ep).
Beweis. [Sch17, Thm. 1.6.7]. O

Konstruktion 1.2.5 (Periodenringe). Wir machen im Folgenden Gebrauch von dem
Funktor verzweigter Wittvektoren

WL(—): m[g@ — %[g@
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auf der Kategorie lgy der ©O-Algebren. Im Falle einer perfekten x-Algebra B hat man
WL(B) = O ®@ow W(B),

wobei W die , klassischen® Wittvektoren und O" den Ganzheitsring der maximal un-
verzweigten Teilerweiterung von L/Q, bezeichnen. Fiir eine detaillierte Konstruktion des
Funktors W (—) konsultiere man [Sch17, §1.1].

Wir definieren nun die ©-Algebren
A= WL(CZ) und B :=A[r!].

Da (C; ein perfekter Erweiterungskorper von k ist, ist A ein vollstéandiger diskreter Bewer-
tungsring der Charakteristik 0 mit Primelement 7 und Restklassenkorper (C'I’,, und jedes

Element & = (), € A = [1,.50 C, Desitzt eine eindeutige 7-adische Reihendarstellung

T = Z x4 "],

n>0

wobei
[—]: (CE7 o WL((C;), a— (a,0,0,...)

die multiplikative Teichmiiller-Abbildung bezeichnet (vgl. [Sch17, Prop. 1.1.21]). Die Ele-
mente z von B haben folglich eindeutige Reihenentwicklungen

r = Z 7 (2], ka(C;.

k>—o0

Schwache Topologie. Die m-adische Topologie auf A stimmt mit der Produkttopolo-
gie auf ano (C; iiberein, wenn man die Faktoren (C; jeweils mit der diskreten Topologie

versieht. Bildet man die Produkttopologie auf A bzgl. der von der Bewertung auf CZ) indu-

zierten Topologien auf den Faktoren, so erhélt man die schwache Topologie auf A. Diese
ist hausdorffsch, vollstdndig und mit der Ringstruktur von A vertréglich (s. [Sch17, §1.5]).
Weiter setzt sie sich auf den Quotientenkorper B = U,.>0 7 A fort als die induktive
Limes-Topologie. -

Frobenius und Galois-Operation. Der g-Frobenius und die Galois-Wirkung von C;

induzieren auf A durch Funktorialitiit einen Frobenius-Automorphismus — den wir wieder
mit ¢ bezeichnen — sowie eine G'z-Operation, welche stetig bzgl. der schwachen Topologie
sind (vgl. [Sch17, Rem. 2.1.7, Lem. 1.5.3, Rem. 2.1.14]) und sich stetig auf B fortsetzen.
Explizit sind sie gegeben durch

o (Do) =Sl wnd g (3w m) = S lolee)
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fir g € Gp, v = Yo 7[a] € B. In der Darstellung A = O ®gu W(C?) sind diese
Wirkungen gegeben als id ® und id ®g.

Potenzreihen iiber (C)‘CZ . Die Inklusion @C; - C;, liefert Unterringe

AT :=W,(Oy)CA wd B :=Af[r']CB
Offenbar gilt

At = {Z ")

n>0

Ty € @C;} sowie Bt = { Z 7 [2]

k>—o00

JZkE@(C%}.

Daraus folgt sofort, dass der Kern der Projektion AT —» O, durch TAT = At NrA
gegeben ist. Wie oben lassen sich auf diesen Ringen schwache Topologien definieren, fiir die
A" wiederum vollsténdig ist. Sie stimmen mit den von B induzierten Teilraumtopologien

iiberein. Weiter schrénken sich der Frobenius-Automorphismus und die G'z-Aktion auf A*
und BT ein.

Konstruktion 1.2.6 (Der Ring B};). Die Abbildung §: O, — O, (s. 1.2.1) induziert
einen L-Algebrenhomomorphismus

0: Bt — C,, ™ [xp] Z 70 ().

k>—o0 k>—o00

Man definiert By als die ker(f)-adische Vervollstéindigung von B. Dies ist ein diskreter
Bewertungsring mit maximalem Ideal ker 6, und weil 6 offensichtlich G-aquivariant ist,
erhilt Bl eine induzierte Galois-Operation. Fiir mehr Details siehe [Ber02, §1.2]

Konstruktion 1.2.7 (Ein Cohen-Ring fiir den Normenkérper). Wir haben den
Unterring W;(Og,) C ;ﬁ, der wiederum den Frobenius ¢ und die G -Wirkung erbt,
allerdings ist ¢ auf Wy (Og, ) lediglich injektiv, aber nicht surjektiv (das Problem ist, dass
Og, nicht perfekt ist). AuBerdem faktorisiert die G-Operation von W (Og, ) iiber I'z, da
sie dasselbe bereits auf Og, tut.

In [Sch17, §2.1] konstruiert Schneider ein Element w, € Wi (Og,) C A+ mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Die Projektion W (Og,) — Og, schickt w, auf @.
(i1) p(ws) = [m]s(ws)-

(iil) y(ws) = [x2(7)]s(wg) fiir alle v € T'y.

Wir betrachten die m-adische Vervollstandigung A, des Laurentreihenrings ©O((X)), der
explizit als

ap € O, lim vy(ay) = oo}
k——o0

Ap = {f—Zaka

kEZ
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geschrieben werden kann. Es ist A ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit der
Bewertung v(f) = ming v,(ax) und mit Restklassenkorper x((X)). Sein Quotientenkorper
ist gegeben durch

@L = {Zaka

k€EZ

ar € L, (ag)rez ist beschrankt und klim vp(a) = oo} )
——00

Fiir Details siehe [Sch17, §1.7]. In §2.1 von [Sch17] wird gezeigt, dass alle Reihen der
Form f(wy), f € Ap, in W(EL) C A fiir die schwache Topologie konvergieren und die
Abbildung

Ay — WL(EL), fr— fl(wy)

eine Einbettung von ©-Algebren ist. Wir bezeichnen sein Bild mit Ay und den Quotien-
tenkorper davon mit By, € B. Nach Konstruktion des Elements wy ist E;, der Restklas-
senkorper von Ay (d.h. Ay ist ein Cohen-Ring fiir Ep), und es gilt

p(f) = flmlo(ws))  sowie y(f) = f(Ixe(V)]s(ws))

fir alle f €e By, vy e I'L.

Es bezeichne B den m-adischen Abschluss der maximal unverzweigten Erweiterung von
B, in B und sei A := BN A. Dies ist ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring mit
Primelement 7 und Restklassenkorper EFP. Der Frobenius und die G-Wirkung schrénken
auf A und B ein, und man kann zeigen, dass

Bt =B, und Bfd=1_

und entsprechendes fiir die Ganzheitsringe gilt (vgl. [Sch17, §3.1]).
Fiir K/L endlich setzen wir By := Bfx und A = Afx,

1.3 Uberkonvergente Funktionen und Robba-Ringe

Wir definieren nun einige Ringe p-adischer Perioden, welche in Kapitel 3 als Koeffizien-
tenringe fiir (¢, I')-Moduln dienen werden, insbesondere den Robba-Ring BL& (8. 1.3.27),

sowie ,,grofle” Periodenringe wie B! . der als eine Art ,algebraischer Abschluss® von BL& K

gedacht werden sollte (s. 1.3.22).

rig’

Konstruktion 1.3.1. Wir betrachten den Ring ﬁ%] .= B*[1/[w]]. Seine Elemente sind
von der Form

[wl]n Z ™ [ye] = Z mt [;n—k} mit y, € Opy

k>—o00 k>—o00
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und lassen sich daher schreiben als = >~ 7%[x], wobei (x},)r> oo €ine beschriinkte Folge
in C) ist.
Die Automorphismen ¢ € G und ¢ von B schriinken auf ﬁ% ein, denn es gilt

o([@]) = [o(@)] = [@] = [d][&] € (BL)* sowie (@) = @) € (BY,)"

mit a := xz(0c mod Hy) € O,

Wir wollen auf ]NS[E} eine Familie von Bewertungen definieren. Fiir r > 0 sei

Man betrachte die Abbildung®

[@] keZ T

V(=,r): BY, —s RU {00}, V(z,r) := min (UCZ(,"E’O +k>,

wobei = Y 7*[z;]. Dieses Minimum existiert, weil die Folge (v(x1))r>0o nach unten
beschrénkt ist und daher v(zy) /1" + k — oo fiir k — oo gilt.

Satz 1.3.2. Die V(—,r), r > 0, besitzen folgende Eigenschaften fir v = Y, iz,
Y= o™yl € Bﬁ;]'

(i) V(e,r) = 0o —= =0,

(ii) V(x +y,r) > min{V(z,r), V(y,r)}, und es gilt Gleichheit, wenn V(z,r) £ V(y,r).
(iii) V(xy,r) =V(z,r)+ V(y,r),

(iv) V(e(z),qr) =V(z,r),

(v) V(g(z),r) =V(x,r) firalle g€ Gy

Insbesondere sind die V(—,r) Bewertungen auf ]A?;[a

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen sei 0.B.d.A. r = (¢ — 1)/q, d.h. ¥ = 1, und wir
schreiben V' (x) statt V' (z,r). Die Eigenschaft (i) ist offensichtlich.
Zu (ii). Fir k € Z sei wi(z) := min;<; v(z;). Diese Abbildungen erfiillen:

(a) V(x) = mingez(wi(z) + k),

(b) wy(z +y) > min{wy(z), wi(y)}-

ldie Normierung von V(—,r) weicht von der in [Berl16] ab, um einige Rechungen einfacher zu halten.
So ist es fiir uns nicht notwendig, den Verzweigungsindex von L/Q, in der Notation mitzufiihren, und fiir
die Bewertung von wy liefert 1.3.9 eine simplere Formel als in [Ber16, Absatz unter Lemma 3.4].
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Sind (a) und (b) gezeigt, und gilt 0.B.d.A. V(z) < V(y), so folgt damit

V(z +y) = minwi(z+y) + &
> min(min{wy(z), we(y)} + k)
= min{wy(z) + k, wi(y) + k}
=V(x)

wie behauptet. Zum Beweis von (a) wéhle man zu jedem k ein iy, < k, sodass wy(z) = v(z;,)
ist. Es folgt

wi(x) + k> v(x;,) + i > minv(x;) +i = V(x).

Dies zeigt V(z) < ming(wg(z) + k), und die umgekehrte Ungleichung ist trivial.
Fiir (b) sei 0.B.d.A. wg(z) gka(y). Sei v € C) mit v(a) = wy,(x), sodass > i<k T[] und
> i<k ™' [yi] Elemente von [o]B* sind. Wir erhalten

T+ye [a]ﬁ+ + kB

(]

und folglich wi(z + y) > v(a) = wi(x).
SchlieBlich nehmen wir fiir den Zusatz V(z) < V(y) an. Man hat V(—y) = V(y), da
aufgrund der Multiplikativitdt der Teichmiiller-Abbildung

= 7l = =1 D 7 ] = D

gilt. Aus der Annahme V(z +y) > V(z) folgt nun der Widerspruch
V(z) =V((z+y) —y) Zmin{V(z +y),V(y)} > V(z)

und (ii) ist bewiesen.
Um (iii) einzusehen, sei k der kleinste Index mit V(x) = v(z;)+k und sei ebenso [ minimal
fiir y und bezeichne

okl o i+j .. itj
z = 1" zpyl, Ze 1= E T [zy;], 2* = g T [zy;],
it <k-+l it g >kt
(4,9)#(k,1)

sodass xy = 2z, + z + 2" ist. Zu zeigen ist
Vizy) = V(z) = v(zy) + (k +1). (%)
Zunéchst gilt

Vi(ze) > V(2), (%)
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denn fiir Indizes (7,7) # (k,l) mit i+ j < k+1list i < k oder j <[, d.h.
V(r ™ agy;)) = (v(w:) + 1) + (v(y;) + 5)
> (v(k) + k) + (v(y) +1) = V(2)

wegen der Minimalitidt von k und [, und (+*) folgt mit Punkt (ii). Weiter hat das Element
z4 2" € B[Jg] in seiner m-adischen Reihendarstellung die Form

22 = H o]+ o]
n>k+l

fiir gewisse a,, € C;’), und es ist V' (2*) > V(z), weil diese Abschétzung fiir alle Summanden
der Reihe z* (in der Darstellung aus der Definition von z*) gilt. Nach Definition von V/
folgt damit notwendig

V(z+2") =V(2),
und unter Verwendung von (xx) und (ii) erhalten wir
Vi(ey) = Vet (24 2)) = V(s 4+ 2) = V(2)

und () ist gezeigt.
Fiir die Eigenschaften (iv) und (v) beachte man schliellich

e (Do) =Yo7t wnd g (3 wHan)) = - wHlglan)

und ves (9(zk)) = v (k) O
Bemerkung 1.3.3. Sei a € L C B*. Dann gilt V(a,r) = vy(a) fir alle r > 0.

Beweis. Sei a # 0 und schreibe a = urk mit w € O, k € Z. Es ist u eine_Einheit
in A" und damit auch seine Projektion u € Op,. Wegen u = [t] mod 7w in AT folgt
V(u,r) =V([u],r) = v (W) = 0 mit Punkt (ii) oben und somit ist nach (iii)

V(a,r) = V(u,r) + V(7* 1) = k = v,(a).
[

Konstruktion 1.3.4. Fiir abgeschlossene Teilintervalle I C (0, 00) definieren wir auf ﬁfg}
die ,,Supremumsnorm®

Vi(z,I):= }5161;‘/(& t).
Ist I =[r,s] mit 0 <r < s < oo, so gilt offenbar V(z, ) = min{V(z,r),V(z,s)}. Im Fall
I =[0,r] erklért man auf B* (nicht auf B[;)? die Bewertung V/(—, I) := V(—,r).

Wie man direkt aus Satz 1.3.2 folgert, besitzt V(—, I) die folgenden Eigenschaften:

“beachte, dass fiir x =, (7 [zx] € Bt = WL(QC;)[W_l] gilt lim, o V(z,7) = 0.
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(i

) V(z,I) =00 <= =0,
(i) V(z+y,I) > min{V(z,I),V(y,I)},
) V(

xy, 1) > V(x, 1)+ V(y, 1),

(iii
(iv) V(p(x),ql) =V (x,I) und V(g(x),I) = V(x,I) fur alle g € G.
Aus Bemerkung 1.3.3 und 1.3.2(iii) folgt auerdem fiir a € L

Viax,I) = }bIelf V(ax,t) = vy(a) + gelf V(z,t) =vy(a) + V(z, I).

Dies zusammen mit den Eigenschaften (i) und (ii) zeigt, dass V(—, I) auf ]ﬂ?;[% (bzw. BY) ei-
ne Struktur als ultrametrischer normierter L-Vektorraum mdumert. Eine Umgebungsbasis
der Null ist gegeben durch die Kugeln

Bp(0) == {z € Bf, | V(z,1) > R}, R>0.

1.3.1 Vervollstindigungen fiir die Normen V(—, )

Im restlichen Abschnitt verwenden wir nun die oben definierten Bewertungen, um eine
Reihe von neuen Ringen aus B[J%] zu gewinnen.

Konvention: Fiir jeden Ring R, auf dem G operiert und fiir jede endliche Erweiterung
K/L setze Ry = RUx.

Konstruktion 1.3.5 (Die Ringe B'). Ist I ein abgeschlossenes Teilintervall von (0, co),

so bezeichnen wir mit B’ die Vervollstindigung von B[ﬂ bzgl. V(—,I). Fiir Intervalle

der Form I = [0,7] sei B! die Komplettierung von B* fiir V(—,[0,7]). In beiden Féllen
schreiben wir A? C B fiir den Unterring der Elemente x € B! mit V(z, 1) > 0. Dies sind
p-adische Banachrdume iiber L, versehen mit der Norm

]l = p~ V0.

Fiir z € B! hat man V(m™x,I) > 0 fiir geniigend grofie n, sodass also B = AI[W”] gilt.
Weiter setzen sich nach Eigenschaft (iv) in 1.3.4 die Galois-Automorphismen g € G, und
der Frobenius stetig fort zu L-linearen Isomorphismen

g: B! = B’ und P: B! = BY
und fiir A’ ebenso.

Bemerkung 1.3.6. Ist J C I ein abgeschlossenes Teilintervall, so gilt V(—,I) < V(—,J)
und daher B5(0) C B#(0) fiir alle R > 0, d.h. die von V(—, I') erzeugte Topologie ist feiner

als die von V' (—, J) induzierte, weshalb also jede Cauchy-Folge in B[% bzgl. V(—, I) auch
eine Cauchy-Folge bzgl. V(—,J) ist. Somit hat man fiir J C [ eine natiirliche Inklusion
B! C B7, und B” ist gerade die Vervollstindigung von B! bzgl. V (-, J).
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Lemma 1.3.7. Sein 0 < r < s. Dann gilt Al Nz Als) = A0S,

BeweNis. Fiir die nichttriviale Inklusion sei x € Al mit 7o € A%l Dann hat man
x € BI%sl sowie

V(a.[0,5]) = V(z.5) > V(. [r.s]) > 0
und folglich z € A1, O

Lemma 1.3.8. Fir r > 1 gilt V(wy,r) = V([@],r) = 1/r, insbesondere hat man also
V(wg, I) = V([w], 1) fiir alle I C (1,00). Weiter ist wg/[w] eine Einheit in BI.

Beweis. Wegen [@] = wg mod 7 ist wy = [@] + Y, 7%[x] fiir gewisse . € O, . Nun gilt

Ve =20 = Ty = <

und wegen v(xy) > 0 fiir alle & > 0 ist

1% (Zﬂ'k[l’k],T’> > 1.

k>1

Es folgt V(wy, r) = V([w], ) nach Satz 1.3.2(ii). Wir sehen auflerdem, dass wy/[w] von der
Form 1 + z fiir ein @ mit V(z,) > 0 ist. Sein Inverses in B! ist durch den Grenzwert

> nso(—2)" gegeben. O
Folgerung 1.3.9. Fiir I C (1,00) ist ws € (B')* und es gilt

V(wg,r) =k/r
fir aller € I und k € Z.

Bemerkung 1.3.10 (Alternative Beschreibung von A[’"’s]). Fiir einen bzgl. der p-
adischen Topologie vollstandigen Ring A bezeichne A{X,Y} die p-adische Komplettierung
des Polynomringes A[X,Y], d.h. A{X, Y} besteht aus Summen }, ;- a;; X'Y7 mit a;; € A
und limiﬂqoo Q5 = 0.

Fiir n € N setzen wir r,, := ¢" '(¢ — 1). Selen 1 < j < k natiirliche Zahlen und r := ry,
s := 1. Man kann zeigen:

Alsl A+ T Y
wg’ T

= AT{X, Y}/ (WX — 7,71y —wi, XY —wi™"),

Al _ R+ {%}

™

Vergleiche dazu [Berl10, §27] oder [Ber02, §2.1] fiir Details. Die Konstruktionen werden in
letzterem fiir L = Q, durchgefiihrt, lassen sich aber auf unsere Situation verallgemeinern.
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Konstruktion 1.3.11 (Einbettungen in BJ). Es ist nach [Ber10, Prop. 28.1] die p-
adische Entwicklung z = 37, . p*[z;] eines Elementes = € W(C?) genau dann eine kon-
vergente Reihe in B:{R, wenn limg_,o, v(xg) + k = 00 gilt;® daher konvergiert insbesondere
die Reihenentwicklung jedes Elementes aus W((@q’ ) in By, sodass wir eine Inklusion
ty: W(Og; ) — By erhalten, die sich O-linear auf AT =0 Qou W (Og;) und per Loka-
lisierung auch auf B+ und ﬁfg] fortsetzt.

Ist I C (0,00) mit (¢ —1)/q € I, so gilt V(>_, 7"[xx], I) < minyv(zy) + k nach Kon-
struktion 1.3.1, sodass jede Reihe in ﬁfg], die bzgl. V(—,I) eine Cauchy-Folge ist, in By
konvergiert. Daher setzt sich ¢ stetig fort zu einer Abbildung ¢y: B! —s Bl Fiirn >0
liefert dies in dem Fall, dass p™(q — 1)/q € I gilt, eine Injektion?

ln = 1to0op,": B’ — Bli.

Man beachte, dass wegen V (¢, ™ (), (¢ —1)/q) = V(z,p"(q¢ — 1)/q) > V(2,I) jede bzgl.
V(—, 1) konvergente Reihe durch ¢, auf eine bzgl. V(—, (¢ — 1)/q) und daher in BJ;
konvergente Reihe abgebildet wird, was die Wohldefiniertheit von ¢,, sichert. Die ¢,, sind G-
dquivariante L-Algebrenhomomorphismen. Siehe auch Prop. 2.12 und Cor. 2.13 in [Ber02].

Bemerkung 1.3.12. Am Ende von Abschnitt 1.1 hatten wir die Minimalpolynome @,, €
L[X] der Erzeuger w,, von L, /L eingefiihrt. Wir schreiben ab jetzt stets @, fiir das Element
Qn(wy) € A, und setzen r, = ¢" (g —1). Seien 1 < j < k und I := [r;, 74].

Es gilt Q/m € A7) denn nach Eigenschaft (iv) in 1.3.4 und wegen [r]4(ws) = @(wgs)
sowie Folgerung 1.3.9 hat man

_ _ 1
V[l (ws), 1) = Vi(ws, I/¢*) = -1

Weiter gilt Q) = Ql([ﬁ]g_l(w(ﬁ)) und Q1(X) = [7]4(X)/X = X! + 7, sodass sich
V(Qg,I) > 1 und somit Q/m € Al ergibt. Analog gilt Qr/7 € Ao,

Die Abbildung ¢, hat im Fall n = hk die Gestalt v, = ¢y o o fiir den ¢-Frobenius
¢ = g Wir werden gelegentlich ¢y als Identifikation ansehen und daher in der Notation
unterdriicken, insbesondere schreiben wir auch einfach ¢ =% anstatt ¢5,,. Nach [Ber16, Lem.
3.2(1)] gilt fir den Kern der Verkettung

ker(Alim Loy B s €)= (Qp/7) - Al
Wegen B = A’[r~!] und der L-Linearitit von 6 o ¢, = 6 0 ¢* sieht man damit sofort

ker(doo*: B! — C,) = (Qx/m) - B =Q, B’

3siehe Konstruktion 1.2.6 fiir eine Definition von Bjj.
fiir die Konvergenzbedingung vgl. die Definition von r,, in [Ber02, §§2.1, 2.2] und beachte, dass die
Bewertung V(—,r) dort um den Faktor p/(p — 1) - ¢/(¢ — 1) von unserer Definition in 1.3.1 abweicht.
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Wir schlieen die Behandlung der Ringe BY mit zwei technischen Lemmata aus [Ber16],
die in Kapitel 2 benotigt werden und die wir hier ohne Beweis zitieren.

Lemma 1.3.13. Seiy € AL g Al ynd sei (yi)i>0 eine Folge in A~ sodass fiir alle
f>1 gt

y—Zyi — € ker(fo ") .
=0

Dann gibt es ein f > 1 mit

Beweis. Siehe [Berl6, Prop. 3.3]. O

Lemma 1.3.14. Sei I C (0,00) und x € ;ﬁi Dann ezistiert fir jedes n € N ein k, > 0
und z,, € Olp~*n(wy)] mit x — x,, € p"Al.

Beweis. Siehe [Ber16, Lemma 5.3]. O

1.3.2 Der Robba-Ring

Bemerkung 1.3.15. Sei I C (0,00) ein abgeschlossenes Intervall. Die durch V(—,I) auf
A" induzierte Topologie ist feiner als die schwache Topologie.

Beweis. Eine Umgebungsbasis der Null fiir die schwache Topologie von A* st gegeben
durch endliche Durchschnitte von Mengen der Form

Ung == {Z 7t [a;]

>0

v(xy) > n}, n,k > 0.

Zu gegebenem U, . sei N := n/r’ + k mit einem beliebigen r € I. Fiir z € B%(0) gilt dann
insbesondere

Lz,k) +k>N
’
und also v(xy,) > n, d.h. BL(0) C U, . Daraus folgt, dass jede bzgl. der schwachen Topo-
logie offene Menge in A™ auch offen bzgl. V(—,I) ist. O

Konstruktion 1.3.16 (Die Ringe B/, BL& , und B! ). Wir fixieren ein abgeschlossenes
Intervall I C (1,00) und setzen

L (X)) = {f—zakxk lim.

kEZ

k
ap € L, lim vp(ak)+——oof1'iralle5€[}.
k|— S
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Dann konvergiert die Reihe f(wy) in B! nach Bemerkung 1.3.3 und Folgerung 1.3.9, also
erhalten wir einen wohldefinierten Ringhomomorphismus

LH((X)) — B, fr— f(ws). (1)

Wir bezeichnen sein Bild mit B! und den Unterring der Elemente z € B, die V(z,I) > 0

erfiillen mit A,
Ist speziell I = [r,c0) mit r > 1, so setzen wir Bilg L= B[LT’OO). Man hat natiirliche

Inklusionen B - B, fiir r1 < ry. Der induktive Limes

rig,L rig,L
rlg L U Brlg L

r>1

heifit der Robba-Ring iiber L. Seine Elemente sind die rigid-analytischen Funktionen auf
Annuli der Form ¢ < |X| < 1, mit variierendem 0 < ¢ < 1.

Sei B} der Unterring der Elemente Y, , a,X* € L*)((X)), fiir die die Folge (az)rez
zuséitzlich beschréinkt in L ist, und bezeichne Bl € BY”

gz das Bild der Einschréinkung von
(1) auf B}, sowie

B} = JBl"

r>1

Dies ist ein Kérper nach [Sch06, Lem. 10.2]. Entsprechend seien die Teilringe Al" € BY”
und Al C B! bzgl. des Unterrings A; C B} der Reihen mit Koeffizienten in © definiert.
In Konstruktion 1.2.7 hatten wir den Korper

B, = {Zakw¢

kEZ

k——o0

ap € L, (ag)kez beschrankt und lim v,(ay) = oo}

eingefiithrt. Wir kénnen BTL C By, als Teilkorper auffassen, denn es gilt offensichtlich B} C
Br, und fir f € A] C Aj konvergiert f(wy) in At bzgl. der schwachen Topologie, welche
nach Bemerkung 1.3.15 gréber als die durch V(—, I) auf At gegebene Topologie ist. Folglich
kénnen wir die bzgl. V(—, I) gebildeten Grenzwerte f(wy) € B’ mit denjenigen bzgl. der
schwachen Topologie in AJr identifizieren, sodass ATT C Ay ist, also auch AT C A
und entsprechend BT C By fiir die Quotlentenkorper Man nennt BT den Teﬂkorper der
tiberkonvergenten Elemente in By.

Die Bewertung von By, schriinkt ein auf BY | dieser ist also ebenfalls diskret bewertet mit
Primelement 7, und sein Ganzheitsring ist ATL. Er ist nicht vollstandig — sein Abschluss ist
gerade By, siche Lemma 10.4 in [Sch06] — dafiir hat man das folgende Ergebnis:

Satz 1.3.17. FEs ist BTL ewn henselscher Korper.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.6]. O
Satz 1.3.18. Es gilt (BIlg L)% = (Bh)x.
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Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.3]. O

Bemerkung 1.3.19 (Zum Begriff der I"Jberkonvergenz). Der Ring B besteht per
Definition aus Laurentreihen >, _, ax X* (wobei X = wy) mit Koeffizienten in L, welche
beschrankt sind und limy_,_ . ay = 0 erfiillen, d.h. also deren Hauptteil fiir

X<

konvergiert. Die Elemente von BE dagegen sind die Laurentreihen aus By, fiir die ein e > 0
existiert, sodass ihr Hauptteil auf dem Bereich

X <14
konvergiert, daher die Bezeichnung tiber-konvergent.

Bemerkung 1.3.20 (Fréchet-Topologie auf BL’; ). Fiir s > r stimmt B[LT’S] iiberein mit

der Komplettierung des Raumes L|wy, w;l} der Laurentpolynome fiir die Norm V' (—, [r, s])
und ist insbesondere ein Banachraum, vgl. [Sch06, Ub. 9.15].

Damit ist BL’; I

B[LT’S]. Seine lokal-konvexe Topologie wird durch die Familie der Normen {V(—, [r, s]) }s>r
erzeugt, sodass eine Umgebungsbasis der Null durch endliche Durchschnitte von Kugeln
der Form

= Nssr B[g’s] ein Fréchetraum als projektiver Limes der Banachrédume

ByY(0) = {z e Bl |

| V(z,[r,s]) > R}, mit R>0, s>r

gegeben ist. Wegen V(—, 1) < V(—,J) fir J C I wird diese Topologie bereits durch jede
Teilfamilie der Gestalt {V(—,[r, s,]) }nen erzeugt, wobei (s,), eine Folge in [r,00) ist mit

sp — 00. Weiter ist BI{; , gerade der Abschluss von Bl bzgl. dieser Topologie.

Schliellich statten wir BIi&L = UT>1BL’QL mit der lokal-konvexen induktiven Limes-
Topologie fiir die Fréchet-Topologien aus, wodurch dieser zu einem LF-Raum wird, d.h.
zu einem induktiven (strikten) lokal-konvexen Limes einer Folge von Fréchetraumen (vgl.

[Sch02, T §5.E.2)).

Beispiel 1.3.21. Der Lubin-Tate-Logarithmus logyr(X) € L[[X]] konvergiert fir | X| < 1,
daher haben wir

ts :=logrr(wy) € By fiir alle I C (1,00).

Aus der L-Linearitdt und Stetigkeit von ¢ und der I -Aktion sowie den Eigenschaften von
Wy (s. 1.2.7) und der O-Linearitit von logpr folgt

Y(ts) = xo(7) -ty fir y €Ty und  @(ty) = 7 - ty.



28 KAPITEL 1. LUBIN-TATE-ERWEITERUNGEN UND KOEFFIZIENTENRINGE

1.3.3 Grofle Periodenringe

Konstruktion 1.3.22. Fiir r > 0 bezeichne BL; den Fréchetraum, der aus Vervollstén-

digung von B[w] bzgl. der durch die Familie {V(—, [r, s])}s>» gegebene lokal-konvexe To-
pologie hervorgeht. Fiir r; < ry ist die von r; induzierte lokal-konvexe Topologie feiner als
die durch ry induzierte, da

B*(0) € Bj(0)

fiir alle s > ry, R > 0 gilt, und folglich gibt es eine natiirliche Inklusion BT "nC BL;Q.

Ahnlich iiberlegt man sich, dass Biig C Bl fiir alle s > r ein Unterring ist. Schheﬁhch
definieren wir den Ring
rlg . U Br1g7

r>0

der versehen mit der lokal-konvexen induktiven Limes-Topologie eine Struktur als LF-
Raum tréagt.
Diese Ringe lassen sich auch auf anderem Wege konstruieren. Dazu setzen wir

Bf" = { Z m[z] € B } ]}LIEov(mk)/T’+k = oo},

k>—o00
In 1.2.7 hatten wir den Teilkorper B C B konstruiert, in dem wir wiederum die Teilringe

B'":=BNB" und B :=| Bl
r>0
betrachten. Nach [Ber10, Lem. 21.10] ist BT ein Kérper. Die Abbildungen V (—, [r, s]), s > r
sind auf B analog definiert wie auf Bf%] und besitzen dort dieselben Eigenschaften.

Satz 1.3.23 (Alternative Beschreibung von ﬁ;rl;) Die Vervollstindigung von B fiir
die von der Familie {V (—,[r,s|)}s>r induzierte lokal-konvexe Topologie stimmt mit dem

Ring Brlg Gberein.

Beweis. Zunéchst gilt B[Jr] C B, da fiir Y 7*[z,] € Ef%] die Folge (v(z))r nach unten

beschrankt ist, womit eine der Lnklusmllen klar ist. N
Fiir die Umkehrung reicht es, BT C BL’; zu zeigen. Sei dazu x = >, 7w"[x;] € Bl
gegeben. Fiir s > r gilt |v(xg)/s'| < |v(xg)/r'| und damit auch

lim v(xy)/s' + k= o0
k—ro0

Wegen V (m*[z],s) = v(zg)/s' + k ist also (7*[z;])x eine Nullfolge bzgl. der V(—,[r, s]),
s > r, d.h. die Folge der Partialsummen

N
ay = Z ™[zk], N> —oc0

k>—o00
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ist eine Cauchy-Folge bzgl. der lokal-konvexen Topologie. Nun finden wir wegen (e (W) >0
zu jedem ay ein n € N, sodass W" - xy € (9@; fiir alle N > k > —oo ist, also

N
1 k[—n o+
N =— Z W ] € B,
k>—o0
Es folgt = limy_,c oy € ]§Lg O

Satz 1.3.24. Fiir r > 1 gilt BY" = (B")7t insbesondere hat man B, = (BT)r.

Beweis. Man argumentiere wie in [CC98, Prop. I1.2.1(iii)] und beachte, dass dort AI,K
bzw. A:[, i anstelle von Al bzw. AI, gemeint ist. O

1.3.4 Erweiterung auf K/L

Eine endliche Korpererweiterung K /L liefert nach Satz 1.2.4 eine korrespondierende sepa-
rable Erweiterung Ex /E; vom Grad [K : Le]. Wegen Satz 1.3.17 gibt es eine eindeutige
unverzweigte Erweiterung B}( / BTL desselben Grades mit Restklassenkorper E.

Wie in Satz 1.3.24 hat man Bl = (Bf)Hx = U1 B mit

B = (Bf")fx,
Fiir eine explizite Beschreibung der Ringe B! vgl. man [Ber10, Thm. 22.3].

Satz 1.3.25. Seixy, ..., x4 eine Basis von B}( tiber BE. Ist r geniigend grof3, dass x; € B}’(r
fiir alle i gilt, so bildet x, ..., x4 eine Basis von B} iiber BY".
Insbesondere ist also BY ein freier BY"-Modul vom Rang [K. : Lo fiir r>> 0.

Beweis. Siehe [Berl0, Prop. 22.6]. O

Konstruktion 1.3.26. Wir fixieren r(K) > 0, sodass BI eine Basis fiir Bl /B! erhilt.
Sei I C [r(K), o) ein kompaktes Intervall.

Es bezeichne BL die Vervollstindigung von B} bzgl. V(= 1) mit r := minI > r(K),
sodass fiir die Basis aus Satz 1.3.25 gilt

d
B = PB] -z
=1

Weiter ist BL. C BL = (BY)¥x cin Unterring, der invariant unter der I'x-Wirkung ist, und
man kann zeigen

d
B = PB] -z
=1
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Der Frobenius-Homomorphismus von B! schriinkt ein zu
¢: Bl — B und ¢: BL. — B%.
Man beachte, dass ¢ dort nicht mehr surjektiv ist. Fiir m > 0 setzen wir

I - mJ o7 : I I
B, i=¢ "(B% ) C By, sowie By o = U B

m>0

Offensichtlich gilt Bf. . C B, fiir mi < mj, sowie Bf, = Bi.

Konstruktion 1.3.27. Es bezeichne BL’; & die Vervollstéindigung von B fiir die durch
die Normen {V(—, [r, s]) } s>, induzierte lokal-konvexe Topologie, und

T e T
Brig,K T U Bri;,K'

r>1

Wir statten diesen Ring mit der induktiven Limes-Topologie bzgl. der Fréchet-Topologien
der Ringe BL’; x aus, sodass Biig’ x zu einem LF-Raum wird.
Wie in 1.3.26 definiert man fiir m > 0

BL; Km = gpim(BL’g,lg) sowie rlg K,00 * U Brlg K,m g BIlg
m>0
Es gilt Brlg Koo C ]§[T’S] fiir alle s > 7.
Schlieflich setzen wir BIng = (BLg)HK und Blng : (BLg)HK. Wegen Satz 1.3.23 hat
mail Bllg K = BL; K-

Lemma 1.3.28. Fir 1 <r < s gilt innerhalb von Bng'

(i) BI{Q,K N BI{;K = BL’Q,K-

(1) @(BL’;’TK) N BL’ETK = SD(BL’;,K)-
Beweis. Zu (i). Da BL;K die Fréchet-Vervollsténdigung von BE* = (B N B)#x hygl.
{V (=, [s,t]) }+>s ist, lasst sich jedes Element = € Brlg 5 schreiben als Grenzwert einer bzgl.
dieser Topologie konvergenten Reihe, deren Summanden bereits in ﬁ%} liegen (vgl. den

Beweis von Satz 1.3.23). Gilt nun zusétzlich z € Brlg x> 50 konvergiert diese Reihe nach

Definition von BLg auch bzgl. {V(—,[r,t])}t>r, sodass x € BI{; 5 folgt. Die umgekehrte
Inklusion ist klar.

Zu (ii). Die nicht-triviale Inklusion folgt unter Verwendung von ¢~ (BL‘g"K) - Ellg 5 und
(i) aus

SO(BL;]TK) N Bllng C SO(BL;TK N BL; K) 90<B11; K)



Kapitel 2

Raume lokal-analytischer Vektoren

Wir fithren nun den fiir diese Arbeit zentralen Begriff der L-analytischen Vektoren bzgl.
Operationen von p-adischen Lie-Gruppen auf Banachrdumen iiber L ein.

Uber die Isomorphie I';, 2 ©* erhilt T';, eine Struktur als lokal L-analytische Gruppe
der Dimension 1 und damit als lokal Q,-analytische Gruppe der Dimension [L : Q,]. Ist
V' ein Banachraum iiber L, auf dem I'j, stetig und linear operiert, so bezeichnen wir mit
V1% bzw. VI den Unterraum der Vektoren in V, deren Orbitabbildung I';, — V lokal
Qp-analytisch bzw. lokal L-analytisch ist.

Offenbar hat man VI C V1 und der Abstieg von den (Q,-)analytischen zu den L-
analytischen Vektoren lésst sich — vergleichbar mit den Cauchy-Riemannschen Differenti-
algleichungen — durch , Richtungsableitungen“ V, beschreiben, wobei o die Menge 3 der
Q,-Einbettungen L — L durchliuft. Diese Operatoren werden in 2.2.7 konstruiert, und
das entscheidende Ergebnis dazu ist Satz 2.2.8. Als erste Anwendung zeigen wir in Beispiel
2.2.11, dass (Loo)""™ = L, gilt. Dies illustriert die Philosophie, dass der Ubergang zu den
lokal L-analytischen Vektoren eines Raumes als eine Art ,,Dekomplettierung® interpretiert
werden sollte. B

WEeil die in Kapitel 3 relevanten Ringe BL& ; und BL& ; keine Banachrédume sind, son-
dern der allgemeineren Klasse der LF-Rdume angehoren, ist eine Ausdehnung der obigen
Analytizitatsbegriffe auf solche Rdume notwendig. Man spricht in diesem Kontext von
dem Teilraum der L-pro-analytischen Vektoren VEP* C V| sieche Definition 2.1.6 sowie die

Bemerkungen 2.1.8 und 2.2.16. Dieser Unterraum wird in Abschnitt 2.3 fiir V = Biig’L

berechnet, sieche Theorem 2.3.7 und Satz 2.3.8. Die Ringerweiterung ]§Lg7 L/ BIig ;, verhélt

sich dhnlich zur Korpererweiterung ZOO /L, und in Analogie zur Aussage von 2.2.11 lautet
das entsprechende Resultat (]§Iig )P = Biig Lo
Schliellich wenden wir uns in Abschnitt 2.4 dem Monodromiesatz 2.4.9 zu, welcher den
technischen Kern im Beweis der Kategoriendquivalenz 3.4.8 darstellt. Um von gewissen
(p,I')-Moduln {iber (BLg,L)pa zu solchen iiber (BiigyL)L‘pa absteigen zu konnen, werden
in 2.4.5 die Richtungsableitungen V, aus 2.2.7 zu Operatoren 0,, 0 € ¥y := X \ {id}
normiert. Diese Normierung erméglicht es, in 2.4.8 | Variablen® 9) = (9),)ses, zu konstru-

ieren, auf denen sich die 0, wie die gewohnlichen partiellen Ableitungen verhalten, und

31
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die im Beweis von 2.4.9 eine wesentliche Rolle spielen. So lésst sich in der Darstellung
BLgv ;= hﬂrn @S>T B[g’s] mit Hilfe von 9) der gewiinschte Abstieg auf dem Level von

(Bl durchfiihren, der dann in einem zweiten Schritt unter Verwendung von Kedlayas
Vektorbiindeln auf (Biig )P iibertragen wird, sieche Appendix A.1.

2.1 Lokal-analytische und pro-analytische Vektoren

In diesem Abschnitt sei G eine p-adische Lie-Gruppe und V' ein Banachraum iiber Q,,
versehen mit einer stetigen linearen G-Operation.

Wir verwenden die iiblichen Konventionen fiir Multiindizes: Fiir o = (ay,...,qq) € Ng
und z = (21, ...,74) € L? bezeichne
%= oty la| == a; + -+ + ag, al:==aoq!- - agl.

AufBlerdem verwenden wir gelegentlich das Kronecker-Delta

1, fallse=j,
5z'j = . .
0, fallsi # j.

Definition 2.1.1. (a) Ein Vektor v € V' heiit lokal-analytisch, falls die Orbitabbildung
po: G —V, g— g(v)

lokal-analytisch ist. Den Untervektorraum der lokal-analytischen Vektoren in V' be-
zeichnen wir mit V', Er ist offensichtlich G-invariant.

(b) Sei H < G eine offene Untergruppe, fiir die eine Karte ¢: H — Zg existiert. Ein
Vektor v € V heilit H-analytisch, falls Vektoren (Ua)aeNg in V' mit limjq|00 Va = 0
existieren, sodass

h(v) =Y c(h)* v,

aENg

fiir alle h € H gilt. Wir schreiben V2" fiir den Unterraum der H-analytischen Vek-
toren.

Bemerkung 2.1.2 (Die Topologie auf V'*). Nach [Sch1l, Lem. 18.7] besitzt G eine
Umgebungsbasis der Eins aus offenen Untergruppen. Ist v € V lokal-analytisch, so gibt es
folglich ein H < G wie oben, sodass v € V" jst,

Gilt umgekehrt v € V2" 5o ist v lokal-analytisch, denn seine Orbitabbildung ist auf den
Translaten von H analytisch: Ist ¢: H — Z eine Karte und wie oben h(v) = 3 ¢(h)*vq
fiir h € H, so ist fiir g € G die Abbildung

«

d: gH £ H - 7
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eine Karte und

gh(v) =Y " c(h)* - glva) =Y _d(gh)* - g(va) fiir alle h € H,

[0}

da g linear und stetig auf V' ist. Wir halten fest

‘/la _ L-J xflf-an.
H

Sei nun F (p”Zg, V) der Raum der auf ang konvergenten Potenzreihen f = ) X%w,
mit Koeffizienten w, € V. Dieser wird mit der Norm ||f|| := max, |[p"®lw,|| zu einem

Banachraum. Nach Festlegung einer Karte ¢: H — p"Z% mit ¢(1) = 0 erhalten wir eine
injektive stetige lineare Abbildung

Vi F(pUZE, V) CCMNH, V), v Y X v,

aENg

Thr Bild ist abgeschlossen in C**(H, V) (vgl. [Emell, Prop. 3.3.3]), sodass V2" versehen
mit der eingeschriinkten Norm von F (p"Z¢, V'), welche wir mit ||-||,; bezeichnen, zu einem
Banachraum wird.

Schlieflich statten wir V'* mit der Topologie des induktiven lokal-konvexen Limes | J,, V-2
aus. Bei dieser Vereinigung geniigt es, sich auf eine Umgebungsbasis aus Untergruppen
H, D Hy D ... zu beschrinken, fiir die eine Karte ¢: H; — Zz existiert, sodass ¢(H,,) =
p"Z fiir alle n sowie ¢(1) = 0 gilt, vgl. den Absatz iiber Lemma 2.4 in [BC14] und Theorem
27.1 sowie §26 in [Schll] fiir die Existenz einer solchen Folge von Untergruppen. Damit
erhélt V' = J, -, V" eine Struktur als LB-Raum, d.h. als ein induktiver lokal-konvexer
Limes einer Folge von Banachriumen.

Bemerkung 2.1.3. Sei 0 # v € V' Dann gibt es ein n > 1, sodass h(v) = > c(h)%v,
fiir alle h € H, gilt. Wegen ¢(1) = 0 hat man vy = v, also |[v]| < max, |[p"*lv.|| = vl g, -
Wegen limjq| o0 p"!*vq = 0 finden wir m > n, sodass |[p™®lv,|| < ||v|| fiir alle o # 0 gilt.
Wir kénnen also festhalten

[vll = [[vlly, — fiir m > 0.

Lemma 2.1.4. Sei B eine G-Banachalgebra, d.h. eine (kommutative) Q,-Algebra versehen
mit einer Norm, die auf B eine Struktur als Banachraum induziert sowie ||zy| < ||z||- ||yl
fiir alle x,y € B erfillt, und auf dem G durch stetige Algebren-Automorphismen wirkt.
Dann gilt:

(i) Fiir jede Untergruppe H < G zusammen mit einer Karte c: H — Zg ist BHa C B
ein Unterring und ||lzy|l; < ||zl - ||yl fir alle x,y € B,

(ii) Ist x € B™ eine Einheit in B, so gilt auch x~* € B".
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Beweis. Zu (i). Fir h € H sei h(z) = ZaeNg c(h)® -z, und h(y) = ZaeNg c(h)® - ys. Dann
gilt

h(zy) = h(z)h(y) = Z c(h)® - w, mitw, = Z Yy

aENg ptr=a

und somit xy € B Wegen ||,y || < ||z, - ||y.|| und der starken Dreiecksungleichung
existiert zu jedem « ein Paar p,, v, € N mit p, + vo = o und |lwa| < [z - |vwl,
sodass 7yl < 2l - Il fole.

Zu (ii). Sei H;y O Hy O ... eine Folge von Untergruppen von G wie oben und z € V/ Hn-an
sodass h(v) =) c(h)*z, fiir alle h € H,, gilt. Dann ist

I 1 o 1
D I (R T SR (W

Nun wahle man m > n grofl genug, sodass Hpmla\ . :L’a/:c” < 1 fiir alle a # 0 ist, also auch

h(z™h) =

HZO‘ 2o c(h)*za/ xH < 1 fir alle h € Hy,. Indem wir diesen Ausdruck in die geometrische

Reihe entwickeln, ergibt sich

W) =a" ) (1) <Z c(h)“:ca/x>

k>0 a#0
fiir alle h € H,, und folglich =1 € Bfm-an, O

Satz 2.1.5. Sei B eine G-Banachalgebra und V' ein endlich erzeugter freier B-Modul,
versehen mit einer kompatiblen G-Operation.
Es gebe eine Basis B = (vy,...,vq) von V', sodass die Abbildung

G — GL4(B) C BdXd’ g — Matg(g)

lokal-analytisch ist. Dann gilt:

1) Fiir offene Untergruppen Z = H < G, auf denen Maty global-analytisch ist, gilt
P
VH—an — @?:1 BH—an ;.

(i) V* = @, B - v,

Beweis. Wir zeigen nur (i), denn die zweite Aussage folgt unmittelbar daraus. Fiir g € G
schreibe Maty(g) = (m4;(g)):;- Nach Voraussetzung ist fiir alle ¢, j die Abbildung

G— B, g— mij(ﬂ)

global-analytisch. Fiir j = 1,...,d ist daher die Orbitabbildung von v; analytisch auf ganz
G wegen

g9(vj) = Zmij(g> "V
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fiir alle g € G, insbesondere also v; € VH". Jeder Vektor v € V hat die Form v = Zle b;v;

fiir gewisse b; € B, und fiir ¢ € G hat man

d d

g(v) = Zg<bi> -g(vi) = Z g(bi)myi(g) - v;. (%)

i—1 ij=1
Sind nun alle b; € B 50 sind die Abbildungen

analytisch und damit v € V7" wegen (%), d.h. @7, BH-=ny, C VH-an,

Sei umgekehrt v = >~ bv; € V" gegeben. Fiir j = 1,. .., d ist die j-te Koordinatenabbil-
dung p,;: V — B zur Basis B stetig als B-lineare Abbildung auf einem endlich erzeugten
freien B-Modul. Schreiben wir h(v) =Y c¢(h)*v, mit v, = ), ba v, so ist die Abbildung

H — B, h— p;i(h(v)) = Y c(h) b,
a€eNg

global-analytisch. Bezeichne nun Matg(h)™! = Matg(h™!) = (n;(h));,;. Offenbar sind
auch die ny; auf H global-analytisch, und da p;(h(v)) = 20, h(b;)mi;(h) nach (%) gilt,
folgt

d d d
h(bk) =Y h(bi) > mag(Wnge(h) =Y pi(h(v)) - nj(h)
i=1 j=1 j=1

womit wir b, € BH-# einsehen. O

Sei nun V' ein Fréchet-Raum, dessen Topologie von Seminormen (p;);ey induziert ist.
Wir kénnen o.B.d.A.

P1<p2 < ...

annehmen. Dann gilt (vgl. [Kril6, 1.3 und 1.7])
V =1lmV;

1>1

fiir die Banachraume V;, welche durch die Komplettierungen der Quotienten V/N; gegeben
seien, mit N; := {v € V' | p;(v) = 0}. Man nennt V; die Hausdorff-Vervollstindigung bzgl.
der Seminorm p;.

Bezeichne m;: V' — V; die kanonische Abbildung. Da jedes g € GG, aufgefasst als Automor-
phismus von V| stetig bzgl. allen p; ist, gilt g(N;) C N;, und der induzierte Automorphismus
auf dem Quotienten setzt sich stetig auf V; fort. Wir erhalten also eine Wirkung

GxV,—V,

und konnen damit den folgenden Begriff erklaren:
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Definition 2.1.6. Ein Vektor v € V heiit pro-analytisch, wenn 7;(v) € V2 fiir alle i € N
gilt. Wir schreiben V?* fiir den Unterraum der pro-analytischen Vektoren in V.

Folgerung 2.1.7. Set B = T&npl Bj eine G-Fréchetalgebra' iiber Q, und V ein endlich

erzeugter freier B-Modul mit einer kompatiblen G-Wirkung. Wenn V eine Basis B =
(v1,...,vq) tber B besitzt, fir welche die Abbildung

G — GL(B) C B*?, g +— Matg(g)
pro-analytisch ist, dann gilt VP* = @?:1 B2 . ;.

Beweis. Seien die Projektionen fiir B = @j>1 B; mit m; bezeichnet, sodass M = T&npl M;
gilt mit M; = B]‘-l und kompatiblen Projekti(_)nen, fiir die wir ebenfalls 7; schreiben. -

Fiir v = Y7, b; - v; € V hat man dann 7;(v) = 32, 7;(b;) - m;(v;) € M;, und die Aussage
folgt nun aus den Definitionen und Satz 2.1.5(ii). O

Bemerkung 2.1.8. (a) Auch fiir Fréchetriume V kann man den Unterraum V'* wie in
Definition 2.1.1(a) erkléren. Fiir Banach-Raume stimmt dieser offensichtlich mit V??
iiberein, doch im allgemeinen gilt nur V' C /P2,

(b) Wir erweitern die Konzepte lokal-analytischer und pro-analytischer Vektoren auf LB-
Rdaume bzw. LF-Rdume, also hausdorffsche topologische Vektorrdume, die indukti-
ve lokal-konvexe Limiten abzéhlbar vieler Banachrdume bzw. Fréchetraume sind. Ist
V= hﬂpl V; mit Banach-oder Fréchetrdumen V;, so kénnen wir annehmen, dass die

Ubergangsabbildungen und damit auch die Abbildungen V; — V' injektiv sind, siehe
den Absatz nach Definition 1.1.16 in [Emell].

Wir setzen nun voraus, dass die Unterrdume V; fiir ¢ > 0 invariant unter der G-Wirkung
auf V = J,5, Vi sind. Dann setzen wir

Vi = U Vi und VP = U |

>0 >0

Fiir LF-Réume hat man V'* C VP2 und bei LB-Raumen gilt Gleichheit.

2.2 [-Analytische Vektoren

Wir arbeiten im Folgenden mit Darstellungen iiber dem Erweiterungskorper £ von L, den
wir als endlich und galoissch {iber @, vorausgesetzt haben, und der die normale Hiille von
L/Q, enthalten soll. Aufierdem fixieren wir eine endliche Erweiterung K/ L.

!d.h. ein Fréchetraum ausgestattet mit einer Struktur als (kommutative) Q,-Algebra mit G-Wirkung,
die auf allen B; eine Struktur als G-Banachalgebra induziert.
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Bemerkung 2.2.1. Uber den Lubin-Tate-Charakter x, identifizieren wir I'y, = Gal(L. /L)
mit O, sodass [';, zu einer p-adischen Lie-Gruppe wird. Auf den offenen Normalteilern
I, = Gal(Le/L,) schrankt x, ein zu Isomorphismen I';, = 1 + 7"©, und wir erhalten
folglich durch den p-adischen Logarithmus log,(1 + x) = 37, (=1)*"" - 2*/k fiir n > 0
analytische Karten
¢: T, 214710 = m"O.
XL log,,
Nun ist I eine offene kompakte Untergruppe in I';, (siehe das Ende von Abschnitt 1.1),

also ebenfalls eine p-adische Lie-Gruppe, fiir welche die I';,, n > 0 eine Umgebungsbasis
der Eins bilden.

Definition 2.2.2. Sei V' ein Banachraum iiber L, auf dem I'x stetig und linear operiert.

(a) Sein > 0, sodass I',, C I'k ist. Ein Vektor v € V heifit L-analytisch auf T, in Zeichen
v € VIl wenn es eine Folge (vg)r>o in V gibt mit limg o 7% = 0 und

y(v) =D (00" .

k>0

(b) Die Menge der lokal L-analytischen Vektoren ist VE2 .=,  Vntan,

Bemerkung 2.2.3. Ebenso wie in Bemerkung 2.1.2 ist VI»"£-3% ein Banachraum mit der

Norm ||v[|p, := maxy>o HW"’“U;CH fiir y(v) = Y, (¢y)* vy und VE' damit ein LB-Raum. Die
analogen Aussagen zu 2.1.3 - 2.1.5 sowie 2.1.7 gelten auch im Kontext lokal L-analytischer
Vektoren sowie L-pro-analytischer Vektoren (siehe Bemerkung 2.2.16).

Sei ab jetzt V' ein Banachraum {iiber E, versehen mit einer stetigen FE-linearen I'g-
Wirkung. Das Hauptideal 7"© ist ein freier Z,-Modul vom Rang d := [L : Q,], und
dasselbe gilt fiir ', = 1 4 7O iiber den Isomorphismus ¢ = log,oxy fiir n > 0. Wir
fixieren eine Basis 7,...,7vq von I', iiber Z,, sowie den zugehdrigen Isomorphismus ¢ nach
Zz. Dann ist

Iy % O %> 7l v = A (@ (), () (C)

eine Karte.

Erinnerung (Multinomialsatz). Sei A ein kommutativer Ring und a = (a4,...,aq) €
A, Fiir a € N¢ setzt man (Z) := k!/al. Dann gilt

(ia>k 3 (’;) s

aENg
|a|=k

Lemma 2.2.4. Es gilt Vinl-an = yTnan q/Ll-la,
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Beweis. Sei v € VInlan mit Vektoren v, € V, sodass limy o 70, = 0 ist und y(v) =
Zkzo(ffy)kvk fiir alle v € T, gilt. Die Karte (C) liefert Darstellungen ¢y = Ele ci(7y) - 0.
Setzen wir B := ({1, ...,0y4) € L%, so folgt mit dem Multinomialsatz

=3 (Z &) -m) =33 e ((’i) =3 )

k>0 \i=1 E>0 |a|=k a€Ng

mit w, = (‘g')%amcq € V. Wegen (; € 7O sichert die Konvergenzbedingung an die vy,
dass lim|y| 00 wq = 0 ist, d.h. v € VTn-an ynd die Inklusion ,,C“ ist damit klar.

Ist umgekehrt v € VInar V12 5o gibt es einerseits ein m >> 0 und Vektoren v;, € V mit
limy,_, 00 7% 05, = 0 und

v(0) =Y () o (%)

k>0

fiir alle v € T',,,. Sei 0.B.d.A. m > n. Dann gilt fiir v € I",,, wie oben ¢y = Z?Zl ci(y) - by
und Einsetzen in (x) liefert

v(v) = Z c(y)* - (|Z|>§B°‘va| fir alle v € I'y,,. (1)

aENg

Andererseits hat man wegen v € VI Elemente w, € V mit lim a0 Wo = 0 und

v(v) = Z ()" w, fir alle y € T'y,. (2)

aENg

Auf dem offenen Teil /(T,) C Z{ stimmen die Potenzreihen (1) und (2) iiberein, sodass
aus dem Identitétssatz [Sch1l, A.I Cor. 5.8] folgt

Wo = (‘al)%avm fiir alle a.
!

Um die Konvergenz von (*) auf I', einzusehen, bleibt limy_,o, 7"¥v, = 0 zu zeigen. Da
B = (ly,..., 0 yq) eine Z,-Basis von 7O ist, gibt es ein j mit {v; € 7O \ 7"1O. Die
Behauptung folgt aus der Eigenschaft lim,— wo = 0 angewandt auf die Folge (o )i>o,
wobei o, € Nd den Multiindex mit Eintrag k an der Stelle j und 0 iiberall sonst bezeichne.
Somit gilt v € V1nLl-an, ]

Bemerkung 2.2.5. Wir sehen insbesondere VI C V12 Es ist a priori V® ein Q,-
Untervektorraum und V' ein L-Untervektorraum von V. Aus der E-Linearitit der I'g-
Operation folgt aber unmittelbar, dass beide sogar E-Untervektorrdume sind.

Das Ziel des restlichen Abschnittes ist es, die lokal L-analytischen Vektoren in V'® zu
charakterisieren.
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In der ndchsten Bemerkung machen wir Gebrauch von dem Begriff des tonnelierten
lokal-konvexen Vektorraumes, fiir dessen Definition wir auf [Sch02, Def. iiber Prop. 6.15]
verweisen. Die fiir uns im Folgenden relevanten Tatsachen lauten:

(a) In tonnelierten lokal-konvexen Vektorrdumen gilt der Satz von Banach-Steinhaus [Sch02,
Prop. 6.15].

(b) Banachrédume, Fréchetraume und allgemeiner LB -und LF-R#&ume sind tonneliert nach
Ex. 2),4) unter Cor. 6.16 ebenda.

Bemerkung 2.2.6 (Die Operation von Liel'x). Unter Verwendung der Isomorphie
'y, =2 O durch den Lubin-Tate-Charakter und der Tatsache, dass ©* C L* offen ist,
identifizieren wir die Lie-Algebren

Liel', = Lie©O* =Lie L™ = L.

Fiir die letzte Gleichheit siche [Bou72, III §3.9 Cor. nach Prop. 33|. Entsprechend gilt
Liel'x = LieI';, = L fiir die offene Untergruppe I'x < T'y.

Sei nun W ein hausdorffscher tonnelierter lokal-konvexer E-Vektorraum mit einer stetigen
linearen I"x-Operation, sodass fiir jedes v € W die Orbitabbildung p,: I'x — Win 1 =id
differenzierbar ist.? Diese Forderung ist insbesondere erfiillt, wenn die I'-Wirkung auf W
lokal-analytisch ist, also etwa fiir W = V' oder W = VP* Wir bezeichnen mit

dip,: Lie(Tgx) — W
die Ableitung von p,, und definieren die abgeleitete Wirkung
LieT x W — W, (1,v) = 1(v) := dip,(2).

Diese ist Q,-bilinear und stetig, was aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt, und eine
einfache Rechnung zeigt

d
= E(pv o expr, ) (1t)|i=o,

£(v)
wobei ¢ in einer hinreichend kleinen Null-Umgebung von Z, variiert und expr,. eine Expo-
nentialabbildung fiir die Lie-Gruppe I' bezeichnet (s. den Absatz nach dem Beweis von
Lemma 2.3.1 in [BSX15]). Fiir Details konsultiere man [Féa97, §3.1].
Da die Gruppe ' abelsch ist, kommutieren die Elemente aus Lie(I'x) als Operatoren von

2 Differenzierbarkeit in diesem Kontext ist in Sinne von [Bou67, (1.2.1)] erklirt. Fiir Abbildungen in
Banachrdume entspricht dies dem tiblichen Differenzierbarkeitsbegriff.
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W miteinander, denn fiir 1,9 € Lie(I'x) und v € W hat man

£(0(0)) = 5 exple) (- exp0s)(0)]c

t=0

— lim (exp@t)(g&é (exp(99)(v) ) — lim ~ - (exp(ys)(v) — v>)

t—

~ lim exp(xrs) exp(ys)(v) — exp(xt)(v) — exp(ys)(v) — v
t,s—0 ts

= y(x(v)).

Eine simplere Rechnung zeigt auBerdem, dass jede stetige Q,-lineare und I'x-dquivariante
Abbildung W — W’ auch mit den induzierten Lie(I'x)-Wirkungen vertauscht. Insbeson-
dere sind die '~ und Lie(I'x )-Operationen auf W miteinander vertraglich.

Erweiterung auf F-Koeffizienten. Wir bezeichnen die Menge der Q,-Einbettungen
von L in seinen algebraischen Abschluss mit

Y= HOIHQ[[QQP (L,Z)

Wir wollen fiir v € V!* und ¢ € ¥ die ,,Ableitung V,(v) von v in Richtung o* erkliren mit
dem Ziel, den Teilraum

‘/LJa C:‘/m

durch gewisse Differentialgleichungen in den V, zu beschreiben. Dazu modifizieren wir fiir
n > 0 die Karten ¢ zu Abbildungen

L:T, = 7"0 — E” =[] E
l
oeY
a+— (o(a))ses

und werden weiter unten mittels £ jedem Vektor v € VI eine Reihenentwicklung der
Gestalt

=3 - T e, (1)

aGNE

zuordnen. Doch zunichst betrachten wir die E-Algebra E ®q, Lie(I'k), in der die Opera-
toren (V,)sex formal leben sollen. Die kanonische Abbildung

Lie(Tx) — E ®g, Lie(Tx), 1— 1®1 (I)

ist injektiv, da sie aus Anwendung des exakten Funktors — ®q, Lie(I'x) auf die Inklusion
Q, C E hervorgeht, sodass wir Lie(I'x) mit seinem Bild unter (I) identifizieren kénnen.
Die abgeleitete Wirkung der Lie-Algebra setzt sich auf E ®q, Lie(I'x) fort durch

a@p: Ve — VP vi—a-x(v).
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Konstruktion 2.2.7 (Die Operatoren V,). Da E die normale Hiille von L enthilt, ist
das Bild jeder Q,-Einbettung o € ¥ von L vollsténdig in E enthalten. Folglich hat man,
da L/Q, separabel ist, einen Isomorphismus von E-Vektorrdumen

E ®q, Lie(T'x) — E~,

der 1®a auf (o(a)),ex schickt fir alle a € Lie(I'x) = L (vgl. Prop. 1.1.1 und Lemma 1.1.2
in [Sha)). Fiir o € ¥ bezeichne

Vo- < FE ®Qp Lle(FK)

dasjenige Element, welches iiber diesen Isomorphismus auf den zu o gehorigen kanonischen
Basisvektor in E* abgebildet wird, d.h. auf das Tupel mit Eintrag 1 bei ¢ und 0 iiberall
sonst. Weiter setzen wir V := (V,)ges.

Die Operatoren V, kommutieren miteindander, siche das Ende von Bemerkung 2.2.6.

Seinun n > 0 und v € T',,. Wir wollen gelegentlich £(y) € 7"© C L explizit als Element
von Lie(I'x) = L auffassen. Um dies zu verdeutlichen schreiben wir dann log(7) statt ¢(v),
und unterscheiden dabei nicht zwischen log(y) € Lie(I'x) und seinem Bild 1 ®log(y) unter
der Inklusion (I).

Nach Definition der Operatoren V, hat man

log(y) =Y o(fy) - Vs,

oeY

Weiter ist nach [Bou72, 111§4.3 Ex. 2)] die gewdhnliche Exponentialfunktion
exp: 7O — 1+ 7"O

eine Exponentialabbildung exp: Lie(I'x) --» 'k fiir die Lie-Gruppe I'k, sodass einerseits
fiir alle v € '), gilt

v = exp(log 7). (1)

Andererseits hat man fiir jedes v € V'* und alle ¢ innerhalb einer geniigend kleinen Null-
Umgebung in Lie(I'x) die konvergente Taylorentwicklung

exp()(e) = 3 17 o), @)

k>0

wobei hier der Ausdruck r*(v) die iterierte Anwendung von r auf v via der abgeleiteten
Operation bezeichnet, siche hierzu den Anfang von §3 in [ST02] sowie [Féa97, Bem. 3.1.4].
Ist nun v € V2 und schreiben wir £ (7) = (0({7))yex sowie V = (V,),ex, so erhalten
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wir durch Kombination von (1) und (2) und unter Verwendung des Multinomialsatzes fiir
die Taylorentwicklung von p, die gewiinschte Gestalt (T')

1(0) = expllog7)(v) = 3 7 (10g7)*(v)

k>0

-3 (Zo—wwvo) (v

k>0 ocES

S u X (D

k>0 7 |al=k

= 3wy

«l
aENg

Satz 2.2.8. Seiv € V2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) v e Vi,
(i1) Die von der abgeleiteten Wirkung induzierte Q,-lineare Abbildung
dip,: Lie(Tkx) — V, t — 1(v)
ist L-linear.
(111) V,(v) =0 fir alle o0 € ¥\ {id}.

Beweis. Die Richtung (i) = (ii)* ist klar, denn aus der lokalen L-Analytizitdt von p,
folgt direkt die L-Linearitdt seines Differentials dyp,.

Zu ,(iii) = (i)“. Da die V, miteinander kommutieren, besitzt die Reihenentwicklung (T)
von y(v) unter der Voraussetzung (iii) die Gestalt

3w = Y- V)

k>0

was v € VE impliziert.
Zu ,(ii) = (iii)“. Sei n > 0, sodass v € VI ist und sei v € T',,. Nach Konstruktion
der V, (s. 2.2.7) hat man in Lie(I'x) die Identitdten

log~y = Za(ﬁ’y) -V, sowie 1= ZVJ.

ceY oEY

Andererseits folgt (log~y)(v) = £(y)-1(v) aufgrund der L-Linearitét der abgeleiteten Orbit-
abbildung von v, sodass sich ) o 0(0y)-Va(v) = (7)Y, x5, Vo (v) fiir alle v € ', ergibt.
Setzen wir ¥g := X\ {id} = {01, ..., 0.}, so gilt also

Z (o(x) —x)-V,(v) =0 firalle z € 7"O. (*)

g€
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Sei § € O, sodass 1,0,...,0" eine Basis fir L/Q, ist. Wir zeigen, dass das System

.....

von E ®q, Lie(I'x) bildet. Dann folgt V,(v) = 0 fiir alle 0 € Xy mit (x). Dafiir ist
einzusehen, dass die Koeffizientenmatrix

c10—0 o00—-6 --- o0—10
0102 — 0% 0502 —60> .. 5,0%—6?

S = ) ) ) e Emr
010" —0" og0"—-6" .- o 0" —0"

invertierbar ist. Bekanntlich (s. etwa [Sha, Lem. 1.4.12]) hat die Vandermonde-Matrix

1 1 - 1
T .— 0 0?0 07.“9 c Err)x(r+1)
o o007 - 0,07

die Determinante [ [y, ;, (0,6 — 0:f), wobei 0¢ := id. Da die o; durch ihre Werte bei ¢
bereits festgelegt sind, ist det(T") # 0. Indem wir in T fiir j = 1,...,r das ¢’-fache der
ersten Zeile von der (j + 1)-ten Zeile subtrahieren, erhalten wir die Blockmatrix

1 1
(r+1)x(r+1)
(O S) cE

und folglich det(S) = det(T") # 0, womit die Behauptung folgt. O

Die Charakterisierung (iii) in obigem Satz legt die folgende Verallgemeinerung des Be-
griffes der L-Analytizitéit nahe.

Definition 2.2.9. Sei o € Y. Ein Vektor v € V' heifit lokal o-analytisch, wenn V., (v) = 0
fiir alle 7 # o gilt.

Folgerung 2.2.10. Fiir die E-Darstellung V' von Ik sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Vi =y,
(ii) Die abgeleitete Wirkung Lie(T'gx) x V& — V'3 st L-bilinear.

(i1i) Die abgeleitete Wirkung ist L-linear in der ersten Komponente.

Beweis. Zu (i) = (ii)“. Nach Satz 2.2.8 ist fiir v € V'* = V12 die zugehorige Abbildung
Lie(l'x) — V' linear iiber L. Ist andererseits r € Lie(I'x) fest, so ist auch

VER s VIR 1(v) = dipo(x)

L-linear, denn fiir v € V¥ und a € L ist p, = a - p, wegen der E-Linearitit der I'gx-
Wirkung, sowie di(ap,) = a - d1p,, da p, lokal L-analytisch ist.

Schlieflich ist die Richtung ,(ii) = (iii)“ trivial und ,(iii) = (i)“ folgt direkt aus
2.2.8(ii). O
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Beispiel 2.2.11. Wir betrachten den m-adischen Abschluss K ~ von K innerhalb von C,.
Nach dem Theorem von Ax-Sen-Tate [Ber10, Thm. 5.3] gilt fiir jeden Teilkérper F C L

CSal(f/F) _ ﬁ

sodass fiir Hry = Gal(L/K.) folgt (CfK = IA(OO. Insbesondere ist [A(Oo eine L-lineare I'k-
Banachdarstellung. Die I'x-Operation setzt sich stetig und E-linear auf den Banachraum
E ®p K iiber FE fort, und es gilt:

(i) Fiir jedes o € 2\ {id} existiert cin z, € (Kx )", sodass y(z,) = 2o + o((y) fiir alle
v € 'k und insbesondere V. (z,) = 0, fiir alle 7 € ¥ gilt.

(i) Auf (E @7, Kuoo)® ist Vig = 0.

(iii) Es gilt (E ®p, Koo)'l = E @, K, fiir n > 0, und insbesondere (E @7, K. )X =
E®p K.

Beweis. Zu (i). Laut [BC14, Thm. 4.1] existiert fir jede Einbettung o € ¥\ {id} ein
Element u, € Fr, € Ko mit Y(uy) = o(xr(7)) - u, fiir alle v € I'k. Durch die Wahl
log,(p) := 0 setzen wir den p-adischen Logarithmus fort zu einem Gruppenhomomorphis-
mus log,: C — C, und definieren z, := log,(u,), sodass fiir alle v € I'yc folgt

Y(2o) = log,(v(us)) = log,(a(xL(V)) - us) = o(ly) + 2.

Dies zeigt x, € ([A(Oo)la, und Koeffizientenvergleich mit der Taylorentwicklung (T) liefert
die Behauptung fiir V,(x,).

Zu (ii). Nach [BC14, Prop. 6.3] gibt es ein 0 # 3 € C,®q, Lie(I'k), das auf (C,®y, Koo)' als
die Nullabbildung wirkt. Schreiben wir 3 = > __y, 2z, -V, mit 2z, € C,, so liefert Anwendung
auf z,

TEY

0=3(z,) = Z 2, Vi(x,) = 25

TEY

fiir alle o # id, sodass also § = 2qViq mit zq # 0 und folglich Viq = 0 auf (£ ®p, [A(Oo)la C
(C, @1, Koo)' gilt.

Zu (iii). Wegen E-Linearitat gilt (£ ®y, I?OO)F"‘L‘” = E®y (Kux) L und daher geniigt
es, K ;"‘L‘an = K zu zeigen. Jedes x € K,, wird von I',, C I'k fixiert, sodass die Orbitab-
bildung von x sogar konstant auf I, ist.

Sei umgekehrt z € (Koo)™ . Aus (i) und Satz 2.2.8 folgt V,(z) = 0 fiir alle 0 € %,
womit man an der Taylorreihe (T) abliest, dass p, lokal-konstant auf 'y und folglich
auf I, konstant ist. Das bedeutet z € CS =l(L/ K"), und der Satz von Ax-Sen-Tate liefert
re K,=K, C K. O
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Bemerkung 2.2.12. Sei B eine kommutative I'x-Fréchetalgebra iiber E mit einer I'-
Wirkung durch stetige E-Algebrenautomorphismen, fiir die sdmtliche Orbitabbildungen
in 1 € I'g differenzierbar sind® und M ein endlich erzeugter freier B-Modul, versehen
mit einer kompatiblen ['x-Operation, die derselben Differenzierbarkeitsbedingung geniigt.
Dann gilt fiir alle f € B, x € M und d € F ®q, Lie(I'x) die Produktregel

b(f @) = f - Da) + D(f) - .

Beweis. Offenbar geniigt es, b € Lie(I'x) anzunehmen. Mit der gewohnlichen Produktregel
erhalten wir

(fa) = & exp(9) (1) im0 = & exp(1D)(f) - exp(id) (@)]i=o

=f- %exp(th)(:v)h_o + % exp(td)(f)|i=o0 -
— fb(x) +3(f) -
]

Bemerkung 2.2.13. In der Situation von 2.2.12 wirkt also jedes b € E ®q, Lie(I'x) als
Deriwation dg auf B und auf M als Differentialoperator by, sodass M eine Struktur als
Differentialmodul iiber (B, bg) im Sinne von [Ked10, Def. 4.1.2] erhéilt.

Ist B = (21,...,x4) eine Basis von M iiber B, so ist wie iiblich die Darstellungsmatrix
Matg(bar) von by : M — M bzgl. B gegeben durch by (z;) = 20, as; - dar(;). Fiir einen
Vektor # € M mit Koordinaten a = (ay, ..., aq) € B% bzgl. der Basis B berechnen sich die
Koordinaten von by (x) durch

bB<(l) + Mat%(bM) - a,
siche [Ked10, Def. 4.2.1].

Lemma 2.2.14. Wir lassen g € Gal(E/Q,) auf E ®q, Lie(I'x) durch g ®id wirken. Dann
gilt (Vo) = Voo fiir alle o € ¥, insbesondere hat man Viq € L ®q, Lie(I'k).

Beweis. Wir wéhlen Elemente ~,...,v4 € 'k, fiir welche das System (log~, .. .log7a)
eine Basis von Lie(I'x) = L {iber Q, bildet. Dann hat man fiir o € ¥ eine eindeutige
Darstellung V, = 37, a7 - log~; mit a? € E. Nach Konstruktion 2.2.7 folgt

i=1"

d
logv; = ZU(K%) Vo = Z (Za(f%-)-a;’) ~log;

gEY 7j=1 \o€eXx

und damit ) v o(ly;) - af = 6;;. Die Basiswechsel-Koeffizienten af sind durch diese Glei-

chungen bereits festgelegt, und indem wir g darauf anwenden, erhalten wir g(a;’) = ajgo"

Dies impliziert ¢(V,) = Z;l:l af*” -10g¥; = Vgoo, und der Zusatz folgt nun aus i (Viq)

Viq fiir alle h € Gal(E/L). O
3vgl. die Bemerkungen 2.1.7 und 2.2.6.




46 KAPITEL 2. RAUME LOKAL-ANALYTISCHER VEKTOREN

Lemma 2.2.15. Seien V,W Banachriume tber E, auf denen I'g stetig und linear ope-
riert, und g € Gal(E/Q,). Weiter sei eine stetige, T -dquivariante und g~*-semilineare
Abbildung f: V — W gegeben, d.h. f sei Q,-linear und fir allea € E,v €V undy € 'y
gelte foy(v) =~o f(v) und f(av) = g~*(a) - f(v). Dann folgt fiir allev € V' und o € ¥

f(Vs(v)) = Vo6 (f(v)).
Die Wahl 0 = g1, liefert insbesondere Viq(f(v)) = f(Vg,.(v)).

Beweis. Dass f mit I' vertauscht, kommutiert f auch mit der Wirkung von Lie(I'x) nach
Bemerkung 2.2.6. Ist nun (11,...,1,) eine Q,-Basis von Lie(I'x) = L und schreiben wir
Ve, = Zd a - r; mit a € E, so erhalten wir mit Lemma 2.2.14 fiir alle v € Via

=1

Bemerkung 2.2.16. Ist V ein Fréchetraum iiber F, so definiert man analog wie in 2.1.6
den Unterraum V%P* der L-pro-analytischen Vektoren in V. Schreiben wir V' = lim V; mit
Banachrdumen V; (vgl. den Absatz iiber 2.1.6), so wirkt die Ableitung V, in Richtung
o € ¥ auf V durch V,((z;);) = (Vo ().
Schliefllich dehnen wir die Begriffe ,lokal L-analytisch® und , L-pro-analytisch“ auf LB-
und LF-Réume aus, vgl. Bemerkung 2.1.8.

Folgerung 2.2.17. Sei V = Uk21 Wy ein LB- oder LF-Raum, versehen mit einer stetigen
E-linearen T k- Wirkung, fir die die Unterrdume Wy, invariant sind. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Vra = ylvpa,
(11) Fir alle o € ¥\ {id} ¢ilt V, =0 auf V2.
(111) Die abgeleitete Operation
Lie(T'g) x VP& — VP2 (1)
ist L-bilinear.
(iv) Die abgeleitete Operation ist L-linear in der ersten Komponente.

Beweis. Sei zunéchst V = l'glk>1 V. ein Fréchetraum mit Banachrdumen Vj, und bezeichne
7. V — V}, die kanonische Abbildung.

Die Aquivalenz , (i) <= (ii)* folgt direkt aus Satz 2.2.8.

Ist v = (vg)r>1 € VP, s0 gilt dip, = (dipy,)k>1 fiir die Ableitung

dipy: Lie(Tk) — VP 1 +— 1(v),
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und d;p,, ist die Orbitabbildung von v, bzgl. der von der Wirkung (1) via 7 auf Vkla
induzierten Operation (vgl. [Bou67, (1.2.1)]). Offenbar ist d;p, genau dann L-linear, wenn
alle dyp,, dies sind, was nach 2.2.8 dquivalent zu v € VEP? ist.

Dies zeigt (i) <= (iv)“, und fiir ,,(i) <= (iii)“ verwende Folgerung 2.2.10 zusammen
mit der Beobachtung, dass ein QQ,-linearer stetiger Endomorphismus von VP* genau dann
L-linear ist, wenn die von ihm induzierten Endomorphismen auf V,* dies sind.

SchlieBlich betrachten wir den allgemeinsten Fall, dass V ein LF-Raum ist, also V =
Ups>1 Wi mit Fréchetrdumen

W, CW, C...

und v € VP = [J, WP so gilt v € WP* fiir ein k > 1, und dort sind die Aquivalenzen
von (i)-(iv) bereits gezeigt, sodass sie auch fiir V?* folgen. O

2.3 Die L-analytischen Vektoren in ]ABJL& i

Fiir n € N setze 1, := ¢"'(¢ — 1). Wir fixieren 1 < j < k und setzen J := [rj,rg]. Es
ist B/ = (B7)"t eine kommutative I';-Banachalgebra iiber L, versehen mit der Norm
2|, == p~V @) Fiir s € J schreiben wir ||z, := p~V(®*) sodass also ||z|| ; = max,es ||z,
gilt. B B

Wir bestimmen zuniichst den Teilraum (Bf)%!® der lokal L-analytischen Vektoren in BY.
Dazu benétigen wir den folgenden Begriff (fiir mehr Details konsultiere man [DS16, §1.2]).

Definition 2.3.1. Fiir n > 0 betrachten wir in L[X] die O-Untermoduln
Ln[X]:={f € L[X] | deg f <nund f(O) C O}.

Eine Folge (f)nen, in L[X] heiBBt Mahler-Basis, falls fiir alle n > 0 gilt:

(a) fn € Ly[X].

(b) L,[X]=0Ofy&...®Of,.

Konstruktion 2.3.2. Sei m > 0 fest. Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 bezeichne n =
ng+niqg+...+n qu ihre g-adische Entwicklung, und sei

f i—k—m
— A
w= 3w
i=k+m
wobei man wie iiblich w, := 0 setzt im Falle einer leeren Summe. In [DS16] wird eine

Mabhler-Basis (g )nen, konstruiert mit der Eigenschaft, dass die Familie (7" ¢, )nen, €ine
Orthonormalbasis bildet fiir den Banachraum

LA, x(O,L)={f: © — L | f ist L-analytisch auf jeder

abgeschlossenen Kugel mit Radius ‘W”Hk ‘}
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Siehe (1.8) in §1.2 von [DS16] fiir die Definition der g, und (4.5) sowie Prop. 4.2 in §4.2
ebenda fiir die entsprechende Aussage.

Lemma 2.3.3. Es gilt o™ (w,) € (B)Tm+s-Lan fiir alle m > 0.

Beweis. Fiir a € O schreibe [a]4(X) = >, -, a,X". Die O-Linearitét von logyr liefert

[a]s(X) = expyy ologir([als(X)) = expyrr(a - logrr (X)).

Aus dieser Gleichheit schliefit man a,, = p,(a) fir eine Familie (p,)neny von Polynomen
tiber L mit p, € L,[X] fiir alle n > 1. Es folgt fiir alle y € I'y,

Yo ™(wg)) = @ ™ (Y(wy)) =" (an(xL(v)) -%ﬁ) = palxe(7) - o™ (we)"

n>1 n>1

Die Orbitabbildung von ¢~ ™(w,) entspricht der Einschrankung der Funktion

O —B], ar— Y pula) ¢ " (wy)" (1)

n>1

auf O = ', und wir zeigen das Lemma durch den Nachweis, dass (1) ein Element von
LA,..%x(O,BY) ist. Wegen p, € L,[X] und da die Familie (g;);>o aus 2.3.2 eine Mahler-

Basis ist, gibt es b,; € O mit p, = > by,g; fiir alle n > 0 (wobei wir py := 0 setzen).

Nun sortieren wir die Reihe (1) um zu

n

an o M wg)" = Z <Z bn,iQi) cp M (we)" = Zgi : (Z bn,iwm(w¢)”> . (2)

1=0

Man beachte, dass wegen b, ; € O und || (wy)||, < 1 der Grenzwert > . by 0™ (wy)"
in B/ existiert. Jeder Summand der Funktionenreihe (2) ist als Polynom ein Element in

LA,+x(O, ]~31{), und die Behauptung folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass sie bzgl. der Norm
Ila,,,, dieses Banachraumes konvergiert. Fiir alle n > i gilt

[bnse™ @a)" ||, < [l wo)"l[, < lle™™ (wo)[,

und mit der verschérften Dreiecksungleichung folgt damit

<Ngillea,, - o™ wo)']l, -
LAtk

gi - Z bn,ito™ ™ (wg)"

Es gentigt daher nachzuweisen, dass lim, .« ||gn |/} o
gilt nach Satz 1.3.2(iv) und Folgerung 1.3.9

™™ (we)™||; = 0 ist. Fiir s € J

m-+k

o™ (wo)" ||, = lwp .y = P77
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Wir erhalten damit und wegen J = [r;, 7] sowie ¢™ry = r'pim

lo™ (wo)"; = maxle™" (wa)"[|, = o™ (w)"]]

se{rj,ri} Tk

__n n
Tk4+m — |7T|Tk+'m

=il =»

— |W\7qk+mf1<q7n ,

Dabei ist die erste Gleichheit oben das Mazimumsprinzip [Ber02, Cor. 2.20], siehe auch
Konstruktion 1.3.4. Weiter gilt [|gnlly,5,, = 7", da (7" gn)nen, eine Orthonormalbasis

von LAy, ist, siehe 2.3.2. Mit n =ng+niqg+ ...+ nqu folgt schliellich

f i—k—m f i—k—m
i=k-+m q- imiem 17 q (¢ — i=k+m (q— )

Alles zusammen ergibt

lgallea,.., - lo™™@o)", = lxl ™ a7

S |7T|n‘(qk+m711<q71)_qk+1'n1(q71)) — 0

n—o0

und damit folgt die Aussage des Lemmas. ]
Folgerung 2.3.4. Es gilt B, == ¢ (B! /) C (BY)Ela,

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen sei 0.B.d.A. m = 0. Fiir den allgemeinen Fall
ersetze man im Beweis w, durch ¢ ™(w,) und verwende die Stetigkeit und L-Linearitét
von ¢~ ™. Wegen Lemma 2.3.3 ist wy lokal L-analytisch, und damit auch w;l nach Lemma
2.1.4(ii). Wir wiihlen n > 0 geniigend groB, sodass wy,w, ' € (B)T L4 sind und ||z]|, =
]|y, fiir z € {wd),w;l} gilt (s. Bemerkung 2.1.3).

Sei nun u € B} ; = B. Dann gibt es eine Laurentreihe f = 3.,
a; € L, die limy; . v(a;) + /s = oo fiir alle s € J erfiillen, sodass

o) =Y ai-wh+ > asi-(w;')

>0 i>1

a; X* mit Koeffizienten

gilt. Diese beiden Potenzreihen konvergieren in BY bzgl. der Norm ||-| ; und damit nach
Wahl von n auch bzgl. ||-||. , und weil (Bf)"""**" bzgl. dieser Norm nach Bemerkung 2.1.2
vollsténdig ist, erhalten wir u € (Bf)Cn-L-an, O

Beispiel 2.3.5. (i) Es gilt t, = logpr(wg) € (BY)E,

(11) Ist x € (f}i)l"n—L—an und f c L[X], SO gllt auch f(l’) c (]:);‘lf/)l"n—L—an‘
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(iii) Wir betrachten die am Ende von Abschnitt 1.1 definierten Minimalpolynome @),, der
Erzeuger w,, von L, /L, und schreiben der Einfachheit halber @, fiir das Element

Qnlwy) € BY. Es gilt t,/Q, € (Bf)-.

Beweis. Punkt (i) ist klar mit Folgerung 2.3.4, da t, € B ist, und (ii) folgt direkt aus
Lemma 2.1.4(i).
Zu (iii). Es gilt Q, = [7]3/ [W]Z_l, also folgt unter Ausnutzung der ©-Linearitat von logyp
fo e, o) _ @) Tomur(rlie)
Q. ) Tl GRCA
Man sieht leicht, dass beide Faktoren Elemente von BY und damit nach Folgerung 2.3.4

lokal L-analytisch sind. Fiir den rechten Faktor verwende man, dass logpr(X)/X eine
Potenzreihe tiber L ist, die fiir | X| < 1 konvergiert. O

Sei im Folgenden myg > 0 geniigend grof, dass t, und t,/Qy, in (B7) o5 liegen.

Lemma 2.3.6. Seim > mg und a € BY, sodass Q) -a € (BY)'-L-a ist. Dann, gilt bereits
a € (Bf)tm-L-an,

Beweis. Bs gilt t5-a = (t5/Qx) - (Qra) € (Bf)'-L-2n Wir berechnen mit Hilfe von Beispiel
1.3.21, Satz 2.2.8 und Beispiel 2.3.5(i), unter Verwendung der Identititen ) oV, =1
und y(ty) = x£(7) - tg

d
Vid(t¢) = 1(t¢) = E eXp(s) . t¢‘3:0 = eXp(O) . t¢ = t¢.

Die Produktregel 2.2.12 liefert somit fiir alle z € (BY)
Via(tez) = ter + teVia(x).

Iteration dieser Rechnung zeigt, dass Vi (tsa) fiir alle i > 0 durch ¢, teilbar ist, sodass wir
fiir v € '), schreiben kénnen

Y(tsa) = > (09)" - tya;

i>0
fiir gewisse a; € f%;-f Andererseits gilt nach Beispiel 1.3.21
V(tsa) = (ts) - v(a) = xL(7) - ts - 7(a),
und folglich

y(a) = xe(y) ) () a

>0

fiir alle y € T, und damit a € (BJ)m-L-an, O
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Sei fiir den Rest dieses Abschnittes K/L eine endliche Erweiterung. Um nun fiir das
Intervall J = [r;, ] die Menge der lokal L-analytischen Vektoren in B, berechnen zu
kénnen, machen wir Gebrauch von den in 1.3.12 betrachteten Abbildungen 6 o ¢,

Theorem 2.3.7. Es gilt (Bf,)-" = B oo = Uppso Bk s wobei B, = o™™(BL').

Beweis. Fall 1: K = L. Die Inklusion Bf  C (B7)X2 gilt nach Folgerung 2.3.4. Umge-
kehrt sei x € (Ei)Ferk‘L‘a“ mit m > my gegeben. Da wir x durch 7"z ersetzen konnen,
sei 0.B.d.A. V(z,J) >0, dh. 2 € A7, Aufgrund von Bemerkung 1.3.10 hat man A0+ =
A*{w;’“/ﬂ} und A7 = Alrel — A[O”"k]{ﬁ/w;j}. |
Wir nehmen zunéchst j = k, d.h. J = {Ik} an.* Es ist 2 von der Form z = 37, a;(m/wy*)’,
fiir eine m-adische Nullfolge (a;);>0 in A7 wweshalb wir fiir alle n > 1 ein k, > 0 finden
mit

wrk kn . »
Ty, 1= (—¢) cx € Al 4 an AT, (%)

™

Nach Lemma 2.3.3 ist wy und damit auch z,, ein Element von (Bf)Tm+-L-an_Die Abbildung

fop*: B/ — C, ist G-dquivariant und beschrénkt sich folglich auf die H-Invarianten:
fop*: ﬁi — Z}\Oo.

Siehe Beispiel 2.2.11 fiir die Identitét CfL = ZOO. Da o " stetig und L-linear ist, werden
Vektoren, die L-analytisch auf I',, % sind, auf ebensolche abgebildet. Mit Punkt (iii) in
2.2.11 erhalten wir folglich

0o So_k(xn> c @gmﬂg—L—an _ @L

o m+k

Nach Bemerkung 1.3.12 gilt

0=00p "(Quii(ws)) = Qur((8 0 9™") (™™ (wy))),

also ist 0 o p~*(p™™(wy)) ein primitives Element fiir die Erweiterung Ly, /L. Folglich
existiert ein yg’)()] € Olp™"(wy)| mit z,, — yfg()] € ker(f o o). Bemerkung 1.3.12 liefert ein
Element z,,; € A7 mit z, — yf% = (Q/m) - x,1. Wegen Lemma 2.3.3 und Beispiel 2.3.5(ii)
hat man yﬁ% € (BJ)'m+-lan ynd Lemma 2.3.6 impliziert daher 2,, € (Bf)Cmek-L-an,
Indem wir diese Konstruktion mit z,; statt x, wiederholen und iterieren, erhalten wir

induktiv eine Folge (yg’)i))izo in Olp™™(wy)] C A+, sodass fiir alle f > 1 gilt

f-1 i
Q _
o= D Yo (7'“ € ker(f o o).

=0

4die weiter unten gegebene Definition von z,, gemif dem Beweis von [Ber16, Thm. 4.4] ist nur im Fall
r; = 1, korrekt, weil w;’“ /m ansonsten kein Element von A[%7#] ist, siche auch die Errata von Berger.
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Lemma 1.3.13 liefert ein f© > 1, fiir welches diese Differenz in A7 liegt, und mit (x)
sowie Qp/m € A7kl (vgl. 1.3.12) folgt

FO_1 i
_ o) ( @k A0 | n ATy A e Ad
= (;&[Omk} N 7.‘.;&]) + ﬂ_n;&J
_ ﬂ.A[O,Tk] + WHK‘] _ 71_(1&[077%] + 7T_n—lAXJ)7

wobei die erste Gleichheit klar ist und die zweite nach Lemma 1.3.7 gilt. Wir schreiben nun
Zf(o) 1 yg(Q Jm)t = ot mit 2 € Aol a1 AT By ist 2l € (B)Vmk-L-an
(0)

ns und Qy gilt. Anwendung derselben Prozedur auf 2 anstatt

Well dasselbe fiir die xz,,, y

x,, liefert eine Folge <y£2)2>0 in Op~™(wg)] und ein O > 1, sodass die Differenz

(H_1 ; FM_1

f<o)*1 i f A i
0) [ @k Qr Qr
Tp — Z yr(zz (7) - Z ﬂ-yr(zlz (7) =T x%” - Z ?/7(112 (7)
1=0

=0 1=0

ein Element von WZ(A[O”"’V] + an2AY ) ist. Iterieren wir diesen Prozess und setzen y,; =
Sl W”yq(“), wobei yq(fl) = O sei fiiri > f®), sowie f := max, f*) und y, == 3/, o Uni(Qr/ 7)Y,
so folgt

— Y € A7

SchlieBlich ergibt sich mit z, := (7/wy)* -y,

kn,
7T ~
T —z2n = <wrk> ’ (l‘n - yn) S WnAJ:
¢

sodass die Folge (z,),>1 m-adisch gegen x konvergiert. Nach Konstruktion gilt z,, € Aim =
0 ™(AY), und weil A{ bzgl. der m-adischen Topologie vollstindig und ¢ ein Homdomorphis-
mus ist, folgt die Behauptung im Spezialfall j = k.

Im allgemeinen Fall haben wir 2 € Al C AU} und der Spezialfall liefert z = =™ (f)

fiir ein f = )7,; aiw), € B{q "} Setzen wir r 1= ¢ r;und s := ¢™ry, so folgt f = ¢ ( ) €

Bl 0 B{LT} und wir sind fertig, wenn wir f € B[L <l zeigen konnen.
Fiir f*:= 3" awjund f~:= 3, aw) gilt offensichtlich f* € B[LT’S] sowie [~ € B[LS’OO).
Es folgt -

f* — f _ f+ c ﬁ[r,s} N ﬁ[s,oo) _ ]’_5)[7“,00)’

wobei dieser Durchschnitt innerhalb von B{} gebildet wird. Mit Lemma 1.3.28(i) erhalten
wir

_BTT

f_ € B;:’OO) N B[E’OO) BT . L N Brlg L rig,L

rig,
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und somit f € BE;T’S], was den Beweis im Fall K = L abschlief3t.

Fall 2: K # L. Sei 8 = (z1,...,74) eine Basis von By iiber BY gemifi Konstruk-
tion 1.3.26. Wir zeigen zuerst die Inklusion By, C (B7)2, Mit B /B sind auch
die Ringerweiterungen By, /By, endlich, also ist B /B7  ganz. Sei z € By und
f =730, X" € Bf [X] ein normiertes Polynom minimalen Grades, das = als Nullstelle
hat. Fiir v € 'k setzen wir f7 := >, v(a;)X". Nach dem Fall L = K sind fiir geniigend
grofie n alle a; € BY 700 global L-analytisch auf I',. Nun wéhle man m > 0 geniigend
groB, dass x € By, und f € B, [X] gilt.” Wir erhalten eine in beiden Komponenten
lokal-analytische Funktion

F:Tg x Bf,, — B, (,9) — f1(y).

Es gilt F(id,z) = f(x) = 0 und 0F/0Y (id,z) = f'(x) # 0, daher liefert die lokal-
analytische Variante des Satzes iiber implizite Funktionen® ein n > 0 und eine offene
Teilmenge U C By,,, sodass der Durchschnitt (', x U) N F~'(0) Graph einer lokal L-
analytischen Funktion g: I',, — U ist. Wegen F(v,7v(x)) = f7(v(x)) = v(f(z)) = 0 fir
alle v stimmt ¢ mit der Orbitabbildung von z iiberein, womit z € (BL)& ! folgt.
Schliefflich gilt ]§J @z 1B 7 - T;, und da nach dem eben Gezeigten die z; lokal L-
analytisch sind, erhalten wir mit Satz 2.1.5 und Bemerkung 2.2.3 sowie dem Fall K = L
oben

d

(ﬁi{)L—la:@(BJ Lla . @B . i:BIJ(,oo'
i=1
[
Wir fixieren nun j > 0 und setzen Jj, := [rj, 7] mit variierendem & > j. Nach Kon-

struktion der Periodenringe aus Abschnitt 1.3.3 ist BLgJ die Vervollstéandigung von ]NB[E}

fir die durch {V(—, Ji) }x>; definierte lokal-konvexe Topologie, sodass
Bilg] = 1&1%‘]’“ und damit ]§L;JK = @E#
k>3 k>j
gilt. Ebenso hat man BL’;{K = 1&“1{ B} fiir j 3> 0 (s. 1.3.26). Da " fiir jedes n > 0 ein
topologischer Isomorphismus ist, erhalten wir Bilg]Kn = lim, Bi"n
Mit Hilfe unserer Ergebnisse iiber (B7)5 berechnen wir nun die L-pro-analytischen Vek-

. ~'|',T'j
toren in Bring.

Satz 2.3.8. Es gilt (ﬁi{gK)L‘pa BLgJKOO, insbesondere hat man

(BLg K)L_pa = U (BL; K fa — U Brngoo =: BIlg K,00*

>0 >0

Sman beachte, dass B{Cm ein Banachraum und Bi(,oo lediglich ein LB-Raum ist.

bdieser folgt aus dem Satz iiber inverse Funktionen [Sch11, Prop. 6.4].
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Beweis. Die Inklusion ,,0¢ ist klar, denn jedes Element aus der rechten Seite liegt in

BL;’KM Jm, Bi(’im fiir ein m > 0 und ist wegen Theorem 2.3.7 somit L-pro-analytisch.

Fiir die Umkehrung sei zunéichst K = L und z € (BL;] )P Wir fixieren ein k > j. Nach
Theorem 2.3.7 liegt das Bild z; von z unter der kanonischen Abbildung B" ﬁi’“ in
Bikm fir ein m > 0.

Wir zeigen, dass fiir jeden Index ¢ > k ebenfalls x, € B,‘me fiir dasselbe m gilt, denn dann

rig, L

folgt x € L£>k Bi‘fm = Bilg]Lm und damit die Behauptung fiir L = K.

Da die Ubergangsabbﬂdungen B — BJ’“ des projektiven Limes Inklusionen sind, kénnen
wir BLgJ L= Nesk L * schreiben und x mit den x, identifizieren. Fiir / > k hat man a priori
z € B L Tir ein m(¢) > m. Nach [FX13, §2] (siehe auch [CC98, §1.5]) gibt es fiir jedes
IC(1, oo) einen Homomorphismus : BY — B! mit ¢ o ¢ = id. Nun gilt nach Wahl
von m und m(?)

e™(z) € BY sowie ¢™9(x) € BY e qum‘]’“
Ersteres erlaubt uns, durch Anwendung von 1 auf dem Level von Ji

§(a) = YO 0 GO o g (3) = YOm0 2))

zu schreiben, und zweiteres imliziert ¢ (x) € im(y™*") =™ B%m(l) Y — BY") und folglich
v € B, = ¢ " (BI).

Ist schlieBlich K allgemein, so hat man BngK @j 1 BL;:JL x; fiir eine Basis z1,...,24
von BT 7/ BT "7 gemiB Satz 1.3.25. Die x; sind L-pro-analytisch als Elemente von B;’(Tj , und
die Behauptung folgt nun aus dem Fall K = L und Folgerung 2.1.7. [

2.4 Der Monodromiesatz

Sei K/ L eine endliche Erweiterung. Das Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des Monodro-
miesatzes 2.4.9 (Theorem 6.1 in [Ber16]), der spéter bendtigt wird, um das entscheidende
Theorem 3.4.6 zur Uberkonvergenz L-analytischer Darstellungen einzusehen.

Wir fixieren etwas Notation: Jedes 0 € ¥ = {Q,-Einbettungen L — FE} beschrinkt
sich zu einem Automorphismus der maximal unverzweigten Teilerweiterung L™ von L/Q,,
da diese galoissch iiber Q, ist, und induziert folglich einen Automorphismus o des Rest-
klassenkorpers k = K, also eine Potenz des p-Frobenius ¢, : x —— 2 auf k. Sei n(o) € Z,
sodass

T = ‘PZ(U)

gilt. Diese Zahl ist eindeutig modulo (h), wobei ¢ = p" ist, und wir withlen 72(c0) als den
Vertreter in {0,...,h — 1}. Weiter definieren wir die Menge

3:={(g,n) € Gal(F/Q,) x Z | n(g|r) =n mod h},
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deren Elemente wir meist als g = (g, n(g)) schreiben. Fiir Polynome — oder allgemein fiir
Laurentreihen f =", , ;X" mit a, € L —sei f7:=Y, , o(ax) X" fiir o0 € Z.

Fiir die in Kapitel 1 definierten Teilringe sowie deren Vervollstdndigungen B von B topo-
logisieren wir die E-Vektorriume E ®; B wie folgt: Ist B ein Banachraum (wie etwa B!
oder BL), so definieren wir fiir z € F @1, B

=1

2]} = inf {igllg?fnml Noill 2= ei®bi, e € E,b € B} :

Dies ist eine Norm nach [Sch02, Prop. 17.4ii.], und die davon induzierte Topologie auf
FE ®; B stimmt mit der induktiven bzw. projektiven Tensorprodukt-Topologie iiberein,
siehe Prop. 17.6 sowie den darauf folgenden Absatz ebenda.

Wegen dimy, F < oo ist £ ®; B als normierter L-Vektorraum vollstédndig, und weil die
oben definierte Norm offensichtlich mit dem Betrag von E vertréglich ist, wird F ®p B
damit zu einem Banachraum iiber E. Fiir die Fréchet- und LF-Réume B iiber L aus
Abschnitt 1.3 erhalten wir dann in naheliegender Weise entsprechende Topologien auf den
E-Vektorraumen F®p B. Weiter setzen sich der Frobenius und die Galois-Wirkung F-linear
und stetig auf £ ® B fort.

Konstruktion 2.4.1. (a) Die Elemente y,, t,. In 1.2.7 haben wir das Element
ws € AT =W(Op,) = O ®ow W(Og,)
eingefiihrt. Sei o € X. Wir betrachten die Homomorphismen von Z,-Moduln
0: O — Op und gog("): W(Og;) — W(Og). (1)

Auf dem Ganzheitsring O™ der maximal unverzweigten Teilerweiterung von L/Q,,
aufgefasst als unverzweigte Wittvektoren“ O™ = W (k) C W(ch ), wirkt ng(a) als

0|ow nach Definition von n(c), sodass die Abbildungen (1) beide o-semilinear {iber
O™ sind. Dies liefert eine o-semilineare Abbildung von ©O"-Moduln

o gog(g): At = O Qou W(Og) — Op @ow W(Og;).
Wir setzen y, := (0 ® go;?("))(%). Via der Isomorphie
Op o W(Og,) = (O ®0 O) @on W(Og,) = Op ®0 AT
hat man y, € Op ®g A*. Dadie G r-Operation mit dem p-Frobenius kommutiert, gilt

sogar 4, € Op ®o A} . Unter Verwendung der Eigenschaften von w, sieht man leicht,
dass die Elemente y, den Gleichungen

Y(Wo) = Ixe (M]3 (o) fiir alle y € T, und  o(y,) = [7]5(ys)
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geniigen. Schliefllich definieren wir

lg = logiT(yU) = (U ® @?w))(%)a
wobel t, = logr(wy) ist, siehe Beispiel 1.3.21. Man hat
V(te) =o(xL(7)) - o sowie ¢(t,) =o(m)-t,,
und aus Bemerkung 1.1.8 folgt aulerdem t, =y, - [[}5,(QF (vo) /0 (7))

(b) Die Abbildungen ¢,. Sei g = (g,n(g)) € 3. Wir modifizieren die in Konstruktion
1.3.11 definierte Einbettung «: W(@CZ ) — B, zu einer g~ !-semilinearen Abbildung

1,; =g '® (190 ¢;n(g)): O ®o At = O Q@gur W((C)(C;) — F®r B(J{R,

die sich auf die Ringe F ®, Bt CE®L ﬁf%] fortsetzt und offensichtlich GG -dquivariant
ist.

Fiir jedes kompakte Intervall I C (0,00) mit p"¥ (g — 1)/q € I (vgl. 1.3.11) erhal-
ten wir durch stetige Fortsetzung von ¢ einen g~ -semilinearen und G'z-Aquivarianten
Homomorphismus von E-Algebren

1y E®, B! — E o, B,

Lemma 2.4.2. Es seien g € 3 und I C (1,00) mit p"9(q —1)/q € I. Fiir 0 := g|, gelte
weiter n(g) = n(o)+ kh. Dann folgt ker(6o,: E®r B! — E®;C,) = Q7(y,) - E® B.

Beweis. Man hat auf einer dichten Teilmenge von E @7, B! wegen p" = ¢
(@) = (97 @ p," (@) = o (g7 @ ¢, ") (@),
und weil ker(f o oF) = Qi - E ®, B! nach Bemerkung 1.3.12 gilt, folgt damit
ker(8 0 15) = (9. ® G (ker(B0 67) = (0. ® 7)(Qe) - E @1 BT = Q(y) - F @ B
O]
Lemma 2.4.3. Fira € © hat man
1+a)y(X)—X=q(X) a+q(X) a®+...
mit gewissen ¢;(X) € L[[X]]. Dabei gilt speziell fir ¢

OF(X,Y)

¢1(X) = logr(X) - oY

(X,0),

wobei F' das am Ende von Abschnitt 1.1 fizierte Lubin-Tate-Gruppengesetz bezeichnet.
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Beweis. Da die Abbildung a — [a], ein Ringhomomorphismus ist, gilt
[1+ ale(X) = F(X, [a]s(X)) = F(X, expyr(a - logrr(X))). (1)
Die Potenzreihe expyp(X) € X L[[X]] hat linearen Koeffizienten 1, sodass sich
exprr(alogrr(X)) = alogrr(X) 4+ Terme hoheren Grades in a
ergibt. Entwickeln wir nun den Ausdruck (1) als Reihe in a, so tritt a genau bei den
Summanden von 9F/JY (X, 0) als linearer Term auf, und folglich erhalten wir
OF(X,Y)

[1+a]s(X)— X =a-logrr(X) - 5y

(X,0) + Terme hoheren Grades in a.

Sei nun r > 1. Fiir 0 € ¥ fassen wir gy, als Element von £ ®, ]A-D;Il; 5 auf.
Lemma 2.4.4. Seien 0,7 € ¥, und bezeichne v, := (0F/JY ) (yy,0). Dann gilt

0, falls o # T,
V. () = { 7

ty -v,, fallso=r7.

Beweis. Wegen der lokalen L-Analytizitét von wy hat man fiir v € I';, n > 0 eine Reihen-
entwicklung y(wg) = ;50 (67)* - yx mit yx € BL’Q - Somit erhalten wir, da Frobenius und

['k-Operation kommutieren, fiir die Orbitabbildung von y, die Reihenentwicklung

Y(yo) = ({d®7) 0 (0 ® ¢ ?) (wy) = (7 @ o' (7(ws))

= (0@ ¢)) (Z(fv)kyk) = (o ()" (0 @ 5" ) ().

k>0 k>0
Ein Koeffizientenvergleich mit der Taylorentwicklung (T) aus Abschnitt 2.2 liefert wie in
Satz 2.2.8 die o-Analytizitéit von y,, d.h. V,(y,) = 0 fiir 7 # 0.
Zur Berechnung von V,(y,) beachte man, dass 1 = YV, in £ ®q, Lie(I'x), gilt (vgl.
2.2.6), und folglich

d
Vo(yo) = 1{yo) = — exp(t)(Yo)|=o-

Fiir t € Z, klein genug setzen wir ; := exp(t) € I'k. Unter der Identifikation I';, = O* C ©
via x, ist exp die gewohnliche Exponentialfunktion, insbesondere ist dann ¢ ein Teiler von
v — 1 und lim;_,o(y — 1)/t =1 in O. In der Notation von Lemma 2.4.3 ergibt sich

%) = Yo _ o L4 (n = Do) — s

Vo(yo) = 15% t t—0 t
s ’yt — 1 o o (’Yt - ]‘)Z
= 11_1301 [( ; ) q; (%) +1 ; 4q; (yo) e

= logfr(yo) - (g—i)g (Yo, 0)

=t; Vs



o8 KAPITEL 2. RAUME LOKAL-ANALYTISCHER VEKTOREN

]

Konstruktion 2.4.5 (Die Operatoren 0,). Es ist v, € E ®p, ﬁilg[( eine Einheit als
Potenzreihe in der Variable y, mit Koeffizienten in ¢(©) und konstantem Term 1 (man
beachte, dass t, keine Einheit ist). Wir definieren

05 = t;'0;"  Voi (E@p BL )P — 17 (B @, Bl )P

g o

Die Operatoren (0y),ex setzen sich auf F @, (]A?;Lg,K)pa = U, E®L (]A?;L’;K)pa fort und
erfiillen fiir o, 7 € X:

(a) Oy(y-) = 05,r, Wobei 0, das Kronecker-Delta bezeichnet.
(b) 0, 00y = 0, 0 0,.
(¢) Os(zy) = - 05(y) + 0s(x) - y-

Schliellich bemerken wir, dass fiir jedes abgeschlossene Intervall I C (1,00) die 0, auch
als Operatoren auf (E @7 BL)! wohldefiniert sind.

Lemma 2.4.6. Sei I C (1,00) ein kompaktes Intervall und M ein endlich erzeugter freier
E ®p ]§§<-M0dul. Weiter set 0 € ¥ und x € M ein Element, das fir m > 0 durch
Q7 (y,) teilbar ist, d.h. es gibt ein z,, € M mit x = Q% (Yy) * 2m. Dann ist x in M durch
to = Yo - [[,,51 Qo (Ys)/o(m) teilbar, d.h. x =t, - z fir ein z € M.

Beweis. Man argumentiere wie im Beweis von [Ber02, Lem. 4.6]. O

Lemma 2.4.7. Es gilt V,((E ®, ]A?;Iig’K)pa) Ct,- (E®yp ]A?;Lg’K)pa und folglich

8,,((E ®r ﬁiig,K)pa> - (E ®r ﬁiig,K)pa
fiir alle 0 € X.
Beweis. Fir x € (F ®p Eiig’K)pa ist zu zeigen, dass V,(z) in (£ ®k ]A?;L&K)pa durch t,
teilbar ist. Wegen (F ®y, ﬁiig,K)pa = EF® (ﬁiing)pa =, £ ®r (ﬁi{éjK)pa kénnen wir
x € (ﬁii’;K)pa fir ein 7 > 0 annehmen. Man wihle m € N so, dass p™(q¢ — 1)/q > r gilt

fiir n :=n(o) + mh, und es sei g € 3 mit g|;, = o und n(g) = n. Weiter fixieren wir eine
unbeschriankte Folge

Pg—1)/g<s1 <sy...

und setzen J; := [r, s;]. Dann gilt ﬁilg K= Hm_ BY:, und nach Wahl von n ist fiir alle i

die Abbildung ,: E ®, B% — E ®,, B, wohldefiniert (s. Konstruktion 2.4.1(b)). Weil
tg und 6 dquivariant fiir die G x-Wirkung sind, beschrénkt sich ihre Komposition zu einer
Abbildung der Hg-Invarianten

QoLg:E®L]§£—>E®L[/€0@.
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Fiir die Gleichheit C//x = K., siche Beispiel 2.2.11. Wegen = € (ﬁi{gK)pa ist sein Bild
x; € ﬁig unter der kanonischen Projektion ein Element von (ﬁﬁ)la Da 0 o ¢, stetig und

Q,-linear ist und mit Iy vertauscht, folgt 0 o 1,(z;) € E ®, (Koo)' Lemma 2.2.15 und
Beispiel 2.2.11 liefern wegen g|, = o

00 14(Valw:)) = Vial0 0 1y(x)) = 0,

und mit Lemma 2.4.2 folgt, dass V,(z;) in F ®|, ﬁé durch Q9,(y,) teilbar ist fir alle
m > 0. Lemma 2.4.6 liefert V,(z;) € t,- E®p, ﬁi( Die I'-Operation von E ®j, ]§IJ( setzt
sich wegen (t,) = o(xr(7)) - t, auf die Lokalisierung nach t, fort, und aus Lemma 2.1.4
folgt, dass -V, (z;) lokal-analytisch ist. Somit ist V,(z;) in (E®y, ﬁig)la durch ¢, teilbar,
was

Vo(z) = (Vo(:))iz1 € Lo - (E @ fﬁL’;,K)pa
impliziert. O

Konstruktion 2.4.8. Sei I C (0,00) ein abgeschlossenes Intervall und ¥, := ¥\ {id}.
Wir wollen fiir alle n € N | Variablentupel® 9), = (9h.0)oes, mit Ypo € 7 - (F @, ﬁﬁ()la
erkldren, auf denen sich 0, wie die gewohnliche partielle Ableitung in Richtung des Index’
o € % verhilt.” B

Fiir o € ¥ betrachten wir die Elemente y, € O ®q, AJLr aus 2.4.1. Nach Lemma 1.3.14

gibt es fiir jedes n € N ein y,.,, € Op[p™ (wy)] Mit Yo — Yno € ™ - Op Qo _TAIL Man setze
nun

@n,cr =Ys — Yno und @n = (@n,U)GEEO-

Wir verwenden die Konventionen fiir Multiindizes aus Abschnitt 2.1 und setzen auflerdem
€y 1= (50,7')7'620 S N(?O.

Aus Lemma 2.3.3 und Satz 2.2.8 folgt 0, (y»-) = 0, und laut Konstruktion 2.4.5(a) hat man
05 (Yr) = 0, fur alle 0,7 € 3y. Damit ergeben sich, unter Verwendung der Produktregel
2.4.5(c), fiir alle n € N und a = (a,), € N;° die gewiinschten Identitéiten

0, falls a, = 0,
a, - Yo, falls a, > 1.

95 (I5) = {

Weiter gibt es nach Bemerkung 2.1.3 ein mg > 1, sodass 9,0 = Yo — Yno € (E®y ﬁi)rm‘an
sowie

Dnollr, = Dnell; < ll7"; =p™"

fiir alle m > my gilt.

"in [Ber16] werden die ), als y — y, geschrieben; sie finden dort aufierdem Verwendung in Theorem
5.4, wo bewiesen wird, dass sich jedes Element z € (E ®y, BL )™ fiir n >> 0 schreiben lisst als Potenzreihe
T=), To Ys mit x4 € (F®L Bl )tta,
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Sei nun M ein freier (F ®p, Brlg - )P2-Modul vom Rang d, versehen mit einem bijektiven
p-semilinearen Endomorphismus ¢;: M — M und einer mit ¢,; kommutierenden, pro-
analytischen und semilinearen I'-Operation.® Wir fixieren eine Basis B = (z1,...,x4) von
M und setzen fiir r > 1

d
MT @(E ®L Brng) * Ly

i=1

Weiter nehmen wir an, dass ein 7o >> 1 existiert, sodass Matyg(par) € GLg((F®p BL;OK) pa)
gilt und sich fiir alle r > ry die I'g-Wirkung auf M" beschriankt, sodass

M = (E QL Bng K) pe ®(E®L]§I£;,K)pa M

als Isomorphie von (¢, 'k )-Moduln gilt.

Theorem 2.4.9 (Monodromiesatz). Sei M wie oben und gelte 0,(M) C M fir alle
o € X=X\ {id}. Dann ist

Sol(M) :={x € M | 0,(x) =0 fiir alle 0 € ¥y}

ein freier (£ ®p, Brlg ) EP2-Modul vom Rang d, der stabil unter T'x ist und auf den sich
pum zu einer Bijektion einschrankt. Weiter gilt

M (E ®L Brng) pa ®(E®Lﬁjig,K)L_pa SOl(M)

Beweis. Zunéchst ist klar, dass sich ¢, und die I'g-Wirkung auf Sol(M) einschrianken, da
beide mit der Wirkung von Lie(I'x) und daher mit den Operatoren (9, ),¢x, kommutieren,
vgl. die Rechnung am Ende von Bemerkung 2.2.6. B

Um die Notation fiir den Beweis zu vereinfachen, sei B := E® LEL& rund B" = E® L]A?;L’g, K
fiir » > ro. Es geniigt zu zeigen, dass M eine Basis € = (ey,. .., eq) besitzt, die in Sol(M)
enthalten ist. Dann hat man némlich offensichtlich

Sol(M 3@@Lw.

und die umgekehrte Inklusion gilt ebenfalls, denn schreiben wir z € Sol(M) als Linear-
kombination z = ), a; - ¢; mit Koordinaten a = (a4, ..., aq), a; € (B")P* fiir ein r > 7y, so
folgt wegen Matg(0,) = 0 und Bemerkung 2.2.13 fiir die Koordinaten von 0,(z) bzgl. €

0 = 0,(a) + Matg(0,) - a = J,(a),

d.h. 95(a;) = 0 fiir alle o # id und folglich a; € (@’")L P2 fiir alle ¢ nach Satz 2.2.17. Somit
ist Sol(M) in diesem Fall ein freier BLP2Modul mit Basis €, der BP? ®zrpa SON(M) = M

8insbesondere ist M ein (¢, i )-Modul iiber (E @y, f}L&K)pa im Sinne von Definition 3.1.1.
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erfillt.
Wir fixieren nun ein r > ry. Fiir kompakte Teilintervalle I C [r, 00) schreiben wir By :=

E®BL. Esist M" ein freier (@’”)pa—l\/[odul mit der oben eingefiihrten Basis 8 = (z1, ..., z4).
Fiir jedes s > r mit I C [r, s] hat man Abbildungen (s. Bemerkung 1.3.6)
(Blips)™ = (mB)™ — B — (Bj)"
rig, K PLLE ) e K K)

t>r

und die Komposition héngt nicht von der Wahl von s ab, sodass wir einen kanonischen
Homomorphismus (@T)pa — @la erhalten. Man betrachte den freien @la Modul

d
M[ = @l]a ®®$a M" = @@}a * Xy,

i=1

und schreibe D, := Maty(9,) € (@}a)‘“d fiir die Darstellungsmatrix des Operators 0, auf
My bzgl. B.
Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:

(i) Fiir jedes kompakte Intervall I C [r, 00) ist Sol(Mr) = (1, ker(,) ein freier BL-a
Modul vom Rang d mit

=@l ©gp1u SOL(My). (1)

(ii) Wir fixieren ein Intervall der Form I := [r,s| mit I N ¢/ # @ und konstruieren eine
Basis € = (eq, ..., eq) von M7, die fiir alle £ > 0 auch eine Basis fiir Sol(M ;) bildet.
Diese wird die gewiinschte Basis fiir Sol(M) sein.

Zu (i). Wie oben iiberlegt man sich, dass die Behauptung folgt, wenn wir eine Basis € =
(v1,...,v4) von My finden, die in Sol(M;) enthalten ist. Die Elemente von € liegen wegen
Bemerkung 2.2.13 genau dann in Sol(M;), wenn die Basiswechselmatrix S von B nach €
fiir alle 0 € ¥y der Gleichung

9,(S)+Dy-S =0 (2)

geniigt, da die Spalten von S gerade die Koordinaten der v; bzgl. B sind. Es reicht also,
eine Matrix S € GLy(B%) zu finden, die (2) erfiillt. Wir schreiben 0 = (9, )sex, und setzen
D, := Matg(9) fiir a € N;°. Sei n > 0 hinreichend grof, sodass gilt:

(a) Die Reihe

S = Z (=Dl D, - o

« ol
a€Ny 0

konvergiert in (@}a)dx‘i (fiir die LB-Topologie).
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(b) Fiir a # 0 gilt || Dy - 95/, < 1.

Ein solches n existiert, denn weil die Operatoren d,, bzgl. ||-||; stetig sind und daher endliche
Operatornorm haben, finden wir unter Verwendung der Formel

Maty (9% 0 0%) = 9*(Djs) + Dy - Dj (3)

ein C > 0 mit ||D,]|, < C1! fiir alle o € N;°. Nun wihlt man n > 0 geniigend grof
mit lim|q|— o0 Clel. ||7r”‘a|/oz!HI = 0 und Clol. H7r”|a‘/a!HI < 1 fiir a # 0, sowie m > 0,
sodass gemifl Konstruktion 2.4.8 bzw. Bemerkung 2.1.3 |9,/ = [[Dnoll, < p™™ und
1Ds ]I, = [Pl gilt. ~

Wegen (b) ist der Grenzwert S der obigen Reihe ein Element von GL4(B%), und wir zeigen,
dass S die Bedingung (2) erfiillt. Zunéchst liefert die Produktregel

0,(95)

al

0,(8)= 32 (-1 0,(D)- 2+ 3 (<1,

a€eN0 aeNy

Weiter gilt 0,(D,,) = Matg(0y 0 0%) — Dy - Dy = Dgye, — D, - D, wegen der Formel (3),
sowie

«a 8‘7 @g «a Qg - @g—ea
Z(—l)H'Da' ( ):Z(_1>|'Da'T
aEN?O as>0

S Z (=)l Doy, - %

aENOEO

nach Konstruktion 2.4.8. Es folgt

o

a(S) =~ Y (-1 Dy Do = =D, -
aENOEO

und damit Punkt (i).

Zu (ii). Sei also I := [r,s] mit I N gl # @. Weiter bezeichne € = (vy,...,v,) die Basis
von Sol(Mj), die geméaf (i) aus B durch Basiswechsel via S hervorgeht. Der Frobenius
@ar beschriinkt sich zu einer Bijektion M" — M und Tensorieren mit ¢: Bl — CB}]"}
liefert einen bijektiven, semilinearen Frobenius M; — M. Dieser kommutiert mit den
0,, sodass wir fiir alle £ > 0 Bijektionen

@5+ Sol(M7) — Sol(M;) (4)

erhalten. Sei nun J := I N ¢l. Dann gilt @1 - @J und somit M; = @}]a Rz My. Mit (1)
I
folgt

Sol(M,) = Sol(B'2 D SO(M;)) = B g0 Sol(My),
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also ist € auch eine Basis fiir Sol(M ;). Weiter ist ¢;(€) = (¢r(v1),...,¢r(vq)) ebenfalls
eine Basis von Sol(M;), wie man mit derselben Argumentation fiir ¢/ statt I sieht, da
©01(€) wegen (4) eine Basis fiir Sol(M,) ist. Sei S € GLy(B%") die Basiswechselmatrix
von € nach ¢;(€).

Wir schreiben By, := EQ B, fiir n € NgU{oo}, sodass nach Theorem 2.3.7 B} = By
gilt, und setzen Iy := ¢*I sowie J; := I}, N I41 = ¢ J fiir k > 0. Sei nun n > 0 hinreichend
groB, dass S € GL4(B,,) gilt. Wir betrachten fiir £ > 0 die By, ,,-Moduln

d d
Vi = @@Ik,n - (vi) € @@Ik,oo ACE Sol(Mj, ).

i=1 i=1

Es ist ¢*(9) die Basiswechselmatrix von ¢%(€) nach ¢%™(€), und nach Wahl von n hat
man p*(S) € GL4(By, ). Folglich gilt

B jyen ®@1k,n Vi =Bjn ®@1k+1,n Vi,

und indem wir 0.B.d.A. annehmen, dass I N ¢*] = @ (und damit (U?:o I) N Iy = Jy
fiir alle k) gilt, konnen wir Bemerkung A.1.3 anwenden und die Familie {V}},>o als ein
Vektorbiindel iiber B, := E ®, BL’Q K. auffassen.

Nach Theorem A.1.4 gibt es Elemente € = (e1,...,eq) in (5 Vi, die fiir jedes k eine
Basis von Vj, und damit auch von Sol(My,) und Mj, bilden. Wegen |J, I, = [r,00) und

M, = @}i ®gea M" ist € folglich sowohl fiir Sol(M") als auch fiir M" eine Basis, und nach
Wabhl von r ist € daher die gewiinschte Basis von Sol(M). O



Kapitel 3

L-Analytische Darstellungen und ihre
(¢, ')-Moduln

In diesem Kapitel fixieren wir ein fiir alle Mal eine endliche Erweiterung K/L. In den ers-
ten beiden Abschnitten stellen wir die Grundbegriffe zu den verschiedenen Kategorien von
(¢, Tk)-Moduln und von Darstellungen der absoluten Galoisgruppe Gy = Gal(L/K) zu-
sammen, worauthin die Kategorien WEDDZ”(BL& i) bzw. Repr ™ (G ) der L-analytischen
étalen (¢, 'x)-Moduln iiber dem Robba-Ring bzw. der L-analytischen G g-Darstellungen
iiber L in Abschnitt 3.3 definiert werden.

SchlieBlich wenden wir uns in Abschnitt 3.4 dem Beweis der Aquivalenz dieser beiden Ka-
tegorien zu, dessen Strategie wir an dieser Stelle kurz skizzieren wollen. Der wesentliche
Schritt besteht darin zu zeigen, dass eine L-analytische Darstellung V stets iiberkonvergent
ist (s. Theorem 3.4.6). Als Konsequenz erhélt man einen volltreuen Funktor

L-an
D, : Rep™"(Gr) — Modg (B, ),
dessen essentielles Bild dann im Beweis von Theorem 3.4.8 mit WBobéLt'an(BL& ) identifi-
ziert wird. Fiir den ersten Schritt zeigen wir in Lemma 3.4.4 unter Verwendung der L-

Analytizitdt von V, dass der (]§Lg7 o )P-Modul! M := (f)Lg(V))pa stabil unter den Opera-
toren 0, ist und folglich die Voraussetzungen des Monodromiesatzes 2.4.9 erfiillt, welcher

den Abstieg zu einem (¢, 'k )-Modul Sol(M) iiber (ﬁiigyK)L‘pa ermoglicht.
Nach Satz 2.3.8 gilt (]?’)LgvK)L'pa = B! = U, en gD*”(BLgVK), und nach Wahl einer Basis

rig, K,00
(é1,...,eq) fir Sol(M) findet man ein n > 0, sodass die Darstellungsmatrizen von ¢ und
allen v € I' in GLd(gp_"(BiigK)) liegen. Wir erhalten mit DLg = DL, Biig,K - p"(e;)

einen eindeutig bestimmten (¢, 'k )-Modul tiber BL& ;- it der Eigenschaft

— Rt f
Sol(M) = Brig,K,oo ®BIig,K Drig‘
lsiehe Konstruktion 3.3.2 fiir die Definition von f)jig(V).

64
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Man zeigt dann unter Verwendung der Ergebnisse von Kedlayas Theorie des Anstieges, die

im Appendix A.2 zusammengestellt sind, dass Djig étale und daher aufgrund der Katego-
riendquivalenzen aus Bemerkung 3.2.3 von der Form
Df, =D, (W) = B], x @5 D'(W)

rig rig rig, K
fiir eine iiberkonvergente Darstellung W ist. Aus der Konstruktion von Djig folgt schliefSlich
rig QL V = f}Lg ®r W von (p,Gx)-Moduln, was V' = W in Rep; (Gk)
und damit die Uberkonvergenz von V' liefert.

Um den Beweis der Kategoriendquivalenz abzuschlieSen, wird in Theorem 3.4.8 gezeigt,

dass fiir eine iiberkonvergente Darstellung V' aus der L-Analytizitit von Diig(V) auch die
L-Analytizitét von V folgt. Dazu muss fiir o € ¥\ {id} eingesehen werden, dass der C,-

Vektorraum C, ®r, V' von seinen Gg-Invarianten (C, ®r,, V)GK erzeugt wird. Man wahlt

die Isomorphie B!

zunichst r > 0 geniigend grof3, dass Diig(V) = Biig K ®phr DI{;(V) als Isomorphie von
’ rig,
(¢, I'x)-Moduln gilt, siehe die Sdtze 3.3.1 und 3.3.3. Dann betrachtet man fiir ein kom-
paktes Teilintervall I C [r,00) den Bi-Modul D;(V) := B Rptr DL’;(V), der nach
rig,

Voraussetzung L-analytisch ist.

Unter Verwendung der Konstruktionen 2.4.1(b) und 1.2.6 zusammen mit Satz 3.4.3 erhal-
ten wir eine o-semilineare, I'x-dquivariante und stetige Abbildung, die wir ad hoc mit ¥

bezeichnen:
v D](V) — Cp ®B§( D](V) ;> Cp ®L7J V.

Lemma 2.2.15 besagt nun VoV, = V,., oV fiir alle 7 € ¥, was aufgrund der L-Analytizitit
von D (V) impliziert, dass das Bild von U aus lokal o-analytischen Vektoren im Sinne von
Definition 2.2.9 besteht. R R

Tensorieren von im(¥) mit dem Kérper K2 = {z € K2 | V. (z) = 0 fiir alle 7 # o}
liefert einen o-analytischen K7 -Unterraum DZ, (V) C (C, ®., V)%, der C, @1, V

Sen

tiber C, erzeugt. Von DZ, (V) ausgehend wird dann mit Hilfe des in Beispiel 2.2.11(i)

o~

konstruierten Elementes z, € KZ der Abstieg zu dem K,,-Vektorraum (C, ®y , V)GKn fiir
ein n > 0 durchgefiihrt. Es ist K,,/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
Gr/Gx,, und aus Hilberts Satz 90 folgt schlieBlich, dass (C,®7 , V)% den K,-Vektorraum
(C,®r, V)% und folglich auch den C,-Vektorraum C,®r,, V erzeugt, womit der Beweis
abgeschlossen ist.

3.1 (¢, [')-Moduln und Darstellungen

Wir betrachten die diskret bewerteten Korper B}( C Bk, versehen mit der schwachen
Topologie (s. Konstruktion 1.2.7), sowie ihre Ganzheitsringe A}{ und Ag.

Der Robba-Ring BLg « enthilt Bl als Unterring und besitzt eine Topologie als LF-Raum
(vgl. 1.3.27).

All diese Ringe sind mit einem g-Frobenius-Endomorphismus und einer kommutierenden
['k-Operation ausgestattet, und beide Wirkungen sind stetig und L-linear.
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Definition 3.1.1. Sei R ein topologischer Ring, versehen mit einem stetigen Endomor-
phismus ¢: R — R und einer mit ¢ kommutierenden stetigen I'x-Aktion.

(a) Ein (¢, 'k )-Modul iiber R ist ein ¢-Modul? D zusammen mit einer semilinearen ste-
tigen I'x-Operation, die mit ¢p kommutiert.
Ist R einer der Ringe AK,BK,A},B}(,BL&K, so nennen wir den (¢, ' )-Modul D
étale, wenn er als ¢-Modul étale ist. Analog definiert man den Begriff des étalen

(¢, 'k)-Moduls tiber £ ®p, R bzw. Op ®o¢ R anstatt R.

(b) Ein Homomorphismus von (étalen) (¢, Ik )-Moduln C, D ist eine R-lineare Abbildung
a: C — D, die ¢- und I'g-aquivariant ist, d.h.

aopc=wpoa und ao7y=~yoaqfiralleyelk.

Wir bezeichnen die Kategorie der étalen (¢, 'k )-Moduln iiber R mit Mobdg(R).

Bemerkung 3.1.2. Ein (¢, ['x)-Modul D iiber B = Ag[r '] ist genau dann étale, wenn
es einen A g-Untermodul Dy C D gibt, auf den sich Frobenius und I'x-Operation von D

einschrinken zu einer Struktur als étaler (¢, I'x)-Modul iiber A, sodass die natiirliche
Abbildung

By ®a, Dy =+ D

ein Isomorphismus von (¢, ' )-Moduln iiber B ist. Ein solches Dy heifit ein étales Modell
fiir D.

Um es zu erhalten, wéhle man einen unter ¢p stabilen A g-Untermodul D’ geméf A.2.1(c).
Dann ist der Stabilisator {y € I'x | v(D’) C D’} von D’ eine offene Untergruppe in I'g und
hat wegen der Kompaktheit von ' somit endlichen Index. Wir wéhlen ein Vertretersystem
Y1, .- .,7vq der zugehorigen Faktorgruppe und setzen Dy := Z?Zl 7i(D’). Dies ist ein unter
pp und I'g stabiles A g-Gitter von D und daher der gesuchte Untermodul.

Dieselbe Aussage gilt analog fiir (¢, I'x)-Moduln iiber Bf, = Al [x~1].

Definition 3.1.3. Sei F'/Q, eine endliche Erweiterung und A € {F, Op}.

(a) Eine A-lineare Darstellung von G ist ein endlich erzeugter freier A-Modul V' zusam-
men mit einer stetigen A-linearen Gruppenoperation Gg X V. — V.

(b) Ein Homomorphismus von Gg-Darstellungen V', W iiber A ist eine G g-aquivariante
A-lineare Abbildung T: V. — W.

Sei fRep,(Gk) die Kategorie der A-linearen G k-Darstellungen.

Wir fithren nun die Funktoren ein, welche die ,klassische* Kategoriendquivalenz (vgl.
[Ber10, Thm. 18.8] oder [Sch17, Thm. 3.3.10]) zwischen G g-Darstellungen iiber L und
(¢, I')-Moduln iiber B konstituieren, die wir in Theorem 3.1.5 in einer allgemeinen Version
zitieren.

2fiir die Definition eines ¢-Moduls siche Definition A.2.1 im Appendix.
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Konstruktion 3.1.4. (a) Fiir D € Modg (Bg) definieren wir
V(D) := (B®g, D)*7.

Dabei ist ¢ als ¢ ® ¢p auf B ®p,. D erklart. Auf diesem Tensorprodukt operiert G g
durch

gla®x) = g(a)® (g mod Hg)(x),

und da Frobenius und Galois-Operation kommutieren, erhalten wir eine G -Wirkung
auf V(D). Wegen B¥=4 = [, (5. 1.2.7) ist V(D) ein L-Vektorraum. Man kann zeigen,
dass V(D) endlich-dimensional und die G k-Aktion stetig und L-linear ist, sodass wir
einen Funktor

V. EUEDbét(BK) — %GPL(GK)
erhalten. Es gilt dimy V(D) = dimg, D, vgl. [Berl0, Prop. 18.7]. Analog erkldrt man
den Funktor Vo: Modg (Ax) — Repo(Gr), Do — (A @a, Do)?7.
(b) Sei nun V' € Rep; (Gk). Wir setzen
D(V) := (B®, V)",

Dies ist ein Bx = Bf%-Vektorraum, der mit einem ¢-semilinearen Frobenius aus-
gestattet ist, gegeben durch ¢py) = ¢ ® id. Weiter induziert die offensichtliche
Gk-Wirkung von B @, V' eine mit ¢p(y) kommutierende semilineare I'y = G /Hg-
Operation auf D(V). Man hat dimg, D(V) = dim(V'), siehe [Ber10, Prop. 18.4].

Auf dieselbe Weise definieren wir Dg(V) = (A ®0 Vo) fiir Vy € Repo(Gk). Dies
liefert Funktoren

D: Rep, (Gk) — Modgy(Br) und Dy: Repo(Gr) — Modg (Ak).

Man vergleiche hierzu A.§3.4, insbesondere 3.4.2 und Remarque 3.4.4(c) in [Fon90], sowie
§3.11in [Sch17] fiir die Konstruktion und §§3.2, 3.3 ebenda fiir Beweise der Wohldefiniertheit
von Vy und Dy im Fall K = L.

Theorem 3.1.5. Die Funktoren D und V bzw. Dy und Vo sind zueinander quasi-invers
und liefern somit Kategoriendquivalenzen

Do
Rep, (Gr) <—%> Movs (Bi) bz, Repo(C) === Mobdas(Ar)

Beweis. Siehe [Kupl9, Thm. 3.9.1]. O

Wir schlieen diesen Abschnitt mit einer weiteren Kategoriendquivalenz, die im Gegen-
satz zu der Tiefe von Theorem 3.1.5 ein Ergebnis elementarer Natur iiber den Basiswechsel
fiir (¢, Tk )-Moduln von Bl -auf BII -Koeffizienten ist. Siehe hierzu [Ked07, Prop. 1.5.5]
sowie Bemerkung 21.2.9 und Lemma 18.5.4 in [Ked10].

Satz 3.1.6. Der Funktor
Bl, @y — Modes(Bly) —> Mobia(BY,, )

15t eine Kategoriendquivalenz.
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3.2 Uberkonvergente Darstellungen

Um eine Verbindung zwischen Darstellungen von G i und (i, I'x )-Moduln iiber dem Robba-
Ring in d&hnlicher Manier wie in Theorem 3.1.5 herzustellen, ist ein Formalismus notwendig,
der den Abstieg von étalen (¢, I )-Moduln iiber By zu solchen iiber B}{ erlaubt. Dies wird
durch die Theorie der iberkonvergenten (¢, I')-Moduln erméglicht. Referenzen hierzu sind
beispielsweise [CC98], [FX13, §1B] oder [Berl0, §25].

Definition 3.2.1. (a) Wir bezeichnen D € IMobg (Bg) als dberkonvergent, wenn es eine
Basis B von D gibt, sodass fiir die Darstellungsmatrizen von ¢p und allen v € 'k gilt

Maty (), Maty(y) € GL(AL).
(b) Eine Darstellung V' € Rep; (G ) heiit dberkonvergent, wenn ihr zugehoriger (¢, I'k)-
Modul D(V) iiberkonvergent ist.

Bemerkung 3.2.2. (a) Esist D € IMobg (Bg) genau dann iiberkonvergent, wenn es einen
- und I'g-stabilen BE(-Untervektorraum DT C D gibt, sodass D' € ED?obét(BJ}{) ist
und D = By ®pi Dt gilt.

(b) Ist V € Rep, (Gk) eine Darstellung, so setzen wir
D'(V) := (B @, V)=,

Fiir die Definition von B siche Konstruktion 1.3.22. Es ist D(V) € Mode, (Bl,) mit
dimg; D(V) < dimg(V), vgl. [CC98, Def. 11.3.1], und die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

(i) V ist tiberkonvergent.

(1) dimpg; D'(V) = dim (V).

(ili) Die natiirliche Abbildung Bf @5 D'(V) — Bf®, V ist ein Isomorphismus von

K
(¢, Gx)-Moduln.
(iv) D(V) = Bk ®p; D (V).

Ist in diesem Fall DT C D(V) ein endlich-dimensionaler ¢p -und I'g-stabiler B}(—
Untervektorraum, so gilt DY € DT(V), vgl. [Ber10, §25 Ex. 1].

Bemerkung 3.2.3. (a) Sei Dt € Mobg(Bh). Dann ist der (¢, I'x)-Modul B R D' €
Mode (B ) offensichtlich iiberkonvergent. Nach [FX13, Prop. 1.5(b)] ist der Funktor

By ®p1 —: Mode(Bl) — Mode(B)

volltreu, und wegen 3.2.2(b) ist sein essentielles Bild gerade die volle Unterkategorie
der iiberkonvergenten (¢, I'x)-Moduln.
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Da sich die Kategoriendquivalenz D aus Theorem 3.1.5 auf die vollen Unterkategorien
der iiberkonvergenten Objekte in Rep; (G ) resp. Modg (Bg) einschrankt — was sich
unmittelbar aus den Definitionen ergibt — ist folglich der Funktor D' eine Aquivalenz
zwischen der Kategorie der iiberkonvergenten L-linearen Darstellungen von G und
Mobe,(BL). Man vergleiche [FX13, Prop. 1.5].

(b) Setzen wir nun fiir V'€ Rep, (Gg)

DT

rig

(V) = BIig,K ®B}( DT(V)v

so folgt aus (a) zusammen mit Satz 3.1.6, dass der Funktor DLg eine Aquivalenz zwi-

schen der Kategorie der iiberkonvergenten L-linearen G g-Darstellungen und der Ka-
tegorie E))?obét(BLgK) der étalen (¢, ' )-Moduln iiber BLgK liefert.

Im zyklotomischen Fall L = Q, bedeutet es keine Einschrénkung, allein die iiber-

konvergenten Darstellungen zu betrachten, was der Inhalt des nachfolgenden Theorems
[CC98, Cor. I11.5.2] ist:

Theorem 3.2.4 (Cherbonnier-Colmez). Jede p-adische Darstellung V' € Repg (Gk)
15t tiberkonvergent.

Folgerung 3.2.5. Im Falle L = Q) liefern die Theoreme 3.1.5 und 3.2.4 zusammen mit
Satz 3.1.6 eine Aquivalenz von Kategorien

DLg: Repg, (Gi) — fmobét(BLg’K)

Diese Korrespondenz von Darstellungen und (¢, 'k )-Moduln iiber Biig’ i bleibt nicht
erhalten, wenn man von Q, auf endliche Erweiterungen iibergeht, denn Fourquaux beweist
in [FX13, Remark 5.21]:

Satz 3.2.6. Ist L # Q,, so gibt es Darstellungen V' € Rep; (Gk), die nicht iberkonvergent
sind.

3.3 (¢,[')-Moduln iiber BLgK

Satz 3.3.1. Sei D € EUEDbét(BL&K). Dann gibt es ein r(D) > 1, sodass fir alle r > r(D)

ein eindeutig bestimmter freier BI{;’K—Untermodul D" C D mit folgenden Eigenschaften
existiert:

; _nf T
(i) D =Bl x ©gir D"

(i) D" besitzt eine Basis B, sodass Matg(pp) € GL(BL’Q’K) gilt.

(i1i) Es gilt v(D") = D" fiir alle v € T'k.
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Man hat auflerdem D* = BL’;K ®BL’§;K D" fir alle s > r > r(D), und (i) gilt als Isomorphie
von (@, I'k)-Moduln.

Beweis. Sei B = (ey,...,eq) eine Basis von D iiber BLgK. Man wéhle r(D) > 1 geniigend
grof}, dass Matg(pp) € GLd(BL’;f]lg)) gilt, und setze fiir r > r(D):

@ Brlg K’

Der Modul D" erfiillt offensichtlich die Eigenschaften (i) und (ii) sowie den Zusatz zur
Erweiterung der Koeffizienten auf s > r. Wir zeigen, dass D" durch (i) und (ii) bereits
eindeutig bestimmt ist, dann folgt (iii), da fiir alle v € ' der BL’; -Modul v(D") ebenfalls
(i) und (ii) erfullt.

In der Tat ist mit B auch v(B) eine Basis von D iiber BIlg >

Weiter gilt Mat(s)(¢p) € GLd(BLg &), da ¢p und v kommutieren und die Ringe BngK
invariant unter ' sind, womit sich auch (ii) fiir v(D") ergibt.

Es bleibt also die Eindeutigkeit von D" bzgl. (i) und (ii) zu zeigen. Sei C" C D ein weiterer
freier BJf -Untermodul, der diesen Eigenschaften gentigt. Wir wéhlen eine Basis € von C”

geméf (11) und setzen Ag := Matg(pp), Ag := Matyg(¢p) € GLd(BLg ). Wegen (i) sind B

und € Basen von D, und wir bezeichnen mit S € GLd(BLg’ ) die Basiswechselmatrix von
B nach €. Dann hat man die Relation (vgl. [Sch06, Lem. 1.4])

woraus (i) fiir v(D") folgt.

p(S) = Ag' - S+ Ag. (*)

Dies impliziert S € GLd(BI{;,K)a denn wihlt man s > r, sodass S € (BL’;K)dXd gilt, so
hat wegen (x) und Ay, As € GLd(BL’; ) C GLd(Bilg ) auch die Matrix ¢(S) Eintrédge in
BL; - Nach Lemma 1.3.28(ii) gilt gp(BLg )N BL;K (Blé/}i) womit

S e (BT 5/q )dxd

rig, K

folgt. Falls s/q < r gilt, sind wir fertig, ansonsten ersetzen wir s durch s/q. Iteration
dieses Argumentes liefert S € (BL’Q )P und aus Symmetriegriinden gilt dasselbe fiir

S~ womit wir S € GLd(BL’; ) und folglich wie gewiinscht C" = D" erhalten. O

Konstruktion 3.3.2 (Die Funktoren Drlg und D
Rep; (Gg) und r > 1. Wir setzen

rlg) Es sei V' eine Darstellung in

D'(V) = (B @, V) und DJ(V) =Bl ; ®gi DV (V).

rig

Wie bei den in 3.1.4 konstruierten (¢, I )-Moduln hat man offensichtliche I' x-Operationen
und kompatible Frobenius-Homomorphismen

D'"(V) — DM"(V) und DI (V) — DL(V).

rig rig
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Offenbar gilt D'(V) = |J, D™ (V) und damit auch Df (V) = U, DEL(V) (vel. 3.2.2(b)
und 3.2.3(b)).

Wenn V iiberkonvergent ist, so gibt es nach [Ber10, Prop. 25.4] ein 9 > 0 und eine B}(—
Basis B von Df(V), sodass D'"(V) fiir alle 7 > r( ein freier B}'-Modul mit Basis B ist,
der

BT”' ®B1;<,r DT7T(V> =~ BT7T ®L V SOWie DT(V) — B}{ ®B‘i}'€r DT’T<V)

erfiillt. Nehmen wir ry zusiitzlich groB genug an, dass Matg(¢) € GLy(B}°) gilt, so sehen
wir, dass die freien Untermoduln {DL;(V)}TZTO von DLg(V) den Bedingungen (i) und (ii)
aus Satz 3.3.1 geniigen, und aus dem Beweis dieses Satzes folgt daraus bereits, dass sie mit
den dort definierten D" iibereinstimmen, insbesondere hat man

DIlg(V) = B;rlg K ®BL£ DL;(V)
Als Néchstes ordnen wir der (nicht notwendig iiberkonvergenten) Darstellung V' gewisse
(p, 'k )-Moduln tiber den ,grofien Periodenringen® (1.3.22) zu

NTT

rlg

~tr ~

D (V)= (B @, V)% und D, (V):= (B, ® HK—U

rig rig rig rlg

Der Frobenius D.; (V) — D

g " (V) ist bijektiv, da er dies bereits auf den Ringen Brlg K
ist.

rig

Satz 3.3.3. Sei V € Rep, (Gk) tberkonvergent. Dann gilt

~
D, (V) 2 Bl, x ®g DL (V)

rig Nk 8

als Isomorphie von (¢, 'k)-Moduln. Laut Konstruktion 3.3.2 folgt insbesondere fiir r > 0

St ,
Drig<v> = BIng (®BJr r DT (V>

rig, K rig

Beweis. Zunéchst hat man wegen DI (V) = Bing Bpi, D'(V), dass

rig

BIng ®BT DT (V) = BJrrig,K ®B;( DT(V) (*)

rig, K rg

gilt. Die Uberkonvergenz von V' bedeutet Bf @ 3 D'(V) = Bf @, V als (p, Gx)-Moduln.

Indem wir diesen Isomorphismus mit B tensorleren erhalten wir
rig

Dy (V) = (Bl @1 V)% = (Bl @5 DI(V))" = Bl , 05 DI(V).

rig rig rig

Dies zusammen mit (x) liefert die Behauptung,. O
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Wir studieren nun die I' x-Operation auf (¢, I'x)-Moduln iiber BL& X

Satz 3.3.4. Sei D € %Dbét(BIig’K). Dann ist die I - Wirkung auf D lokal Q,-analytisch,
d.h. D = D" in der Sprache von Bemerkung 2.1.8(b) und Definition 2.1.1(a).

Beweis. Zunéchst erkldren wir die Struktur von D als LF-Raum. Nach Satz 3.3.1 gibt
es ein 79 > 1, sodass fiir alle » > 7 eindeutig bestimmte I'g-stabile BL’; -Untermoduln
D" C D existieren mit
T r_
Brig,K ®BL’;K D" =D.
Wegen Bl . = U, Bl  gilt D = {J,,, D", und die D" sind Fréchetriume als endli-
che direkte Summen der Fréchetrdume BL’; k (s.1.3.27). Um die I'-Wirkung auf dem

BL’; x-Modul D" zu beschreiben, sei r = 1y < r; < ... eine unbeschrénkte Folge, sodass

[ryrs [ryrs]

BI{;’K = @izo B} ! fiir die Banachriume Bj'" (mit Normen ||-[[; ) gilt. Dann folgt
D= @i>0 D! mit

ro.__ r [r,ri]

D! :=D ®BI£;',K B, .
Die D7 sind freie Moduln iiber I'x-Banachalgebren, und die Behauptung folgt, wenn wir
(D7) = D& zeigen kénnen. Dazu geniigt es nach [BSX15, Prop. 2.3.3 und Lem. 2.3.1], fiir
die I'x-Operation auf B[;;’T"] die folgende Aussage zu beweisen: Es gibt ein m > 0, sodass
fiir alle v € I';, bzgl. der Operatornorm ||y — 1|, ., < p'/ =1 gilt und daher der Audruck

_ o (= 1)k
log(y) =Y (-1

k>1

konvergiert. Fiir einen Beweis dieser Konvergenzaussage siehe z.B. [Ber02, §4.1] oder [BSX15,
Prop. 2.3.4]. O

Bemerkung 3.3.5. Sei D € Emobét(BL& ). Aus dem Beweis oben folgt, dass fiir geniigend
grofie n und v € T',, die Reihe log(vy) einen Endomorphismus von D liefert, insbesondere
gilt dies fir v = exp(x), wenn 1 € Lie(I'k) in einer hinreichend kleinen Null-Umgebung
liegt.

Wegen D = DP* hat man auflerdem eine abgeleitete Operation (s. 2.2.6) der Lie-Algebra
Lie(I'k) auf D, und jedes geniigend kleine 1 € Lie(I'k) besitzt als Operator von D die
Taylorentwicklung exp(r) = >,-,1/k! - ¥, siehe (2) in der Diskussion iiber Satz 2.2.8.
Folglich stimmt die a priori nur auf einer kleinen Null-Umgebung definierte Abbildung

Lie(Tx) — End.(D), 1 — log(exp(z))

mit der von der abgeleiteten Wirkung Lie(I'x) x D — D induzierten Q,-linearen Abbil-
dung Lie(I'x) — End (D) iiberein.
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Definition 3.3.6. Ein (p, [x)-Modul D € Mob (B! tig.ic) it L-analytisch, falls die oben
erkldrte Abbildung Lie(I'x) — Endy (D) sogar L-linear ist.
Die volle Unterkategorie der L-analytischen étalen (¢, I )-Moduln iiber BLg, i bezeichnen

wir mit Mod™ (B, ).
Folgerung 2.2.17 zusammen mit Bemerkung 3.3.5 liefert sofort:
Bemerkung 3.3.7. Folgende Aussagen sind fiir D € Mode, (B, ) dquivalent:

(i) D ist L-analytisch.

)
(i) DEPa =
(iii) Die abgeleitete Operation Lie(I'x) x D — D ist L-bilinear.
)

(iv) Fiir alle o € ¥\ {id} gilt V, = 0 auf D (wobei der Operator V, € E ®  Lie(I'k) auf
E ®, D wirkt).

Als Néchstes wollen wir eine Entsprechung des Begriffes der L-Analytizitat fiir Dar-

stellungen von Gy erkléren. Fiir echte Erweiterungen L/Q, sind wegen Satz 3.2.6 und
Bemerkung 3.2.3(b) Korrespondenzen zwischen L-linearen G g-Darstellungen und (¢, 'k )-
Moduln iiber BL& ;¢ hur zu erwarten, wenn man sich auf gewisse Klassen iiberkonvergenter
Darstellungen beschrénkt.
Der folgende Begriff wird sich als hinreichende Bedingung fiir die Uberkonvergenz her-
ausstellen und daher eine solche Klasse von Darstellungen liefern. Wir erinnern daran,
dass ¥ die Menge der QQ,-Einbettungen von L nach L bezeichnet und E/ Q, eine Galois-
Erweiterung ist, welche die normale Hiille von L umfasst.

Definition 3.3.8. Sei V' € Rep;(Gk) und 0 € ¥ # {id}. Dann hat man auf dem C,-
Vektorraum C, ®,, V' eine naheliegende semilineare G x-Operation.?

Die Darstellung V" heifit L-analytisch, falls C, ®, , V fiir jedes o € ¥\ {id} die triviale C,-
semilinieare Darstellung ist, d.h. wenn ein G g-dquivarianter Isomorphismus C,®y, ,V = Cg
von C,-Vektorrdumen existiert.

Sei Repr ™ (Gx) C Rep, (Gx) die volle Unterkategorie der L-analytischen Darstellungen.

Bemerkung 3.3.9. Sei V € Rep,; (Gk) und o € ¥\ {id}. In der Sprache der p-adischen
Hodge-Theorie bedeutet die Bedingung C, ®r,V = (Cﬁ aus der obigen Definition, dass die
Darstellung C,-zuliissig bei o ist. Fiir den Vektorraum (C, ®p, V)9% iiber C§* = K gilt
im Allgemeinen

dimK((Cp ®L’J V)GK S dlmL V,
und es sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) V ist C,-zuléissig bei o.

3siehe A.2.1(a) fiir die Definition dieses Tensorproduktes.
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(ii) dimg(C, ®r, V)% = dim, V.

(ii) C, ®r, V enthilt eine C,-Basis, die von G fixiert wird.

Lemma 3.3.10. FirV € Repy(Gg) sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) V ist L-analytisch als Objekt in Rep, (Gr).

(it) Fir alle g € Gal(E/Q,) mit gl # id ist C, ®p, V' die triviale C,-semilineare Dar-
stellung.

Beweis. Wir fixieren o0 € ¥\ {id} und setzen G, = {g € Gal(E/Q,) | g|r = o}. Fiir
g € G, sei CJ := C, mit der gewohnlichen C,-Linksvektorraumstruktur versehen, und von
rechts als E-Vektorraum via g aufgefasst. Dann ist die Abbildung

(Cp ®L,a’ E % H (Cgu T®ar— (.ZU ’ g(a))QQGo
9€eGy

ein Isomorphismus von C,-Linksvektorrdumen und E-Rechtsvektorrdumen (dies ist eine
leichte Verallgemeinerung von [Sha, Lem. 1.1.2]). Damit folgt

Cp@L,JVg(Cp@L,U(E@EV)g (H CZ) ®pV = H Cp®pyV,

gEGU gEGa

was die behauptete Aquivalenz impliziert. O

3.4 Die Kategorienidquivalenz

Wir kommen schlieSlich zum Beweis der Aquivalenz [Ber16, Thm. 10.4] zwischen den Ka-
tegorien der L-analytischen E-Darstellungen und der L-analytischen (¢, ' )-Moduln iiber
dem Robba-Ring, den wir unter der vereinfachenden Annahme fithren, dass L/Q, galoissch
ist und L = E gilt.

Bemerkung 3.4.1 (Der allgemeine Fall mit E-Koeffizienten). Ist L allgemein und
n = [E : L], so bildet Repy(G ) eine Unterkategorie von Rep, (Gk).

Entsprechend besitzt Modg (Bg) die Unterkategorie Mode(E @1 Br), denn ein étaler
(p,I'x)-Modul D iiber F ®; Bx vom Rang d ist insbesondere ein freier Bx-Modul vom
Rang n - d. Dass D iiber F ®; By étale ist bedeutet, dass es einen freien Op ®o A k-
Untermodul Dy C D gibt mit Dy € Modg (O @0 A) und

D = (E ®[ Bk) ®ogeeax Do = Bk ®@a, Do.

Dabei folgt die zweite Isomorphie aus FEQ By = (Op®o A )[r!]. Weiter ist offensichtlich
Dy frei als A g-Modul und als solcher ebenfalls étale, was aus der Og-Linearitit von ¢ folgt.
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Somit gilt Mode(F @ Br) € Mobg (Bg), und fiir D € Mobg (E @1, Br) besitzt die L-
Darstellung

V(D) = (B @s, D)*

iiber die zweite Komponente eine Struktur als £-Vektorraum wegen der E-Linearitédt von
©p. Man sieht leicht, dass die Gx-Operation E-linear ist, sodass V(D) € Repp(G) folgt.
Ist andererseits V' € Repy(G ) mit dimp(V) = d gegeben, so hat der étale (¢, I'x)-Modul

D(V) =B, V)" = ((E@,B) @ V)"

den Rang nd iiber B und tragt eine natiirliche Struktur als F®pBg-Modul, bzgl. welcher
die - und I'g-Wirkungen semilinear sind. Wahlt man ein Gg-stabiles Og-Gitter Vy C V/,
so ist

Dy (Vo) = (A @0 Vo) = ((Op ®o A) ®o, Vo)

ein étales Modell fiir D, das mit einer O ®o A g-Modulstruktur versehen ist. Um nun
D(V) € Mode (F @1 Bk ) einzusehen bleibt zu zeigen, dass Dy(Vy) als Op ®o A g-Modul
frei vom Rang d ist, d.h. dass der O ®9 A-Modul (O ®o A) ®o, V, eine Basis besitzt,
die von Hy fixiert wird.*

Ist dies gezeigt, so erhdlt man damit eine Einschrénkung der Kategoriendquivalenz 3.1.5
zu

.SRGPE(GK> ;> %Dhét(E X1, BK)

Ab jetzt nehmen wir L = E an und schreiben ¥ = Gal(L/Q,). Die nachstehen-
den Ergebnisse lassen sich durch Spezialisierung der Kategoriendquivalenz 3.1.6 auf FE-
Koeffizienten sowie unter Verwendung von Lemma 3.3.10 und Bemerkung 3.4.1 durch et-
was mehr Notation auf den allgemeinen Fall iibertragen.

Wie am Anfang von Abschnitt 2.4 betrachten wir die Menge
3 ={(g,n(g)) € Gal(L/Q,) x Z | n(g) = n(g) mod h}.

f

3.4.1 Der freie (ﬁlig’K)Pa-Modul ﬁrig(v)pa

Wir fixieren eine beliebige Darstellung V' € Rep; (Gk) der Dimension d = dimy (V).

Um zu zeigen, dass jede L-analytische Darstellung iiberkonvergent ist, wollen wir in Theo-

rem 3.4.6 den Monodromiesatz 2.4.9 auf den (]ﬁ?;Lg,K)pa—Modul M = ﬁiig(V)pa anwenden.

Dafiir miissen wir zunéchst einsehen, dass M ein freier Modul vom Rang d ist.

4im Fall L = F folgt die Aussage aus der Trivialitiit der Kohomologiegruppe H'(Hy,GL4(A)), sodass
eine Verallgemeinerung zu H'(Hg,GL4(Op ®0 A)) = 1 naheliegt. Wir haben dies nicht verifiziert.
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Fiir iiberkonvergente Darstellungen folgt dies aus der Beschreibung von IN)Lg(V) in Satz
3.3.3, und in Analogie dazu soll im Folgenden fiir allgemeines V' ein Isomorphismus

~

D, (V) = B, x © Df, (V)

ri rig,m

mit einem geeigneten pro-analytischen Modul DLg’n(V) vom Rang d konstruiert werden.
Bergers Vorgehen in [Berl6, §8] besteht darin, die Lubin-Tate-Erweiterung K., /K durch
eine Erweiterung K /K zu ersetzen, die durch einen unverzweigten Twist des zyklotomi-
schen Charakters gegeben ist und sich im Wesentlichen wie die zyklotomische Erweiterung
von K verhilt, genauer hat man K7 - Q)" = K (=) - Q.

Auf die Erweiterung K7 /K lésst sich dann das Theorem 3.2.4 von Cherbonnier und
Colmez verallgemeinern, sodass man eine Kategoriendquivalenz zwischen Rep, (Gx) und
fmobét(B}(,n) fiir einen Teilkorper B}m C Bl erhilt. Dies liefert einen Ersatz fiir die in

3.3.3 benotigte Uberkonvergenz von V.

Sei Xeye: Gr € G, — Z; der zyklotomische Charakter und y.: G, —» 'y, — O
der Lubin-Tate-Charakter. Dann existiert ein unverzweigter Charakter n: G, — Z, mit
Niz/@,(XL) =1 - Xeye. Wir definieren den iiber K galoisschen Erweiterungskorper

)

Kgo =K - Zker(T]chc CK- Loo = Koo7

sowie die Galoisgruppen H}. := Gal(L/K") und I'} := G /H}. = Gal(K"/K). Wegen
Hyg C H} hat man eine Surjektion I'x —» I'J.. Weiter korrespondiert I'}, via nxcye zu
einer offenen Untergruppe von Z.

Setzen wir schliefllich B}(,n = (BNH#x C (BH)Hx = B, so lisst sich laut Berger mit
denselben Argumenten wie im klassischen Theorem von Cherbonnier und Colmez® bewei-
sen, dass der Funktor

D : Rep,(Gx) — Mode (B, ), V — (Bl @ V)"«
eine Kategoriendquivalenz ist. Insbesondere erhalten wir einen natiirlichen Isomorphismus
Bf Dp), D/(V)=Bie,V (%)
von (¢, Gi)-Moduln (vgl. auch 3.2.2(b)).

Wie in Abschnitt 1.3.4 definieren wir fiir alle » > 1 die Unterringe B%n C B}(,n und

deren Fréchet-Vervollstindigungen B . C BI"

rig Ky & Buig i, Sowie analog zu Konstruktion 3.3.2
die Funktoren

DT?T

rig,n

(V) =Bl

rig, K,n ®B}{n Dj’;'l‘ (V> .

®das klassische Resultat ist der Spezialfall Ko = K (ppe) und n = 1.
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Bemerkung 3.4.2. Mit denselben Argumenten wie in 3.3.2 und 3.3.3 folgt unter Ver-

We;ndung von (x) fur r > 1, dass DL’gn(V) ein freier BL’g k., Modul vom Rang d ist und

D, (V) = BI{QK Oplr Dilgn(V) gilt. Wegen le’gKn C BL;K und Satz 2.3.8 besteht
DL; ,(V') aus pro-analytischen Vektoren, sodass sich

NT’T ~ T T

Drig(v)pa (Bilg K)pa ®Bf r DIlg n(v)

rig, K,n

aus Folgerung 2.1.7 ergibt.® Insbesondere ist Dmg(V)pa frei vom Rang d, und wegen () hat
man einen natiirlichen - und Gg-dquivarianten Isomorphismus

Tr NTa
B ®(BT r P2 Drlg(

rig Ha K

V)paNBTT® V.

rig

3.4.2 Die Uberkonvergenz L-analytischer Darstellungen

Wir fixieren ein rg > 1 geméf Bemerkung 3.4.2. Als endlich erzeugte freie Moduln iiber den
(V) =

Fréchetrdaumen BT’ o i Sind die D (V), r > 1o ebenfalls Fréchetraume, sodass D

rig
U,so ]5;;(1/) eine Struktur als LF-Raum tragt.
Wir fixieren ein r > 7y und setzen fiir jedes kompakte Teilintervall I C [r, 00)

rig

~ ~T»7' . ,r
D, (V) := Bk @gjr, Drig(V) sowie  Dy(V) = B @1, DI (V).
Dies sind freie ]§§< -bzw. B{-Moduln, die
~T7T . = T .
Drig(v) = mD[r,s}(V) und Dllg( ) = MD[T:S](V)

s>r s>r

erfiillen. Nach Wahl von r hat D 1(V) den Rang d. Wenn V' iiberkonvergent und r geniigend
grof ist, dass BT" Rpir D (V) = Bt @, V gilt (s. 3.3.2), so ist D;(V) ebenfalls vom
Rang d.

Satz 3.4.3. Seien 0 € ¥ sowie I C [r,00) ein_kompaktes Intervall und g = (c71,n) e 3
mit p"(q — 1)/q € I, sodass die Abbildung v,: B — Bl aus 2.4.1(b) wohldefiniert ist.”
Wir fassen C, via 6 o 1,: B! — C,, als B'-Modul auf.

6vgl. auch [Ber16, Thm. 9.1] und beachte, dass ISL;K(V) dort durch Tensorieren iiber L anstatt iiber
Q, gegeben sein sollte.

"im Beweis von [Ber16, Thm. 7.3] wird g so gewihlt, dass g|;, = o gilt, jedoch wird fiir die nachstehenden
Isomorphismen die o-Semilinearitéit der Abbildung 6 o ¢, bendtigt, weshalb g|;, = o~! die korrekte Wahl

ist. In der Konsequenz besagt Lemma 3.4.4, dass aus der Cp,-Zuléssigkeit von V bei o die Stabilitét von

f)j;g(V)pa unter dem Operator 9,-1 folgt anstatt unter 9,, wie in [Berl6, Lem. 10.2] behauptet wird. Auf

die Anwendung des Lemmas in Theorem 3.4.6 [Berl6, Thm. 10.1] hat dies keine Auswirkungen.
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(i) Man hat einen natiirlichen, Gk -dquivarianten Isomorphismus
G ®]§§(,90L9 D/(V) — Cp®reV
von C,-Linksvektorrdumen und L-Rechtsvektorrdumen.

(ii) Ist 'V iiberkonvergent und r geniigend grof, dass B" R D(V) =B @,V gilt,
so hat man ebenfalls einen Isomorphismus

C, ®BI_ gou, D,(V) = C,®, V.

Beweis. Zu (i). Die Isomorphie aus Bemerkung 3.4.2 liefert durch Koeffizientenerweiterung
auf B! D BI{; einen G g-dquivarianten Isomorphismus

~'|',’I”

B' @5, Dy(V) =B @gir Dig(V) = B @, V.

Damit und weil ¢ o ¢, eine o-semilineare Abbildung iiber L ist, folgt

Cp ®]§§< ]SI(V) = (CP ®]§I,90L9 EI) ®]§§< ]SI(V)
= (CP ®EI,90L9 (]§I X V)

~C, @, V.

0oL

Zu (ii). Aus der Uberkonvergenz erhilt man die Isomorphie B’ ®pt Dr(V) = B/ &, V.

Nun argumentiert man analog wie in (i) mit D;(V) und BL anstatt D;(V) und BL. O

(V)P) C DL (Vv

Lemma 3.4.4. Ist V bei 0 € X zuldssig fiir C,, so gilt agfl(ﬁzr rig

g

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von Lemma 2.4.7 withlen wir m € N, sodass p™(¢—1)/q > r
ist mit n := n(oc~!) + mh, und setzen g := (07!, n) € 3. Weiter sei J; := [r, s;] fiir eine
unbeschriankte Folge
P g—1)/g<s1 <s9<...
=St.r . = f NTV”” . g . . NT7T a
sodass BI{g,K = I&anBé und D, (V) = 1&17;21DJ1.(V) gilt. Sei z = (z;); € Dy (V)P
Nach Definition (2.4.7) von 0, ist zu zeigen, dass V,-1(z;) fir alle ¢ > 1 durch ¢,-1 teilbar

18t,.
Unter Verwendung von Satz 3.4.3(i) erhalten wir eine natiirliche fo¢,-semilineare Abbildung

D,,(V) — C, ®gs,.. Dy(V) 5 C,@;,V, (1)

K]
% 00Lg

Es ist D 5 (V) ein freier ﬁ%—ModuI, und im eindimensionalen Fall stimmt die Abbildung
B — C, DB o, Bi = C, mit 0 o, iiberein, weshalb wir den Homomorphismus (1)
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wieder mit 6 o, bezeichnen. Er ist stetig und G g-dquivariant und beschrénkt sich folglich
auf die Teilrdume der lokal-analytischen Vektoren unter den Hy-Invarianten auf beiden
Seiten.

Aufgrund der Zulédssigkeit von V' bei o gibt es eine C,-Basis B = (vy, ..., vy) fiir C,®,,V,
die von G fixiert wird. Dann ist B eine K-Basis fiir (C, ®7, V)% und cine K.-Basis®
von (C, ®1,, V). Die v; sind trivialerweise I'-analytisch, und Satz 2.1.5 liefert somit

d
(Cp @1, V)')* = P KL - ;. (2)
j=1
Wegen = € Drlg(V)pa gilt z; € Dy (V)= fiir alle 7. Aus (2) und Beispiel 2.2.11 folgt, dass

Via = 0 auf ((C, @, V)Hr)la oilt, und mit Lemma 2.2.15 erhalten wir, da 6 o Ly eine
o-semilineare Abbildung ist

0o1y(Vo-1(x;)) = Via(0 o t4(x;)) = 0.
Wegen ker(f o 1,) = Q2 (y,1) - ]SJi(V) nach Lemma 2.4.2 ist folglich V,(z;) durch
le_l(ygﬂ) teilbar fiir alle m > 0, und Lemma 2.4.6 liefert die Behauptung. ]

Bemerkung 3.4.5. Es ist ['x topologisch endlich erzeugt, d.h. 'k besitzt eine endlich
erzeugte dichte Untergruppe.

Beweis. Der Lubin-Tate-Charakter und [Sha, Prop. 9.1.9] liefern Isomorphismen topologi-
scher Gruppen
XL k
P2 0% 27/(g— 1) x Z)(") x 2,

sodass A :=7Z/(q— 1) x Z/(p*) x Z" eine dichte endlich erzeugte Untergruppe von I'y, ist.
Da I'k offen in ' ist (siehe das Ende von Abschnitt 1.1), liegt A N 'k dicht in 'y und
ist als Untergruppe von A ebenfalls endlich erzeugt. O

Theorem 3.4.6 (Berger). Ist V eine L-analytische Darstellung, so ist V iberkonvergent.

Beweis. Aus Bemerkung 3.4.2 und der L-Analytizitdt von V zusammen mit Lemma 3.4.4
folgt, dass M := Drlg(V)pa alle Voraussetzungen des Monodromiesatzes 2.4.9 erfiillt. Somit

ist Sol(M) = (1,4 ker(9;) ein freier (]§Iig7K)L‘pa—Modul vom Rang d, auf dem ¢ und 'k
bijektiv operieren. Weiter erhalten wir unter Verwendung von 3.4.2 Isomorphismen

Bl ©5), o SOIM) 2 Bl 01 1o M =Bl @1V, 1)

rig rig rig

die mit ¢ und der G g-Wirkung vertréglich sind. Fiir m € Ny sei

rlg Km ' U Brlg Km — U 90 BLg;( <U BL;Z?) (Biig,K)a

r>0 >0 >0

8man hat (CfK = IA(OO nach Beispiel 2.2.11.
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sodass mit Satz 2.3.8

(B]rLig,K)L-pa = U (Blé K frpa — U Brlg Koo 7 rlg K,00 U Brlg K,m

>0 >0 m>0

folgt. Sei nun € = (ey, ..., e,) eine B, -Basis von Sol(M) (und damit auch eine Basis

rig,K,00

fiir M bzw. Drlg(V)). Weiter sei ry gemafl dem Absatz nach Bemerkung 3.4.2 und r > ro,
mit Mate () Mats(y) € GLd<BI1;Koo> fur alle vy € I'g.
Es ist ¢ ein Homdomorphismus auf dem Level der Ringe B . und BL; x C Bilg ) ist

abgeschlossen, da BT o i Vollstdndig fiir die Fréchet-Topologie ist. Somit ist Brlg Km ©

rig, K’

Biig’ i fiir alle m abgeschlossen. Wiéhlen wir ein endliches System F' C I'x topologischer
Erzeuger fiir ', geméaf 3.4. 5 und n > 0 grof} genug, dass die Darstellungsmatrizen von ¢
und allen v € F'in GLd( rig, o k.n) liegen, so gilt folglich dasselbe bereits fiir die Matrizen
zu allen v € I'x wegen der Stet1gkeit der I'-Operation auf M. Wir setzen nun

. T
rlg : @Brng (10 61

Nach Wahl von n ist D;rlg ein (¢, 'x)-Modul tiber BL&K, und weil ¢ auf Sol(M) ein

Isomorphismus ist, ist A = (¢™(e1),...,¢"(eq)) ebenfalls eine Basis fiir Sol(M), also gilt

Sol(M) = (B, ;)" ®g), D}, (2)
Wir behaupten, dass Djig mit der Eigenschaft (2) eindeutig bestimmt ist. Sei dafiir C' C
Sol(M) ein weiterer (¢, I x)-Modul uber Bing, der (2) erfiillt, d.h. eine Basis B von
Sol(M) enthalt. Bezelchne S € GLy(B! Nig K 0o) die Basiswechselmatrix von 2 nach B und

seien Ay, Ay € GLd( rig K) die Darstellungsmatrizen von ¢ bzgl. 2 resp. B. Dann hat
man die Gleichung (s. [Sch06 Lem. 1.4])

S = Ay - @(5) - Agl. (%)

Ist m > 0, sodass S € GL4(B rngm) gilt, so folgt aus (x), dass die Eintrége von S bereits
in Brlg K1 liegen, und durch Iteration erhiilt man S € (Biig, )4 Dasselbe Argument

fiir S~! liefert S € GLg(B! Ng i), was C' = Djlg impliziert.

Um nun die Uberkonvergenz von V' zu beweisen, erkliren wir den Abstieg von Drlg zu einem
étalen (¢, T )-Modul Dt iiber Bl., der via der Kategorieniquivalenz Df(—) aus Bemer-
kung 3.2.3(a) zu V korrespondiert. Aus (1) und (2) erhalten wir - und Gk-aquivariante
Isomorphismen

Bl ®

rig B;flg 1% rig rig

Dl =Bl @51 i Sol(M) =Bl @, V. (3)

rig, K rig
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Insbesondere wirkt ¢ trivial auf B . Op DI weshalb D isoklin vom Anstieg 0 ist

”g rig’ r1g
nach Beispiel A.2.5. Wegen Theorem A.2.6 ist Djig somit étale, sodass nach Satz 3.1.6 ein
bis auf Isomorphie eindeutiger étaler (¢, ' )-Modul DT iiber B}{ existiert mit

DT = BIng ®BE( DT (4)

rig

Dieser korrespondiert nach Bemerkung ”3.2.3(a) zu einer iiberkonvergenten Darstellung
W € Rep, (Gk), d.h. Dt = DT (W). Die Uberkonvergenz von W impliziert

B, @y D' =Bl @, W,

Tig rig

sodass mit (3) und (4) die Isomorphie

Bl @, VBl o, W

rig rig

von (¢, Gx)-Moduln folgt. Bildet man nun auf beiden Seiten ¢-Invarianten, so erhélt man
V =W in Rep, (Gk), was die Behauptung liefert. O

3.4.3 Die Kategorieniquivalenz Dng( )

Bemerkung 3.4.7. Wegen Theorem 3.4.6 ist Rep, ™ (Gk) eine volle Unterkategorie in
der Kategorie der uberkonvergenten L-Darstellungen von G . Folglich erhalten wir durch
Einschréankung des Funktors Drlg mit Hilfe von Bemerkung 3.2.3(b) eine volltreue Katego-
rieneinbettung

%QPL an(GK) — EUeDbet( rig, K)

rlg

Ihr essentielles Bild ist in fUEDhéLt'an(BIlg &) enthalten, denn aus dem Beweis von 3.4.6 folgt,
dass fiir V € Repr ™ (Gg) der (¢, 'k )-Modul D;rlg(V) zu dem dort konstruierten D;rlg iso-
morph ist, dessen Elemente sdmtlich Losungen fiir das System der Differentialgleichungen

0,(X) =0, 0 #id
sind. Wegen V,, = t,v, - 0, folgt Dmg( ) € fmobé’an(Bng) nach Bemerkung 3.3.7(iv).

Theorem 3.4.8. Der Funktor

: Repl™™(Gg) — mobgan(ng,K)

rlg

15t eine Kategoriendquivalenz.

Beweis. Nach Bemerkung 3.4.7 ist der obige Funktor volltreu, und es bleibt zu zeigen,

dass er essentiell surjektiv ist. Sei dazu Dilg € ED?DDL an(Bilg ) gegeben. Nach Bemerkung

3.2.3(b) existiert eine iiberkonvergente Darstellung V' € Rep, (Gk) mit Djlg = Dilg(V)
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und die Aussage folgt, wenn wir die L-Analytizitdt von V' beweisen.
Sei also 0 € ¥\ {id}, und sei r > 0 mit f);g(V) = ]A?;L’;K Dgir D" (V) geméB Satz 3.3.3.

rig
Wir fixieren ein kompaktes Intervall I C [r,00) und betrachten den freien BZ-Modul
D;(V) =Bk N D[’ (V) vom Rang d = dim (V).
Sei m > 0, sodass p"(q — 1)/q € I gilt fiir n := n(c™') + hm, und sei g := (¢~ ',n) € 3.
Unter Verwendung der Isomorphie 3.4.3(ii) setzen wir 6 o ¢,: Bf. — C, wie im Beweis
von Lemma 3.4.4 semilinear auf D;(V") fort durch

0oig: Di(V) — Cp ®p1 o, D1(V) —— C, ®1, V. (1)

Bezeichne f(go C IA(OO den Unterraum der lokal o-analytischen Vektoren im Sinne von
Definition 2.2.9. Wegen Lemma 2.1.4 ist K 12 ein Kérper, und mit der Produktregel sieht
man, dass K2, C K ein Teilkérper ist. Fiir 7 # id gilt V, = 0 auf BL nach Theorem 2.3.7
und auch auf D;(V') wegen der L-Analytizitédt von Diig(V). Nach Lemma 2.2.15 hat man
(Boiy) oV, = V,or0(fou,), weshalb o1, (BL) C K7 gilt und der K2 -Untervektorraum

DU'

Sen

(V) = K%, @por,mr,) 0 0 ts(D1(V)) C (C, @1, V)™

aus lokal o-analytischen Vektoren besteht. Wegen (1) wird C, ®p, V' von 6 o 1,(D;(V))

tiber C, erzeugt, was dimp, Dg,, (V) = d und
Cp ®I?go Dgen(v) = (CP ®L70 4 (2)

impliziert. Wir statten K 7 mit der Teilraumtopologie der LB-Topologie (s. 2.1.2) von K la
und den KZ-Vektorraum DZ, (V') mit der entsprechenden Produkttopologie aus.

Sen

Sei nun y € DZ,,(V) und n = n(y) > 0, sodass y in DZ,, (V)" lebt und daher sei-

ne Orbitabbildung in v € I',, unter Verwendung der o-Analytizitdt gemafl Konstruktion
2.2.7(T) die Taylorentwicklung y(y) = >, 0 (£7)* - VE(y)/k! besitzt. Wegen Bemerkung

2.1.3 kénnen wir n geniigend grof$ wéhlen, dass |-[, = ||+, auf dem Banachraum KTLn-o-an
gilt. Weil nach Bemerkung 2.2.6 die I'x- und Lie(I'x)-Aktionen miteinander kommutieren,
ist DZ,, (V)" stabil unter V,,.

Nach Beispiel 2.2.11(i) existiert ein z, € l/(\'go mit V,(z,) = 1. Wir wéhlen 2, € K, fiir
welches |z, — xg,0|p hinreichend klein ist, dass fiir X, := =, — 2, die Reihe

X5
By) =D (-1 7 Vi)
k>0
in D, (V) konvergiert.” Wegen V,(2,0) = 0 und V,(z,) = 1 hat man fiir k£ > 0

0, falls £ =0,

3
kX5 falls k> 0, )

Vo) - {

9fiir Konvergenzbetrachtungen in K la siche auch [BC14, §4.2].
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sodass sich V,(F(y)) = 0 leicht mit der Produktregel 2.2.12 ergibt. Folglich erhalten wir
fiir die Taylorentwicklung von ¥(y) auf I,

1@ W) = Y oter) - Y )

k>0

womit F(y) € (C, @1, V)%n folgt. Unter Verwendung von (3) sieht man weiter, dass fiir
alle j > 0 die Reihe

. X, . Vi xgjk’ .
BVAW) = Y1 5w = Y o) gy
k! (+ k)
k>0 k>0
ebenfalls in Dg_ (V)" konvergiert, indem man V? durch seine Operatornorm beschrinkt,

und wie oben folgt F(Vi(y)) € (C, @, V)%5n. Es gilt
y=> ik B(V5(v),
7>0

denn mit der Formel

N (=1)F - <u> L 1, fallsv=0,
LY = (1 1) =
Z kv —k)! = \k (=17 = ) 0, fallsv>0

folgt

v _1 k
= (Z k!Ey_)k;)!> X Voly) =y

Wegen ¥, € K, 7 erhalten wir damit y € f(go Rk, (Cp @1, V)%, Die Anwendung dieser

Uberlegungen auf die Elemente 1, . . .,y einer Basis von Dg_ (V) liefert
D5, (V) = K2 @i, (Cp @1, V)

mit n := max; n(y;). Wegen (2) wird C,®r,,V folglich von (C,®r ,V )%k» erzeugt. Dieser ist
also ein d-dimensionaler K,,-Vektorraum, und er trigt eine induzierte semilineare Operation
der Faktorgruppe G, := Gk /Gg, = Gal(K,/K).

Nach Hilberts Satz 90 (siehe z.B. [Ber10, Thm. 7.2]) gilt H'(G,,, GL4(K,)) = 1, weshalb
(C, L0 V)GKn eine K,,-Basis aus Vektoren besitzt, die von G, fixiert werden. Folglich wird
C, ®1, V von (C, ®1, V)% erzeugt, womit die C,-Zuldssigkeit von V bei o bewiesen
ist. O]



Appendix A

Kedlayas Theorie des Anstieges

In [Ked05] und [Ked07] entwickelt Kedlaya die Theorie des Anstieges fiir Robba-Ringe,
deren Resultate generell bei der Handhabung von (¢, I')-Moduln iiber solchen Ringen eine
grofle Rolle spielen und speziell in die Beweise einiger Theoreme aus dieser Arbeit eingehen.

Kedlayas Formalismus funktioniert in einem abstrakteren Setting als dem von uns be-
trachteten, und in den Definitionen seiner Koeffizientenringe treten Variationen zwischen
[Ked05] und [Ked07] und auch in Bezug zu unseren Konstruktionen in Kapitel 1 auf. Die
Ringe aus den verschiedenen Arbeiten haben jedoch Entsprechungen untereinander, die in
der folgenden Ubersicht zusammengestellt sind. Unsere Notationen sind die aus [Ber16].!

[Ber16] [Ked05] [Ked07]
Eiig Fglﬁcon’ R &
Bl; rae, /
Bl I /
Bl « Lan,con R
Bl ¢, B™ | Tawr Ton R
Bl Teon[m™Y] R
Bl Ly [r] /
Bl i
Bx N &

Lgelegentlich werden im selben Artikel auch mehrere Schreibweisen fiir ein Objekt verwendet, so wird
etwa 212 in Kapitel 4 von [Ked05] mit R abgekiirzt.

an,con

84
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A.1 Vektorbiindel

Wir geben nun eine Zusammenfassung der Ergebnisse aus [Ked05, §2.8] iiber Vektorbiindel,
die wir fiir den Beweis des Monodromiesatzes 2.4.9 benotigen. Sei I C (1,00) ein abge-
schlossenes Intervall.

Definition A.1.1. Sei 3 eine Klasse von kompakten Teilintervallen J C I, die abgeschlos-
sen unter endlichen Durchschnitten ist und (J,.y J = I erfiillt.

Ein - Vektorbiindel iiber BL ist eine Familie 8 = {V;} je5 aus endlich erzeugten freien
B7.-Moduln V; zusammen mit Isomorphismen

/ ~
07,7 BJK ®B{< V; — Vy

fiir jede Inklusion J' C J von Elementen aus 33, welche fiir alle J” C J' C J der Kompati-
bilitdtsbedingung o j» = oy © 0.5 geniigen.

Bemerkung A.1.2. (a) Nach [Ked05, Lem. 2.8.2] ist der Begriff des Vektorbiindels iiber
B, kanonisch unabhiingig von der Wahl der Klasse J in dem Sinne, dass fiir zwei solche
Klassen J C J’ der offensichtliche Funktor von der Kategorie der J’-Vektorbiindel in
die Kategorie der J-Vektorbiindel eine Aquivalenz ist. Wir sprechen daher einfach von

Vektorbiindeln iiber BE..

(b) Aus (a) folgt, dass wir jedes Vektorbiindel iiber B% in der Form {V}, };>¢ schreiben
konnen, wobei Iy C I; C ... eine Folge von Intervallen mit Uk>0 I, = 1 ist.
Ist insbesondere I kompakt, so gibt es zu jedem Vektorbiindel {VJ} Jeg iiber BL, einen
eindeutigen endlich erzeugten freien Bi-Modul V mit V; = Bf, ®g; V fiir alle J € 3,

Bemerkung A.1.3. Seir > 1 und sei Iy C I; C ... eine Folge kompakter Intervalle mit
ngo I, = [r,00) und Ji := Iy N Iy # @ fiir alle £ > 0. Weiter setzen wir ], := U?:o I1;,
und wir nehmen an, dass I} N I, = Jj, fiir alle £ gilt.

Sei nun B = {Vj }r>0 eine Familie von B%—Moduln Vi zusammen mit Isomorphismen
Bi('“ Qpie Vi = Bi(k Dgter1 Vit ()
K K

fir alle £ > 0. Da die Menge {Ij }x>o nicht gegen endliche Durchschnitte abgeschlossen ist,
erfiillt B nicht die obige Definition eines Vektorbiindels. Jedoch verkleben sich die V} zu
einem Vektorbiindel B iiber BL’Q K= B[;;’OO), mit dem wir B identifizieren kénnen:

Um dies einzusehen, konstruieren wir induktiv eine Folge von endlich erzeugten freien
B%—Moduln Wy, sodass fiir alle k£ > 0 gilt:

(i) Vi = Bk Dyt Wy,

K
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Fir k£ = 0 erfiillt Wy := V; offensichtlich diese Bedingungen. Sei W), bereits konstruiert,
sodass (i) und (ii) gelten. Wegen (ii) und I N I41 = Ji ist dann die Familie 2, :=

{Wi, Viert, B I ® 1/ W;.} ein Vektorbiindel iiber B[ s B%*l, welches nach Bemerkung

A.1.2(b) von einem BK]“rl Modul Wy, induziert wird. Dieser erfiillt (i), da Vii1 € Wiy
gilt, sowie Eigenschaft (ii), denn unter Verwendung von (i) und (x) folgt

B} ® o Wiy 2B @ Bl (Br™ @ o'

k+l

 Wii)

+

~ pJk+1 ~ Jk 1
B & Ik+1 Vk+1 BK & 1k+2 Vk+2-

Die Familie B := {W}};>o bildet nun ein Vektorbiindel iiber Bl = Br

rig, K’
Folge Iy C I} C ... erfiillt | J;5, [ = [r,00), und es folgt B ® ik Wii1 = Wy, aus der

denn die

Konstruktion der Wy, was fiir alle 1 < j < k£ kompatible Isomorphlsmen liefert.

Theorem A.1.4. Fiirr > 1 zst der natiirliche Funktor von der Kategorie der endlich

erzeugten freien Moduln tiber Bl x ‘n die Kategorie der Vektorbiindel iiber Bl K eine

rig, rig,

Aquivalenz.
Ist speziell {Vi}r>o0 eine Familie wie in Bemerkung A.1.3 und {Wj}i>o das zugehdrige
BI{QK—Vektorbimdel, dann gibt es also Elemente eq,...,eq € meO Wy, sodass das System

€ = (e1,...,eq) eine Basis des induzierten BL’;K—Moduls und damit auch eine Basis aller
Wy bildet. Aufgrund von A.1.3(i) ist € dann auch eine Basis fiir alle V.

A.2 Theorie des Anstieges

Wir fassen die im Beweis von Theorem 3.4.6 bendtigten Ergebnisse aus [Ked05] zusammen,
siehe §§ 4.1, 4.5, 4.6 und 6.3 ebenda.

Definition A.2.1. Sei R ein Ring zusammen mit einem Endomorphismus ¢: R — R.

(a) Fir einen R-Modul M definieren wir R ®p, M analog zum gewohnlichen Tensor-
produkt, jedoch mit der Variation, dass R als Modul iiber sich selbst mit der von ¢
induzierten Rechtsmodulstruktur versehen ist, wahrend er in iiblicher Weise als R-
Linksmodul aufgefasst wird, d.h.

r-(sz)=rs®@z und s®rz=sp(r)®ac firallerse R, z€ M.

(b) Eine Abbildung ®: M — N von R-Moduln heifit ¢-semilinear, wenn sie additiv ist
und

O(r-x) = @(r) - O(x)
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fiir alle r € R und x € M erfiillt.
Ein ¢-Modul iiber R ist ein endlich erzeugter freier R-Modul M, versehen mit einem
p-semilinearen Endomorphismus ¢,,: M — M, sodass die R-lineare Abbildung

oy ROpe M — M, 1@z — 1 oup(2)

ein Isomorphismus ist. Wir schreiben meist wieder ¢ fiir ¢,;.
Ein Morphismus von p-Moduln ist eine R-lineare Abbildung a: M — N, die ¢-
dquivariant ist, d.h. a0 vy = N o a.

(c) Ist R = Bg bzw. R € {BE(,BLg,K}, so heifit ein ¢-Modul M iiber R étale, wenn es
einen p-Modul My iiber A bzw. A}( gibt mit R ® My = M (als ¢-Moduln).
Uber R € {Ag, Al.} bezeichnen wir per Konvention jeden o-Modul als étale.
Definition A.2.2. Sei R = BI,..
(a) Fiir teilerfremde ganze Zahlen ¢,d € Z mit d > 0 definieren wir den p-Modul M. 4

iiber R als M, 4 := R? wobei ¢ auf der kanonischen Basis (ey,...,eq) folgendermaBen
wirkt:

Ein ¢p-Modul iiber R heifit Standard-¢-Modul, wenn er isomorph zu M., fir gewisse
¢, d wie oben ist.

(b) Sei M ein p-Modul iiber R. Eine Dieudonné-Manin-Zerlequng fiir M ist eine Zerlegung
der Form M = @L M; mit Standard-p-Moduln M; = M., 4,. Die Elemente der Menge
{¢;/d; | i =1,...,n} heilen die Anstiege (oder Slopes) der Zerlegung und werden in
der Form s, < ... < sy, £ < n geschrieben.

Theorem A.2.3. [Ked05, Thm. 4.5.7] Sei M ein @-Modul tiber Elig. Dann besitzt M eine
Dieudonné-Manin-Zerlequng, und je zwei solche Zerlegungen liefern dieselben Anstiege.
Wir sprechen daher auch von den Anstiegen von M.

Definition A.2.4. Sei D ein ¢-Modul iiber BL&K. Die absoluten Anstiege von D sind die
Anstiege s1 < ... < sp des p-Moduls B! ®gi D.

rig rig, K
Ist £ = 1, so nennen wir D isoklin (oder rein) von Anstieg s = 1.

Beispiel A.2.5. Wenn D = ]NBIig ®gt D eine Basis besitzt, die von ¢ fixiert wird, so ist
rig, K

D isoklin von Anstieg 0, weil D dann in eine direkte Summe von Kopien von My ; zerfillt.

Theorem A.2.6. [Ked05, Prop. 6.3.5] Ein @-Modul D tber BLgK ist genau dann isoklin
von Anstieg 0, wenn er étale ist. Nach Definition bedeutet das, dass ein étaler p-Modul D,
tiber BTK existiert, sodass D = BLgK ®gt Do als p-Moduln gilt.

’ K
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