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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird die allgemeine Konstruktion der vollstdndigen Schiefmonoidrin-
ge erarbeitet und analysiert. Diese umfasst die Begriffe der vollsténdigen Gruppenringe, d.h.
insbesondere der Iwasawa-Algebra, und des Schiefpotenzreihenrings aus (SV06). Beide Kon-
struktionen tragen eine kanonische Topologie, sind beziiglich dieser Topologie vollstdndig und
enthalten den Schiefgruppenring bzw. den Schiefpolynomring als dichten Teilring. Aufgrund
der bekannten Adjunktion zwischen der Kategorie der topologischen Ringe und der Kategorie
der vollstdndigen, topologischen Ringe kann das Problem dadurch zunéchst auf den Begriff des
topologischen Schiefmonoidrings zuriickgefithrt werden, welcher wiederum eine topologisierte
Variante des rein algebraischen Schiefmonoidrings darstellt.

Weiter beobachtet man, dass der topologisierte Gruppenring die zu Grunde liegende pro-
endliche Gruppe als topologische Gruppe enthélt. Fasst man den Schiefpolynomring als Ring
erzeugt durch Koeffizientenring und freien Monoid in einem Erzeuger auf, dann enthilt der
topologisierte Schiefpolynomring auch dieses freie Monoid. Die durch diese Einbettung indu-
zierte Topologie auf dem freien Monoid ist die diskrete Topologie. Die Vermutung liegt nahe,
dass die Topologie des Schiefmonoidrings von der Topologie des zu Grunde liegenden Monoids
(und selbstversténdlich auch von der Topologie des Koeffizientenrings) abhéingt. In der Tat ldsst
sich eine Teilkategorie topologischer Monoide finden, die sowohl die Kategorie der proendlichen
Gruppen umfasst, als auch das diskrete freie Monoid enthélt. Weiterhin ldsst sich fiir diese lokal
proendlichen, eigentlichen Monoide und beliebige topologische Ringe eine kanonische Topolo-
gie auf dem Schiefmonoidring definieren, der Art, dass die erhaltene Topologie fiir die beiden
genannten Félle mit der urspriinglichen iibereinstimmt.

Die Vorgehensweise zur Konstruktion des vollstédndigen Schiefmonoidrings gliedert sich daher
in folgende Abschnitte:

1) Es werden algebraische Schiefmonoidringe mit beliebigen Koeffizientenringen iiber belie-
bigen Monoiden konstruiert. Vom Allgemeinheitsgrad sind diese (fiir Monoide, die Grup-
pen sind) zwischen dem Konzept des Smash-Product R{G und dem des Crossed Product
R % G iiber einer Gruppe G mit Koeffizientenring R anzusiedeln. Wihrend es fiir Crossed
Products R * G nur eine Inklusion von G in R * G als Menge gibt, erhélt man fiir Schief-
monoidringe, wie sie in dieser Arbeit definiert werden, noch eine Inklusion der Gruppe G
als solche, d.h. Produkte von Bildelementen im Schiefmonoidring stimmen mit dem Bild
von Produkten von Gruppenelementen {iberein. Genauer gesagt ist jedes Crossed Product
iiber einer Gruppe G, das diese Bedingung erfiillt, ein Schiefmonoidring von G. Der Schief-
monoidring wird in Kapitel [4| definiert und durch einen gewissen Monoidhomomorphismus
0 klassifiziert. Weiterhin werden die Begriffe des inneren und dufleren Koeffizientenrings
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eingefiihrt, die fiir die spéter folgenden Existenzkriterien topologischer Schiefmonoidringe
von Bedeutung sind. Auflerdem wird der Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt
von Monoiden erldutert.

Die Kategorie der lokal proendlichen Monoide wird eingefiihrt und analysiert. Diese stellt
sich als Verallgemeinerung der Kategorie der proendlichen Monoide dar, die nach Ergebnis-
sen der Automatentheorie eine analoge Charakterisierung besitzen wie proendliche Grup-
pen, d.h. es gibt einerseits die Darstellung als projektiver Limes diskreter endlicher Mo-
noide und andererseits die Charakterisierung iiber rein topologische Eigenschaften. Durch
Lockern der topologischen Axiome gelangt man zur Kategorie der lokal proendlichen Mo-
noide. Damit sich die Topologie auf dem topologisierten Monoidring gut verhilt, d.h. eine
Ringtopologie bildet, muss man diese Kategorie jedoch wieder ein Stiick weit einschréanken.
Dies lauft darauf hinaus, dass man neben der Stetigkeit auch die Eigentlichkeit aller betref-
fenden Abbildungen fordert, was zur Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Monoi-
de mit eigentlichen, stetigen Monoidhomomorphismen fiithrt. Wesentliche Ergebnisse des
Kapitels [5] sind, neben der Definition dieser Kategorie, die Konstruktion der Einpunkt-
kompaktifizierung, die die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Monoide treu in
die Kategorie der proendlichen Monoide einbettet. Weiterhin werden semidirekte Produkte
lokal proendlicher, eigentlicher Monoide analysiert und eine Reihe von Beispielen dieser
Monoide berechnet.

Die topologischen Schiefmonoidringe iiber lokal proendlichen, eigentlichen Monoiden wer-
den als topologisierte, algebraische Schiefmonoidringe definiert. Wahrend die topologisier-
te Variante des Monoidrings immer ein topologischer Ring ist, muss dies im Fall eines
Schiefmonoidrings nicht mehr zutreffen. Wie in (SV06) gesehen, miissen weitere Bedin-
gungen gestellt werden, damit dies erfiillt ist (Dies wurde in (SV06) durch die Forderung
gelost, dass die betreffende Derivation o-nilpotent ist). Ein Hauptergebnis des Kapitels
ist daher das Aufstellen eines Existenzkriteriums fiir topologische Schiefmonoidringe (Satz
. Weiterhin wird eine universelle Abbildungseigenschaft nachgewiesen und ein Zusam-
menhang dieser Konstruktion mit dem topologischen semidirekten Produkt zweier lokal
proendlicher, eigentlicher Monoide hergestellt.

Im selben Kapitel wird schliellich auch der letzte Konstruktionsschritt vollzogen: Die Ver-
vollsténdigung des topologischen Schiefmonoidrings. Auflerdem werden Beispiele berech-
net und gezeigt, dass vollsténdige Schiefmonoidringe in den Spezialfillen des vollstandi-
ges Gruppenrings bzw. des Schiefpotenzreihenrings auch tatséchlich mit den urspriing-
lichen Definitionen iibereinstimmen. Analoge Eigenschaften wie fiir topologische Schief-
monoidringe iibertragen sich durch die Komplettierungsadjunktion unmittelbar auf die
vervollstdndigte Variante.

Der letzte Teil der Arbeit beschéftigt sich mit vollstédndigen Schiefmonoidringen, die noethersch
sind. Dazu wird in Kapitel |§|zun&chst ganz abstrakt die Theorie der Filtrierungen zwischen par-
tiell geordneten Monoiden entwickelt. Mit Hilfe der Filtrierungstheorie wird in Kapitel [9] gezeigt,
dass Schiefpotenzreihenringe mit noetherschen, pseudokompakten Koeffizientenringen unter ge-
wissen Voraussetzungen wieder noethersch sind. Die so gewonnenen Resultate verallgemeinern
die aus (SV06)) bereits bekannten.

Es wird eine moglichst allgemeine Vorgehensweise angestrebt und so steht die erarbeitete
Theorie stets vor dem Hintergrund der Theorie monoidaler Kategorien.
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mochte ich Peter Barth fiir das Lesen einer vorldufigen Fassung der Arbeit und die anschliefende
Diskussion dariiber. Weiterhin bedanke ich mich bei Gerald Langhanke, Dominique Loérks und
Konrad Fischer fiir das Aufspiiren der vielen Tipp-, Zeichensetzungs- und Grammatikfehler.
Nicht zuletzt danke ich meinen Eltern, die mir das Mathematik-Studium erméglicht haben.






Kapitel 2

Kategorielle Grundbegrifte

Hier werden ein paar wichtige kategorielle Konzepte aufgefiihrt, die sich an vielen verschiedenen
Stellen der Arbeit als niitzlich erweisen.

2.1 Universelle Pfeile und Adjunktionen

Der Begriff der Adjunktion bzw. der universellen Eigenschaft taucht in jedem Teil der Arbeit auf.
Der Ausdruck ,,universelle Eigenschaft“ ist jedoch sehr schwammig und nicht genau definierbar.
Abhilfe verschafft hier der formale Begriff des universellen Pfeils. (Mac72, IV.1 Satz 2) liefert
den wichtigen Zusammenhang zwischen einer Adjunktion und einem universellen Pfeil und wird
auch an verschiedenen Stellen verwendet um die Existenz einer Adjunktion zu beweisen. Daher
ist es sinnvoll diesen Begriff einzufiihren.

Definition 2.1

Es seien A — B ein Funktor und B € B. Ein u € Hompg(B, F(A)) mit A € A heifst univer-
seller Pfeil von B nach F, falls gilt:

Fiir alle X € A und f € Homp(B, F (X)) existiert genau ein f' € Homy(A, X), so dass

B—=F(A) A
| |

L E(f") |3’
x Y Y
F(X) X

kommutiert (vgl. (Mac72, 111.1 Definition)).

Definition 2.2
A und B seien Kategorien. Eine Adjunktion von B in A ist ein Tripel (F,G,p) : B — A,
worin F und G Funktoren -
B— A
G
sind, wihrend ¢ eine Abbildung ist, die jedem Paar von Objekten B € B und A € A eine in A
und B natirliche Bijektion

¢ =¢p,a:Homy(F(B),A) = Homp(B,G(A))

zuordnet.
Existiert eine solche Adjunktion, dann nennt man F auch den Linksadjungierten zu G bzw.
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G den Rechtsadjungierten von F.
Man nennt die dadurch induzierten natiirlichen Transformationen (da ¢ natiirlich ist)

ng = ¢(idpp)) : B— GF(B) fir B€B

die Einhett und
ea=¢ Yidgu))  FG(A) — A fir Ac A

die Koeinheit der Adjunktion (vgl. (Mac72, IV.1)).

2.2 Topologische Funktoren

Ebenso ist das Konzept der topologischen Funktoren sehr niitzlich, da es starke Aussagen iiber
die Existenz und Bildung von Limiten in topologischen Kategorien liefert. Oft wird zunéchst
eine ,algebraische Kategorie“ verwendet, deren Objekte anschlieBend topologisiert werden und
somit topologisch iiber dieser Kategorie sind. Bemerkung liefert ein gutes Beispiel fiir einen
topologischen Funktor.

Definition 2.3
Es sei A <, B ein Funktor.

(i) Eine Familie von Morphismen (A iR A;) in A ausgehend vom gleichen Objekt A € A
heifst Quelle in A.

(ii) Eine Quelle (A LN A;) in A heifit G-initial, wenn es zu jeder Quelle (X I Ay) und zu
jedem h € Homp(G(X),G(A)) mit G(fi)oh = G(g;) fiir alle i genau ein h € Hom4(X, A)

gibt, so dass fioh = g; fir alle i und G(h) = h ist (vgl. (AHS06, Definition 10.57)).

G(X) = G(A) x- oA Ghy=h
m iG(fi) K lfl.
G(A;) A;

(iii) Der Funktor G heifit topologisch, wenn es zu jeder Quelle (B i (Ai)) in B eine

eindeutige G-initiale Quelle (A i i) gibt (vgl. (AHS06, Definition 21.1)), so dass
G(A) = B und G(f;) = fi ist fir alle i.

Bemerkung 2.4
Es sei Top Y, Set der Vergissfunktor.

(i) Eine Quelle (A iR i) in Top ist genau dann U-inital, wenn A die Initialtopologie
beziiglich der f; trdgt.

(ii) U ist topologisch.

Proposition 2.5
Der Vergissfunktor T Ring g, Ring ist topologisch.
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Beweis. Es sei (R Ny (R;)r eine Quelle in Ring. Versieht man R mit der Initialtopologie
beziiglich der f;, dann ist R ein topologischer Ring. Denn fiir alle 7 ist die Multiplikation pp, stetig
und damit folgt unter Benutzung der Multiplikativitédt der f;, dass auch f; o ur = g, o (fi, fi)
stetig ist, fiir alle 7. Folglich ist nach Definition der Initialtopologie auch g stetig. Mit gleichen
Argumenten zeigt man, dass auch die Addition und die additive Inversenbildung stetig sind.

Bleibt zu zeigen, dass R mit dieser Topologie U-initial ist. Aber das ist gleichbedeutend mit der

universellen Eigenschaft der Initialtopologie.
O

Bemerkung 2.6

Auf die gleiche Art und Weise kann man zeigen, dass analoge topologische Konstruktionen wie
topologische Moduln, Gruppen, Monoide, usw. einen topologischen Vergissfunktor in die jeweils
unterliegende Kategorie besitzen.

Definition 2.7
Eine Kategorie heif§t (ko-)vollstandig, wenn durch Mengen indizierte Diagramme (Ko-)Limiten
besitzen.

Satz 2.8
Es sei A -5 B ein topologischer Funktor. Dann gilt:

(i) A ist genau dann (ko-)vollstindig, wenn B (ko-)vollstindig ist.
(ii) G wvertauscht mit beliebigen (Ko-)Limiten.
(iii) Fir jedes Diagramm (A;, fi;) in A und jeden Limes (L " F(A;)) in B gibt es genau
einen Limes (L' -, A;) in A, so dass F(L') = F(L) und F(x}) = F(m;) fiir alle i.
Beweis.
(i) (AHS06, Theorem 21.16) (1)
(ii) (AHSO06l, Proposition 21.15)

(iii) Dies gilt ebenfalls nach (AHS06, Proposition 21.15) und (AHS06), Definition 13.17).

2.3 Partiell geordnete Mengen und Verbénde

Im Zusammenhang mit der Untersuchung von Ringen bzw. Monoiden auf die Noether-Eigenschaft
in allgemeinen monoidalen Kategorien (siehe Kapitel @ treten partiell geordnete Mengen auf.
Fiir die dazu notwendige Filtrierungstheorie ist auflerdem das Konzept der Verbénde sehr niitz-
lich. Daher sollen hier kurz die wichtigsten Aussagen dieser Theorien zusammengestellt werden.
Da jede partiell geordnete Menge als Kategorie aufgefasst werden kann, liefert die Kategorien-
theorie Sdtze, die auch fiir die Theorie partiell geordneter Mengen hilfreich sind.

Definition 2.9 (i) Es sei Pos die Kategorie der halbgeordneten Mengen mit den ordnungser-
haltenden Abbildungen als Morphismen.
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(ii) Fir eine Halbordnung ,<“ auf einer Menge P heiffe ,>“ duale Halbordnung auf P.
Es bezeichne (P,<)°? = (P,>) die duale halbgeordnete Menge einer halbgeordneten
Menge (P,<). (vgl. (Bir48, 1.3))

(iii) Fiir zwei halbgeordnete Mengen X,Y wversehe Homp,s(X,Y') mit der Halbordnung

f<g = f(z)<g(x) firallezelX.

Definition 2.10
FEs sei P eine halbgeordnete Menge, M C P eine Teilmenge.
(i) Ein Element s € P heifst Supremum von M, wenn
a) m < s fir alle m € M und
b) s <z fir alle x € P mit m < x fir allem € M.

Falls existent, ist s wegen b) eindeutig. Schreibe dann \/ m = \/M =s.
meM

(ii) Dual dazu heifit ein Element i € P Infimum von M, wenn
a) i <m fir alle m € M und
b) x <m fir alle x € P mit x < m fiir alle m € M.

Wieder ist i eindeutig, falls existent. Schreibe dann /\ m = /\M =1q.
meM

(iii) Fir ein Element a € P sei P<, die Teilmenge aller x € P mit x < a. Fir eine Teilmenge
S C P sei analog P<g die Teilmenge aller x € P mit x < s fiir alle s € S.

Analog seien Pq, P>q und Ps, und entsprechendes fiir S definiert.

(iv) Eine halbgeordnete Menge P heifie absteigend filtriert, wenn fiir zwei Elemente x,y € P
ein i € P existiert mit i < x und i < y. Dual dazu heifle P aufsteigend filtriert, wenn
P°P absteigend filtriert ist.

(vgl. (Bir48, 1.1 Definition))

Definition 2.11
Anhand der von Supremum und Infimum induzierten Operationen auf einer partiell geordneten
Menge konnen folgende Teilkategorien von Pos definiert werden:

(i) a) Es bezeichne Posy C Pos die Teilkategorie der halbgeordneten Mengen, die Suprema
endlicher Teilmengen besitzen, und dessen Homomorphismen die ordnungserhalten-
den Abbildungen sind, die mit Suprema dieser Teilmengen vertauschen.

b) Analog sei Posy C Pos die Teilkategorie der halbgeordneten Mengen, die beliebige
Suprema besitzen, und deren Homomorphismen die ordnungserhaltenden Abbildungen
sind, die mit allen Suprema vertauschen.

c) Ebenso seien tiber den Begriff des Infimums auch die Kategorien Posx und Posy und
alle maéglichen Teilkategorien mit Indexkombinationen wie z.B. Posy a definiert.
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(ii) a) Ein Objekt der Kategorie Posy n wird auch (beschréinkterﬂ Verband genannt.
b) Bei Objekten aus Posy bzw. Posa spricht man von Halbverbdnden.

¢) Die Objekte der Kategorien Posy p, Posy n bzw. Posy n heiffen auch vollstindige
Verbdnde.

Wie unten in Bemerkung[2.13 gezeigt, stimmen alle diese Objekte iiberein. Der kate-
gorielle Unterschied besteht daher nur in den Morphismen.

(vgl. (Bir48, 1.1 Definition))
(iii) Ein Verband V € Posy s heifit distributiv, wenn fir alle v,w,z € V die beiden Distribu-
tivgesetze gelten:
o (WWw)ANz=(vAz)V(wAx) und
o (WAw)Vz=(wVz)A(wVrx)
Es bezeichne Posy n.p C Posy a die volle Teilkategorie der distributiven Verbdnde.

(vgl. (Bir48, IX.1 Definition))

(iv) Ein vollstindiger Verband V' € Posy a heifst distributiv, wenn auch das unendliche Distri-
butivgesetz fiir beliebige Teilmengen S CV und v € V gilt:

v/\(\/N) = \/(v/\w)

weN

Dementsprechend bezeichne Posy ap C Posy a die volle Teilkategorie der distributiven
vollstindigen Verbinde. Analog seien auch Posy a p und Posy ap definiert.

(v) Eine Teilmenge T C V eines Verbands V' zusammen mit den Einschrinkungen der Supremum-
/Infimum-Operationen heifit (vollstindiger) Teilverband von 'V, wenn T ein (vollstindi-
ger) Verband ist, d.h. die Inklusion ist ein Homomorphismus in der jeweiligen Kategorie.

Proposition 2.12 (i) Fir eine Familie halbgeordneter Mengen (P;, <);cs bildet das kartesi-
sche Produkt [],.; P; versehen mit der Halbordnung

(i) < (yi) <= a;<y; firaleiel

zusammen mit den kanonischen Projektionen Hie[ P; =, P; ein Produkt in Pos.
Weiterhin gelten folgende Figenschaften:
a) Falls P; € Posy fir allei € I, dann gilt fir alle (x;), (y;) € [1;c; Pi-

(z:) V (yi) = (zi V yi)

Insbesondere ist [[,c; P; € Posy.

"Manche Autoren fordern fiir Verbéinde nur die Existenz des Supremums/Infimums zweier Elemente, was dquiva-
lent dazu ist, dass Suprema/Infima endlicher nicht-leerer Teilmengen existieren. Das Infimum/Supremum der
leeren Menge ist nach Definition das globale Supremum/Infimum. Verbénde, die auch das Supremum/Infimum
der leeren Menge besitzen, werden daher auch beschrinkte Verbinde genannt.
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b) Falls P; € Posy fir allei € I, dann gilt fir alle S C [[;c; P;

\/ S = (\/ m(S))ieI :

Insbesondere ist [[;c; P; € Posy.

¢) Dual dazu erhilt man analoge Aussagen (endliche) fiir Infima.
(ii) Fir alle P € Pos erhdlt man eine Adjunktion
¢ : Homp,s(X x P,Y) = Homp,s (X, Hompes(P,Y)), f+— [x+—— f(z,—)].
Insbesondere ist Pos kartesisch abgeschlossen.

Beweis.

(i) Die universelle Eigenschaft wird unmittelbar von Set geerbt. Nach Konstruktion sind die
Projektionen und die vom Produkt in Set induzierte Produktabbildung ordnungserhaltend.

Die Eigenschaften (a) - (c) folgen direkt aus der Definition der Produkthalbordnung.
(ii) Dies folgt ebenfalls aus der analogen bekannten Adjunktion (vgl. (Mac72, IV.6))
¥ : Homge (X x P,Y) — Homget (X, Homset (P,Y)), f+— [x+— f(x, )],

denn f ist genau dann ordnungserhaltend, wenn ¥ (f)(x) ordnungserhaltend ist fiir alle
x € X und ¥(f) ordnungserhaltend ist:

=" Ist f ordnungserhaltend, dann gilt fiir alle z € X und alle p,p’ € P

p<p = (v,p)<(xp) = [flz,p) < flz,p)
nach Definition der Produkt-Halbordnung, so dass f(z,—) fiir alle x € X ordnungs-
erhaltend ist. Fiir alle 2,2’ € X und p € P gilt aulerdem
r<a = (x,p)<(2,p) fiirallepe P = f(x,p) < f(a',p) fiirallepe P,
so dass per Definition auch f(z,—) < f(2/, —) und damit auch ¢(f) ordnungserhal-
tend ist.
»<=%“ Umgekehrt gilt fiir alle z, 2’ € X und p,p’ € P die Implikation

(z,p) < (@,p) = z<2udp<p = [f(z,p) < flz,p) < f@,p),

da ¥(f)(z) = f(x,—) und ¥(f) ordnungserhaltend sind.

Bemerkung 2.13

Es sei X eine Infimum-vollstindige partiell geordnete Menge.
Fiir alle S C X ist dann \/ S = \ X>g ein Supremum von S.
Insbesondere ist X ein vollstindiger Verband.

Beweis. Es sei s € S. Dann ist s < x fiir alle z € X>g per Definition. Folglich ist s < A X>g,
so dass /A X>g eine obere Schranke von S ist. Fiir jede weitere Schranke t € X ist ¢t € X>g per

Definition von X>g und damit A X>g < t. Insgesamt ist also /A X>g ein Supremum von S.
O
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2.3. Partiell geordnete Mengen und Verbdnde

Bemerkung 2.14
Es seien X,Y zwei partiell geordnete Mengen und f € Homp,s(X,Y).

(i) Falls X,Y € Posy, dann gilt \/ f(S) < f(\/S) fir alle S C X.
(ii) Falls X,Y € Posp, dann gilt f(NS) < A\ f(S) fir alle S C X.
Beweis.

(i) Wegen s < \/ S fiir alle s € S und da f ordnungserhaltend ist, gilt auch f(s) < f(\/S) fiir
alle s € S und damit \/ f(5) < f(\/ 5).

(ii) Dies folgt aus (i) mit X°P und Y°P.

Bemerkung 2.15

Jede partiell geordnete Menge (P,<) kann als Kategorie aufgefasst werden, wobei Elemente
von P die Objekte und ,<“ die Morphismen sind. Mit dieser Interpretation gelten folgende
Eigenschaften:

(i) Es gibt mazimal einen Homomorphismus zwischen zwei Objekten.
(ii) Isomorphe Objekte sind gleich (dies folgt aus der Antisymmetrie).

(iii) Ein Infimum einer Teilmenge von P ist per Definition ein Produkt in P aufgefasst als
Kategorie.
Analog entsprechen Suprema Koprodukten.

(iv) Da jedes Diagramm in P kommutiert, bildet das Infimum aller Diagrammobjekte gleich-

zeitig einen Limes des Diagramms.

Insbesondere ist jeder Limes ein Produkt und analog jeder Kolimes ein Koprodukt.

(v) Ordnungserhaltende Abbildungen zwischen partiell geordneten Mengen sind Funktoren.

Vertauschen diese mit Infima/Suprema, so vertauschen die induzierten Funktoren wegen
(iv) mit Limiten/Kolimiten.
2.3.1 Galois-Verbindungen

Galois-Verbindungen sind Adjunktionen ordnungserhaltender Abbildungen zwischen partiell ge-
ordneten Mengen aufgefasst als Kategorien. In der Filtrierungstheorie aus Kapitel [9] spielen
Adjungierte von Homomorphismen partiell geordneter Monoide in der Darstellung von endlich
erzeugten Filtrierungen eine wichtige Rolle.

Definition 2.16
Es seien X,Y € Pos und X wvollstindig. Fir f € Homp,s(X,Y) definiere

(i) Yy — X, y»—>\/f71(YSy)
(ii) fi: Y — X, yr— ASFT(Yzy)

11



Kapitel 2. Kategorielle Grundbegriffe

Bemerkung 2.17
Es seien X,Y € Pos und X wvollstindig. Fir f € Homp,s(X,Y) gilt:

(i) f* ist ordnungserhaltend.
(ii) Fir alle x € X gilt x < f* o f(x).
(iii) Folgende Abbildung ist ordnungsumkehrend:

F : Hompos(X,Y) — Hompys (Y, X), fr— f*

Duale Aussagen erhdlt man fir fi.
Beweis.

(i) Zundchstist Y<, C Y<,, fiiralley,y’ € N mit y < y'. Dies impliziert f*(y) = \/ f~!(Y<,) <
V 1 (Y<y) = f*(y/), so dass f* ordnungserhaltend ist.

(ii) Fiir alle x € X ist f(z) € Y<y(,) und folglich z € ffl(YSf(x)) bzw.
2 <\ F ' (Yepw) = £ 0 f(2).

(iii) Es seien f,g € Homp,s(X,Y) mit ¢ < f. Fiir alle y € Y und = € X impliziert f(x) <y
schon g(z) < f(z) <y und damit f~1(Y<,) C g~ *(Y<,). Folglich ist

=V <) <\ ') =g ()

fir alle y € Y und damit F' ordnungsumkehrend.

Definition 2.18 ;
Es seien X,Y zwei partiell geordnete Mengen, X Y zwei ordnungserhaltende Abbildungen. f
g9

und g bilden eine Galoisverbindung, wenn fir alle x € X und alle y € Y folgende Aquivalenz
gilt:
f@)<y <= <4y

Interpretiert man X undY wie in Bemerkung[2.15 als Kategorien und f und g dementsprechend
als Funktoren, dann bedeutet dies nichts anderes, als dass f linksadjungiert zu g ist, weshalb f
auch als Linksadjungierter und g als Rechtsadjungierter bezeichnet wird.

Bemerkung 2.19
s
Es seien X, Y zwei partiell geordnete Mengen und X __Y zwei ordnungserhaltende Abbildungen,

g
die eine Galois-Verbindung bilden, wobei f der Links- und g der Rechtsadjungierte ist. Es gilt:

(i) f vertauscht mit Suprema und g mit Infima.

(ii) fogof=fundgofog=g.

Beweis.

12



2.4. Unterobjekte und Quotienten in Kategorien

(i) Nach (AHSO06, Proposition 18.19) oder (Mac72, V.5 Satz 1) vertauschen Rechtsadjungierte
mit Limiten, welche nach Bemerkung den Infima entsprechen. Dual dazu vertauschen
Linksadjungierte mit Suprema.

(ii) Fiir alle z € X ist f(x) < f(z) und folglich z < g o f(z) nach der Aquivalenzeigenschaft
einer Galoisverbindung. Da f ordnungserhaltend ist, folgt f(x) < fogo f(x). Umgekehrt
impliziert g o f(x) < g o f(z) nach der Galoiseigenschaft f o go f(z) < f(z) und damit
insgesamt f o go f = f. Analog zeigt man die andere Gleichung.

Proposition 2.20
Es seien X,Y € Pos und X wollstindig. Fir f € Homp,s(X,Y') sind dquivalent:

(i) f wertauscht mit Suprema.
(ii) f besitzt einen Rechtsadjungierten. f* ist dieser Rechtsadjungierte.

Dual dazu vertauscht f genau dann mit Infima, wenn f einen Linksadjungierten besitzt. Dieser
ist durch f. gegeben.

Beweis. Wegen Bemerkung braucht nur noch die Implikation (i) = (ii) gezeigt werden.
(i) Fiir alle x € X gilt < f* o f(z) nach Bemerkung (i).

(i) Firalley € Y gilt fo f*(y) =V f(f ' (Y<y) = V(F(X) N (Y<y)) <V Y<y =y, da f mit
Suprema vertauscht.

Esseilennunz € X und y € Y.
e f(x) <y impliziert x < f*o f(x) < f*(y) wegen (ii) und da f* ordnungserhaltend ist.
o x < f*(y) impliziert f(z) < fo f*(y) <y nach (i) und da f ordnungserhaltend ist.

Man beachte die Ahnlichkeit zum ,,Special Adjoint Functor Theorem* (AHS06, Theorem 18.17)

oder (Mac72l, V.8 Satz 2).
O

2.4 Unterobjekte und Quotienten in Kategorien

Fiir die Vergleiche noetherscher Monoide monoidaler Kategorien spielen die Unter- und Quoti-
entenobjekte eine wichtige Rolle. In diesem Abschnitt wird gezeigt wie die Unter- bzw. Quotien-
tenobjekte eines Objekts Funktoren in die Kategorie der partiell geordneten Mengen definieren.
Auf diese Weise induziert jeder Morphismus zwischen zwei Objekten eine Vergleichsabbildung
zwischen ihren Unterobjekten bzw. Quotienten. In Abschnitt wird jeweils eine weitere
Variante des Unterobjekt- und Quotienten-Funktors vorgestellt und eine Vergleichsabbildung
zwischen den Unterobjekten und Quotienten vorgestellt. Beispiel zeigt schliefllich wie diese
insgesamt vier Funktoren fiir die Kategorie der Mengen beschrieben werden kénnen und zusam-
menhé&ngen.

Bei der Betrachtung von Unterobjekten und Quotienten von Objekten einer beliebigen Kate-
gorie treten Klassen von Homomorphismen auf, die im Allgemeinen keine Menge mehr bilden.
Um diese Klassen, und allgemeiner noch Konglomerate, zu handhaben, werden die Axiome von

13
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(AHSO06, 0.2) verwendet. Diese implizieren, dass man fiir Konglomerate &hnlich wie fiir Mengen
ebenfalls einen Abbildungsbegriff und dhnliche Konstruktionen wie Teilkongonglomerate, karte-
sische Produkte, usw. hat. Auflerdem lassen die Axiome von (AHS06, 0.2) unter anderem das
Auswahlaxiom fiir Konglomerate zu, das das Auswahlaxiom fiir Klassen und fiir Mengen impli-
ziert. In diesem Abschnitt treten immer wieder Situationen auf, in denen sich das Auswahlaxiom
fiir Konglomerate als Beweismittel als niitzlich erweist. In fast alles Fillen kann dieses jedoch
vermieden werden, wenn es kanonische Reprisentanten einer Klasse von (Faser-)Produkten, Un-
terobjekten, usw. gibt. Daher wird fiir die Beweise der einzelnen Satze zwar das Auswahlaxiom
verwendet, gleichzeitig wird jedoch jedes Mal darauf verwiesen, dass diese auch dann funktionie-
ren, wenn die betreffende Kategorie jeweils ,, kanonische Objekte* einer bestimmten Klasse als
Reprisentanten dieser besitzt. Da die Existenz von (Faser-)Produkten, Differenzkernen, usw. in
einer Kategorie hdufig durch eine explizite Konstruktion nachgewiesen werden, hat man in den
meisten interessanten Kategorien, d.h. insbesondere fiir die, die im Verlauf der Arbeit fiir diese
Theorie in Betracht kommen, diese ,,kanononischen Reprisentanten“ und es kann daher auch
auf das Auswahlaxiom fiir Konglomerate verzichtet werden.

Bemerkung 2.21
FEs sei D eine Kategorie und X € D ein Objekt. Weiterhin sei Mx die Klasse aller Monomor-

phismen U, X

o Fiir zwei Monomorphismen m,n € Mx seim < n, falls es einen Morphismus Uy, R U,
gibt, so dass no f =m ist.

o Fiirm,n e Mx seim ~n, falls m <n und n < m ist.

(i) Die Relation ,<* ist reflexiv und transitiv auf M, im Allgemeinen jedoch nicht antisym-
metrisch.

(ii) Die Relation ,~“ ist eine Aquivalenzrelation.

Bildet man den Quotienten Mx/ ~ so erhdlt man nach Konstruktion ein partiell geordnetes
Konglomerat.

Dual dazu trigt auch die Klasse Ex aller Epimorphismen X - Q. eine Priordnung, die
eine Aquivalenzrelation ,~“ induziert. Man kann Ex als Mx des entsprechenden Objekts X in
der dualen Kategorie D°P.

Beweis. (AHS06, Remark 7.80). Beachte, dass unter den Axiomen von (AHSO06, 2.1 - 2.3)
Relationen auch auf Klassen und Konglomeraten gebildet werden konnen. Der Quotient von
M x modulo ~ sei dann das Konglomerat aller Aquivalenzklassen und kann nach (AHS06, 2.3

(2)) gebildet werden.
O

Definition 2.22
Es sei D eine Kategorie und X € D ein Objekt.

(i) Es sei Up(X) = Mx/ ~ das Konglomerat aller Unterobjekte von X (vgl. (AHS06,
Definition 7.77) oder (Mac72, V.7)).

(ii) Es sei Qp(X) = Ex/ ~ das Konglomerat aller Quotienten von X (vgl. (AHS06, Defini-
tion 7.84)).
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(iii) Die Kategorie D heifit wellpowered bzw. co-wellpowered, wenn Up(X) bzw. Qp(X) fir
alle X € D bijektiv einer Menge entsprechen (vgl. (AHS06, Definition 7.82) bzw. (AHS06,
Definition 7.87)).

Falls aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, dass es sich um ein Objekt der Kategorie D handelt,
wird der Index D an U bzw. Q auch weggelassen.

Bemerkung 2.23
Es sei D eine Kategorie, die wellpowered ist, und X € D ein Objekt.

(i) Ist D endlich vollstindig, dann ist U(X) € Posn.
(ii) Ist D wollstindig, dann ist U(X) € Posy.
Duale Aussagen gelten fiir (endlich) kovollstindige D und Q.

Beweis. Es sei T C U(X). Wihle fiir jede Aquivalenzklasse [m] € T einen Reprisentanten
m € Mx. Es sei T' die Menge all dieser Reprisentanten. 7" induziert ein Diagramm D =
(Up = X)merr- Ist D (endlich) vollstéindig (und T = T” endlich), dann besitzt D einen Limes

in D. Es seien lim D =5 X und lim D = U,, die kanonische Limesprojektion.

e Fiir A € D und alle Morphismen f, g € Homp(A,lim D) mit nxof = wxog gilt mom,of =
Txof =Txo0g = mom,og wegen Tx = m o T, fir alle m € T’. Dies impliziert
Tm o f = Tmog, da jedes m € T” monomorph ist. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage des
Limes folgt dann f = g, so dass mx monomorph ist.

e Es sei U, —— X mit n < m fiir alle m € T'. Dann gibt es fiir alle m € T’ ein g,, mit
n = M o gy, so dass es nach der universellen Eigenschaft des Limes auch ein A gibt mit
Tx =mnoh.

Damit ist 7y € Mx und [rx] € U(X) ein Infimum von 7.

Proposition 2.24
Es sei D eine Kategorie, die beliebige Faserprodukte besitzt und wellpowered ist.
Dann erhdlt man einen kontravarianten Funktor

U':D— Pos, X+— U(X),

wobei die Abbildung auf den Morphismen wie folgt gegeben ist:

Es seien X, Y € D und f € Homp(X,Y). Fir alle Monomorphismen U,, Y bezeichne

XxyUpn fﬁ) X den nach (AHS06, Proposition 11.18) monomorphen Faserprodukt-Morphismus

eines Faserproduktdiagramms:
X Xy Um —_— Um

ol
f

X Y

Fiir U’ gelten folgende Eigenschaften:

(i) Falls eine Teilmenge T C U(Y) ein Infimum NT € U(Y) besitzt, dann ist U(f)(A\T) ein
Infimum von U(f)(T'), d.h. U(f) respektiert alle Infima.
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(ii) Wegen Bemerkung|[2.23 und (i) gilt
a) D Y, Posn, falls D endlich vollstindig ist.

b) DY Posn, falls D vollstindig ist.

o Achtung: Wenn es keine kanonische Konstruktion eines Faserprodukts gibt, dann wird fiir
die Auswahl eines f+(m) das Auswahlaziom fiir Klassen bendtigt. Auferdem wird das
Auswahlaxiom fiir Konglomerate verwendet, um zu zeigen, dass die von f induzierte Ab-
bildung Infima respektiert. Dies ldsst sich ebenfalls umgehen, wenn es fiir jedes Unterobjekt
(aufgefasst als Aquivalenzklasse) einen kanonischen Reprisentanten gibt.

e Nach dem Dualitdtsprinzip erhdlt man fir Kategorien D mit beliebigen Kofaserprodukten,

die co-wellpowered sind, einen (kovarianten) Funktor D <, Pos.

Beweis. Es seien U, Y baw. U, LY zwei Monomorphismen in D mit m < n, d.h. es
gibt ein U, 2, U, mit no g = m. Betrachte folgendes Diagramm:

AXBUmHUm

an \
(AN

)| AxpgUy —=U, |m

\ e ; | /

A B

Das &duflere Rechteck so wie das untere Quadrat sind Faserproduktdiagramme und der rech-
te Seitenteil kommutiert nach Voraussetzung. Folglich gibt es nach der Faserprodukteigen-
schaft des Quadrats ein eindeutiges ¢’, so dass das gesamte Diagramm kommutiert. Damit ist
f*(n) og" = f*(m) und folglich f*(m) < f*(n). Die Zuordnung m —— f*(m) induziert eine
ordnungserhaltende Abbildung My — M x und damit nach Definition von U(X) bzw. U(Y)

eine ordnungserhaltende Abbildung U(Y) v U(X).

e Danachfolgendes Diagramm fiir alle m € M x ein Faserproduktdiagramm ist, ist U'(idx ) =
idy(x) fiir alle X € D.

idur,
Up ——=Upn

o

X—X
e Fir X,Y,Z € D und U, iy beterm:
X %7 Un—2=Y %7 Up —= Uy,
(HOf)*(m)l if*(m) im
X d Y ——7

Das duflere Rechteck und das rechte Quadrat sind Faserproduktdiagramme und kommu-
tieren. Nach der Faserprodukteigenschaft des Quadrats existiert dann ein f’, so dass das
gesamte Diagramm kommutiert. Insbesondere ist das linke Quadrat dann ebenfalls ein
Faserproduktdiagramm, so dass f*(¢g*(m)) = (go f)*(m) gew#hlt werden kann. Insgesamt
ist also U'(go f) =U'(f) o U'(g) und damit U’ ein Funktor.
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(i) Es seien X,Y € D und f € Homp(X,Y). Fiir eine Teilmenge T' C U(Y), die in U(Y)
ein Infimum A T besitzt, wihle eine Teilmenge 7" C My von Reprisentanten und einen
Repriisentanten 7y der Aquivalenzklasse )\ T. Da AT eine untere Schranke von T ist,
gibt es fiir alle m € T” ein m, mit my = m o m,,. Nach der universellen Eigenschaft fiir
Infima bildet Uy, zusammen mit 7y und den 7, einen Limes des von 7" induzierten Dia-

gramms (Up, X Jmer- Schreibe daher imT” = Uy,.. Fiir m € T” betrachte folgendes

Diagramm:
fr(my)
(imT") xy m X
l m*(f)i lf
lim 7€ o Un© = Y
\d/
Ty

Zunéichst kommutiert das rechte Quadrat und das duflere Rechteck, da sie Faserprodukt-
diagramme sind. Nach der universellen Eigenschaft des Faserprodukts existiert dann ein
eindeutiges p,, wie eingezeichnet, das das gesamte Diagramm kommutieren ldsst. Nun sei
A € D und a € Homp(A, X) sowie a,, € Homp(A, Up, xy X) der Art, dass a = f*(m)oan,
ist, fiir alle m € T". Betrachte das Diagramm:

~
e > am

(im T") xy X

\
\ Pm *(m
SN l m*(f)i lf

Aufgrund der Kommutativitit des rechten Diagramms fiir alle m € T’ gilt foa =
mo (m*(f)oa,) fiir alle m € T', so dass nach der universellen Eigenschaft des Limes wie

eingezeichnet genau ein A b Hm T existiert mit my ob = foaund my,o0b=m*(f)oan,
fiir alle m € T’. Nach der universellen Eigenschaft des Faserprodukts existiert dann genau

ein A = lim 7" xy X, so dass das gesamte Diagramm kommutiert. Damit ist lim 7" xy X

ein Limes von (Up, xy X % X),.cqr und folglich U'(f)(AT) = U'(F)([ry]) = [F*(rv)]

ein Infimum von U'(f)(T).

2.4.1 Unterobjekte und Quotienten (Epi,Mono)-strukturierter Kategorien

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es unter bestimmten Bedingungen, d.h. im Fall einer
(Epi,Mono)-strukturierten Kategorie jeweils eine zweite Form des Unterobjekt- und Quotienten-
Funktors gibt. Proposition [2.28| stellt dariiber hinaus eine Verbindung zwischen den Unterob-
jekten und Quotienten her.
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Definition 2.25
Es sei D eine Kategorie und E und M Klassen von Morphismen in D. Die Kategorie D heifit
(E, M)-strukturiert, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(i) E und M sind abgeschlossen unter Verkettung mit Isomorphismen aus D.
(ii) Fir alle Morphismen f in D gibt es ein e € E und ein m € M, so dass f = mo e ist.

(iii) Alle kommutativen Quadrate in D, mite € E und m € M wie unten abgebildet, lassen sich
unter Bewahrung der Kommutativitdt mit einem eindeutigen, diagonalen D-Morphismus
d erginzen.
A——B
s/
; a!li P lg
%
C——>D

m

(vgl. (AHS06, Definition 14.1))

Proposition 2.26
Es sei D eine Kategorie, die (Epi,Mono)-strukturiert ist.
Weiterhin seien X,Y € D und f € Homp(X,Y).

(i) Firn € Mx gibt es eine Faktorisierung f on = Myoy 0 €fon, mit epimorphem e fon und
monomorphem my.,. Dies definiert eine ordnungserhaltende Abbildung

Uf):UX) — UY), [n]— [msal].

Insbesondere erhdlt man einen Funktor D —- Pos, falls D wellpowered ist.

(ii) Fir d € Ey gibt es eine Faktorisierung d o f = mgof 0 €4or mit epimorphem eqof und
monomorphem mqoy. Dies definiert eine ordnungserhaltende Abbildung

Q) : QYY) — Q(X),  [d — [edor]-
Insbesondere erhdlt man einen (kontravarianten) Funktor D <, Pos, falls D co-wellpowered
1st.

Achtung: Wenn es keine kanonische (Epi,Mono)-Faktorisierung eines Morphismus gibt, dann
wird das Auswahlaziom fiir Klassen bendtigt.

Beweis. Es seien m,n € Mx mit m < n, d.h. es gibt einen Morphismus U,, <, U, mit
n o g = m. Betrachte folgendes Diagramm:

Up —2—>U, =X

6fomi efoni lf
3d Mfon

Ufom— - > Ufon —Y

mfom

18



2.4. Unterobjekte und Quotienten in Kategorien

Nach Definition der Faktorisierungen kommutieren das duflere und das rechte Quadrat. Ebenso

kommutiert der obere Teil. Nach der Diagonaleigenschaft der Faktorisierungen existiert dann der

Morphismus d, der das gesamte Diagramm kommutieren ldsst. Insbesondere ist m o, < mjop.
Damit erhélt man eine ordnungserhaltende Abbildung von Konglomeraten

My — My, mr+—— mypom,
U(f)
—

die nach Definition der Relationen ,,~“ eine ordnungserhaltende Abbildung U(X)
induziert.

u(y)

e Fiir alle X € D und m € My ist U(idx)([m]) = [Midyx om] = [mm] = [m] und folglich
Uidx) = idy(x)-

e Es seien X AN y -4z Morphismen in D und m € M x. Betrachte folgendes Diagramm:

Un, = X
/ J/efom lf
/ Mfom
egofom | Ufom Y
|
\ | 3d lg
v Mgofom
Ugofom 7

Das duflere und obere Quadrat kommutieren nach Definition der Faktorisierungen. Wieder
existiert ein d nach der Diagonaleigenschaft, so dass das gesamte Diagramm kommutiert.
Da eyofom epimorph ist, ist auch d epimorph und folglich g o Mfom = Mgofom © d ei-
ne (Epi,Mono)-Faktorisierung. Damit gilt U(g o f)([m]) = U(g)(U(f)([m])) und folglich
U(go f)=U(g)oU(f), so dass U ein Funktor ist.

Analog zeigt man auch die Aussage fiir Q.

Korollar 2.27
Es seien D eine (Epi,Mono)-strukturierte Kategorie und X N Y ein D-Morphismus.

U(f)
—

(i) Falls f monomorph ist, dann ist U(X) U(Y) injektiv.

(ii) Falls f epimorph ist, dann ist Q(Y") o) Q(X) injektiv.

Beweis.

(i) Die von f induzierte Abbildung U (X) "y (Y) ordnet jeder Klasse [m] die Klasse [f om]

zu, denn f o m ist als Verkettung zweier Monomorphismen selbst monomorph, so dass
fom = (f om) oidy,, eine (Epi,Mono)-Faktorisierung ist. Fiir zwei Monomorphismen
m,n € Mx mit fom < fon gibt es ein g mit f om = fonog. Da f monomorph ist,
folgt m = n o g und damit m < n. Damit impliziert [f o m] = [f o n] schon [m] = [n], so
dass U(f) injektiv ist.

(ii) Diese Aussage ist dual zu (i).
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Proposition 2.28
Es sei D eine Kategorie, die (Epi,Mono)-strukturiert, wellpowered und co-wellpowered ist. Wei-

terhin existiere ein terminales Objekt T € D der Art, dass jeder Morphismus X 7 epimorph
15t.
Fiir alle X € D und m € Mx existiere ein Kofaserprodukt

UmCL> X

tn i lm

THTHUm X7

wobei ty,, der nach der universellen Eigenschaft eines terminalen Objekts eindeutige Epimor-
phismus ist. Nach der dualen Aussage von (AHS06, Proposition 11.18) ist dann m' epimorph.
Die Zuordnung m — m' induziert eine Abbildung U’ (X) 2X, Q(X), welche im Allgemeinen
jedoch nicht natirlich in X ist.
Achtung: Wiederum wird das Auswahlaziom fiir Klassen bendtigt, falls es fiir obige Situationen
kein kanonisches Kofaserprodukt in D gibt.

Beweis. Esseien X € Dund m € Mx. Nach der dualen Aussage von (AHS06, Proposition 11.18)
ist m’ epimorph, da nach Voraussetzung ty,, epimorph ist. Damit erhilt man eine Abbildung
Mx — Ex. Es seien m,n € Mx mit m < n, d.h. es gibt ein g, so dass m = no g ist. Betrachte
folgendes Diagramm:

Das rechte Quadrat kommutiert, da es ein Kofaserproduktdiagramm ist. Das linke Dreieck kom-
mutiert nach der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft eines terminalen Objekts.
Die dufleren Wege kommutieren, da diese ebenfalls ein Kofaserproduktdiagramm bilden. Da-
mit kommutiert das gesamte Diagramm. Nach der universellen Eigenschaft des Kofaserprodukts
existiert dann ein ¢/, wie eingezeichnet, so dass die Kommutativitit erhalten bleibt. Damit gilt
insbesondere m’ = g on/ bzw. m’ < n’ nach Definition der Priordnung auf £x. Damit ist
die Abbildung M x — Ex ordnungserhaltend und definiert die ordnungserhaltende Abbildung
U'(X) 25 Q(X).

O

Beispiel 2.29
Die Kategorie Set ist vollstindig und kovollstindig (vgl. (AHS06, Example 12.6)) und auflerdem

(Epi,Mono)-strukturiert (siehe (AHS00, Beispiel 14.2 (4))). Fiir jede Abbildung X LY bildet

f
X —» X/f"YAy) £ f(X) = Y eine (Epi,Mono)-Faktorisierung von f, wobei die Diagonale
Ay C Y XY als triviale Aquivalenzrelation aufY aufgefasst wird und f~'(Ay) dementsprechend
als Aquivalenzrelation auf X.
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(i)

(iii)

(iv)

Fiir alle Mengen X € Set wird jede Aquivalenzklasse [m] € Use(X) wvon der Inklusion
einer Teilmenge T C X erzeugt, so dass Use(X) als die Potenzmenge von X mit der
Inklusion als Halbordnung aufgefasst werden kann. Insbesondere ist Set wellpowered.

Fiir eine Abbildung X 7, Y st mit dieser Interpretation von Uget:
e U()NT)=f(T)CY firaleT cC X.
o U'(f)T) = f~NT) fiir alle T C Y.

Fiir alle Mengen X € Set wird jede Aquivalenzklasse [e] € Qset(X) wvon einer Projekti-
on X —» X/R erzeugt, wobei R eine Aquivalenzrelation auf X ist. Man kann Qset(X)
daher mit der Klasse aller Aquivalenzrelationen auf X identifizieren. Da jede Aquivalenz-
relation auf X wiederum als Teilmengen von X x X aufgefasst werden kann, entspricht
Qset(X) bijektiv einer Teilmenge der Potenzmenge von X x X. Die auf Qser(X) definierte
Halbordnung stimmt per Konstruktion mit der von der Potenzmenge geerbten Inklusions-
halbordnung tiberein. Insbesondere ist Set co-wellpowered.

Fiir eine Abbildung X N Y st mit dieser Interpretation von Qset:
e Q()(R) = (f x /)~YR), fiir alle Aquivalenzrelationen R CY XY aufY .

o Q'(f)(R) ist die von (f x f)(R) erzeugte Aquivalenzrelation aufY, fir alle Aquiva-
lenzrelationen R C X x X auf X.

Fiir alle Mengen X € Set tbersetzt sich die Abbildung aus Proposition und deren
duale Aussage zu folgenden Abbildungen:

e Fir alle Teilmengen T C X ist ox(T) die Aquivalenzrelation auf X, die T zu einem
Punkt kollabiert.

e Fiir alle Relationen R C X x X auf X ist ox(R) = ().

Die erste Abbildung px wverhdlt sich sehr gut, um U und Q zu verlgeichen, denn sie bildet
eine injektive Einbettung partiell geordneter Mengen. Die Abbildung der dualen Aussage
dagegen ist konstant und tibertrdgt keinerlei Informationen der einen Menge auf die andere.

Verwendet man die Kategorie der punktierten Mengen mit den Abbildungen, die die aus-
gezeichneten Punkte aufeinander abbilden, als Morphismen, dann erhdilt man fir (i) und
(i) die gleiche Beschreibung der Funktoren U, U', Q und Q', aber fiir die duale Abbildung
©ox eine bessere Vergleichsabbildung. In diesem Fall wiirde eine Aquivalenzrelation R auf
einer punktierten Menge (X, o) abgebildet auf die Teilmenge [zo]lr C X.

Noch bessere FEigenschaften haben die Abbildungen ¢x aus Proposition und deren
dualer Aussage im Fall von abelschen Kategorien. Im ndchsten Abschnitt wird gezeigt,
dass diese im Fuall einer abelschen Kategorie zu einander inverse Isomorphismen partiell
geordneter Mengen bilden.

2.4.2 Unterobjekte und Quotienten in abelschen Kategorien

Dieses Kapitel zeigt, dass die partiell geordnete Menge der Unter- und Quotientenobjekte eines
Objekts in einer abelschen Kategorie iibereinstimmt. Da dies in allgemeinen Kategorien nicht
der Fall ist, zeigt Kapitel [9] dass es zwei zueinander duale Begriffe von ,noethersch* gibt, die
im Falle der abelschen Kategorie von Moduln iiber einem Ring iibereinstimmen und daher nicht

unterschieden werden miissen.
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Definition 2.30
Es sei D eine Kategorie und N € D ein Objekt, das sowohl initial als auch terminal ist. Fin
solches Objekt N heifst Nullobjekt.

(i) Fir alle X,Y € D gibt es einen kanonischen Morphismus X N Y, wobei tx und
iy eindeutig existieren nach der universellen Eigenschaft terminaler bzw. initialer Objekte.
Dieser Morphismus 0 =iy otx € Homp(X,Y') heiffe Nullmorphismus.

(ii) Es seien X,Y € D und f € Homp(X,Y).
r f
a) Ein Differenzkern K& X —<XY heifit Kern von f.
0

X X f coker f .
b) Ein Differenzkokern X ? Y —== (C heifst Kokern von f.

(vgl. (Mac72, VIII.1))

Bemerkung 2.31
FEs sei D eine Kategorie mit einem Nullobjekt N € D.
Dann gelten folgende Eigenschaften:

(i) Jeder Morphismus nach N ist epimorph.

(ii) Falls jeder Morphismus einen Kern und einen Kokern besitzt und falls jeder Monomor-
phismus ein Kern in D ist, dann ist D (Epi,Mono)-strukturiert.

Beweis.

(i) Es sei X € D und X L, N. Da N initial ist, gibt es einen eindeutigen Morphismus

N -% X. Weiterhin ist idy der einzige Endomorphismus auf N, so dass f o g = idy sei
muss. Damit bestitzt f ein Rechtsinverses und ist insbesondere epimorph.

(ii) Es seien X,Y € D und f € Homp(X,Y). Dann existiert m = ker(coker f) und nach der
universellen Eigenschaft eines Differenzkerns, gibt es ein eindeutiges e, so dass folgendes

Diagramm kommutiert:

f coker f
X—Y—=C

| 0
Jlel
VA(coker )
K

Nach Lemma (Mac72, VIII.1 Lemma 1) ist e epimorph und es gilt die Diagonaleigenschaft,
da in D nach Voraussetzung jeder Monomorphismus ein Kern ist.

O

Proposition 2.32
Es sei D eine (Epi,Mono)-strukturierte Kategorie, die ein Nullobjekt N € D und fiir alle Mor-
phismen einen Kokern besitzt. Fir alle X € D und m € Mx bildet dann

UmC% X

tum i icoker m
7

N —>
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ein Kofaserproduktdiagramm, wobei ty,, und ic die nach der universellen FEigenschaft eines
Nullobjekts eindeutigen Morphismen sind und C der Zielbereich von coker m ist.
Folglich ist die Abbildung px fiir alle X € D aus Proposition [2.28 gegeben durch

ox :U'(X) — Q(X), [m]+— [coker m].

(i) Falls jeder Morphismus einen Kern besitzt, dann gilt:

a) Ist jeder Monomorphismus ein Kern in D, dann besitzt px ein Linksinverses und ist
insbesondere injektiv.

b) Ist jeder Epimorphismus ein Kokern in D, dann besitzt ¢x ein Rechtsinverses und
st insbesondere surjektiv.

(ii) px ist ein Isomorphismus, falls D eine abelsche Kategorie ist.

Beweis. Es sei Y € D sowie X 4, Y und N -5 Y zwei Morphismen mit fom = goty,,.
Dann ist fom = goty, =0 = f o0 nach Definition des Nullmorphismus. Insbesondere gibt es

nach der universellen Eigenschaft des Differenzkokerns einen eindeutigen Morphismus C N Y,
so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Um(L> X
tUm, i coker m

!
N

e}
=11
N
A\ Y
g

i

wobei die linke untere Seite nach der universellen Eigenschaft eines initialen Objekts kommutiert.
Damit erfiillt das Diagramm die gewiinschte Kofaserprodukteigenschaft.

(i) Da jeder Monomorphismus ein Kern und jeder Epimorphismus ein Kokern ist, folgt dies
unmittelbar aus der dualen Aussage des soeben Gezeigten unter Benutzung von Bemerkung
in Bezug auf die Galois-Verbindung

f<kerg <= cokerf <g,

fir alle X, Y € D und alle f € Homp(X,Y') aus (Mac72, VIIL.1 S. 211 oben). Beachte, dass
die dort definierte Priaordnung auf den Epimorphismen dual ist zu der hier definierten.

(ii) Alle erforderlichen Voraussetzungen sind Axiome einer abelschen Kategorie (Mac72, VIII.3).

O
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Kapitel 3
Monoide

In diesem Kapitel wird das Konzept der monoidalen Kategorien vorgestellt, welches sich wie
ein roter Faden durch die gesamte Diplomarbeit zieht. Dies liegt daran, dass nicht zuletzt die
Kategorie der Monoide und die der Ringe eine kanonische monoidale Struktur trégt, deren direkte
Verbindung der Monoidring darstellt. Viele Konzepte, die in der Kategorie der Ringe und Moduln
iiber einem Ring auftauchen, finden sich in einer abgewandelten Form auch in der Kategorie der
Monoide bzw. spéter in der Kategorie der (lokal) proendlichen, eigentlichen Monoide. Anstatt
alle Fille einzeln zu betrachten, kann man eben auch alle Fille zusammengefasst unter dem
Begriff der monoidalen Kategorie betrachten.

3.1 Monoidale Kategorien

Definition 3.1
Eine Kategorie D zusammen mit einem Bifunktor

—X—-—:DxD—D, (A B)— AXB,

einem Objekt E € D und drei natirlichen Isomorphismen

~

ea:(-K(-N-)) — (-N-)X-),
e \: (EX—) = idp und
e p: (—XE) idp
heifst monoidale Kategorie, wenn o, A und p folgende Kohdrenzeigenschaften besitzen:
(i) Fir alle A, B,C,D € D kommutiert das Diagramm:

XA,B,CRD QAR B,C,D
_— _—

AR (BR (CK D)) (AR B)R (C' R D) (ARB)RC)R D
id g gOCB’C’Dl aAyB’C&idDT

AR (BRC)X D) fapEeh (AR (BXC))K D

(ii) Fir alle A,C € D kommutiert das Diagramm:

QA E,C

AR (ERC) (AR E)R C
ARC
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(if}) \p = p5.
(vgl. (Mac72, VII.1))

Proposition 3.2
FEs sei D eine Kategorie mit endlichen Produkten.

Dann gibt es ein terminales Objekt T' € D (das leere Produkt) und kanonische Isomorphismen

«

(—x(=x—)) =% ((=x=)x =), (Tx—) 2 idp und (— xT) -2 idp, so dass (D, x, T, v, \, p)
eine monoidale Kategorie ist.

Achtung: Wenn es keine kanonische Konstruktion eines Produkts zweier Objekte in D gibt,

dann wird das Auswahlaziom fir Klassen bendtigt.

Beweis.

28

e Nach der universellen Eigenschaft von Produkten gibt es fiir alle A, A, B, B’ € D und alle

A A wnd B B ein eindeutiges f x g, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

A< AxB 2 >R

I

lidA 131fxg lidg
Al , \ ITI'B/

AA=—A'xB —pB

Die Eindeutigkeit impliziert dann, dass die Morphismenabbildung (f, f’) — f x f’ fol-
genden Funktor definiert:

—x—:DxD—1D, (AB)— AXB

Fiir drei Objekte A, B,C € D sind sowohl (A x B) x C mit den Projektionen w4 o max g,
mp o maxp und mo als auch A x (B x C) mit analogen Projektionen Produkte von A, B

und C in D. Nach der universellen Eigenschaft des Produkts gibt es dann eindeutige
aA,B,C Ba,B,c

Ax(BxC) =3 (AxB)xCund (AxB)xC — Ax(Bx(), die mit diesem Produkt-
Projektionen vertriglich sind. Folglich sind auch 84 pc o aapc und aapc o BaB,c
mit den Projektionen vertréglich, so dass die Eindeutigkeitsaussage des Produkts zeigt,
dass diese beiden Morphismen die Identitédt auf den jeweiligen Objekten sind. Folglich
sind ag,pc und B4 p,c Isomorphismen. Wieder nach der universellen Eigenschaft des
Produkts ist « natiirlich in A, B und C, so dass man den natiirlichen Isomorphismus

«

(— x (= x—=)) — ((— x =) x —) erhilt.
Der natiirliche Isomorphismus « erfiillt die Bedingung (i) aus Definition da alle Mor-
phismen des Diagramms nach Konstruktion von a mit den Projektionen vertraglich sind.

Mit der universellen Eigenschaft des vierfachen Produkts folgt dann wiederum die Eindeu-
tigkeit solcher Morphismen und insbesondere die Kommutativitit des Diagramms.

Fiir alle A € D gibt es nach der universellen Eigenschaft des terminalen Objekts ein-
deutigen Morphismus ¢t € Homp(A,T) und damit nach der universellen Eigenschaft des
Produkts von A und T einen eindeutigen Morphismus f, so dass folgendes Diagramm
kommutiert:



3.2. Monoide

Dies impliziert w4 o f = id4. Aufgrund der Eindeutigkeit des Morphismus in das terminale
Objekt, kommutiert auch folgendes Diagramm:

A<2AxT s

idAJ/ lfmm iidT

A<"2AxT s

Die Eindeutigkeitsaussage fiir Produkte impliziert dann f om4 = idsg X idp = idax7 und
folglich ist p4 := w4 ein Isomorphismus. Setzt man im Diagramm des ersten Punkts fiir
B = B'" = T und g = idr ein, so zeigt die Kommutativitit, dass p einen natiirlichen
Isomorphismus (— x T') L2, idp definiert. Auf die gleiche Weise liisst sich A konstruieren.

. . . : . o A=
Da es genau einen Morphismus in das terminale Objekt 1" gibt, ist T'x T =BT T g0 dass

A und p der Bedingung (iii) aus Definition geniigen. Bedingung (ii) schlieflich folgt
wieder aus der Eindeutigkeitsaussage von Produkten, da nach Konstruktion von «, A und
p alle Morphismen des Diagramms mit den Projektionen 74 und m¢ vertauschen.

3.2 Monoide

In jeder monoidalen Kategorie gibt es Objekte, die sich zusammen mit einem Multiplikations-
morphismus wie gewohnliche Monoide verhalten (nicht zuletzt sind diese selbst Monoide in der
monoidalen Kategorie Set zusammen mit dem direkten Produkt als Bifunktor). Diese Objekte
definieren eine Monoid-Kategorie {iber der monoidalen Basis-Kategorie. Neben den Mengen-
Monoiden liefert Beispiel weitere Beispiele dieser Monoid-Kategorien.

Definition 3.3
Es sei (D,X, E,a, )\, p) eine monoidale Kategorie.

(i) Ein Monoid in D ist ein Objekt M € D zusammen mit D-Morphismen M X M 25 M

und E 4, M, so dass folgende Diagramme kommutieren:

X i X
MR (MRM) MM gy RM B M 0N w5 m p
idas @MM\L iu&idM k\ iﬂ%
MXM 1228 M 1228 MR M M

(ii) Es seien (M, ppr,mar) und (N, un,nn) zwei Monoide in D. Ein D-Morphismus M TN
mit foun = pno (fXf) und fony =nn heift Monoidhomomorphismus.

(iii) Es bezeichne D-Mon die Kategorie der Monoide in D mit den Monoidhomomorphismen
aus (i) als Homomorphismen.

Im Folgenden schreibe abkiirzend auch M statt (M, par,mar). Mit par und nay sind dann die
dazugehorigen Morphismen gemeint.

Beispiel 3.4
Nach Proposition [3.9 gilt:
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Kapitel 3. Monoide

(i) (Set, x,{1}) ist monoidal und Monoide darin sind die ,gewéhnlichen Monoide“. Schreibe
abkiirzend Mon = Set-Mon.

(ii) (Zop, x,{1}) ist monoidal und Monoide darin sind die topologischen Monoide. Schreibe
abkiirzend T Mon = T op-Mon.

Weitere Beispiele fiir monoidale Kategorien und Monoide sind:

(i) (Ab,®z,7Z) ist monoidal und Monoide darin sind Ringe (mit 1), wobei Ab die Kategorie
der abelschen Gruppen ist. Zum Beweis siche (Mac72, VII.1 S. 159).

(ii) Fir jede monoidale Kategorie (D,K, E) ist (E, A\g = pg) in kanonischer Weise ein Monoid
und heifit triviales Monotid.

3.3 M-Objekte

Waihrend Monoide das Konzept von Ringen verallgemeinern, so verallgemeinern M-Objekte das
Konzept der R-Moduln. Diese sind wichtig fiir die Definition eines (ko-)noetherschen Monoids
einer beliebigen monoidalen Kategorie in Kapitel [9}

Definition 3.5
Es sei (D,X, E,a, A, p) eine monoidale Kategorie und (M, uyr,nar) € D-Mon ein Monoid.

(i) Fir ein Objekt X € D heifit ein Morphismus M X X £X, X M-Linksoperation auf X,
wenn folgende Diagramme kommutieren:

o
MR (MR X) MRM)RNX ERX2C 51 x

idM‘Z’,U«X\L luM&idx x J/ux
X

QM M, X

MRX 2 s x <" yxx

Das Paar (X, ux) heifft M -Links-D-Objekt.

(ii) Fir zwei M-Links-D-Objekte (X, pux) und (Y, uy) heifit ein Morphismus X Ly M-
linkslinear, wenn f o pux = py o (idy Xf) ist.

(iii) Analog seien auch M -Rechts-D-Objekte und M -rechtslineare Morphismen definiert.

(iv) Fir ein weiteres Monoid N € D-Mon und einem Objekt X € D mit einer M -Linksoperation
px und einer N-Rechtsoperation vx ist (X, ux,vx) ein (M, N)-Bi-D-Objekt, wenn fol-
gendes Diagramm kommutiert:

aM,X,N

MX(XXN) (ME X)X N
id]u &Vxl \L,u,xgld]\r
MRX X s x<" XN

(v) Ein D-Morphismus X L ¥ awischen (M, N)-Bi-D-Objekten (X, ux,vx) und (Y, py, vy)
heifst (M, N)-linear, wenn f sowohl M-linkslinear als auch N -rechtslinear ist.
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(vi) Es bezeichne M-D die Kategorie der M -Links-D-Objekte mit den M -linkslinearen Mor-
phismen als Morphismen. Analog sei D-M die Kategorie der M -Rechts-D-Objekte mit
den M -rechtslinearen Morphismen als Morphismen. Ebenso ist M-D-N die Kategorie der
(M, N)-Biobjekte, dessen Morphismen (M, N)-lineare Morphismen sind.

Wie fiir Monoide verwende die abkiirzende Schreibweise X statt (X,pux) bzw. (X,vx) bzw.
(X, ux,vx). Mit px ist dann jeweils die dazugehérige Links- und mit vx die Rechtsoperation
auf X gemeint. (vgl. (Mac72, VII.}))

Beispiel 3.6
Die Kategorie der M-Objekte tiber einem Monoid M einer monoidalen Kategorie spezialisiert
zu folgenden bekannten Beispielen:

(i) Fiir ein Monoid M ist M-Set die Kategorie der M -Linksmengen.
(ii) Fiir ein topologisches Monoid M ist M -T op die Kategorie der topologischen M -Linksmengen.

(iii) Fir einen Ring R aufgefasst als Monoid in (Ab, ®z,Z) ist R-Ab = R-Mod die bekannte
Kategorie der R-Linksmoduln (siehe (Mac72, VII.4)).

Definition 3.7
Fiir jede monoidale Kategorie D und M € D-Mon ist (M, par, piar) € M-D-M.

(i) Die Unterobjekte [m] € Upr-p(M) heiffen Linksideale von M.
(ii) Die Unterobjekte [m| € Up-pr(M) heiffen Rechtsideale von M.

(i) Die Unterobjekte [m] € Unr-p-pm(M) heiffen (beidseitige) Ideale von M.

Bemerkung 3.8
Fir die monoidale Kategorie (Ab, ®z,Z) und einen Ring R € Ab-Mon ist R-Ab = R-Mod eine
abelsche Kategorie.

Fiir jede Klasse [m| € Ur-ap(M) gibt es genau einen R-Linksuntermodul N < M, dessen
Inklusion N —— M diese Klasse erzeugt. Dies induziert eine ordnungserhaltende Bijektion
zwischen der Menge der R-Untermoduln von M mit der Halbordnung ,C “ und der halbgeordneten
Menge Ur-ap(M).

Insbesondere gibt es eine ordnungserhaltende Bijektion zwischen den (Links-/Rechts-)Idealen
von R aus Definition[3.7 und der Menge der klassischen Ideale von R.

Bemerkung 3.9
Fir die monoidale Kategorie (Set, x,{1}) sei M € Set-Mon ein Monoid und X € M-Set eine
M -Linksmenge.

(i) Jede Linksteilmenge [m] € Up-set(X) von X wird als Aquivalenzklasse von der kano-
nischen Inklusion einer Teilmenge U C X mit M -U = {m -u;m € M,u € U} C U
erzeugt, weshalb man diese Teilmengen auch Linksteilmengen nennt. Die Halbordnung auf
Uni-set(X) stimmt mit der kanonischen Inklusionshalbordnung iberein.

Analoges gilt fiir Rechisteilmengen und beidseitig multiplikative Teilmengen. Analog zur
Idealdefinition bei Ringen werden auch die (Links-/Rechts-)Teilmengen von M als (Links-
/Rechts-)Ideale von M bezeichnet.
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(ii) Jede Aquivalenzklasse [e] € Qar-set(X) von X wird von der kanonischen M -linkslinearen
Projektion X —» X/R erzeugt, wobei R eine linksmultiplikative Aquivalenzrelation auf
X ist, d.h. fir alle r,s € X und m € M folgt (mr)R(ms) aus rRs. Die Halbordnung
auf Qur-set(X) stimmt mit der kanonischen Inklusionshalbordnung tiberein, wenn man
Aquivalenzrelationen als Teilmenge von X x X auffasst.

Analoges gilt fiir rechts- und beidseitig multiplikative Aquivalenzrelationen.

3.3.1 Limiten und Kolimiten von M-Objekten

Satz 3.10
Es sei (D,X, E ,a,\,p) eine monoidale Kategorie, (M, pup,nv) € D-Mon ein Monoid und

M-D L D der kanonische Vergissfunktor. Weiterhin sei I £ M-D ein Diagramm.
o Wenn UoF einen Limes mit Limesdiagramm (im(UoF) =% UoF(i))ies in D besitzt und

X—
der Funktor D (M—>) D Limiten erhdlt, dann gibt es eine kanonische M -Linksoperation
pr auf im(U o F), so dass (im(U o F), up) —= F(i))ses ein Limesdiagramm von F in
M-D ist.

e Wenn U o F einen Kolimes mit Kolimesdiagramm (U o F(i) —= colim(U o F))ies in

N—
D besitzt und der Funktor D (MR5) D Kolimiten erhdilt, dann gibt es eine kanonische
M -Linksoperation g, auf colim(U o F), so dass (F(i) —= (colim(U o F), ur))scr ein Ko-
limesdiagramm von F in M-D ist.

Insbesondere erzeugt der Vergissfunktor M-D .p (Ko-)Limiten, wenn M X — (ko-)stetig ist.

Beweis. Da fiir alle f;; € Homy(i,j) nach Voraussetzung F(f;;) ein M-linkslinearer D-
Morphismus ist, bildet (1p(;))ics eine natiirliche Transformation (M X —)o U o F T UG F.

Nach Voraussetzung ist (M X (lim F') MM N R P (1));er ein Limesdiagramm in D, so dass man

nach der universellen Eigenschaft einen eindeutigen D-Morphismus iy, = lim pp_) erhélt, der
fiir alle 7 € I folgendes Diagramm kommutieren lésst:

. Mur, .
M X (Um(U o F)) —=%1lm(U o F)

idps &ﬂ'll iﬂ'i

MR (U o F(i)) 2 (U o F(i))
Da (F(i), tp@y) € M-D fiir alle i € I ist, impliziert die Vertauschbarkeit von lim und M X —
die Kommutativitit der Diagramme aus (i) von Definition Folglich ist (lim F, uy,) € M-D
und nach der Kommutativitdt des oberen Diagramms sind auch alle m; M-linkslinear. Bleibt zu
zeigen, dass ((Lm(U o F), ur) — F(i))ses ein Limesdiagramm in M-D ist.

Fiir alle Familien (X, px) PR (1), die mit den Ubergangsabbildungen vertriglich sind, gibt
es nach der universellen Eigenschaft des Limes in D ein p € Homp(lim(U o F), X), so dass
miop = U(p;) ist fur alle i € I. Wieder impliziert die Vertauschbarkeit von lim und M X —
und die Kommutativitdt des linken Diagramms fiir alle ¢ € I die Kommutativitit des rechten
Diagramms:

MK X P o x MRxX — X
id s &U(pi)l \LU(M) idas Mp=lim; (id pr @U(pi))l ip
MR (U o F(i)) 2% (U o F(i)) MR (lim(U o F)) = lim(U o F)
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Auf die gleiche Weise zeigt man die analoge Aussage fiir Kolimiten.

3.3.2 Freie M-Objekte

Proposition 3.11
Es seien (D,X, E) eine monoidale Kategorie und (M, par,nar) € D-Mon ein Monoid.

(i) Es gibt einen Bifunktor

M-DxD— M—D, (L,X) [ (LgX,,U,LgX = (,uL @ldx) OaM7L7x).

(ii) Es gibt eine Adjunktion
HOHIM-D(MXX, Y) = HomD(X7 U<Y))7 f — fO(Y]Mgldx)O)\;(}, /'LYO(IdM Igg) ~—g,

wobei M-D - D, (X,ux)+— X der Vergissfunktor ist.

Aufgrund dieser Figenschaft heiffen die Objekte MXX € M-D freie M -Linksobjekte. Analoge
FEigenschaften gelten fiir M -Rechtsobjekte.

Beweis.
(i) Die Kommutativitéitsbedingungen werden direkt von L geerbt.

(ii) Wegen (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) geniigt es zu zeigen, dass fiir alle X € D

Afl .
ux : X 25 px ™YY e x

ein universeller Pfeil von X nach U ist. Dazu seien Y € D-M und g € Homp(X,U(Y)). Es

ist zu zeigen, dass ein eindeutiges M-linkslineares M X X 2, Y existiert mit g=¢g oux.
Es sei ¢’ = py o (idys Kg).

e Betrachte folgendes Diagramm:

idg X Xid
ERX 2 pry ™Ry
Ax i ’\Yi %
x—2 -y

Das Quadrat links unten kommutiert, da A eine natiirliche Transformation ist. Der
Diagrammteil dariiber kommutiert, da X ein Funktor ist. Die Kommutativitdt des
rechten Dreiecks folgt aus der des zweiten Diagramms aus Deﬁnition (i), da Y ein
M-Linksobjekt ist. Damit kommutiert das gesamte Diagramm und es folgt

g = (py o (idpys Kg)) o ((nar Ridx) o )\)_(1) =g oux
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e Betrachte das Diagramm:

QM M, X QM M, X

MX(MKXX) (MXM)X X MX(MXX)
MMxxl / i(idM Xid s )Xg J{idlﬂ X(idps Hg)
vy Xid x N
MXX (MRM)RY <2 MR(MRY) id); By’
idar Kg i .
g/l \ i#wj&ldy lld]\/[ &p,y
Y T MXY MXY
ny

Das linke obere Dreieck kommutiert nach Definition von uj;xyx. Das linke untere
Dreieck kommutiert nach Definition von ¢’. Das von diesen beiden Dreiecken einge-
schlossene Dreieck kommutiert, da X ein Funktor ist. Das Quadrat rechts oben kom-
mutiert, da « eine natiirliche Transformation ist. Der rechte Teil kommutiert nach
Definition von ¢’ und da X ein Funktor ist. Da Y ein M-Linksobjekt ist, impliziert
die Kommutativitit des linken Diagramms in Definition [3.5] schliefflich die Kommu-
tativitéit der letzten verbliebenen Fliche. Damit kommutiert das gesamte Diagramm
und es gilt ¢’ o pyxyx = py X (idy Xg'), so dass ¢ M-linkslinear ist.

Betrachte nun folgendes Diagramm:

y idy (g’ o(npKidx))

(MRE)RX <M  yRERX) - R

o Ridx \L(idx X ar ) Xid x \LidM X(nnXid x)
(MEM)KX <% A R(MEX) - MRY
id s Xy’
R \L“M&X i“Y
Mg A1d X
MXX IV TR — M®X " Y

Da M ein Monoid ist, folgt die Kommutativitéit des linken Teils aus der Kommuta-
tivitdt des zweiten Diagramms von Definition [3.3] Das obere Quadrat in der Mitte
kommutiert, da « eine natiirliche Transformation ist. Das Dreieck darunter kommu-
tiert nach Definition von ppxy. Das Quadrat rechts unten kommutiert nach der
soeben gezeigten M-Linkslinearitit von ¢’. Das Dreieck dariiber kommutiert, da X
ein Funktor ist. Damit kommutiert das gesamte Diagramm und folglich gilt

g = py o (idar ®(g' o (nar Ridar))) o )y © (o Bidx)

Sind nun also ¢, ¢ € Homp-p(MX X,Y) mit g = ¢'ouyxy = ¢” oux. Dann impliziert
dies ¢’ o (ny Midys) = g” o (mar Kidps) nach Definition von uyx, da Ax ein Isomor-
phismus ist. Aus der gerade bewiesenen Formel resultiert dann ¢’ = ¢”, so dass die
Eindeutigkeitseigenschaft gezeigt ist.

Insgesamt ist damit ux ein universeller Pfeil von X nach U.

Korollar 3.12
Es seien (D,X, E) eine monoidale Kategorie und (M, par,mar), (N, un,nn) € D-Mon.
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(i) Es gibt einen Funktor
M-DxD xD-N— M-D-N, (L,X,R)+— (LX (XX R), urxxRR): VLR(XKR))

wobei die M- bzw. N-Operation gegeben ist durch
o nrr(x®R) = (pr Xidxmr) o ay,r xxr und

* ViR(x®R) = @LX,R © (idzgx Mvr) o arsx rar o (ar,x,r Kidy)).
(ii) Es gibt eine Adjunktion
Homs-p-n (M K (X ® N),Y) = Homp (X, U(Y)),

wobei M-D-N - D, (X,ux,vx)+— X der Vergissfunktor ist.
Die Objekte M X (X X N) € M-D-N heifsen dementsprechend freie (M, N)-Biobjekte.
Beweis.

(i) Der angegebene Funktor kann beschrieben werden als Verkettung
M-D x (D x D-N) —s M-D x D-N — M-D-N,

wobei der linke Teil das Produkt des Identitéitsfunktors auf M-D mit der Rechtsvariante
des Funktors aus Proposition (i) ist und der rechte Teil eine abgewandelte Form der
Linksvariante ist. Nach Definition der M-Linksoperation respektiert diese die vorhandene
Rechtsoperation, so dass der Funktor aus Proposition (i) sich zu dem gewiinschten
Funktor erweitert.

(ii) Durch Verkettung der (gegebenenfalls modifizierten) Adjunktionen aus Proposition
erhiilt man mit gleicher Argumentation wie in (i) die Adjunktion

HOHIM_'D_N(M X (X X N),Y) = HOIHD_N(X X N, UM(Y)) = HomD(X, UN o UM(Y)),

wobei Ups und Uy die Vergissfunktoren M-D-N 2% D-N Y, D sind mit Uy o Ups = U.
Od
Bemerkung 3.13

Es seien (D,X, E) eine monoidale Kategorie, M, N € D-Mon zwei Monoide.
Jeder Monoidhomomorphismus ¢ € Homp_pon(M, N) induziert einen treuen Funktor

¢-D:N-D— M-D, (X,px)+— (X,pux o (¢Widx))
der folgende FEigenschaften erfiillt:
(i) ¢-D erhdlt Monomorphismen.
(ii) idps -D = idpr-p.
(iii) (poy)-D = (¢Y-D) o (p-D) fiir alle Monoide L, M,N € D-Mon und alle Monoidhomo-

morphismen L 2, M -2 N.

Analoge Aussagen gelten fiir die Rechts- und Biobjekte.
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Beweis. Nach Konstruktion ist ¢-D(X) fiir jedes X € N-D ein M-Linksobjekt. Ebenso ist
¢-D(f) = f M-linkslinear fiir alle f € Homp-p(X,Y). Es seien M-D 2% D bzw. N-D 2% D
die treuen Vergissfunktoren. Wegen Ujs o po-D = Uy, erbt -D die Funktoreigenschaften von Uy
und ist ebenso auch treu.

Nach Proposition ist der Vergissfunktor Uy ein Rechtsadjungierter und vertauscht daher
nach (Mac72, V.5 Satz 1) mit Limiten. Wegen (AHS06, Proposition 11.16) vertauscht Uy dann
auch mit Monomorphismen. Es seien nun Y <", Z ein Monomorphismus in N-D und weiterhin
x 14, ©-D(Y') zwei Morphismen in M-D mit (¢-D)(m) o f = (¢-D)(m) o g, dann impliziert
dies Un(m) o Upn(f) = Un(m) o Ups(g) wegen der Faktorisierung Ups o p-D = Uy. Da Uy (m)
monomorph ist, gilt Ups(f) = Uprr(g) und damit f = g, da Ups treu ist. Dies zeigt Aussage (i).

Die Eigenschaften (ii) und (iii) folgen unmittelbar aus der Definition.
O

3.3.3 (Epi,Mono)-strukturierte Kategorien von M-Objekten

Proposition 3.14
Es seien (D,X, E) eine monoidale Kategorie und (M, ppr,nar) € D-Mon ein Monoid.

Falls D (Epi,Mono)-strukturiert ist und der Funktor D MR- D Epimorphismen erhdlt, dann
ist auch M-D (Epi,Mono)-strukturiert.

Genauer gilt: Sind A, B € M-D und f € Homp;-p(A, B) mit einer (Epi,Mono)-Faktorisierung
A5 x B, dann gibt es eine kanonische M -Linksoperation auf X, so dass X € M-D ist
und m und e M -linkslinear sind.

Beweis. Es seien A,B € M-D und f € Homp/-p(A,B) und A 5 X < B wie in den
Voraussetzungen. Betrachte folgendes Diagramm:

Die linke Flache kommutiert, da X ein Funktor ist. Das Dreieck oben rechts kommutiert nach
Definition von m und e als Faktorisierung. Die Auflenwege kommutieren aufgrund der M-
Linkslinearitéit von f. Da M XK — Epimorphismen erhilt und e nach Konstruktion epimorph
ist, ist auch idy; Xe epimorph. Nach der Diagonaleigenschaft von (Epi,Mono)-Faktorisierungen
gibt es dann ein eindeutiges px, so dass die Kommutativitdt des Diagramms erhalten bleibt.
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e Betrachte:

QM M, A

MX (MR A) (MR M)XK A
v Xid 4
ifm 4 i \
id ps R(id ps Ke) MKRA—2> A 4 MK A
i(idM Rid ) Ke
MX (MK X)X (MR M)XK X idy Re
id s Xe e x Midx
MXX —>X X MXX

Die Oberseite kommutiert nach Definition (i), da A € M-D. Alle Seitenflichen kom-
mutieren nach Definition von px (siehe erstes Diagramm) bzw. da X ein Funktor ist. Da
idps X(idps Me) nach Voraussetzung epimorph ist, kommutiert auch die Unterseite.

e Betrachte:
Aa

Xid
ERAM=S A 45 4

idE gel lidM Xe i@

Xid
ERX ™M R x 5 x

~_ -

Ax

Die dufleren Wege kommutieren aufgrund der Natiirlichkeit von A. Der obere Teil kommu-
tiert nach Diagramm (ii) von Definition (i). Das linke Quadrat kommutiert, da X ein
Funktor ist. Das rechte Quadrat kommutiert per Definition von pyx. Damit kommutiert
auch der untere Teil.

Insgesamt ist also (X, ux) € M-D.

3.4 Freie Monoide

Eine wichtige Klasse von Monoiden bilden die freien Monoide einer monoidalen Kategorie, die
einerseits die freien (Mengen-)Monoide, andererseits aber auch Tensoralgebren eines R-Moduls
iiber einem Ring R verallgemeinern. Spéter wird gezeigt, dass die Kategorie der lokal proend-
lichen Monoide freie Monoide besitzt, die den freien Monoiden als Mengen entsprechen, aber
eine kanonische lokal proendliche Topologie tragen. In Bezug auf vollstindige Monoidringe ist
man in erster Linie an eigentlichen Monoiden interessiert. Man wird sehen, dass freie Monoide
erzeugt von lokal proendlichen Rdumen auch eigentlich sind.

Satz 3.15
Es seien (D,X, E) eine monoidale Kategorie und (M, piar, ) € D-Mon ein Monoid mit den
FEigenschaften:

(i) D besitzt abzihlbare Koprodukte.
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(ii) Fir alle X € D vertauschen die Funktoren X W — und — X X mit Koprodukten.

Dann gibt es eine Adjunktion Homp-pon(F(X), M) = Homp(X,U(M)) mit dem freien Mo-
noid F(X) = [[ X* mit X* = E und X**! = (X*) R X fir X € D.
k>0

Beweis. (Mac72l, VII.3 Satz 2).
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Monoidring-Konstruktionen

Zunéchst wird in diesem Kapitel die algebraische Theorie erarbeitet, die dem Konzept des to-
pologischen bzw. vollstéindigen (Schief-)Monoidrings zu Grunde liegt.

4.1 Monoidringe

Definition 4.1
Es sei R ein Ring (mit 1) und M ein (gewdhnliches) Monoid. Der Monoidring R[M| von M
mit Koeffizienten in R ist definiert als der freie R-Linksmodul

R™ = B R -m
meM

mit der Multiplikation definiert durch die additive Fortsetzung von (r-m) - (s-n) = (rs) - (mn)
firr,s € R und m,n € M.

Beispiel 4.2
Der Monoidring spezialisiert zu folgenden bekannten Konstruktionen:

(i) Fir M = (t) = (No,+) ist R[M] = R[t] der Polynomring iber R.

(ii) Falls G eine Gruppe ist, dann nennt man R|G| auch den Gruppenring von G mit Koef-
fizienten in R.

Bemerkung 4.3

Man hat eine kanonische Einbettung von R in R[M] via tg(r) = r - 1y fiir r € R und eine
kanonische Einbettung von M in R[M] via tpr(m) = 1g-m firm € M, so dass man sich R[M]
als Ringerweiterung von R mit den Elementen aus M vorstellen kann, bei der die Multiplikation
von Monoidelementen durch die Monoidmultiplikation gegeben ist und alle r € R mit m € M
vertauschen.

Auferdem ist R[M] durch diese Einbettungen auch ein freier R-Rechtsmodul mit M als Basis.

4.1.1 Die universelle Eigenschaft

Bemerkung 4.4
Der Monoidring tiber M mit Koeffizienten in R erfillt folgende universelle Figenschaft:
Fiir alle Ringe S, ¢r € Homging(R, S) und ¢pr € Hompgon (M, (S, -)) mit

Or(r) - dar(m) = dar(m) - ¢r(r)
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fir alle r € R und m € M existiert genau ein ¢ € Homp;,g(R[M],S), so dass

M
BN
N\ éMm
RLR[M]
NREL
Sy
PR > S

kommutiert.

Beweis. Durch ¢r wird S zum R-Linksmodul. Nach der universellen Abbildungseigenschaft des
freien R-Linksmoduls, existiert genau ein R-Linksmodulhomomorphismus ¢ : RM) — S, so
dass ¢ o tpr = ¢Ppr gilt. Wegen der Kommutativitédtsbedingung ist ¢ ein Ringhomomorphismus.

O

Korollar 4.5
Man erhdlt einen Funktor

Ring x Mon — Ring, (R,M)+— R[M],

der jedem Paar (f,g) € Homping(R,S) x Hompyon (M, N) fir R, S € Ring und M, N € Mon
den nach Bemerkung eindeutigen Ringhomomorphismus R[M]| fle S[N] zuordnet:

M
l (3%
LM
R —2> R[M)] N
h ~ \El'f[g} LN
?R , N

Korollar 4.6
Fiir ein festes R € Ring erhdlt man den Funktor:

Mon — Ring, (R,M)+— R[M], Hompen(M,N)> f+— R[f]

Korollar 4.7

Zusammen mit dem kanonischen Vergissfunktor Ring N Mon, der jedem Ring sein unterlie-
gendes multiplikatives Monoid (R, -) zuordnet, induziert der Monoidring tiber Z eine Adjunktion
Homping(Z[M], R) = Hompon (M, U(R)) mit der kanonischen Injektion tpr : M —— (Z[M],-)
als Finheit.

Beweis. Es ist U ein Funktor. Fiir alle M € Mon gibt es das Objekt Z[M] und wegen Korollar
ist ¢tps ein universeller Pfeil von M nach U. Mit (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) folgt dann die

Behauptung.
O
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4.2.  Schiefmonoidringe

Definition 4.8

Es seien D eine Kategorie und D € D ein Objekt. Dann ist D | D die Kategorie der Objekte
unter D, deren Objekte Paare (E, f) mit E € D und f € Homp(D, E) sind und deren Homo-
morphismen (E, f) SR (E', f") die D-Morphismen E B sind mit ho f=1f" (vgl. (Mac72,
11.6)).

Korollar 4.9
Es sei R € Ring ein Ring und (R | Ring) die Kategorie der Ringe unter R (fir kommutative
R ist dies die Kategorie der R-Algebren).

Dann induziert der Monoidring iber R mit dem Vergissfunktor (R | Ring) Y, Mon, der
jedem Objekt (S, f) in (R | Ring) das unterliegende multiplikative Monoid (S,-) zuordnet, eine
Adjunktion Hompng(R[M], R) = Hompon(M,U(R)) mit der Injektion vpr : M — (R[M],-)
als Einheit.

Beweis. Siehe Korollar [4.7]

4.2 Schiefmonoidringe

Nun wird der Begriff des Schiefmonoidrings eingefiihrt. Er verallgemeinert den Begriff des Mo-
noidrings und ist im Falle einer Gruppe vom Allgemeinheitsgrad zwischen dem Begriff des
Smash-Products (vgl. (MRO1) I1.1.5.4)) und des Crossed-Products (vgl. (MROI, 1.1.5.8)) ein-
zuordnen. Per Definition umfasst das Konzept des Schiefmonoidrings iiber einer Gruppe al-
le Crossed-Produkte, in denen die Multiplikation der beinhaltenden Gruppenelemente mit der
Gruppenmultiplikation tibereinstimmt. Ein allgemeines Crossed-Produkt enthélt die Gruppe nur
als Menge.

Definition 4.10
Es sei R ein Ring und M ein Monoid. Eine Verkniipfung

«: RM) 5 R, ROV () vy
mit den Eigenschaften
(i) r*(s*xx) = (rs)xx fir aller,s € R und x € RM) und
(i) (z*m)*xn=x*(mn) fir alle m,n € M und z € RM)

heift Schiefmonoidringmultiplikation auf R™M) | wenn (R(M),+,*) ein Ring ist. Hierbei
sei R wiederum durch v in RM) eingebettet (vgl. Bemerkung . Man nennt diesen Ring
Schiefmonoidring von M mit Koeffizienten in R.

4.2.1 Assoziierte Monoidhomomorphismen

In diesem Abschnitt werden alle moglichen Schiefmonoidringe eines Monoids M {iber einem Ring
R durch gewisse assoziierte Monoidhomomorphismen klassifiziert, die die Schiefmonoidringstruk-
tur vollstdndig beschreiben. Diese Monoidhomomorphismen spielen spéter fiir die Angabe von
Existenzkriterien fiir topologische Schiefmonoidringe eine wichtige Rolle.
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Bemerkung 4.11
Es sei Endyioq-z(R) der Ring der additiven Gruppenendomorphismen auf dem Ring R. Durch

R—> EndMOd-Z(R)v T )\r

kann R als Teilring von Endyoq-z(R) bzw. Endyeq-z(R) als R-Algebra aufgefasst werden. A,
bezeichne hierbei die Linksmultiplikation mit dem Element r.

Proposition 4.12
Es sei M ein Monoid und R ein Ring. Jede Schiefmonoidringmultiplikation s auf R™M) indu-
ziert einen R-linearen Ringhomomorphismus

o : (R(M), +,%) — Endyoq-z(R)[M], x+— Z (T © Az O LR) - M,

meM

wobei RM) ™% R die Projektion auf die m-te Koordinate, A\, die Linksmultiplikation mit x €
RM) ynd R <% RO die kanonische Einbettung aus Bemerkung@ ist.

Beweis. Die Additivitdt von ¢ gilt nach Definition von A, und der Additivitéit von 7,,. Mittels
der kanonischen Einbettung
Endyod-z(R)[M] — Homyjod-z(R, R[M]), Z Qmm — |r — Z am(r)-m

meM meM

ist dann fiir z,y € R™) und r € R

$@)(r) =D (TmoAgotr)(r) m= Y mulw*r) m=xx*r.

meM meM

Mit ¢(r) = A, folgt nach Definition der Multiplikation auf Endyjeg-z(R)

Pz y)(r) = (xxy)xr =z (y*r) = o)(d(y)(r) = (6(x) - (y))(r)

und auBerdem die R-Linearitéit von ¢.

Korollar 4.13
Jede Schiefmonoidringmultiplikation x“ auf RM) induziert einen Monoidhomomorphismus

9* M — (EndMOd_Z(R)[M], -), m +—— (b o LM(m)

Satz 4.14
Es sei 0 € Hompon (M, (Endyod-z(R)[M],-)) ein Monoidhomomorphismus.
Uber die Einbettung Endyioq-z(R)[M] — Homyjoq-z(R, R[M]) induziert 6 eine Abbildung

]\4’><‘R_>_R(]M)7 (m’r)|—>m*97’:0(m)(’f'),

die sich eindeutig R-linkslinear und M -rechtslinear zu einer Verkniipfung RM) x RM) 0, R(M)
fortsetzt. Ferner gilt:

(i) r*xgs=rs firr,s € R.
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(ii) m*gn =mn fir m,n € M.

Dann und nur dann, wenn m *qg (rs) = (m g 1) *¢ s, fir alle m € M und r € R, ist xg eine
Schiefmonoidringmultiplikation.

Beweis. Da RM) der freie R-Linksmodul ist, auf dem es eine kanonische M-Rechtsoperation
gibt, kann %y unter den Linearitdtsbedingungen auf genau eine Weise definiert werden. Die
Verkniipfung *g ist nach Konstruktion distributiv. Die Assoziativitdt der Multiplikation einge-
schriankt auf R bzw. M wird wegen (i) und (ii) von den Multiplikationen auf R bzw. M geerbt.
Weiterhin gilt fiir alle m,n € M und r € R, dass (mxgn)*gr = m*g (nxgr), da 6 ein Monoid-
homomorphismus ist. Daher ist %y genau dann assoziativ und damit eine Ringmultiplikation,

wenn die geforderte Bedingung erfiillt ist.
|

Korollar 4.15

Die Zuordnungen x — 60, aus Korollar [{.13 und 6 — =g aus Satz[{.14 bilden eine Bijektion
zwischen der Menge aller Schiefmonoidringmultiplikationen auf R™) und der Menge aller Mo-
noidhomomorphismen 6 € Homnon (M, (Endnoq-z(R)[M], ), fir die m*q (rs) = (mxg 1) g s
ist fiir alle m € M,r,s € R.

Definition 4.16
Fir jeden solchen Monoidhomomorphismus 6 bezeichne mit R[M;6] den dazu assoziierten
Schiefmonoidring von M mit Koeffizienten in R.

4.2.2 Beispiele

Definition 4.17
Es seien R ein Ring und o € Endging(R) ein Ringendomorphismus. Ein § € Endyeq-z(R) heifft
o-Derivation, falls 6(ab) = d(a)b+ o(a)d(b) fir alle a,b € R.

Proposition 4.18
Es seien R ein Ring, M ein Monoid mit einer erzeugenden Teilmenge N C M und
0: M — (Endynoq-z(R)[M],-), m+—op-n+6, firneN

ein Monoidhomomorphismus, wobei o, € Endrng(R) ein Ringendomorphismus und 6, eine
on-Derivation ist fir alle n € N.
Dann ist R[M; 0] ein Schiefmonoidring.

Beweis. Nach Definition eines Ringendomorphismus bzw. einer Derivation gilt fiir n € N und
r,s € R, dass

(nxgr)xgs=0(n)(r)*gs= (on(r) n+dn(r)) xgs=on(r) nxps+d,(r)s
= op(r)on(s) - n+ on(r)on(s) + dp(r)s = on(rs) - n+ du(rs) = 0(n)(rs).

Da N C M eine erzeugende Teilmenge ist, gilt bereits (m *g r) xg s = m *q (rs) fiir alle m € M

und r, s € R. Mit Satz folgt dann die Behauptung.
O

Beispiel 4.19
Es sei R ein Ring und M ein Monoid.
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(i) Ist M = (t) der freie einfach erzeugte Monoid, o € Endring(R) ein Ringendomorphismus
und & eine o-Derivation, dann definiert

0075 M — EndMod_Z(R)[M], t—o-t+9

etnen Monoidhomomorphismus und induziert wegen Proposition eine Ringmultplika-
tion auf RM). Die R-Algebra R[t;0,d] = R[M; 05.5] heifst dann Schiefpolynomring (vgl.
(MRO1, 1.1.2)).

(ii) Ist G eine Gruppe und
0 : G — Endmod-z(R)[G], gr—o04-9g

ein Monoidhomomorphismus, wobei o, € Aut(R) fir alle g € G Ringautomorphismen
sind, dann induziert 8 wiederum wegen Proposition eine Ringmultiplikation auf R(©)
und man nennt die R-Algebra R§G = R[G; 0] Schiefgruppenring oder Smash Produkt
von R und G (vgl. (MRO1, 1.1.5)).

4.2.3 Innerer und duflerer Koeffizientenring

Der zu einem Schiefmonoidring assoziierte Monoidhomomorphismus 0 suggeriert die Begriffe des
inneren und &ufleren Koeffizientenrings, deren Differenzen zum ,,eigentlichen“ Koeffizientenring
die Komplexitdt des Schiefmonoidrings messen. Im Falle des gew6hnlichen Monoidrings stimmen
alle drei Koeflizientenringe iiberein. Im Fall topologischer und vollstandiger Schiefmonoidringe
wird spéter eine vom Koeffizientenring induzierte Topologie auf dem dufleren Koeflfizientenring
eingefiihrt. Die Stetigkeit des assoziierten Monoidhomomorphismus wird dann eine Bedingung
des Existenzkriteriums fiir topologische und damit auch vollstédndige Schiefmonoidringe sein.

Proposition 4.20
Jeder Schiefmonoidring R[M; 0] iber einem Ring R induziert einen Teilring

Ry={re Rymxgr=rx¢gm Vme M}

= [ |ker(mm(0(m)) —idg) N [ [ kermu(8(m)) | |,

meM m#neM

wobei Endyjoq-z(R)[M] = Endyjoq-z(R)M) N Endnod-z(R) die Projektion auf die Koordinate
m € M ist.
Insbesondere ist also (M) C Endpod-r, (R)[M].

Beweis. Nach Definition von #g ist m xg r = 0(m)(r) fir r € R und m € M, so dass gilt
mxgr=r*xgm <= 6O(m)(r)=r-m,

womit gezeigt ist, dass beide Beschreibungen von Ry iibereinstimmen. Falls r, s € Ry, dann gilt
nach Definition von #g (siehe Satz |4.14]):

o Wegen m*g (rs) = (mx*gr)*gs=(r*gm)=*gs=..=(rs)*ym ist auch rs € Ry.

o Mit mxg (r4+s)=m*gr+mxgs=rksgm-+s*tgm = (r+s)*ym ist auch r + s € Ry.
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Insgesamt ist also Ry ein Teilring von R.

Definition 4.21

Anschaulich sind die Ringe Ry und Ey = Endyod-g, (R) ein Mafstab dafiir, ,wie trivial® 0 ist.
Im Allgemeinen ist Rg C R C FEy. Falls 0 = 1y, d.h. 6(m) = idg -m fiir alle m € M gilt,
dann ist Ry = R = Ey und R[M;0] = R[M]. Der Ring Ry werde im folgenden als der innere
Koeffizientenring und Ey als der duflere Koeffizientenring des Schiefmonoidrings R[M; 0]
bezeichnet.

4.2.4 Die universelle Eigenschaft
Analog zur universellen Eigenschaft des Monoidrings erhélt man auch eine Abbildungseigen-

schaft fiir Schiefmonoidringe.

Bemerkung 4.22
Jeder Schiefmonoidring R[M; 0| erfillt folgende universelle Eigenschaft:
Fir alle Ringe S, ¢r € Hompging(R,S) und ¢pr € Hompagon (M, (S, -)) mit

dar(n) - or(r) = Y dromm(n*gr) - dar(m)
meM

fir alle r € R und n € M existiert genau ein ¢ € Homping(R[M;0],S), so dass nachfolgendes
Diagramm kommutiert.

M
\\
LM\
. N\ oM
R —— R[M;0)]
=
R > S

Beweis. Wie in Bemerkung [£.4] sieht man, dass ¢ die R-linkslineare Fortsetzung von ¢, ist.
O

Korollar 4.23
Es sei R[M; 0] ein Schiefmonoidring eines Monoids M iiber einem Ring R.

(i) Ist 0 € Autpon(M) ein Monoidautomorphismus auf M, dann ist R[M; Eg[o]ofoo™1] ein
Schiefmonoidring, welcher iber R[o] zu R[M;0] isomorph ist.

Hierbei bezeichne Eylo] bzw. R[o] den von o induzierten Ringendomorphismus Eglo] €
EndRing(Eg[M]) bzw. R[o] € Endping(R[M]) (vgl. Korollar [4.6).

(ii) Ist T € Autring(R) ein Ringautomorphismus auf R, dann definiert
70 : M — Endyoa-z(R)[M], m+—7-0(m)- 77"

einen  Schiefmonoidring R[M;70], welcher iber die M -rechtslineare Fortsetzung
7 € Endyjoq-z(RM)) won 7 zu R[M:; 6] isomorph ist.

Beweis.
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(i) Es seien m € M und r, s € R. Zunéchst gilt
M *gy[ofosos—1 T = (Eg[o] 00 0 0™ 1) (m)(r) = Rlo] (0 0 0™ (m)(r)) = Rlo] (6" (m) %9 7)
und folglich ist

M % gyfolosor—1 (75) = Rlo] (071 (m) %o (rs)) = Rlo] ((o7"(m) x¢ 1) %9 5)

= R|o] (Z Tn (cr_l(m) x91) - (g s))

neM
= Z To—1(n) (U_l(m) xg 1) - R[o] (0_1(n) *g s)
neM
= Z Tip © R[U] (Uﬁl(m) *0 T) : (n *E9[0]0000*1 S)
neM

- (m * Bg[o]ofoo—1 T) *Eglo]ofog—1 S-

AuBerdem ist Eglo] o6 oo~ ein Monoidhomomorphismus, so dass R[M; Eylo] o0 oo~
nach Satz ein Schiefmonoidring ist. Fiir alle r € R und m € M ist auflerdem

(er1 0 9) (1) * gy [glopoo—1 (LR ©1dR) (1) = (M) *E4[s)0goo—1 T = Rlo](m %4 T)

= Z Tn(m g r)-o(n)

neM

= Z (troidr)(mp(m*g 1)) - (tar 0 0)(n),

neM

so dass nach der universellen Eigenschaft des Schiefmonoidrings (vgl. Bemerkung |4.22)) ein
eindeutiger Ringhomomorphismus ¢ existiert, der folgendes Diagramm kommutieren l&sst:

M
l’”\\
R —2> R[M; 0] M
idp N N M
R R[M; Eglo] 0§ oo

LR

Als R-lineare Fortsetzung von o ist ¢ = Ro]| ein Isomorphismus von R-Moduln und daher
auch ein Ringisomorphismus.

(ii) Fiir m € M und 7, s € R ist wiederum

m*rg (rs) =7 (m *g 7'_1(?”8)) =7 ((m *g T_l(r)) *g 7'_1(8))

_7 (Z 7o (Mg 71(1)) - (0 #g F%s)))

neM
= Z T, (T (M %g 7'*1(7'))) T (n*g 7'71(3))
neM
— Z ﬂ-n(m *rg »r-) . (n *7g 5) = (m *79 S) *Tg S.
neM
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Da 76 ein Monoidhomomorphismus ist, ist wieder R[M;76] nach Satz ein Schiefmo-
noidring.
Fiir alle r € R und m € M gilt

m*rg (1) = Z (T ofO(m)(r)) -n= Z Tomp(m*gr) -n
neM neM

und man erhilt wie in (i) den gewiinschten Ringisomorphismus 7.

|

Wichtig fiir den Beweis des Existenzkriteriums topologischer Schiefmonoidringe ist folgendes
Lemma.

Lemma 4.24
Es sei R ein Ring, M 5 N ein Monoidhomomorphismus und R[M; 0] ein Schiefmonoidring.
Dann induziert die R-linkslineare Fortsetzung R¥) : RM) — RIN) yiq

R[M; 6] x R[N] — R[N], — > RP(axgm(x)) n
nenN

(
eine R[M; 0]-Linksmodulstruktur auf R[N, so dass R[M; 0] R R[N] zu einer R[M; 0]-linkslinearen

Abbildung wird.

Beweis. Zuniichst ist R®) additiv und damit gelten die Distributivgesetze fiir die Verkniipfung
s Fiir alle a,b € R[M;60] und n € N ist

und folglich

ax R® ZR (a g Z Z Z R (a xg (b)) - 10

nenN meM neN meM
p(m)=n p(m)=n

= Y R9(axg m(b)) - p(m) = R¥)(axgb).
meM

Wenn ,,+“ also eine Linksmodulstruktur definiert, dann ist R(¥) ein Linksmodulhomomorphis-
mus. Aber das gerade Gezeigte impliziert fiir alle z € R[N]

(a*xgb) xx = Z R ((a %9 b) g mn(z)) - 1 = Z R (a g (bxg mn(x))) - 1

neN neN
= Z ax RO (bxgmy(z))-n=axbxzx).
neN
Auflerdem ist
1*x:ZR( (1 xg mp( n—ZR‘P) =z,
neN neN

so dass ,,x“ tatsachlich eine Modulverkniipfung ist.
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4.3 Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

Wéihrend man den Monoidring als Erweiterung des Koeffizientenrings mit Elementen eines Mo-
noids auffassen kann, so kann man sich das direkte Produkt zweier Monoide als Erweiterung des
einen Monoids mit Elementen des anderen vorstellen. So wie der Schiefmonoidring das Konzept
des Monoidrings verallgemeinert, so verallgemeinert in analoger Weise auch das Konzept des se-
midirekten Produkts zweier Monoide das Konzept des direkten Produkts. Da der Monoidring als
Linksadjungierter Funktor (siche Korollar bzw. Korollar mit Produkten von Monoiden
vertauscht, liegt die Vermutung nahe, dass der Schiefmonoidring mit semidirekten ,, vertauscht*.
Dies wird in diesem Abschnitt gezeigt.

4.3.1 Semidirekte Produkte von Monoide

Definition 4.25
Es seien M und N Monoide und ¢ € Hompon (M, End pqon (V).

o N zusammen mit der von ¢ induzierten M -Linksoperation
po: M xN— N, (m,n)— @o(m)(n)
heifit M -Monoid.
e Schreibe abkiirzend ™n = p(m)(n) firm € M undn € N.

e Durch (n,m) - (n,m') = (n™n',mm/) fir m,m’ € M und n,n’ € N wird eine Monoid-
Verkniipfung auf N x M definiert. Dieses Monoid heifst semidirektes Produkt von M
und N und wird mit N x, M gekennzeichnet.

Bemerkung 4.26

Via tpr(m) = (m, 1) firm € M und vn(n) = (1,n) firn € N sind M und N Teilmonoide von
N %, M, so dass man sich N X, M auch als Monoiderweiterung von N mit M vorstellen kann,
fiir die die Vertauschungsregel mn = "nm firm € M und n € N gilt.

Proposition 4.27

Es seien M € Mon ein Monoid und N ein M-Monoid via ¢ € Homaon (M, Endpion(N)).
Dann erfillt das semidirekte Produkt folgende universelle Figenschaft:

Fiir jedes Monoid L € Mon, ¢pr € Hompgon (M, L) und ¢pn € Hompon (N, L) mit

¢rr(m) - on(n) = on("n) - par(m)

fir alle m € M und n € N existiert genau ein ¢ € Hompagon(N %, M, L), so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

M
AN
LM \\

. N\ ¢M

N — N Xy M

N
N \§

ON L
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Beweis. Fiir (n,m) € Nx,M setze ¢(n,m) = ¢n(n)-¢ar(m). Es seien (n,m), (m’,n’) € Nx,M.
Dann ist

¢((n,m)(n',m)) = p(n™n',mm’) = n(n) - on("n') - Gar(m) - par(m’)
) = d(n,m) - (m',n)

I
©
2
E
°
=
2
Y
=

3\
-
=

3

und ¢(1) = ¢(1,1) = én(1) - ppar(1) =1-1 =1 und damit ¢ ein Monoidhomomorphismus. Fiir
jedes ¢/ € Homgpon(N X, M, L), das die gewiinschten Eigenschaften erfiillt, ist ¢'(n,m) =
& ((n,1)(1,m)) = ¢'(n,1)-¢'(1,m) = ¢n(n) - par(m) = ¢(n, m) fiir alle m € M und n € N und

folglich ¢’ = ¢, womit die Eindeutigkeit von ¢ gezeigt ist.
O

Korollar 4.28
Es seien M € Mon ein Monoid und N ein M-Monoid via ¢ € Hompaqon (M, Endpgon(N)).

(i) Fiir ein weiteres Monoid M' und ein v € End pqon(M', M) ist N via @ o1 ein M'-Monoid
und man erhdlt einen Monoidhomomorphismus N X oy M’ iy xw N X oy M.
(ii) Fiir ein weiteres Monoid N’ und Monoidhomomorphismen N — N’ -5 N definiert
To: M — Endpion(N'), m+——To0op(m)oc

eine M -Operation auf N'. Falls zusdtzlich o o T = idy gilt, dann erhdlt man ein kommu-
tatives Diagramm von Monoidhomomorphismen:

TXid]\/[ UXid]\/j

N' X7, M———=—> N x, M N' %7, M

\_/

idN’x;WNI
Bewezs.

i) Fiir n € N und m’ € M’ gilt
(1) g

(L)) (n,1) = () = (Vn,pm)) = ((7n,1) (L))

so dass die universelle Abbildungseigenschaft des semidirekten Produkts aus Proposition
den gewiinschten Homomorphismus definiert. Nach Konstruktion ist dieser durch
idy X1 gegeben.

(i) Esgelte oot =idy. Fiirn’ € N undm € M ist ™o (n') = (p(m)oo)(n’) = (cgorop(m)oc)(n’) =
o(™n') und folglich

(1,m)(o(n),1) = ("o(n'),m) = (¢("n'),m) = (¢("n'),1)(1,m),

so dass die universelle Eigenschaft des semidirekten Produkts den ersten Homomorphismus
definiert, welcher nach Konstruktion durch o x idj; gegeben ist.
Fiir n € N und m € M ist wegen "'7(n) = (1 o p(m) oo o7)(n) = 7("™n) dann

(L,m)(r(n),1) = ("7(n),m) = (r("n),m) = (r("n),1)(1,m)

und die universelle Eigenschaft liefert auch den zweiten Homomorphismus 7 x id ;.
Es gilt (o x idys) o (7 x idy) = (00 7) x idy = idn s, 0
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4.3.2 (Schief-)Monoidringe eines semidirekten Produkts

Proposition 4.29
Es seien R ein Ring, M ein Monoid und N ein M-Monoid via ¢ € Homaqon (M, Endpqon(N)).
Dann induziert o einen Monoidhomomorphismus

0, : M — Endmoed-r(R[N])[M], m+— Rlp(m)m
und es gilt R[N x, M| = R[N][M;0,].

Beweis. Zunichst ist 6, wie in Proposition so dass R[N|[M;0,] tatséchlich ein Schiefmo-
noidring von M {iber R[N] ist. Nach Definition des semidirekten Produkts erfiillt R[N x, M| die

Vertauschungsbedingung aus Bemerkung 4.22| so dass ein R[N][M; 6] 2, R[N %, M] existiert,
der nm auf (n, m) abbildet fiir m € M und n € N. Da diese Elemente eine Basis des jeweiligen
unterliegenden freien R-Linksmoduls bilden, ist ¢ bijektiv und daher ein Ringisomorphismus.

O

Korollar 4.30
Es seien R ein Ring, M ein Monoid und N ein M-Monoid via ¢ € Hompon (M, End apon(N)).
Weiterhin sei RIN x, M; 0] ein Schiefmonoidring.

(i) Falls O(N) C Ey- (N x {1}) C Eg[N %, M], dann ist R[N;60|n] ein Schiefmonoidring und

man erhdlt einen Monoitdhomomorphismus

Orr 2 M — Endypoq-z(R[N; 0|8 [M], m — Z ot~ M
meM

Mt Ay () = D c N Tnam (1, m') %9 ) -n fiir m,m’ € M. Dieser induziert einen Schief-
monoidring R[N;0|n|[M;60n] = R[N x, M;0).

(ii) Falls o € Aut pmon(N xp M) mit Eg[ Jofoo ™ (N) C Ep- (N x {1}) C Eg[N %, M], dann
erhdlt man mit 6 = E@[ JoOoo=t und (i) bzw. Korollar einen Schiefmonoidring

RIN;6|§][M;6x] = R[N %, M; 0] g] R[N x, M;4).

Beweis. Da O(N) C Eg - (N x {1}) und da R[N x, M;6] ein Schiefmonoidring ist, ist mit
Ey[N] = Ey-(N x{1}) auch R[N;0|y] als Teilring von R[N x, M; 6] selbst ein Schiefmonoidring.
Weiterhin gibt es einen kanonischen R-Modulisomorphismus ¢

R[N; 6|N][M; 6] = (RN)M) 22 RN = RIN %1, M; ]
fiir den fiir alle m’ € M, n’ € N und = € R[N;0|y] nach Definition von 6, gilt:

o (0 g @) = 3 O(ma(n g @) ) = 3wl vy 1) - (n1) = (W, 1) w2

neN neN

o o(m'xgy )= > (Tem(Q,m)xez)-(n,1)) - (Lm) = (1,m)

(n,m)eN x,M

Die R[N; 0| n]-Linkslinearitéit und die M-Rechtslinearitét von ¢ implizieren, dass ¢ multiplikativ

ist. Insbesondere ist dann R[N;0|y|[M; 0] ein Ring, also ein Schiefmonoidring iiber M.
O
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4.3.3 Das trivial operierende Teilmonoid

Analog zum Begriff des inneren Koeffizientenrings kann man auch das trivial operierende Monoid
betrachten. Dieser Abschnitt zeigt, dass jeder Schiefmonoidring als ein ,,echter” Schiefmonoidring
iiber dem Monoidring des trivial operierenden Monoids beschrieben werden kann.

Proposition 4.31
Jeder Schiefmonoidring R[M; 0] induziert ein Teilmonoid My = (6 — tpr)~1(0) C M.

Beweis. Fiir m,n € My gilt wegen 6|, = tar|nr,, dass
O(mn) — tpr(mn) = 0(m)0(n) — tar(m)ear(n) = ear(m)ear(n) — ear(m)epr(n) =0,

so dass mn € My. AuBerdem ist 6(1) = 1 = p/(1), so dass 1 € My und damit My < M ein
Teilmonoid ist.
(|

Bemerkung 4.32

Es seien R ein Ring, N ein Monoid und R[N;0] ein Schiefmonoidring.

Falls es ein Monoid M gibt, so dass N = Ng x, M mit ¢ € Hompgon (M, Endpon(Ng)), dann
erhdlt man einen Monoidhomomorphismus

HM M — EndMOd_Z(R[Ng])[M], m’ [ — Z O/ = M
meM

mit Qs m () = DN, Tngm (1, M) %9 @) - fiir m,m’ € M, wodurch R[Ng|[M;0r] = R[N; 0]
wegen Korollar[{.30 zu einem Schiefmonoidring wird.
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Kapitel 5

(Lokal) Proendliche Riume,
Monoide und M-Mengen

In diesem Kapitel wird die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Monoide definiert, fiir
die dann in Kapitel [7] der topologische und vollstdndige Schiefmonoidring definiert werden kann.
Dazu wird zunéchst die Teilkategorie 7opy, p C 7 op der lokal proendlichen, eigentlichen Rdume
konstruiert, auf der das Produkt (von 7op) einen Bifunktor induziert. Top;, p wird dann auf
diese Weise eine monoidale Kategorie und die lokal proendlichen, eigentlichen Monoide bilden
die Monoid-Kategorie von Topy, p.

5.1 (Lokal) Proendliche Riume

5.1.1 Proendliche Riume

Hier werden zunichst die topologischen Grundlagen erarbeitet und einige niitzliche Hilfsmittel
fiir die spétere Theorie der topologischen und vollstéindigen Monoidringe bereitgestellt.

Definition 5.1
FEin topologischer Raum X heifst ...

(i) ... hausdorffsch, wenn es zu je zwei Punkten disjunkte Umgebungen gibt (Bou66d, I1.8.1
Definition 1). Man nennt X dann einen Hausdorff-Raum.

(ii) ... zusammenhdngend, wenn er sich nicht als disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer,
offener Mengen schreiben lisst (Bou66d, 1.11.1 Definition 1).

(iii) ... total unzusammenhdngend, wenn die Punktmengen {x} C X seine einzigen nicht-
leeren, zusammenhdingenden Teilrdume sind (Bou66d, 1.11.5 Definition 3).

(iv) ... quasi-kompakt, wenn es fiir jede offene Uberdeckung X = \U; Ui eine endliche Teiliiber-
deckung gibt, so dass X = U;; U...UU; ist (Boub6d, 1.9.1 Definition 1).

(v) ... kompakt, wenn X quasi-kompakt und hausdorffsch ist (Bou66d, 1.9.1 Definition 1).

(vi) ... lokal kompakt, wenn X hausdorffsch ist und jeder Punkt eine kompakte Umgebung
besitzt (Boub6ad, 1.9.7 Definition /).

(vii) ... diskret, wenn jede Teilmenge von X offen ist (Bou66d, I.1.1 Example).
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(viii) ... indiskret, wenn die leere Menge und X selbst seine einzigen offenen Teilmengen sind.

Leider ist die Literatur sich uneinig bei der Definition eines (lokal) kompakten Raums. Viele
Autoren lassen die Hausdorff-Bedingung weg, so dass dort ein kompakter Raum dasselbe ist wie
hier ein quasi-kompakter Raum. Nach obiger Definition wdre die Formulierung ,kompakt und
hausdorffsch* unsinnig, da kompakte Rdaume ja schon hausdorffsch sind. Aber um Verwirrungen
zu vermeiden, wird trotzdem an jeder Stelle, an der die Hausdorff-Eigenschaft gefordert wird,
diese auch explizit erwdhnt.

Lemma 5.2
Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(i) X ist der projektive Limes endlicher diskreter Riume,
(ii) X ist hausdorffsch, kompakt und besitzt eine Basis aus offenen Kompakta,
(iii) X ist hausdorffsch, kompakt und total unzusammenhdngend.

Beweis. Da jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums abgeschlossen darin ist und je-
de abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums wieder kompakt ist, ist (ii) dquivalent
dazu, dass X eine Basis aus offenen und gleichzeitig abgeschlossenen Teilmengen besitzt. Die

Behauptung gilt dann nach (RZ00, Theorem 1.1.12).
O

Definition 5.3
Ein topologischer Raum, der die dquivalenten Bedingungen aus Lemma erfillt, heifst pro-
endlich (RZ00, 1.1 S. 10).

Folgendes Lemma ist hilfreich fiir die spatere Konstruktion topologischer (Schief-)Monoidringe,
da hiermit viele Rechnungen aus dem proendlichen Fall auf den endlichen Fall zuriickgefiihrt
werden koénnen.

Lemma 5.4
Es sei (D;) ein projektives System endlicher, diskreter Ridume D; und D ein endlicher, diskreter
Raum. Dann g¢ibt es eine Bijektion

lim Home o, (D;, D) - Homyop(lim D;, D), Homop(D;,Y) 3 f +— fom

(2 (2
wobei die @l D; = D; fir alle i die kanonischen Projektionen sind.

Beweis. Siehe (BJ01, Lemma 3.4.12) oder (RZ00, Lemma 1.1.16).
O

Ebenso wichtig ist folgendes Lemma, das als Grundlage vieler Beweise dient, die vollstdndige
abelsche Gruppen oder (lokal) proendliche Rdume und Monoide betreffen.

Lemma 5.5
Es sei X ein topologischer Raum, Y = @l Y; ein projektiver Limes topologischer Rdume Y; und

X i» Y; stetige Surjektionen, die mit den Ubergangsabbildungen kompatibel sind.
Dann gilt fiir die induzierte Limesabbildung X 4, Y:
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(i)
(i)

f st stetig.

Ist X nicht leer, dann ist f(X) CY eine dichte Teilmenge.

Trigt X die Initialtopologie beziiglich der f;, dann gilt auferdem:

(iii)
(iv)

X 7 f(X) ist offen.

f
Ist X hausdorffsch, dann ist X = f(X) ein topologischer Isomorphismus.

Beweis.

(i)

Da Y die Initialtopologie beziiglich der f; trégt, sind alle f; stetig, so dass nach der uni-
versellen Eigenschaft des projektiven Limes auch f stetig ist.

Da X nicht leer ist, ist auch ¥ 2 f(X) nicht leer, so dass (RZ00, Lemma 1.1.7) die
Behauptung impliziert.

Es sei U C X eine offene Teilmenge und x € U, d.h. f(z) € f(U). Nach Definition
der Initialtopologie gibt es eine offene Menge V, C Y;, so dass f[l(Vm) C U ist. Es sei
V! =77 (Vy), wobei Y % Y; die Limesprojektion ist. Da 7; stetig ist, ist V! C Y offen.
Es gilt f(X)NV] C f(U), denn fiir y € X mit f(y) € VJ gilt fi(y) = m o f(y) € V. Da
f(X) N V) nach Definition der Teilraumtopologie eine offene Umgebung von f(z) in f(X)

ist, ist f(U) = U,ep f(X) NV offen in f(X).

Wegen (i) und (iii) braucht nur noch die Injektivitéit von f gezeigt werden. Angenommen es
gibt z,y € X mit f(x) = f(y) und = # y. Dann gibt es auch disjunkte offene Umgebungen
Uz, Uy € X von z bzw. y, da X hausdorffsch ist. Da X die Initialtopologie beziiglich der
fi trégt, gibt es offene V, C Y; und V,, C Y; mit = € fi_l(Vx) CU, und y € fi_l(Vy) CU,.
Da das Limessystem projektiv ist, kann ohne weiteres ¢ = j angenommen werden. Da U,
und U, disjunkt sind, gilt

VenVy C fi(Us) N fi(Uy) = fi(Uz N Uy) = f;(0) =0

Aber dann fiihrt f;(z) = m 0 f(x) = m o f(y) = fi(y) € Vo NV, zum Widerspruch.

Lemma 5.6

Esset X = llnz X, wobei (X, fi ;) ein projektives System topologischer Riume X; ist. Es seien

X % X; die Limesprojektionen.
Dann bilden die Mengen 7TZ-_1(U) mit offenen U C X; nicht nur eine Subbasis, sondern sogar
eine Basis der Topologie auf X.

Beweis. Es seien Uj, C X;, offen, fiir 1 < k < r. Da die Indexmenge gerichtet ist, gibt es ein
1< U1y, tp. Mit Vg, = fz_zi(Uk) fiir 1 < k < r folgt dann

mtVin..nV) =tV n.na (V) =a  (U) N eng YUy

Folglich ist die Menge aller 7, 1(U ), fiir alle ¢ und alle offenen U C Xj;, abgeschlossen unter
endlichen Schnitten. Insbesondere bildet sie schon eine Basis der Topologie auf X.

O
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5.1.2 Lokal proendliche Rdume und eigentliche Abbildungen

In diesem Abschnitt wird der Begriff des proendlichen Raums auf den des lokal proendlichen
Raums ausgeweitet. Dies ist notwendig, da das freie diskrete, einfach erzeugte Monoid (das fiir
die Konstruktion des Schiefpotenzreihenrings bendtigt wird) beispielsweise nicht kompakt ist.
Es stellt sich heraus, dass man unter Aspekten der Funktorialitdt des topologischen Monoidrings
nicht jede stetige Abbildung als Morphismus in dieser Kategorie zulassen sollte. In dieser Hinsicht
haben die eigentlichen, stetigen Abbildungen jedoch sehr gute Eigenschaften, weshalb man sich
auf diese Abbildungen beschrinkt.

Lemma 5.7
Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(i) X ist hausdorffsch und besitzt eine Basis aus offenen Kompakta,
(ii) X st hausdorffsch, lokal kompakt und total unzusammenhdingend.

Beweis. Es gelte (i). Dann ist X per Definition lokal kompakt. Es sei () # C' C X eine zu-
sammenhéngende Teilmenge. Angenommen es gidbe x,y € C mit x # y. Da X hausdorffsch ist,
gibt es eine offene, kompakte d.h. auch abgeschlossene Umgebung K von z, die nicht y enthélt.
Folglich ist C' = (C' N K)YJ(C\K) eine disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer Mengen, die in
C offen sind, im Widerspruch dazu, dass C' zusammenhéngend ist.

Es sei umgekehrt x € U C X eine offene Umgebung. Wegen (Bou66a), 1.9.7 Proposition 9
Corollary) gibt es eine kompakte Umgebung x € K C U und damit eine in U offene Umgebung
x €V C K C U. Als kompakter Teilraum von X ist K auflerdem hausdorffsch und total
unzusammenhéingend, also nach Lemma (iii) proendlich. Nach Lemma (ii) gibt es daher
ein in K offenes Kompaktum z € K’ C V C K. Nach Definition der Teilraumtopologie ist
zunéichst K’ offen in V. Da aulerdem V offen in U und U offen in X ist, sind nochmals nach
Definition der Teilraumtopologie auch V' bzw. K’ offen in X. Da x und U beliebig waren, besitzt
jeder Punkt in X eine Umgebungsbasis aus offenen Kompakta und damit schlieflich X eine

Basis aus offenen Kompakta.
O

Definition 5.8
FErweitere die Kategorie der proendlichen Rdume um folgende Objekte und Morphismen:

(i) Ein topologischer Raum, der eine der dquivalenten Bedingungen aus Lemma erfillt,
heifit lokal proendlich.

(ii) Eine stetige Abbildung X Ly zwischen zwei topologischen Rdumen X und Y heif§t
eigentlich, wenn fiir jeden topologischen Raum Z die Abbildung f x idz abgeschlossen ist
(Boubbd, 1.10.1 Definition 1).

Es bezeichne Top;, C Top die volle Teilkategorie der lokal proendlichen Rdume und Tops C
Top; die volle Teilkategorie der proendlichen Rdume. Weiterhin bezeichne Topp C Top die
Teilkategorie der topologischen Rdume mit den eigentlichen, stetigen Abbildungen als Homo-
morphismen. Dies ist eine wohldefinierte Kategorie, da die Identitdten eigentlich sind und nach
(Boub66d, 1.10.1 Proposition 5 a)) auch Verkettungen eigentlicher, stetiger Abbildungen eigentlich
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sind. Weiterhin sei Topy p = Top, N Topp. Man erhilt folgendes Diagramm von Kategorien:

Top
y \

Topy, Topp
\ y

1)0” TOpL,P

T opc

Nach der nun folgenden Bemerkung (ii) sind alle Abbildungen zwischen kompakten Hausdorff-
Riumen eigentlich, weshalb Tope eine volle Teilkategorie von Topy, p ist.

Bemerkung 5.9

Jede lokal abgeschlossene Teilmenge, d.h. der Durchschnitt einer offenen mit einer abgeschlosse-
nen Teilmenge (Bou66d, 1.53.3 Definition 2 und Proposition 5), eines lokal proendlichen Raums,
ist lokal proendlich.

Beweis. Es sei X € Topy, p ein lokal proendlicher Raum und A C X eine lokal abgeschlossene
Teilmenge. Versehen mit der Teilraumtopologie ist A hausdorffsch, total unzusammenhéngend

und nach (Bou66al, 1.9.7 Proposition 13) lokal kompakt.
O

Bemerkung 5.10
Es seien X und Y zwet topologische Riume und X Ly eine stetige Abbildung.

(i) f ist genau dann eigentlich, wenn f abgeschlossen und fiir jedes y € Y die Urbildmenge
Y (y) quasi-kompakt ist.

(ii) Wenn f eigentlich ist, dann ist fiir alle quasi-kompakten K CY das Urbild f~*(K) quasi-
kompakt.

Falls X, Y Hausdorff-Riume sind und 'Y lokal kompakt, dann gilt auch die Umkehrung.
Beweis.
(i) (Bou66a, 1.10.2 Theorem 1).

(ii) (Bou66al, 1.10.2 Proposition 6) und (Bou66al, 1.10.3 Propostion 7).

Lemma 5.11
Es seien X ein Hausdorff-Raum und Y ein lokal proendlicher Raum.

Eine stetige Abbildung X Ty ist genau dann eigentlich, wenn das Urbild jedes offenen
Kompaktums unter f kompakt ist.
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Beweis. Es sei K CY ein beliebiges Kompaktum. Y besitzt eine Basis aus offenen Kompakta,
so dass Y = UZ K; von offenen Kompakta K; iiberdeckt wird. Diese iiberdecken daher auch
K und da K kompakt ist, geniigen endlich viele dieser K;. Ohne Einschrinkung sei daher
K C Ky U..UK, = K'. Es folgt nach Voraussetzung, dass f~1(K) C f~!(K') Teilmenge
eines Kompaktums ist. Auflerdem ist K abgeschlossen in Y, da Y hausdorffsch ist. Aufgrund
der Stetigkeit von f ist auch f~!(K) abgeschlossen in X und als abgeschlossene Teilmenge eines

Kompaktums selbst kompakt.
O

5.1.3 Einpunktkompaktifizierung lokal proendlicher Ridume

Entscheidend fiir die Konstruktion topologischer Schiefmonoidringe ist die Moglichkeit der Ein-
punktkompaktifizierung lokal proendlicher Rdume bzw. spéter auch Monoide. Diese induziert
einen Funktor Top;, p — 7 opc, so dass eigentlich jede Frage, die lokal proendliche Réume bzw.
Monoide betrifft, auf den proendlichen Fall iibertragen werden kann. Dies ist ein wesentlicher
Schritt bei der Konstruktion topologischer und vollsténdiger Monoidringe.

Satz 5.12
Es sei X ein lokal proendlicher Raum. Setze X = XW{0} und definiere eine Menge U C X als
offen, wenn entweder 0 & U C X offen ist oder 0 € U und X’\U kompakt ist.

Dann ist X mit der auf dieser Weise konstruierten Topologie ein proendlicher topologischer
Raum.

Man nennt X auch die Einpunktkompaktifizierung von X.

Beweis. Nach dem Beweis von (Bou66al, 1.9.8 Theorem 4 (Alexandroff)) ist X ein kompakter,
topologischer Hausdorff-Raum. Fiir alle 0 € U C Xist K =X \U C X kompakt. Da X lokal
proendlich ist, ldsst sich K durch offene Kompakta iiberdecken. Da K kompakt ist, geniigt
dann eine endliche Teiliiberdeckung davon, so dass es offene Kompakta K1, ...K, C X gibt mit
K C K1U...UK, =: L. L ist kompakt und offen in X, so dass X \L offen und als abgeschlossene
Teilmenge des Kompaktums X kompakt ist. Nach Konstruktion ist 0 € X \L C U, so dass 0

eine Umgebungsbasis aus offenen Kompakta besitzt und insgesamt X proendlich ist.
O

Lemma 5.13
Es seien X und Y zwei lokal kompakte Hausdorff-Riume. Es gilt:

(i) Pine stetige Abb}'ldung x Ly ist genau dann eigentlich, wenn die Fortsetzung x L Y,
definiert durch f(0) =0, stetig ist.

(ii) Falls Y quasi-kompakt und X nicht quasi-kompakt, dann ist Homz,,,,(X,Y) = (.

Beweis.

A~

(i) Ist f eigentlich, dann ist f stetig bei O nach Konstruktion der Topologie aqu X bzw. Y
und wegen Bemerkung AuBerdem ist f|x = f stetig, so dass insgesamt f stetig ist.

Umgekehrt ist jedes Kompaktum K C Y auch abgeschlossen in Y, da Y hausdorffsch
ist. Die Stetigkeit von f impliziert dann, dass f~1(K) = f~!(K) C X abgeschlossen und
damit kompakt ist, da X kompakt ist. Folglich ist f nach Bemerkung eigentlich.

(ii) Angenommen es gibt ein f € Homz,p,, (X,Y). Da f eigentlich ist, ist X = f~(Y) quasi-
kompakt im Widerspruch zur Annahme.
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Korollar 5.14
Man erhdlt einen treuen Kompaktifizierungsfunktor:

C:Top,p— Tope, Xr— X

Lemma 5.15
FEs sei X ein lokal proendlicher Raum und X = llnz X; mit diskreten, endlichen Rdumen Xj;.

Dann gibt es fiir jedes offene Kompaktum K C X ein i, so dass K = W{lm(K) ist.

Beweis. Da K C X C X offen ist, gibt es eine offene Uberdeckung K = Uier 7,1 (U;) mit offenen

U; C X;, wobei X T X, die Limesprojektionen sind. Da K kompakt ist, geniigen schon endlich
viele 7; ' (U;) um es zu iiberdecken, d.h. K = 7TZ-_11<UZ'1) U... Uwi_rl(Uir). Da die X; ein projektives
System bilden und insbesondere die Indexmenge gerichtet ist, gibt es ein ¢ < 4y, ...,4, und es
folgt mit Vj, = fZ_Ii(U,k) fir 1 <k <r, dass

K=n'V)U.uriV)=r1V1U..UV).

Insbesondere ist dann 7;(K) = Vi U ..UV, bzw. K = 7; 'm;(K).

5.1.4 Quotienten und Relationenverbinde topologischer Raume

Wie in Kapitel [2| Abschnitt Beispiel gesehen, entsprechen die Aquivalenzrelationen auf
einer Menge S den Quotienten von S. In diesem Abschnitt werden die Quotienten der Katego-
rien Topp, Topy, p und Tope analysiert. Der Hom6omorphiesatz @ zeigt, dass die Kategorie
Topp (Epi,Mono)-strukturiert ist, was sich auch auf dessen Teilkategorien 7° opr, p und Topc

iibertrigt. Fiir proendliche Riéume besitzen die offenen Aquivalenzrelationen als Teilverband der
Aquivalenzrelationen eines proendlichen Raums niitzliche Eigenschaften fiir spitere Resultate

(vgl. Korollar [5.24)).

Definition 5.16
Es seien X undY Mengen und X 1, Y. Die Aquivalenzrelation R auf X, definiert durch zRx/,
falls f(z) = f(2'), heifit Kern von f und wird mit ker f = R = (f x f)"Y(Ay) bezeichnet.

Definition 5.17
Fiir eine Menge X bezeichne Equ(X) die Menge der Aquivalenzrelationen auf X.
Es sei nun X ein topologischer Raum.

(i) Eine Aquivalenzrelation R € Equ(X) auf X heift ...
e ... abgeschlossen, wenn jede Aquivalenzklasse von R abgeschlossen in X ist.
o ... offen, wenn jede Klasse von R offen in X ist.

o ... kompakt, wenn jede Klasse von R abgeschlossen in X und quasi-kompakt ist.

(ii) Weiterhin bezeichne ...
o ... Equ(X) die Teilmenge der abgeschlossenen Aquivalenzrelationen auf X.

o ... Equp(X) die Teilmenge der offenen Aquivalenzrelationen auf X.

61



Kapitel 5. (Lokal) Proendliche Rdume, Monoide und M-Mengen

.. Eque(X) die Teilmenge der kompakten Aquivalenzrelationen auf X .

Satz 5.18 (Hom&omorphie-Satz)

Es seien X und Y topologische Rdume und X A, Y eine stetige Abbildung. Dann erhdlt man
folgendes Diagramm.:
Tker fi JALf(X

X/ker f L f(X

f ist genau dann eigentlich, wenn ker f € Equ(X) kompakt, f ein Homéomorphismus und
L

f(X) My eigentlich ist.

Beweis. Dies gilt per Definition einer kompakten Aquivalenzrelation nach (Bou66al, 1.10.1 Co-

rollary 4) und (Bou66al, I.10.1 Proposition 2).
O

Lemma 5.19
Es sei X ein topologischer Raum und R eine Aquivalenzrelation auf X. Es gelten folgende
Figenschaften:

(i) X/R ist genau dann hausdorffsch, wenn R € Equ (X)) abgeschlossen ist.

Insbesondere ist dann R C X x X abgeschlossen.

(ii) X/R ist genau dann diskret, wenn R € Equp(X) offen ist.
Insbesondere ist dann R C X x X offen.

(iii) Wenn R € Equa(X) kompakt ist, dann gilt:
a) Die kanonische Projektion X LY X/R ist eigentlich.

b) Falls X hausdorffsch ist, dann gilt:
X/R ist genau dann lokal kompakt, wenn X lokal kompakt ist.

Insbesondere gilt Equp(X), Equa(X) C Equy(X).
Beweis.

(i) X/R ist genau dann hausdorffsch, wenn jeder Punkt abgeschlossen ist. Dies ist nach De-
finition der Quotiententopologie genau dann der Fall, wenn das Urbild jedes Punktes ab-
geschlossen ist. Diese Urbilder sind aber gerade die Aquivalenzklassen von R. Ist X/R ein
Hausdorff-Raum, dann ist die Diagonale Ax/r C X /R x X/R abgeschlossen. Folglich ist

TRX

auch R als Urbild von Ax, g unter der stetigen Abbildung X x X X /R x X/R
abgeschlossen.

(ii) Die Aquivalenzklassen von R sind die Urbilder der Punkte z € X/R unter mg. Folglich
gilt die Behauptung. Wenn jede Aquivalenzklasse [x] C X offen ist, dann ist auch R =
Uex|z] x [z] offen in X x X.

(iii) a) Dies gilt nach Bemerkung (i).
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b) Falls X lokal kompakt ist, dann ist auch X/R lokal kompakt nach (Bou66al, 1.10.4
Proposition 9). Ist umgekehrt X/R lokal kompakt, dann ist auch X lokal kompakt
wegen (Bou66a), 1.10.3 Proposition 7) unter Benutzung von a).

Bemerkung 5.20

Beliebige Schnitte von Aquivalenzrelationen sind wieder Aquivalenzrelationen und die Aquiva-
lenzklassen der Schnittrelation sind die Schnitte der Aquivalenzklassen. Folglich gilt per Defini-
tion:

(i) Schnitte abgeschlossener/kompakter Aquivalenzrelationen sind abgeschlossen/kompakt.

(ii) Schnitte zweier, offener Aquivalenzrelationen sind offen.

Bemerkung 5.21

Es sei X ein topologischer Raum, R € Equp(X) und R C R’ € Equ(X).

Dann ist die Quotiententopologie auf X/R' = (X/R)/R' die diskrete Topologie, da X/R diskret
ist, und folglich R’ selbst offen.

Korollar 5.22
Da jede Aquivalenzrelation als Teilmenge von X x X aufgefasst werden kann, trdigt Equ(X) eine
kanonische Halbordnung. Es gilt:

(i) Equ(X) ist ein vollstandiger, distributiver Verband. Fiir eine Teilmenge S C Equ(X) gilt:

As=)s Vs= (1 R

R'eEqu(X),
RCR' VReS

(i1) Equy(X) ist ein vollstandiger, distributiver Verband.

(ili) Equo(X) < Equy(X) ist ein distributiver Teilverband, welcher Suprema nicht-leerer Teil-
mengen besitzt.

(iv) Equp(X) < Equ(X) ist ein distributiver Teilverband, welcher Infima nicht-leerer Teil-
mengen besitzt.

-1
Fiir jede Abbildung X Ly definiert Equ(Y) (i) Equ(X) einen Verbandshomomorphismus,

. . . Equ Equ
so dass diese Konstruktion (kontravariante) Funktoren Set = Posy n,p, Top - Posv.a,D,

Equ Equ .
Top = Posyap und Topp — Posyap definiert.
Beweis.

(i) Nach Bemerkung liegen die angegebenen Suprema und Infima auch tatséichlich wieder
in £qu(X). Fiir eine Teilmenge S C Equ(X) und T € Equ(X) gilt

T/\(\/S): N 7nrR= () R=\VTAR),
R'e&qu(X), R'e€qu(X), ReS
RCR' VRES TNRCR' VYReS

so dass Equ(X) distributiv ist.

63



Kapitel 5. (Lokal) Proendliche Rdume, Monoide und M-Mengen

(ii) Bemerkung (i) sichert die Existenz von Infima und fiir S C Equ,(X) ist

Vs= 1 &
R'e€quy(X),
RCR' VRES

ein Supremum von S, so dass Equ4(X) vollsténdig ist. Die Distributivitit zeigt man wie
in (i).

(iii) Da wegen Lemma jede offene Kongruenz auch abgeschlossen ist, gilt Equo(X) C
Equ(X). Nach Bemerkung (ii) ist Equo(X) abgeschlossen unter endlichen Schnitten.
Fiir eine nicht-leere Teilmenge S C Equp(X) ist wegen Bemerkung [5.21) das in Equ 4 (X)
gebildete Supremum wieder eine offene Aquivalenzrelation auf M. Damlt ist Equp(X) <
Equ (X)) ein supremumvollstandiger Teilverband. Die Distributivitidt wird von Equ 4(X)
geerbt.

(iv) Fiir alle § # S C Equ(X) sind die Aquivalenzklassen von A S = (S abgeschlossene
Teilmengen der quasi-kompakten Aquivalenzklassen eines jeden R € S und damit selbst
quasi-kompakt. Distributivitdt wird von Equ4(X) geerbt.

O

Proposition 5.23
Es seien X ein proendlicher Raum, R C Equp(X) eine gerichtete Teilmenge und R € Equ(X).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) R = ﬂRCSeR S

(ii) X/R = linRCS R X/S

Beweis. Es seien X —» X /S fir S € Equ(X) die kanonischen Projektionen. Fiir R C S €
Equp(X) gibt es wegen (X/R)/S = X/S auflerdem die stetigen Projektionen X/R A X/S.
Es gelte (i). Der projektive Limes iiber (7g)rer induziert ein stetiges X/ R 7 tim lim g X/8S.
Esseien z,y € X mit f([z]r) = f([y]r)- Dannlbt[ ls = [y]s fiiralle R C S € R, also [z]r = [y]r
und folglich f injektiv. Nach Lemma (ii) ist auBerdem f(X/R) C lim lim g o X /.S eine dichte

Teilmenge. Da X kompakt ist, sind auch X/R bzw. f(X/R) kompakt und abgeschlossen in

lim , CSER X/S. Damit ist f auch surjektiv. Da X kompakt und lim lmp - oen X/ S hausdorffsch ist,

ist f abgeschlossen und damit ein Homéomorphismus, so dass (ii) erfiillt ist.
Wenn (ii) gilt, dann ist X/R proendlich, also insbesondere hausdorffsch, und tragt die Initi-
altopologie beziiglich der wg. Folglich ist wegen mg = g o g fiir alle RC S € R

R=(mr x7r) "(Axp) = [ (mrx7r) " (7s x 75) " (Ax/s)

RCSeR
= (] (msxms) N(Ax)= [ S
RCSeER RCSeR
Damit gilt (i).
O
Korollar 5.24
Fiir einen proendlichen Raum X gilt Ax = (1Equo(X) bzw. X = X/Ayx = lim X/R.

—ReEqup(X)
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5.1. (Lokal) Proendliche Riume

Beweis. Es sei R = [)€qup(X). Angenommen es gibt (x,y) € R mit x # y. Da X hausdorffsch
ist und es eine Basis aus offenen Kompakta gibt, gibt es ein offenes Kompaktum z € K C X, das
x, aber nicht y enthilt. Die Partition X = KW(X\K) definiert eine offene Aquivalenzrelation
S = (K x K)U((X\K) x (X\K)) € Equp(X). Wegen R = N Equp(X) ist (x,y) € S im
Widerspruch zur Konstruktion von .S. Damit gilt die Behauptung nach Proposition [5.23

O

5.1.5 (Ko-)Limiten (lokal) proendlicher Riume

Ziel dieses Abschnitts ist es, die wichtigen kategoriellen Eigenschaften der Vollstdndigkeit und
Kovollstéandigkeit zu kldren. Wahrend sich die Kategorie der proendlichen Réume diesbeziiglich
sehr gut verhélt, kann die Existenz von Limiten und Kolimiten fiir die Kategorie der lokal
proendlichen R&aume nur teilweise nachgewiesen werden.

Definition 5.25
Es seien D eine Kategorie und £ C D eine Teilkategorie.

(i) Falls der Inklusionsfunktor € AL, D einen Linksadjungierten R besitzt, dann heifit ...
o ... £ reflektive Teilkategorie,
e ... R Reflektor,
e ... die Koeinheit X 25 IR(X) fir jedes X € D £-Reflektion von X
(vgl. (Mac72, IV.3) und (AHS06, Definition 4.16). Wegen (Mac72, IV.2 Satz 1 (ii)) sind

beide Definitionen dquivalent).

(ii) € heifit Isomorphismen-abgeschlossen, wenn jedes Objekt aus D, das isomorph zu
einem Objekt in € ist, bereits selbst in € liegt (AHS06, Definition 4.9 (1)).

Proposition 5.26
Es gibt einen Funktor

P:Top—Topg, X+— lm X/R

Re€qup(X)
X/R endlich

der linksadjungiert ist zum Inklusionsfunktor T opq AL, Top.
e Fliir einen topologischen Raum X heiffe P(X) proendlicher Abschluss von X.

o Topo — Top ist eine Isomorphismen-abgeschlossene, volle, reflektive Teilkategorie.

Beweis. Fiir X € Top sei X 25 P(X) die vom Limes induzierte stetige Abbildung. Fiir alle

stetigen X 1.V in einen proendlichen Raum Y ist fiir alle R € Equ,(Y) auch (f x f)~}(R) €
Equp(X) und auBerdem gilt wegen der Bijektion X/(f x f)"Y(R) & f(X)/R C Y/R, dass
X/(f x f)~1(R) endlich ist. Dies induziert eine stetige Abbildung P(f), die folgendes Diagramm

kommutieren lasst:
X ! Y

|

pr(x) YL piyy
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Fiir proendliche Y ist die Abbildung py nach Korollar ein Homoomorphismus, so dass f
iiber P(X) faktorisiert. Es gibt also ein f' = p;l o P(f), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

X X 1P(X) P(X)
; lf(f’) lﬂf’pyloP(f)
I(Y) Y

Nach Lemma (ii) ist px(X) C P(X) dicht, so dass es genau ein solches f’ gibt. Folglich
ist px ein universeller Pfeil von X nach I und mit (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) erhélt man die
gewiinschte Adjunktion.

Nach der Charakterisierung proendlicher Rdume aus Lemmal5.2]ist Topc C 7 op abgeschlossen

unter Isomorphismen und per Definition voll.
O

Satz 5.27
Fiir die Kategorie Topq gelten folgende Eigenschaften:
(i) Tope ist vollstandig.
Genauer: Der Inklusionsfunktor T ops L, Top erzeugt Limiten.
(ii) Topc ist kovollstindig.

Genauer gilt: Falls J N Tope ein Diagramm mit Kolimesdiagramm (F(j) 7, colim F)ies
Pcolim F
—

in Top ist, dann ist (F(j) 2, colim F
F in Tope.

P(colim F))je; ein Kolimesdiagramm von

I
(iii) Der Inklusionsfunktor Topo — Top erzeugt endliche Koprodukte.

(iv) Der Funktor Top i Topo vertauscht mit Kolimiten.

Beweis.

(i) Nach (AHS06l, Proposition 13.27) ist jeder in 7op gebildete Limes eines Diagramms in
Tops auch ein Limes in 7opo. Damit erzeugt I Limiten. Die Vollsténdigkeit von 7 op
impliziert die Vollstédndigkeit von 7 op..

(ii) Kovollsténdigkeit folgt unmittelbar aus (AHS06, Proposition 13.30).

(iii) Offenbar ist die disjunkte Vereinigung zweier proendlicher Rdume wieder proendlich, da
sich die Eigenschaften hausdorffsch und kompakt zu sein und eine topologische Basis aus
offenen Kompakta zu besitzen direkt auf die disjunkte Vereinigung iibertragen. Folglich
sind endliche Koprodukte gebildet in 7 op auch Koprodukte in 7 op, und I erzeugt ebenso
endliche Koprodukte.

(iv) Da P ein Linksadjungierter ist, folgt dies aus der dualen Aussage von (Mac72, V.5 Satz
1).
O

Satz 5.28
Der Inklusionsfunktor Top; — T op erzeugt
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5.1. (Lokal) Proendliche Riume

(i) endliche Limiten und
(ii) Koprodukte.
Beweis.

(i) In Top gebildete endliche Produkte lokal proendlicher Rdume sind wieder hausdorffsch.
AuBlerdem bilden die Produkte der offenen, kompakten Teilmengen dieser Rdume eine
topologische Basis nach Definition der Produkttopologie, so dass insgesamt auch der Pro-
duktraum lokal proendlich ist.

f
Es seien X_Y zwei stetige Abbildungen zwischen zwei lokal proendlichen Rdumen X und

g9
Y. Dann bildet die Inklusion von K = {x € A; f(z) # g(x)} in X einen Differenzkern des
Paars (f, g). Fir allea € U = X\K ist f(a) # g(a). Da'Y ein Hausdorff-Raum ist, gibt es
offene Mengen V, V' C Y, die f(a) und g(a) trennen. Es sei W = f~1(V)ng=1(V’). Dann
ist a € W und fiir alle z € W gilt f(x) # g(z), da VNV’ = (. Folglich ist a € W C U
eine offene Umgebung, so dass K C X abgeschlossen, also selbst lokal proendlich ist.

Die universelle Eigenschaft der Konstruktionen folgt aus der universellen Eigenschaft der-
selben in 7 op. Damit ist 7op; nach (AHS06, Theorem 12.4) endlich vollstindig. Dieser
Satz zeigt, dass endliche Limiten durch endliche Produkte und Differenzkerne ausgedriickt
werden konnen. Insbesondere erzeugt der Inklusionsfunktor daher alle endlichen Kolimiten.

(ii) Beliebige in 7op gebildete Koprodukte, d.h. disjunkte Vereinigungen lokal proendlicher
Réume, sind wieder lokal proendlich. Die universelle Eigenschaft wird von 7 op geerbt.

Satz 5.29
Fiir die Kategorie Topy, p gilt:

(i) Der Kompaktifizierungsfunktor Topy, p “, Topc erzeugt projektive Limiten.

(ii) Der Inklusionsfunktor Top;, p — Top erzeugt
a) projektive Limiten,
b) Differenzkerne und
¢) endliche Koprodukte.

(iii) Der Inklusionsfunktor Tope — Topy, p vertauscht mit
a) genau den Limiten, deren Indexkategorie nicht leer ist, und
b) endlichen Kolimiten.

Beachte: Die Limiten des Funktors ) — Topq sind genau die finalen Objekte in T opc,
d.h. Ein-Punkt-Rdaume.

(iv) Die Kategorie Topy, p besitzt kein terminales Objekt.

Beweis.
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(i)

(if)

68

Es sei (X, fij)ier ein projektives System in Topy p. Dann ist (XZ, f”) ein projektives
System in 7ops und besitzt dort einen Limes (@l X; = Xl) Es sei x € linl X; mit
mi(x) = 0 fiir ein ¢. Fiir jedes weitere j gibt es dann ein i, j > k € I. Wegen fi; o1, = m;
gilt
j(2) = fij(m(2)) € fioj(Frg (mi(2))) = fioj (i (0)) = fu;({0}) = {0}

und damit 7;(z) = 0. Da der projektive Limes in T op¢ nach Satz (iii) in 7 op gebildet
werden kann und dort als Teilmenge des Produkts [ [, X; explizit konstruiert werden kann,
impliziert dies 7; '(0) = {0} fiir alle i € I.

Zeige nun, dass (L := (lim, X)\{0} i X;) ein Limesdiagramm in Topy, p ist. Zunéchst

ist lim, X; hausdorffsch und damit {0} darin abgeschlossen, so dass L darin offen und als of-

fene Teilmenge eines proendlichen Raums lokal proendlich ist. Insbesondere ist h&nZ X, ~L
nach der universellen Eigenschaft der Einpunktkompaktifizierung (Bou66al, 1.9.8 Theorem
4 (Alexandroff)). Nach (Bou66al, 1.10.1 Proposition 3) sind alle p; = 7Ti|7r._1(Xi) eigentlich,

so dass das angegebene Limesdiagramm tatséchlich in 7opy, p liegt.

Fiir alle X € Topy, p und alle Familien g; € Homz,p, (X, X;), die mit den Ubergangs-
abbildungen vertauschen, vertauschen auch §; mit den Ubergangsabbildungen fi,j, so dass

nach der universellen Eigenschaft des Limes in 7 op ein eindeutiges X 4, @Z X, existiert
mit m; o f = g; flir alle ¢ € I. Fiir alle x € X gilt

f)=0 <= gil@)=mof(x)=0 Viel <= x=0,

so dass f~!(L) = X ist. Folglich ist f' = flg-1(r) eigentlich und es gilt p; o f' = g; fiir alle
i € I. Ein f’ mit diesen Kommutativititseigenschaften ist eindeutig, da f eindeutig ist.

a) Es sei J N Topy, p ein Diagramm und J eine gerichtete Menge. Im Folgenden
sei unterhalb eines Limes die Kategorie vermerkt, in welcher dieser gebildet wurde.

Zunichst beachte man, dass die topologischen Einbettungen F'(j) =y (y) fur alle
j € J nach der universellen Eigenschaft des Limes in 7 op eine stetige Abbildung

%i_mF — %1_111(0 o F) induzieren. Nach der Konstruktion des Limes in 7op als Teil-
op op
menge des Produkts impliziert die Injektivitdt aller ¢;, dass auch ¢ injektiv ist. Nun

tragt lTHnF die Initialtopologie beziiglich der Limesprojektionen und alle F'(j) als to-
op
pologische Einbettungen wiederum die Initialtopologie beziiglich der ¢;. Da ¢ injektiv

ist und nach Konstruktion alle Diagramme der Form

lim £ —— lim(C o F)
Top Top
le lﬂj
. Ly A
F(j) ——=F(j)
kommutieren und auflerdem ITi_m(C o F') die Initialtopologie beziiglich seiner Lime-
op

sprojektionen tragt, tragt auch %i_mF die Initialtopologie beziiglich ¢. Nach Lemma
op

m (iv) ist ¢ dann eine topologische Einbettung. Nach Konstruktion des Limes in 7 op
ist 17i_m(C oF) = L(17i_m F)u{0}. Punkt (i) und Satz [5.27| (iii) zeigen, dass
op op

lim(Co F) = lim (Co F)=C( lim F)

Top Topc Topr, p
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(iii)

2)

L
gilt. Damit erhéilt man einen Hom&omorphismus lTlmF = Tlim F', so dass insgesamt
op oPL.P

der Inklusionsfunktor Top;, p < 7op mit projektiven Limiten vertauscht. Da au-
Berdem Topy, p nach (i) und wegen der Vollsténdigkeit von 7 op¢ beliebige projektive
Limiten besitzt und der Inklusionsfunktor auf Objekten injektiv und treu ist, erzeugt
dieser auch projektive Limiten.

Der Inklusionsfunktor erzeugt Differenzkerne, da diese abgeschlossene Teilmengen des
Quellraums sind, wie im Beweis von Satz (i) gezeigt wurde, und da Inklusionen
abgeschlossener Teilrdume nach (Bou66al, 1.10.1 Proposition 2) eigentlich sind.

Es seien X1,..., Xy € Topy p. Dann ist X = Ule X; wieder hausdorffsch und to-
tal unzusammenhéngend und besitzt eine topologische Basis aus offenen Kompak-
ta, so dass auch X lokal proendlich ist. Mit Bemerkung [5.10| (i) verifiziert man,

dass die kanonischen Inklusionen X; —— X eigentlich sind. Falls Y € Top;, p und
fi € Homgop, P(Xi, Y) fir 1 <i < k, dann ist die Verklebung

k

f=Us:x—v, flx.=#

i=1

eigentlich, denn fiir alle kompakten K C Y ist f~}(K) = Ule f7HK) als end-
liche Vereinigung von Kompakta selbst kompakt. Damit ist (X; <X )i<i<k €in
Koprodukt-Diagramm in 7 opy, p.

Es sei 0 # J iR Topc ein Diagramm. Es sei nun (X E Ny (4))jes eine Familie
stetiger, eigentlicher Abbildungen, die mit den Ubergangsabbildungen vertréglich ist.
Dann muss X kompakt sein, da es keine eigentlichen, stetigen Abbildungen von nicht
kompakten R&umen in kompakte Réume F(j) gibt. Ist X kompakt, dann ist X
proendlich, so dass der in 7 op gebildete Limes auch in 7 op;, p noch seine universelle
Eigenschaft erfiillt.

Jede einpunktige Menge ist ein finales Objekt in 7ope, aber nicht in Topy, p, da es
keine eigentlichen, stetigen Abbildungen von lokal kompakten, aber nicht-kompakten
Réaumen in den kompakten Raum der einpunktigen Menge gibt.

Der Inklusionsfunktor Top < 7Topy, p vertauscht wegen (ii) (a) und Satz (iii)
mit endlichen Koprodukten.

Es sei nun
!
A _B——=C
g
ein Differenzkokerndiagramm in Tope. Fiir X € Topy p und h € Homzop, (B, X)
mit ho f = hog ist h(B) kompakt, da h stetig und B kompakt ist. Es sei h(B) <X
die kanonische Inklusion, die nach Satz [5.1§ eigentlich ist. Nach der universellen Ei-

genschaft in 7T op existiert also ein stetiges C' X, h(B), so dass folgendes Diagramm
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(iv)

5.2

kommutiert:

C

C

\
| 31
hi

h(B)
h \
N
X

Folglich ist ¢ auch ein Differenzkokern in 7opy, p.

Der Inklusionsfunktor 7 opo — 7T opy, p vertauscht also mit endlichen Koprodukten
und Differenzkokernen, so dass er nach der dualen Aussage von (AHS06l Proposition
13.3) mit endlichen Kolimiten vertauscht, da T opg nach Satz [5.27] (ii) kovollsténdig
ist.

Angenommen es gibt ein terminales Objekt T in 7op;, p. Angenommen 7' enthielte zwei
verschiedene Punkte x1,29 € T. Dann gibt es zwei stetige, eigentliche Abbildungen vom
Ein-Punkt-Raum nach 7', ndmlich eine Abbildung auf den einen und eine Abbildung auf
den anderen Punkt. Dies ist ein Widerspruch zur universellen Eigenschaft eines terminalen
Objekts. T kann nicht leer sein, da es keine Abbildungen einer nicht-leeren Menge in die
leere Menge gibt, was nochmals ein Widerspruch zur universellen Eigenschaft wére. Also
ist T' ein Ein-Punkt-Raum. Es sei X ein unendlicher, diskreter Raum. Dann ist X lokal
proendlich und es gibt nach der universellen Eigenschaft eine eindeutige stetige, eigentliche
Abbildung X — T. Da T aus nur einem Element besteht, schickt diese Abbildung alles
auf dieses eine Element. Damit ist das Urbild dieses Elements ganz X, aber per Konstruk-
tion ist X unendlich und diskret und damit insbesondere nicht kompakt, so dass diese
Abbildung nicht eigentlich sein kann. Es kann also kein terminales Objekt geben.

(Lokal) Proendliche und eigentliche Monoide

Nachdem nun die topologischen Grundlagen behandelt wurden, kénnen schliefllich die (lokal)
proendlichen, eigentlichen Monoide definiert werden, die sich als die geeigneten Objekte fiir die
topologischen (Schief-)Monoidringe herausstellen. Man bemerkt, dass sich viele Eigenschaften
der Kategorie Topy, p auf diese Kategorie 7 Mony, p iibertragen lassen.

5.2.1

(Lokal) Proendliche und eigentliche Monoide

Definition 5.30
FEin topologisches Monoid M heifit ...

(i)

(ii) ...

... (lokal) proendlich, wenn der unterliegende topologische Raum (lokal) proendlich ist.

etgentlich, wenn die Verknipfungsabbildung M x M M etgentlich ist.

Es bezeichne T Mon die Kategorie der topologischen Monoide mit den stetigen Monoidhomo-
morphismen als Morphismen. Es sei T Mong die volle Teilkategorie der proendlichen Monoide
und T Mony, die volle Teilkategorie der lokal proendlichen Monoide. Weiterhin sei T Monp die
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Teilkategorie der eigentlichen topologischen Monoide, in der auch alle Morphismen eigentlich
sind, sowie T Mony, p =T Mon, N'T Monp. Man erhilt folgendes Diagramm von Kategorien:

T Mon
% \
T Mong, T Monp
\ y
voll TM ong.p

T Mong
(vgl. Definition [5.8)

Bemerkung 5.31
Nach Beispz'el ist (Top, x,{1}) monoidal und per Definition ist T Mon = T op-Mon.

(i) Die Einschrinkungen des Bifunktors T op x T op =5 Top auf die Kategorien Topp, T opc,
Topy,, Topy, p sind ebenfalls Bifunktoren auf der jeweiligen Kategorie.

Insbesondere bilden die Einschrinkungen ebenfalls monoidale Kategorien, da der einpunk-
tige Raum in allen Kategorien enthalten ist.

(ii) Per Definition gilt T Monp = Topp-Mon, T Monc = T op-Mon, usw.
Beweis.

(i) Fiir zwei proendliche Réume X und Y ist wegen Satz (i) auch ihr Produkt proendlich.
Sind X und Y lokal proendlich, dann ist X xY C X xY als offene Teilmenge eines proend-
lichen Raums ebenfalls lokal proendlich. Nach (Bou66al, 1.10.2 Lemma 2) sind Produkte
eigentlicher Abbildungen wieder eigentlich. Die natiirlichen Isomorphismen aus Proposi-
tion lassen sich auf die jeweilige Kategorie einschrianken, so dass diese wiederum eine
monoidale Kategorie bilden.

|

Bemerkung 5.32
Abgeschlossene Teilmonoide eigentlicher Monoide sind wieder eigentlich.

Beweis. Es sei N < M ein abgeschlossenes Teilmonoid eines eigentlichen Monoids M. Nach
(Bou66al, 1.10.2 Theorem 1) ist eine stetige Abbildung genau dann eigentlich, wenn sie abgeschlos-
sen ist und das Urbild jedes Punktes quasi-kompakt ist. Da die Topologie auf N x N C M x M die
Teilraumtopologie ist, ist uy abgeschlossen. Die andere Bedingung wird direkt von pp; geerbt.

|

Bemerkung 5.33

Es sei M ein eigentliches Monoid.

Dann ist die Einheitengruppe M* = {m € M;3n € M : mn = nm = 1} ein quasi-kompaktes
Teilmonoid von M.

Insbesondere ist M* proendlich, wenn M zusdtzlich lokal proendlich ist.
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Beweis. Da M eigentlich ist, ist 4~!(1) € M x M quasi-kompakt nach Bemerkung Auf-
grund der Stetigkeit der Projektionen sind dann auch E, = 71(p~1(1)) und E; = m(p~1(1))
quasi-kompakt. Es sei m € E = E; N E,. Nach Konstruktion gibt es dann I, € M mit
mr = Im = 1. Folglich gilt | = I(mr) = (Im)r = r, so dass | = r ein Inverses zu m € M
ist und damit m € M* ist. Umgekehrt ist fiir jedes m € M* schon m € E wegen mn =nm =1
mit einem n € M, d.h. m € E,. N E; = E. Folglich ist M* = E quasi-kompakt.

O

5.2.2 Die Einpunktkompaktifizierung lokal proendlicher Monoide

Wie schon fiir lokal proendliche Rdum, gibt es auch fiir lokal proendliche, eigentliche Monoide die
Konstruktion der Einpunktkompaktifizierung, die analog einen Funktor 7 Monr p — T Monc
definiert. Fiir spétere Beweise, die die topologischen und vollstdndigen (Schief-)Monoidringe be-
treffen, ist dieser Funktor essentiell. Prinzipiell jedes Problem im lokal proendlichen, eigentlichen
Fall ist mit diesem Funktor in den proendlichen Fall {ibertragbar.

Satz 5.34

Es sei M € T Mony, ein lokal proendliches Monoid. Setzt man die Multzplzkatzon von M auf die
Finpunktkompaktifizierung M=M W{0} durch 0-m =m-0 =0 firm € M fort, dann ist M
ein Monoid und es gilt:

M ist genau dann eigentlich, wenn M ein topologisches Monoid ist.
Wegen Satz ist dann insbesondere M € T Monc.

Beweis. Falls M € T Monc, dann gilt fiir jedes Kompaktum K C M, dass ,u,]_\/[l(K ) C M x M
kompakt ist, da M ein Hausdorfl-Raum, also K’ C M abgeschlossen ist. Da ji; stetig ist, ist auch
,u]};(K ) C M x M abgeschlossen und damit kompakt, da M x M nach dem Satz von Tychonoff
kompakt ist. Aber da uy; (K) = ,u]_V[l(K ) € M x M ist, impliziert dies die Kompaktheit von
,u]_\/[l(K ), so dass insgesamt ), eigentlich ist.

Sei umgekehrt U C M eine offene Menge. Fiir den Fall, dass 0 ¢ U ist, ist py (U) S M x M
offen, da ups stetig ist. Folglich ist die Menge u;;ll(U )= ,u]T/[l(U ) offen in M x M nach Definition
der Topologie auf M. Falls 0 € U ist, dann ist nach Definition der Topologie auf M die Menge
M\U C M kompakt. Da pp; eigentlich ist, ist auch ,u]T/[l(M \U) € M x M kompakt und daher
abgeschlossen in M x M, da M ein Hausdorfi-Raum ist. Wegen der Surjektivitidt von iy, ist

schlieflich ,u]T;[l(U) (M x M)\pyf (M\U) offen in M x M.
O

Korollar 5.35
Man erhdlt einen treuen, essentiell injektiven Kompaktifizierungsfunktor (vgl. Korollar

C:TMonyp — TMonc, Mr— M

5.2.3 Quotienten und Relationenverbéinde topologischer Monoide

Wie bereits fiir Topp gesehen ist auch 7 Monp (Epi,Mono)-strukturiert. Ebenso iibertragen
sich alle Eigenschaften der Aquivalenzrelationen lokal proendlicher Rdume auf die Kongruenzen
lokal proendlicher, eigentlicher Monoide. Wichtig fiir die spatere Charakterisierung proendlicher
Monoide ist das Analogon Korollar zu Korollar
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Definition 5.36

Fiir ein Monoid M bezeichne Cong(M) die Menge der Kongruenzrelationen auf M. Aufgefasst
als Teilmenge der Potenzmenge von M x M trigt Cong(M) eine kanonische Halbordnung.

Es sei nun M ein topologisches Monoid.

(i) Fine Kongruenz R € Cong(M) auf M heifle ...
e ... abgeschlossen, wenn jede Kongruenzklasse von R abgeschlossen in M ist.
o ... offen, wenn jede Klasse von R offen in M ist.

o ... kompakt, wenn jede Klasse von R abgeschlossen in M und quasi-kompakt ist.

(ii) Weiterhin bezeichne ...
o ... Cong (M) die Teilmenge der abgeschlossenen Kongruenzen auf M.
o ... Congp(M) die Teilmenge der offenen Kongruenzen auf M.
o ... Cong(M) die Teilmenge der kompakten Kongruenzen auf M.

Bemerkung 5.37
Es sei G eine topologische Gruppe.
(i) Es gibt eine Bijektion

¢:Cong(G) > {N<G}, Rr— (g, 7nx7n (Agn) N

wobei G 2% G/N die kanonische Projektion fiir einen Normalteiler N <1 G ist.
Die Abbildung ¢ schrinkt sich zu folgenden Bijektionen ein:

e ¢|:Cong(N) — {N <G abgeschlossen}

e ¢|: Congp(N) — {N <G offen}

e ¢|: Congr(N) — {N <G quasi-kompakt und abgeschlossen}

(ii) Fiir alle N < G ist G/N versehen mit der Quotienten-Topologie eine topologische Gruppe
(wie (War93, 1.5.4 Theorem)).

Bemerkung 5.38
Es sei M ein topologisches Monoid und R eine Kongruenzrelation.
Dann ist M /R versehen mit der Quotiententopologie im Allgemeinen kein topologisches Monoid.

Lemma 5.39
Es sei M ein topologisches Monoid und R € Congo(M). Fir M/R versehen mit der Quotien-
tentopologie gilt:

(i) Die kanonische Projektion M 5 M/R ist eigentlich.

(ii) Falls M hausdorffsch ist, dann gilt:
M/R ist genau dann lokal kompakt, wenn M lokal kompakt ist.

(iii) M/R ist ein topologisches, hausdorffsches Monoid.

(iv) M ist genau dann eigentlich, wenn M /R eigentlich ist.
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Beweis. (i) und (ii) gelten nach Lemma [5.19) (iii).

(iii) Nach (Bou66a) 1.10.2 Lemma 2) ist g X mg eigentlich und wegen Bemerkung[5.10f (i) insbe-
sondere abgeschlossen. Nach Definition der Multiplikation auf M /R kommutiert folgendes

Diagramm:
M x M —""""%_ M/R x M/R
M l“M /R
M - M/R

Fiir ein abgeschlossenes A C M/R ist auch uﬁ/R(A) = (7r x mr) ((mr o uar) "1 (A)) C
M/R x M/R abgeschlossen, da g x mr abgeschlossen ist. Folglich ist /g stetig und
M /R ein topologisches Monoid. Wegen Lemma (i) ist M /R ein Hausdorff-Raum.

(iv) Angenommen M ist eigentlich. Als Komposition zweier eigentlicher Abbildungen ist dann
pav/r o (TR X TR) = TR © puyr wegen (Bou66al, 1.10.1 Proposition 5 a)) eigentlich und nach
(Bou66al, 1.10.1 Proposition 5 b)) ist auch py;/ g eigentlich, da (7r x 7g) surjektiv ist.

Umgekehrt ist wieder mrous = pg/ro(mr X mr) als Komposition eigentlicher Abbildungen
eigentlich und da M /R hausdorffsch ist aufgrund von Lemma (i), ist nach (Bou66al,
1.10.1 Proposition 5 d)) auch pg eigentlich.

Satz 5.40 (Homomorphiesatz fiir topologische Monoide)
Es seien M und N topologische Monoide. Fir alle eigentlichen f € Homg appon (M, N) erhdlt
man folgendes Diagramm topologischer Monoide

M N
”kerfi Lp(M)
M/ ker f L f(M)

wobei ker f € Congo (M) und f(M) C N ein abgeschlossenes Teilmonoid ist.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Homdomorphiesatz [5.18] und Lemma

0.09)
O

Bemerkung 5.41
Da jede Kongruenz als Teilmenge von M x M aufgefasst werden kann, trigt Cong(M) eine
kanonische Halbordnung. Es gilt:

(i) Cong(M) ist ein vollstindiger, distributiver Verband. Fiir eine Teilmenge S C Cong(M)
gilt
As=5s. Vs= (1 R
R'€Cong(M),

RCR' VReS

(ii) Cong (M) ist ein vollstandiger, distributiver Verband.
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(iii) Congp(M) < Cong (M) ist ein distributiver Teilverband, der Suprema nicht-leerer Teil-
mengen besitzt.

(iv) Congo(M) < Cong (M) ist ein distributiver Teilverband, der Infima nicht-leerer Teilmen-
gen besitzt.

-1
Fir jeden Monoidhomomorphismus M RNy definiert Cong(N) (5] Cong(M) einen Ver-

. . . Cong
bandshomomorphismus, so dass man die (kontravarianten) Funktoren Mon — Posy a D,

Cong Cong Cong .
T Mon —* Posy n,p, T Mon = Posy.ap, TMonp —= Posy.a,p erhilt.

Beweis. Es sei S C Cong(M) und I = (g R. Fiir m,m/,n,n’ € M gilt
mIm’, nIn' & mRm', nRn' YVReS = (mn)R(m'n) VReS <& (mn)I(m'n'),

so dass I selbst wieder eine Kongruenz ist. Folglich besitzt Cong(M) Infima. Der Rest folgt aus
Korollar [5.221

O
Korollar 5.42
Es sei M ein proendliches Monoid. Fir R € Cong(M) sind dquivalent:
(1) R = mRQSECOngO(M) )
(11) M/R = @RQSECongO(M) M/S
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition [5.23
O

5.2.4 Charakterisierung proendlicher Monoide

Ein interessanter Punkt ist, dass sich proendliche Monoide auf die gleiche Weise charakterisieren
lassen wie proendliche Rdume bzw. Gruppen. Der Schliissel zum Beweis dieser Charakterisierung
aus Lemma [5.46| sind die sogenannten syntaktischen Kongruenzen, die im Bereich der theore-
tischen Informatik, im Speziellen in der Spracherkennung eine wichtige Rolle spielen. Anhand
dieser Kongruenzen sieht man, dass die offenen Kongruenzen eine ,,dichte® Teilmenge der offenen
Aquivalenzrelationen bilden, da es nach Lemma zu jeder offenen Aquivalenzrelation eine
offene Kongruenz gibt, die kleiner ist als diese. Die Darstellung eines proendlichen Monoids als
projektiver Limes endlicher, diskreter Monoide ist essentiell, wenn es in Kapitel [7] darum geht,
nachzuweisen, dass die auf dem Monoidring eingefiihrte Topologie eine Ringtopologie ist.

Lemma 5.43
Es sei M ein Monoid. Fiir jedes m € M definiert p,(k,n) := kmn fir k,n € M eine Abbildung
M x M — M. Fine Teilmenge S C M definiert mittels

mRsn =, (S) =y, (5)
fir m,n € M eine so genannte syntaktische Kongruenz Rg auf M mit den Eigenschaften:
(i) S = mpy(TRs(S))

(i) R C Rg fiir alle Kongruenzen R’ auf M mit S = 7y, (7 (S))
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TR ’
Hierbei sind M —> M/Rg bzw. M = M/R' die kanonischen Projektionen.

Beweis. Nach Konstruktion ist die angegebene Relation eine Aquivalenzrelation. Es seien nun
m,m’,n,n’ € M mit mRgm' und nRgn’. Fiir z,y € M gilt

(#,9) € pn(S) = ammyeS < (z,ny) € p,"(S) = p ()

m

— amnyeS — (zm,y) € pu, (S)=pu ' (S)

n

= wmn'yeS <<= (v,y)€u (9,
so dass (mn)Rg(m/n’) und damit Rg eine Kongruenzrelation auf M ist.

(i) Es sei mRgs und s € S. Wegen 1-s-1=s€ Sist (1,1) € uz1(S) = u, (9), so dass auch
m=1-m-1¢€ S ist. Damit gilt § C W}E;WRS(S) = Useslslr, € S bzw. W}E;WRS(S) =S.

(ii) Es seien m,n € M mit mR/'n. Unter Benutzung der Voraussetzung W}E,l (rr(S)) = S und
der Kongruenzeigenschaft von R’ gilt

(z,9) € uy' (S) <= amyeS
—  [znylr = lemylr = 7 (TR (emy)) C 7 (Tr(S)) = S
— anyeS = (z,y) €, (5)

und wegen Symmetrie ist p,,!(S) = pu, 1(S) bzw. mRgn. Also ist R’ C Rg.

Lemma 5.44

FEs sei M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid. Fiir die in Lemma konstruierten
Kongruenzrelationen gilt:

Ist K C M ein offenes Kompaktum, dann ist M /Ry endlich und diskret. Auferdem gibt es
mazimal eine Kongruenzklasse [m] € M /Ry, die nicht kompakt ist.

Beweis. Durch v(k,m,n) := kmn fiir k,m,n € M wird eine eigentliche, stetige Abbildung
M x M x M - M definiert, denn v = po (w,idps) ist die Verkettung zweier eigentlicher,
stetiger Abbildungen. Es sei K C M ein offenes Kompaktum. v~!(K) ist offen und kompakt,
d.h. es gibt per Definition der Produkttopologie eine Uberdeckung v~*(K) = |J; K; x L; x N;
mit offenen und kompakten Teilmengen K, L;, K; C M. Da v eigentlich ist und K kompakt, ist
auch v~!1(K) kompakt, so dass eine endliche Teiliiberdeckung ausreicht. Ohne Einschrinkung
sei daher v~ (K) = (K1 x L1 x N1) U...U (K, x L, x N,) mit nicht-leeren K;, L; und N; fiir
1<¢<r. Esseinunm e M.

o Falls ' (K) = 0, dann ist [m] = M\(Ly U... U L,) offen, denn die L; sind kompakt und
damit abgeschlossen, da M ein Hausdorff-Raum ist.

e Falls u, (K) # 0, gilt fiir 2,y € M die Aquivalenz
(9) €l (K) = amye K > (rmy) e v \(K)
= (z,y) € U K; x Nj,

i=1,...,7
meL;

so dass [m] = <ﬂi:1,...,r Li) \ (Ui=1,...,r L,-> offen und kompakt ist.

meL;
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Damit ist M/Rgk mit der Quotiententopologie diskret. Es gibt nur endlich viele Kombinati-
onsmoglichkeiten in welchen L; ein m € M liegen kann und in welchen nicht. Mit der angege-
benen Beschreibung von p.'(K) gibt es deshalb nur endlich viele Aquivalenzklassen, so dass

M /Ry endlich ist.
O

Lemma 5.45

Es sei M ein proendliches Monoid und R € Cong(M) eine Kongruenz auf M.

Dann gibt es fir alle R C S € Equp(M) eine offene Kongruenz T € Congp(M), so dass
RCTCS.

Beweis. Da M kompakt und S offen, ist X/S diskret. Folglich gibt es Représentanten 1, ..., x, €
X, so dass X = [z1]gU...U[z,]s. Da S offen und M kompakt ist, ist jedes K; = [z;]s offen und
kompakt fiir alle 1 <i <r.EsseiT = Rk, N...N Rg,. Dann ist T' € Congy(M) wegen Lemma
und T C S, da [z]g = mp 77 ([2]s) wegen Lemma (i) fir alle z € X. Da aber R C S
und folglich auch [z]s = 7 7r([z]s) fiir alle z € X gilt, impliziert Lemma (ii) schlieBlich

auch R C T, womit die Behauptung gezeigt ist.
O

Lemma 5.46
FEin topologisches Monoid M ist genau dann proendlich, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist

(i) M ist der inverse Limes endlicher, diskreter Monoide.
(ii) M ist hausdorffsch, kompakt und besitzt eine Basis aus offenen Kompakta.
(iii) M ist hausdorffsch, kompakt und total unzusammenhdingend.

Beweis. Fiir die Implikation (i) < (ii)* beachte, dass Ay = (Equp(M) = (Congp(M)
wegen Lemma [5.45| und Korollar Mit Korollar folgt dann

M=M/Ay= lm M/R
ReCongp (M)

Alle anderen Folgerungen gelten nach Lemma M

Satz 5.47
Es sei M ein proendliches Monoid.
Dann ist Congo(M) = {Rk, N ...N Rg,; K; C M kompakt und offen }.

Beweis. Es sei R € Congn(M) eine offene Kongruenz auf M. Der Quotient M /R ist diskret und
daher endlich, da M proendlich, also insbesondere kompakt ist. Andernfalls bildeten die Kongru-
enzklassen von R eine unendliche, disjunkte, offene Uberdeckung von M. Als Komplement der
Vereinigung ihrer Nebenklassen ist jede Kongruenzklasse von R nicht nur offen, sondern auch
abgeschlossen und daher kompakt, da M kompakt ist. Wéahle Reprisentanten mq,...,m, € M
jeder Kongruenzklasse von R und setze S = Ry, )N ... N Ry, - Dann ist 7t ([mir) = [mig fiir

alle 1 < i <r wegen Lemma[5.43 (i), so dass R C S. Aussage (ii) ebenda impliziert R = S.
|

'Die Idee diese so genannten ,syntaktischen Kongruenzen“ Ry zu verwenden, geht auf (AIm05, Theorem 3.1)
zuriick.
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5.2.5 Wichtige Beispiele lokal proendlicher, eigentlicher Monoide

Abschlieflend sollen noch einige Beispiele fiir lokal proendliche, eigentliche Monoide angegeben
werden. In der Algebra oder Zahlentheorie hat man es hiufiger mit Gruppen als mit Monoiden
zu tun, so wiirde der Zahlentheoretiker vermutlich als erstes nach lokal proendlichen, eigentlichen
Gruppen suchen um eine Vorstellung von diesen Objekten zu bekommen. Es stellt sich jedoch
heraus, dass jedes lokal proendliche, eigentliche Monoid, das eine Gruppe ist, immer proendlich
ist. Neben den proendlichen Gruppen stellen die freien Monoide eine weitere wichtige Klasse
lokal proendlicher Monoide dar. Dies konnen beliebige freie, diskrete Monoide sein, oder auch
freie Monoide, die von einem lokal proendlichen Raum erzeugt werden.

Bemerkung 5.48

Es sei G eine topologische, hausdorffsche Gruppe.

Dann ist G genau dann eigentlich, wenn sie kompakt ist.
Insbesondere ist jede lokal proendliche, eigentliche Gruppe proendlich.

Beweis. Es sei G kompakt. Da G hausdorffsch ist, ist jedes Kompaktum K C G abgeschlossen
in G und folglich ,u(f;l (K) C G x G eine abgeschlossene Teilmenge. Nach dem Satz von Tychonoff
(Bou66al, 1.9.5 Theorem 3) ist G x G kompakt und damit auch pu'(K).

Umgekehrt gibt es fiir jedes g € G einen Hom6omorphismus

¢g: G > ug(g), hr—— (h,h g),

denn ¢, ist stetig, da idg, die Inversenbildung und die Multiplikation mit g von rechts stetige
Abbildungen auf G sind. ¢, ist offen, da die Umkehrabbildung die Projektion auf erste Koordi-
nate ist, welche nach Definition der Produkttopologie ebenfalls stetig ist. Da ug eigentlich und
daher y5'(g) nach Bemerkung (i) kompakt ist, muss auch G = ug'(g) kompakt sein.

Bemerkung 5.49
Ein diskretes Monoid M ist genau dann eigentlich, wenn es folgende Eigenschaft erfiillt.

(D) Fiir jedes m € M gibt es nur endlich viele verschiedene geordnete Paare (k,n) € M x M,
so dass kn = m ist.

Diese Figenschaft (D) wird auch “finite decomposition”-Eigenschaft genannt (vgl. (Bou74,
Kapitel IIT §2.10)).

Beweis. Erfillt M die Eigenschaft (D) und ist K C M ein Kompaktum, dann ist K endlich, da
M diskret ist. Folglich ist
-1 _ -1
pK) = | )
keK
eine endliche Vereinigung endlicher Mengen und damit selbst endlich und kompakt. Umgekehrt
ist, falls 4 eigentlich ist, fiir jedes m € M die Menge p~'(m) kompakt und damit endlich, da M

diskret ist.
Od

Bemerkung 5.50

Fiir jede Menge S erfiillt das freie Monoid F(S) die Figenschaft (D), so dass F(S) versehen
mit der diskreten Topologie ein lokal proendliches, eigentliches Monoid ist.

Insbesondere bildet das diskrete, additive Monoid der natirlichen Zahlen (mit 0) als einfach
erzeugtes freies Monoid ein eigentliches Monoid.
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Proposition 5.51
FEine weitere Klasse von Beispielen liefern die freien Monoide erzeugt von lokal proendlichen
Réumen.

(i)

(i)

Der Vergissfunktor T Monyp, N Top; besitzt einen linksadjungierten freien Funktor

F:Top, — TMony,, X+ F(X)=|]x"
k>0

Fiir alle X € Topy, ist F(X) € T Monp, p.

Bewezs.

(i)

(if)

5.3

5.3.1

Nach Bemerkung ist (Topy, x,{1}) eine monoidale Kategorie. Nach Satz (i)

besitzt T op; beliebige Koprodukte, die vom Inklusionsfunktor 7op; —— Top erzeugt

werden. Da fiir alle X € Top die Funktoren 7 op e Top bzw. Top (Xx3) T op mit

beliebigen disjunkten Vereinigungen vertauschen, gilt das gleiche auch fir X € Top;
und die Einschréankung dieser Funktoren auf 7op;. Nach Satz erhdlt man dann den
angegebenen Funktor als Linksadjungierten.

Die Multiplikation auf F(X) fiir X € Top; ist per Konstruktion gegeben durch

HF(Xx) F(X) X F(X) - F(X)7 ((xh'"?xm)v(y17-~-7yn)) — ($1,...,$m,y1,...,yn)~

Es sei nun K C F(X) ein offenes Kompaktum. Dann ldsst sich K offen und disjunkt iiber-
decken durch K = J,,  KNX k¥ nach Definition der Topologie der disjunkten Vereinigung.
Da K kompakt ist, besitzt diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung, so dass es
ein n € N gibt mit K = (J;_, (K N X*). Fiir 1 <k <n und K = K N X gilt

n—1

Mo (Br) © ({1} %K) U (K x 1)U [ (L1 % oo % L) X (Liga % oo X Ly)) = L
i=1

mit kompakten L; = m;(K}), wobei X ., X die kanonische Projektion auf die Koor-
dinate 7 ist. X ist hausdorffsch und damit K C X kcF (X)) abgeschlossen. Die Stetig-
keit von pp(x) impliziert, dass dann ME%X) (K%) C L als abgeschlossene Teilmenge eines
Kompaktums ebenfalls kompakt ist. Als endliche Vereinigung von Kompakta ist auch
MF ( )= Uk " ,uF(X (K})) kompakt, so dass p1p(x) schliefllich nach Lemma|5.11| eigent-
hch 1st

Topologische M-Mengen

(Lokal) Proendliche und eigentliche M/-Mengen

An dieser Stelle soll kurz auf die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen M-Mengen ein-
gegangen werden. Eigentlich wird diese Kategorie erst interessant, wenn man Tensorprodukte
und dariiber Tensormonoide erzeugt von M-Mengen definiert. Diese Konstruktionen 6ffnen je-
doch ein weiteres grofies unerforschtes Feld und haben keinen direkten Bezug zum Thema der
topologischen und vollstdndigen Monoidringe, so dass sie aus diesen Griinden nicht mit in die
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Arbeit aufgenommen wurden. Wie auch fiir Monoide kann man {ibrigens auch fiir proendliche,
eigentliche M-Mengen eine Charakterisierung wie in Lemma [5.46| angeben.

Wichtig fiir die Theorie der topologischen und vollstdndigen Schiefmonoidringe werden die
lokal proendlichen M-Mengen, da sie auch den Spezialfall der eigentlichen Operation eines lokal
proendlichen, eigentlichen Monoids auf einem weiteren umfassen. Diese spielen fiir topologische
semidirekte Produkte lokal proendlicher, eigentlicher Monoide eine Rolle. Niitzlich hierfiir ist
vor allem wieder die Einpunktkompaktifizierung.

Definition 5.52
Es sei M ein topologisches Monoid. Fine topologische M -Linksmenge S € M-Top heifle ...

(i) ... (lokal) proendlich, wenn der unterliegende topologische Raum (lokal) proendlich ist.

(ii) ... eigentlich, wenn die Verkniipfungsabbildung M x S 25,5 eigentlich ist.

(iii) ... lokal M-eigentlich, wenn es fir alle quasi-kompakten K C S und alle m € M eine
offene Umgebung m € U, € M und eine quasi-kompakte Teilmenge K,, C S gibt, so dass

pg (K) N (Un x S) €M x Kp,.

Wie bei den topologischen Monoiden kennzeichne der Index C bzw. L die volle Teilkategorie der
proendlichen bzw. lokal proendlichen M -Linksmengen. M-Topp bzw. M-Top,, bezeichne die
Teilkategorie von M -T op der eigentlichen bzw. lokal M -eigentlichen M -Linksmengen mit jeweils
den eigentlichen M -linkslinearen Abbildungen als Morphismen und M-Topy, \y € M-Topy, die
volle Teilkategorie der M -eigentlichen M -Linksmengen. Indexkombinationen kennzeichnen die
vollen Schnittkategorien. Man erhdlt folgendes Diagramm von Kategorien:

M-Top
% \
M-Top;, M-Topy,
voll
voll
voll M'TOPLM M—TOPP
voll voll
voll
M-Tope = M-Topc M-Topy, p
voll
voll
M-Topc p

Es gilt M-Tope = M-Topc y, da man fir jedes Kompaktum K C S € M-Tops und jedes
m € M die Umgebung m € Uy, = M und K,, = S wdhlen kann, so dass ugl(K) N Uy xS) =
pg (K) C M x S=M x Ky, ist.

Bemerkung 5.53
Per Konstruktion stimmen die Definitionen von M-Topq fir M € T Monc, M-Top;, fir M €
Top;, usw. mit den allgemeinen aus Definition tiberein, so dass dies keine Widerspriiche

aufwirft.
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Bemerkung 5.54
Es sei M ein topologisches Monoid.
Abgeschlossene M -Teilmengen (lokal M -)eigentlicher M -Linksmengen sind wieder (lokal M -)

ergentlich.

Beweis. Es sei A C S eine abgeschlossene M-Teilmenge einer eigentlichen M-Teilmenge S. Da
S eigentlich ist, ist p;"(a) = (M x A) N pg*(a) quasi-kompakt fiir alle @ € A nach Bemerkung
5.10| (i) und da abgeschlossene Teilmengen quasi-kompakter Mengen selbst quasi-kompakt sind.
AuBerdem ist 4 abgeschlossen, da ug dies ist und alle abgeschlossenen Teilmengen von A auch
abgeschlossen in S sind. Folglich ist auch p4 nach Bemerkung m (i) eigentlich.

Ist A C S eine abgeschlossene M-Teilmenge einer lokal M-eigentlichen M-Menge S, dann gibt
es fiir jedes Kompaktum K C S und jedes m € M eine offene Umgebung m € U,, € M und ein
Kompaktum K,,, C S, so dass ug' (K) N (Up x S) € M x K. Dies impliziert

U K) 0 (U % A) = 5 (K) 0 (M x A) 01 (U % A) = (M x A) 01 (55" (K) O (U % S))
CMxA)NMxKy,=Mx(ANKy).

Als abgeschlossene Teilmenge ist mit K, auch AN K, kompakt.

Lemma 5.55
Es sei M ein topologisches Monoid und S eine lokal M -eigentliche M -Linksmenge.
Fiir jedes quasi-kompakte Ky C M und jedes Kompaktum Kg C S gibt es dann ein Kompaktum
K5 C S, so dass
pgt(Ks) N (Ky x S) € M x K.

Beweis. Fiir Kg gibt es nach Definition fiir jedes m € M gewisse offene Umgebungen m €
U,, € M und Kompakta K,, C M, so dass ,u;l(KS) N(Up x8S) C M x K, fiir alle m € M.
Folglich ist Ky € U,,car Um- Da Ky quasi-kompakt ist, geniigen endlich viele U,,, so dass es
my,...,m, € M gibt mit Kj; C Up,, U... U Up,.. Dies impliziert

po (Kg) N (K x S) € | pyp" (Ks) N (U, x 8) € M x | K,
=1 =1

Als endliche Vereinigung von Kompakta ist dann K = Ky, U ... U K, ebenfalls kompakt und

erfiillt die gewiinschte Eigenschaft.
O

Korollar 5.56
FEs sei M ein topologisches Monoid. Fir eine topologische M -Linksmenge gilt

(i) S eigentlich = S lokal M-eigentlich
(i) Wenn M hausdorffsch, kompakt und S hausdorffsch ist, sind beide Figenschaften dquiva-

lent.
Beweis.

(i) Fiir jedes quasi-kompakte K C S ist auch ,ugl(K ) quasi-kompakt nach Bemerkung
(ii). Fiir m € M wihle Uy, = M und K,, als das quasi-kompakte Bild von ug'(K) unter
der kanonischen, stetigen Projektion auf die S-Koordinate. Dann gilt

pg' (K) N (M x S) = pg' (K) € M X Kp,
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(ii) Es sei Kg C S kompakt. Wendet man Lemma fir Kpy = M an, dann erhélt man
pst(Ks) = pg'(Ks) N (M x S) € M x K4 mit einem Kompaktum K% C S. Da S
hausdorffsch ist, ist Kg C S abgeschlossen, und aufgrund der Stetigkeit von pg ist auch
ugl(K s) € M x S abgeschlossen. Folglich ist ugl(K 5) als abgeschlossene Teilmenge des
kompakten Raums M x Kj selbst kompakt und damit S eigentlich nach Bemerkung |5.10

(ii).

Korollar 5.57
Fiir Hausdorffsche, kompakte Monoide M schrinkt sich das Kategoriendiagramm aus Definition
ein zu dem Diagramm:

M-Top
% \
M -Topy, M-Topp = M-Topy,
voll M-Topy p=M-Topp m

%

M-Tope = M-Tope y = M-Tope p

5.3.2 Zusammenhang zwischen den M-Kategorien

Satz 5.58
Es sei M ein topologisches Monoid und S € M-Top; eine lokal proendliche M -Linksmenge.

o Durch m -0 =0 fir m € M wird die Einpunktkompaktifizierung S=Su {0} zu einer
M -Linksmenge.

o Falls M € T Mony, p, dann wird S durch 0-s =0 fir s € S zu einer M—Lmksmenge.
Es gilt (vgl. Satz :

(i) S ist genau dann lokal M -eigentlich, wenn S e M-Top.

Insbesondere ist dann S € M-Tops und S st genau dann eigentlich, wenn M quasi-
kompakt ist.

(ii) Fir M € T Monyg, p ist S genau dann eigentlich, wenn S e M-Top.
Insbesondere ist dann S € M-Topc.
Beweis.

(i) Angenommen S € M-Top. Es sei K C S kompakt. Dann ist U = S\ K nach Definition
der Einpunktkompaktifizierung offen in S. Folglich ist ugl(U) C M x S offen und enthilt
M % {0}. Folglich gibt es fiir alle m € M ein offenes U,,, C M und ein kompaktes K, C 5,
so dass (m,0) € Uy, x (S\Kp) C ,ugl(U). Dies impliziert

s (K) = (M x S\uz'(U) C (M x S\(Un x (S\Km)) = (M x Kpn) U (M\Up) x 5)
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und damit pg' (K) N (U, x S) € M x K, so dass insgesamt S lokal M-cigentlich ist.

Umgekehrt sei S ein lokal M-eigentliches M-Monoid. Die Einschrénkung pg|arxs = s
ist stetig, denn S € M-T op. Es bleibt zu zeigen, dass fig auch stetig ist bei allen (m,0) €
M x {0}. Dazu sei m € M beliebig und m -0 =0 € U C S eine offene Umgebung.
Dann ist K = S\U C S kompakt nach Definition der Einpunktkompaktifizierung. Nach
Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung m € U,,, C M und ein Kompaktum K,, C S,
so dass pig (K) N (Un x S) € M x Ky, ist. Dies impliziert

M x ($\Kom) = (M x S\(M x Kpn) € 5 (U) U ((M\Un) x §) U (M x {0})

und damit Uy, x (S\K,,) C ,uSTI(U), d.h. pg ist stetig bei (m,0). Da m € M beliebig war,
ist damit pg insgesamt stetig.

Ist S eigentlich, dann ist M = M x {0} = ugl(O) quasi-kompakt nach Bemerkung
(). Sei Umgekehrt M quasi-kompakt. Jedes quasi-kompakte K C S ist abgeschlossen in
S, da S ein Hausdorff-Raum ist. Folglich ist MSTl(K ) € M x S abgeschlossen und damit

quasi-kompakt, da M x S quasi-kompakt ist. Auflerdem ist jede abgeschlossene Teilmenge
ACMxS quasi-kompakt und folglich pg(A) C S quasi-kompakt als Bild unter einer
stetigen Abbildung. Da S ein Hausdorff-Raum ist, muss also pg(A) C S abgeschlossen
sein, so dass insgesamt pg eigentlich ist nach Bemerkung (i).

(ii) Wie in Satz

Korollar 5.59
Fiir ein topologisches Monoid M erhdlt man mit Lemma (i) den Kompaktifizierungsfunktor

M-Topy, py — M-Tope, S+— S.
Falls M € T Mony, p, hat man zusdtzlich den Funktor

M-Topy, p — M—Topc, S— 5.

5.4 Endomorphismenmonoide lokal proendlicher, eigentlicher
Monoide

Fiir die Theorie topologischer, semidirekter Produkte von lokal proendlichen Monoiden spielt
auch das Endomorphismenmonoid versehen mit der Kompakt-Offen-Topologie eine Rolle, so
dass auch auf dieses kurz eingegangen werden sollte. Interessant ist hier die Beobachtung von
Steinberg, dass das auf diese Weise topologisierte Endomorphismenmonoid wieder proendlich
ist, wenn das Monoid eine endliche, topologische Erzeugermenge besitzt.

Definition 5.60
Es seien X und Y zwei topologische Rdaume. Fir ein Kompaktum K C X und eine offene Menge
UCY set

T(Ka U) = {f € Hom’Top(Xa Y); f(K) - U}

Die von den Mengen T'(K,U) auf Hom7,,(X,Y) erzeugte Topologie heifft Kompakt-Offen-
Topologie. (vgl. (Bou66b, X.3.4 Definition 1)).
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Definition 5.61
Fiiir ein lokal proendliches, eigentliches Monoid M heifit E(M) = Endz mon,, » (M) versehen mit
der Kompakt-Offen-Topologie topologisches Endomorphismenmonoid von M.

Bemerkung 5.62
E(M) ist ein topologisches Monoid.

Beweis. Als lokal proendlicher Raum ist M insbesondere hausdorffsch und lokal kompakt.
(Bou66al, X.3.4 Proposition 9) impliziert dann, dass Endz,,(M) und damit auch E(M) C

End7z,,(M) ein topologisches Monoid ist.
O

5.4.1 Topologisch endlich erzeugte Monoide

In diesem Zusammenhang soll eine Beschreibung des Endomorphismenmonoids nicht ausgelassen
werden. Der Kompaktifizierungsfunktor liefert einen Monoidhomomorphismus vom Endomor-
phismenmonoid eines lokal proendlichen, eigentlichen Monoids in das Endomorphismenmonoid
seiner Einpunktkompaktifizierung. Man wiirde erwarten, dass dieser stetig ist. Ein Gegenbeispiel
zeigt jedoch, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Definition 5.63

Es sei M ein topologisches Monoid. FEine Teilmenge X C M, fir die (X) C M eine dichte
Teilmenge ist, heiffit topologisches Erzeugendensystem von M. Ein topologisches Monoid
M heifit endlich erzeugt, wenn es ein endliches, topologisches Erzeugendensystem X C M
gibt.

Proposition 5.64
FEs sei M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.
Dann induziert der Kompaktifizierungsfunktor C' aus Korollar[5.35 eine Injektion

~ A~

C:EM)— EM), fr—0C(f)="/,

deren Einschrinkung E(M) 4, C(E(M)) offen ist.

Die folgende Proposition zeigt, dass C im Allgemeinen nicht stetig ist.

Beweis. Fiir alle f € E(M) ist f]M = f und folglich C injektiv. Es sei K C M kompakt und

PN

U C M offen. Da M C M offen ist, ist damit U C M offen, so dass jede offene Subbasismenge

M(K,U) von E(M) schon eine offene Subbasismenge von E(M) ist. Folglich ist C offen.
O

Proposition 5.65

FEs sei M das diskrete, freie Monoid in unendlich vielen Erzeugern.
C A
Dann ist die Injektion E(M) — E(M) aus Proposition|5.64) nicht stetig.

Beweis. Es sei X die unendliche Menge der freien Erzeuger von M. Wihle einen Erzeuger
21 € X. Dann ist die Teilmenge K = M\{z1} € M offen nach Definition der Topologie auf M,
da {z1} kompakt ist. Nun ist M diskret und damit {x;} C M C M offen. Folglich ist K auch
abgeschlossen in M und damit kompakt, da M kompakt ist. Nach Definition der Kompakt-Offen-

~

Topologie ist also U := T'(K, K) C E(M) eine offene Teilmenge. Es gilt C(idys) = id, € U, so
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dass C~Y(U) nicht leer ist.
Unter der Annahme, dass C stetig ist, gibt es eine offene Uberdeckung

cHy={Jvi  mit Vi =T(K;1,Ui1) N oo N T(Ki iy, Uim,),

wobei U; j € M offen und K; ; € M kompakt sind fiir alle ¢ und 1 < j < n;. Da C~Y(U) nicht
leer ist, gibt es ein 7, so dass V; nicht leer ist. Wegen der Kompaktheit der K;; ist auch K =
K;1U...UK,,, kompakt. Die Abbildung M x M x M %+ M gegeben durch v(k,m,n) = kmn
fiir k,m,n € M ist stetig und eigentlich (Beweis von Lemma . Da K kompakt ist und M
eigentlich, ist daher

T:={meM;3kecKabecM: k=amb}=m(r 1K)

eine kompakte Teilmenge von M, also endlich, denn M ist diskret. Da X unendlich ist, gibt es
ein zo € X\T. Es sei nun f € V;. Fiir z € X setze

9(z) = { ;Eaz) sxOZSt::C2

Nach der universellen Abbildungseigenschaft des freien Monoids lisst sich ¢ als Monoidendo-
morphismus auf ganz M fortsetzen. Da M diskret ist, ist g stetig. Da f eigentlich ist und
9l(z) injektiv, ist auch g eigentlich. Wegen xo € X\T' gilt MxoM C M\K C M\K; ; fiir alle
1 < j < n; nach Definition der Menge T'. Folglich ist g(K; ;) = f(K; ;) C U;; fiir alle 1 < j <mn;
und damit g € V. Da aber 29 € K = M\{z1} und damit g(z2) = z; € K ist, folgt g ¢ C~(U)

im Widerspruch dazu, dass V; C C~H(U).
(|

Satz 5.66
Es sei M € T Mong ein proendliches, topologisch endlich erzeugtes Monoid.
Dann ist E(M) proendlich.

Beweis. Laut (StelQ) heifit eine Kongruenzrelation auf M offen, wenn sie eine offene Teilmenge
von M x M ist, d.h. also, wenn jede Kongruenzklasse offen ist und daher als Komplement der
Vereinigung ihrer offenen Nebenklassen auflerdem abgeschlossen ist. Die Aussage von (Stel0),
Proposition 2) iiber endlich erzeugte proendliche Halbgruppen lésst sich dann auch auf topolo-
gisch endlich erzeugte, proendliche Halbgruppen erweitern. Denn jede offene Kongruenzrelation
R auf M ist durch ihre Einschrinkung auf (X) x (X) bereits vollstindig festgelegt, da jede
Kongruenzklasse von R abgeschlossen ist und eine Kongruenzklasse der eingeschréinkten Rela-
tion dicht enthilt. Die eingeschrinkte Relation ist wiederum vollstéindig festgelegt durch ihre
Einschréinkung auf die endliche Teilmenge X x X. Damit ist die Voraussetzung von (Stel0,

Theorem 4) erfiillt, welches die Behauptung impliziert.
O

5.5 Topologische M-Monoide und das semidirekte Produkt
topologischer Monoide

Hier werden die Grundlagen fiir topologische semidirekte Produkte lokal proendlicher, eigent-

licher Monoide erarbeitet. Entscheidend ist dafiir, unter welchen Bedingungen an die Monoid-

Operation das semidirekte Produkt zweier lokal proendlicher, eigentlicher Monoide wieder ei-
gentlich ist.
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5.5.1 M-topologische M-Monoide

Definition 5.67

Es seien M und N topologische Monoide und N via ¢ € Hompaqon (M, Endpgon(N)) ein M-
Monoid. N heiffe M -topologisch, wenn N als topologischer Raum zusammen mit ju, eine topo-
logische M -Linksmenge bildet, d.h. wenn die induzierte M -Linksoperation M x N Loy N stetig
15t.

Bemerkung 5.68
Es seien M € T Mon ein topologisches, hausdorffsches Monoid und N € T Mony via ¢ €
Hom pgon (M, End pton (V) ein M-Monoid. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) N ist M-topologisch.

(ii) ¢ € Homg pmon (M, Endrpon, (N)), wobei Endraon, (N) die Kompakt-Offen-Topologie
tragt.

(ili) N x, M wversehen mit der Produkttopologie ist topologisch.

Beweis. Die Aquivalenz ,,(i) <= (ii)“ folgt aus der Eigenschaft der Kompakt-Offen-Topologie
(siche (Bou66al, X.3.4 Theorem 3)). Angenommen N wire M-topoplogisch. Nach Definition der
Multiplikation auf N X, M ist fiir m,m’ € M und n,n’ € N

(nv m)(n,a m/) = (nmnl7 mm/) = (/LN (nv He (ma n,))a 1297} (m> m,))7

so dass jede Koordinate eine Verkettung der stetigen Abbildungen upy, p, und pps ist. Da
N %, M die Produkttopologie trégt, ist damit die Multiplikation auf N x, M stetig.
Umgekehrt ist i (n,m) = 7y, o pns,m((1,m),(n,1)) fiir m € M und n € N, wobei 7y, die
Projektion auf die erste N-Koordinate ist. Da die Monoidverkniipfung auf N x, M stetig ist,
impliziert dies die Stetigkeit von .

Damit ist auch die Aquivalenz ,,(i) <= (iii)“ gezeigt.

Definition 5.69

Es seien M ein topologisches Monoid und N ein M -topologisches M -Monoid.

Dann heifit das semidirekte Produkt N x M wversehen mit der Produkttopologie topologisches
semidirektes Produkt von N und M.

5.5.2 Die universelle Eigenschaft

Wie erwartet besitzt auch das topologische semidirekte Produkt zweier topologischer Monoide
eine universelle Abbildungseigenschaft.

Bemerkung 5.70

Es seien M € T Mon ein topologisches Monoid und N ein M -topologisches M-Monoid via
¢ € Hompaqon (M, Endraton(N)). Dann kénnen M und N wvia tpr(m) = (1,m) fir m € M und
tn(n) = (n,1) firn € N als topologische Teilmonoide von N x, M aufgefasst werden.

Sind M und N Hausdorff-Riume, dann auch N x, M, so dass M und N abgeschlossene Teil-
monoide bilden und insbesondere tpr und vy eigentliche Abbildungen ist.
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Beweis. Nach Definition der Produkttopologie ist M M M (M) ein topologischer Isomorphis-
mus. Ist NV hausdorffsch, so ist tpr (M) = {1} x M C N x, M abgeschlossen in N x, M. Analog

zeigt man die Eigenschaften auch fiir ¢y.
O

Bemerkung 5.71

Es seien M € T Mon ein topologisches Monoid und N ein M -topologisches M-Monoid via
¢ € Hompon (M, Endrpmon(N)). Dann erfillt das topologische semidirekte Produkt folgende
universelle Figenschaft:

Fiir jedes topologische Monoid L € T Mon, ¢pr € Homg apgon (M, L) und ¢ € Homg pqon (N, L)
mit

¢rr(m) - on(n) = on("n) - par(m)

fir alle m € M und n € N existiert genau ein ¢ € Homg pon(N %y M, L), so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

N L

Beweis. Wegen Proposition bleibt nur die Stetigkeit von ¢ zu zeigen. Nach Definition ist

aber ¢ = ur, o (pn X ¢pr) als Verkettung stetiger Abbildungen selbst stetig.
O

5.5.3 (Lokal) M-eigentliche M-Monoide

In diesem Abschnitt wird schliellich die Charakterisierung eigentlicher semidirekter Produkte
lokal proendlicher Monoide durch die damit verbundene Monoidoperation bewiesen. Diese Aus-
sage ist der zentrale Punkt im Beweis fiir die Vertraglichkeit topologischer Schiefmonoidringe
mit dem semidirekten Produkt.

Definition 5.72
Es sei M ein topologisches Monoid und N ein eigentliches, topologisches Monoid. Via ¢ €
Hom v gon (M, End pmon (V) sei N ein M -topologisches M -Monoid.

(i) N heifst M-eigentlich, wenn N aufgefasst als topologische M -Linksmenge eigentlich ist.
(i) N heifst lokal M-eigentlich, wenn N aufgefasst als topologische M -Linksmenge lokal
M -esgentlich ist.

Satz 5.73
FEs seien M € T Mong, p ein lokal proendliches, eigentliches Monoid, und N € T Mony, p via ¢ €
Hompaqon (M, End pgon (V) ein M -topologisches M-Monoid. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) N st lokal M -eigentlich.

(ii) ¢(M) € E(N) = Endrmon, »(N) und M . E(N) <, (N) ist stetig.
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(ili) N x, M ist eigentlich.

Insbesondere ist dann wegen (ii) N ein M -topologisches M -Monoid. Beachte, dass der Aqui-
valenzbeweis (i) <= (ii)“ auch unter der schwicheren Voraussetzung durchgeht, dass M €
T Mon hausdorffsch und N € T Monp, ist.

Beweis. Die Aquivalenz (i) <= (ii)* gilt nach Satz und Bemerkung [5.68, Zeige nun die
Aquivalenz (i) <= (iii)“. Angenommen N x,, M ist eigentlich. Es sei m € M. Da M lokal
proendlich ist, gibt es ein offenes Kompaktum m € K,, C M. Fiir jedes Kompaktum K C N
und alle (m/,n) € p ' (K) N (Kp x N) gilt (1,m)(n,m’) = (™'n,m'm') € K x (K, - Kn), 0
dass

5 (K) 0 (Ko X N) € s (e (B X (Ko o)) ) =5 K,

wobel T, xN, = (7T, 7N,) und 7y, die kanonische Projektion auf die erste M-Koordinate
und 7y, dementsprechend die Projektion auf zweite N-Koordinate von (N x, M) x (N x, M)
ist. Da M topologisch ist, ist auch K, - K,, € M kompakt. Folglich ist auch K’ kompakt, da
PN, eigentlich und 7y, « v, stetig ist. Dann ist aber auch 7y (K’) kompakt, da 7y stetig ist.
Insgesamt folgt
1 /
pop (K) N (Km x N) C M x mn(K'),

so dass man U, = K,;, und K,,, = 7 (K’) withlen kann und damit N lokal M-eigentlich ist.

Umgekehrt sei N lokal M-eigentlich und K € N x, M kompakt. Dann sind Ky = my(K)
und Kjp; = mp(K) kompakt, da 7y und 7 stetig sind, und es gilt K C Ky x K. Nun
ist pn eigentlich, so dass ,u]_VI(K ~) kompakt ist und es wieder Kompakta Ky, , Ky, € N gibt
mit ' (Kn) € Ky, x Kp,. Weiterhin gibt es Kompakta Ky, Ky, € M mit p) (Ky) C
K, x Kpy,, da ppy eigentlich ist. Nach Lemma gibt es ein Kompaktum K ?\/2 C N, so dass
(1, (Kny) 0 (K, x N) € M x Kj,. Insgesamt folgt, dass

e nr () C pinse ar(Bv X Kr) © (K, x Koan) x (Ky, X Kay),
denn fiir ((n,m), (n’,m’)) € ,u&lmM(KN x Kpr) gilt:

o (m,m') € Ky, x Ky, wegen mm' € K.

o (m,n) € p (Kny)N(Ka,NN) € M x K}y, wegen n™n/ € Ky bzw. (n,™n’) € py(Ky) C
KN1 X KN2.

Nach dem Satz von Tychnonoff (Bou66al 1.9.4 Theorem 3) ist (K, x K, ) x (K, x K, ) kom-
pakt. Da M und N hausdorffsch sind, ist auch N x, M hausdorffsch und damit K abgeschlossen.
Als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist damit auch u;f)% 2 (K) kompakt. Da K

ein beliebiges Kompaktum war, ist damit N x, M eigentlich.
O
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Kapitel 6
Topologische Ringe und Moduln

In diesen Kapitel werden die Grundlagen topologischer und vollstdndiger Ringe und Moduln
behandelt. Besonders wichtig ist die Adjunktion zwischen der Kategorie der hausdorffschen, to-
pologischen Ringe und der Kategorie der vollstdndigen topologischen Ringe. Des weiteren werden
alle betrachteten Ring- und Modulkategorien eingefiihrt. Fiir den Beweis des Existenzkriteriums
fiir topologische Schiefmonoidringe ist der in Abschnitt definierte topologische Hom-Funktor
topologischer Moduln von Bedeutung. Zuletzt wird der freie R-Modul erzeugt von einem lokal
proendlichen Raum eingefiihrt. Dies wird der unterliegende topologische R-Modul des topologi-
schen Monoid- und Schiefmonoidrings sein, wie er in Kapitel [7] schlieflich definiert wird.

6.1 Vollstindige topologische, abelsche Gruppen

Zunéchst einige niitzliche Lemmata, die projektive Limiten topologischer und vollstéindiger abel-
scher Gruppen betreffen.

Satz 6.1 (Vervollstindigung hausdorffscher, topologischer, abelscher Gruppen)
Fiir jede hausdorffsche, topologische, abelsche Gruppe G, gibt es eine vollstindige, topologische,
abelsche Gruppe G, die G via G <G (topologisch isomorph) dicht enthdlt und folgende uni-
verselle Eigenschaft erfiilltl—_f]

Fiir alle vollstindigen, topologischen, abelschen Gruppen H und alle stetigen Gruppenhomo-

morphismen G 7, H gibt es einen stetigen Gruppenhomomorphismus G Joum mit fOLG = f.
Insbesondere ist diese topologische Gruppe G eindeutig bis auf eindeutige, topologische Iso-
morphie.

Beweis. (War93, II.Theorem 7.9) und (War93| II.Theorem 7.19).

Lemma 6.2
Projektive Limiten topologischer abelscher Gruppen, die hausdorffsch und vollstindig sind, sind
wieder hausdorffsch und vollstindig.

Beweis. Nach (War93, I Theorem 7.8) sind beliebige Produkte vollstéindiger abelscher, to-
pologischer Gruppen ebenfalls vollstéandig. Wegen (War93, I Theorem 5.20) ist der projektive
Limes eine abgeschlossene Teilmenge davon und nach (War93, I Theorem 7.5 (1)) deshalb selbst
vollstdndig.

'Hier bezeichnet G‘, wie im gesamten Abschnitt, die Vervollstdndigung von G
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Lemma 6.3
Es sei G eine abelsche Gruppe und H = ml H;, wobei jedes H; eine abelsche, topologische

fi
Gruppe sei, die hausdorffsch und vollstindig ist. Es seien G —» H; Gruppenepimorphismen,
die mit den Ubergangsabbildungen des projektiven Systems wvertriglich sind und G trage die
Initialtopologie beziiglich der f;.

Ist G hausdorffsch, dann gelten fir die Limesabbildung G JH folgende FEigenschaften:
(i) G 4, f(G) ist ein topologischer Isomorphismus.
(ii) Es gibt einen eindeutigen topologischen Isomorphismus G~ H, der f fortsetzt.

Beweis.

(i) Die Aussage folgt direkt aus Lemma (iv).

(ii) Da H nach Lemma [6.2] vollstéindig ist, gibt es nach (War93, II Theorem 7.17) einen ein-

deutigen Homomorphismus GLon , der f fortsetzt. Wegen 1 € G ist G nicht leer, so
dass nach Lemmal5.5| (i) f(G) eine dichte Teilmenge von H ist. Wegen Punkt (i) ist nach
der zweiten Aussage von (War93, IT Theorem 7.17) f ein topologischer Isomorphismus.

O

Lemma 6.4
Es sei G eine abelsche, topologische Gruppe und Ug eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus
offenen Untergruppen von G.

G st hausdorffsch und vollstindig genaw dann, wenn G = lim o G/N topologisch isomorph

] NeUu
sind.

Beweis. Angenommen G = lim Neue G/N. Dann ist fiir jedes N € U die Gruppe G/N diskret
und damit hausdorffsch und vollsténdig. Nach Lemma ist dann auch G vollsténdig.
Andererseits t G die Initialtopologie beziiglich der Surjektionen G —» G/N, so dass man

nach Lemma (ii) einen topologischen Isomorphismus G = G = lim Neun G/N erhilt. -

6.2 Topologische Ring- und Modul-Kategorien

Nun werden die fiir spitere Betrachtungen erforderlichen topologischen Ring- und Modulkate-
gorien eingefiihrt. Ebenfalls festgehalten wird die wichtige Adjunktion zwischen der Kategorie
der topologischen, hausdorffschen und der Kategorie der topologischen, vollstéindigen Ringe.

Definition 6.5
Es sei R ein topologischer Ring. Fiir einen topologischen Links-/Rechts-Modul M idiber R seien
folgende Aziome definiert.

(U) M besitzt eine Ungebungsbasis der 0, die aus R-Links-/Rechts-Untermoduln besteht.

(F) M eine Umgebungsbasis der 0, die aus R-Links-/Rechts-Untermoduln N besteht, fir die
M/N ein R-Links-/Rechts-Modul endlicher Linge ist.
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(H) M ist hausdorffsch.
(C) M st hausdorffsch und vollstindig.

M heifit links- /rechts-pseudokompakt, wenn er (F) und (C) erfiillt.

Definition 6.6
Es sei R ein topologischer Ring.

(i) Es bezeichne R-TMod die Kategorie der topologischen R-Linksmoduln. Die Morphismen
i R-TMod sind die stetigen R-Linksmodulhomomorphismen.
Indizes kennzeichnen die Teilkategorie der topologischen R-Linksmoduln, die die jewetligen

Aziome aus Definition [6.] erfiillen.

(ii) Fir M € R-Mod bezeichne Ly die Menge aller Untermoduln N < M, so dass M /N
endliche Linge besitzt.

(iii) Fur M € R-TMod bezeichne Uy die Menge aller offenen Linksuntermoduln (Diese bilden
nach Definition eine Umgegbungsbasis der 0, falls M € R-TMody.).

Es bezeichne TMod-R die Kategorie der topologischen R-Rechtsmoduln. Die Punkte (i)-(iii)
seien analog fir den Fall der Rechtsmoduln definiert.

Definition 6.7
In gleicher Weise seien auch die entsprechenden Teilkategorien von T Ring definiert:

(i) FEs bezeichne TRing die Kategorie der topologischen Ringe, dessen Homomorphismen die
stetigen Ringhomomorphismen sind.

(ii) Wie in Definition kennzeichnen Indizes an T Ring diejenige Teilkategorie der topolo-
gischen Ringe, die sowohl als Links- als auch als Rechtsmodul tiber sich selbst das jeweilige
Aziom aus Definition erfiillen.

(iii) Fir einen Ring R bezeichne Lr die Menge aller Ideale I << R, so dass R/I als Links- und
Rechtsmodul endliche Linge besitzt.

(iv) Fir einen topologischen Ring R bezeichne Ur die Menge aller offenen Ideale.

(v) FEin topologischer Ring R heifit links-/rechts-pseudokompakter Ring, wenn er als Mo-
dul iber sich selbst links-/rechts-pseudokompakt ist. R heifst pseudokompakt, wenn er
sowohl links- als auch rechts-pseudokompakt ist.

Bemerkung 6.8
Umgebungsbasen aus Links- und Rechtsidealen induzieren Umgebungsbasen aus Idealen:

(i) Jeder topologische Ring R € T Ringy besitzt eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Idea-
len.

(ii) Jeder topologische Ring R € TRingy besitzt eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Idealen
I < R der Art, dass R/I als R-Links- und als R-Rechtsmodul von endlicher Ldnge ist.
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Beweis. Es bezeichne U; die Menge aller offenen Linksideale und U, die Menge aller offenen
Rechtsideale. Analog seien £; und L, definiert.

(i) Es ist IR = (I) < R das von I € U, beidseitig erzeugte Ideal. IR ist offen, da IR ein
Linksideal und I C IR ist. Da U; eine Umgebungsbasis der 0 ist, gibt es fiir jedes H € U,
einI € U,,sodass I C H.Esfolgt IR C H, da H ein Rechtsideal ist. Damit ist {IR; I € U;}
eine Umgebungsbasis der 0 aus beidseitigen Idealen.

(ii) Wegen (i) ist {IR; I € UjNL;} eine Umgebungbasis, da U;NL; und U, NL, Umgebungsbasen
sind. Wegen I C IR hat R/IR als Linksmodul endliche Linge. Da IR offen ist und U, N L,
eine Umgebungsbasis ist, gibt es ein H € U, N L, so dass R C IR ist. Folglich hat R/IR
auch als Rechtsmodul endliche Linge.

Satz 6.9
Es gibt eine funktorielle Vervollstindigung topologischer, hausdorffscher Ringe (vgl. Satz :

(i) Fiir jeden topologischen Ring R € TRingy gibt es einen topologischen Ring Re TRingc
zusammen mit einem injektiven, stetigen Ringhomomorphismus R SN R, der R topolo-
gisch isomorph in R einbettet und folgende universelle Eigenschaft erfillt:

Fir alle vollstindigen Ringe S € TRing. und alle stetigen Ringhomomorphismen R A, S
gibt es einen stetigen Ringhomomorphismus R 7, S mit fo tr=f.

(ii) Es gibt einen Komplettierungsfunktor T Ring g <, TRingc, der jedem Ring R € TRingy
seine Vervollstindigung R zuordnet, und zusammen mit dem kanonischen Inklusionsfunk-

I
tor TRingc — TRingy folgende Adjunktion induziert

HOInTngC (R, S) = HOH]TngH (R, I(S))

Insbesondere ist TRings C TRingy eine volle reflektive Teilkategorie.

(iii) Ist R € TRingy y, dann ist R = lim _ R/U.

EUR
Beweis.

(i) (War93l, IT.Theorem 8.1) und (War93|, II. Theorem 8.3)

(ii) Nach (i) ist ¢r ein universeller Pfeil von R nach I. (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) impliziert
dann die Behauptung.

(iii) Dies zeigt man genau wie im Fall topologischer, abelscher Gruppen wie in Abschnitt
da ein topologischer Ring per Definition genau dann vollstidndig ist, wenn die unterliegende
additive topologische, abelsche Gruppe vollsténdig ist.
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6.3 Hom-Funktoren fiir topologische Moduln

Wie in Kapitel 4] Abschnitt [£.2.1] und [.2.3] gesehen, wird jeder Schiefmonoidring iiber einem
Monoid M durch einen Monoidhomomorphismus von M in den Monoidring iiber seinem dufleren
Koeffizientenring Endpjog-r, (R) charakterisiert. Wahrend der innere Koeffizientenring Ry als
Teilring von R in kanonischer Weise mit einer Topologie ausgestattet ist, hat man fiir den &ufleren
Koeffizientenring zunéchst keine Topologie. Im Kapitel iiber topologische (Schief-)Monoidringe
wird gezeigt, dass man sich im topologischen Fall auf den Ring Endryod-gr, (R) der stetigen
Ro-Modulhomomorphismen beschrdnken kann. Der zentrale Punkt des Existenzkriteriums fiir
topologische Schiefmonoidringe ist die Wahl der Topologie auf dem &dufleren Koeffizientenring.
Zumindest fiir den Fall, in dem R eine Umgebungsbasis der 0 besitzt, bestehend aus offenen
Ry-Untermoduln, ist es gelungen eine geeignete Topologie auf dem dufleren Koeflizientenring zu
finden. In diesem Abschnitt wird diese Topologie eingefiihrt und ihre grundlegenden Eigenschaf-
ten nachgewiesen. Dazu wird hier ein topologisierter Hom-Funktor definiert, indem nicht nur
Endomorphismenmengen im Speziellen, sondern auch Hom-Mengen im Allgemeinen mit einer
Topologie versehen werden. Intuitiv wiirde man die Kompakt-Offen-Topologie erwarten, jedoch
findet man eine einfachere, feine Topologie, die im Hinblick auf das Ziel bessere Eigenschaften
besitzt. Aufgrund dieser Einschrinkung verliert man dadurch beim Existenzkriterium mogli-
cherweise einige Objekte, aber verschiedene Beispiele zeigen, dass alle bisher betrachteten und
interessanten vollstdndigen Schiefmonoidringe auch das angegebene Existenzkriterium erfiillen.

6.3.1 Diskrete Hom-Funktoren

Gestartet wird mit der algebraischen bzw. diskreten Variante des Hom-Funktors, dessen wich-
tigste algebraische Eigenschaften sich auch auf die topologische Variante iibertragen werden.

Proposition 6.10
Es sei R ein Ring und M € Mod-R. Dann erhdlt man einen Funktor

HomMod—R(M, —) : Mod-R — Mod- EndMod-R(M)-

Beweis. Fir N € Mod-R definiert (f + g)(m) = f(m) + g(m) fir m € M auf kanonische
Weise eine abelsche Gruppenstruktur auf Homyjog-g(M, N). Zusammen mit der Verkettungs-
verkniipfung ist dann Endyjeg-g(M) ein Ring, denn wegen der Additivitét der f € Endyioq-r(M)
gilt das Distributivgesetz. Analog definiert die Verkettung eine Monoidverkniipfung

HomMod—R(Ma N) X EndMod—R(M) - HOHlMod_R(M, N)7 (fa g) — f °g,

wobei die Distributivitit wieder aus der Additivitit der f € Endyog-g(M) folgt.
Fiir ¢ € Hompaon-r(N, N') ist Homyog-r(M, ) die Verkettung mit ¢ von links. Fiir fi, fo €
Hompjogq-g(M, N) und g € Endyjog-g(M) gilt dann:

o vo(fi+ fa) =¢o fi+po fi,da ¢ additiv ist.
® po(fiog)=(pofi)oy,

womit die Endyjog-r(M)-Rechtslinearitit von Homyioq-r(M, ¢) gezeigt ist.
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Proposition 6.11
Es sei R € Ring ein Ring und ¢ € Homyoq-g(M, M'). Weiterhin bezeichnen

Mod-Endyioq-r(M) -2 Z-Mod,  Mod-Endyed-r(M’) —— Z-Mod

die Vergissfunktoren.
Dann erhdlt man fiir jedes N € Mod-R einen Homomorphismus abelscher Gruppen

¢n + U(Homyioa-r(M', N)) — V(Homiea-r(M, N)), fr— fogp
und insgesamt eine natirliche Transformation
(pn) : U o Homypoq-g(M', =) — V o Homyjoq-r(M, —),
wobei U bzw. V die jeweiligen Vergissfunktoren nach Mod-Z sind.

Beweis. Fiir fi1, fa € Homyjog-r(M', N) gilt nach Definition der Addition auf Hompjog-g(M’', N)

on(fi+ fo)=(fit+ fo)op=fiop+ fac=pn(fi)+en(f),

so dass ¢y ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist. Die Natiirlichkeit in N folgt direkt aus
der Assoziativitdt der Verkettungsoperation ,0“ wie man sich leicht an folgendem Diagramm
klarmacht. Dazu sei f € Hompjoq-g(N, N).

Homgod-g(M', N) — = Homyoq-r(M, N)
HomMod—R(Mlvf):fO_l lHomMod—R(M:f):fo

HOI’nMod_R(M/,N,) L. HOIIlMOd_R(M, N/)

6.3.2 Topologische Fortsetzung des Hom-Funktors

Nun wird die topologisierte Variante betrachtet. Eine der niitzlichen Eigenschaften des topo-
logischen Hom-Funktors ist, dass er nach Proposition die Initialtopologie respektiert und
in Folge dessen mit Limiten vertauscht. Angewendet auf den spéiteren Fall des dufleren Koef-
fizientenrings bedeutet dies, dass dieser vollstdndig ist, wenn R dies ist. Ebenfalls wichtig ist
die Stetigkeit der Evaluationsabbildung (siche Lemma [6.18)). Nach (Bou66bl X.3.4 Corollary 1)
gilt dies ebenfalls fiir die Kompakt-Offen-Topologie, falls man einen lokal kompakten Raum als
,Einsetzungsraum* verwendet. Da im Anwendungsbereich der Zahlentheorie aber in erster Li-
nie pseudokompakte Ringe auftreten, die nicht zwingend auch lokal kompakt sind, wére dies ein
weiterer Grund dafiir, warum die Kompakt-Offen-Topologie fiir die Topologisierung des dufleren
Koeffizientenrings nicht in Frage kommt.

Definition 6.12
FEs seien R € TRing ein topologischer Ring und M € TMody-R ein topologischer R-Rechtsmodul.
Fir N € TMody-R versehe Homryod, -r(M, N) ...

e ... mit der diskreten Topologie, falls N diskret ist.
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e ... andernfalls mit der Initialtopologie beziiglich aller Projektionen

Homrwmod,, -r(M, ) : Homrmed, -r(M, N) — Homrymed, -r(M, N/U), fr+——myof,

wobei U € Un und N LR N/U die kanonische Projektion in den diskreten Modul M /U
15t.

Bemerkung 6.13
FEs seien M, N € TMody-R. Dann bilden die Endryod,, -r(M)-Rechtsuntermoduln

Hommwod, -r(M,U) < Homrwmod, -r(M, N)
mit U € Uy in Homrajoa, -r(M, N) eine Umgebungsbasis der 0.
Beweis. Nach Konstruktion ist fiir jedes U € Uy die folgende Sequenz exakt:

0 — HomTMody,-r(M, U) — Homtmod,-r(M, N) — Homrtwmod,-r(M, N/U)

Satz 6.14
Es seien R € TRing ein topologischer und und M € TMody-R ein topologischer R-Rechtsmodul.
Man erhidlt einen Funktor

HomTMOdU_R(M, —) : TMOdU—R — TMOdU—EDdTMOdU_R(M).

Beweis. Nach Konstruktion ist fiir alle N € TMody-R die unterliegende additive Gruppe des
Endrmody-r(M)-Rechtsmoduls Homryod,-r(M, N) eine topologische Gruppe. Wegen Bemer-
kung besitzt Homraiod, -r(M, N) eine Umgebungsbasis aus Endryioed,, - r(M )-Rechtsmoduln.
Es bezeichne

p : Homraod,-r(M, N) x Endryved,-r(M) — Homrwmod,-r(M,N), (f,9)— fog

die Modulverkniipfung auf Homrod,-r(M,N). Es sei U € Uy. Dann gilt fir jedes f €
Homrniod,-r(M,U) und g € Endrmod,-r(M), dass f o g(M) C f(M) C U ist, so dass
HomTMOdU—R(M7 U) X EndTModU—R<M) - u’l(HomTModU_R(M, U)) Damit ist p stetig bei
(0,0) und fur jedes g € Endrmoed,-r(M) die Rechtsmultiplikation mit g stetig bei 0. Es sei
f € HomTyod,-r(M, N). Dann ist fiir jedes g € Homrmod,-r(M, f~1(U)) wegen f o g(M) C
f(f7Y(U)) € U auch fog € Homrmod,-g(M,U) und damit auch die Linksmultiplikation
mit f stetig bei 0. Insgesamt ist wegen (War93, I Theorem 2.15) Endrwmod,-r(M) ein to-
pologischer Ring und wegen (War93, I Theorem 2.16) Homod,-r(M, N) ein topologischer
Endrymod,-r(M)-Rechtsmodul.

Es sei nun f € Homryody-r(N, N') und U € Uyr. Dann ist f o g(M) C ff~YU) C U fiir alle
g € Homryody-r(M, f~1(U)) und folglich Homryjoa,-r(M, f) stetig bei 0, also iiberall stetig.

O

Proposition 6.15

Es sei N € TMody-R ein R-Rechtsmodul und f; € Homryod, -r(IV, N;i) eine Familie stetiger

R-Rechtsmodulhomomorphismen der Art, dass N die Initialtopologie beziiglich (f;); trigt.
Dann tragt Homryea, -r(M, N) die Initialtopologie beziglich der Familie (Homrwod, -r(M, fi))i-
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Beweis. Da Homrypod,-r(M, —) wegen Satz ein Funktor ist, sind alle Homrniod,-r(M, fi)
stetig. Folglich ist die Topologie auf Homrwiod,-r(M, N) feiner als die Initialtopologie.

(i) Essei U € Uy,. Dann ist f; ' (U) C N offen und es gilt
Homriod,-r(M, £ H(U)) = Homryoa-r(M, f;) " Homryed-r(M, U).

Nach Bemerkung ist Homryoq-r(M,U) € Homryog-r(M, M;) offen, so dass auch
Homrnod,-r(M, f; 7 (U)) offen ist in der Initialtopologie bzgl. (Homrwod,-r(M, fi))i-

(ii) Fiir ein weiteres V' € Uy, gilt
Homryod,-r(M, f;(U))NHomantedy-r(M, £ (V) = Homaned,-r(M, £ (U)Nf7H (V)

Nach Definition der Initialtopologie bilden die Mengen U = fizl(Ul) N...N fi:l(Ur) mit U; € U;;
in M eine Umgebungsbasis der 0. Wegen (i) und (ii) ist daher Homryod,,-r(M, U) offen in der
Initialtopologie beziiglich (Homryiod,-r(M, fi))i- Nach Bemerkung ist also die Initialtopo-

logie feiner als die kanonische.
O

Proposition 6.16
Es seien R ein topologischer Ring und M € TMody-R ein topologischer R-Rechtsmodul.
Dann vertauscht der Funktor Homryiod, -r(M, —) mit Limiten.

Beweis. Es sei I -5 TMod-R ein Diagramm in TMody-R. Betrachte folgendes Diagramm

. g .. .
HomTModU—R(M7 lim F) - = > hmig HomTMOdU_R(M, F(Z))

~

\ ipi
Hommyoqy,-r (M,

HomTModU—R(Ma FO’))?

wobei lim F = F(i) und p; fiir alle i € I die kanonischen Limes-Projektionen sind. Nach

der universellen Eigenschaft des Limes in TMody- Endryod,-r(M) existiert dann ein steti-

ger Modulisomorphismus ¢ wie eingezeichnet. Der Vergissfunktor TMod- Endraod,-r(M) Y,

Mod- Endryiod,,-r(M) vertauscht mit Limiten wegen (AHS06, Proposition 3.17), da U nach

Bemerkung topologisch ist. Dariiber hinaus vertauscht auch Mod- Endryed,-r(M) Y, Set
mit Limiten und damit insgesamt auch V oU. Durch Anwenden von V o U auf obiges Diagramm
erhélt man ein analoges Diagramm in Set. Nach (AHS06, Proposition 3.17) vertauschen Hom-
Funktoren als Funktoren nach Set mit Limiten, so dass aufgrund der Eindeutigkeitsaussage der
universellen Eigenschaft des Limes U(¢) bijektiv sein muss. Nach Propositionund Definition
6.12] tragen sowohl Homryoa,-r(M, lim F) als auch lim;er Homrnody - Endpygeg. -5 (M) (M, F(4))

ie Initialtopologie beziiglich der Projektionen 7; und p;, so dass ¢ nach Lemma schlieflich
ein Isomorphismus topologischer Endraiod,-r(M )-Rechtsmoduln ist.
O

Korollar 6.17
FEs seien R ein topologischer Ring und M, N € TMody-R topologische R-Rechtsmoduln.

(i) Falls N hausdorffsch ist, dann ist auch Homrnioa, -r(M, N) hausdorffsch.
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(ii) Falls N wvollstindig ist, dann ist auch Homrnioa, -r(M, N) vollstindig.

Beweis.

(i) Wegen (War93, I Theorem 3.4) ist eine topologische Gruppe genau dann hausdorffsch, wenn
die Menge, die nur das neutrale Element enthélt, abgeschlossen ist. Unter Benutzung von
(War93l, I Theorem 3.3 (3)) gilt fir 0 € Homryoqg, (M, N) daher:

{0} = () Homrwmody-r(M,U) C Homraiody-r(M, (] U)
Uelyn Uelyn

= Homrwmod,-r(M, {0}) = {0},
womit folgt, dass auch Homryioq,-r(M, N) hausdorffsch ist.

(ii) Da N vollsténdig ist, gilt wegen Lemma W, dass N = lim, | N/U und damit gilt nach

EUN
Proposition [6.16]
HomTMOdU—R(M7 N) = HomTModU—R(M; lgn N/U) —t @1 HomTModU—R(M7 N/U)

Ueln UelUn

Nach Definition ist Homrwioa,-r(M, N/U) diskret, da N/U diskret ist, und damit auch
vollstdndig. Nach Lemma ist dann auch Homryiod,-r(M, N) vollsténdig.

O

Lemma 6.18
Es seien R ein topologischer Ring und M, N € TMody-R topologische R-Rechtsmoduln. Die
Auswertungsabbildung

eU:HomTModU-R(MvN) X M — N, (f7m)'—>f(m)
ist stetig, wenn man ihren Definitionsbereich mit der Produkttopologie versieht.

Beweis. Es seien n € N und U € Uy. Wihle (f,m) € ev™'(n + U). Da f stetig ist, ist
0 € f~1(U) C M offen. Fiir alle g € Homryoa,-r(M,U) und k € f~1(U) gilt
evo(f+g,m+k)=f(m)+ f(k)+glm+k)en+U.

Folglich ist ev(f +Homryod,-r(M,U), k+ f~1(U)) € n+U mit der offenen Umgebung (f,m) €
(f +Homryod,-r(M,U)) x (k+ f~1(U)) € Homrod,-r(M, N) x M. Da die Mengen der Form
n + U eine Basis der Topologie auf N bilden, ist damit ev stetig bei (f,m). Da (f, m) beliebig

gewahlt war, ist ev insgesamt stetig. .

Proposition 6.19
Es sei R € TRing ein Ring und ¢ € Homrwnod, -r(M, M').

Dann erhdlt man fir jedes N € TMody-R einen stetigen Homomorphismus abelscher, topo-
logischer Gruppen

on : Homryody,-r(M', N) — Homrwmod,-r(M, N),  fr— fogp
und insgesamt eine natirliche Transformation
(¢n) : U o Homrmod, -r(M', =) — V o Homrpnoea, -r(M, —),

wobei U bzw. V die jeweiligen Vergissfunktoren von Mod-Endyoq-r(M) bzw. Mod-Endyioq-r(M')
in die Kategorie der abelschen, topologischen Gruppen sind.
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Beweis. Wegen Proposition [6.11] geniigt es die Stetigkeit der ¢y zu zeigen. Aber fiir jedes
U e Uy ist
o (Homrynod,-r(M',U)) € Homrsed,-r(M,U),

was wegen Bemerkung [6.13] die Stetigkeit von ¢x impliziert.

6.3.3 Wechsel des operierenden Rings

Der Vollstéindigkeit wegen wird nun auch der Wechsel des operierenden Rings behandelt. An-
gewendet wird dieser im ersten Beweis der Vertriglichkeit des vollstdndigen Schiefmonoidrings
mit semidirekten Produkten.

Proposition 6.20

Es sei ¢ € Hom7Rring(R,S) ein stetiger Ringhomomorphismus.

Jeder topologische S-Rechtsmodul M € TMody-S trdagt dann auf kanonische Weise auch eine
topologische R-Rechtsmodulstruktur und man erhdlt einen treuen Funktor

F, : TMody-S — TMody-R,
fiir den gilt:
(i) Fir alle M, N € TMody-S induziert F, einen Monomorphismus topologischer Gruppen
Fy : Hompaod, -s(M, N) «— Homrnody -r(Fo (M), Fp(N)),  f — Fu(f),
der Homrnoed, -s(M, IN) topologisch isomorph in Homrwed, -r(Fpo(M), Fo(N)) einbettet.

(ii) Ist ¢ surjektiv, dann ist F, volltreu.
Insbesondere sind dann die Finbettungen aus (i) topologische Isomorphismen.

Beweis. Es sei M € TMody-S und M x S 224 M die stetige Modulverkniipfung. Dann ist
auch pip (ar) = pmr o (idps x¢) stetig, da ¢ stetig ist. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, ist
F,(M) = M als additive, topologische Gruppe zusammen mit der Verkniipfung p F,(M) €in to-
pologischer R-Rechtsmodul.

Es sei f € Homrwmod,-s(M, N). Dann ist F,(f) = f als Abbildung wieder stetig und R-
rechtslinear wegen Fi(f)(m -r) = f(me(r)) = f(m)e(r) = F(f)(m) - r fiir alle m € F (M)
und r € R. Damit ist F, ein Funktor. Nach Konstruktion ist F, treu.

(i) Esseien M, N € TMody-S zwei topologische S-Rechtsmoduln und U € Uy beliebig. Dann
induziert F, ein kommutatives Diagramm:

Homatody-s (M, N) k. Homg mong-s(M, N/U)

F, F,
HomTModu-R(Fsa(M)» Fv(N)) T HomTMonu-R(Ep(M)a Fcp(N/U))

Da die unterliegende topologische additive Gruppe von M und F,(M) dieselbe ist, gilt

Ur, () = Fp(Un). Nach Definition tragen also die Homomorphismenmengen auf der

rechten Seite des Diagramms die diskrete Topologie, wihrend die Homomorphismenmen-
gen auf der linken Seite die Initialtopologie beziiglich der kanonischen Projektionen hiniiber
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auf die rechte Seite tragen fiir alle U € Uy. Das rechte F, ist damit stetig und offen, da
Quelle und Ziel diskret sind. Insbesondere trigt Homy aqon,-s(M, N/U) die Initialtopo-
logie beziiglich des rechten F,, da dieses injektiv ist. Folglich trégt Homrniod,-s(M, N)
auch die Initialtopologie beziiglich der Verkettungen

kan. F
Homraody-s(M, N) =% Homg pmong-s(M, N/U) —2 Homz among-r(Fp (M), Fp(N/U))

fiir alle U € Uy . Nach der Kommutativitit des Diagramms und nach Definition der Topo-
logie auf Homrwod,-r(Fyp (M), Fy(N)) trigt also Homraied,-s(M, V) die Initialtopologie
beziiglich des linken F,. Insbesondere ist dieses dann stetig und offen.

(ii) Esseien M, N € TMody-S und f € Homrwniod,-r(Fp(M), F,(IN)). Da ¢ surjektiv ist, gibt
es fiir jedes s € Seinr € R, sodass s = ¢(r). Es folgt dann f(ms) = f(me(r)) = f(mr) =
f(m)-r = f(m)p(r) = f(m)s fiir jedes m € M. Folglich ist f schon S-rechtslinear und

F,
kommt daher von einem f' € Homrypod,-r(M, N). Folglich ist Homryoa,-r(M, N) —2
Homrmod,-r(Fp(M), Fy(N)) surjektiv. Da M und N beliebig waren, ist F, damit voll.

O

Korollar 6.21
Es sei ¢ € HomrRring(R,S) ein stetiger Ringhomomorphismus und M € TMod-S ein topologi-
scher S-Rechtsmodul.

F.
Dann ist Endryod,, -s(M) SN Endrmod, -r(Fpo(M)) ein stetiger Ringmonomorphismus, der
seine Quelle topologisch isomorph in sein Bild abbildet und wiederum einen treuen Funktor

FFw : TMOdU‘EndTModU-R(Fcp(M)) —_— TMOdU—EndTMOdU_S(M)
induziert. Insgesamt erhdlt man ein Diagramm von Funktoren (i.A. nicht kommutativ!)

Homrypoa;,-5(M,—)

TMOdU—S TMOdU- EndTModU -S(M)
le TFFVJ
Hom o - (F (M)v_)
TMOdU -R Hody 57" TMOdU—EndTMOdU —R(Fgo(M))

und eine natirliche Transformation Homrtyod,, -s(M, —) — Fr,oHomryoed, -r(Fp(M), —)oF,,
die ein natirlicher Isomorphismus ist, falls @ surjektiv ist.

Beweis. Fiir jedes N € TMody-S ist

Fp, o Homrniod,-r(Fip (M), —) 0 Fp(N) = F, Homrnod,-r(Fp (M), Fp(N))
und fiir jedes f € Homraod,-s(M, N) ist

Fy(f) € Homrmod,-r(Fp(M), Fp(N)) = Fr, HomTrody-r(Fp(M), Fp(N)),

wobei die Gleichheit als die der unterliegenden topologischen, additiven Gruppen gemeint ist.
Damit definiert Fi, eine Abbildung zwischen den unterliegenden Mengen der beiden Funktoren
ausgewertet bei N. Wegen Proposition (i) ist diese Abbildung ein Homomorphismus der
unterliegenden topologischen, additiven Gruppen. Falls ¢ surjektiv ist, dann ist sie wegen (i) und
(ii) ein topologischer Isomorphismus. Fiir alle g € Endranod,-s(M) ist F(f - g9) = Fo(fog) =
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F,(f) o Fy(g) = F,(f) - g nach Definition der Operationen auf den jeweiligen Moduln. Dies
impliziert die Endraod, -s(M )-Rechtslinearitiat von F,.

Fir N,N' € TMody-S und h € Homryod,-s(N, N') erhdlt man aufgrund der Funktoreigen-
schaft von F, ein kommutatives Diagramm

F
HomTModU—S<M7N) i FF<,0 HomTMOdU—R(Fcp(M)a Fcp(N))

Hompoqy,-5(M,h) l lFFso Hommyoqy,-5(Fp (M), Fp(h))

F
*— Fp, Hompnod,-r(Fp(M), Fo(N')).

Homrniod,-s (M, N')

6.4 Topologische, freie Moduln erzeugt von einem lokal
proendlichen Raum

Jedem (Schief-)Monoidring liegt ein freier R-Modul zu Grunde. Da die Topologie des topo-
logischen Schiefmonoidrings nicht von der Monoidstruktur, sondern allein von der Topologie
abhéngt, kann an dieser Stelle der freie R-Modul iiber einem topologischen Ring R erzeugt von
einem lokal proendlichen, eigentlichen Raum angegeben werden. Dieser trigt dann noch kei-
ne Multiplikation und ist deshalb auch nichts weiter als ein topologischer R-Modul. Dennoch
induziert diese Konstruktion einen Funktor Top;, p — R-TMod.

Definition 6.22

Es seien R ein topologischer Ring und X ein lokal proendlicher Raum. Nach Satz gibt
es eine Inklusion von X in seine proendliche Einpunktkompaktifizierung X = XUW{0}. Nach
Lemma gibt es dann eine Darstellung X @Z X; mit endlichen, diskreten Rdumen X;.

Versehe RX1) = RXi mit der Produkttopologie und R'™X) mit der Initialtopologie beziiglich aller
Abbildungen

RO . RO B pX) _, RO Ry (0),

wobei R\™) die R-linkslineare Fortsetzung der Limesprojektion p g X ist. Ausgestattet mit
dieser Topologie ist RX) wegen Bemerkung ein topologischer R-Linksmodul und heifle freier
topologischer Linksmodul erzeugt von X dber R.

Fixiere zunéchst fiir jeden lokal proendlichen Raum eine Darstellung von X als projektiver
Limes endlicher, diskreter Riume X;. Im Folgenden wird gezeigt, dass die Topologie auf R(X)
jedoch nicht von der Wahl der Darstellung abhéngt.

Lemma 6.23

Es sei R ein topologischer Ring und X ein lokal proendlicher Raum mit X = ml X; und
endlichen, diskreten Rdumen X;.

Dann ist eine Basis der Topologie auf R™X) gegeben durch Mengen der Form RN (R™)~1(U),
wobei U = [[,cx, Uz C RXi = R st mit offenen U, C R fir x € X; und Uri0) = R.

100



6.4. Topologische, freie Moduln erzeugt von einem lokal proendlichen Raum

Beweis. Fiir jedes i bezeichne R&X¥) 2, R4 /(7;(0)) die kanonische Projektion. Ist U C R(X:)
eine Menge der beschriebenen Form, dann ist U € R offen und U + Rm;(0) = U wegen
Ur,(0) = R. Insbesondere ist U = p;” 1pi(U ), so dass nach Definition der Quotiententopologie
p(U) € R /(7;(0)) offen und damit auch RX) 0 (R™)=HTU) = RX) 0 (R ~1p-tp,(U)
offen ist nach Definition der Topologie auf R,

Umgekehrt sei W € R4 /(7;(0)) eine offene Teilmenge. Nach Definition der Quotiententopo-
logie ist dann pi_l(W) C RM%) offen und es gibt eine offene Basismenge U = [loex, Uz C
R¥i = R mit offenen U, C R fir 2 € X; und U C p; Y(W). Wegen Rm;(0) C p; ' (W)
kann ohne Einschrinkung Uy, o) = R angenommen werden, d.h. U ist eine Teilmenge wie in der
Voraussetzung. Da R™X) n (R™))=1p~1 () eine offene Subbasismenge von RX) ist, bilden die
Mengen RX) N (R(™))~1(U) eine Subbasis auf RX). Wie im Beweis von Lemma 5.6/ sicht man,
dass die Menge aller R*X) N (R(™))~1(U) abgeschlossen ist unter endlichen Durchschnitten und

somit auch eine Basis der Topologie bildet.
O

Fiir das Beispiel eines diskreten topologischen Raums erhélt man die Teilraumtopologie der
Produkttopologie. Diese Beobachtung spielt bei der spiteren Betrachtung von (Schief-)
Potenzreihenringen eine Rolle.

Korollar 6.24
Es seien R ein topologischer Ring und X ein diskreter topologischer Raum.
Dann trigt RX) C RX die Teilraumtopologie der Produkttopologie.

Beweis. Es sei U die Menge aller offenen Umgebungen von 0 € X. Fiir jedes U € U sei
Xy =X /U der topologische Raum, der entsteht, wenn alle Punkte in U zu einem Punkt zu-
sammengefasst werden. Da X diskret ist, ist Xy versehen mit der Quotiententopologie ebenfalls
diskret und aulerdem endlich, da X \U C X kompakt und damit endlich ist. Fiir zwei U,V € U

fu,
mit U C V gibt es eine kanonische Projektion Xy i Xy . Auflerdem ist U abgeschlossen un-
ter Durchschnitten, so dass (Xy, fu,v) ein projektives System endlicher, diskreter Raume ist.
Nach Konstruktion stimmt die Topologie auf X mit der Initialtopologie beziiglich der kano-

nischen Projektionen X " Xy iiberein. Nach Lemma (iv) induziert die Limesabbildung

x L @Ueu Xy einen topologischen Isomorphismus X 22 f (X ). Da X kompakt ist, ist auch
Xp.

f(X) kompakt und nach (iv) gilt damit X = lim, .
Wihlt man diese projektive Darstellung von X , dann erh&lt man nach Lemma eine Basis
der Topologie auf RX), bestehend aus Mengen

R™)n (H Ux:p)

zeX

mit offenen U, C R und U, = R fiir alle x € V mit einem V € U. Dies sind aber gerade die

Basismengen der Teilraumtopologie der Produkttopologie auf R*X) € RX.
O

Bemerkung 6.25

Fiir jeden nicht indiskreten, topologischen Ring R und jeden lokal proendlichen Raum X € Topy,
gibt es kanonische Inklusionen, die den betreffenden topologischen Raum homdomorph in den
Bildbereich einbetten:
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(i) tx: X — RX), z+—1.-z
(ii) LR7x2R‘—>R(X), r——r-x fir jedes x € X.

Beweis. Da R nicht indiskret ist, gibt es eine offene Teilmenge V' C R und zwei Punkte z,y € R
mit £ € V und y € V. Dann ist U = )\y__lm(—:v + V) C R eine offene Teilmenge, die 0 aber
nicht 1 enthiilt. U’ = 1 — U ist dann offen und enthilt 1 aber nicht 0. Jedes X € 7op; mit der
projektiven Darstellung X @Z X; trigt als Teilraum X C X die Initialtopologie beziiglich

der Abbildungen X < X I X;, wobei X =5 X, die kanonischen Limesprojektionen sind.
(i) Die Kommutativitét des Diagramms
X p(X)

2 R(x)

X (%)

|k

impliziert dann mit Lemma [6.23] die Behauptung. Denn fiir alle W C X;; ist

. U zecW
V—I;I('Vzm mlth—{R x & W oder x = m;(0)

offen in RX%) und es gilt
(mx, 0 tx) " (W) = (R™) 0 RUX) 00)7H(V).

Damit ist ¢y einerseits stetig und andererseits ist X —5 1y (X) offen.

(ii) Da X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es fiir jedes z € X ein 4, so dass m; o tx(z) # m;(0) ist.
Mit dieser Beobachtung folgt die Behauptung mit gleicher Argumentation wie in (i) und
Lemma [6.23] aus der Kommutativitidt des Diagramms

idgr

R R

;i (@)

ROOAEL %y BT b

Lemma 6.26
FEs sei X ein lokal proendlicher Raum und R ein nicht-indiskreter, topologischer Ring. Dann
gilt:

(i) Fiir jedes offene Kompaktum K C X gibt es eine offene Umgebung 0 € U C RX) | 50 dass
X\U = K ist.

(ii) Fir jede offene Teilmenge 0 € V C R&) st X\V kompakt.
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Beweis. Es sei X & linl X; mit endlichen, diskreten X;.

(i) Da R nicht indiskret ist, gibt es eine offene Teilmenge V' C R und zwei Punkte x,y € R
mit x € V und y ¢ V. Dann ist U = Ayllz(—x + V) C R eine offene Teilmenge, die 0 aber
nicht 1 enthélt. Nach Lemma gibt es fiir jedes offene Kompaktum K C X C X ein i,
so dass K = 7; 'm;(K) ist. Definiere:

. . N U x¢€ 7T7,(K)
V—Hanc m1th—{R v & mi(K)
reX;
Wegen 7;(0) & m;(K) ist nach Lemma V' = RX) N (R(”i))*l(V) offen in R und es
gilt nach Konstruktion X\V’' = K.

(ii) Essei 0 € V € RX) eine offene Teilmenge. Lemma, sichert die Existenz einer offenen
Menge U = [[,ex, Usz € R¥ = R(X9) mit offenen 0 € U, C R fiir € X; und Uy, (o) = R,
so dass RX) 0 (R =Y(U) C V ist. Es folgt m; '(X;\U) C X, da m;(0) € U. AuBerdem
ist ;" 1(X;\U) abgeschlossen in X und damit kompakt, da X kompakt ist. Folglich ist
X\V € X\(R"))~Y(U) = 7; 1(X;\U) als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums
selbst kompakt.

Lemma 6.27

Es sei R ein topologischer Ring, M € R-TMod ein topologischer R-Linksmodul und D eine endli-
che Menge. Weiterhin seien ¢ € Hompg-rrnoq (R, M) ein stetiger R-Linksmodulhomomorphismus
und ¢p € Homge (D, M) eine Abbildung. Versieht man R®) >~ RD mit der Produkttopologie,
dann erhdlt man eine stetige Abbildung

¢:RP)— M, Y rgd— Y ¢r(ra)- ¢p(d).

deD deD

Beweis. Da M ein topologischer R-Modul ist, definiert r — 7 - ¢p(d) eine stetige Abbildung
R +— M. Da D endlich ist, ist die auftretende Summe endlich und bildet damit eine Verket-
tungen der Addition auf S. Mit der Voraussetzung, dass ¢p stetig ist, folgt dann die Stetigkeit

von ¢.
O

Lemma 6.28
Fiir jede Abbildung X 4, Y zwischen zwei lokal proendlichen Riumen X und Y gilt:

()
f ist genau dann stetig und eigentlich, wenn die R-lineare Fortsetzung R B RM stetig

1st.

Beweis. Zunichst induziert ein eigentliches f wegen Lemma (i) eine stetige Abbildung

X N Y. Es sei nun j beliebig und Y kR Y; die kanonische Projektion. Wegen pr; o f €

Homq—op(liini X, Yj) und Lemma gibt es ein ¢ mit kanonischer Projektion X =, X; und eine
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Abbildung X; <, Y;, so dass folgendes Diagramm im Sinne von Mengen kommutiert:

l\.ﬁ

e

lx

~<b <—)"<

s

@
-
-

3

3

AN

o
LS

7 >
g

Durch R-lineare Fortsetzung erhélt man ein kommutatives Diagramm

R Ak R
A )
RO Ll RO
R(™) Rr®rj)
R - RO
kan. kan
R/ Rmi(0) = = —; — = R /Rpr;(0),

wobei die Existenz von h wegen der Identitiit g o m;(0) = prj o f(0) = pr;(0) gesichert ist.
Wegen Lemma ist R stetig. Nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie
ist dann auch h stetig, was wegen der Kommutativitéit des &ufleren Vierecks nach Definition der
Topologien auf R und RY) dazu #quivalent ist, dass R() stetig ist.

Sei umgekehrt K C Y ein offenes Kompaktum. Nach Lemma (i) gibt es eine offene Menge
0c U C RY), sodass Y\U = K ist. Da RY) stetig ist, ist auch 0 € (RY))~1(U) € RX) offen
und damit f~HK) = f~H(Y\U) = M\f1(Y nU) = X\(RY)"}(U) wegen Lemma (ii)
kompakt. Mit Lemma folgt dann die Behauptung.

O

Korollar 6.29
FEs seien R ein topologischer Ring.

(i) Fiir einen lokal Rroendlichen Raum X hingt die Topologie auf RX) nicht von der Wahi
der Darstellung X = @Z X; ab.

(ii) Fir einen proendlichen Raum X = lim. X; mit endlichen, diskreten X; trdgt R die
1

(7;)
Initialtopologie beziiglich der R-linearen Abbildungen R gl R&X9) wobei R = RXi
die Produkttopologie trigt und X — X; die Limesprojektionen sind.

(=)
(iii) Man erhdlt einen Funktor Topy, p 2 R-TMod.

Beweis.
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(i) Es sei M; = R versehen mit der Topologie induziert von der Darstellung X ~ lim X;

und My = R versehen mit der Topologie induziert von der Darstellung X pinj Y;.

(idx)
Da die Identitdt auf X stetig und eigentlich ist, folgt mit Lemma |6.28] dass M; X M

stetig ist. Folglich ist die Topologie auf M; feiner als die von Ms. Aus Symmetriegriinden
ist die Topologie auf Ms feiner als die von M; und stimmt damit iiberein.

(ii) Wegen Satz (i) ist X = lim X; und man erhélt fiir alle i ein kommutatives Diagramm

RO BT pix)

|

ROO A7 RO 2 RO /(74(0)),
wobei ¢; zunéchst ein stetiger R-Modulisomorphismus ist. Ist 0 € U C R&X4) offen, dann
istauch0 e U' =U x R - 0%, © R&X%) offen nach Definition der Produkttopologie. Aber
U’ ist das Urbild von ¢;(U). Nach Definition der Quotiententopologie ist dann auch ¢(U)
offen, so dass d)i_l stetig bei 0 und damit nach (War93| I Theorem 5.18) insgesamt stetig.
Insbesondere ist ¢; ein topologischer R-Modulisomorphismus. Die Behauptung folgt dann
direkt aus der Kommutativitdt des Diagramms.

(iii) Die Funktoreigenschaften folgen direkt aus den Funktoreigenschaften des freien Funktors

(=)
Set B R-Mod.

Lemma 6.30
Es sei X ein lokal proendlicher Raum und F' C X eine endliche Teilmenge.

Dann gibt es fiir jedes = € X eine stetige, R-linkslineare Abbildung RX) P R mit p=(f) =
pro(f), fir alle f € R¥), wobei RX) € RX "%, R die kanonische Projektion ist.

Beweis. Falls X endlich ist, dann ist X auch diskret, da X hausdorffsch ist. Folglich trigt R
nach Korollar die Produkttoppologie und die kanonischen Projektionen RX) = RX —» R
erfiillen die gewiinschte Eigenschaft.

Falls X unendlich ist, dann ist X\ F' nicht leer. Es sei F' = FUU{z} mit einem beliebigen z € X\ F.
Es sei X & l&ll X; mit endlichen, diskreten X;. Weiterhin seien X X, die Limesprojektionen

und Xj; @ X; die Ubergangsabbildungen. Wihle ein = € F’. Da X hausdorffsch ist und die

Initialtopologie beziiglich der Projektionen m;|x trigt, gibt es fiir jedes x # y € I’ ein iy, so
dass 7, (z) # m;,(y) ist. Da die Indexmenge des projektiven Systems gerichtet und F' endlich
ist, gibt es ein ¢ mit ¢ < ¢, fiir alle y € F. Fiir alle z # y € F' gilt dann

fig, o mi(x) = mi, (x) # mi, (y) = fiz, o mi(y)
und insbesondere 7;(z) # m;(y). Es sei p, die Verkettung von m; mit der stetigen Projektion

T ()

p
R = RXi " 5" R auf die Koordinate 7;(x).
Firalle f =5  pazz € R®) und y € F’ gilt nun

py(f) = Prr;(y) © R(m)(f) = PTrri(y) (Z a:ﬂﬂ-i(x)) = Z Ay = Ay,

zeF zeF
i (z)=mi(y)
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denn fiir € F' impliziert 7;(z) = m;(y) schon z = y nach Konstruktion von . Damit erfiillt p,
fiir alle y € F’ die gewiinschte Eigenschaft. Da f € R¥) war, gilt p.(f) = 0. Fiir alle z € X\F
kann also p, = p, gewéhlt werden.

O

Proposition 6.31
FEs sei R ein topologischer Ring und X ein lokal proendlicher Raum.

(i)
(i)

Ist R hausdorffsch, dann ist auch R hausdorffsch.

Ist R € R-TMody, dann ist auch RX) e R-TMody;.
Ist R € TMody-R, dann ist analog auch RX) € TMody-R.

Beweis.

(i)
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Fiir alle z € X sei R % R die kanonische Projektion auf die Koordinate z. Fiir

ein f € RX) sei supp(f) = {z € X;pro(f) # 0} der Triger von f. Nach Definition
der direkten Summe ist supp(f) endlich fiir alle f € RX). Es seien nun a,b € R&X)
zwei verschiedene Punkte. Folglich gibt es ein € X, so dass prz(a) # pry(b) ist. Fiir
die endliche Teilmenge F = supp(a) U supp(b) C X gibt es nach Lemma [6.30] stetige
Projektionen R) 2% R fiir alle z € X, so dass pe(f) = pro(f) fiir alle f € R, Wegen
a,b € R¥) ist also py(a) = pra(a) # pra(b) = pe(b). Da R ein Hausdorfl-Raum ist, gibt
es disjunkte, offene Teilmengen U,, Uy C R mit pr,(a) € U, und pry(b) € Up. Da p, stetig
ist, sind p; {(Uy), p; 1 (Uy) € RX) zwei disjunkte, offene Teilmengen, die a und b trennen.
Da a,b € RX) beliebig waren, ist damit RX) ein Hausdorfl-Raum.

Nach Definition der Topologie auf RX) bleibt zu zeigen, dass R-TMody unter Bildung
des Produkts, der Quotienten und der Initialtopologie abgeschlossen ist.

e Es seien M; € R-TMody, dann bilden die offenen Untermoduln [[, U; mit U; € Uy,
und U; = R fiir fast alle i eine Umgebungsbasis der 0 von [[, M;.

e Ist M € R-TMody und U < M ein Untermodul, dann bilden die offenen Untermoduln
(N+U)/U fiir alle N € U eine Umgebungsbasis der 0 von M /U. Beachte dazu, dass
N+ U = J,yep(x + N) € M offen ist, da N < M offen und die Addition mit = € U
ein Hom6omorphismus ist.

e Sind M € R-Mod und M; € R-TMody mit R-Modulhomomorphismen M LN M;
und M trage die Initialtopologie beziiglich der f;. Dann bilden die offenen Untermo-
duln fl._l(N ) < M fur N € Uy, fir alle i eine Umgebungsbasis der 0.



Kapitel 7

Topologische
Monoidring-Konstruktionen

Nachdem endlich alle Vorbereitungen getroffen sind, kénnen nun die topologischen Schiefmo-
noidringe konstruiert werden. Wahrend Monoidringe, topologisiert wie die freien R-Moduln er-
zeugt von einem lokal proendliche, eigentlichen Monoid iiber einem topologischen Ring R, in
kanonischer Weise topologische Ringe sind, trifft dies fiir die allgemeineren Schiefmonoidringe
nicht mehr zu. Einer der Hauptziele dieser Arbeit ist es, ein starkes Kriterium zu finden, wann
ein topologisierter Schiefmonoidring auch ein topologischer Ring ist. Dieses findet sich in Satz
Auch wenn keine Notwendigkeit fiir das Kriterium nachgewiesen wird, so zeigen verschiede-
ne Beispiele, dass es doch so scharf ist, dass alle bisher bekannten Spezialfille der Konstruktion
topologischer und vollstdndiger Schiefmonoidringe dadurch abgedeckt werden.

Ein weiteres Resultat dieses Kapitels ist die Vertréglichkeit topologischer Schiefmonoidring-
konstruktionen mit dem topologischen, semidirekten Produkt lokal proendlicher, eigentlicher
Monoide. Die vollstdndigen Schiefmonoidringe und alle ihre Eigenschaften fallen schliefllich als
Korollare von der Konstruktion topologischer Schiefmonoidringe ab.

7.1 Topologische Monoidringe lokal proendlicher, eigentlicher
Monoide

In diesem Abschnitt werden die topologischen Monoidringe konstruiert und die Funktorialitéit
dieser Konstruktion nachgewiesen. Ebenso wird gezeigt, dass die Eigentlichkeit lokal proendlicher
Monoide notwendig dafiir ist, dass der topologische Monoidring ein topologischer Ring ist.

Lemma 7.1

FEs sei M € T Monp, p ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.

Dann ist R[M] = RM) yersehen mit der Topologie des freien topologischen R-Linksmoduls aus
Definition [6.23 ein topologischer Ring.

Beweis. Falls M endlich und diskret ist, dann ist R[M] mit der Produkttopologie zunichst ein
topologischer R-Linksmodul. Es bleibt also zu zeigen, dass die Multiplikation auf R[M] stetig
ist. Diese ldsst sich aber darstellen als endliche Verkettung von Addition und Multiplikation auf
R. Somit ist R[M] topologisch, da R nach Voraussetzung topologisch ist.

Es sei nun M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid. Da die Topologie auf R[M ] unabhéngig
ist von der projektiven Darstellung von M , betrachte man den topologischen Isomorphismus
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M = lim Congo (31 M /S aus Korollar[5.42| Dann tréigt R[M] nach Definition die Initialtopologie

beziiglich der Projektionen

RIM] — R[V] =5 RINT/S) % RINT/S)/(ms(0)).

Wie gerade gesehen ist jedes R[M/S] ein topologischer Ring. Nach (War93, I Theorem 5.4) ist
damit auch R[M /S]/(7ws(0)) ein topologischer Ring und wegen Proposition ist auch R[M]
ein topologischer Ring.

O

Definition 7.2

Es seien R ein topologischer Ring und M € T Mony p ein lokal proendliches, eigentliches Mo-
noid. Im Folgenden sei R[M| = RM) mit der Topologie aus Definition ausgestattet und
heiffe topologischer Mondoidring von M dber R.

Lemma 7.3

Jedes f € Homraon, (M, N) induziert einen stetigen Ringhomomorphismus R[M] Bl RIN].

Beweis. Da R[f] nach dem Beweis der universellen Eigenschaft von R[M] (siche Bemerkung

die R-lineare Fortsetzung von f ist, gilt die Behauptung nach Lemma
O

Korollar 7.4
Man erhdlt einen Funktor

TRing x T Mony p — TRing, (R,M)— R[M].

Beweis. Die Funktorialitidt in M folgt direkt aus Korollar (ii) und Lemma Fir die
Funktorialitdt in R lédsst sich wie im Beweis von Lemma [6.28] ein kommutatives Diagramm
konstruieren. Dazu sei f € Hom7gring(R,S) ein topologischer Ringhomomorphismus und M C

M= @Te Conge (V1) M /T ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.
on fe)
FOM
RO SO
. FOMD)
RM) S (M)
R(rT) s(mr)
RWM/T) G S(M/T)
kan. kan
RM/T) /Ry (0) = = 5, ~ = SUI/T) /S (0)

Die Kommutativitit der Abbildungen und die Existenz von h sieht man wie im Beweis von

Lemma [6.28]
O
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7.1. Topologische Monoidringe lokal proendlicher, eigentlicher Monoide

Lemma 7.5
Es sei R ein topologischer Ring und M ein lokal proendliches, nicht notwendigerweise eigent-
liches, Monoid. Der Monoidring R[M] = RM) trage die Topologie des freien topologischen
Monotds erzeugt von M.

Dann besitzt R[M] eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus offenen (M, M)-Biteilmengen
von R[M].

Insbesondere besitzt R[M] eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus offenen Links-/Rechts-
Idealen, falls R eine solche besitzt.

Beweis.

(i) Es sei S € Congo(M) und U = HneM/S U, -n C R[M/S] mit offenen 0 € U, C R und
Urg(0) = R. Dann ist U’ = U, C R ebenfalls offen, da M /S endlich ist. Folglich

s
ist

neM/S

V = (R-7s(0)) x I v -ncu
7g(0)#£neM/S

eine offene Umgebung der 0 und es gilt nach Konstruktion A /S V=V=V. M /S,
da (M/S) - m5(0) = {mg(0)}. Folglich ist V eine offene (M /S, M /S)-Biteilmenge von
R[M/S]. Nach der Beschreibung der Topologie auf R[M] nach Lemma ist dann auch
W = Rlrg] 1 (V) C R[M)] offen. Fiir alle m € M gilt auBlerdem

Rlms](R[rs] ™' (V) -m) CV - [m]s C V,

da R[rg] ein Ringhomomorphismus ist. Insbesondere ist dann M - W = W =W - M eine
offene (M, M)-Bimenge in R[M] mit W = R[xg]~}(V) C R[rs] *(U).

(ii) Es sei nun 0 € V' C R[M] offen. Dann gibt es nach Definition der Topologie auf R[M]
Kongruenzen S, ..., Sp € Congo(M) und offene Mengen V; € R[M/S;] von der Form wie
U in (i), so dass R[rs, ] 1(V1) N ... N R[rg,] (V) C V ist. In (i) wurde gezeigt, dass
es dann offene (M, M)-Biteilmengen W; C R[rg,] 1(V;) gibt, so dass insgesamt W =
WinN..NW, C R[M] eine offene (M, M)-Biteilmenge von R[M] ist mit W C V. Folglich
besitzt R[M] eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus offenen (M, M)-Biteilmengen.

Falls R eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus Links-/Rechts-Idealen, besitzt, konnen alle
betreffenden, offenen Umgebungen der 0 durch Verkleinerung durch offene Links-/Rechts-Ideale
von R ersetzt werden. Per Konstruktion ist dann die so erhaltene offene (M, M)-Biteilmenge
von R[M] auch ein R-Links-/Rechts-Untermodul von R[M] und damit per Definition der Mul-

tiplikation auf R[M] ein Links-/Rechts-Ideal.
O

Satz 7.6
Es sei R ein nicht-indiskreter topologischer Ring und M € T Mony, ein lokal proendliches Mo-
noid. Topologisiere R[M) wie in Definition[7.4

Dann ist R[M] genau dann ein topologischer Ring, wenn M eigentlich ist.

Beweis. Die eine Folgerung gilt nach Lemma Es sei nun K C M ein beliebiges offenes
Kompaktum. Nach Lemma (i) gibt es eine offene Umgebung 0 € U C R[M], so dass
M\U = K ist. Nach Lemma gibt es eine offene (M, M)-Biteilmenge 0 € V' C U. Wegen
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M-V=V=V-Megilt (VxM)U(MxV)C ppn,(V) und auBerdem ist M\V nach Lemma
m (ii) kompakt. Dies impliziert, dass

par () = pap (M\U) € gy (MAV) = (M x M)\(ngipy (V) S (M\V) x (M\V)

eine Teilmenge des ebenfalls kompakten Produkts (M\V) x (M\V) ist. Da M hausdorffsch ist,
ist K C M abgeschlossen und folglich ebenso = '(K) C M x M aufgrund der Stetigkeit von
pas- Folglich ist p~1(K) als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kompakt. Nach

Lemma ist dann M eigentlich.
O

7.1.1 Die universelle Eigenschaft

Eine weitere kategorielle Eigenschaft des topologischen Monoidrings ist seine universelle Ab-
bildungseigenschaft. Diese bildet im Allgemeinen jedoch keinen universellen Pfeil, so dass im
Allgemeinen man auch keine Adjunktion von Kategorien erhélt.

Proposition 7.7

Es seien M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid und R ein topologischer Ring. Der to-
pologische Monoidring R[M] erfillt folgende universelle Eigenschaft:

Fiir jeden endlichen, diskreten Ring S € TRing, jedes ¢r € Hom7ring(R,S) und ¢p €
Homy pqon (M, (S, -)) mit

(i) onp(m) - dr(r) = or(r) - dar(m) fiir alle r € R und m € M,
(ii) M\qb];[l(U) ist kompakt fiir alle offenen Umgebungen 0 € U C S,

ezistiert genau ein ¢ € Homyring(R[M],S), so dass

M
AN
lL]\/I \\\
oM
R R[M]
NRELD
Sy
PR > S

kommutiert. Beachte, dass Bedingung (ii) fir proendliche Monoide immer erfillt ist.

Beweis. Nach Bemerkung existiert ein eindeutiges ¢ € Homping(R[M], S), das die Kommu-

tativititsbedingungen erfiillt. Definiere M u, (S,-) durch ¢ |m = ¢nr und ¢4, (0) = 0. Dann
ist ¢, nach Konstruktion ein Monoidhomomorphismus. Fiir jede offene Umgebung 0 € U C S'ist
M \gzﬁx;[l(U ) = M\¢}, (U) kompakt. Nach Definition der Topologie auf M, ist ngZl(U ) C M also
eine offene Umgebung der 0, d.h. ¢, ist stetig bei 0 und daher insgesamt stetig, da ¢ ;[ = dnr

stetig ist.
Nach Korollar [5.42| gilt M 2 lim (1) M /T und wegen Lemma existiert daher eine

«—TeCongy

Relation T € CongO(M) und eine Abbildung M/T g, (S,-), so dass g o T = ¢y;. R-lineare
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Fortsetzung induziert dann ein kommutatives Diagramm
R[M]
]
RV/T) —5——
i P

RIM/T]/(7(0)),

S

wobei die Existenz von h durch die Identitét g(77(0)) = 0 gesichert ist. Da M /T endlich ist,
folgt mit Lemma die Stetigkeit von g. Nach Definition der Quotiententopologie ist damit
auch h stetig. Dies wiederum impliziert mit der Kommutativitit des Diagramms die Stetigkeit

von ¢.
O

Korollar 7.8
Die gleiche Aussage wie in Proposition gilt auch fir proendliche Ringe S = mz S; mit
endlichen diskreten Ringen S;.

Beweis. ¢ ist genau dann stetig, wenn jede Verkettung R[M | 2, S L S; stetig ist, aber dies

ist genau die Aussage von Proposition 7.7
O

Korollar 7.9
Die gleiche Aussage wie in Proposition[7.7 gilt auch fiir beliebige topologische Ringe S € TRing,
falls zusdtzlich gilt:

(iii) S € R-TMody oder S € TMody-R via ¢r oder M ist endlich.

Beweis. Falls M endlich ist, folgt die Behauptung aus Lemma [6.27] Fiir den allgemeinen
Fall sei 0 € U < S ein offener R-Linksuntermodul von S. Dann ist S/U ein diskreter, topo-
logischer R-Linksmodul und S LA S/U die kanonische Projektion. 7y o ¢ ist stetig, also
(mu © dar)(M\¢y; (U)) € S/U kompakt und daher endlich, da S/U diskret ist. Insgesamt ist
also

(7 0 1) (M) = (717 0 1) M\ (U)) U (1 0 dar) (d (U)

—{0)

endlich. Damit kann wieder Lemma [5.4] angewendet werden. Verfihrt man genau wie im Beweis
von Proposition mit S/U anstelle von S, sieht man, dass R[M] P g /U stetig ist. Insbe-
sondere ist ¢~ 1(U) = (7 o $)71(0) offen in R[M]. Da U beliebig war, folgt mit (iii), dass ¢
stetig bei 0 und wegen (War93, I Theorem 5.18) insgesamt stetig ist.
Wegen Bemerkung ist R[N] auch freier R-Rechtsmodul mit M als Basis. Die weitere Argu-
mentation verlduft dann wie im Linksmodulbeweis.

O

7.2 Topologische Schiefmonoidringe

In diesem Abschnitt wird schlielich die ,,schiefe Variante*“ der Monoidringe eingefiihrt. Fiir to-
pologische Koeflizientenringe, die eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Rechtsidealen besitzen,
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gibt es nach Kapitel [6] Abschnitt [6.3] eine kanonische Topologie fiir den #ufleren Koeffizienten-
ring. Man sieht, dass sich die Hausdorff- und Vollstandigkeits-Eigenschaft vom Koeffizientenring
auf den inneren und dufleren Koeffizientenring iibertragen.

Definition 7.10

Es sei R ein topologischer Ring, M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid und R[M; 0]
ein Schiefmonoidring. R[M; 6] heifst topologischer Schiefmonoidring von M iber R, falls
die Topologie des freien topologischen R-Linksmoduls aus Definition[6.29 eine Ringtopologie auf
R[M;6] =2 RM) bildet. Demnach ist R[M:;8] genau dann ein topologischer Schiefmonoidring,
wenn die Multiplikation *¢ : R[M;0] x R[M;60] — R[M; 0] stetig ist.

Proposition 7.11
FEs sei Ry C R der Teilring aus Proposition [£.20,

(i) Falls R[M; 0] ein topologischer Ring ist, dann ist jede Koordinate von 6(m) fir allem € M
stetig, d.h. 6(M) C Endraod-r, (R)[M].

(ii) Wenn R hausdorffsch ist, dann ist Ry abgeschlossen.
(iii) Wenn R wvollstindig ist, dann ist Ry ist vollstindig.

Beweis.

(i) Wahle ein n € M. Dann ist 0(n) = > s @mm € Endnod-r, (R)[M]. Es sei N C M die
endliche Teilmenge aller n € M, so dass «, # 0 ist. Fiir jedes r € R ist dann

O(n)(r) = Z am(r)m = Z am (r)m,

meM meN

so dass nach Lemma stetige R-lineare Projektionen 7, existieren mit m,,(0(n)(r)) =
(1), fiir alle m € M und alle r € R. Da R[M; 6] ein topologischer Ring ist, ist

¢n: R— R[M;0], r—0(n)(r)=nx*yr

als Verkettung der Inklusion R < R[M; 6] mit der Linksmultiplikation auf R[M; 6] mit
n stetig. Folglich ist auch a,,, = m, o ¢, stetig.

(ii) Benutze die zweite Beschreibung von Ry aus Proposition Fiir alle m,n € M ist wegen
(i) der Endomorphismus §(m),, € Endrmod-r, (R) stetig. Ebenso ist 6(m),, — idg stetig.
Der Kern eines stetigen Endomorphismus ist gerade das Urbild der Menge {0}, die in
hausdorffschen Ringen abgeschlossen ist. Daher ist Ry als Schnitt dieser abgeschlossenen
Kerne wiederum abgeschlossen.

(iii) Abgeschlossene Teilringe vollstandiger Ringe sind wegen (War93|, IT Theorem 7.5) wieder
vollstandig.

Definition 7.12

Fiir einen topologischen Schiefmonoidring R[M;0] sei Ey = Endrmod-r,(R) der dufBere En-
domorphismenring. Dies unterscheidet sich insofern von der urspriinglichen Definition [{.21]
fiir diskrete Schiefmonoidringe, als dass man hier nur die stetigen Homomorphismen zuldsst.
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Falls R € TMody-Ry ist, dann sei Eg mit der in Abschnitt[6.3 definierten Topologie ausgestattet,
d.h. er trdgt die Initialtopologie beziiglich der Projektionen

Ey = Endrwmod-gr, (R) — Homrwned-r, (R, R/U), fr—myof

wobei R — R/U die kanonische Projektion ist und Homrwod-gr, (R, R/U) die diskrete Topologie
tragt.

Bemerkung 7.13
Fiir den dufSeren Koeffizientenring Ey eines topologischen Schiefmonoidrings R[M; 0] iber einem
topologischen Ring R € TMody-R gilt:

(i) Die kanonische Inklusion
tp: R— FEy, r+— A\,

induziert einen topologischen Ringisomorphismus R 2 r(R).
(i) Wenn R hausdorffsch ist, dann ist auch Ey hausdorffsch.
(iii) Wenn R wollstindig ist, dann ist auch Ey ist vollstindig.

Beweis.

(i) Nach Bemerkung bilden die Mengen
Ey ={f € Ep; f(R)CU} firU eUp
eine Umgebungsbasis der 0 von Ejy. Fiir alle U € UR ist
GHU)={reRr - RCU}=U

da U < R ein R-Rechtsuntermodul ist. Damit ist ¢ stetig und R trigt die Initialtopologie
beziiglich ¢r, was die Behauptung impliziert.

(ii) Siehe Korollar

7.2.1 Die universelle Eigenschaft

Hier wird die universelle Eigenschaft fiir topologische Schiefmonoidringe formuliert. Wie zu
erwarten war, setzen sich die Abbildungskriterien fiir topologische Schiefmonoidringe aus denen
fiir Schiefmonoidringe und fiir topologische Monoidringe zusammen.

Proposition 7.14

Es seien M ein eigentliches, lokal proendliches Monoitd und R ein topologischer Ring. Jeder
topologische Schiefmonoidring R[M; 0] erfillt folgende universelle Eigenschaft:

Es sei S € TRing ein topologischer Ring, ¢r € Homrring(R, S) und ¢ € Homg pon (M, (S, -))
mit den folgenden drei Figenschaften:

(i) dm(n) - or(r) =3 enr @R O Tm(n*g 1) - dpr(m) fiir aller € R und n € M.
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(ii) M\qb];[l(U) ist kompakt fiir alle offenen Umgebungen 0 € U C S.
(iii) S € R-TMody via ¢r oder M ist endlich oder S ist proendlich.

Dann existiert genau ein ¢ € Homgring(R[M;0],S), so dass das Diagramm

M

\LLJ\/I\\\

. \ $m

R—— R[M; 0] \
NG 17

~
N

?R S

kommutiert.

Beweis. Bemerkung liefert die eindeutige Existenz. Da R[M;6] = RM) = R[M] als to-
pologische R-Linksmoduln “identisch” sind, kann der Beweis von Proposition [7.7] bzw. deren

Korollaren auf diesen Fall iibertragen werden. .

7.2.2 Existenzkriterium fiir topologische Schiefmonoidringe

In diesem Abschnitt wird nun das Existenzkriterium fiir topologische Schiefmonoidringe erarbei-
tet. Der folgende Satz liefert ein Kriterium dafiir, wann ein Schiefmonoidring ein topologischer
Schiefmonoidring ist. Fiir Schiefpolynomringe und Schiefgruppenringe iiber proendlichen Grup-
pen wird spéter ein anschaulicheres, dquivalentes Kriterium angegeben.

Im gesamten Abschnitt sei R € TMod-R ein topologischer Ring, so dass der duflere Koeffi-
zientenring wie in Definition beschrieben eine kanonische Topologie tragt.

Satz 7.15
Es sei M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid und R[M; 6] ein Schiefmonoidring.
Wenn R[] : R[M; 0] — Ey[M] stetig ist, dann ist R[M;0] ein topologischer Schiefmonoidring.
Beweis. Im Folgenden sei S € Cong (M) und M RENY /S die kanonische Projektion.
e Betrachte fiir m € M mit [m] # [0] in M /S folgendes kommutatives Diagramm

0)idg mslid ~ (7] sidR)
R[M§0]XRME9[M]XRME@[M/S])(R (m]>idR Fy x R
*0‘ lev iev lev
R[M7 6] R[rs] R[M/S] Tm] R’

wobei die rechten beiden Quadrate kommutieren nach Definition der Evaluationsabbildung
ev iiber die Inklusion Eg[M] = Endrwmod,-r, (R)[M] — Homrwmed-r, (R, R[M;6]). Die
linke Seite kommutiert, da nach Definition a ¢ r = R[0](a)(r) fiir a € R[M;6] und r € R.
Nach Voraussetzung ist R[f] stetig. Wegen [m] # 0 ist auch m,,,) o Fp[ms] stetig nach Defini-
tion der Topologie auf Ey[M] bzw. Lemrn Damit ist auch (7, idg)o(Ep[rs],idr) =
(m) © Eg[7s], idg) stetig. Wegen Lemma ist die Evaluationsabbildung ebenfalls stetig.
Die Kommutativitit des Diagramms impliziert dann die Stetigkeit von 7y, o R[ms] o *g|.
Da m mit [m] # 0 und S € Congp, (M) beliebig waren, folgt nochmals mit Lemma die
Stetigkeit von xg|.
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e In Lemma wurde eine R[M; 6]-Linksmodulverkniipfung .+ auf R[M /S] konstruiert,
beziiglich welcher R[rg] ein R[M; #]-Linksmodulhomomorphismus ist. Wegen ax(r-wg(0)) =
Rirg](axr)-7m5(0) € R-7g(0) fiir alle r € R und a € R[M; 0] erhdlt man das kommutative
Diagramm:

id p(as;0) X R[ms]

RIM; 6] x RIM; 6] RIM; 0] x RINT/S] RIM; 0] x ((RIN/S)/(xs(0))

*g * i*’

R[M:; 6] R[NI/S] R[M /S]/(ms(0))

idpiar;6) XPo

R[rs] Po

Nach Definition der Verkniipfung ,x* bzw. ., gilt fiir a € R[M;6] und x € R[M/S], dass

polaxz)= Y Rlms](a*ma(x))) - po(n).

neM/S

Nach Definition der Topolgie auf R[M; 6] ist pg o R[mrg] stetig. AuBerdem wurde im ersten
Beweisteil die Stetigkeit von *|gar.6xr gezeigt. Da R[M/S]/(Rrs(0)) = RM/S\ms(O)}
ein topologischer R-Linksmodul ist, sind auch Addition und Multiplikation mit Elementen
aus R stetig. Da M /S endlich ist, ist auch die Summe endlich und definiert eine stetige
Abbildung. Insgesamt folgt, dass pg o *” als Verkettung all dieser Abbildungen selbst stetig
ist. Wegen R[M/S] = R[M/S]/(n5(0)) x (Rms(0)) als topologische R-Moduln gilt

a¥'po(x) =polaxz)= Y Rlms](a*mym(po(x))) - po(n)
ng(0)#neM /S

und es kann mit den gleichen Argumenten gezeigt werden, dass auch *’ stetig ist. Nach
Definition der Topologie auf R[M; 6] ist pgo R[mg] stetig, so dass insgesamt pgo R[mg]o*y =

«'o(id g, poo R[mg]) stetig ist. Da S € Cong,(M) beliebig war, folgt schlieflich die Stetigkeit
von *g.

Korollar 7.16
Es sei R € TMody-R ein topologischer Ring, M € T Mony, p ein lokal proendliches, eigentliches
Monoid und R[M;0] ein Schiefmonoidring mit einem stetigen, assoziierten Monoidhomomor-

phismus
0: M — EQ[M] = EndTMod—Rg (R) [M]

Falls M\O~Y(U) kompakt ist fiir alle offenen Umgebungen 0 € U C Ey[M], dann ist R[M;0)

ein topologischer Schiefmonoidring. Man beachte, dass diese Bedingung fiir proendliche, d.h.
kompakte, Monoide immer erfillt ist.

Beweis. Wegen R € TMody-R und Satz ist £y € TMody-Ey, d.h. wegen R C Ejy ist
insbesondere Fy € TMody-R. Nach Definition ist Fp[M] = EéM) € TMody-R. Die Aussage

folgt dann mit Korollar [7.9] aus Satz [7.15]
|
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7.3 Vollstidndige (Schief-)Monoidringe

Dieser Abschnitt stellt die vollstdndigen Schiefmonoidringe vor. Aufgrund der Topologisierung
des Monoidrings durch die Initialtopologie beziiglich einer Familie von Monoidringen iiber end-
lichen, diskreten Monoiden, leiten sich aus den allgemeinen Sétzen fiir vollstdndige Gruppen aus
Kapitel [6] Abschnitt die entsprechenden Darstellungen von vollstindigen Monoidringen als
projektive Limiten ab.

Proposition 7.17
Es seien R ein topologischer Ring, der hausdorffsch und vollstindig ist, und M ein lokal pro-
endliches, eigentliches Monoid. Dann gilt:

(i) Jeder topologische Schiefmonoidring R[M; 0] ist hausdorffsch.

(ii) Es gibt einen kanonischen topologischen Ringisomorphismus

RIM]= lim  R[M/S]/(ws(0)).

SeCongp (M)

(iii) Ist M proendlich, dann gibt es auch einen kanonischen topologischen Ringisomorphismus

RIM]= lm  R[M/S].
pa—
SeCongy (M)
Insbesondere ist 1?[5] = lim, - OﬁenR[G/N] fiir proendliche Gruppen G wegen Bemer-
bung BT
Bewess.

(i) Dies gilt nach Proposition [6.31]

~

(ii) Nach Konstruktion tragt R[M] die Initialtopologie beziiglich der von S € Congp(M)
induzierten Projektionen

ps : RIM) 55 RINI/S] —» RINI/S]/(s(0)).

Da M/S endlich ist, ist R[M /S]/(ms(0)) = RM/S\{ms(O}) = ROI/S\{ms(0)} a]g Produkt

vollstéandiger Gruppen wegen (War93l, IT Theorem 7.8) ebenfalls vollstéindig. Punkt (i) und
Lemma (ii) implizieren dann die Aussage.

(iii) Dies folgt mit Korollar (ii) mit gleichen Argumenten wie im Beweis von (ii).

Definition 7.18

Es sei R ein vollstindiger, topologischer Ring und M/em\lokal proendliches, eigentliches Monoid.
Die Vervollstindigung (vgl. Satz R[[M;6]] = R[M;0] des topologischen Schiefmonoidrings
heifit vollstindiger Schiefmonoidring von M dber R. Falls 0 = 1y, dann heifft R[[M]] =
RI[[M; 0]] vollstindiger Monoidring von M iber R.
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Bemerkung 7.19

Falls R € TMody,c-R ein vollstindiger topologischer Ring ist und R[f] : R[M ;0] — Ey[M]
stetig, dann induziert der Vervollstindigungsfunktor (vgl. Satz[6.9 (ii)) einen stetigen Ringho-
momorphismus

—

R[[0]] = R[6] : R[[M;0]] — Ep[[M]].

7.4 Beispiele

Hier wird schliellich nachgewiesen, dass die allgemeine Konstruktion der vollstdndigen Schief-
monoidringe sich zu den bekannten Fillen der vollstindigen Gruppenringe und der (Schief-
)Potenzreihenringe spezialisiert. Man sieht, dass das durch Satz gegebene Existenzkriteri-
um fiir Schiefpotenzreihenringe mit der in (SV06)) geforderten Bedingung der o-Nilpotenz der
betroffenen o-Derivation § iibereinstimmt.

7.4.1 Vollstindige (Schief-)Gruppenringe und die Iwasawa-Algebra

Proposition 7.20
Es sei R € TMody-R ein topologischer Ring und G eine proendliche Gruppe. Jeder Gruppen-

homomorphismus G N Autrring(R) C Endrmod, -z(R) induziert einen Monoidhomomorphis-
mus

0f : G — Endrmody-z(R)G], g f(9) -9

und folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) VU <R offen 3 N <G offen:  f(g)(r)—r€U Vge N,r€R.

(ii) Oy ist stetig.

(iii) f ist stetig.

Insbesondere ist dann R[G;0f] wegen Korollar ein topologischer Schiefmonoidring.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Topologie auf Ey und der Aquivalenz:

VU<Roffen 3IN<Goffen: (f(g9)—idr)(R)CU Vge N
<= VU<Roffetn IN<<Goffen: f(N)Cidr+Homryed,-z(R,U)
<= 0O stetighbeil <= f stetig

Beispiel 7.21
Es set R € TMody,c-R ein topologischer Ring, der hausdorffsch und vollstindig ist, G eine
proendliche Gruppe und f € Homzpaon (G, Endrring(R)) stetig.

Dann ist R|G;0¢] nach Proposition ein topologischer Schiefmonoidring.

(i) R[[G;0y]] heifst vollstindiger Schiefgruppenring von G iber R.

(i) Fir das triviale f, d.h. f(g) =idg fir alle g € G, ist R[[G;0¢]] = R[[G]] der vollstindige
Gruppenring von G iber R.
Insbesondere fir R = 7, mit einer Primzahl p ist Zp[|G]] = A(G) die Twasawa-Algebra
von G.
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Proposition 7.22
FEs seien G eine proendliche Gruppe und R ein vollstindiger, topologischer Ring. Jeder vollstindi-
ge Schiefgruppenring R[[G;0¢]] erfiillt folgende universelle Eigenschaft:

Gegeben seien ein vollstindiger, topologischer Ring S € TRings sowie ¢r € Hom7ging(R, S)
und ¢ € Homg apmon (G, S™) mit den folgenden Figenschaften:

(i) ¢clg) - or(r) = dro f(9)(r) - ¢c(g) fir aller € R und g € G.
(ii) S € R-TMody via ¢r oder G ist endlich oder S ist proendlich.

Dann existiert genau ein ¢ € Homgring(R[[G;0¢]],5), so dass das Diagramm

R S

kommutiert.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition und Satz (1).

7.4.2 (Schief-)Potenzreihenringe

Definition 7.23
Es seien R € TMody-R ein topologischer Ring, o € Autrring(R) und 0 eine stetige o-
Derivation. § heifle o-nilpotent, wenn fiir alle offenen R-Rechtsuntermoduln U < R ein m € Ny
existiert, so dass

M(S,0,0 ") (R) CU fiir M € Asp,

wobei Asp, die Menge aller nicht-kommutativen Monome in drei Variablen ist, die mindestens
m Faktoren in der ersten Variable besitzen. (Diese Definition verallgemeinert (SV06, S. 5 De-
finition) wegen (SV06, Remark 0.1(i)).)

Beispiel 7.24

Es seien R € TMody-R ein vollstindiger, topologischer Ring, M = (t) das freie, einfach erzeug-
te, diskrete Monoid, o0 € Endrring(R) ein stetiger Ringendomorphismus und § € Endgz-raod(R)
eine stetige o-Derivation, dann definiert

0075 : M — Endz-myvod(R)[M], t+—ot+06

einen stetigen Monoidhomomorphismus, der wegen Proposition [{.18 eine Ringmultplikation auf
RM) induziert.
Falls 6 o-nilpotent ist, dann ist R[M; 0] ein topologischer Schiefmonoidring und der vollstindige
Schiefmonoidring R|[t;0,0]] := R[[M;0]] heifit Schiefpotenzreihenring iber R.

(Diese Definition verallgemeinert die Konstruktion aus (SV006))
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Beweis. Es sei 0 € U C Ey[M] eine offene Umgebung der 0. Dann gibt es offene 0 € U, C Ejy
mit Uy = R fiir fast alle k € Ny, so dass [[;~, Ust® C U, da Eg[M] C E} nach Korollar
die Teilraumtopologie der Produkttopologie triagt. Folglich gibt es ein n € Ny, so dass Uy = R
fir alle & > n. Fiir die offene Umgebung 0 € V = (;_,Ur C Ejy gibt es nach Definition der
Topologie auf Ey ein W € Ug, so dass Homryod,-r, (R, W) C V ist. Die o-Nilpotenz von ¢
liefert nun ein m € Ny, so dass

M(S,0,0 ) (R) CV fiir M € Asp,.
Mit vollstdndiger Induktion iiber k € Ny folgt fiir alle ¢ € Ny

Wi(go,zs(tk)) = M1(57 g, 0_1) +.t+ MT(57 g, 0_1)

mit gewissen M; € Asj_; fir alle 1 < j < r und r € Ny, wobei Ep[M] C Eé‘/f N Ey die
kanonische Projektion auf die Koordinate ¢ ist. Falls £ > m + n ist, dann gilt fir 0 <i <n

71(005(t"))(R) € Mi(8,0,0 ) (R) + ... + My(8,0,0 " Y(R) CV + ...+ V CV,

da M; € Aspy, fiir 1 <j <nwegenk—i> (m+n)—1i>m+n—n=m. Nach Konstruktion ist
also insgesamt 6, 5(t*) € U fiir alle k > m + n. Damit ist M\ 5(U) C {1,¢,...,t™+ "1} endlich
und R[M; 0, s] nach Korollar ein topologischer Schiefmonoidring von M {iiber R.

O

Proposition 7.25
FEs seien R € TRingc ein vollstindiger, topologischer Ring. Weiterhin seien o € Endrring(R)
ein stetiger Ringendomorphismus und 6 € Endz-pyod(R) eine stetige o-Derivation, so dass der
topologische und damit auch der vollstindige Schiefmonoidring Rlt; o, 0] existiert.

Es sei S € TRingc ein vollstindiger, topologischer Ring, ¢r € Homrring(R,S) und s € S
mit den folgenden drei Eigenschaften:

(i) s-¢r(r) =droo(r) s+ ¢rod(r) fir alle r € R.
(ii) Die Folge (s*)ren ist eine Nullfolge in S.
(iii) S € R-TMody via ¢ oder S ist proendlich.
Dann existiert genau ein stetiger Ringhomomorphismus:
Rt:0,0) — S, tr—s, 1 dp(r)

Beweis. Die angegebenen Bedingungen sind in diesem Fall dquivalent zu denen aus Proposition

7.14] Zusammen mit Satz (i) zeigt dies die Behauptung.
O

7.5 Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

In diesem Abschnitt wird auf zwei unterschiedlichen Arten die Vertréglichkeit der Konstruk-
tion topologischer Schiefmonoidringe mit dem semidirekten Produkt zweier lokal proendlicher,
eigentlicher Monoide nachgewiesen. Der erste Beweis verwendet das in Satz [7.15] vorgestellte
Existenzkriterium fiir topologische Schiefmonoidringe und stellt dementsprechend die Bedingung
der Existenz einer Umgebungsbasis der 0 aus offenen Rechtsidealen an den Koeffizientenring.
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Der andere Beweis kommt ohne diese Bedingung aus und liefert dariiber hinaus einen topo-
logischen Ringisomorphismus R[N X, M| = R[N][M;80,] fiir beliebige topologische Ringe R
und lokal proendliche, eigentliche Monoide M und N der Art, dass N x, M versehen mit der
Produkttopologie ebenfalls lokal proendlich und eigentlich ist.

Lemma 7.26
Es seien M, N € T Monp, p und N via ¢ € Hompon (M, Endzrpon(IN)) ein lokal M-eigentliches
M -Monoid. Weiterhin sei R € TMody-R ein topologischer Ring.

Dann ist folgender Monoidhomomorphismus stetig:

M — (Endryod,-r(R[N]), 0),  m+— Rlp(m)]

Beweis. Satz impliziert, dass ¢(M) C E(N) = Endrron, (V) ist und weiterhin die

Verkettung M —— E(N) <, E(N) stetig ist, wobei TMony, p <, T Monc der Kompaktifi-

zierungsfunktor aus Korollar ist. Da R[—] ein Funktor ist, induziert jedes S € Congp(N)
damit ein kommutatives Diagramm

M
|+
S R[]
EndT./\/lonLJ, (N) c )End']’MonL’P (N) EndTMOdU-R(R[N])
lws*wso— \st*wso— lR[ﬂ'S]*—R[ﬂ‘S]O—

Hom7 pton, (N, N/S)

HomTMonL (N, N/S) ﬁ HOHlTMOdU_R(R[N], R[N/S])
iﬂd*Zﬂ'dO

Hommwod,-r(R[N], R)

mit d € N /S und der kanonischen Inklusion N <5 N.

e Zeige zunéchst, dass die zweite Zeile eine stetige Abbildung bildet, falls Homz aqon ( N N /S)
mit der Kompakt-Offen-Topologie versehen wird. Dazu seien ¢ € Homz aqon, (N N /S)
und U € Z/lR[N /5] offen, wobei U, RIN/S] die Menge der offenen R-Rechtsuntermoduln von

R[N/S] = RN/S ist. Fiir U’ = (N/S)NU C N/S ist

V=T @)U () T d){a)

de(N/S)\U'

offen in Hom7 aton (N N /S), denn U’ und {d} sind offen und abgeschlossen, da N /S diskret
ist. Urbilder abgeschlossener Mengen unter g sind kompakt, da N kompakt ist. Da N /S
endlich ist, ist V' ein endlicher Durchschnitt offener Teilmengen von Homz aon, (N,N/S)
und damit selbst offen. Nach Konstruktion ist g € V', so dass V eine offene Umgebung von
g ist. Es seien f € V und n € N.

— Falls n € g~ 1(U’), dann ist f(n) € U bzw. f(n) —g(n) € U, da U € TMod-R.

U C
— Falls n ¢ g~ %(U’), dann ist f(n) € f(g* g(n)) C {g(n)}, d.h. f(n) = g(n). Dies
impliziert wiederum f(n) —g(n) =0¢€ U.
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Wegen R-Linkslinearitét gilt dann R[f](z) — R[g](x) € U fiir alle x € R[N] und damit
R[f] — R[g] € Homrzoa-r(R[N],U) bzw. R[f] € R[g] + Homrnoa-r(R[N],U). Da U €
U RIN/S] beliebig war, ist damit die Stetigkeit bei g gezeigt. Da auch g beliebig war, ist die
Abbildung insgesamt stetig.

e Nach Definition trigt F (1\7 ) = Endr Mony p (]\7 ) die Kompakt-Offen-Topologie, so dass
der Homomorphismus Endzaton;, p (N) 225 Homyzaon, (N, N/S) nach (Bou66a, X.3.4
Proposition 9) stetig ist. Da nach Voraussetzung C o ¢ stetig sind, so auch die Verkettung
damit. Die Kommutativitdt der beiden Quadrate impliziert dann die Stetigkeit von

R[]

Rlmgls
] Bndryioq,-r(R[N]) !

M %5 Endzpon, »(N) Homrygod,-r(RINT, RIN/S]).

Nun waren S und d € N/S beliebig und R[N] tragt nach Deﬁnitionn die Initialtopologie

s) RN /8] 2% R, fiiralle S € Uy und [0]s # d € N/S.

Proposition [6.15 impliziert daher die Stetigkeit von M — E(N) IM Endryod-r(R[N]).

beziiglich der Projektionen R[N] —

|

Satz 7.27
Es seien R € TMody-R ein topologischer Ring und M,N € T Mony p, wobei N via ¢ €
Hom v gon (M, End 7 pon (IN)) ein lokal M-eigentliches M -Monoid sei.

Dann ist der in Proposition [{.29 eingefiihrte Monoidhomomorphismus

6, : M — Endmoed-r(R[N])[M], m+—— Rlp(m)]-m
stetig und R[N][M;0,] ein topologischer Ring.

Beweis. Im Folgenden sei E(R[N]) = Endrmod,-r(R[N]). Nach Lemma ist R[—] o stetig.
Da E(R[N])[M] ein topologischer Ring ist und das unten abgebildete Diagramm kommutativ
ist, ist 0, als Verkettung stetiger Abbildungen stetig.

M v E(R[N])[M]

[—Jow,idr) T“E(R[ND[M]

RINT) % E(R[N])[M] x E(R[N])[M]

LE(R[N]) XtM

Fir 0 € U C E(R[N])[M] gilt E(R[N]) = Endrmod,-r(R[N]) € TMody-E(R[N]) nach Satz
Wegen Lemma ist dann auch E(R[N])[M] € TMody-E(R[N])[M], so dass ein offenes
Rechtsideal I € Up(gr(n))v existiert, welches in U enthalten ist. Fiir alle m € IN M ist ,(m) =
Rlp(m)]-m =m- R[p(m)] € I, da I ein Rechtsideal ist. Folglich ist

M\6'(U) € M\6, (1) € M\I.

Nach Lemma ist M\I kompakt. Da U offen und 6, stetig ist, folgt die Abgeschlossenheit
von M\O;'(U) in M. Damit ist dies selbst ein Kompaktum. Nun gilt im Allgemeinen jedoch
nur R C Ry, und nicht die Gleichheit beider Ringe. Wegen Korollar kann man Ep, =
Endramody-r,, (R[N]) als topologischen Teilring von E(R[N]) = Endryiod,-r(R[N]) auffassen,

iiber den 0, faktorisiert. Korollar [7.16] liefert schlieBlich das gewiinschte Ergebnis.
O
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Satz 7.28
Es seien M,N € T Mony, p, wobei N via ¢ € Hompon (M, Ends apon(N)) ein lokal M -eigentliches
N-Monoid sei. Weiterhin sei R € TRing ein topologischer Ring.

Dann ist der kanonische Ringisomorphismus R[N|[M; 0] 2, R[N x, M] aus Proposition
ein Isomorphismus topologischer R-Linksmoduln.

Insbesondere ist R[N|[M;6,] ein topologischer Schiefmonoidring und ¢ ein Isomorphismus
topologischer Ringe.

Beweis. Nach Definition und Lemma trégt R[N][M;6,] die Initialtopologie beziiglich
der von Sy € Congn(M) induzierten Projektionen

RIN][rs,,] . o
R[N][M;@Lp] _:M R[NHM/SM] ~ R[N}M/SM L,]) R

fiir alle [0] # [m] € M/Sy;. R[N] wiederum triigt die Initialtopologie beziiglich der von Sy €
Congo(IN) induzierten Projektionen

R[T‘- } A~ N7 Tn
RIN] — RIN/Sy] =~ RV/Sv 'L R
fiir alle [0] # [n] € N/Sy. Insgesamt triigt daher R[N][M;0,] = (R(N))(M) >~ RINXM) (die
Initialtopologie beziiglich der Projektionen

R[ﬂ—S XTs ] N ~ Y 9 T([n],[m
RV = RINIIM:0,] " RIN/SNIINI/Sy) = RV/Swxi/su 00 g (7.
fiir [0] # [m] € M/Sy und [0] # [n] € N/Sn. R[N x, M] wiederum triigt die Initialtopologie
beziiglich der von allen S € Congo(N x, M) induzierten Projektionen

R[rm — VY T[(n,m
ROVM) & RIN wi, M] 05 RIN g M /8] = RV=M/s ") (7.2)
fiir [0] # [(n,m)] € N x, M. Zeige nun nacheinander die Stetigkeit von ¢ und ¢~

e Essei § € CongO(N/N_;M ) beliebig. Dann ist (N/xq,\M )/S endlich und mit Lemma

existieren Relationen Sy; € Congo(M) bzw. Sy € Congo(N) und stetige Abbildungen
M /S ELIR N/m@\M /S bzw. N /SN Ix, N/x:M /S, so dass folgendes Diagramm kom-
mutiert:

M —M  Nx,M<—2"__ N

) ')
kan. kan. kan.
. o

~ LM

M

TS p TS TSN

N /Sy 2 N, 3/S <25 /Sy

Setzt man f = p ——, /5 © (fn X fur), dann erhiilt man ein kommutatives Diagramm
7]

N ox M —2 N, M

WSNXWS]\/Ii iﬂs

N/Sn x N /Sy — N %, M/S,
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da idyxy = pNx,M © (en X tpr) ist und die mittlere Senkrechte des vorherigen Dia-
gramms aus Monoidhomomorphismen besteht. Setzt man die Abbildungen des Diagramms
R-linkslinear fort, dann erhélt man das Diagramm

¢
R[N]|[M;0,]
R[TFSNHWSM]i iR[ﬂ'S]

N ~ R[f] —
RIN/SN)INE/Sar] == RIN s, M/S].

R[N x, M]

Wegen (fnyorg,,)(0) = (7s,,0inm)(0) = 7s,,(0) und aus Symmetriegriinden ( fyoms, )(0) =
msy (0) gilt fur alle m € M, n € N, dass

[(n,m)]s #[0]s = [m]sy, # [0ls,, und [n]sy # [0]sy,
so dass mit ((7.1) und (|7.2)) schlieflich ¢ stetig ist, da S beliebig war.

e Nun seien Sy; € Congo (M) und Sy € Congo(N) zwei beliebige Kongruenzen. Durch
SN < \ Y ([n}SN’ [m]SM) [n]SN # 0 und [m]SM # 0
f.NXM—»N/SNXM/SM, (n,m)|—>{ (070) sonst

wird eine stetige Abbildung definiert, denn:
— Fiir ([n]sy, [m]s,,) = (0,0) sind N\[n|g, und M\[m]s,, kompakt. Folglich ist auch

N x M\f™H([n]sy. [m]sy) = N x M\((N x [m]s,,) U ([n]s
= (NM\[n]sy) x (M\[m]s,,)
als Produkt zweier Kompakta selbst kompakt. Dies impliziert, dass nach Definition

der Topologie auf der Einpunktkompaktifizierung f~1([n]sy, [m]s,,) C N x M offen
ist.

— Fiir ([n]sy, [mls,,) # (0,0) ist £~ = [n]g, x [m]s,, € N x M C N x M ebenfalls
offen, da Sy; und Sy offene Kongruenzen sind.

Nach Lemma existiert dann eine Kongruenz S € Congg(N X, M) und eine Abbildung
(N x4, M)/S N N/Sn x M /Sy, so dass folgendes Diagramm kommutiert.

x M)

N

N sy, M v

N x M
kan.f ikan.

N x, M — L N/Sn x M /Sy

Trsi

N, M/S —" N /Sy x M /Sy

Wegen h o mg(0) = f(0) = ([0],[0]) hat man wiederum eine Implikation
[mlsy # [O0lsy, wnd  [n]sy # [0lsy = [(n,m)]s # [0]s

und mittels einer R-linearen Fortsetzung zeigt man analog zum ersten Teil, dass ¢! stetig
ist.

|
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Kapitel 8

Partiell geordnete Monoide und
Filtrierungen

Hier werden partiell geordnete Monoide betrachtet. Dies sind Monoide der monoidalen Katego-
rie (Pos, x,1). Neben den ,,gewohnlichen*“ Monoidhomomorphismen, kommen fiir diese Monoid-
Kategorie noch weitere ordnungserhaltende Abbildungen als Morphismen in Frage. Um nach-
zuweisen, dass Schiefpotenzreihenringe mit noetherschen Koeffizientenringen (unter gewissen
Voraussetzungen) wieder noethersch sind, wird eine Theorie fiir Filtrierungen bendétigt, die in
diesem Abschnitt erarbeitet wird. In diesem Spezialfall wahlt man Filtrierungen durch natiirliche
Zahlen auf dem partiell geordneten Monoid der beidseitigen Ideale eines Rings.

Die Theorie der Filtrierungen kann jedoch vollkommen unabhéngig von diesem Verwendungs-
zweck aufgebaut werden und hat eine weitere Bedeutung kategorieller Natur. So wie in Kapitel
partiell geordnete Mengen als Kategorien betrachtet wurden, kénnen partiell geordnete Monoide
als monoidale Kategorien interpretiert werden. Filtrierungen sind dann Spezialfille von monoi-
dalen Funktoren, d.h. Funktoren, die die monoidalen Eigenschaften der Quell- und Zielkategorie
respektieren.

Das Prinzip einer Adjunktion, abgeleitet aus der Kategorientheorie, spielt auch fiir die Theorie
der Filtrierungen eine Rolle. Im letzten Abschnitt wird gezeigt, dass das Idealspektrum von
Monoiden einer monoidalen Kategorie einen Funktor in die Kategorie der partiell geordneten
Monoide mit den Filtrierungen als Morphismen definiert.

8.1 Partiell geordnete Monoide und Filtrierungen

Definition 8.1
Die monoidale Kategorie der partiell geordneten Mengen und ihre Teilkategorien seien wie folgt
definiert:

(i) Nach Proposition ist (Pos, x,{1}) eine monoidale Kategorie. Es bezeichne PMon =
Pos-Mon dementsprechend die Kategorie der partiell geordneten Monoide.
(ii) Fir ein partiell geordnetes Monoid M € PMon seien folgende Aziome definiert:
(MV) M € Posy und A, pm € Endpes, (M) fiir alle m € M.
(MAN) M € Posp und A, pm € Endpes, (M) fiir alle m € M.
(MV) M € Posy und Ay, pm € Endpes,, (M) fir alle m € M.
(MA) M € Posp und Ay, pm € Endpes, (M) fir alle m € M.
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wobei Ny, bzw. pp, die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit m € M ist.

(iii) Es sei PMony C PMon die Teilkategorie, dessen Objekte (MV ) erfiillen und dessen
Morphismen in Posy liegen.

Analog seien PMony, PMony und PMony, sowie Kombinationen PMony A, usw. de-
finiert.

Definition 8.2
Neben den Monoidhomomorphismen gibt es die Filtrierungen, die als Morphismen fir PMon
i Frage kommen:

(i) Es seien M, N € PMon. Fiir eine ordnungserhaltende Abbildung M L, N seien folgende
Axiome definiert:

(F1) f(1) = 1.
(F<) f(mn) < f(m)f(n) fir alle m,n € M.
(F>) f(mn) > f(m)f(n) fir alle m,n € M.
Erfillt f (F1) und (F>), so heifle f M-Filtrierung auf N bzw. kurz Filtrierung.

(ii) Es sei PMony, PMon< bzw. PMon> die Kategorie der partiell geordneten Monoide mit
den ordnungserhaltenden Abbildungen als Morphismen, die (F1), (F<) bzw. (F>) erfiillen.
Morphismen in PMon< 1 erfiillen dementsprechend (F<) und (F1), usw.

Per Definition gilt PMon = PMon< > 1.

(iii) Fir alle M,N € PMon seien Hompaon(M, N), Homppon (M, N) usw. mit der von
Homp,s(M, N) induzierten Halbordnung ausgestattet, d.h. fir f,g € Hompamon.. , (M, N)
gilt

f<g <= f(m)<g(m) firalleme M.

(iv) Analog sei PMon<  die Kategorie der partiell geordneten Monoide, die (MV) erfillen
und dessen Morphismen in Posy liegen und (F<) erfillen. Ebenso seien auch alle weiteren
Kategorien mit Indexkombinationen definiert.

Bemerkung 8.3
Der Dualititsfunktor Pos — Pos, der jeder partiell geordneten Menge (P, <) seine duale Menge
(P, >) zuordnet, definiert einen Kategorien-Isomorphismus

O : PMon< — PMon>, (M,<)+—— (M,>),

der die Monoidstruktur unverdndert ldsst.
Durch Einschrinkungen von O erhdlt man weitere Kategorien-Isomorphismen PMon<\ =
PMons n, PMonsy = PMon< p, PMony, = PMon, usw.

Bemerkung 8.4

Da jede partiell geordnete Menge als Kategorie aufgefasst werden kann, kann analog jedes partiell
geordnete Monoid als monoidale Kategorie aufgefasst werden. Wie in Bemerkung[2.15 gesehen,
gibt es fiir jeden Punkt aus den Definitionen 8.1 und[8.3 eine kategorielle Interpretation.
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8.1.1 Partiell geordnete Monoide mit globalem Supremum 1

Das Idealspektrum jedes Monoids jeder monoidalen Kategorie ist ein partiell geordnetes Monoid,
dessen neutrales Element gleichzeitig das globale Supremum ist. Diese Teilklasse partiell geord-
neter Monoide ist daher fiir die Theorie noetherscher Schiefpotenzreihenringe interessant. Auf
partiell geordneten Monoiden dieser Art gibt es eine weitere kanonische Halbordnung, die von
der Monoidstruktur induziert wird und gréber als die urspriingliche Halbordnung ist. Weiterhin
hat man fiir Filtrierungen auf diesen Monoiden eine konkrete Darstellung der Suprema.

Bemerkung 8.5
Auf einem Monoid M sei durch m < n, falls (m) C (n), fir m,n € M eine Relation deﬁmerﬂ.

(i) ,=x“ ist reflexiv und transitiv, aber im Allgemeinen nicht antisymmetrisch.

(ii) Ist M kommutativ, dann respektiert die Multiplikation von M diese Relation, d.h. es gilt

m-n<m -n firalem,m' nn €M mitm<m' undn<n'.

(iii) Wegen (1) = M ist 1 ein globales Supremum.

Bemerkung 8.6
Es sei M € PMon ein durch ,<“ partiell geordnetes Monoid mit 1 als globales Supremum.
(i) Fir alle m,n € M impliziert m < n schon m < n.
Insbesondere ist ,<“ dann eine Halbordnung auf M, da sich die Antisymmetrie von ,<*
auf ,<“ ibertrdgt.
(ii) 1 € M ist die einzige Einheit.
(iii) Ein Element n € M ist genau dann ein globales Infimum, wenn n eine Null in M ist, d.h.
n-m=m-n=mn firalem ¢ M.

Besitzt M ein solches Element, so werde dieses im Folgenden als 0 bezeichnet.

(iv) Fir alle m € M ist M<,, < M ein Ideal.
Insbesondere ist Mz, = (m), falls < von der Multiplikation auf M respektiert wird.

Bewezs.

(i) Es seien m,n € M mit m < n, d.h. (m) C (n). Folglich gibt es a,b € M, so dass m = anb
ist. Da 1 ein globales Supremum ist, gilt a,b < 1. Da Links- und Rechtsmultiplikation ,,<*
respektieren folgt aus a < 1 schon an < n und aus b < 1 folgt anb < an, so dass insgesamt
m = anb < an < n ist.

(ii) Es sei u € M eine Einheit. Dann ist (u) = M = (1), d.h. 1 < v < 1 und damit schon
u =1, da ,<“ wegen (i) eine Halbordnung auf M ist.

(iii) Ist n eine Null in M, dann impliziert n < 1 schonn =n-m < 1-m = m fir alle m € M,
so dass n ein globales Infimum ist.
Umgekehrt sei n € M ein globales Infimum. Fiir m € M impliziert dann m < 1 bereits
n<n-m<n-1=nund damit n - m = n. Analog zeigt man m -n = n.

Y(m) C M bezeichne hierbei das von m erzeugte Hauptideal von M, d.h. das kleinste Ideal von M, das m enthélt.
Verwendet wird der Begriff des Monoid-Ideals im Sinne von Bemerkung (3.9| (i)
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(iv)

Esseime M. Firallex € M<,, undne Mgiltn-z<1-z=2 <m,dan <1 ist und
die Multiplikation ordnungserhaltend ist. Folglich gilt nx € M<,, und analog xn € M<,,,
so dass M<,, < M ein Ideal ist.

Es sei m € M. Fiir alle x € M folgt aus x < m, dass (z) C (m) und damit x € (m) ist.
Dies impliziert M, C (m). Umgekehrt ist m € M, und folglich (m) C Mx,, nach der
Idealeigenschaft von My, so dass insgesamt (m) = Mzp,.

Satz 8.7
Es seien M, N € PMon partiell geordnete Monoide.
Fiir nicht-leere Teilmengen S C Hompaon,, , (M, N) gelten folgende Eigenschaften:

(i)

(i)

Falls N wollstindig ist, dann gilt fir alle m € M :
1 <1
(As)m= A s, (A= {15,

Insbesondere ist Homp mons, (M, N) wegen Bemerkung vollstindig.

Falls N € PMons 1,y ist mit 1 =\/ N, dann gilt fir alle m € M:

(Vs) =V atm)eegitm) (VO) e ={ ] "]

fl7'“1f7‘€su
mi,....mrEM,
mi-...mp<m

Beweis. Es seien 'S und \/' S wie die rechte Seite in (i) und (ii) definiert. Weise nacheinander
die universelle Eigenschaft eines Infimums bzw. eines Supremums von S nach.

(i)
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Da alle f € S ordnungserhaltend sind, ist auch A'S ordnungserhaltend. AuBerdem gilt
(N S)(1) = Ajes f(1) = 1. Nach Bemerkung [2.14f und der Definition der Produkthalb-
ordnung gilt (A A)- (A B) < A(A-B) fir alle A, B C N. Dies impliziert fiir alle m,n € M

(A'S) (m) - (N'S) (n) <

IA A
>
< 4=
— -
g 3
/&: ~—
S
IA
0>
> @
) =
§/ IA
>
=
s
=N
S

womit insgesamt gezeigt ist, dass auch A\’ S € Homp Mons (M, N) eine Filtrierung ist. Per
Konstruktion und nach Definition der Halbordung auf Hompaon., , (M, V) ist ( N'S) ein
Infimum von S.

Nach Konstruktion ist A’ eine Filtrierung und gleichzeitig ein globales Supremum von
Homp pons. , (M, N).

Es seien m,n € M mit m < n und S # (). Fiir jedes Produkt my - ... - m, < m in M und
alle fi,..., fr € S ist wegen mq - ... - m, < m < n nach Konstruktion fi(mq)-...- fr(m,) <
(/' S)(n) und folglich (\/' S)(m) < (V' S)(n), so dass \/' S ordnungserhaltend ist. Da 1 €
N maximal und f(1) = 1 fiir alle f € S ist, gilt (\/'S)(1) > f(1) = 1 bzw. (/' S)(1) = 1.



8.2. Adjungierte Filtrierungen

Es seien m,n € M und my -...-m, < m sowie ny, ...,ns < n zwei Produkte in M. Weiterhin
seien f1,..., fr,91,---,9s € S. Dann gilt my-...-m,-ny-...-ng < m-n, da die Multiplikation
auf M ordnungserhaltend ist. Folglich ist

filmy) - .- fr(my) - g1(ny1) - ... - gs(ng) < (\/’S) (mn)

nach Definition von \/'S. Da nun die Multiplikation auf N mit Suprema vertauscht, folgt
insgesamt (\/' S)(m)-(\/' S)(n) < (V' S)(mn), womit das Multiplikationsaxiom (F>) nach-

gewiesen wurde.

Es sei nun i € Homppons , (M, N) eine weitere Filtrierung mit f < h fiir alle f € S. Fiir
alle m € M und alle Produkte my - ...-m, <m in M und alle f1,..., f, € S gilt

frlma) - oo fo(my) < B(ma) - - h(my) < h(my - - my) < h(m)

wegen (F>) fiir h und da die Multiplikation in M ordnungserhaltend ist. Folglich ist
\/' S < h nach Definition von \/’ S und damit ein Supremum von S in Homp pons , (M, N).

Wegen Bemerkung (iii) ist \/' 0 eine Filtrierung und bildet daher ein globales Infimum
von Homp pons, , (M, N).

8.2 Adjungierte Filtrierungen

In diesem Abschnitt werden Adjungierte von Filtrierungen behandelt. Korollar zeigt die
Funktorialitéit der Konstruktion einer Adjungierten auf.

Proposition 8.8
Fiir zwei partiell geordnete Monoide M, N € PMon mit M € PMony gilt

(i) Falls f € Homppon (M, N), dann ist f* € Homppons. (N, M).

(ii) Falls f € Homppon , (M, N) und \/ M =1, dann ist f* € Hompron , (N, M).
[* sei dabei wie in Definition [2.16 definiert.
Beweis.

(i) Nach Bemerkung [2.17] (i) ist f* ordnungserhaltend. Es seien m,n € N. Fiir alle z €
7 (Nem) und y € [~ 1(Ney) ist f(zy) < f(2)- f(y) < mn und folglich f(wy) € Neyun, da
die Multiplikation auf N ordnungserhaltend ist. Dies impliziert f~(N<y,) - f~1(N<p) C
F Y (N<mn)- Da die Multiplikation auf M mit Suprema vertauscht, gilt somit

) ) = (V£ am)) (V7 Ven)) = VU V) - £ (V)
<\/f N<mn :f (mn)7

womit gezeigt ist, dass f* auch das Multiplikativitéitsaxiom (F>) erfiillt.

(i) Wegen f(1) =1ist 1 € f~1(N<;) und damit f*(1) =1,da 1=\ M.
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Korollar 8.9
Die Abbildung F aus Bemerkung[2.17 (iii) definiert einen (kontravarianten) Funktor

PMon< v L, PMon>, M+— M

Beweis. Fir M € PMon<y und m € M ist idj;(m) = Vidy} (M<y) = \/ M<p, = m und
damit id}y,; = iday.

Fiir K, M, N € PMon<,y und Morphismen K — M . N dieser Kategorie gilt f~!(N<,) =
Mcy p-1(n_,) fir alle n € N, denn:

e Fiir jedes m € f~1(N<,) ist auch m <\/ f~}(N<,) und damit m € Moy r-1y(nN_,)-
e Da f mit Suprema vertauscht, gilt umgekehrt fiir alle m € M mit m < \/ f~1(N<,), dass
fm) <V f(f 1 (N<n)) = V(f(M)N N<p) <\ N<p = n und folglich m € f~1(N<y,).

Insgesamt liefert dies fiir alle n € N die Gleichung

=V ' (' Naw) =V May -1(ve) =95 F T (N<n)) = g% 0 f*(n)
und damit (f o g)* = g* o f*, so dass durch F(f) = f* ein Funktor definiert wird.

8.3 Erzeugersysteme von Filtrierungen

Fiir die Theorie noetherscher Schiefpotenzreihenringe sind Erzeugersysteme von Filtrierungen
wichtig. Insbesondere an endlich erzeugten Filtrierungen ist man interessiert. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, wie sich Erzeugersysteme von Filtrierungen unter Adjunktionen und Su-
prema verhalten.

Definition 8.10
FEs seien M und N zwei partiell geordnete Monoide.

Eine Teilmenge X C M heifit Erzeugersystem einer M -Filtrierung f € Homp o, , (M, N),
wenn f(m) fir alle m € M ein Supremum folgender Teilmenge in N bildet: -

S={f(@1) .- fl@); 21,52, €X, 212, <mMPCN

Beachte: Das Supremum der leeren Teilmenge ist ein globales Infimum von N. Falls also
(X) € M ist und f € Homppaons. , (M, N) von X erzeugt wird, dann besitzt N ein globales
Infimum.

Bemerkung 8.11
Es seien M, N € PMon und X C M eine Teilmenge, die M als Monoid erzeugt.
Dann erzeugt X jedes f € Hompaon (M, N) € Homp pons, , (M, N) aufgefasst als Filtrierung.

Beweis. Fiir jedes m € M ist m = y; - ... - ys fiir gewisse y1,...,ys € X, da M = (X) ist. Die
Multiplikativitat von f impliziert

fm)=f(y1)-...- flys) € S={f(z1) - ... - fzs); z1,.0sxr € X, 21+ ... -z <M}
Nach dem Multiplikativitidtsaxiom (F>) ist f(m) eine obere Schranke von S und damit ein

Supremum von S, so dass f von X erzeugt wird.
O
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Proposition 8.12
Es seien M,N € PMon und N € PMony vollstindig mit \/ N = 1.

Fiiri € {1,2} und f; € Homppons, , (M, N), wobei f; von X; € M erzeugt wird, wird fi V fo
von X1 U Xy erzeugt. -

Beweis. Nach Satz (ii) ist fiir alle m € M
(viR)m) =\ fulmi)- .. fi(m.).

i17~--7ire{172}7
mi,....mprEM,
mi-...mp<m

Nach Definition ist fiir alle 41, ...,4, € {1,2} und jedes j = 1,...,7
fij(mj): \/ fzj(x:l)fZ](xS])

T1yesTs eX,
Tl Tp <My

Da in N die Multiplikation mit Suprema vertauscht und die Multiplikation auf M ordnungser-
haltend ist, erhélt man durch Einsetzen in die obige Darstellung von f; V fo die Darstellung

(frV f2)(m) = \ fis(x1) - fin(2r) < V (frvfo)(@) .- (frV f2) (@)
s i T

T1.Tr<m

Aufgrund des Multiplikativitdtsaxiom (F>) fiir Filtrierungen gilt auch die andere Abschitzung

»=>%, so dass damit f; V fo von X7 U X5 erzeugt wird.
O

Proposition 8.13
Es seien M,N € PMon und f € Homppon (M, N) besitze eine Rechtsadjungierte g (im Sinne

von Definition .

Falls M von X C g(N) erzeugt wird, dann wird g von g~'(X) C N erzeugt.

Beweis. Es sein € N. Da M von X erzeugt wird, gibt es z1,...,x, € X mit g(n) =1 - ... - x,.
Aus g(n) < g(n) folgt mit der Galoiseigenschaft f o g(n) < n. Aus der Multiplikativitat von f
resultiert f(z1)- ... f(zr) = fog(n) < n. Nach Bemerkung [2.19] (iii) ist g o f(z;) = 2; € X und
damit f(z;) € g~ 1(X) fiir alle 1 < i < 7, so dass schlielich

g(n)=go f(x1)...-go f(xr) € Sn={g(n) - .- 9Ws); Y1, ys €9~ (X), y1-...-ys <}

Da g(n) nach dem Multiplikativitdtsaxiom (F>) die Menge S,, beschrénkt, ist g(n) ein Supre-

mum bzw. Maximum von S,,, so dass g per Definition von ¢~!(X) erzeugt wird.
O

8.3.1 Endlich erzeugte Filtrierungen durch natiirliche Zahlen

Hier wird der wichtige Spezialfall von Filtrierungen durch natiirliche Zahlen behandelt. Spéter
werden Ideal-Filtrierungen des Koeffizientenrings durch natiirliche Zahlen betrachtet. Fiir diese
kann der graduierte Ring gebildet werden, der zum Nachweis noetherscher Schiefpotenzreihen-
ringe essenziell ist. Es gibt eine kanonische Operation der positiven, natiirlichen Zahlen auf der
halbgeordneten Menge der —Ny-Filtrierungen auf einem partiell geordneten Monoid. Uber diese
Operation erhilt man mit Proposition [8.17]fiir jede endlich erzeugte Filtrierung eine Darstellung
als endliches Supremum von Potenzen (iiber diese Operation) von Monoidhomomorphismen.
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Beispiel 8.14
Fiir die weiteren Ergebnisse wichtige partiell geordnete Monoide sind

(i) No zusammen mit der Addition und der kanonischen Halbordnung. No besitzt Infima nicht-
leerer Teilmengen und ist damit ,fast“ vollstindig.

Durch Hinzufiigen eines globalen Supremums oo erhdlt man das vollstindige, partiell ge-
ordnete Monoid Noo = Ng U {00} € PMony p.

(ii) —Ng ebenfalls mit Addition und kanonischer Halbordnung. —Ng ist die zu Ng duale partiell
geordnete Menge.

(iii) No und N zusammen mit der Multiplikation und kanonischer Halbordnung. Um diese von
der additiven Variante zu unterscheiden, verwende die Notation N§ bzw. N°®.
Proposition 8.15 (i) Fir M € PMon gibt es den Isomorphismus partiell geordneter Mengen:

¢: M — Homppagon(—No, M), m+—m  mit m(—k)=mF firkeNg

(ii) Fir M = —Ng liefert (1) den (ordnungsumkehrenden) Monoidisomorphismus
¢ : N) — Endpaton(—No), n+— Ay,
wobet A\, die Linksmultiplikation mit n sei.

(iii) Fur alle n € N® gibt es zu A\, € Endpamon(—No) einen Rechtsadjungierten \' gegeben
durch

N i — Mook VAT (Ro)en) = V/(-Rolawn = | £

Beweis.

(i) Nach Konstruktion ist ¢(m) € Hompaqon(—No, M) fiir alle m € M. Auflerdem ist je-
der Monoidhomomorphismus in Homp aqen(—No, M) durch sein Bild von —1 vollsténdig
festgelegt, so dass ¢ eine Bijektion definiert. Nach Definition der Halbordnung auf Endo-

morphismenmengen ist ¢ auflerdem ordnungserhaltend. Umgekehrt impliziert ¢(m) < ¢(n)
schon m = ¢(m)(—1) = ¢(n)(—1) = n.

(ii) Per Definition ist ¢ multiplikativ und ¢(1) = id_p,.
(iii) Es seien a,b € —Ng. Da a ganzzahlig ist, gilt die Aquivalenz

na=MA(a) <b << agé <“— ag)\;(b):{bJ’
n

so dass A} per Definition rechtsadjungiert zu A, ist.

Korollar 8.16
Man erhdlt einen kanonischen Funktor

HomPMonZ,l(_NOa —) : PMOTlZ,l — POS—N‘,
wobei N* fiir alle M € PMonx 1 wie folgt auf Homp rons , (—No, M) operiert:
Homp pgon , (—No, M) x N®, (f,n) — f" = foXr
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Beweis. Proposition (iii) liefert den Hom-Funktor PMonx 1 — Pos- Endpaons ; (—No),
da jede Hom-Menge in kanonischer Weise eine halbgeordnete Endp pmon, (—Np)-Linksmenge ist.
Der Homomorphismus partiell geordneter Monoide
o 9l Q =) *
N — End'pMon(No) = EndPM(m(*NO) — End’PMonz,l(*NO)a n+—— )‘n

induziert dann den gewiinschten Funktor. Beachte, dass O bzw. (—)* nach Bemerkung bzw.

Bemerkung (ili) ordnungsumkehrend sind.
|

Proposition 8.17
Es sei M € PMony mit \/] M = 1.
Fiir eine Filtrierung f € Homppons , (—No, M), sind dquivalent:

(i) f wird von {—1,...,—n} C —N erzeugt.
(i) f = Vi TR

Beweis. Essei f von X = {—1,...,—n} erzeugt und f' = \/}_, f(—k:)k. Weiterhin sei k =1, ..., n.
Fiir a € —Ng gilt
k

F(=k) (@) = F(=R)(Ni(a)) = f(=k) D < f(k - Ni(a)) = f o M 0 Ni(a) < f(a)

wegen der Galoiseigenschaft und der Filtrierungsaxiome fiir f, so dass f’ < f ist per Definition

von f’ als Supremum. Andererseits ist f(—k')k(—k:) = f(—k)™ R = f(—k) wegen \i(—k) =

L%“J = —1, so dass f und f’ auf X iibereinstimmen. Da f von X erzeugt wird, gilt nach

Definition [8.10] von Erzeugersystemen und Satz [8.7] fiir alle a € —N

f@=\  fa)ef@) = \ Fen V@) fan @) = fla)
T1,..,2r€X, L1, Xr€X,
r1+...4xr<a z1+...+xr<a

und damit f = f/, was zu zeigen war.
Umgekehrt sei 1 < k < n. Da —Np von —1 erzeugt wird, wird A}, nach Proposition

von (Af)7'(=1) = {-1,...,—k} erzeugt. Nun wird f(—k) als Monoidhomomorphismus wegen

Bemerkung [8.11| von —1 € A} ({—1,...,—k}) erzeugt. Damit wird auch f(—k) von {-1,..., -k}
erzeugt. Wegen Proposition wird daher f von (Jp_,{—1,...,—k} = {—1, ..., —n} erzeugt.

|

8.4 Filtrierungen invariant unter einer Derivation

Der Begriff der Derivation auf einem partiell geordneten Monoid ist unmittelbar aus dem An-
wendungsbeispiel der Untersuchung von noetherschen Schiefpotenzreihenringen motiviert. Im
folgenden Abschnitt wird die hierfiir notwendige Theorie entwickelt. Im Hinblick auf die spétere
Anwendung ist man besonders an endlich erzeugten, ausschopfenden Filtrierungen interessiert,
die invariant unter einer Derivation sind.

Definition 8.18
Es sei M € PMony ein partiell geordnetes Monoid.
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(i) Eine Abbildung 6 € Endpys,, (M) heifst Derivation auf M, falls §(mn) < (m-6(n))V(5(m)n)
ist fir alle m,n € M.

(ii) Eine Derivation § auf M heifst nilpotent, wenn es fir alle m € M ein n € Ny gibt, so
dass 6% (1) < m fir alle k > n.

(iii) Es sei § eine Derivation auf M. Eine Filtrierung f € Hompamon.. , (—No, M) heifit -
invariant, wenn § o f(—k) < f(—k — 1) fir alle k € Ny gilt.

(iv) Fir ein weiteres partiell geordnetes Monoid N heifst eine Filtrierung f € Homppmons. , (N, M)
ausschopfend, falls \ f(N) = \ M ist.

Bemerkung 8.19

Es sei M € PMony ein partiell geordnetes Monoid und § eine Derivation auf M.
Fir alle k € N und mq,...,my € M gilt

(5(7711 et mk) < \/ mi ... My—1 - 5(7711) cM41 e s MM

Insbesondere ist §(m*+1) < \/f:0 m? - 6(m) - mF? firm € M und k € No.

Beweis. Fiir k = 1 ist d(mq1) = \/f:1 mi oo mi—1 - 6(m;) - Mit1 - ... - my. Angenommen die
Aussage gilt fiir k. Da die Multiplikation auf M mit endlichen Suprema vertauscht, gilt dann

5(m1 Ceet mk_H) < (m1 . 5(m2 ST mk+1)) V (5(m1) SMmo - ... - mk_,_l)

k+1
< <m1 . \/ mo - ... Mi—q - (5(77%) M1 et mk+1> V (5(m1) B 205 R mk_,_l)
=2

k+1
= (\/ My« eee = Myj—1 - 5(m1) M1 e mk+1) vV (5(7711) -mg - ... mk_H)
=2
k+1

= \/ mq ;..o MMy—1 - 5(m1) T4 0 e s M1,
i=1

so dass die Aussage auch fiir k 4 1 gilt. Per vollstdndiger Induktion gilt sie dann fiir alle k¥ € N.
O

Lemma 8.20

Es sei M € PMony mit \| M =1 und ¢ eine Derivation auf M. Weiterhin seien a,b € M mit
0(a) <bund 1 <m <n zwei natirliche Zahlen.
Dann gilt § oa™(—k) < (@™ Vv b")(—k — 1) fiir alle k € N.

Beweis. Es sei k € N. Dann gibt es s,t € Ng mit K = sm 4+ ¢ und 1 < ¢t < m. Dies impliziert

N (k) = {WJ _ {— <s+;>J — (s+1).
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Folglich gilt

Soa™(—k)=doao N, (—k) =doa(—(s+1)) =d(a*) \/a beasT

— \/ a™ =) B (—n) - @™ (—(s — i)m).
i=0

Wegen —im — (s —i)m —n = —sm —n < —sm —m < k und der Darstellung des Supremums

@™V b" aus Satz (i), gilt schlieBlich § o @™ (—k) < (@™ V0" )(—k — 1).
O

Lemma 8.21
Es seien M € PMonV mit \/ M = 1, § eine Derivation auf M und my,...,m, € M mit
0(1) <my, 6(my) < m1 und §(m;) < mjyq fir alle 1 <i<n-—1.

Dann ist f = m® V"t v .. v w2l € Homp rons , (—No, M) eine endlich erzeugte
d-invariante Filtrierung. -

Beweis. Essei S = {mi",mz’ !, ...,m,2"~1}. Nach Satz (ii) ist dann fiir alle k£ € Ny
f =\ A=) fo(—an).

x0,...,ZrENp,
zo+...+xr >k,
fi,, fr€S

Wendet man § darauf an, dann folgt mit Bemerkung und (F>), dass
§o f(—k) = \/ folxo) - oo - frlzy)

zo,--,xr€—No,
zo+...+xr-<—k,
fO?"'?fTES

< \V \ fo(xo) - oo fima (i) - 6(f5(2)) - fin(@jpn) - oo fr(w).

zo,...,trENg, j=0
Svo-(i)---~+9;r<3k7 <f(zo+..+zj_1) <f(@jp1+..tar)

f()v'-'vf'rgs

1 mit einem 1 < 1 < n ist.

Fiir den mittleren Faktor, beachte, dass f; = my
e Ist [ < n, dann gilt wegen 6(m;) < myy; nach Lemma dass

8(f(xz)) = (@om" ) (ay) < (" v (2 - 1) < fay - 1),

—2
e Ist [ = n, dann gilt wegen §(m,,) < m% und m% " < m1" nach Lemma [8.20], dass

5(fi(25)) = (Gom® () < (a2t v (m3")) (25— 1)
< (Mt v (w5 — 1) < flap—1).

Einsetzen in die obige Rechnung ergibt dann mit (F>) fiir f

§of(—k) < \/ V fl@o+ o+ ajoa) - flog—1) - f@jan + .+ 2p) < f(=k—1).

zo,...,xr€No, j=0

<f(zo+...4zr—1)
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8.4.1 Endlich erzeugte Filtrierungen invariant unter einer Derivation

Lemma 8.22
FEs sei M € PMony ein partiell geordnetes Monoid, so dass fir alle absteigend filtrierten
Teilmengen S C M und alle x € M das Distributivgesetz x V \ S = N\ cq(x V 5) gilt.

Fiir alle ausschopfenden Filtrierungen f € Hompaons ,(—No, M) und alle j € M der Art,
dass M>; endlich ist, gibt es ein n € Ny, so dass f(—n) < j ist.

Beweis. Da —Nj absteigend filtriert ist, ist auch f(—Np) absteigend filtriert. Aufgrund des
Distributivgesetzes fiir absteigend filtrierte Mengen und da f nach Voraussetzung ausschépfend
ist, gilt

N (F(=F) Vi) = </\f NO)VJ—OVJ—J

keNy
Da nur endlich viele Elemente von M grofler oder gleich j sind, wird die absteigende Kette
fO)vj > f(=1)Vj > f(—=2)Vj > .. stationdr und es gibt daher ein n € Ny mit f(—n)Vj = j.

Insbesondere ist f(—n) < j. .

Lemma 8.23
Es sei M € PMony ein partiell geordnetes Monoid mit \| M = 1 und den FEigenschaften

(i) Fiir alle absteigend filtrierten Teilmengen S € M und allex € M gilt xv\ S = N\ cg(xVs).

(ii) Es gibt eine ausschopfende Filtrierung j € Homppon(—No, M), so dass M>;_y) endlich
ist fir k € Np.

Unter diesen Bedingungen sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine ausschépfende -invariante Filtrierung f € Homppmons , (—No, M).
(i) ¢ ist nilpotent und es gibt ein n € N mit 6"™(1) < j(—1).

Beweis. Gegeben sei eine ausschopfende d-invariante Filtrierung f € Hompmons , (—Np, M).

e Es sei m € N. Nach Lemma gibt es fiir alle m € N ein n € N mit f(—n) < j(—m).
Fiir alle k > n gilt aufgrund der §-Invarianz von f

(1) = 6" 0 f(0) < f(—k) < f(=n) < j(=m),
so dass ¢ per Definition nilpotent ist.

e Da f é-invariant ist, gilt §(1) = do f(0) <
einn € Nmit 6(1)" < f(—=1)" < f(—n) <j

Umgekehrt sei m € N beliebig.
(i) Da § nilpotent ist, gibt es ein k € N mit 6¥(1) < j(—m).

f(—1), so dass es fiir m = 1 nach Lemma
i(—1) gibt, da f eine Filtrierung ist.

(ii) Nach Voraussetzung gibt es ein n € N mit 6(1)" < j(—m).
Betrachte die Filtrierung g definiert durch
g(=k)=\/ (1))
k1,....kr€Np
k1+~~-+k'r2k

Nach Konstruktion erfiillt g die Filtrierungsaxiome (F1) und (F>). Auflerdem ist g nach Be-
merkung [8:19 per Konstruktion -invariant. Es seien nun ki, ...,k € No mit kn < ki + ...k,
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e Falls r < n ist, dann fiihrt die Annahme, dass k; < k ist fiir alle 1 < i < r wegen

zr:kz <Tk<nk:zr:ki
=1 =1

zum Widerspruch. Daher gibt es ein 1 <4 < 7 mit k; > k. Mit (i) gilt dann §%1(1)-...-6% (1) <
§ki(1) < j(—m), da 1 =\/ M ist.

e Falls » > n ist, dann gilt 6% (1) < §(1) wegen 1 = \/ M und da & ordnungserhaltend ist.
Dies impliziert wegen (ii)

SFL(1) - oM (1) < 6(1)" < 6(1)™ < j(—m).

Insgesamt ist also g(—kn) < j(—m). Da m € N beliebig war, folgt

A 9(=No) < N\ j(=No) =0,

so dass g ausschopfend ist.

Satz 8.24
Es sei M € PMony, ein partiell geordnetes Monoid mit \/ M = 1 und den Eigenschaften

(i) Fiir alle absteigend filtrierten Teilmengen S € M und allex € M gilt tv\ S = N\ ,cg(xVs).

(ii) Es gibt eine ausschipfende Filtrierung j € Homppnon(—No, M), so dass Mxj_yy endlich
ist fir k € Ng.

Falls § nilpotent ist und es einn € N mit 0™(1) < j(—1) gibt, dann existiert auch eine endlich
erzeugte, 0-invariante, ausschopfende Filtrierung g € HOHlPMonzyl(—NO, M).

Beweis. Nach Lemma [8.23] gibt es unter diesen Voraussetzungen zunichst eine d-invariante,
ausschépfende Filtrierung f € Hompaon, , (—No, M). Wegen Lemma gibt es ein m € N
mit f(—m) < j(—2). Da f nach Voraussetzung d-invariant ist, gilt

e 5(1) =40 f(0) < f(=1) <j(=1)V f(=1).
e 5(j(—=1)V f(=1)) <8(1) =0 f(0) < bo f(-1).
e §of(—m) < f(—=m) < j(=2) =j(-1)* < (f(=1) Vj(-1))*

Damit geniigen die Elemente j(—2) V f(—-1) > f(=2) > f(=3) > ... > f(—m) wegen der
d-Invarianz von f den Bedingungen aus Lemma und erzeugen eine endlich erzeugte 6-

invariante Filtrierung.
a

8.5 Idealspektra von Monoiden

So wie man fiir Ringe das Idealspektrum als partiell geordnetes Monoid erhélt, kann man diese
Konstruktion auch analog fiir beliebige Monoide jeder monoidalen Kategorie durchfiihren. Satz
zeigt die Funktorialitit dieser Konstruktion und liefert ein weiteres Beispiel fiir das Vor-
kommen von Filtrierungen. Fiir den spiateren Anwendungsfall ist jedoch lediglich der Spezialfall
fiir (pseudokompakte) noethersche Ringe interessant.
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Satz 8.25

Es sei (D,X, E) eine monoidale Kategorie, D besitze Faserprodukte und sei wellpowered und
(Epi,Mono)-strukturiert. Weiterhin sei M € D-Mon ein Monoid und die Endofunktoren (XX—)
und (— X X) auf D erhalten Epimorphismen fiir alle X € M-D-M. Dann gilt:

(i)

(i)

(iii)

In kanonischer Weise ist Upy-p-pr (M) € PMon mit \/ Upr-p-pr(M) = 1, wobei Upr-p(M)
die Menge der Unterobjekte von M ist, aufgefasst als Objekt in M-D-M (vgl. Definition

2.

Falls der Funktor M-D-M "23 N-D-N aus Bemerkung |3.15 fir alle M, N € D-Mon

und alle f € Homp-pon (M, N) Monomorphismen respektiert, dann erhdlt man einen

kontravarianten Funktor D-Mon —— PMons ;.

. f.—fD-
Uber den Funktor N-D-N 7" =L M DM aus Bemerkung (3.1 sei dazu I(f)([m]) =

[f8(m)] fiir alle (N, N)-linearen Monomorphismen U, — N, wobei ein Apostroph den
Pullback unter dem (M, M )-linearen Morphismus M 1, fH(N) kennzeichne.

Falls der Punktor M-D-M "2 N-D-N aus Bemerkung |3.15 fir alle M, N € D-Mon
und alle f € Homp-pon (M, N) Limiten erhdlt, dann respekiert I(f) beliebige Infima (falls
diese existieren).

Beachte: Wegen (AHS06, Proposition 11.16) impliziert diese Voraussetzung fiir alle Mo-
noidhomomorphismen die Voraussetzung von (ii). Auflerdem kann man zeigen, dass dies
immer erfillt ist, wenn D Differenzkokerne besitzt.

Achtung: Falls es keine kanonische (Epi,Mono)-Faktorisierung zu jedem Morphismus in D
gibt, dann wird das Auswahlaxiom fiir Klassen bendtigt.

Beweis.

(i)
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Es sei My die Klasse aller Monomorphismen in M-D-M mit Zielbereich M ist verse-
hen mit der Priordnung ,<“ und der Aquivalenzrelation ,~“ aus Bemerkung Fur
einen Monomorphismus m € Mjs bezeichne im Folgenden U, seinen Quellbereich. Fiir
zwei Monomorphismen m,n € Mjs sei m - n der Monomorphismus einer (Epi,Mono)-

Faktorisierung U,, X U, o Unin M von wpr © (m X n). Nach Proposition 3.11] (i)
ist in kanonischer Weise U,,.,, € M-D-M und m - n (M, M)-bilinear, so dass man eine
zweistellige Verkniipfung

M:MMXMM—>MM, (m,n)v—>mn
mit folgenden Eigenschaften erhélt:

e Es seien myi,mao,n € Mjpr mit m; < meo, d.h. es gibt ein g mit m; = m9 o g. Nach
Definition von mi - n und mg - n kommutiert folgendes Diagramm:

g&ld Un

m1Xn moXn

UmlgUnHMgM%UmggUn

emlyni llﬂw iemzyn

mi-n mao-n

Umyn( M )Umz-n
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Der Morphismus d wird von der Diagonaleigenschaft fiir Faktorisierungen induziert.
Folglich ist m1 - n = (mg - n) o d und insbesondere my - n < mo - n. Analog gilt
n-mp <n-ms.

o Fiir alle k, m,n € Mj; betrachte folgendes Diagramm:

QUL U, Un
Uy B (U ® U, )0 & (0 ® M) 2222 (v 1 ) ) M2 0, ) U, R U,
idy, gemmi idps &MMl lulwlz’idM iek,mgidw@
kX(m-n) (k-m)Xn
Ui X Upnon, MK M MK M U WUy
ek,'mxni MMi lﬂ]&l iebm,n
k-(m- id kem)-
Uk~(m~n)c o) M M M (km)m )U(km)n

Der Mittelteil kommutiert nach Diagramm (i) aus Definition da M ein Mono-
id ist. Die kleinen Quadrate kommutieren nach Konstruktion der Faktorisierungen
und da Uy K — bzw. — X U,, Funktoren sind. Der obere Teil kommutiert aufgrund
der Natiirlichkeit von a. Nach Voraussetzung erhalten diese beiden Funktoren aufer-
dem Epimorphismen, so dass idy, Me,, , und ey, Kidy, epimorph sind. Damit sind
auch ey ., © (idy, Mem ) und €.y n © (eg,m XMidy, ) epimorph und man erhélt zwei
(Epi,Mono)-Faktorisierungen

i © (idas Bpag) o (k8 (m B n)) = (k- (m 1)) © (€hmn ©id0,) B emyn)

((k ) m) i n) o (e(k-m),n © (ek,m IZ ldUn) o aUka’!?LvU’!L)'

e Fiir alle m € My gibt es aufgrund der M-Linkslinearitdt von m eine kanonische
(Epi,Mono)-Faktorisierung

idys ®m

MXU, —MX M

HUm i luM

Um($> M,

wobei py,, epimorph ist, da py,, o (nar Kidar) = Ay, wegen des zweiten Diagramms
aus Definition (i) und da A ein natiirlicher Isomorphismus ist.

Wegen Punkt eins induziert p eine wohldefinierte, zweistellige Verkniipfung auf dem Ideal-
spektrum Ups-p-p(M) = Myy/ ~, die nach Punkt zwei assoziativ ist und nach Punkt
drei ein neutrales Element [id;/] besitzt. Insgesamt ist daher Upr-p-ps(M) € PMon ein
partiell geordnetes Monoid. Nach Definition der Halbordnung auf Up;-p-ps (M) ist [idas]
gleichzeitig sein globales Supremum.

Um zu sehen, dass I auf Morphismen wohldefiniert ist, beachte zuniichst, dass f# nach
Voraussetzung Monomorphismen respektiert. Weiterhin gibt es fiir alle m,n € My mit
m < nein g mit m = nog, so dass f¥(m) = f*(n) o f¥(g) und insbesondere f*(m) <
fﬂ(n) gilt. Wie im Beweis von siecht man, dass ebenso Pullbacks die Praordnung ,,<*
respektieren, so dass schlielich auch f#(m)’ < f#(n)’ ist. Wegen Bemerkung m (ii) und
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(iii) erfiillt I die Funktoreigenschaften. Bleibt zu zeigen, dass I(f) eine Filtrierung ist.
Dazu seien m,n € Mpy. Zunéchst hat man die beiden Faserproduktdiagramme:

Po = M X g3y fH(Un) " f4(U,,) Po =M X g5y f(U) > F4(U,)
f’i(m)’f Vﬁ”’i(m) f’i(n)’f jf”(n)
M ! FH(N) M 0N

Durch Anwenden des Bifunktors — X — auf deren Produkt erh#lt man ein kommutatives
Quadrat, welches sich zu folgendem Diagramm ergénzen lasst

T Xy,

P X P, —— f( )&fﬁ( )Hfﬁ( mn)

if”(m)’gf”(n)’ lf”(m)@f“(n) f”(m-n)£

&
Crbim)’, fE(n)f Mr M2 FE(N) R F4(N) (N)
M [
M
‘x
v FE(m)-ft ()’ FHmen) i

5

Upsamy-f(ny s
wobei Py,,., = M X FHN) fﬁ(Um.n) ist. Das rechte Quadrat ist kommutativ nach Konstruk-
tion. Der Teil darunter ist kommutativ, da f ein Monoidhomomorphismus ist. Der linke
untere Teil ist kommutativ nach Definition des Produkts auf M. Der rechte untere Teil
ist kommutativ, da er ein Faserproduktdiagramm ist. Damit kommutiert das gesamte Dia-
gramm. Nach der Faserprodukteigenschaft existiert zunéchst ein eindeutiges g und wegen
der Diagonaleigenschaft von Faktorisierungen auflerdem ein eindeutiges d, so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

T X,
Py, @P ——= Y (Up) B f4(U,)
>~ o dg €m,n
efwm)/,fﬁ(nvi R
EIF AN
Uptmy i)y — = — = = > Py S (Unmn)
FHm) A (ny’ frmny imn
[N

Dies impliziert f4(m)'- f#(n)/ < f4(m-n)’ und folglich I(f)([m]- [n]) < I(f)(fm])-1()([n)),
so dass I(f) schlielich das Axiom (F>) erfiillt.

I(f) erfullt auBerdem (F1), da das nachfolgende Diagramm ein Faserproduktdiagramm
ist.
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(iii) Dies folgt unmittelbar aus Proposition [2.24]

Definition 8.26

Es sei (D,X, E) eine monoidale Kategorie mit den Voraussetzungen aus Satz und N €
PMon ein partiell geordnetes Monoid. Eine N -Filtrierung auf einem Monoid M € D-Mon
ist eine Filtrierung f € Homppons | (N, Unr-p-p(M)).

Beispiel 8.27
Die monoidale Kategorie (Ab,®z,7Z) erfillt die Voraussetzungen aus Satz denn:
o Ab ist vollstindig, denn Ab besitzt Produkte und Differenzkerne.

e Die Unterobjekte einer abelschen Gruppe entsprechen bijektiv dessen Untergruppen (vgl.
die dhnliche Argumentation fiir Moduln in Bemerkung @) Diese bilden eine Teilmenge
der Potenzmenge und Ab ist demnach wellpowered.

o Als abelsche Kategorie ist Ab nach Bemerkung (Epi,Mono )-strukturiert.

o Fir alle A € Ab erhalten A®y — und — ®z A Epimorphismen, da Tensorieren rechtsexakt
15t.

o Fir alle R, S € Ring = Ab-Mon und alle f € Homping(R,S) gibt es eine Adjunktion
HomS_Ab_g(S ®r X ®r S, Y) = HomR_Ab_R(X, (f—.Ab-f)(Y)),

so dass f-Ab-f als Rechtsdjungierter nach (AHS06, Proposition 18.19) oder (Mac72, V.5
Satz 1) mit Limiten vertauscht.

Damit erfiillt (Ab, ®z,Z) die Bedingungen aus Satz . Nach Bemerk;ung kann Up-p-r(R)
fiir alle Ringe R € Ring = Ab-Mon als die Menge aller Ideale von R aufgefasst werden und

der Funktor Ab-Mon =457 PMonx> 1 ordnet dann jedem Ringhomomorphismus R L. 8 die
folgende Filtrierung zu:

Up-a6-r(f) : Us-ap-5(S) — Up-ap-r(R), 1+— f(I)
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Kapitel 9

Noethersche
Monoidring-Konstruktionen

Mochte man (vollstéindige) (Schief-)Monoidringe in Bezug auf die Noether-Eigenschaft untersu-
chen, so bietet es sich an, den Begriff ,,noethersch“ auf die Kategorie der Monoide zu erweitern.
Da es sich bei Monoiden und Ringen um monoidale Kategorien handelt, kann auch ganz allge-
mein der Begriff eines noetherschen Monoids (einer monoidalen Kategorie) eingefiihrt werden,
der sich auf die Struktur eines M-Objekts iiber einem Monoid M einer beliebigen monoidalen
Kategorie bezieht. Wie in Kapitel 2| Abschnitt gezeigt, macht es in abelschen Kategorien
keinen Unterschied, ob man Unterobjekte oder Quotienten betrachtet. Im Gegensatz zur Kate-
gorie der abelschen Gruppen Ab ist jedoch die Kategorie der Mengen Set nicht abelsch. Daher
wird man gezwungen sein Unterobjekte und Quotienten in der Kategorie der M-Mengen iiber
einem (Mengen-)Monoid M zu unterscheiden. Auf diese Weise motiviert werden fiir M/-Objekte
allgemeiner monoidaler Kategorien zwei ,,Noether*“-Begriffe definiert, die im Fall einer abelschen
monoidalen Kategorie iibereinstimmen. Wahrend sich der eine auf die Unterobjekte bezieht, be-
zieht sich der andere auf die Quotienten eines M-Objekts. Fiir den Fall der (Mengen-)Monoide
wird man sehen, dass zumindest einer der beiden Begriffe den anderen impliziert, da die in
Proposition [2.28] aus Kapitel [2] angegebene Vergleichsabbildung zwischen Unterobjekten und
Quotienten injektiv ist.

9.1 Noethersche Monoide

Hier werden (ko-)noethersche M-Objekte einer beliebigen monoidalen Kategorie definiert und
einige Figenschaften abgeleitet, die aus kommutativen Algebra fiir Ringe bereits bekannt sind.

Definition 9.1
Es sei (D,X, E) eine monoidale Kategorie. D sei wellpowered und co-wellpowered. Weiterhin sei
M € D-Mon ein Monoid.

(i) FEine partiell geordnete Menge P heifit noethersch, wenn jede aufsteigende Kette p; <
po < ... stationdr wird.

(ii) Ein M-Linksobjekt S € M-D heifit noethersch, wenn die partiell geordnete Menge U (S)
der M -D-Unterobjekte von S noethersch ist. Analog seien auch noethersche M -Rechtsobjekte
definiert.
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(iii) Ein M-Linksobjekt S € M-D heifit konoethersch, wenn die partiell geordnete Menge
Q(S) der M-D-Quotienten von S noethersch ist (vgl. Definition[2.23). Analog seien auch
konoethersche M -Rechtsobjekte definiert.

(iv) M ist links-/rechts(-ko-)noethersch, wenn M aufgefasst als M-Links-/Rechtsobjekt
(ko-)noethersch ist. M heifst (ko-)noethersch, wenn M links- und rechts(-ko-)noethersch
18t.

Ein Monoid M € D-Mon oder ein M -Linksobjekt ist immer auch gleichzeitig ein Objekt in D.
Um Verwechslungen zu vermeiden, schreibe im Folgenden die betreffende Kategorie als Index an
U bzw. Q.

Bemerkung 9.2
Fiir die monoidale Kategorie (Ab, ®z,Z) und einen Ring R € Ab-Mon ist R-Ab = R-Mod (vgl.
Bemerkung@) eine abelsche Kategorie.

(i) Nach Bemerkung gibt es eine ordnungserhaltende Bijektion zwischen der Menge der R-
Untermoduln von M mit der Halbordnung ,C“ und der halbgeordneten Menge Up-ap(M).

(ii) Wegen Pmposition ist M € R-Ab genau dann noethersch, wenn M konoethersch ist.

Insbesondere stimmt die Definition von ,,(ko-)noethersch® mit der klassischen Definition von
,noethersch® fiir R-Moduln tiberein.

Bemerkung 9.3
Es seien P,Q € Pos zwei partiell geordnete Mengen.

(i) P ist genau dann noethersch, wenn jede Teilmenge T C P ein maximales Element besitzt.

(ii) Ist P N Q eine ordnungserhaltende Injektion, dann ist P noethersch, falls () noethersch
18t.

Beweis.

(i) Die Aquivalenz folgt direkt aus Zorns Lemma wie im bekannten Beweis aus der kommu-
tativen Algebra.

(ii) Jede aufsteigende Kette p; < pa < ... in P bildet eine aufsteigende Kette ¢(p1) < t(p2) < ...
in @, die stationir wird, da @ noethersch ist. Aufgrund der Injektivitdt von ¢ wird dann
auch p; < po < ... stationér.

Korollar 9.4
Es seien (D, X, E) eine monoidale Kategorie, D sei wellpowered, co-wellpowered und (Epi, Mono)-

strukturiert. Weiterhin sei M € D-Mon ein Monoid und X L Y ein M-linkslinearer Mor-
phismus zwischen zwei M -Linksobjekten X,Y € M-D. Aus Bemerkung [9.3 und Korollar [2.27
resultiert:

(i) Ist Y konoethersch und f monomorph, dann ist auch X konoethersch.

(ii) Ist X noethersch und f epimorph, dann ist auch Y noethersch.
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9.2 Noethersche (Mengen-)Monoide

Hier wird analysiert, was es fiir (Mengen-)Monoide bedeutet, noethersch zu sein. Fiir abelsche
Monoide M und kommutative Ringe R ist ein direkter Zusammenhang zwischen der Noether-
Eigenschaft des Monoidrings R[M] und der von M und R bekannt.

9.2.1 Noethersche Monoide

Bemerkung 9.5
Es sei R ein Ring und M ein Monoid.
Falls R[M] (links-/rechts-)noethersch ist, dann sind R und M (links-/rechts-)noethersch.

Bewezs.

e Es gibt eine kanonische Abbildung

o1 Qu-set(M) = Qru-ap(RIM]), S+—Is= > R-(m-—n),
(m,n)esS

wobei Qpr-set(M) wie in Bemerkung als partiell geordnete Menge aller linksmulti-
plikativen Aquivalenzrelationen von M und Q R[M]-Ab(R[M]) wie in Bemerkung als
Menge aller Linksideale von R[M] aufgefasst wird. Aufgrund der Linksmultiplikativitét
aller S € Qpr-set(M) ist Ig ein Linksideal von R[M], so dass ¢ wohldefiniert ist. Per Kon-
struktion ist ¢p; ordnungserhaltend. Fiir alle S € Qps-set(M) ist der Durchschnitt der von
Is erzeugten Aquivalenzrelation auf R[M] mit M x M wieder S, so dass ¢y injektiv ist.

e Analog erhilt man eine kanonische Inklusion

ikt Qroas(R) — Qrpa-ap(RIM]), Tr— P 1-m,
meM

wobel (g injektiv ist, da tg(I) N R = I ist fiir alle I € Qr-4p(R).

Nach Bemerkung sind R und M linksnoethersch, falls R[M] linksnoethersch ist. Analog zeigt
man die Vererbung fiir den rechtsnoetherschen Fall.
O

Korollar 9.6

Es seien N < M zwei Monoide, wobei Z[N] noethersch ist. Weiterhin gebe es ein t € M, so
dass M wvon t und N erzeugt wird und tN = Nt gilt.

Dann ist Z|M] und insbesondere wegen Bemerkung auch M noethersch.

Beweis. Nach Voraussetzung wird Z[M] von Z[N] und t erzeugt und es gilt tR[N] + R[N] =
R[N]t + R[N] wegen tN = Nt. Nach einer Variante von Hilberts Basissatz (MRO1, Theorem
1.2.10) ist dann Z[M|] noethersch.

a

Satz 9.7
Ein abelsches Monoid ist genau dann noethersch, wenn es endlich erzeugt ist.
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Beweis. Ist A = (ay,...,a,) ein endlich erzeugtes, abelsches Monoid, dann erhilt man eine
Surjektion
Z[Xy, ... X, — Z[A], X;+— a,

so dass nach Hilberts Basissatz Z[A] und wegen Bemerkung[9.5|auch A noethersch ist. Umgekehrt
ist jedes noethersche Monoid auch eine noethersche Halbgruppe und nach (Bro03, Theorem 2.3)

daher endlich erzeugt.
O

Korollar 9.8
Fiir einen beliebigen Ring R und ein abelsches Monoid M gilt:
R[M] ist genauw dann (links-/rechts- )noethersch, wenn R und M dies sind.

Beweis. Ist R[M] linksnoethersch, so auch R und M nach Bemerkung Sind umgekehrt R
und M linksnoethersch, dann ist M nach Satz endlich erzeugt. Also gibt es mq,...,m, € M
mit M = (my,...,my). Nach Hilberts Basissatz ((MRO1, Theorem 1.2.10)) ist der Polynomring
R[X, ..., X,] linksnoethersch und damit auch R[M], da es folgenden Ringepimorphismus gibt:

R[Xi,... X, — RM], r+—r, X;jr—m; firl<i<n

9.2.2 Konoethersche (Mengen-)Monoide

Hier wird der schwéchere Begriff , konoethersch® fiir (Mengen-)Monoide analysiert. Da Ideale
einfacher zu handhaben sind als Kongruenzen, erhilt man notwendige Bedingungen dafiir, wann
ein Monoid noethersch ist. Man beachte jedoch, dass jede Gruppe konoethersch ist.

Bemerkung 9.9
Es sei M ein Monoid und I << M ein Links-/Rechtsideal. Fiir m,n € M sei mSin, falls m =n
oder m,n € I. Dann gilt

(i) Sy ist eine links-/rechtsmultiplikative Aquivalenzrelation auf M und fir alle m € M gilt:

_ I mel
[m]‘{{m} mdl

(ii) Sind I C J zwei Links-/Rechtsideale in M, dann ist St C Sjy. Falls S; = Sy, dann ist
I =J, so dass die Zuordnung I — St eine injektive Abbildung induziert.

Die Zuordnung I — St entspricht per Konstruktion der Abbildung aus Proposition|2.28.
Beweis.

(i) Die Idealeigenschaft von I impliziert, dass S7 eine links-/rechtsmultiplikative Aquivalenz-
relation auf M definiert.

(i) Dies folgt aus der Beschreibung der Aquivalenzklassen in (i).
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Bemerkung 9.10
Es gilt:

(i) Jede Gruppe ist ein konoethersches Monoid.

(ii) Jedes noethersche Monoid ist auch konoethersch.

(iii) Es sei M N N ein Monoidhomomorphismus.
Ist M (links-/rechts- )konoethersch, dann ist auch N (links-/rechts-)konoethersch.

Beweis.
(i) Jede Gruppe G besitzt nur die beiden (Links-/Rechts-)Ideale () und G.
(ii) Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung (ii) und Bemerkung [9.3| (ii).

(iii) f~! bildet Idealketten in N auf Idealketten in M ab und respektiert echte Inklusionen,
da f surjektiv ist. Ist N nicht noethersch, dann gibt es eine aufsteigende Kette, die nicht
stationdr wird. Das Urbild unter f ist dann eine Kette in M, die nicht stationir wird, so
dass auch M nicht noethersch ist.

Beispiel 9.11
Im Gegensatz zum abelschen Fall (vgl. Satz sind im Allgemeinen endlich erzeugte Monoide
weder noethersch, noch konoethersch. Ebenso wenig muss ein konoethersches Monoid endlich
erzeugbar sein.

(i) Das freie Monoid in einem Erzeuger (a) ist abelsch und damit (ko-)noethersch.

(ii) Das freie Monoid in zwei Erzeugern (a,b) ist nicht (ko-)noethersch, denn
(aa) C (aa,aba) C (aa, aba,ab’a) C ... C (aa, aba, ...,ab%a) C ...
ist eine unendliche, echt aufsteigende Kette von Idealen.

(iii) (No, V) ist abelsch, konoethersch und versehen mit der diskreten Topologie eigentlich, aber
nicht endlich erzeugbar, insbesondere wegen Satz[9.7 nicht noethersch.

9.3 Noethersche Schiefpotenzreihenringe

Nun werden schliefilich Schiefpotenzreihenringe in Bezug auf die Noether-Eigenschaft untersucht.
Waéhrend man fiir Potenzreihenringe in endlichen vielen Variablen durch eine verallgemeinerte
Form des Hilbertschen Basissatzes starke Kriterien erhélt, erweist sich der Nachweis dieser Ei-
genschaft fiir Schiefpotenzreihenringe als weitaus schwieriger. Daher kann an dieser Stelle nur
fiir den Spezialfall von pseudokompakten, noetherschen Koeffizientenringen eine Bedingung an-
gegeben werden, wann der Schiefpotenzreihenring noethersch ist. Neben der starken Bedingung
an den Ring, hat man ebenfalls eine weitere Bedingung an die beteiligte o-Derivation, die iiber
das Existenzkriterium fiir Schiefpotenzreihenringe hinaus geht.
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9.3.1 Noethersche Schiefpotenzreihenringe

Ein filtrierter, vollstdndiger Ring ist noethersch, wenn der zu dieser Ideal-Filtrierung assoziierte,
graduierte Ring noethersch ist. Dieses Kriterium soll auch fiir Schniefpotenzreihenringe benutzt
werden. Dazu wird in diesem Abschnitt eine Methode vorgestellt, wie aus einer Filtrierung mit
gewissen Invarianz-Eigenschaften unter o und § eine Filtrierung auf dem Schiefpotenzreihenring
induziert wird. Der graduierte Ring des auf diese Weise filtrierten Schiefpotenzreihenrings ist
dann der Polynomring iiber dem graduierten Ring des Koeffizientenrings. Diese Methode ist
bereits aus (SV06)) bekannt, wurde dort jedoch nur fiir eine ganz spezielle Filtrierung betrachtet.
Spétere Ergebnisse zeigen, dass man mehr Resultate erhélt, wenn man auch andere Filtrierungen
zulésst.

Definition 9.12
Es sei R ein Ring. Fihre folgende abkiirzende Schreibweisen ein.

(i) Es sei I(R) = Up-ap-r(R) das Idealspektrum von R,

(ii) Fir eine Filtrierung I € Homppons. , (—No,Z(R)) schreibe kurz Iy, = I(—k) fiir alle k €
No, d.h. Iy 2 I1 D ... ist eine absteigende Kette von Idealen mit Io = R und I, - I} C Iy
fir alle k,1 € Ng.

(iii) Jede Filtrierung I € Homppons. , (—No, Z(R)) induziert den graduierten Ring gr; R =
Dren, Ik/Ik+1 mit der Multiplikation gegeben durch (x + Ixi1) - (Y + Liv1) = (2y + Igy141)
fiir alle x € I,y € I} und k,l € Np.

Proposition 9.13

Es seien R € TRingy ¢ ein topologischer, vollstindiger Ring, 0 € Autrring(R) und é eine steti-
ge, o-nilpotente o-Derivation. Firi,j € Ny sei M; ;(X,Y) die Summe aller nicht-kommutativen
Monome in zwei Variablen X und Y mit ¢ Faktoren in X und j Faktoren in'Y. Dann gilt:

(i) Fir allea € R undn € Ny gilt t" -a =Y 1_y My_kx(5,0)(a) - t*.

(it) Fir f,g € R[[t;0,0]] mit f =3 50a;-t" und g = >is0bi- tl gilt:

Frg=> | Do ai-Mij(5,0)(bsy) | t*

k>0 \0<j<ik
Beweis.

(i) Die angegebene Formel stimmt fiir n = 0. Fiir n = 1 ist ¢t - a = o(a)t + d(a) ebenfalls
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korrekt. Angenommen sie stimmt fiir n, dann gilt

t"a=Y t-My_p(5,0)(a)- t*

k=0
n+1 n

=Y 00 Muyi—ki-1(8,0)(a) - t* + > 50 M,y i(5,0)(a) - t*
k=1 k=0

=oo0™(a)t"™ +506"(a) + Z (00 Myy1 1 x(5,0) + 60 M, 1 1(6,0))(a) - t*
k=1

= n+17k,k(570)
n+1

=> Muyp1_pi(5,0)(a) - tF,

k=0

so dass die Formel auch fiir n 4+ 1 stimmt. Per Induktion stimmt sie dann fiir alle n € Nj.

(ii) Mit der in (i) gezeigten Formel gilt:

f-g= Z ai'ti'bm'tm: Z (Ii'zz:Mi_jJ((s,O')(bm)‘thrm

im>0 im>0  j—=0
min(s,k)

=X (20 Do @i M@ o)ey) |t =D | D ai Mioj(5,0)(bk—y) | £°

k>0 \ >0 j=0 k>0 \0<5<,k

Proposition 9.14
Es sei R ein Ring. Dann operiert End 45(R, +) durch folgenden Monoidhomomorphismus auf
Z(R):

¢ : Endap(R, +) — Endpos, (Z(R)), [ r— [[— (f(1))]

Weiterhin gilt:
(i) Ist o € EndRing(R), dann ist ¢(o) € Endppon. , (Z(R)).

(ii) Ist 0 € Endring(R), Z(R)? = {I € Z(R);¢(0)(I) = I} das Fizmonoid unter o und
6 € Endap(R, +) eine o-Derivation, dann ist ¢(0)|z(gr)- eine Derivation auf Z(R).

Beweis. Da jedes f € Endg(R,+) eine Abbildung ist, ist ¢(f) ordnungserhaltend. Fiir alle

S C I(R) ist
n(Vs)= (f (Z I)) - (me) =Y =\ #(H)(S)

IeS IeS IeS
dann gilt fiir alle I € Z(R), dass

);
) = () ¢(9)(1),
(

I) = I, so dass ¢ ein Monoidhomomor-

so dass f Suprema respektiert. Sind f,¢g € End 43(R, +
)

o(fog)) = (fogl)) = (f((g(

so dass ¢ multiplikativ ist. AuBlerdem ist ¢(idg)(I) =
phismus ist.
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(i) Fir alle I, J € Z(R) ist ¢(o)(I - J) = (o(1) - () € (o(1)) - (o()) = (o)1) - () (]).

(ii) Fiir alle I, J € Z(R)? ist nach Definition der Idealmultiplikation und nach Definition einer
o-Derivation

PO)(I-J) = (6(1 - J)) € (I-6(]) +6(1)-o(J)) € I-(6(J)) + (8(])) - (o(])),
da ¢(o)(J) = (o(J)) = J ist, so dass ¢(J)|z(r)- eine Derivation auf Z(R) ist.

Lemma 9.15
Es seien R € Ring ein Ring und I € Homppons ,(—No, Z(R)) eine ausschopfende Filtrierung
mit R = liilkzo R/I}.

Ist gr; R links-noethersch, dann ist auch R links-noethersch.

Beweis. Betrachte R versehen mit der Topologie erzeugt von den I. Dann ist R nach Vorausset-
zung ein projektiver Limes diskreter Ringe und damit nach Lemma[6.2) vollstéindig. Zur Verein-
fachung der Notation definiere I = R fiir alle k € —Ny. Es sei N < R ein R-Linksuntermodul
von R. Dann bilden J; = N N1 fiir kK > 0 in N eine Umgebungsbasis der 0 und gr; N =
D0 Jk/Jk+1 < gry R ist ein endlich erzeugter gr; R-Linksmodul, da gr; R linksnoethersch ist.
Folglich existieren z; € J,,, mit n; € Np fiir i = 1, ...,7, so dass gr; N = >_1_ (gr; R) (i + Jn,+1)
bzw. Ji/ k41 = D Lk—n,(%i + Jp,41) nach Definition der Ring-Struktur auf gr; R bzw. der
Modulstruktur auf gr; N. Dies impliziert

.
Jp = Zlkfni T + St
i—1

Es sei nun F = @;_; Re; = R" der freie R-Linksmodul in r Erzeugern versehen mit der Pro-

dukttopologie und F L, N die R-linkslineare Abbildung, definiert durch f(e;) = z;. Dann gilt

fiir alle & > 0, dass
T T
f (@ Ik—ni€i> = ZIk—niCL‘i C Ji.
i=1

i=1
Insbesondere ist f stetig bei 0 und wegen (War93, I Theorem 5.18) insgesamt stetig.
Es sei x € N = Jy. Konstruiere induktiv eine Folge (yx)ren, in F der Art, dass (f(yx))r gegen
x konvergiert.

e Setze yp = 0. Dann ist = — f(yo) € Jo.

o Fiir alle k € Ng mit  — f(yx) € Ji gibt es dann a; € I, fiir 1 <1i <7, so dass

T
v = fuk) + Jrsr = D @i mi+ Jega.
=1

Setzt man ygi1 = yk + > ;1 @i - €, dann ist & — f(yk4+1) € Jpt1-

Es sei n = max(ny, ..., n,). Nach Konstruktion ist yx+1 — yr € Ip_,, fiir alle k € Ny. Insbesondere
ist (y)x eine Cauchy-Folge in F' und konvergiert gegen ein y € F', da F' nach (War93, IT. Theorem
7.8(2)) vollsténdig ist. Nach Konstruktion konvergiert (f(yx))r gegen x, so dass f(y) = x ist

aufgrund der Stetigkeit von f. Damit ist f surjektiv und folglich N endlich erzeugt. E|
O

'Die Ideen fiir diesen Beweis stammen aus den Beweisteilen von (NVO79, 1.5.7 Corollary).
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Satz 9.16

Es seien R € TRingy ¢ ein topologischer, vollstindiger Ring, 0 € AutTring(R) und é eine steti-
ge, o-nilpotente o-Derivation. Weiterhin sei Z(R)? das Fizmonoid unter o. Jede ¢(6)-invariante
Filtrierung I € Homp pons, , (—No, Z(R)7) erzeugt durch

Je= ] i—i-t*  mit ;=R firk <0
i€Ng

fiir alle k € Ny eine Filtrierung J € Hompamon.. , (—No, Z(R[[t;0,6]])) auf dem von o und §
induzierten Schiefpotenzreihenring R|[t; o,d]].
Daraus lassen sich folgende Figenschaften ableiten:

(i) Ist I ausschopfend, dann ist auch J ausschipfend.

(ii) Es gibt einen Ringisomorphismus gr; R[[t; 0, 6]] = (gr; R)[t; 7], wobei & der von o auf griR
induzierte Ringendomorphismus ist.

Beachte: Falls o automorph ist, dann ist auch ¢ automorph.

(iii) Ist I ausschopfend und gry R noethersch, dann sind auch gr; R|[[t;0,0]] und R[[t;o,]]
noethersch.

Beweis. Es seien f,g € R[[t;0,0]] mit f =), qa; - t'und g = > j>00j ). Ist f € J, und
g € J, fir m,n € Ny, dann ist nach Proposition [9.13

Fra=> 1 D ai-Mij;(5,0)(bsy) | t*
k>0 \0<j<ik
und aufgrund der d-Invarianz, des Filtrierungsaxioms (F>) und o(Iy) = I, fiir alle k € Ny gilt
ai - Mi—jj(6,0)(bg—j) € Im—i - Mi—j;(6,0)(Ln—k—j)) € Im—i - Ln—(h—j)+(i—j) € Imtn—k

fiir alle 0 < j <14, k. Insbesondere ist f-g € Jy1n. Wegen Jy = R][[t; 0,6]] impliziert m = 0 bzw.
n = 0, dass alle Jj, Ideale sind und J damit eine Idealfiltrierung auf R][¢; o, d]] ist.

(i) Ist I ausschopfend, dann ist

N Ze= (V[T t|=T]| () I |-t =]]0 ¥ =0,

keNg keNy \i€Ng ieNg \ keNg i€Np
—_——
=0
so dass auch J ausschopfend ist.

(ii) Wegen I(—Np) C Z(R)? ist ¢ auf gr; R wohldefiniert. & ist ein Ringendomorphismus auf
gr; R, da ¢ ein Ringendomorphismus auf R ist. Durch folgende Rechnung sieht man, dass
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(iii)
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gry R[[t; 0,0]] und (gr; R)[{;

k
gry R[[t; 0, 0]] @ I/ Tp+1 = @ (@Ik—i/Ik—i—l—i t’) = @ IifIpg1i -t

] als R-Moduln isomorph sind:

keNp keNg \i=0 0<i<k
_ k=itj _
= @ LooifIgpr—i -t = GB Tivgy—i/L(ivgyr1—i - '
0<i<k i,j€No

=I;/Ij+

= @ @ Ii /141 A= (gr R)[t; 0]

i€Ng \j€Np

Es sei gr; R[[t; 0, d]] L (gr; R)[t; o] dieser Isomorphismus. Nun seien f,g € R[[t;0,d]|
mit f = > gai - ti und g = > .50bj - /. Falls f € Jp, dann gilt (f + Jpp1) =
> i>0(@i + Ixy1-) - t* und insbesondere ¥(1 + Ji) = (1 + [1) nach Konstruktion von
Y. AuBlerdem ist fiir f € Ji und g € J; mit k,l € Ny

(f + Jex1) - (g + Jipa) = ) ai- )t i
4,7>0

da alle von ¢ produzierten Terme in Jyi;41 verschwinden nach der ¢(d)-Invarianz von I.
Damit ist

D(f+ Ter1) - (9+Ti1) = Y (@i 0" (b)) + Tegaga—ag) - B0 = O(f + Jks1) - (g + Jis1)
i,j>0

nach Definition der Multiplikation auf (gr; R)[t; 7]. Insgesamt ist also ¢ multiplikativ und

damit ein Ringisomorphismus.

Falls o automorph ist, gilt ¢(c)(A) = (c(A)) = o(A) fiir alle Ideale A € Z(R). Insbesondere
folgt Z(R)” = Z(R)” ', so dass 6! ein Inverses von & ist. Damit ist & automorph.

Falls gr; R noethersch ist, dann ist nach der Verallgemeinerung des Hilbertschen Basissatz
aus (MROI} 1.1.2.9 Theorem) auch gr; R[f; 5] noethersch. Uber den Ringisomorphismus
aus (ii) ist dann auch gr; R[[t;0,68]] = gr; R[t; 5] noethersch. R[[t;c,6]] = RN ist ein
pseudokompakter R-Linksmodul und da alle Ideale von R abgeschlossen sind, ist auch J, C
R[[t; 0, 6]] abgeschlossen nach Definition der Produkttopologie und damit pseudokompakt
nach Satz (i). Ebenso ist R][t;0,d]]/Jk versehen mit der Quotiententopologie nach
Satz (iv) pseudokompakt. Fiir alle k& € Ny ist folgende Sequenz pseudokompakter
R-Linksmoduln exakt

0 — Jy — R|[[t;0,6]] — R|[[t;0,6]]/Jx — O,

so dass nach Satz(9.17| (iii) auch der projektive Limes dieser Sequenz exakt ist. Da J nach
Voraussetzung ausschopfend ist, gilt hmk>0 = MNren, /& = 0 und damit ist R[[t; o, 6]] =

lim, R|[t; 0,0]]/Ji als pseudokompakte R-Linksmoduln. Da die Verkettung von Vergiss-

funktoren R-TModpc — 7Top — Set nach Satz (ii) und Proposition bzw.
Satz [2.§ mit Limiten vertauscht und der Vergissfunktor Ring — Set Limiten erzeugt,
kann dieser Isomorphismus als Ringisomorphismus aufgefasst werden. Nach Lemma [9.15
ist dann auch R][t; 0, 0]] noethersch.
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9.3.2 Idealspektra pseudokompakter, noetherscher Ringe

Um die Filtrierungstheorie anwenden zu kénnen, muss das Idealspektrums des Koeflizientenrings
gewisse Eigenschaften erfiillen. So besitzt das Idealspektrum noetherscher, pseudokompakter
Ringe in diesem Zusammenhang sehr gute Eigenschaften. Nachdem diese nachgewiesen wurden,
kann mittels der abstrakten Filtrierungstheorie eine geeignete Filtrierung konstruiert werden,
mit deren Hilfe der Nachweis der Noether-Eigenschaft fiir Schiefpotenzreihenringe gelingt.

Satz 9.17
Es sei R € TRing ein pseudokompakter Ring. Dann gilt:

(i)

Ein Untermodul N < M eines pseudokompakten R-Linksmoduls ist genau dann pseudo-
kompakt, wenn er abgeschlossen ist.

Der Vergissfunktor R-TModrg,c Y, Top erzeugt Limiten.
Insbesondere ist R-TModg,c vollstindig.

R-TModpc ist eine abelsche Kategorie und besitzt exakte projektive Limiten.

Ist M € R-TModpc und N < M ein abgeschlossener Untermodul, dann ist auch M/N
versehen mit der Quotiententopologie pseudokompakt.

Beweis.

(i)

(iii)
(iv)

Es sei M € R-TModpc und N < M ein R-Untermodul versehen mit der Unterraumtopo-
logie. N besitzt eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus den Untermoduln U N N mit
UelUynLy. Wegen N/(UNN) = (N+U)/U < M/U ist auch N/(UNN) von endlicher
Lénge.

Nach (War93, II. Theorem 7.5) ist N C M genau dann abgeschlossen, wenn N vollsténdig
ist. Wie gerade gezeigt ist N genau dann vollstéindig, wenn N pseudokompakt ist.

Es seien M; € R-TModp,c. Dann ist M = [[, M; versehen mit der Produkttopologie ein
Hausdorff-Raum und vollstéandig nach (War93| II. Theorem 7.8 (2)). Nach Definition der
Produkttopologie besitzt M eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus Untermoduln der
Form N =[], N; mit N; € Upg, N Ly, und N; = M; fiir fast alle 4. Fiir ein solches N < M
ist M/N ein endliches Produkt von R-Moduln endlicher Lénge. Daher ist auch M /N von
endlicher Lange und damit M pseudokompakt.

Es seien M, N € R-TModpc pseudokompakt, f,g € Hompg-TMody o (M, N) zwei stetige
R-Modulhomomorphismen und h = f — g. Da N ein Hausdorff-Raum und damit {0} C N
abgeschlossen ist, folgt aufgrund der Stetigkeit von h, dass ebenso kerh = h=1(0) C M
abgeschlossen und damit nach (i) pseudokompakt ist. Damit bildet ker h —— M einen
Differenzkern des Paares (f, g).

Wie gezeigt erzeugt der Vergissfunktor U Produkte und Differenzkerne. Wegen (AHS06,
Theorem 12.3) kann jeder (kleine) Limes durch Produkte und Differenzkerne beschrieben
werden, so dass U damit beliebige (kleine) Limiten erzeugt.

(Gab62], IV.3 Theorem 3)
Siehe Beweis von (Gab62, IV.3 Theorem 3).
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Satz 9.18
Es sei R € TRing ein pseudokompakter Ring, der noethersch ist. Es bezeichne M = Ur-ap-r(R)
sein Idealspektrum.

(i)
(ii)
(iii)

Dann ist jedes Ideal I <t R abgeschlossen in R.
Fiir alle absteigend filtrierten Teilmengen S € M und alle x € M gilt VA S = N\,cq(2Vs).

Die Topologie auf R wird von Potenzen des Jacobson-Radikals Jac(R) erzeugt.

Insbesondere wird durch
j:=Ng— M, —k+— Jac(R)"

eine ausschipfende Filtrierung j € Homp apons , (—No, M) definiert, wobei M>;_y) endlich
ist fiir alle k € Ny.

Beweis.

(i)
(i)

(iii)

Dies folgt aus (VGBI7, Proposition 3.10) und Satz (1).

Nach Bemerkung kann M = Up-ap-g(R) als die Menge aller beidseitigen Ideale von
R aufgefasst werden, partiell geordnet durch Inklusion, wobei der Schnitt das Infimum
und die Summe das Supremum einer Teilmenge von Ug-4p-r(R) bildet. Es sei S eine
absteigend filtrierte Menge von Idealen und I ein Ideal von R. Da wegen (i) jedes Ideal I<R
abgeschlossen ist folgt unmittelbar aus (Gab62l IV.3. Proposition 11) das Distributivgesetz

I+NS=Njeg+J).

Dies gilt nach (VGB97, Corollary 3.13). In Folge dessen ist Jac(R)* C R offen fiir alle
k € No und es gibt ein U € Up N Lr mit U C Jac(R)*. Insbesondere ist R/ Jac(R)* als
Quotient des Moduls R/U selbst von endlicher Linge und damit auch Jac(R)* € Ur N Lp
und es liegen nur endlich viele Ideale von R iiber Jac(R)*. Da R ein Hausdorff-Raum ist,
gilt MNren, Jac(R)* = 0, so dass j ausschopfend ist.

O

9.3.3 Noethersche Schiefpotenzreihenringe iiber pseudokompakten Ringen

Lemma analysiert den Zusammenhang der Noether-Eigenschaft eines filtrierten Rings mit
der seines assoziierten graduierten Rings. Ein notwendiges Kriterium ist die Existenz einer end-
lich erzeugten Filtrierung, die die Ringtopologie erzeugt. Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt,
dass das Idealspektrum eines pseudokompakten, noetherschen Rings gute Eigenschaften besitzt,
die in diesem Abschnitt ausgenutzt werden, um die Existenz einer endlich erzeugten o- und
d-invarianten, ausschopfenden Filtrierung nachzuweisen. Fiir kommutative Koeffizientenringe
impliziert dies zusammen Ergebnissen des vorherigen Abschnitts, dass auch der Schiefpotenz-
reihenring noethersch ist.

Lemma 9.19
Es seien R ein noetherscher Ring und I € Hompaons, , (—No, Z(R)) eine Idealfiltrierung auf R.
Es gilt:

(i)
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(ii) Falls R zusdtzlich kommutativ ist, dann gilt auch die Riickrichtung.

Beweis.

(i) Angenommen [ wire nicht endlich erzeugt. Dann wird die aufsteigende Kette von Idealen

(I/1) C (I /Io, I/ I3) C ... € (I ) Io/ .., I/ Tii1) € ...

nicht stationér. Denn fiir alle k € N gibt es ein £ < n € N, so dass

L2 Y Imyce I,

mi,...,mr<k,
mi+...+my>n

da I nicht endlich erzeugt ist. Daraus resultiert

(I )12/, i I Tpyr) = > Iy - o I )1 C (I In) ooy In [ T i1).
mi,....mp<k,
m1+1...+mT2l€No

(ii) Es seien nun R kommutativ und I werde von {0,1,..., N} erzeugt. Da R noethersch ist,
existieren Erzeuger w1, ...,xp, fiir jedes Ideal I mit k& < N. Dariiber definiert man
folgende Surjektion:

(R/I)[T ..., Tny) — grr R, Ty — @iy + Ipy1 € I/ Iy,

womit gr; R als Bild eines Ringhomomorphismus mit noetherscher Quelle ebenfalls noethersch
ist.

O

Satz 9.20
Es seien R ein pseudokompakter, noetherscher Ring o € Autrring(R) und § eine stetige, o-
nilpotente o-Derivation der Art, dass es ein m € Ny gibt mit 6(R)™ C Jac(R). Dann gilt:

e Es gibt eine Filtrierung I € Hompaons , (—No, Z(R)7), die endlich erzeugt, ausschopfend
und ¢(9)-invariant ist.

o Ist R kommutativ, dann ist nach Lemma auch gr; R und damit nach Satz (iii)
auch der Schiefpotenzreihenring R[[t; o, d]] noethersch.

Beweis. Nach Satz (ii) und (iii) erfiillt das Idealspektrum Z(R) die beiden Bedingungen
aus Satz [8.24] wobei j die von den Potenzen des Jacobson-Radikals erzeugte Filtrierung auf
R ist. Da ¢ ein Ringautomorphismus ist, sind fiir alle maximalen Linksideale M <; R auch
o(M),oc~*(M) <y R maximale Linksideale von R und es gilt M = o o 0~1(M), so dass

oc(Jac(R)) = o N M| = N o(M) = N M = Jac(R)

M <; R maximal M <; R maximal M <; R maximal

und damit j € Hompatons , (—No, Z(R)?) ist. Damit geniigt auch Z(R)? den Bedingungen aus
Satz Nach Proposition induziert § eine Derivation ¢’ = ¢(0)|7(g)e auf Z(R)?. Da §
o-nilpotent ist, ist ¢’ nilpotent, und wegen §(R)™ C Jac(R) gilt ¢'(R)™ < j(—1). Nach Satz
existiert dann eine endlich erzeugte §’-invariante Filtrierung I € Hompaons , (—No, Z(R)?).
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9.3.4 Beispiele noetherscher Schiefpotenzreihenringe

Nun folgen ein paar Beispiele, die zeigen, dass die in diesem Kapitel erarbeiteten Bedingungen
fiir noethersche Schiefpotenzreihenringe die aus (SV06) bekannten Kriterien erweitert.

Im Folgenden seien R ein pseudokompakter Ring, o € Aut(R) ein stetiger Ringautomorphis-
mus auf R und § € Der, eine stetige o-Derivation. Fiir alle k£ € N seien

e P.={m=(my,....,my) EN";m; + ... + m, = k}.

e A die Menge aller nicht-kommutativen Monome M (X,Y, Z) in drei Variablen X,Y und
Z mit genau k Faktoren in X.

o Azt = Upcien Ai-
o Ap =3 ep, ZMieAmi Mi(6,0,0 ") (R) - ... M,.(6,0,07 1) (R) sowie Ag = {1g}.
e [, = RA sowie Iy = R.
(vel. (SV06))
Bemerkung 9.21
Nach (SV06) gilt fir alle k,l € Ny, dass
(a) Ap- A C Ay,
(b) o(Ak) = Ay,
(c) 6(Ak) € Agy1,0(RAR1+1) € RAR41,0(ARR) € AR,
(d) RAg+1 € RAk und
(e) RAp = AgR.
Insbesondere bilden die Iy, eine ¢(6)-invariante Filtrierung I € Homppons , (—No, Z(R)7), wel-

che im Folgenden als Standard-Filtrierung bezeichnet wird.

Proposition 9.22
Fir k e N gilt:

Ak_ZA Ap—i+ Y M(5,0,07")(R)

MeA

Insbesondere ist auch I, = Zi:—l I - I + ZJEZ<O'J 00(Ix—1)) fir alle k € N.

Beweis. Betrachte einen Summanden von Ay. Es seien m = (my,...,m,) € P, und M; € A,,,
firl<i<r.

r=1: Es folgt m; = k bzw. M; € Ay und daher ist M;(5,0,071)(R) in der rechten Summe
enthalten.

r > 2: Nach Definition ist

M; (6,0, 0_1)(R) <o Myp_1(9, 0, 0_1)(R) - M, (0,0, 0_1)(R) C Apem, - Ay

~~
gAk*'mr

T

in der linken Summe enthalten.
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Die zweite Inklusion folgt nach Definition der A und Bemerkung [9.21] (a).

Od
Lemma 9.23
Fiir alle x1,...,xy, € R gilt
n
01 oo n) =Y 0(x1) - oo 0(mii1) - 6(23) - Tigr.e. - T,
i=1
Beweis. Dies zeigt man wie Bemerkung per Induktion.
O

Proposition 9.24

FEs sei K ein Korper versehen mit der diskreten Topologie. Es ist M = (Nij, +) mitn € N das dis-
krete, freie, abelsche Monoid in n Erzeugern und daher K[M| = K[X, ..., X,,] der Polynomring
tiber K in n Variablen.

(i) K ist pseudokompakt und es existiert der vollstindige Monoidring bzw. Potenzreihenring
R = K[Nj]] = K[[X1,..., Xy]] dber K in n Variablen und er trigt nach Definition via
R = KNo die Produkttopologie.

(ii) R ist ein pseudokompakter, noetherscher Ring und die offenen Ideale (X1, ..., X,)* fir
k € Ng bilden eine Umgebungsbasis der 0.

(iii) Fir Einheiten uy, ...,u, € K* und Potenzreihen dy, ..., d,, € (X1, ..., Xy,) gilt:

a) o|lg =idg und o(X;) = u; X; definiert einen eindeutigen, stetigen Ringautomorphis-
mus 0 € Aut7ring(R).

b) 0|k =0 und 6(X;) = d; definiert eine eindeutige, stetige o-Derivation auf R.

¢) Fualls 6 o-nilpotent ist, dann existiert der Schiefpotenzreihenring R[[t; o, d]] und er ist
noethersch.

Bewezs.

(i) Da K diskret ist, bildet das offene Nullideal eine Umgebungsbasis der 0 und K ist vollstindig.
Da K ein Korper ist, ist K = K/(0) iiber sich selbst ein einfacher Modul und insbesondere
von endlicher Lange. Insbesondere ist K damit pseudokompakt.

(ii) Durch den K-Modulisomorphismus R = KMo ist R wegen Satz (ii) ebenfalls ein
pseudokompakter K-Modul. Uber diesen Isomorphismus ist (X1, ..., X,,)* = K MNoZk iy
alle k € Ny ein offenes Ideal in R. Insbesondere bilden diese Ideale eine Umgebungsbasis
der 0 in R. Fiir alle k € Ny ist R/(X1, ..., X,,)¥ = K™¥ als K-Moduln und damit ein K-
bzw. R-Modul endlicher Lénge. Damit ist auch R pseudokompakt. Aus der kommutativen
Algebra ist bekannt, dass R ein noetherscher Ring ist.

(iii) a) Nach der universellen Eigenschaft des freien abelschen Monoids und des vollstandigen
Monoidrings aus Proposition [7.7] definiert dies einen stetigen Monoidhomomorphis-
mus N 7% (R, -) und dariiber einen stetigen Ringendomorphismus o € Endrging(R),
denn das Komplement von oy ((X1, ..., Xn)¥) = (Ng)2,, in Nj ist endlich und damit
kompakt. Per Konstruktion ist o bijektiv. -
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b) Es seien 1 <i; <n fiir 1 < j <r mit r € N. Damit ¢ eine Derivation auf R definiert

gilt notwendigerweise
-
5(X“ tt er) = ZO’(X“) Cet O'(Xijfl) . dj . Xl'jJrl et Xir-
j=1
AuBlerdem muss ¢ additiv und K-linear sein wegen §(k - ) = (k) -« + o(k) - d(x) =
ké(z). Damit ist § als K-Vektorraumhomomorphismus K[X7, ..., X,] — R bereits
vollsténdig festgelegt. Nun ist §((X71,..., X,)¥) C (X1,..., X,,)* fiir & € Ny wegen
obiger Formel und da d; € (Xi,...,X,) ist fiir alle 1 < ¢ < n. Damit ist § stetig
bei 0 und damit insgesamt stetig, da diese Ideale eine Umgebungsbasis der 0 bilden.
Da K[Xj,...,X,] € R eine dichte Teilmenge ist, gibt es hochstens eine Fortsetzung
von & auf R. § kann wegen §((X1,..., X,)¥) C (Xi,..., X;,)¥ iiber den projektiven
Limes iiber alle Quotienten R/(X7, ..., X)) stetig fortgesetzt werden. Alternativ kann
0 auch explizit iiber die Darstellung der Elemente aus R als Potenzreihen definiert

werden. Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass ¢ eine o-Derivation ist. Dazu seien
f= ZXeN{; ax - X und g = EYeNg by - Y. Man berechnet

® i(fg) = ZX,YGNBL axbyd(XY) und

* 3(f)g+0(f)d(9) = Lxyeny axby (0(X)Y +o(X)3(Y)).
Da § sich auf den Monomen per Konstruktion wie eine o-Derivation verhilt, gilt
0(XY)=0(X)Y 4+ 0(X)o(Y), so dass § damit tatséchlich eine o-Derivation ist.

c) Die Existenz folgt aus Beispiel Nach Satz ist R[[t; 0, d]] noethersch.

Beispiel 9.25
Unter den Voraussetzungen von Proposition wihle n =1 und dy = X?. Dann gilt

(i) 0 ist o-nilpotent, d.h. R[[t;0,0]] existiert und ist noethersch.

(ii) Falls vy := Zf Olul € K* fir alle k € Ny (also z.B. falls char K = 0 und u; = 2 ist),
dann ist die Standard-Filtrierung gegeben durch I, = (Xf“) fiir k € Ng und damit nicht
endlich erzeugt.

Insbesondere ist gr; R nach Lemmal[9.19 (i) nicht noethersch, so dass (SV06, Lemma 1.4)

nicht ausreicht um zu zeigen, dass R|[[t; o, d]] noethersch ist.

Beweis.

(i) Fiir alle k € Ny ist zunéchst

k—1 k—
O(XT) =) o(X1)'8(Xy) - X{71 7" = Z CXFH =y X
1=0 =0
Induktiv zeigt man dann fiir alle k € Ny, dass 6¥(X1) = wy, -Xf“ ist mit wy, = vy - ... - V.

Der Induktionsanfang ist klar. Gilt die Behauptung fiir k, dann gilt sie wegen folgender
Rechnung auch fiir k£ + 1:

do 5k(Xl) = (S(Mk . X{C+1) = Vk+1 - Wk * X{C+2 = Wk+1

Damit ist insbesondere 6*(R) C (X1)**! so dass § nach Definition o-nilpotent ist,
da die Ideale (X1)* nach Proposition (ii) eine Umgebungsbasis der 0 € R bilden.
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(ii) Per Definition ist §(X1) = u1 X7 und damit I; = (X7). Wegen 6%(X;) = wy - XF*! und
da nach Voraussetzung v; € K* fiir 1 < ¢ < k und somit auch w, € K* ist, folgt per
Induktion nach Proposition dass I, = (XFF1) ist.

Beispiel 9.26
Unter den Voraussetzungen von Proposition[9.24] wihle d; = X;41 fir 1 <i<n—1 und d,, = 0.

(i) Durch Ji = (X" -...- X" :my, ...,my € No, k < 0-mq +ma+2mg+ ...+ (n — 1)my,) fir
k € N wird eine ¢(5)-invariante Filtrierung J € Hompaon. , (—No, Z(R)7) definiert.

Insbesondere ist § nach Lemmal[8.25 o -nilpotent, d.h. R[[t; 0, 6]] existiert und ist noethersch.

(ii) Fiir die Standard-Filtrierung gilt dann I, C Jy fir alle k € Ng, d.h. I < J nach Definition
der Halbordnung auf der Menge der Filtrierungen.

Méchte man Lemma (SV06, Lemma 1.4) zum Nachweis der Noether-FEigenschaft verwenden,
misste die Standard-Filtrierung nicht nur nach oben abgeschditzt, sondern exakt berechnet wer-
den, was weitere Rechnungen nach sich zieht. Mdoglicherweise miissten auflerdem, wie in Beispiel
Bedingungen an die Einheiten u; gestellt werden. Fiir Satz[9.20 dagegen gendigt schon die
o-Nilpotenz.

Beweis.

(i) e Da R kommutativ ist, geniigt es das Multiplikationsaxiom (F>) fiir die erzeugenden
Monome X" -...- X" der Ideale Jj nachzuweisen. Aber fiir alle Erzeuger X € Jj
und Y € J; gilt per Konstruktion XY € Jiy;, da der X;-Grad von XY die Summe
der X;-Grade von X und Y ist. Aulerdem ist Jy = R, da 1 = X{) e ~X2 ein Erzeuger
ist. Damit ist J eine Filtrierung.

e Da o angewendet auf Monome lediglich die Multiplikation mit einer Einheit aus K
ist, sind alle Jj invariant unter o.

e (a) Essei 1l <i<nundm € Ny. Dann ist

m m—1
S(XM) = o(Xiy (X, wl |- X(XG).
j=1 7=0
—

Dies impliziert §(X]") = vpm - Xm=1.0 =0 fiir alle m € N.
(b) Fir X = X{" - ... X/ mit k < Om; + 1lmg + ...(n — 1)m,, und einem kN ist

dann nach (a)

n—1

szleml_lé szle ‘ 1Xz+1

=1

und jeder Summand ist ein Element von Ji1, da sich jeweils der X;-Grad um 1
erniedrigt, dafiir der X;1-Grad um 1 erhoht, welcher bei der Summenformel um
1 stérker gewichtet wird. Zusammengefasst bedeutet dies also 6(X) C Jy4q fiir
alle monomialen Erzeuger X € Jj.

161



Kapitel 9. Noethersche Monoidring-Konstruktionen

(c) Es sei f € R. Dann ist f eine unendliche Summe von K-skalierten Monomen.
Da ¢ K-linear und additiv ist (nach Konstruktion auch fiir unendliche Summen),
ist §(f) unendliche Summe von Bildern von Monomen unter § und liegt damit
nach (b) fir £ = 0 in J;. Beachte dazu, dass die entstehende unendliche Summe
(X1, ..., Xp)-adischer Grenzwert einer Folge endlicher Summen ist, welche alle
in J; liegen. Die Abgeschlossenheit der Ideale in R (nach Proposition (i)
und Satz (1)) impliziert dann, dass auch die unendliche Summe in J; liegt.
Folglich ist 6(R) C Ji.

Es sei nun f € R und X € J; ein monomialer Erzeuger von Ji der angegebenen

Form fiir k > 1. Dann ist 0(f - X) = (/)X +o(f)0(X) € J1 - S + R+ Jp41 € i1

nach der soeben nachgewiesenen Filtrierungseigenschaft und da 6(R) C J; nach (c).

Die Additivitdt von § und des Ideals Ji41 impliziert dann 6(J;) C Ji41, so dass J

schliefllich ¢(d)-invariant ist.

(ii) Offenbar ist Ag C Jo und Ay = >, ., 0% 0 §(R) C J; wegen der ¢(5) und o-Invarianz von
J. Induktiv folgt denn I}, C Jj fiir alle k € Ny wegen Proposition und da J eine ¢(9)
und o-invariante Filtrierung ist.

Beispiel 9.27
Unter den Voraussetzungen von Proposition wdhle d; = X;41 firl <i<n—1undd, = X12.
Beachte: Fiir n =1 erhdlt man wieder Beispiel [9.25

(i) Mit Jy, = (X{" ... X" my, ..., my, € No, bk < nemp+(n+-1)me+(n+2)ms+...4+(2n—1)my,)
fiir k € N erhdlt man eine ¢(5)-invariante Filtrierung J € Hompaqons , (—No, Z(R)7).
Insbesondere ist § nach Lemmal[8.23 o-nilpotent, d.h. R[[t; 5,]] existiert und ist noethersch.

(ii) Fir die Standard-Filtrierung gilt dann Iy, C Jy fir alle k € No, d.h. T < J.

Die Standard-Filtrierung I selbst wird bereits fiir n = 2 zu kompliziert fir weitere Berech-
nungen. Aufgrund der Definition von § werden die Ideale I, in hoheren Graden k micht
mehr allein von Monomen erzeugt, so dass man bereits am Aufstellen einer geschlossenen
Berechnungsformel fiir Erzeuger scheitern wird.

Beweis.

(i) Der Beweis verlduft genau wie in Beispiel Beachte, dass §(X™) = vy X1 X7 fiir
m € Np. Aufgrund der variierten Summenbedingung k¥ < nmj+(n+1)ma+...+(2n—1)m,
gilt auch hier §(Jg) C Jy1 fiir alle £ € Ny und alle monomialen Erzeuger von Jj, (vgl. (i)

(b) im Beweis von Beispiel [9.26)). E|
(ii) Dies zeigt man auf die gleiche Weise wie in Beispiel

2Man beachte, dass der Beweis von Lemma aus der allgemeinen Filtrierungstheorie analoge Argumente
benutzt.
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9.4 Noethersche vollstindige Monoidringe

Zuletzt soll noch ein notwendiges Kriterium fiir noethersche, vollstindige Monoidringe lokal
proendlicher Monoide iiber ,einfachen“ Koeffizientenringe gestellt werden. Fiir den Ausbau der
Filtrierungstheorie und die Angabe eines hinreichenden Kriteriums fiir die Noether-Eigenschaft
bei vollstandigen Monoidringen reicht der Platz in dieser Arbeit jedoch nicht aus. Gleiches gilt
fiir die komplizierteren, vollstdndigen Schiefmonoidringe.

Interessant ist dennoch, dass man iiber das notwendige Kriterium eine Art Bewertung auf dem
Monoid erhilt, die eine gewisse Ahnlichkeit mit einer p-Bewertung auf einer Gruppe nach (Laz65))
besitzt. Lazard gibt in seiner Arbeit unter anderem auch ein hinreichendes Kriterium fiir die
Noether-Eigenschaft vollstindiger Gruppenringe gewisser proendlicher Gruppen an. Baut man
die Theorie der p-bewerteten Gruppen auf lokal proendliche Monoide aus, lassen sich vielleicht
dhnliche Resultate auch fiir diese Objektklasse erzielen.

Proposition 9.28

Es seien M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid, n eine natiirliche Zahl und R = Z/n
versehen mit der diskreten Topologie.

Wenn R[[M]] noethersch ist, dann gibt es eine Kette von Kongruenzen M x M =Sy 2 S1 D ...
auf M mit folgenden Figenschaften:

(1) M/Sy ist endlich und diskret fir alle k € Ny.
(il) aSkb =  a"Sk,b"  fir alle a,b € M und k € N.
(iii) a”" S ub” = a™'Sb"  fir alle a,b € M und k,r € N.

Beweis. Fiir alle S € Cong (M) ist M /S endlich und folglich R[M /S]/(rs(0)) = RM/$)\ms(0)}
ein endlicher Ring, da R = Z/n endlich ist. Wegen Proposition (ii) ist dann R[[M]] =
lim Conge (1) R[M/S]/(75(0)) ein proendlicher Ring und damit insbesondere pseudokompakt.
Nach (VGB97, Corollary 3.13) wird dann die Topologie auf R[[M]] von Potenzen des Jacobson-
Radikals J = Jac(R[[M]]) erzeugt. Insbesondere ist J*¥ C R[[M]] fiir alle k € N offen und folglich
R[[M]]/J* diskret. AuBerdem muss R[[M]]/J* endlich sein, denn andernfalls induzierten die
Nebenklassen von J* eine unendliche, disjunkte offene Uberdeckung von R[[M]] im Widerspruch

¢
zur Kompaktheit. Da R[[M]] vollstindig ist, gilt wegen Lemma insbesondere R[[M]] =

lim, _ R[[M]]/J] *. Fiir jedes k € N erhilt man einen stetigen Monoidhomomorphismus

fr: M <5 (R[M],-) — (R[[M]],-) —> (R[[M]]/J*,").

Da der projektive Limes die Initialtopologie beziiglich der Limesprojektionen tragt, zeigt der
topologische Isomorphismus ¢, dass auch R[[M]] die Initialtopologie beziiglich der Projektionen
R[[M]] — R[[M]]/J* trégt. Da M unter den angegebenen Inklusionen topologisch isomorph
in R[M] bzw. R[[M]] eingebettet ist, trégt M die Initialtopologie beziiglich der fi. Jedes fi

f
korrespondiert zu einer eindeutigen Kongruenz Sy auf M mit M /S = fe(M).
(i) Esist M/Sy, = fi.(M) C R[[M]]/J* endlich und diskret, da R[[M]]/J* dies ist.

(i) Fiir alle a,b € M und 0 < k € N gilt aSyb genau dann, wenn a—b € J* ist. Da R und daher
auch der Ring R[[M]] die Charakteristik n besitzen, gilt a” — b" = (a — b)" € (J*)" = Jk»
also a™S},,b".

163



Kapitel 9. Noethersche Monoidring-Konstruktionen

T

(iii) Es seien a,b € M mit o™ S,x6" mit k,7 € N, also (a —b)" = a" —b"" € J"*. Dann gibt

es einen eindeutigen Ringhomomorphismus
£ RIX]/(X™) — R[[M]]/J™, flr=idr, X+ —a—b+J".

Das Jacobson-Radikal von R[[M]]/J"" ist der Durchschnitt aller maximalen Linksideale
von R[[M]], die J"* enthalten, modulo J"", also J/J"", da J" C J in jedem maxi-
malen Linksideal enthalten ist. Das Jacobson-Radikal von R[X]/(X™") ist dementspre-
chend (X)/(X™"). Da Ringhomomorphismen das Jacobson-Radikal des Quellrings in das
Jacobson-Radikal des Ziclrings abbilden gilt f(X + (X™)) = a — b+ J» € J/J" baw.
a” =" gt = (a — b+ J) € (J/J7) =0 und damit a5, b"".

Bemerkung 9.29
Unter den Voraussetzungen von Proposition[9.28 induzieren die Kongruenzen Sy eine Abbildung

v:MxM— (0,00], (z,y)+— log, (sup{k € N; zSxy})+ 1,
die fiir a,b,c,d € M folgende Eigenschaften erfillt:
(i) v(ab,cd) > min(v(a,c),v(b,d)).
(ii) v(a™,b") > v(a,b) + 1.
Beweis.

(i) Setze x = min(v(a,b),v(c,d)) und y := n®* ', Dann gilt aS,b und cSyd nach Definition
von v und da Sp D S D ... ist. Folglich ist auch (ac)Sy(bd), da S, eine Kongruenz auf M
ist. Dies impliziert v(ac, bd) > log, (y) + 1 = = min(v(a,b), v(c,d)).

(i) Setze y = n*(®Y)~1 Dann ist aS,b und nach Proposition (ii) gilt a™Sy,b". Nach
Definition von v ist dann v(a™,b") > log,, (yn) + 1 =log, (y) + 2 = v(a,b) + 1.
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Kapitel 10
Ausblick

Wiéhrend sich die vorliegende Arbeit in erster Linie mit der reinen Konstruktion vollsténdiger
Schiefmonoidringe beschéftigt, reicht der Rahmen einer Diplomarbeit nicht aus um diese Objek-
te vollstéindig zu analysieren. Eine genaue Untersuchung noetherscher, vollstdndiger Schiefmo-
noidringe konnte nur fiir den Spezialfall der Schiefpotenzreihenringe angegeben werden. Ausge-
hend von Proposition koénnte man versuchen Bedingungen zu finden eine #hnliche Aquiva-
lenz wie in Korollar auch fiir vollstdndige Monoidringe zu beweisen. Da man eine dhnliche
allgemeine Aussage fiir p-adische analytische Gruppen hat (siehe (SSS00, Theorem 5.1.3)), ist der
vermutete Zusammenhang zwischen der Noether-Eigenschaft des lokal proendlichen, eigentlichen
Monoids und der des vollstéindigen Monoidrings nicht vollkommen unbegriindet. Im Gegenteil
suggeriert die Aussage von Bemerkung wie man analog den Begriff eines p-bewerteten Mo-
noids einfiihren miisste. Fiir n = p verhélt sich die dort definierte ,,p-Bewertung® v &hnlich
wie eine p-Bewertung auf einer Gruppe. Es gilt dann herauszufinden, wie man die Axiome fiir
eine p-Bewertung fiir Monoide definieren muss, um die Theorie der p-bewerteten Gruppen auf
Monoide so weit wie moglich iibertragen zu konnen.

Da die Definition von noetherschen Monoiden sehr allgemein gehalten ist, kénnte man
sich weiter fragen, wie sich diese Eigenschaft unter Funktoren zwischen monoidalen Kategorien
verhélt. Ein monoidaler Funktor zwischen zwei monoidalen Kategorien ist ein Funktor, der die
monoidale Struktur respektiert, d.h. gewisse Kohérenzbedingungen erfiillt. Ein solcher Funktor
induziert dann immer einen Funktor zwischen den Monoidkategorien. Hat man eine Adjunktion
zwischen monoidalen Kategorien bestehend aus zwei monoidalen Funktoren, dann tibertragt
sich die Noether-Eigenschaft iiber Einheit und Koeinheit. Es stellt sich heraus, dass viele der

betrachteten Funktoren monoidal sind. Beispielsweise der Vergissfunktor .Ab Y, Set und der

freie Funktor Set —— Ab. Bemerkung macht sich genau diesen Zusammenhang iiber die
Einheit dieser Adjunktion (siehe Korollar zunutze. Man konnte die Frage nach der Noether-
Eigenschaft im (vollstdndigen) Monoidring also als Spezialfall folgender Frage auffassen: Unter
welchen Bedingungen bleibt die Noether-Eigenschaft von Monoiden unter Bildern monoidaler,
adjungierter Funktoren erhalten?

Schaut man sich die Definition monoidaler Funktoren an, so bemerkt man eine gewisse Ahn-
lichkeit zu den in Kapitel [§] definierten Filtrierungen. In der Tat sind Filtrierungen, d.h. Mor-
phismen der Kategorien PMon> 1, monoidale Funktoren, wenn man ein partiell geordnetes
Monoid wie in Bemerkung als monoidale Kategorie auffasst. Die in Kapitel [§] entwickelte
Theorie umfasst unter anderem auch Adjunktionen von Filtrierungen. Vielleicht lassen sich die
dort erarbeiteten Eigenschaften auch auf monoidale Funktoren iibertragen. Da die Filtrierungen
ja unmittelbar im Zusammenhang mit dem Nachweis der Noether-Eigenschaft standen, kénnte
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man sich iiberlegen, ob sich daraus eine allgemeinere Noether-Theorie fiir adjungierte, monoidale
Funktoren ableiten liefien.

Abgesehen von der Fortsetzung der Noether-Eigenschaft konnte man versuchen auch ande-
re Eigenschaften iiber monoidale Funktoren auf Monoide anderer Kategorien iibertragen. In-
teressant wire es sicher auch, K-Theorie unter diesem Aspekt zu betreiben. In (CMI10) wird
eine K-Theorie fiir Monoide definiert. Anhand dessen kénnte man auch versuchen K-Theorie
fiir (lokal) proendliche, eigentliche Monoide definieren. Wie jedoch in Abschnitt gesehen,
verhélt sich die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Rdume in Bezug auf Limiten und
Kolimiten sehr schlecht. Wesentlich besser dagegen verhilt sich die Kategorie der punktierten
proendlichen Rdume bzw. Monoide. Man kann zeigen, dass diese vollstdndig und kovollstandig
ist und es eine Adjunktion zwischen der Kategorie der proendlichen Réume und der der punk-
tierten proendlichen Riume gibt. Weiterhin wird diese Kategorie zusammen mit dem Smash-
Produkt topologischer Rdume eine monoidale Kategorie, dessen Monoide das Konzept der lokal
proendlichen, eigentlichen Monoide verallgemeinert. Die Ein-Punkt-Kompaktifizierung definiert
dann einen treuen, monoidalen Funktor von der Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen
Rédume in die Kategorie der punktierten proendlichen Rdume. Weiterhin lassen sich aufgrund
der Kovollstédndigkeit der Kategorie der punktierten proendlichen Rdume Tensorprodukte von
punktierten proendlichen M-Mengen iiber einem punktierten proendlichen Monoid M definieren.
Diese Uberlegungen sind zum Teil von mir auch schon mathematisch korrekt erarbeitet, finden
jedoch keinen Platz in der Diplomarbeit, da sie deren Rahmen sprengen wiirden. Voraussichtlich
werde ich sie in meiner geplanten Doktorarbeit eingehender erforschen.

Eine abstraktere Fragestellung wire #hnlich wie beim Begriff (ko-)noetherscher Monoide, ob
und wie sich die K-Gruppen eines Monoids unter monoidalen Funktoren verhalten. Gibt es
vielleicht Homomorphismen zwischen den K-Gruppen eines (punktierten proendlichen) Monoids
in die K-Gruppen des assoziierten (vollstdndigen) Monoidrings? Unter welchen Bedingungen
lésst sich eine K-Theorie fiir Monoide einer monoidalen Kategorie definieren?
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