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7.3 Vollständige (Schief-)Monoidringe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
7.4 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird die allgemeine Konstruktion der vollständigen Schiefmonoidrin-
ge erarbeitet und analysiert. Diese umfasst die Begriffe der vollständigen Gruppenringe, d.h.
insbesondere der Iwasawa-Algebra, und des Schiefpotenzreihenrings aus (SV06). Beide Kon-
struktionen tragen eine kanonische Topologie, sind bezüglich dieser Topologie vollständig und
enthalten den Schiefgruppenring bzw. den Schiefpolynomring als dichten Teilring. Aufgrund
der bekannten Adjunktion zwischen der Kategorie der topologischen Ringe und der Kategorie
der vollständigen, topologischen Ringe kann das Problem dadurch zunächst auf den Begriff des
topologischen Schiefmonoidrings zurückgeführt werden, welcher wiederum eine topologisierte
Variante des rein algebraischen Schiefmonoidrings darstellt.

Weiter beobachtet man, dass der topologisierte Gruppenring die zu Grunde liegende pro-
endliche Gruppe als topologische Gruppe enthält. Fasst man den Schiefpolynomring als Ring
erzeugt durch Koeffizientenring und freien Monoid in einem Erzeuger auf, dann enthält der
topologisierte Schiefpolynomring auch dieses freie Monoid. Die durch diese Einbettung indu-
zierte Topologie auf dem freien Monoid ist die diskrete Topologie. Die Vermutung liegt nahe,
dass die Topologie des Schiefmonoidrings von der Topologie des zu Grunde liegenden Monoids
(und selbstverständlich auch von der Topologie des Koeffizientenrings) abhängt. In der Tat lässt
sich eine Teilkategorie topologischer Monoide finden, die sowohl die Kategorie der proendlichen
Gruppen umfasst, als auch das diskrete freie Monoid enthält. Weiterhin lässt sich für diese lokal
proendlichen, eigentlichen Monoide und beliebige topologische Ringe eine kanonische Topolo-
gie auf dem Schiefmonoidring definieren, der Art, dass die erhaltene Topologie für die beiden
genannten Fälle mit der ursprünglichen übereinstimmt.

Die Vorgehensweise zur Konstruktion des vollständigen Schiefmonoidrings gliedert sich daher
in folgende Abschnitte:

1) Es werden algebraische Schiefmonoidringe mit beliebigen Koeffizientenringen über belie-
bigen Monoiden konstruiert. Vom Allgemeinheitsgrad sind diese (für Monoide, die Grup-
pen sind) zwischen dem Konzept des Smash-Product R]G und dem des Crossed Product
R ∗G über einer Gruppe G mit Koeffizientenring R anzusiedeln. Während es für Crossed
Products R ∗G nur eine Inklusion von G in R ∗G als Menge gibt, erhält man für Schief-
monoidringe, wie sie in dieser Arbeit definiert werden, noch eine Inklusion der Gruppe G
als solche, d.h. Produkte von Bildelementen im Schiefmonoidring stimmen mit dem Bild
von Produkten von Gruppenelementen überein. Genauer gesagt ist jedes Crossed Product
über einer Gruppe G, das diese Bedingung erfüllt, ein Schiefmonoidring von G. Der Schief-
monoidring wird in Kapitel 4 definiert und durch einen gewissen Monoidhomomorphismus
θ klassifiziert. Weiterhin werden die Begriffe des inneren und äußeren Koeffizientenrings
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Kapitel 1. Einleitung

eingeführt, die für die später folgenden Existenzkriterien topologischer Schiefmonoidringe
von Bedeutung sind. Außerdem wird der Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt
von Monoiden erläutert.

2) Die Kategorie der lokal proendlichen Monoide wird eingeführt und analysiert. Diese stellt
sich als Verallgemeinerung der Kategorie der proendlichen Monoide dar, die nach Ergebnis-
sen der Automatentheorie eine analoge Charakterisierung besitzen wie proendliche Grup-
pen, d.h. es gibt einerseits die Darstellung als projektiver Limes diskreter endlicher Mo-
noide und andererseits die Charakterisierung über rein topologische Eigenschaften. Durch
Lockern der topologischen Axiome gelangt man zur Kategorie der lokal proendlichen Mo-
noide. Damit sich die Topologie auf dem topologisierten Monoidring gut verhält, d.h. eine
Ringtopologie bildet, muss man diese Kategorie jedoch wieder ein Stück weit einschränken.
Dies läuft darauf hinaus, dass man neben der Stetigkeit auch die Eigentlichkeit aller betref-
fenden Abbildungen fordert, was zur Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Monoi-
de mit eigentlichen, stetigen Monoidhomomorphismen führt. Wesentliche Ergebnisse des
Kapitels 5 sind, neben der Definition dieser Kategorie, die Konstruktion der Einpunkt-
kompaktifizierung, die die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Monoide treu in
die Kategorie der proendlichen Monoide einbettet. Weiterhin werden semidirekte Produkte
lokal proendlicher, eigentlicher Monoide analysiert und eine Reihe von Beispielen dieser
Monoide berechnet.

3) Die topologischen Schiefmonoidringe über lokal proendlichen, eigentlichen Monoiden wer-
den als topologisierte, algebraische Schiefmonoidringe definiert. Während die topologisier-
te Variante des Monoidrings immer ein topologischer Ring ist, muss dies im Fall eines
Schiefmonoidrings nicht mehr zutreffen. Wie in (SV06) gesehen, müssen weitere Bedin-
gungen gestellt werden, damit dies erfüllt ist (Dies wurde in (SV06) durch die Forderung
gelöst, dass die betreffende Derivation σ-nilpotent ist). Ein Hauptergebnis des Kapitels 7
ist daher das Aufstellen eines Existenzkriteriums für topologische Schiefmonoidringe (Satz
7.15). Weiterhin wird eine universelle Abbildungseigenschaft nachgewiesen und ein Zusam-
menhang dieser Konstruktion mit dem topologischen semidirekten Produkt zweier lokal
proendlicher, eigentlicher Monoide hergestellt.

4) Im selben Kapitel wird schließlich auch der letzte Konstruktionsschritt vollzogen: Die Ver-
vollständigung des topologischen Schiefmonoidrings. Außerdem werden Beispiele berech-
net und gezeigt, dass vollständige Schiefmonoidringe in den Spezialfällen des vollständi-
ges Gruppenrings bzw. des Schiefpotenzreihenrings auch tatsächlich mit den ursprüng-
lichen Definitionen übereinstimmen. Analoge Eigenschaften wie für topologische Schief-
monoidringe übertragen sich durch die Komplettierungsadjunktion unmittelbar auf die
vervollständigte Variante.

Der letzte Teil der Arbeit beschäftigt sich mit vollständigen Schiefmonoidringen, die noethersch
sind. Dazu wird in Kapitel 8 zunächst ganz abstrakt die Theorie der Filtrierungen zwischen par-
tiell geordneten Monoiden entwickelt. Mit Hilfe der Filtrierungstheorie wird in Kapitel 9 gezeigt,
dass Schiefpotenzreihenringe mit noetherschen, pseudokompakten Koeffizientenringen unter ge-
wissen Voraussetzungen wieder noethersch sind. Die so gewonnenen Resultate verallgemeinern
die aus (SV06) bereits bekannten.

Es wird eine möglichst allgemeine Vorgehensweise angestrebt und so steht die erarbeitete
Theorie stets vor dem Hintergrund der Theorie monoidaler Kategorien.
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Kapitel 2

Kategorielle Grundbegriffe

Hier werden ein paar wichtige kategorielle Konzepte aufgeführt, die sich an vielen verschiedenen
Stellen der Arbeit als nützlich erweisen.

2.1 Universelle Pfeile und Adjunktionen

Der Begriff der Adjunktion bzw. der universellen Eigenschaft taucht in jedem Teil der Arbeit auf.
Der Ausdruck ”universelle Eigenschaft“ ist jedoch sehr schwammig und nicht genau definierbar.
Abhilfe verschafft hier der formale Begriff des universellen Pfeils. (Mac72, IV.1 Satz 2) liefert
den wichtigen Zusammenhang zwischen einer Adjunktion und einem universellen Pfeil und wird
auch an verschiedenen Stellen verwendet um die Existenz einer Adjunktion zu beweisen. Daher
ist es sinnvoll diesen Begriff einzuführen.

Definition 2.1
Es seien A F−→ B ein Funktor und B ∈ B. Ein u ∈ HomB(B,F (A)) mit A ∈ A heißt univer-
seller Pfeil von B nach F , falls gilt:
Für alle X ∈ A und f ∈ HomB(B,F (X)) existiert genau ein f ′ ∈ HomA(A,X), so dass

B
u //

f !!DDDDDDDDD F (A)

F (f ′)
���
�
� A

∃!f ′

���
�
�

F (X) X

kommutiert (vgl. (Mac72, III.1 Definition)).

Definition 2.2
A und B seien Kategorien. Eine Adjunktion von B in A ist ein Tripel 〈F,G, ϕ〉 : B −→ A,
worin F und G Funktoren

B
F−→←−
G
A

sind, während ϕ eine Abbildung ist, die jedem Paar von Objekten B ∈ B und A ∈ A eine in A
und B natürliche Bijektion

ϕ = ϕB,A : HomA(F (B), A) ∼= HomB(B,G(A))

zuordnet.
Existiert eine solche Adjunktion, dann nennt man F auch den Linksadjungierten zu G bzw.
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G den Rechtsadjungierten von F .
Man nennt die dadurch induzierten natürlichen Transformationen (da ϕ natürlich ist)

ηB = ϕ(idF (B)) : B −→ GF (B) für B ∈ B

die Einheit und
εA = ϕ−1(idG(A)) : FG(A) −→ A für A ∈ A

die Koeinheit der Adjunktion (vgl. (Mac72, IV.1)).

2.2 Topologische Funktoren

Ebenso ist das Konzept der topologischen Funktoren sehr nützlich, da es starke Aussagen über
die Existenz und Bildung von Limiten in topologischen Kategorien liefert. Oft wird zunächst
eine ”algebraische Kategorie“ verwendet, deren Objekte anschließend topologisiert werden und
somit topologisch über dieser Kategorie sind. Bemerkung 2.4 liefert ein gutes Beispiel für einen
topologischen Funktor.

Definition 2.3
Es sei A G−→ B ein Funktor.

(i) Eine Familie von Morphismen (A
fi−→ Ai) in A ausgehend vom gleichen Objekt A ∈ A

heißt Quelle in A.

(ii) Eine Quelle (A
fi−→ Ai) in A heißt G-initial, wenn es zu jeder Quelle (X

gi−→ Ai) und zu
jedem h ∈ HomB(G(X), G(A)) mit G(fi)◦h = G(gi) für alle i genau ein h̄ ∈ HomA(X,A)
gibt, so dass fi ◦ h̄ = gi für alle i und G(h̄) = h ist (vgl. (AHS06, Definition 10.57)).

G(X)

G(gi) $$HHHHHHHHH
∀h // G(A)

G(fi)

��
G(Ai)

X

gi   AAAAAAAA
∃!h̄ //___ A

fi
��
Ai

G(h̄) = h

(iii) Der Funktor G heißt topologisch, wenn es zu jeder Quelle (B
fi−→ G(Ai)) in B eine

eindeutige G-initiale Quelle (A
f̄i−→ Ai) gibt (vgl. (AHS06, Definition 21.1)), so dass

G(A) = B und G(f̄i) = fi ist für alle i.

Bemerkung 2.4
Es sei T op U−→ Set der Vergissfunktor.

(i) Eine Quelle (A
fi−→ Ai) in T op ist genau dann U -inital, wenn A die Initialtopologie

bezüglich der fi trägt.

(ii) U ist topologisch.

Proposition 2.5
Der Vergissfunktor T Ring U−→ Ring ist topologisch.

6



2.3. Partiell geordnete Mengen und Verbände

Beweis. Es sei (R
fi−→ U(Ri)I eine Quelle in Ring. Versieht man R mit der Initialtopologie

bezüglich der fi, dann istR ein topologischer Ring. Denn für alle i ist die Multiplikation µRi stetig
und damit folgt unter Benutzung der Multiplikativität der fi, dass auch fi ◦ µR = µRi ◦ (fi, fi)
stetig ist, für alle i. Folglich ist nach Definition der Initialtopologie auch µR stetig. Mit gleichen
Argumenten zeigt man, dass auch die Addition und die additive Inversenbildung stetig sind.
Bleibt zu zeigen, dass R mit dieser Topologie U -initial ist. Aber das ist gleichbedeutend mit der
universellen Eigenschaft der Initialtopologie.

2

Bemerkung 2.6
Auf die gleiche Art und Weise kann man zeigen, dass analoge topologische Konstruktionen wie
topologische Moduln, Gruppen, Monoide, usw. einen topologischen Vergissfunktor in die jeweils
unterliegende Kategorie besitzen.

Definition 2.7
Eine Kategorie heißt (ko-)vollständig, wenn durch Mengen indizierte Diagramme (Ko-)Limiten
besitzen.

Satz 2.8
Es sei A G−→ B ein topologischer Funktor. Dann gilt:

(i) A ist genau dann (ko-)vollständig, wenn B (ko-)vollständig ist.

(ii) G vertauscht mit beliebigen (Ko-)Limiten.

(iii) Für jedes Diagramm (Ai, fi,j) in A und jeden Limes (L πi−→ F (Ai)) in B gibt es genau

einen Limes (L′
π′i−→ Ai) in A, so dass F (L′) = F (L) und F (π′i) = F (πi) für alle i.

Beweis.

(i) (AHS06, Theorem 21.16) (1)

(ii) (AHS06, Proposition 21.15)

(iii) Dies gilt ebenfalls nach (AHS06, Proposition 21.15) und (AHS06, Definition 13.17).

2

2.3 Partiell geordnete Mengen und Verbände

Im Zusammenhang mit der Untersuchung von Ringen bzw. Monoiden auf die Noether-Eigenschaft
in allgemeinen monoidalen Kategorien (siehe Kapitel 9) treten partiell geordnete Mengen auf.
Für die dazu notwendige Filtrierungstheorie ist außerdem das Konzept der Verbände sehr nütz-
lich. Daher sollen hier kurz die wichtigsten Aussagen dieser Theorien zusammengestellt werden.
Da jede partiell geordnete Menge als Kategorie aufgefasst werden kann, liefert die Kategorien-
theorie Sätze, die auch für die Theorie partiell geordneter Mengen hilfreich sind.

Definition 2.9 (i) Es sei Pos die Kategorie der halbgeordneten Mengen mit den ordnungser-
haltenden Abbildungen als Morphismen.

7



Kapitel 2. Kategorielle Grundbegriffe

(ii) Für eine Halbordnung ”≤“ auf einer Menge P heiße ”≥“ duale Halbordnung auf P .

Es bezeichne (P,≤)op = (P,≥) die duale halbgeordnete Menge einer halbgeordneten
Menge (P,≤). (vgl. (Bir48, I.3))

(iii) Für zwei halbgeordnete Mengen X,Y versehe HomPos(X,Y ) mit der Halbordnung

f ≤ g :⇐⇒ f(x) ≤ g(x) für alle x ∈ X.

Definition 2.10
Es sei P eine halbgeordnete Menge, M ⊂ P eine Teilmenge.

(i) Ein Element s ∈ P heißt Supremum von M , wenn

a) m ≤ s für alle m ∈M und

b) s ≤ x für alle x ∈ P mit m ≤ x für alle m ∈M .

Falls existent, ist s wegen b) eindeutig. Schreibe dann
∨
m∈M

m =
∨
M = s.

(ii) Dual dazu heißt ein Element i ∈ P Infimum von M , wenn

a) i ≤ m für alle m ∈M und

b) x ≤ m für alle x ∈ P mit x ≤ m für alle m ∈M .

Wieder ist i eindeutig, falls existent. Schreibe dann
∧
m∈M

m =
∧
M = i.

(iii) Für ein Element a ∈ P sei P≤a die Teilmenge aller x ∈ P mit x ≤ a. Für eine Teilmenge
S ⊂ P sei analog P≤S die Teilmenge aller x ∈ P mit x ≤ s für alle s ∈ S.

Analog seien P<a, P≥a und P>a und entsprechendes für S definiert.

(iv) Eine halbgeordnete Menge P heiße absteigend filtriert, wenn für zwei Elemente x, y ∈ P
ein i ∈ P existiert mit i ≤ x und i ≤ y. Dual dazu heiße P aufsteigend filtriert, wenn
P op absteigend filtriert ist.

(vgl. (Bir48, II.1 Definition))

Definition 2.11
Anhand der von Supremum und Infimum induzierten Operationen auf einer partiell geordneten
Menge können folgende Teilkategorien von Pos definiert werden:

(i) a) Es bezeichne Pos∨ ⊂ Pos die Teilkategorie der halbgeordneten Mengen, die Suprema
endlicher Teilmengen besitzen, und dessen Homomorphismen die ordnungserhalten-
den Abbildungen sind, die mit Suprema dieser Teilmengen vertauschen.

b) Analog sei Pos∨∨ ⊂ Pos die Teilkategorie der halbgeordneten Mengen, die beliebige
Suprema besitzen, und deren Homomorphismen die ordnungserhaltenden Abbildungen
sind, die mit allen Suprema vertauschen.

c) Ebenso seien über den Begriff des Infimums auch die Kategorien Pos∧ und Pos∧∧ und
alle möglichen Teilkategorien mit Indexkombinationen wie z.B. Pos∨,∧ definiert.
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(ii) a) Ein Objekt der Kategorie Pos∨,∧ wird auch (beschränkter)1 Verband genannt.

b) Bei Objekten aus Pos∨ bzw. Pos∧ spricht man von Halbverbänden.

c) Die Objekte der Kategorien Pos∨∨,∧, Pos∨,∧∧ bzw. Pos∨∨,∧∧ heißen auch vollständige
Verbände.

Wie unten in Bemerkung 2.13 gezeigt, stimmen alle diese Objekte überein. Der kate-
gorielle Unterschied besteht daher nur in den Morphismen.

(vgl. (Bir48, II.1 Definition))

(iii) Ein Verband V ∈ Pos∨,∧ heißt distributiv, wenn für alle v, w, x ∈ V die beiden Distribu-
tivgesetze gelten:

• (v ∨ w) ∧ x = (v ∧ x) ∨ (w ∧ x) und

• (v ∧ w) ∨ x = (v ∨ x) ∧ (w ∨ x)

Es bezeichne Pos∨,∧,D ⊂ Pos∨,∧ die volle Teilkategorie der distributiven Verbände.

(vgl. (Bir48, IX.1 Definition))

(iv) Ein vollständiger Verband V ∈ Pos∨∨,∧ heißt distributiv, wenn auch das unendliche Distri-
butivgesetz für beliebige Teilmengen S ⊂ V und v ∈ V gilt:

v ∧
(∨

N
)

=
∨
w∈N

(v ∧ w)

Dementsprechend bezeichne Pos∨∨,∧,D ⊂ Pos∨∨,∧ die volle Teilkategorie der distributiven
vollständigen Verbände. Analog seien auch Pos∨,∧∧,D und Pos∨∨,∧∧,D definiert.

(v) Eine Teilmenge T ⊂ V eines Verbands V zusammen mit den Einschränkungen der Supremum-
/Infimum-Operationen heißt (vollständiger) Teilverband von V , wenn T ein (vollständi-
ger) Verband ist, d.h. die Inklusion ist ein Homomorphismus in der jeweiligen Kategorie.

Proposition 2.12 (i) Für eine Familie halbgeordneter Mengen (Pi,≤)i∈I bildet das kartesi-
sche Produkt

∏
i∈I Pi versehen mit der Halbordnung

(xi) ≤ (yi) :⇐⇒ xi ≤ yi für alle i ∈ I

zusammen mit den kanonischen Projektionen
∏
i∈I Pi

πi−� Pi ein Produkt in Pos.
Weiterhin gelten folgende Eigenschaften:

a) Falls Pi ∈ Pos∨ für alle i ∈ I, dann gilt für alle (xi), (yi) ∈
∏
i∈I Pi:

(xi) ∨ (yi) = (xi ∨ yi)

Insbesondere ist
∏
i∈I Pi ∈ Pos∨.

1Manche Autoren fordern für Verbände nur die Existenz des Supremums/Infimums zweier Elemente, was äquiva-
lent dazu ist, dass Suprema/Infima endlicher nicht-leerer Teilmengen existieren. Das Infimum/Supremum der
leeren Menge ist nach Definition das globale Supremum/Infimum. Verbände, die auch das Supremum/Infimum
der leeren Menge besitzen, werden daher auch beschränkte Verbände genannt.
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b) Falls Pi ∈ Pos∨∨ für alle i ∈ I, dann gilt für alle S ⊂
∏
i∈I Pi∨

S =
(∨

πi(S)
)
i∈I

:

Insbesondere ist
∏
i∈I Pi ∈ Pos∨∨.

c) Dual dazu erhält man analoge Aussagen (endliche) für Infima.

(ii) Für alle P ∈ Pos erhält man eine Adjunktion

φ : HomPos(X × P, Y ) ∼−→ HomPos(X,HomPos(P, Y )), f 7−→ [x 7−→ f(x,−)].

Insbesondere ist Pos kartesisch abgeschlossen.

Beweis.

(i) Die universelle Eigenschaft wird unmittelbar von Set geerbt. Nach Konstruktion sind die
Projektionen und die vom Produkt in Set induzierte Produktabbildung ordnungserhaltend.

Die Eigenschaften (a) - (c) folgen direkt aus der Definition der Produkthalbordnung.

(ii) Dies folgt ebenfalls aus der analogen bekannten Adjunktion (vgl. (Mac72, IV.6))

ψ : HomSet(X × P, Y ) ∼−→ HomSet(X,HomSet(P, Y )), f 7−→ [x 7−→ f(x,−)],

denn f ist genau dann ordnungserhaltend, wenn ψ(f)(x) ordnungserhaltend ist für alle
x ∈ X und ψ(f) ordnungserhaltend ist:

”⇒“: Ist f ordnungserhaltend, dann gilt für alle x ∈ X und alle p, p′ ∈ P

p ≤ p′ ⇒ (x, p) ≤ (x, p′) ⇒ f(x, p) ≤ f(x, p′)

nach Definition der Produkt-Halbordnung, so dass f(x,−) für alle x ∈ X ordnungs-
erhaltend ist. Für alle x, x′ ∈ X und p ∈ P gilt außerdem

x ≤ x′ ⇒ (x, p) ≤ (x′, p) für alle p ∈ P ⇒ f(x, p) ≤ f(x′, p) für alle p ∈ P,

so dass per Definition auch f(x,−) ≤ f(x′,−) und damit auch φ(f) ordnungserhal-
tend ist.

”⇐“: Umgekehrt gilt für alle x, x′ ∈ X und p, p′ ∈ P die Implikation

(x, p) ≤ (x′, p′) ⇒ x ≤ x′ und p ≤ p′ ⇒ f(x, p) ≤ f(x, p′) ≤ f(x′, p′),

da ψ(f)(x) = f(x,−) und ψ(f) ordnungserhaltend sind.

2

Bemerkung 2.13
Es sei X eine Infimum-vollständige partiell geordnete Menge.

Für alle S ⊂ X ist dann
∨
S =

∧
X≥S ein Supremum von S.

Insbesondere ist X ein vollständiger Verband.

Beweis. Es sei s ∈ S. Dann ist s ≤ x für alle x ∈ X≥S per Definition. Folglich ist s ≤
∧
X≥S ,

so dass
∧
X≥S eine obere Schranke von S ist. Für jede weitere Schranke t ∈ X ist t ∈ X≥S per

Definition von X≥S und damit
∧
X≥S ≤ t. Insgesamt ist also

∧
X≥S ein Supremum von S.

2
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Bemerkung 2.14
Es seien X,Y zwei partiell geordnete Mengen und f ∈ HomPos(X,Y ).

(i) Falls X,Y ∈ Pos∨∨, dann gilt
∨
f(S) ≤ f(

∨
S) für alle S ⊂ X.

(ii) Falls X,Y ∈ Pos∧∧, dann gilt f(
∧
S) ≤

∧
f(S) für alle S ⊂ X.

Beweis.

(i) Wegen s ≤
∨
S für alle s ∈ S und da f ordnungserhaltend ist, gilt auch f(s) ≤ f(

∨
S) für

alle s ∈ S und damit
∨
f(S) ≤ f(

∨
S).

(ii) Dies folgt aus (i) mit Xop und Y op.

2

Bemerkung 2.15
Jede partiell geordnete Menge (P,≤) kann als Kategorie aufgefasst werden, wobei Elemente
von P die Objekte und ”≤“ die Morphismen sind. Mit dieser Interpretation gelten folgende
Eigenschaften:

(i) Es gibt maximal einen Homomorphismus zwischen zwei Objekten.

(ii) Isomorphe Objekte sind gleich (dies folgt aus der Antisymmetrie).

(iii) Ein Infimum einer Teilmenge von P ist per Definition ein Produkt in P aufgefasst als
Kategorie.

Analog entsprechen Suprema Koprodukten.

(iv) Da jedes Diagramm in P kommutiert, bildet das Infimum aller Diagrammobjekte gleich-
zeitig einen Limes des Diagramms.

Insbesondere ist jeder Limes ein Produkt und analog jeder Kolimes ein Koprodukt.

(v) Ordnungserhaltende Abbildungen zwischen partiell geordneten Mengen sind Funktoren.

Vertauschen diese mit Infima/Suprema, so vertauschen die induzierten Funktoren wegen
(iv) mit Limiten/Kolimiten.

2.3.1 Galois-Verbindungen

Galois-Verbindungen sind Adjunktionen ordnungserhaltender Abbildungen zwischen partiell ge-
ordneten Mengen aufgefasst als Kategorien. In der Filtrierungstheorie aus Kapitel 9 spielen
Adjungierte von Homomorphismen partiell geordneter Monoide in der Darstellung von endlich
erzeugten Filtrierungen eine wichtige Rolle.

Definition 2.16
Es seien X,Y ∈ Pos und X vollständig. Für f ∈ HomPos(X,Y ) definiere

(i) f∗ : Y −→ X, y 7−→
∨
f−1(Y≤y)

(ii) f∗ : Y −→ X, y 7−→
∧
f−1(Y≥y)

11
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Bemerkung 2.17
Es seien X,Y ∈ Pos und X vollständig. Für f ∈ HomPos(X,Y ) gilt:

(i) f∗ ist ordnungserhaltend.

(ii) Für alle x ∈ X gilt x ≤ f∗ ◦ f(x).

(iii) Folgende Abbildung ist ordnungsumkehrend:

F : HomPos(X,Y ) −→ HomPos(Y,X), f 7−→ f∗

Duale Aussagen erhält man für f∗.

Beweis.

(i) Zunächst ist Y≤y ⊂ Y≤y′ für alle y, y′ ∈ N mit y ≤ y′. Dies impliziert f∗(y) =
∨
f−1(Y≤y) ≤∨

f−1(Y≤y′) = f∗(y′), so dass f∗ ordnungserhaltend ist.

(ii) Für alle x ∈ X ist f(x) ∈ Y≤f(x) und folglich x ∈ f−1(Y≤f(x)) bzw.

x ≤
∨
f−1(Y≤f(x)) = f∗ ◦ f(x).

(iii) Es seien f, g ∈ HomPos(X,Y ) mit g ≤ f . Für alle y ∈ Y und x ∈ X impliziert f(x) ≤ y
schon g(x) ≤ f(x) ≤ y und damit f−1(Y≤y) ⊂ g−1(Y≤y). Folglich ist

f∗(y) =
∨
f−1(Y≤y) ≤

∨
g−1(Y≤y) = g∗(y)

für alle y ∈ Y und damit F ordnungsumkehrend.

2

Definition 2.18
Es seien X,Y zwei partiell geordnete Mengen, X

f−→
←−
g
Y zwei ordnungserhaltende Abbildungen. f

und g bilden eine Galoisverbindung, wenn für alle x ∈ X und alle y ∈ Y folgende Äquivalenz
gilt:

f(x) ≤ y ⇐⇒ x ≤ g(y)

Interpretiert man X und Y wie in Bemerkung 2.15 als Kategorien und f und g dementsprechend
als Funktoren, dann bedeutet dies nichts anderes, als dass f linksadjungiert zu g ist, weshalb f
auch als Linksadjungierter und g als Rechtsadjungierter bezeichnet wird.

Bemerkung 2.19

Es seien X,Y zwei partiell geordnete Mengen und X
f−→
←−
g
Y zwei ordnungserhaltende Abbildungen,

die eine Galois-Verbindung bilden, wobei f der Links- und g der Rechtsadjungierte ist. Es gilt:

(i) f vertauscht mit Suprema und g mit Infima.

(ii) f ◦ g ◦ f = f und g ◦ f ◦ g = g.

Beweis.
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(i) Nach (AHS06, Proposition 18.19) oder (Mac72, V.5 Satz 1) vertauschen Rechtsadjungierte
mit Limiten, welche nach Bemerkung 2.15 den Infima entsprechen. Dual dazu vertauschen
Linksadjungierte mit Suprema.

(ii) Für alle x ∈ X ist f(x) ≤ f(x) und folglich x ≤ g ◦ f(x) nach der Äquivalenzeigenschaft
einer Galoisverbindung. Da f ordnungserhaltend ist, folgt f(x) ≤ f ◦ g ◦ f(x). Umgekehrt
impliziert g ◦ f(x) ≤ g ◦ f(x) nach der Galoiseigenschaft f ◦ g ◦ f(x) ≤ f(x) und damit
insgesamt f ◦ g ◦ f = f . Analog zeigt man die andere Gleichung.

2

Proposition 2.20
Es seien X,Y ∈ Pos und X vollständig. Für f ∈ HomPos(X,Y ) sind äquivalent:

(i) f vertauscht mit Suprema.

(ii) f besitzt einen Rechtsadjungierten. f∗ ist dieser Rechtsadjungierte.

Dual dazu vertauscht f genau dann mit Infima, wenn f einen Linksadjungierten besitzt. Dieser
ist durch f∗ gegeben.

Beweis. Wegen Bemerkung 2.19 braucht nur noch die Implikation (i) ⇒ (ii) gezeigt werden.

(i) Für alle x ∈ X gilt x ≤ f∗ ◦ f(x) nach Bemerkung 2.17 (i).

(ii) Für alle y ∈ Y gilt f ◦ f∗(y) =
∨
f(f−1(Y≤y)) =

∨
(f(X) ∩ (Y≤y)) ≤

∨
Y≤y = y, da f mit

Suprema vertauscht.

Es seien nun x ∈ X und y ∈ Y .

• f(x) ≤ y impliziert x ≤ f∗ ◦ f(x) ≤ f∗(y) wegen (ii) und da f∗ ordnungserhaltend ist.

• x ≤ f∗(y) impliziert f(x) ≤ f ◦ f∗(y) ≤ y nach (i) und da f ordnungserhaltend ist.

Man beachte die Ähnlichkeit zum ”Special Adjoint Functor Theorem“ (AHS06, Theorem 18.17)
oder (Mac72, V.8 Satz 2).

2

2.4 Unterobjekte und Quotienten in Kategorien

Für die Vergleiche noetherscher Monoide monoidaler Kategorien spielen die Unter- und Quoti-
entenobjekte eine wichtige Rolle. In diesem Abschnitt wird gezeigt wie die Unter- bzw. Quotien-
tenobjekte eines Objekts Funktoren in die Kategorie der partiell geordneten Mengen definieren.
Auf diese Weise induziert jeder Morphismus zwischen zwei Objekten eine Vergleichsabbildung
zwischen ihren Unterobjekten bzw. Quotienten. In Abschnitt 2.4.1 wird jeweils eine weitere
Variante des Unterobjekt- und Quotienten-Funktors vorgestellt und eine Vergleichsabbildung
zwischen den Unterobjekten und Quotienten vorgestellt. Beispiel 2.29 zeigt schließlich wie diese
insgesamt vier Funktoren für die Kategorie der Mengen beschrieben werden können und zusam-
menhängen.

Bei der Betrachtung von Unterobjekten und Quotienten von Objekten einer beliebigen Kate-
gorie treten Klassen von Homomorphismen auf, die im Allgemeinen keine Menge mehr bilden.
Um diese Klassen, und allgemeiner noch Konglomerate, zu handhaben, werden die Axiome von
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(AHS06, 0.2) verwendet. Diese implizieren, dass man für Konglomerate ähnlich wie für Mengen
ebenfalls einen Abbildungsbegriff und ähnliche Konstruktionen wie Teilkongonglomerate, karte-
sische Produkte, usw. hat. Außerdem lassen die Axiome von (AHS06, 0.2) unter anderem das
Auswahlaxiom für Konglomerate zu, das das Auswahlaxiom für Klassen und für Mengen impli-
ziert. In diesem Abschnitt treten immer wieder Situationen auf, in denen sich das Auswahlaxiom
für Konglomerate als Beweismittel als nützlich erweist. In fast alles Fällen kann dieses jedoch
vermieden werden, wenn es kanonische Repräsentanten einer Klasse von (Faser-)Produkten, Un-
terobjekten, usw. gibt. Daher wird für die Beweise der einzelnen Sätze zwar das Auswahlaxiom
verwendet, gleichzeitig wird jedoch jedes Mal darauf verwiesen, dass diese auch dann funktionie-
ren, wenn die betreffende Kategorie jeweils ”kanonische Objekte“ einer bestimmten Klasse als
Repräsentanten dieser besitzt. Da die Existenz von (Faser-)Produkten, Differenzkernen, usw. in
einer Kategorie häufig durch eine explizite Konstruktion nachgewiesen werden, hat man in den
meisten interessanten Kategorien, d.h. insbesondere für die, die im Verlauf der Arbeit für diese
Theorie in Betracht kommen, diese ”kanononischen Repräsentanten“ und es kann daher auch
auf das Auswahlaxiom für Konglomerate verzichtet werden.

Bemerkung 2.21
Es sei D eine Kategorie und X ∈ D ein Objekt. Weiterhin sei MX die Klasse aller Monomor-
phismen Um

m
↪−→ X.

• Für zwei Monomorphismen m,n ∈MX sei m ≤ n, falls es einen Morphismus Um
f−→ Un

gibt, so dass n ◦ f = m ist.

• Für m,n ∈MX sei m ∼ n, falls m ≤ n und n ≤ m ist.

(i) Die Relation ”≤“ ist reflexiv und transitiv auf M, im Allgemeinen jedoch nicht antisym-
metrisch.

(ii) Die Relation ”∼“ ist eine Äquivalenzrelation.

Bildet man den Quotienten MX/ ∼ so erhält man nach Konstruktion ein partiell geordnetes
Konglomerat.

Dual dazu trägt auch die Klasse EX aller Epimorphismen X
e
−� Qe eine Präordnung, die

eine Äquivalenzrelation ”∼“ induziert. Man kann EX als MX des entsprechenden Objekts X in
der dualen Kategorie Dop.

Beweis. (AHS06, Remark 7.80). Beachte, dass unter den Axiomen von (AHS06, 2.1 - 2.3)
Relationen auch auf Klassen und Konglomeraten gebildet werden können. Der Quotient von
MX modulo ∼ sei dann das Konglomerat aller Äquivalenzklassen und kann nach (AHS06, 2.3
(2)) gebildet werden.

2

Definition 2.22
Es sei D eine Kategorie und X ∈ D ein Objekt.

(i) Es sei UD(X) = MX/ ∼ das Konglomerat aller Unterobjekte von X (vgl. (AHS06,
Definition 7.77) oder (Mac72, V.7)).

(ii) Es sei QD(X) = EX/ ∼ das Konglomerat aller Quotienten von X (vgl. (AHS06, Defini-
tion 7.84)).
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(iii) Die Kategorie D heißt wellpowered bzw. co-wellpowered, wenn UD(X) bzw. QD(X) für
alle X ∈ D bijektiv einer Menge entsprechen (vgl. (AHS06, Definition 7.82) bzw. (AHS06,
Definition 7.87)).

Falls aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, dass es sich um ein Objekt der Kategorie D handelt,
wird der Index D an U bzw. Q auch weggelassen.

Bemerkung 2.23
Es sei D eine Kategorie, die wellpowered ist, und X ∈ D ein Objekt.

(i) Ist D endlich vollständig, dann ist U(X) ∈ Pos∧.

(ii) Ist D vollständig, dann ist U(X) ∈ Pos∧∧.

Duale Aussagen gelten für (endlich) kovollständige D und Q.

Beweis. Es sei T ⊂ U(X). Wähle für jede Äquivalenzklasse [m] ∈ T einen Repräsentanten
m ∈ MX . Es sei T ′ die Menge all dieser Repräsentanten. T ′ induziert ein Diagramm D =
(Um

m
↪−→ X)m∈T ′ . Ist D (endlich) vollständig (und T ∼= T ′ endlich), dann besitzt D einen Limes

in D. Es seien limD
πX−→ X und limD

πm−→ Um die kanonische Limesprojektion.

• Für A ∈ D und alle Morphismen f, g ∈ HomD(A, limD) mit πX◦f = πX◦g gilt m◦πm◦f =
πX ◦ f = πX ◦ g = m ◦ πm ◦ g wegen πX = m ◦ πm für alle m ∈ T ′. Dies impliziert
πm ◦ f = πm ◦ g, da jedes m ∈ T ′ monomorph ist. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage des
Limes folgt dann f = g, so dass πX monomorph ist.

• Es sei Un
n
↪−→ X mit n ≤ m für alle m ∈ T ′. Dann gibt es für alle m ∈ T ′ ein gm mit

n = m ◦ gm, so dass es nach der universellen Eigenschaft des Limes auch ein h gibt mit
πX = n ◦ h.

Damit ist πX ∈MX und [πX ] ∈ U(X) ein Infimum von T .
2

Proposition 2.24
Es sei D eine Kategorie, die beliebige Faserprodukte besitzt und wellpowered ist.

Dann erhält man einen kontravarianten Funktor

U ′ : D −→ Pos, X 7−→ U(X),

wobei die Abbildung auf den Morphismen wie folgt gegeben ist:
Es seien X,Y ∈ D und f ∈ HomD(X,Y ). Für alle Monomorphismen Um

m
↪−→ Y bezeichne

X×Y Um
f∗(m)−→ X den nach (AHS06, Proposition 11.18) monomorphen Faserprodukt-Morphismus

eines Faserproduktdiagramms:
X ×Y Um
f∗(m)

��

// Um

m

��
X

f // Y

Für U ′ gelten folgende Eigenschaften:

(i) Falls eine Teilmenge T ⊂ U(Y ) ein Infimum
∧
T ∈ U(Y ) besitzt, dann ist U(f)(

∧
T ) ein

Infimum von U(f)(T ), d.h. U(f) respektiert alle Infima.
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(ii) Wegen Bemerkung 2.23 und (i) gilt

a) D U ′−→ Pos∧, falls D endlich vollständig ist.

b) D U ′−→ Pos∧∧, falls D vollständig ist.

• Achtung: Wenn es keine kanonische Konstruktion eines Faserprodukts gibt, dann wird für
die Auswahl eines f+(m) das Auswahlaxiom für Klassen benötigt. Außerdem wird das
Auswahlaxiom für Konglomerate verwendet, um zu zeigen, dass die von f induzierte Ab-
bildung Infima respektiert. Dies lässt sich ebenfalls umgehen, wenn es für jedes Unterobjekt
(aufgefasst als Äquivalenzklasse) einen kanonischen Repräsentanten gibt.

• Nach dem Dualitätsprinzip erhält man für Kategorien D mit beliebigen Kofaserprodukten,

die co-wellpowered sind, einen (kovarianten) Funktor D Q′−→ Pos.

Beweis. Es seien Um
m
↪−→ Y bzw. Un

n
↪−→ Y zwei Monomorphismen in D mit m ≤ n, d.h. es

gibt ein Um
g−→ Un mit n ◦ g = m. Betrachte folgendes Diagramm:

A×B Um

f∗(m)

  

∃!g′
���
�
�

// Um

g

��
m

��

A×B Un
f∗(n)

��

// Un

n

��
A

f // B

Das äußere Rechteck so wie das untere Quadrat sind Faserproduktdiagramme und der rech-
te Seitenteil kommutiert nach Voraussetzung. Folglich gibt es nach der Faserprodukteigen-
schaft des Quadrats ein eindeutiges g′, so dass das gesamte Diagramm kommutiert. Damit ist
f∗(n) ◦ g′ = f∗(m) und folglich f∗(m) ≤ f∗(n). Die Zuordnung m 7−→ f∗(m) induziert eine
ordnungserhaltende Abbildung MY −→MX und damit nach Definition von U(X) bzw. U(Y )

eine ordnungserhaltende Abbildung U(Y )
U ′(f)−→ U(X).

• Da nachfolgendes Diagramm für allem ∈MX ein Faserproduktdiagramm ist, ist U ′(idX) =
idU(X) für alle X ∈ D.

Um

m

��

idUm // Um

m

��
X

idX // X

• Für X,Y, Z ∈ D und Um
m
↪−→ Z betrachte folgendes Diagramm:

X ×Z Um
(g◦f)∗(m)

��

&&∃!f ′ //___ Y ×Z Um
f∗(m)

��

// Um

m

��
X

f // Y
g // Z

Das äußere Rechteck und das rechte Quadrat sind Faserproduktdiagramme und kommu-
tieren. Nach der Faserprodukteigenschaft des Quadrats existiert dann ein f ′, so dass das
gesamte Diagramm kommutiert. Insbesondere ist das linke Quadrat dann ebenfalls ein
Faserproduktdiagramm, so dass f∗(g∗(m)) = (g ◦ f)∗(m) gewählt werden kann. Insgesamt
ist also U ′(g ◦ f) = U ′(f) ◦ U ′(g) und damit U ′ ein Funktor.
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2.4. Unterobjekte und Quotienten in Kategorien

(i) Es seien X,Y ∈ D und f ∈ HomD(X,Y ). Für eine Teilmenge T ⊂ U(Y ), die in U(Y )
ein Infimum

∧
T besitzt, wähle eine Teilmenge T ′ ⊂ MY von Repräsentanten und einen

Repräsentanten πY der Äquivalenzklasse
∧
T . Da

∧
T eine untere Schranke von T ist,

gibt es für alle m ∈ T ′ ein πm mit πY = m ◦ πm. Nach der universellen Eigenschaft für
Infima bildet UπY zusammen mit πY und den πm einen Limes des von T ′ induzierten Dia-
gramms (Um

m
↪−→ X)m∈T ′ . Schreibe daher limT ′ = UπY . Für m ∈ T ′ betrachte folgendes

Diagramm:

(limT ′)×Y X

��

∃!pm
//______

f∗(πY )

**
Um ×Y X

m∗(f)

��

� �

f∗(m)
// X

f

��
limT ′

� � πm //

πY

44Um
� � m // Y

Zunächst kommutiert das rechte Quadrat und das äußere Rechteck, da sie Faserprodukt-
diagramme sind. Nach der universellen Eigenschaft des Faserprodukts existiert dann ein
eindeutiges pm wie eingezeichnet, das das gesamte Diagramm kommutieren lässt. Nun sei
A ∈ D und a ∈ HomD(A,X) sowie am ∈ HomD(A,Um×Y X) der Art, dass a = f∗(m)◦am
ist, für alle m ∈ T ′. Betrachte das Diagramm:

A

∃!c &&LLLLLL

∃!b
++

"

(

0
:

G
P

am
,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX a

**(limT ′)×Y X

��

pm
// Um ×Y X

m∗(f)

��

� �

f∗(m)
// X

f

��
limT ′

� � πm //

πY

44Um
� � m // Y

Aufgrund der Kommutativität des rechten Diagramms für alle m ∈ T ′ gilt f ◦ a =
m ◦ (m∗(f) ◦ am) für alle m ∈ T ′, so dass nach der universellen Eigenschaft des Limes wie
eingezeichnet genau ein A b−→ limT ′ existiert mit πY ◦ b = f ◦ a und πm ◦ b = m∗(f) ◦ am,
für alle m ∈ T ′. Nach der universellen Eigenschaft des Faserprodukts existiert dann genau
ein A c−→ limT ′×Y X, so dass das gesamte Diagramm kommutiert. Damit ist limT ′×Y X
ein Limes von (Um ×Y X

f∗(m)
↪−→ X)m∈T ′ und folglich U ′(f)(

∧
T ) = U ′(f)([πY ]) = [f∗(πY )]

ein Infimum von U ′(f)(T ).

2

2.4.1 Unterobjekte und Quotienten (Epi,Mono)-strukturierter Kategorien

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es unter bestimmten Bedingungen, d.h. im Fall einer
(Epi,Mono)-strukturierten Kategorie jeweils eine zweite Form des Unterobjekt- und Quotienten-
Funktors gibt. Proposition 2.28 stellt darüber hinaus eine Verbindung zwischen den Unterob-
jekten und Quotienten her.
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Kapitel 2. Kategorielle Grundbegriffe

Definition 2.25
Es sei D eine Kategorie und E und M Klassen von Morphismen in D. Die Kategorie D heißt
(E,M)-strukturiert, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(i) E und M sind abgeschlossen unter Verkettung mit Isomorphismen aus D.

(ii) Für alle Morphismen f in D gibt es ein e ∈ E und ein m ∈M , so dass f = m ◦ e ist.

(iii) Alle kommutativen Quadrate in D, mit e ∈ E und m ∈M wie unten abgebildet, lassen sich
unter Bewahrung der Kommutativität mit einem eindeutigen, diagonalen D-Morphismus
d ergänzen.

A

f
��

e // B

g

��

∃!d

~~~
~

~
~

C m
// D

(vgl. (AHS06, Definition 14.1))

Proposition 2.26
Es sei D eine Kategorie, die (Epi,Mono)-strukturiert ist.

Weiterhin seien X,Y ∈ D und f ∈ HomD(X,Y ).

(i) Für n ∈ MX gibt es eine Faktorisierung f ◦ n = mf◦n ◦ ef◦n mit epimorphem ef◦n und
monomorphem mf◦n. Dies definiert eine ordnungserhaltende Abbildung

U(f) : U(X) −→ U(Y ), [n] 7−→ [mf,n].

Insbesondere erhält man einen Funktor D U−→ Pos, falls D wellpowered ist.

(ii) Für d ∈ EY gibt es eine Faktorisierung d ◦ f = md◦f ◦ ed◦f mit epimorphem ed◦f und
monomorphem md◦f . Dies definiert eine ordnungserhaltende Abbildung

Q(f) : Q(Y ) −→ Q(X), [d] 7−→ [ed◦f ].

Insbesondere erhält man einen (kontravarianten) Funktor D Q−→ Pos, falls D co-wellpowered
ist.

Achtung: Wenn es keine kanonische (Epi,Mono)-Faktorisierung eines Morphismus gibt, dann
wird das Auswahlaxiom für Klassen benötigt.

Beweis. Es seien m,n ∈ MX mit m ≤ n, d.h. es gibt einen Morphismus Um
g−→ Un mit

n ◦ g = m. Betrachte folgendes Diagramm:

Um

ef◦m
����

m

%%g // Un

ef◦n
��

n // X

f

��
Uf◦m

mf◦m

99
∃!d //___ Uf◦n

mf◦n // Y
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Nach Definition der Faktorisierungen kommutieren das äußere und das rechte Quadrat. Ebenso
kommutiert der obere Teil. Nach der Diagonaleigenschaft der Faktorisierungen existiert dann der
Morphismus d, der das gesamte Diagramm kommutieren lässt. Insbesondere ist mf◦m ≤ mf◦n.

Damit erhält man eine ordnungserhaltende Abbildung von Konglomeraten

MX −→MY , m 7−→ mf◦m,

die nach Definition der Relationen ”∼“ eine ordnungserhaltende Abbildung U(X)
U(f)−→ U(Y )

induziert.

• Für alle X ∈ D und m ∈ MX ist U(idX)([m]) = [midX ◦m] = [mm] = [m] und folglich
U(idX) = idU(X).

• Es seien X
f−→ Y

g−→ Z Morphismen in D und m ∈MX . Betrachte folgendes Diagramm:

Um

eg◦f◦m

��

ef◦m
��

m // X

f

��
Uf◦m

∃!d
���
�
�

mf◦m // Y

g

��
Ug◦f◦m

mg◦f◦m // Z

Das äußere und obere Quadrat kommutieren nach Definition der Faktorisierungen. Wieder
existiert ein d nach der Diagonaleigenschaft, so dass das gesamte Diagramm kommutiert.
Da eg◦f◦m epimorph ist, ist auch d epimorph und folglich g ◦ mf◦m = mg◦f◦m ◦ d ei-
ne (Epi,Mono)-Faktorisierung. Damit gilt U(g ◦ f)([m]) = U(g)(U(f)([m])) und folglich
U(g ◦ f) = U(g) ◦ U(f), so dass U ein Funktor ist.

Analog zeigt man auch die Aussage für Q.
2

Korollar 2.27
Es seien D eine (Epi,Mono)-strukturierte Kategorie und X

f−→ Y ein D-Morphismus.

(i) Falls f monomorph ist, dann ist U(X)
U(f)−→ U(Y ) injektiv.

(ii) Falls f epimorph ist, dann ist Q(Y )
Q(f)−→ Q(X) injektiv.

Beweis.

(i) Die von f induzierte Abbildung U(X)
U(f)−→ U(Y ) ordnet jeder Klasse [m] die Klasse [f ◦m]

zu, denn f ◦ m ist als Verkettung zweier Monomorphismen selbst monomorph, so dass
f ◦ m = (f ◦ m) ◦ idUm eine (Epi,Mono)-Faktorisierung ist. Für zwei Monomorphismen
m,n ∈ MX mit f ◦m ≤ f ◦ n gibt es ein g mit f ◦m = f ◦ n ◦ g. Da f monomorph ist,
folgt m = n ◦ g und damit m ≤ n. Damit impliziert [f ◦m] = [f ◦ n] schon [m] = [n], so
dass U(f) injektiv ist.

(ii) Diese Aussage ist dual zu (i).

2
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Proposition 2.28
Es sei D eine Kategorie, die (Epi,Mono)-strukturiert, wellpowered und co-wellpowered ist. Wei-
terhin existiere ein terminales Objekt T ∈ D der Art, dass jeder Morphismus X t−→ T epimorph
ist.

Für alle X ∈ D und m ∈MX existiere ein Kofaserprodukt

Um

tUm
����

� � m // X

m′

��
T // T qUm X,

wobei tUm der nach der universellen Eigenschaft eines terminalen Objekts eindeutige Epimor-
phismus ist. Nach der dualen Aussage von (AHS06, Proposition 11.18) ist dann m′ epimorph.

Die Zuordnung m 7−→ m′ induziert eine Abbildung U ′(X)
ϕX−→ Q(X), welche im Allgemeinen

jedoch nicht natürlich in X ist.
Achtung: Wiederum wird das Auswahlaxiom für Klassen benötigt, falls es für obige Situationen

kein kanonisches Kofaserprodukt in D gibt.

Beweis. Es seienX ∈ D undm ∈MX . Nach der dualen Aussage von (AHS06, Proposition 11.18)
ist m′ epimorph, da nach Voraussetzung tUm epimorph ist. Damit erhält man eine Abbildung
MX −→ EX . Es seien m,n ∈MX mit m ≤ n, d.h. es gibt ein g, so dass m = n◦g ist. Betrachte
folgendes Diagramm:

Um

tUm !! !!BBBBBBBB

m

""g // Un

tUn
����

� � n // X

n′
���� m′

��

T

..

// T qUn X
∃!g′

&&MMMMMM

T qUm X

Das rechte Quadrat kommutiert, da es ein Kofaserproduktdiagramm ist. Das linke Dreieck kom-
mutiert nach der Eindeutigkeitsaussage der universellen Eigenschaft eines terminalen Objekts.
Die äußeren Wege kommutieren, da diese ebenfalls ein Kofaserproduktdiagramm bilden. Da-
mit kommutiert das gesamte Diagramm. Nach der universellen Eigenschaft des Kofaserprodukts
existiert dann ein g′, wie eingezeichnet, so dass die Kommutativität erhalten bleibt. Damit gilt
insbesondere m′ = g ◦ n′ bzw. m′ ≤ n′ nach Definition der Präordnung auf EX . Damit ist
die Abbildung MX −→ EX ordnungserhaltend und definiert die ordnungserhaltende Abbildung
U ′(X)

ϕX−→ Q(X).
2

Beispiel 2.29
Die Kategorie Set ist vollständig und kovollständig (vgl. (AHS06, Example 12.6)) und außerdem

(Epi,Mono)-strukturiert (siehe (AHS06, Beispiel 14.2 (4))). Für jede Abbildung X
f−→ Y bildet

X −� X/f−1(∆Y )
f̄∼= f(X) ↪−→ Y eine (Epi,Mono)-Faktorisierung von f , wobei die Diagonale

∆Y ⊂ Y ×Y als triviale Äquivalenzrelation auf Y aufgefasst wird und f−1(∆Y ) dementsprechend
als Äquivalenzrelation auf X.
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(i) Für alle Mengen X ∈ Set wird jede Äquivalenzklasse [m] ∈ USet(X) von der Inklusion
einer Teilmenge T ⊂ X erzeugt, so dass USet(X) als die Potenzmenge von X mit der
Inklusion als Halbordnung aufgefasst werden kann. Insbesondere ist Set wellpowered.

Für eine Abbildung X
f−→ Y ist mit dieser Interpretation von USet:

• U(f)(T ) = f(T ) ⊂ Y für alle T ⊂ X.

• U ′(f)(T ) = f−1(T ) für alle T ⊂ Y .

(ii) Für alle Mengen X ∈ Set wird jede Äquivalenzklasse [e] ∈ QSet(X) von einer Projekti-
on X −� X/R erzeugt, wobei R eine Äquivalenzrelation auf X ist. Man kann QSet(X)
daher mit der Klasse aller Äquivalenzrelationen auf X identifizieren. Da jede Äquivalenz-
relation auf X wiederum als Teilmengen von X × X aufgefasst werden kann, entspricht
QSet(X) bijektiv einer Teilmenge der Potenzmenge von X×X. Die auf QSet(X) definierte
Halbordnung stimmt per Konstruktion mit der von der Potenzmenge geerbten Inklusions-
halbordnung überein. Insbesondere ist Set co-wellpowered.

Für eine Abbildung X
f−→ Y ist mit dieser Interpretation von QSet:

• Q(f)(R) = (f × f)−1(R), für alle Äquivalenzrelationen R ⊂ Y × Y auf Y .

• Q′(f)(R) ist die von (f × f)(R) erzeugte Äquivalenzrelation auf Y , für alle Äquiva-
lenzrelationen R ⊂ X ×X auf X.

(iii) Für alle Mengen X ∈ Set übersetzt sich die Abbildung aus Proposition 2.28 und deren
duale Aussage zu folgenden Abbildungen:

• Für alle Teilmengen T ⊂ X ist ϕX(T ) die Äquivalenzrelation auf X, die T zu einem
Punkt kollabiert.

• Für alle Relationen R ⊂ X ×X auf X ist ϕX(R) = ∅.
Die erste Abbildung ϕX verhält sich sehr gut, um U und Q zu verlgeichen, denn sie bildet
eine injektive Einbettung partiell geordneter Mengen. Die Abbildung der dualen Aussage
dagegen ist konstant und überträgt keinerlei Informationen der einen Menge auf die andere.

(iv) Verwendet man die Kategorie der punktierten Mengen mit den Abbildungen, die die aus-
gezeichneten Punkte aufeinander abbilden, als Morphismen, dann erhält man für (i) und
(ii) die gleiche Beschreibung der Funktoren U , U ′, Q und Q′, aber für die duale Abbildung
ϕX eine bessere Vergleichsabbildung. In diesem Fall würde eine Äquivalenzrelation R auf
einer punktierten Menge (X,x0) abgebildet auf die Teilmenge [x0]R ⊂ X.

(v) Noch bessere Eigenschaften haben die Abbildungen ϕX aus Proposition 2.28 und deren
dualer Aussage im Fall von abelschen Kategorien. Im nächsten Abschnitt wird gezeigt,
dass diese im Fall einer abelschen Kategorie zu einander inverse Isomorphismen partiell
geordneter Mengen bilden.

2.4.2 Unterobjekte und Quotienten in abelschen Kategorien

Dieses Kapitel zeigt, dass die partiell geordnete Menge der Unter- und Quotientenobjekte eines
Objekts in einer abelschen Kategorie übereinstimmt. Da dies in allgemeinen Kategorien nicht
der Fall ist, zeigt Kapitel 9, dass es zwei zueinander duale Begriffe von ”noethersch“ gibt, die
im Falle der abelschen Kategorie von Moduln über einem Ring übereinstimmen und daher nicht
unterschieden werden müssen.
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Definition 2.30
Es sei D eine Kategorie und N ∈ D ein Objekt, das sowohl initial als auch terminal ist. Ein
solches Objekt N heißt Nullobjekt.

(i) Für alle X,Y ∈ D gibt es einen kanonischen Morphismus X tX−→ N
iY−→ Y , wobei tX und

iY eindeutig existieren nach der universellen Eigenschaft terminaler bzw. initialer Objekte.
Dieser Morphismus 0 = iY ◦ tX ∈ HomD(X,Y ) heiße Nullmorphismus.

(ii) Es seien X,Y ∈ D und f ∈ HomD(X,Y ).

a) Ein Differenzkern K
� � ker f // X

f //
0
// Y heißt Kern von f .

b) Ein Differenzkokern X
f //
0
// Y

coker f// // C heißt Kokern von f .

(vgl. (Mac72, VIII.1))

Bemerkung 2.31
Es sei D eine Kategorie mit einem Nullobjekt N ∈ D.

Dann gelten folgende Eigenschaften:

(i) Jeder Morphismus nach N ist epimorph.

(ii) Falls jeder Morphismus einen Kern und einen Kokern besitzt und falls jeder Monomor-
phismus ein Kern in D ist, dann ist D (Epi,Mono)-strukturiert.

Beweis.

(i) Es sei X ∈ D und X
f−→ N . Da N initial ist, gibt es einen eindeutigen Morphismus

N
g−→ X. Weiterhin ist idN der einzige Endomorphismus auf N , so dass f ◦ g = idN sei

muss. Damit bestitzt f ein Rechtsinverses und ist insbesondere epimorph.

(ii) Es seien X,Y ∈ D und f ∈ HomD(X,Y ). Dann existiert m = ker(coker f) und nach der
universellen Eigenschaft eines Differenzkerns, gibt es ein eindeutiges e, so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

X

∃!e
���
�
�

f // Y
coker f//

0
// C

K
. � ker(coker f)

>>}}}}}}}

Nach Lemma (Mac72, VIII.1 Lemma 1) ist e epimorph und es gilt die Diagonaleigenschaft,
da in D nach Voraussetzung jeder Monomorphismus ein Kern ist.

2

Proposition 2.32
Es sei D eine (Epi,Mono)-strukturierte Kategorie, die ein Nullobjekt N ∈ D und für alle Mor-
phismen einen Kokern besitzt. Für alle X ∈ D und m ∈MX bildet dann

Um

tUm
����

� � m // X

coker m
����

N
iC // C
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ein Kofaserproduktdiagramm, wobei tUm und iC die nach der universellen Eigenschaft eines
Nullobjekts eindeutigen Morphismen sind und C der Zielbereich von cokerm ist.

Folglich ist die Abbildung ϕX für alle X ∈ D aus Proposition 2.28 gegeben durch

ϕX : U ′(X) −→ Q(X), [m] 7−→ [cokerm].

(i) Falls jeder Morphismus einen Kern besitzt, dann gilt:

a) Ist jeder Monomorphismus ein Kern in D, dann besitzt ϕX ein Linksinverses und ist
insbesondere injektiv.

b) Ist jeder Epimorphismus ein Kokern in D, dann besitzt ϕX ein Rechtsinverses und
ist insbesondere surjektiv.

(ii) ϕX ist ein Isomorphismus, falls D eine abelsche Kategorie ist.

Beweis. Es sei Y ∈ D sowie X
f−→ Y und N

g−→ Y zwei Morphismen mit f ◦m = g ◦ tUm .
Dann ist f ◦m = g ◦ tUm = 0 = f ◦ 0 nach Definition des Nullmorphismus. Insbesondere gibt es
nach der universellen Eigenschaft des Differenzkokerns einen eindeutigen Morphismus C h−→ Y ,
so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Um

tUm
����

� � m // X

f

��

coker m
����

N

g //

iC
// C

∃!h

  @
@

@
@

Y,

wobei die linke untere Seite nach der universellen Eigenschaft eines initialen Objekts kommutiert.
Damit erfüllt das Diagramm die gewünschte Kofaserprodukteigenschaft.

(i) Da jeder Monomorphismus ein Kern und jeder Epimorphismus ein Kokern ist, folgt dies
unmittelbar aus der dualen Aussage des soeben Gezeigten unter Benutzung von Bemerkung
2.19 in Bezug auf die Galois-Verbindung

f ≤ ker g ⇐⇒ coker f ≤ g,

für alle X,Y ∈ D und alle f ∈ HomD(X,Y ) aus (Mac72, VIII.1 S. 211 oben). Beachte, dass
die dort definierte Präordnung auf den Epimorphismen dual ist zu der hier definierten.

(ii) Alle erforderlichen Voraussetzungen sind Axiome einer abelschen Kategorie (Mac72, VIII.3).

2
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Kapitel 3

Monoide

In diesem Kapitel wird das Konzept der monoidalen Kategorien vorgestellt, welches sich wie
ein roter Faden durch die gesamte Diplomarbeit zieht. Dies liegt daran, dass nicht zuletzt die
Kategorie der Monoide und die der Ringe eine kanonische monoidale Struktur trägt, deren direkte
Verbindung der Monoidring darstellt. Viele Konzepte, die in der Kategorie der Ringe und Moduln
über einem Ring auftauchen, finden sich in einer abgewandelten Form auch in der Kategorie der
Monoide bzw. später in der Kategorie der (lokal) proendlichen, eigentlichen Monoide. Anstatt
alle Fälle einzeln zu betrachten, kann man eben auch alle Fälle zusammengefasst unter dem
Begriff der monoidalen Kategorie betrachten.

3.1 Monoidale Kategorien

Definition 3.1
Eine Kategorie D zusammen mit einem Bifunktor

−�− : D ×D −→ D, (A,B) 7−→ A�B,

einem Objekt E ∈ D und drei natürlichen Isomorphismen

• α : (−� (−�−)) ∼−→ ((−�−)�−),

• λ : (E �−) ∼−→ idD und

• ρ : (−� E) ∼−→ idD

heißt monoidale Kategorie, wenn α, λ und ρ folgende Kohärenzeigenschaften besitzen:

(i) Für alle A,B,C,D ∈ D kommutiert das Diagramm:

A� (B � (C �D))

idA�αB,C,D
��

αA,B,C�D // (A�B)� (C �D)
αA�B,C,D // ((A�B)� C)�D

A� ((B � C)�D)
αA,B�C,D // (A� (B � C))�D

αA,B,C�idD

OO

(ii) Für alle A,C ∈ D kommutiert das Diagramm:

A� (E � C)

idA�λ ''NNNNNNNNNNN

αA,E,C // (A� E)� C

ρ�idCwwppppppppppp

A� C
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(iii) λE = ρE.

(vgl. (Mac72, VII.1))

Proposition 3.2
Es sei D eine Kategorie mit endlichen Produkten.

Dann gibt es ein terminales Objekt T ∈ D (das leere Produkt) und kanonische Isomorphismen
(−×(−×−)) α−→ ((−×−)×−), (T ×−) λ−→ idD und (−×T )

ρ−→ idD, so dass (D,×, T, α, λ, ρ)
eine monoidale Kategorie ist.

Achtung: Wenn es keine kanonische Konstruktion eines Produkts zweier Objekte in D gibt,
dann wird das Auswahlaxiom für Klassen benötigt.

Beweis.

• Nach der universellen Eigenschaft von Produkten gibt es für alle A,A′, B,B′ ∈ D und alle
A

f−→ A′ und B
g−→ B′ ein eindeutiges f × g, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

A

idA
��

A×B
∃!f×g
���
�
�

πAoo πB // B

idB
��

A′ A′ ×B′
πA′oo πB′ // B′

Die Eindeutigkeit impliziert dann, dass die Morphismenabbildung (f, f ′) 7−→ f × f ′ fol-
genden Funktor definiert:

−×− : D ×D −→ D, (A,B) 7−→ A×B

• Für drei Objekte A,B,C ∈ D sind sowohl (A×B)× C mit den Projektionen πA ◦ πA×B,
πB ◦ πA×B und πC als auch A × (B × C) mit analogen Projektionen Produkte von A,B
und C in D. Nach der universellen Eigenschaft des Produkts gibt es dann eindeutige

A×(B×C)
αA,B,C−→ (A×B)×C und (A×B)×C

βA,B,C−→ A×(B×C), die mit diesem Produkt-
Projektionen verträglich sind. Folglich sind auch βA,B,C ◦ αA,B,C und αA,B,C ◦ βA,B,C
mit den Projektionen verträglich, so dass die Eindeutigkeitsaussage des Produkts zeigt,
dass diese beiden Morphismen die Identität auf den jeweiligen Objekten sind. Folglich
sind αA,B,C und βA,B,C Isomorphismen. Wieder nach der universellen Eigenschaft des
Produkts ist α natürlich in A,B und C, so dass man den natürlichen Isomorphismus
(−× (−×−)) α−→ ((−×−)×−) erhält.

Der natürliche Isomorphismus α erfüllt die Bedingung (i) aus Definition 3.1, da alle Mor-
phismen des Diagramms nach Konstruktion von α mit den Projektionen verträglich sind.
Mit der universellen Eigenschaft des vierfachen Produkts folgt dann wiederum die Eindeu-
tigkeit solcher Morphismen und insbesondere die Kommutativität des Diagramms.

• Für alle A ∈ D gibt es nach der universellen Eigenschaft des terminalen Objekts ein-
deutigen Morphismus t ∈ HomD(A, T ) und damit nach der universellen Eigenschaft des
Produkts von A und T einen eindeutigen Morphismus f , so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

A

∃!f
���
�
�

idA

{{xxxxxxxxx
t

##FFFFFFFFF

A A× T
πAoo πT // T
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Dies impliziert πA ◦f = idA. Aufgrund der Eindeutigkeit des Morphismus in das terminale
Objekt, kommutiert auch folgendes Diagramm:

A

idA
��

A× T
f◦πA
��

πAoo πT // T

idT
��

A A× T
πAoo πT // T

Die Eindeutigkeitsaussage für Produkte impliziert dann f ◦ πA = idA× idT = idA×T und
folglich ist ρA := πA ein Isomorphismus. Setzt man im Diagramm des ersten Punkts für
B = B′ = T und g = idT ein, so zeigt die Kommutativität, dass ρ einen natürlichen
Isomorphismus (−× T )

ρ−→ idD definiert. Auf die gleiche Weise lässt sich λ konstruieren.

Da es genau einen Morphismus in das terminale Objekt T gibt, ist T ×T λT=ρT−→ T , so dass
λ und ρ der Bedingung (iii) aus Definition 3.1 genügen. Bedingung (ii) schließlich folgt
wieder aus der Eindeutigkeitsaussage von Produkten, da nach Konstruktion von α, λ und
ρ alle Morphismen des Diagramms mit den Projektionen πA und πC vertauschen.

2

3.2 Monoide

In jeder monoidalen Kategorie gibt es Objekte, die sich zusammen mit einem Multiplikations-
morphismus wie gewöhnliche Monoide verhalten (nicht zuletzt sind diese selbst Monoide in der
monoidalen Kategorie Set zusammen mit dem direkten Produkt als Bifunktor). Diese Objekte
definieren eine Monoid-Kategorie über der monoidalen Basis-Kategorie. Neben den Mengen-
Monoiden liefert Beispiel 3.4 weitere Beispiele dieser Monoid-Kategorien.

Definition 3.3
Es sei (D,�, E, α, λ, ρ) eine monoidale Kategorie.

(i) Ein Monoid in D ist ein Objekt M ∈ D zusammen mit D-Morphismen M �M
µM−→ M

und E
ηM−→M , so dass folgende Diagramme kommutieren:

M � (M �M)

idM �µM
��

αM,M,M // (M �M)�M

µ�idM
��

M �M
µM //M M �M

µMoo

E �M

λM ''PPPPPPPPPPPPP
ηM�idM //M �M

µM
��

M � E
idM �ηMoo

ρM
wwnnnnnnnnnnnnn

M

(ii) Es seien (M,µM , ηM ) und (N,µN , ηN ) zwei Monoide in D. Ein D-Morphismus M
f−→ N

mit f ◦ µM = µN ◦ (f � f) und f ◦ ηM = ηN heißt Monoidhomomorphismus.

(iii) Es bezeichne D-Mon die Kategorie der Monoide in D mit den Monoidhomomorphismen
aus (ii) als Homomorphismen.

Im Folgenden schreibe abkürzend auch M statt (M,µM , ηM ). Mit µM und ηM sind dann die
dazugehörigen Morphismen gemeint.

Beispiel 3.4
Nach Proposition 3.2 gilt:
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Kapitel 3. Monoide

(i) (Set,×, {1}) ist monoidal und Monoide darin sind die ”gewöhnlichen Monoide“. Schreibe
abkürzend Mon = Set-Mon.

(ii) (T op,×, {1}) ist monoidal und Monoide darin sind die topologischen Monoide. Schreibe
abkürzend TMon = T op-Mon.

Weitere Beispiele für monoidale Kategorien und Monoide sind:

(i) (Ab,⊗Z,Z) ist monoidal und Monoide darin sind Ringe (mit 1), wobei Ab die Kategorie
der abelschen Gruppen ist. Zum Beweis siehe (Mac72, VII.1 S. 159).

(ii) Für jede monoidale Kategorie (D,�, E) ist (E, λE = ρE) in kanonischer Weise ein Monoid
und heißt triviales Monoid.

3.3 M-Objekte

Während Monoide das Konzept von Ringen verallgemeinern, so verallgemeinern M -Objekte das
Konzept der R-Moduln. Diese sind wichtig für die Definition eines (ko-)noetherschen Monoids
einer beliebigen monoidalen Kategorie in Kapitel 9.

Definition 3.5
Es sei (D,�, E, α, λ, ρ) eine monoidale Kategorie und (M,µM , ηM ) ∈ D-Mon ein Monoid.

(i) Für ein Objekt X ∈ D heißt ein Morphismus M �X
µX−→ X M-Linksoperation auf X,

wenn folgende Diagramme kommutieren:

M � (M �X)

idM �µX
��

αM,M,X // (M �M)�X

µM�idX
��

M �X
µX // X M �X

µXoo

E �X

λX &&LLLLLLLLLLL
ηM�idX//M �X

µX
��
X

Das Paar (X,µX) heißt M-Links-D-Objekt.

(ii) Für zwei M -Links-D-Objekte (X,µX) und (Y, µY ) heißt ein Morphismus X
f−→ Y M-

linkslinear, wenn f ◦ µX = µY ◦ (idM �f) ist.

(iii) Analog seien auch M-Rechts-D-Objekte und M-rechtslineare Morphismen definiert.

(iv) Für ein weiteres Monoid N ∈ D-Mon und einem Objekt X ∈ D mit einer M -Linksoperation
µX und einer N -Rechtsoperation νX ist (X,µX , νX) ein (M,N)-Bi-D-Objekt, wenn fol-
gendes Diagramm kommutiert:

M � (X �N)

idM �νX
��

αM,X,N // (M �X)�N

µX�idN
��

M �X
µX // X X �N

νXoo

(v) Ein D-Morphismus X
f−→ Y zwischen (M,N)-Bi-D-Objekten (X,µX , νX) und (Y, µY , νY )

heißt (M,N)-linear, wenn f sowohl M -linkslinear als auch N -rechtslinear ist.
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(vi) Es bezeichne M -D die Kategorie der M -Links-D-Objekte mit den M -linkslinearen Mor-
phismen als Morphismen. Analog sei D-M die Kategorie der M -Rechts-D-Objekte mit
den M -rechtslinearen Morphismen als Morphismen. Ebenso ist M -D-N die Kategorie der
(M,N)-Biobjekte, dessen Morphismen (M,N)-lineare Morphismen sind.

Wie für Monoide verwende die abkürzende Schreibweise X statt (X,µX) bzw. (X, νX) bzw.
(X,µX , νX). Mit µX ist dann jeweils die dazugehörige Links- und mit νX die Rechtsoperation
auf X gemeint. (vgl. (Mac72, VII.4))

Beispiel 3.6
Die Kategorie der M -Objekte über einem Monoid M einer monoidalen Kategorie spezialisiert
zu folgenden bekannten Beispielen:

(i) Für ein Monoid M ist M -Set die Kategorie der M-Linksmengen.

(ii) Für ein topologisches Monoid M ist M -T op die Kategorie der topologischen M-Linksmengen.

(iii) Für einen Ring R aufgefasst als Monoid in (Ab,⊗Z,Z) ist R-Ab = R-Mod die bekannte
Kategorie der R-Linksmoduln (siehe (Mac72, VII.4)).

Definition 3.7
Für jede monoidale Kategorie D und M ∈ D-Mon ist (M,µM , µM ) ∈M -D-M .

(i) Die Unterobjekte [m] ∈ UM-D(M) heißen Linksideale von M .

(ii) Die Unterobjekte [m] ∈ UD-M (M) heißen Rechtsideale von M .

(iii) Die Unterobjekte [m] ∈ UM-D-M (M) heißen (beidseitige) Ideale von M .

Bemerkung 3.8
Für die monoidale Kategorie (Ab,⊗Z,Z) und einen Ring R ∈ Ab-Mon ist R-Ab = R-Mod eine
abelsche Kategorie.

Für jede Klasse [m] ∈ UR-Ab(M) gibt es genau einen R-Linksuntermodul N ≤ M , dessen
Inklusion N ↪−→ M diese Klasse erzeugt. Dies induziert eine ordnungserhaltende Bijektion
zwischen der Menge der R-Untermoduln von M mit der Halbordnung ”⊆“ und der halbgeordneten
Menge UR-Ab(M).

Insbesondere gibt es eine ordnungserhaltende Bijektion zwischen den (Links-/Rechts-)Idealen
von R aus Definition 3.7 und der Menge der klassischen Ideale von R.

Bemerkung 3.9
Für die monoidale Kategorie (Set,×, {1}) sei M ∈ Set-Mon ein Monoid und X ∈M -Set eine
M -Linksmenge.

(i) Jede Linksteilmenge [m] ∈ UM-Set(X) von X wird als Äquivalenzklasse von der kano-
nischen Inklusion einer Teilmenge U ⊆ X mit M · U = {m · u;m ∈ M,u ∈ U} ⊆ U
erzeugt, weshalb man diese Teilmengen auch Linksteilmengen nennt. Die Halbordnung auf
UM-Set(X) stimmt mit der kanonischen Inklusionshalbordnung überein.

Analoges gilt für Rechtsteilmengen und beidseitig multiplikative Teilmengen. Analog zur
Idealdefinition bei Ringen werden auch die (Links-/Rechts-)Teilmengen von M als (Links-
/Rechts-)Ideale von M bezeichnet.
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Kapitel 3. Monoide

(ii) Jede Äquivalenzklasse [e] ∈ QM-Set(X) von X wird von der kanonischen M -linkslinearen
Projektion X −� X/R erzeugt, wobei R eine linksmultiplikative Äquivalenzrelation auf
X ist, d.h. für alle r, s ∈ X und m ∈ M folgt (mr)R(ms) aus rRs. Die Halbordnung
auf QM-Set(X) stimmt mit der kanonischen Inklusionshalbordnung überein, wenn man
Äquivalenzrelationen als Teilmenge von X ×X auffasst.

Analoges gilt für rechts- und beidseitig multiplikative Äquivalenzrelationen.

3.3.1 Limiten und Kolimiten von M-Objekten

Satz 3.10
Es sei (D,�, E, α, λ, ρ) eine monoidale Kategorie, (M,µM , ηM ) ∈ D-Mon ein Monoid und
M -D U−→ D der kanonische Vergissfunktor. Weiterhin sei I F−→M -D ein Diagramm.

• Wenn U ◦F einen Limes mit Limesdiagramm (lim(U ◦F ) πi−→ U ◦F (i))i∈I in D besitzt und

der Funktor D (M�−)−→ D Limiten erhält, dann gibt es eine kanonische M -Linksoperation
µL auf lim(U ◦ F ), so dass ((lim(U ◦ F ), µL) πi−→ F (i))i∈I ein Limesdiagramm von F in
M -D ist.

• Wenn U ◦ F einen Kolimes mit Kolimesdiagramm (U ◦ F (i) ιi−→ colim(U ◦ F ))i∈I in

D besitzt und der Funktor D (M�−)−→ D Kolimiten erhält, dann gibt es eine kanonische
M -Linksoperation µL auf colim(U ◦ F ), so dass (F (i) ιi−→ (colim(U ◦ F ), µL))i∈I ein Ko-
limesdiagramm von F in M -D ist.

Insbesondere erzeugt der Vergissfunktor M -D U−→ D (Ko-)Limiten, wenn M �− (ko-)stetig ist.

Beweis. Da für alle fi,j ∈ HomI(i, j) nach Voraussetzung F (fi,j) ein M -linkslinearer D-

Morphismus ist, bildet (µF (i))i∈I eine natürliche Transformation (M � −) ◦ U ◦ F
µF (−)−→ U ◦ F .

Nach Voraussetzung ist (M � (limF ) M�πi−→ M �F (i))i∈I ein Limesdiagramm in D, so dass man
nach der universellen Eigenschaft einen eindeutigen D-Morphismus µL = limµF (−) erhält, der
für alle i ∈ I folgendes Diagramm kommutieren lässt:

M � (lim(U ◦ F ))

idM �πi
��

∃!µL //___ lim(U ◦ F )

πi
��

M � (U ◦ F (i))
µF (i) // (U ◦ F (i))

Da (F (i), µF (i)) ∈ M -D für alle i ∈ I ist, impliziert die Vertauschbarkeit von lim und M � −
die Kommutativität der Diagramme aus (i) von Definition 3.5. Folglich ist (limF, µL) ∈ M -D
und nach der Kommutativität des oberen Diagramms sind auch alle πi M -linkslinear. Bleibt zu
zeigen, dass ((lim(U ◦ F ), µL) πi−→ F (i))i∈I ein Limesdiagramm in M -D ist.

Für alle Familien (X,µX)
pi−→ F (i), die mit den Übergangsabbildungen verträglich sind, gibt

es nach der universellen Eigenschaft des Limes in D ein p ∈ HomD(lim(U ◦ F ), X), so dass
πi ◦ p = U(pi) ist für alle i ∈ I. Wieder impliziert die Vertauschbarkeit von lim und M � −
und die Kommutativität des linken Diagramms für alle i ∈ I die Kommutativität des rechten
Diagramms:

M �X

idM �U(pi)
��

µX // X

U(pi)
��

M � (U ◦ F (i))
µF (i) // (U ◦ F (i))

M �X

idM �p=limi(idM �U(pi))
��

µX // X

p

��
M � (lim(U ◦ F ))

µL // lim(U ◦ F )
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Auf die gleiche Weise zeigt man die analoge Aussage für Kolimiten.
2

3.3.2 Freie M-Objekte

Proposition 3.11
Es seien (D,�, E) eine monoidale Kategorie und (M,µM , ηM ) ∈ D-Mon ein Monoid.

(i) Es gibt einen Bifunktor

M -D ×D −→M -D, (L,X) 7−→ (L�X,µL�X = (µL � idX) ◦ αM,L,X).

(ii) Es gibt eine Adjunktion

HomM-D(M�X,Y ) ∼= HomD(X,U(Y )), f 7−→ f◦(ηM�idX)◦λ−1
X , µY ◦(idM �g)←− [ g,

wobei M -D U−→ D, (X,µX) 7−→ X der Vergissfunktor ist.

Aufgrund dieser Eigenschaft heißen die Objekte M�X ∈M -D freie M-Linksobjekte. Analoge
Eigenschaften gelten für M -Rechtsobjekte.

Beweis.

(i) Die Kommutativitätsbedingungen werden direkt von L geerbt.

(ii) Wegen (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) genügt es zu zeigen, dass für alle X ∈ D

uX : X
λ−1
X−→ E �X

ηM�idX−→ M �X

ein universeller Pfeil von X nach U ist. Dazu seien Y ∈ D-M und g ∈ HomD(X,U(Y )). Es

ist zu zeigen, dass ein eindeutiges M -linkslineares M �X
g′−→ Y existiert mit g = g′ ◦ uX .

Es sei g′ = µY ◦ (idM �g).

• Betrachte folgendes Diagramm:

M �X idM �g

��
E �X

λX
��

ηM�idX 33

idE �g // E � Y

λY
��

ηM�idY//M � Y

µY
xxrrrrrrrrrrr

X
g // Y

Das Quadrat links unten kommutiert, da λ eine natürliche Transformation ist. Der
Diagrammteil darüber kommutiert, da � ein Funktor ist. Die Kommutativität des
rechten Dreiecks folgt aus der des zweiten Diagramms aus Definition 3.5 (i), da Y ein
M -Linksobjekt ist. Damit kommutiert das gesamte Diagramm und es folgt

g = (µY ◦ (idM �g)) ◦ ((ηM � idX) ◦ λ−1
X ) = g′ ◦ uX
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• Betrachte das Diagramm:

M � (M �X)

µM�X

��

αM,M,X // (M �M)�X

µM�idXttiiiiiiiiiiiiiiiiii
(idM � idM )�g
��

M � (M �X)
αM,M,Xoo

idM �(idM �g)
��

ml

jk
idM �g′

��
��
��
�

oo````

M �X

g′

��

idM �g

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUU (M �M)� Y

µM�idY
��

M � (M � Y )
αM,M,Yoo

idM �µY
��

Y M � YµY
oo M � Y

µY

ii

Das linke obere Dreieck kommutiert nach Definition von µM�X . Das linke untere
Dreieck kommutiert nach Definition von g′. Das von diesen beiden Dreiecken einge-
schlossene Dreieck kommutiert, da � ein Funktor ist. Das Quadrat rechts oben kom-
mutiert, da α eine natürliche Transformation ist. Der rechte Teil kommutiert nach
Definition von g′ und da � ein Funktor ist. Da Y ein M -Linksobjekt ist, impliziert
die Kommutativität des linken Diagramms in Definition 3.5 schließlich die Kommu-
tativität der letzten verbliebenen Fläche. Damit kommutiert das gesamte Diagramm
und es gilt g′ ◦ µM�X = µY � (idM �g′), so dass g′ M -linkslinear ist.

• Betrachte nun folgendes Diagramm:

(M � E)�X

ρM�idX

��

(idX �ηM )�idX
��

M � (E �X)
αM,E,Xoo

idM �(ηM�idX)
��

idM �(g′◦(ηM�idX))

��
(M �M)�X

µM�idX **UUUUUUUUUUUUUUUUU
M � (M �X)

αM,M,Xoo

µM�X

��

idM �g′
//M � Y

µY

��
M �X

idM � idX=idM�X

//M �X
g′

// Y

Da M ein Monoid ist, folgt die Kommutativität des linken Teils aus der Kommuta-
tivität des zweiten Diagramms von Definition 3.3. Das obere Quadrat in der Mitte
kommutiert, da α eine natürliche Transformation ist. Das Dreieck darunter kommu-
tiert nach Definition von µM�X . Das Quadrat rechts unten kommutiert nach der
soeben gezeigten M -Linkslinearität von g′. Das Dreieck darüber kommutiert, da �
ein Funktor ist. Damit kommutiert das gesamte Diagramm und folglich gilt

g′ = µY ◦ (idM �(g′ ◦ (ηM � idM ))) ◦ α−1
M,E,X ◦ (ρM � idX)−1.

Sind nun also g′, g′′ ∈ HomM-D(M�X,Y ) mit g = g′ ◦uX = g′′ ◦uX . Dann impliziert
dies g′ ◦ (ηM � idM ) = g′′ ◦ (ηM � idM ) nach Definition von uX , da λX ein Isomor-
phismus ist. Aus der gerade bewiesenen Formel resultiert dann g′ = g′′, so dass die
Eindeutigkeitseigenschaft gezeigt ist.

Insgesamt ist damit uX ein universeller Pfeil von X nach U .

2

Korollar 3.12
Es seien (D,�, E) eine monoidale Kategorie und (M,µM , ηM ), (N,µN , ηN ) ∈ D-Mon.
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(i) Es gibt einen Funktor

M -D ×D ×D-N −→M -D-N, (L,X,R) 7−→ (L� (X �R), µL�(X�R), νL�(X�R)),

wobei die M - bzw. N -Operation gegeben ist durch

• µL�(X�R) = (µL � idX�R) ◦ αM,L,X�R und

• νL�(X�R) = αL,X,R ◦ (idL�X �νR) ◦ αL�X,R,M ◦ (αL,X,R � idM )).

(ii) Es gibt eine Adjunktion

HomM-D-N (M � (X �N), Y ) ∼= HomD(X,U(Y )),

wobei M -D-N U−→ D, (X,µX , νX) 7−→ X der Vergissfunktor ist.

Die Objekte M � (X �N) ∈M -D-N heißen dementsprechend freie (M,N)-Biobjekte.

Beweis.

(i) Der angegebene Funktor kann beschrieben werden als Verkettung

M -D × (D ×D-N) −→M -D ×D-N −→M -D-N,

wobei der linke Teil das Produkt des Identitätsfunktors auf M -D mit der Rechtsvariante
des Funktors aus Proposition 3.11 (i) ist und der rechte Teil eine abgewandelte Form der
Linksvariante ist. Nach Definition der M -Linksoperation respektiert diese die vorhandene
Rechtsoperation, so dass der Funktor aus Proposition 3.11 (i) sich zu dem gewünschten
Funktor erweitert.

(ii) Durch Verkettung der (gegebenenfalls modifizierten) Adjunktionen aus Proposition 3.11
erhält man mit gleicher Argumentation wie in (i) die Adjunktion

HomM-D-N (M � (X �N), Y ) ∼= HomD-N (X �N,UM (Y )) ∼= HomD(X,UN ◦ UM (Y )),

wobei UM und UN die Vergissfunktoren M -D-N UM−→ D-N UN−→ D sind mit UN ◦ UM = U .

2

Bemerkung 3.13
Es seien (D,�, E) eine monoidale Kategorie, M,N ∈ D-Mon zwei Monoide.

Jeder Monoidhomomorphismus ϕ ∈ HomD-Mon(M,N) induziert einen treuen Funktor

ϕ-D : N -D −→M -D, (X,µX) 7−→ (X,µX ◦ (ϕ� idX))

der folgende Eigenschaften erfüllt:

(i) ϕ-D erhält Monomorphismen.

(ii) idM -D = idM-D.

(iii) (ϕ ◦ ψ)-D = (ψ-D) ◦ (ϕ-D) für alle Monoide L,M,N ∈ D-Mon und alle Monoidhomo-

morphismen L
ψ−→M

ϕ−→ N .

Analoge Aussagen gelten für die Rechts- und Biobjekte.
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Beweis. Nach Konstruktion ist ϕ-D(X) für jedes X ∈ N -D ein M -Linksobjekt. Ebenso ist

ϕ-D(f) = f M -linkslinear für alle f ∈ HomN-D(X,Y ). Es seien M -D UM−→ D bzw. N -D UN−→ D
die treuen Vergissfunktoren. Wegen UM ◦ϕ-D = UN , erbt ϕ-D die Funktoreigenschaften von UN
und ist ebenso auch treu.

Nach Proposition 3.11 ist der Vergissfunktor UN ein Rechtsadjungierter und vertauscht daher
nach (Mac72, V.5 Satz 1) mit Limiten. Wegen (AHS06, Proposition 11.16) vertauscht UN dann
auch mit Monomorphismen. Es seien nun Y

m
↪−→ Z ein Monomorphismus in N -D und weiterhin

X
f,g−→ ϕ-D(Y ) zwei Morphismen in M -D mit (ϕ-D)(m) ◦ f = (ϕ-D)(m) ◦ g, dann impliziert

dies UN (m) ◦ UM (f) = UN (m) ◦ UM (g) wegen der Faktorisierung UM ◦ ϕ-D = UN . Da UN (m)
monomorph ist, gilt UM (f) = UM (g) und damit f = g, da UM treu ist. Dies zeigt Aussage (i).
Die Eigenschaften (ii) und (iii) folgen unmittelbar aus der Definition.

2

3.3.3 (Epi,Mono)-strukturierte Kategorien von M-Objekten

Proposition 3.14
Es seien (D,�, E) eine monoidale Kategorie und (M,µM , ηM ) ∈ D-Mon ein Monoid.

Falls D (Epi,Mono)-strukturiert ist und der Funktor D M�−−→ D Epimorphismen erhält, dann
ist auch M -D (Epi,Mono)-strukturiert.

Genauer gilt: Sind A,B ∈M -D und f ∈ HomM-D(A,B) mit einer (Epi,Mono)-Faktorisierung
A

e
−� X

m
↪−→ B, dann gibt es eine kanonische M -Linksoperation auf X, so dass X ∈ M -D ist

und m und e M -linkslinear sind.

Beweis. Es seien A,B ∈ M -D und f ∈ HomM-D(A,B) und A
e
−� X

m
↪−→ B wie in den

Voraussetzungen. Betrachte folgendes Diagramm:

M �A

on
hiidM �f   

  
 

..

idM �e
����

µA // A

e
����

f // B

M �X

idM �m
��

∃!µX //___ X
. �

m

>>}}}}}}}

M �B
µB

NN

Die linke Fläche kommutiert, da � ein Funktor ist. Das Dreieck oben rechts kommutiert nach
Definition von m und e als Faktorisierung. Die Außenwege kommutieren aufgrund der M -
Linkslinearität von f . Da M � − Epimorphismen erhält und e nach Konstruktion epimorph
ist, ist auch idM �e epimorph. Nach der Diagonaleigenschaft von (Epi,Mono)-Faktorisierungen
gibt es dann ein eindeutiges µX , so dass die Kommutativität des Diagramms erhalten bleibt.
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3.4. Freie Monoide

• Betrachte:

M � (M �A)

idM �(idM �e)

����

idM �µA ''PPPPPPPPPPPP

αM,M,A // (M �M)�A
µM�idA

''PPPPPPPPPPPP

M �A

idM �e
����

µA // A

e
����

(idM � idM )�e
����

M �A
µAoo

idM �e

����

M � (M �X)

idM �µX ''PPPPPPPPPPPP

αM,M,X // (M �M)�X
µX�idX

''PPPPPPPPPPPP

M �X
µX // X M �X

µXoo

Die Oberseite kommutiert nach Definition 3.5 (i), da A ∈ M -D. Alle Seitenflächen kom-
mutieren nach Definition von µX (siehe erstes Diagramm) bzw. da � ein Funktor ist. Da
idM �(idM �e) nach Voraussetzung epimorph ist, kommutiert auch die Unterseite.

• Betrachte:

E �A

idE �e
��

λA

##ηM�idA//M �A

idM �e
��

µA // A

e
����

E �X

λX

::
ηM�idX//M �X

µX // X

Die äußeren Wege kommutieren aufgrund der Natürlichkeit von λ. Der obere Teil kommu-
tiert nach Diagramm (ii) von Definition 3.5 (i). Das linke Quadrat kommutiert, da � ein
Funktor ist. Das rechte Quadrat kommutiert per Definition von µX . Damit kommutiert
auch der untere Teil.

Insgesamt ist also (X,µX) ∈M -D.
2

3.4 Freie Monoide

Eine wichtige Klasse von Monoiden bilden die freien Monoide einer monoidalen Kategorie, die
einerseits die freien (Mengen-)Monoide, andererseits aber auch Tensoralgebren eines R-Moduls
über einem Ring R verallgemeinern. Später wird gezeigt, dass die Kategorie der lokal proend-
lichen Monoide freie Monoide besitzt, die den freien Monoiden als Mengen entsprechen, aber
eine kanonische lokal proendliche Topologie tragen. In Bezug auf vollständige Monoidringe ist
man in erster Linie an eigentlichen Monoiden interessiert. Man wird sehen, dass freie Monoide
erzeugt von lokal proendlichen Räumen auch eigentlich sind.

Satz 3.15
Es seien (D,�, E) eine monoidale Kategorie und (M,µM , ηM ) ∈ D-Mon ein Monoid mit den
Eigenschaften:

(i) D besitzt abzählbare Koprodukte.
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Kapitel 3. Monoide

(ii) Für alle X ∈ D vertauschen die Funktoren X �− und −�X mit Koprodukten.

Dann gibt es eine Adjunktion HomD-Mon(F (X),M) ∼= HomD(X,U(M)) mit dem freien Mo-

noid F (X) =
∐
k≥0

Xk mit X0 = E und Xk+1 = (Xk)�X für X ∈ D.

Beweis. (Mac72, VII.3 Satz 2).
2
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Kapitel 4

Monoidring-Konstruktionen

Zunächst wird in diesem Kapitel die algebraische Theorie erarbeitet, die dem Konzept des to-
pologischen bzw. vollständigen (Schief-)Monoidrings zu Grunde liegt.

4.1 Monoidringe

Definition 4.1
Es sei R ein Ring (mit 1) und M ein (gewöhnliches) Monoid. Der Monoidring R[M ] von M
mit Koeffizienten in R ist definiert als der freie R-Linksmodul

R(M) =
⊕
m∈M

R ·m

mit der Multiplikation definiert durch die additive Fortsetzung von (r ·m) · (s · n) = (rs) · (mn)
für r, s ∈ R und m,n ∈M .

Beispiel 4.2
Der Monoidring spezialisiert zu folgenden bekannten Konstruktionen:

(i) Für M = 〈t〉 ∼= (N0,+) ist R[M ] = R[t] der Polynomring über R.

(ii) Falls G eine Gruppe ist, dann nennt man R[G] auch den Gruppenring von G mit Koef-
fizienten in R.

Bemerkung 4.3
Man hat eine kanonische Einbettung von R in R[M ] via ιR(r) = r · 1M für r ∈ R und eine
kanonische Einbettung von M in R[M ] via ιM (m) = 1R ·m für m ∈M , so dass man sich R[M ]
als Ringerweiterung von R mit den Elementen aus M vorstellen kann, bei der die Multiplikation
von Monoidelementen durch die Monoidmultiplikation gegeben ist und alle r ∈ R mit m ∈ M
vertauschen.
Außerdem ist R[M ] durch diese Einbettungen auch ein freier R-Rechtsmodul mit M als Basis.

4.1.1 Die universelle Eigenschaft

Bemerkung 4.4
Der Monoidring über M mit Koeffizienten in R erfüllt folgende universelle Eigenschaft:
Für alle Ringe S, φR ∈ HomRing(R,S) und φM ∈ HomMon(M, (S, ·)) mit

φR(r) · φM (m) = φM (m) · φR(r)
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Kapitel 4. Monoidring-Konstruktionen

für alle r ∈ R und m ∈M existiert genau ein φ ∈ HomRing(R[M ], S), so dass

M

ιM
�� φM

��

R
ιR //

φR //

R[M ]
∃!φ

""D
D

D
D

S

kommutiert.

Beweis. Durch φR wird S zum R-Linksmodul. Nach der universellen Abbildungseigenschaft des
freien R-Linksmoduls, existiert genau ein R-Linksmodulhomomorphismus φ : R(M) −→ S, so
dass φ ◦ ιM = φM gilt. Wegen der Kommutativitätsbedingung ist φ ein Ringhomomorphismus.

2

Korollar 4.5
Man erhält einen Funktor

Ring ×Mon −→ Ring, (R,M) 7−→ R[M ],

der jedem Paar (f, g) ∈ HomRing(R,S) × HomMon(M,N) für R,S ∈ Ring und M,N ∈ Mon

den nach Bemerkung 4.4 eindeutigen Ringhomomorphismus R[M ]
f [g]−→ S[N ] zuordnet:

M

ιM
��

φM

$$HHHHHHHHHH

R
ιR //

φR !!CCCCCCCCC R[M ]
∃!f [g]

##G
G

G
G

G N

ιN
��

S
ιS // S[N ]

Korollar 4.6
Für ein festes R ∈ Ring erhält man den Funktor:

Mon −→ Ring, (R,M) 7−→ R[M ], HomMon(M,N) 3 f 7−→ R[f ]

Korollar 4.7
Zusammen mit dem kanonischen Vergissfunktor Ring U−→Mon, der jedem Ring sein unterlie-
gendes multiplikatives Monoid (R, ·) zuordnet, induziert der Monoidring über Z eine Adjunktion
HomRing(Z[M ], R) ∼= HomMon(M,U(R)) mit der kanonischen Injektion ιM : M ↪−→ (Z[M ], ·)
als Einheit.

Beweis. Es ist U ein Funktor. Für alle M ∈Mon gibt es das Objekt Z[M ] und wegen Korollar
4.4 ist ιM ein universeller Pfeil von M nach U . Mit (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) folgt dann die
Behauptung.

2
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Definition 4.8
Es seien D eine Kategorie und D ∈ D ein Objekt. Dann ist D ↓ D die Kategorie der Objekte
unter D, deren Objekte Paare (E, f) mit E ∈ D und f ∈ HomD(D,E) sind und deren Homo-
morphismen (E, f) h−→ (E′, f ′) die D-Morphismen E

h−→ E′ sind mit h ◦ f = f ′ (vgl. (Mac72,
II.6)).

Korollar 4.9
Es sei R ∈ Ring ein Ring und (R ↓ Ring) die Kategorie der Ringe unter R (für kommutative
R ist dies die Kategorie der R-Algebren).

Dann induziert der Monoidring über R mit dem Vergissfunktor (R ↓ Ring) U−→ Mon, der
jedem Objekt (S, f) in (R ↓ Ring) das unterliegende multiplikative Monoid (S, ·) zuordnet, eine
Adjunktion HomRing(R[M ], R) ∼= HomMon(M,U(R)) mit der Injektion ιM : M ↪−→ (R[M ], ·)
als Einheit.

Beweis. Siehe Korollar 4.7.
2

4.2 Schiefmonoidringe

Nun wird der Begriff des Schiefmonoidrings eingeführt. Er verallgemeinert den Begriff des Mo-
noidrings und ist im Falle einer Gruppe vom Allgemeinheitsgrad zwischen dem Begriff des
Smash-Products (vgl. (MR01, I.1.5.4)) und des Crossed-Products (vgl. (MR01, I.1.5.8)) ein-
zuordnen. Per Definition umfasst das Konzept des Schiefmonoidrings über einer Gruppe al-
le Crossed-Produkte, in denen die Multiplikation der beinhaltenden Gruppenelemente mit der
Gruppenmultiplikation übereinstimmt. Ein allgemeines Crossed-Produkt enthält die Gruppe nur
als Menge.

Definition 4.10
Es sei R ein Ring und M ein Monoid. Eine Verknüpfung

∗ : R(M) ×R(M) −→ R(M), (x, y) 7−→ x ∗ y

mit den Eigenschaften

(i) r ∗ (s ∗ x) = (rs) ∗ x für alle r, s ∈ R und x ∈ R(M) und

(ii) (x ∗m) ∗ n = x ∗ (mn) für alle m,n ∈M und x ∈ R(M)

heißt Schiefmonoidringmultiplikation auf R(M), wenn (R(M),+, ∗) ein Ring ist. Hierbei
sei R wiederum durch ιR in R(M) eingebettet (vgl. Bemerkung 4.3). Man nennt diesen Ring
Schiefmonoidring von M mit Koeffizienten in R.

4.2.1 Assoziierte Monoidhomomorphismen

In diesem Abschnitt werden alle möglichen Schiefmonoidringe eines Monoids M über einem Ring
R durch gewisse assoziierte Monoidhomomorphismen klassifiziert, die die Schiefmonoidringstruk-
tur vollständig beschreiben. Diese Monoidhomomorphismen spielen später für die Angabe von
Existenzkriterien für topologische Schiefmonoidringe eine wichtige Rolle.
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Kapitel 4. Monoidring-Konstruktionen

Bemerkung 4.11
Es sei EndMod-Z(R) der Ring der additiven Gruppenendomorphismen auf dem Ring R. Durch

R ↪−→ EndMod-Z(R), r 7−→ λr

kann R als Teilring von EndMod-Z(R) bzw. EndMod-Z(R) als R-Algebra aufgefasst werden. λr
bezeichne hierbei die Linksmultiplikation mit dem Element r.

Proposition 4.12
Es sei M ein Monoid und R ein Ring. Jede Schiefmonoidringmultiplikation ”∗“ auf R(M) indu-
ziert einen R-linearen Ringhomomorphismus

φ : (R(M),+, ∗) −→ EndMod-Z(R)[M ], x 7−→
∑
m∈M

(πm ◦ λx ◦ ιR) ·m,

wobei R(M) πm−� R die Projektion auf die m-te Koordinate, λx die Linksmultiplikation mit x ∈
R(M) und R

ιR
↪−→ R(M) die kanonische Einbettung aus Bemerkung 4.3 ist.

Beweis. Die Additivität von φ gilt nach Definition von λx und der Additivität von πm. Mittels
der kanonischen Einbettung

EndMod-Z(R)[M ] ↪−→ HomMod-Z(R,R[M ]),
∑
m∈M

αmm 7−→

[
r 7−→

∑
m∈M

αm(r) ·m

]

ist dann für x, y ∈ R(M) und r ∈ R

φ(x)(r) =
∑
m∈M

(πm ◦ λx ◦ ιR)(r) ·m =
∑
m∈M

πm(x ∗ r) ·m = x ∗ r.

Mit φ(r) = λr folgt nach Definition der Multiplikation auf EndMod-Z(R)

φ(x ∗ y)(r) = (x ∗ y) ∗ r = x ∗ (y ∗ r) = φ(x)(φ(y)(r)) = (φ(x) · φ(y))(r)

und außerdem die R-Linearität von φ.
2

Korollar 4.13
Jede Schiefmonoidringmultiplikation ”∗“ auf R(M) induziert einen Monoidhomomorphismus

θ∗ : M −→ (EndMod-Z(R)[M ], ·), m 7−→ φ ◦ ιM (m).

Satz 4.14
Es sei θ ∈ HomMon(M, (EndMod-Z(R)[M ], ·)) ein Monoidhomomorphismus.
Über die Einbettung EndMod-Z(R)[M ] ↪−→ HomMod-Z(R,R[M ]) induziert θ eine Abbildung

M ×R −→ R(M), (m, r) 7−→ m ∗θ r = θ(m)(r),

die sich eindeutig R-linkslinear und M -rechtslinear zu einer Verknüpfung R(M)×R(M) ∗θ−→ R(M)

fortsetzt. Ferner gilt:

(i) r ∗θ s = rs für r, s ∈ R.
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4.2. Schiefmonoidringe

(ii) m ∗θ n = mn für m,n ∈M .

Dann und nur dann, wenn m ∗θ (rs) = (m ∗θ r) ∗θ s, für alle m ∈ M und r ∈ R, ist ∗θ eine
Schiefmonoidringmultiplikation.

Beweis. Da R(M) der freie R-Linksmodul ist, auf dem es eine kanonische M -Rechtsoperation
gibt, kann ∗θ unter den Linearitätsbedingungen auf genau eine Weise definiert werden. Die
Verknüpfung ∗θ ist nach Konstruktion distributiv. Die Assoziativität der Multiplikation einge-
schränkt auf R bzw. M wird wegen (i) und (ii) von den Multiplikationen auf R bzw. M geerbt.
Weiterhin gilt für alle m,n ∈M und r ∈ R, dass (m ∗θ n) ∗θ r = m ∗θ (n ∗θ r), da θ ein Monoid-
homomorphismus ist. Daher ist ∗θ genau dann assoziativ und damit eine Ringmultiplikation,
wenn die geforderte Bedingung erfüllt ist.

2

Korollar 4.15
Die Zuordnungen ∗ 7−→ θ∗ aus Korollar 4.13 und θ 7−→ ∗θ aus Satz 4.14 bilden eine Bijektion
zwischen der Menge aller Schiefmonoidringmultiplikationen auf R(M) und der Menge aller Mo-
noidhomomorphismen θ ∈ HomMon(M, (EndMod-Z(R)[M ], ·)), für die m ∗θ (rs) = (m ∗θ r) ∗θ s
ist für alle m ∈M, r, s ∈ R.

Definition 4.16
Für jeden solchen Monoidhomomorphismus θ bezeichne mit R[M ; θ] den dazu assoziierten
Schiefmonoidring von M mit Koeffizienten in R.

4.2.2 Beispiele

Definition 4.17
Es seien R ein Ring und σ ∈ EndRing(R) ein Ringendomorphismus. Ein δ ∈ EndMod-Z(R) heißt
σ-Derivation, falls δ(ab) = δ(a)b+ σ(a)δ(b) für alle a, b ∈ R.

Proposition 4.18
Es seien R ein Ring, M ein Monoid mit einer erzeugenden Teilmenge N ⊆M und

θ : M −→ (EndMod-Z(R)[M ], ·), n 7−→ σn · n+ δn für n ∈ N

ein Monoidhomomorphismus, wobei σn ∈ EndRing(R) ein Ringendomorphismus und δn eine
σn-Derivation ist für alle n ∈ N .
Dann ist R[M ; θ] ein Schiefmonoidring.

Beweis. Nach Definition eines Ringendomorphismus bzw. einer Derivation gilt für n ∈ N und
r, s ∈ R, dass

(n ∗θ r) ∗θ s = θ(n)(r) ∗θ s = (σn(r) · n+ δn(r)) ∗θ s = σn(r) · n ∗θ s+ δn(r)s
= σn(r)σn(s) · n+ σn(r)δn(s) + δn(r)s = σn(rs) · n+ δn(rs) = θ(n)(rs).

Da N ⊆M eine erzeugende Teilmenge ist, gilt bereits (m ∗θ r) ∗θ s = m ∗θ (rs) für alle m ∈M
und r, s ∈ R. Mit Satz 4.14 folgt dann die Behauptung.

2

Beispiel 4.19
Es sei R ein Ring und M ein Monoid.

43



Kapitel 4. Monoidring-Konstruktionen

(i) Ist M = 〈t〉 der freie einfach erzeugte Monoid, σ ∈ EndRing(R) ein Ringendomorphismus
und δ eine σ-Derivation, dann definiert

θσ,δ : M −→ EndMod-Z(R)[M ], t 7−→ σ · t+ δ

einen Monoidhomomorphismus und induziert wegen Proposition 4.18 eine Ringmultplika-
tion auf R(M). Die R-Algebra R[t;σ, δ] = R[M ; θσ,δ] heißt dann Schiefpolynomring (vgl.
(MR01, I.1.2)).

(ii) Ist G eine Gruppe und

θ : G −→ EndMod-Z(R)[G], g 7−→ σg · g

ein Monoidhomomorphismus, wobei σg ∈ Aut(R) für alle g ∈ G Ringautomorphismen
sind, dann induziert θ wiederum wegen Proposition 4.18 eine Ringmultiplikation auf R(G)

und man nennt die R-Algebra R]G = R[G; θ] Schiefgruppenring oder Smash Produkt
von R und G (vgl. (MR01, I.1.5)).

4.2.3 Innerer und äußerer Koeffizientenring

Der zu einem Schiefmonoidring assoziierte Monoidhomomorphismus θ suggeriert die Begriffe des
inneren und äußeren Koeffizientenrings, deren Differenzen zum ”eigentlichen“ Koeffizientenring
die Komplexität des Schiefmonoidrings messen. Im Falle des gewöhnlichen Monoidrings stimmen
alle drei Koeffizientenringe überein. Im Fall topologischer und vollständiger Schiefmonoidringe
wird später eine vom Koeffizientenring induzierte Topologie auf dem äußeren Koeffizientenring
eingeführt. Die Stetigkeit des assoziierten Monoidhomomorphismus wird dann eine Bedingung
des Existenzkriteriums für topologische und damit auch vollständige Schiefmonoidringe sein.

Proposition 4.20
Jeder Schiefmonoidring R[M ; θ] über einem Ring R induziert einen Teilring

Rθ = {r ∈ R;m ∗θ r = r ∗θ m ∀m ∈M}

=
⋂
m∈M

ker(πm(θ(m))− idR) ∩

 ⋂
m 6=n∈M

kerπn(θ(m))

 ,

wobei EndMod-Z(R)[M ] ∼= EndMod-Z(R)(M) πm−� EndMod-Z(R) die Projektion auf die Koordinate
m ∈M ist.
Insbesondere ist also θ(M) ⊆ EndMod-Rθ(R)[M ].

Beweis. Nach Definition von ∗θ ist m ∗θ r = θ(m)(r) für r ∈ R und m ∈M , so dass gilt

m ∗θ r = r ∗θ m ⇐⇒ θ(m)(r) = r ·m,

womit gezeigt ist, dass beide Beschreibungen von Rθ übereinstimmen. Falls r, s ∈ Rθ, dann gilt
nach Definition von ∗θ (siehe Satz 4.14):

• Wegen m ∗θ (rs) = (m ∗θ r) ∗θ s = (r ∗θ m) ∗θ s = ... = (rs) ∗θ m ist auch rs ∈ Rθ.

• Mit m ∗θ (r + s) = m ∗θ r +m ∗θ s = r ∗θ m+ s ∗θ m = (r + s) ∗θ m ist auch r + s ∈ Rθ.
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Insgesamt ist also Rθ ein Teilring von R.
2

Definition 4.21
Anschaulich sind die Ringe Rθ und Eθ = EndMod-Rθ(R) ein Maßstab dafür, ”wie trivial“ θ ist.
Im Allgemeinen ist Rθ ⊆ R ⊆ Eθ. Falls θ = ιM , d.h. θ(m) = idR ·m für alle m ∈ M gilt,
dann ist Rθ = R = Eθ und R[M ; θ] = R[M ]. Der Ring Rθ werde im folgenden als der innere
Koeffizientenring und Eθ als der äußere Koeffizientenring des Schiefmonoidrings R[M ; θ]
bezeichnet.

4.2.4 Die universelle Eigenschaft

Analog zur universellen Eigenschaft des Monoidrings erhält man auch eine Abbildungseigen-
schaft für Schiefmonoidringe.

Bemerkung 4.22
Jeder Schiefmonoidring R[M ; θ] erfüllt folgende universelle Eigenschaft:
Für alle Ringe S, φR ∈ HomRing(R,S) und φM ∈ HomMon(M, (S, ·)) mit

φM (n) · φR(r) =
∑
m∈M

φR ◦ πm(n ∗θ r) · φM (m)

für alle r ∈ R und n ∈ M existiert genau ein φ ∈ HomRing(R[M ; θ], S), so dass nachfolgendes
Diagramm kommutiert.

M

ιM
�� φM

��

R
ιR //

φR //

R[M ; θ]
∃!φ

##G
G

G
G

G

S

Beweis. Wie in Bemerkung 4.4 sieht man, dass φ die R-linkslineare Fortsetzung von φM ist.
2

Korollar 4.23
Es sei R[M ; θ] ein Schiefmonoidring eines Monoids M über einem Ring R.

(i) Ist σ ∈ AutMon(M) ein Monoidautomorphismus auf M , dann ist R[M ;Eθ[σ]◦θ ◦σ−1] ein
Schiefmonoidring, welcher über R[σ] zu R[M ; θ] isomorph ist.

Hierbei bezeichne Eθ[σ] bzw. R[σ] den von σ induzierten Ringendomorphismus Eθ[σ] ∈
EndRing(Eθ[M ]) bzw. R[σ] ∈ EndRing(R[M ]) (vgl. Korollar 4.6).

(ii) Ist τ ∈ AutRing(R) ein Ringautomorphismus auf R, dann definiert

τθ : M −→ EndMod-Z(R)[M ], m 7−→ τ · θ(m) · τ−1

einen Schiefmonoidring R[M ; τθ], welcher über die M -rechtslineare Fortsetzung
τ̄ ∈ EndMod-Z(R(M)) von τ zu R[M ; θ] isomorph ist.

Beweis.
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(i) Es seien m ∈M und r, s ∈ R. Zunächst gilt

m ∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 r =
(
Eθ[σ] ◦ θ ◦ σ−1

)
(m)(r) = R[σ]

(
θ ◦ σ−1(m)(r)

)
= R[σ]

(
σ−1(m) ∗θ r

)
und folglich ist

m ∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 (rs) = R[σ]
(
σ−1(m) ∗θ (rs)

)
= R[σ]

((
σ−1(m) ∗θ r

)
∗θ s

)
= R[σ]

(∑
n∈M

πn
(
σ−1(m) ∗θ r

)
· (n ∗θ s)

)
=
∑
n∈M

πσ−1(n)(σ
−1(m) ∗θ r) ·R[σ]

(
σ−1(n) ∗θ s

)
=
∑
n∈M

πn ◦R[σ]
(
σ−1(m) ∗θ r

)
·
(
n ∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 s

)
=
(
m ∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 r

)
∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 s.

Außerdem ist Eθ[σ] ◦ θ ◦ σ−1 ein Monoidhomomorphismus, so dass R[M ;Eθ[σ] ◦ θ ◦ σ−1]
nach Satz 4.14 ein Schiefmonoidring ist. Für alle r ∈ R und m ∈M ist außerdem

(ιM ◦ σ)(m) ∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 (ιR ◦ idR)(r) = σ(m) ∗Eθ[σ]◦θ◦σ−1 r = R[σ](m ∗θ r)

=
∑
n∈M

πn(m ∗θ r) · σ(n)

=
∑
n∈M

(ιR ◦ idR)(πn(m ∗θ r)) · (ιM ◦ σ)(n),

so dass nach der universellen Eigenschaft des Schiefmonoidrings (vgl. Bemerkung 4.22) ein
eindeutiger Ringhomomorphismus φ existiert, der folgendes Diagramm kommutieren lässt:

M

ιM
��

σ

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR

R
ιR //

idR ""FFFFFFFFFF R[M ; θ]
φ

((RRRRRRR M

ιM
��

R ιR
// R[M ;Eθ[σ] ◦ θ ◦ σ−1]

Als R-lineare Fortsetzung von σ ist φ = R[σ] ein Isomorphismus von R-Moduln und daher
auch ein Ringisomorphismus.

(ii) Für m ∈M und r, s ∈ R ist wiederum

m ∗τ θ (rs) = τ̄
(
m ∗θ τ−1(rs)

)
= τ̄

((
m ∗θ τ−1(r)

)
∗θ τ−1(s)

)
= τ̄

(∑
n∈M

πn
(
m ∗θ τ−1(r)

)
·
(
n ∗θ τ−1(s)

))
=
∑
n∈M

πn
(
τ̄
(
m ∗θ τ−1(r)

))
· τ̄
(
n ∗θ τ−1(s)

)
=
∑
n∈M

πn(m ∗τ θ r) · (n ∗τ θ s) = (m ∗τ θ s) ∗τ θ s.
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4.2. Schiefmonoidringe

Da τθ ein Monoidhomomorphismus ist, ist wieder R[M ; τθ] nach Satz 4.14 ein Schiefmo-
noidring.
Für alle r ∈ R und m ∈M gilt

m ∗τ θ τ(r) =
∑
n∈M

πn(τ̄ ◦ θ(m)(r)) · n =
∑
n∈M

τ ◦ πn(m ∗θ r) · n

und man erhält wie in (i) den gewünschten Ringisomorphismus τ̄ .

2

Wichtig für den Beweis des Existenzkriteriums topologischer Schiefmonoidringe ist folgendes
Lemma.

Lemma 4.24
Es sei R ein Ring, M

ϕ−→ N ein Monoidhomomorphismus und R[M ; θ] ein Schiefmonoidring.
Dann induziert die R-linkslineare Fortsetzung R(ϕ) : R(M) −→ R(N) via

R[M ; θ]×R[N ] −→ R[N ], (a, x) 7−→
∑
n∈N

R(ϕ)(a ∗θ πn(x)) · n

eine R[M ; θ]-Linksmodulstruktur auf R[N ], so dass R[M ; θ] R
(ϕ)

−→ R[N ] zu einer R[M ; θ]-linkslinearen
Abbildung wird.

Beweis. Zunächst ist R(ϕ) additiv und damit gelten die Distributivgesetze für die Verknüpfung

”∗“. Für alle a, b ∈ R[M ; θ] und n ∈ N ist

πn(R(ϕ)(b)) =
∑
m∈M
ϕ(m)=n

πm(b)

und folglich

a ∗R(ϕ)(b) =
∑
n∈N

R(ϕ)(a ∗θ
∑
m∈M
ϕ(m)=n

πm(b)) · n =
∑
n∈N

∑
m∈M
ϕ(m)=n

R(ϕ)(a ∗θ πm(b)) · n

=
∑
m∈M

R(ϕ)(a ∗θ πm(b)) · ϕ(m) = R(ϕ)(a ∗θ b).

Wenn ”∗“ also eine Linksmodulstruktur definiert, dann ist R(ϕ) ein Linksmodulhomomorphis-
mus. Aber das gerade Gezeigte impliziert für alle x ∈ R[N ]

(a ∗θ b) ∗ x =
∑
n∈N

R(ϕ)((a ∗θ b) ∗θ πn(x)) · n =
∑
n∈N

R(ϕ)(a ∗θ (b ∗θ πn(x))) · n

=
∑
n∈N

a ∗R(ϕ)(b ∗θ πn(x)) · n = a ∗ (b ∗ x).

Außerdem ist
1 ∗ x =

∑
n∈N

R(ϕ)(1 ∗θ πn(x)) · n =
∑
n∈N

R(ϕ)(πn(x)) · n = x,

so dass ”∗“ tatsächlich eine Modulverknüpfung ist.
2
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Kapitel 4. Monoidring-Konstruktionen

4.3 Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

Während man den Monoidring als Erweiterung des Koeffizientenrings mit Elementen eines Mo-
noids auffassen kann, so kann man sich das direkte Produkt zweier Monoide als Erweiterung des
einen Monoids mit Elementen des anderen vorstellen. So wie der Schiefmonoidring das Konzept
des Monoidrings verallgemeinert, so verallgemeinert in analoger Weise auch das Konzept des se-
midirekten Produkts zweier Monoide das Konzept des direkten Produkts. Da der Monoidring als
Linksadjungierter Funktor (siehe Korollar 4.7 bzw. Korollar 4.9) mit Produkten von Monoiden
vertauscht, liegt die Vermutung nahe, dass der Schiefmonoidring mit semidirekten ”vertauscht“.
Dies wird in diesem Abschnitt gezeigt.

4.3.1 Semidirekte Produkte von Monoide

Definition 4.25
Es seien M und N Monoide und ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(N)).

• N zusammen mit der von ϕ induzierten M -Linksoperation

µϕ : M ×N −→ N, (m,n) 7−→ ϕ(m)(n)

heißt M-Monoid.

• Schreibe abkürzend mn = ϕ(m)(n) für m ∈M und n ∈ N .

• Durch (n,m) · (n′,m′) = (nmn′,mm′) für m,m′ ∈ M und n, n′ ∈ N wird eine Monoid-
Verknüpfung auf N ×M definiert. Dieses Monoid heißt semidirektes Produkt von M
und N und wird mit N oϕM gekennzeichnet.

Bemerkung 4.26
Via ιM (m) = (m, 1) für m ∈M und ιN (n) = (1, n) für n ∈ N sind M und N Teilmonoide von
N oϕM , so dass man sich N oϕM auch als Monoiderweiterung von N mit M vorstellen kann,
für die die Vertauschungsregel mn = mnm für m ∈M und n ∈ N gilt.

Proposition 4.27
Es seien M ∈Mon ein Monoid und N ein M -Monoid via ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(N)).
Dann erfüllt das semidirekte Produkt folgende universelle Eigenschaft:
Für jedes Monoid L ∈Mon, φM ∈ HomMon(M,L) und φN ∈ HomMon(N,L) mit

φM (m) · φN (n) = φN (mn) · φM (m)

für alle m ∈ M und n ∈ N existiert genau ein φ ∈ HomMon(N oϕ M,L), so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

M

ιM
�� φM

��

N
ιN //

φN //

N oϕM
∃!φ

$$H
H

H
H

H

L
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4.3. Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

Beweis. Für (n,m) ∈ NoϕM setze φ(n,m) = φN (n)·φM (m). Es seien (n,m), (m′, n′) ∈ NoϕM .
Dann ist

φ((n,m)(n′,m′)) = φ(nmn′,mm′) = φN (n) · φN (mn′) · φM (m) · φM (m′)
= φN (n) · φM (m) · φN (n′) · φM (m′) = φ(n,m) · φ(m′, n′)

und φ(1) = φ(1, 1) = φN (1) · φM (1) = 1 · 1 = 1 und damit φ ein Monoidhomomorphismus. Für
jedes φ′ ∈ HomTMon(N oϕ M,L), das die gewünschten Eigenschaften erfüllt, ist φ′(n,m) =
φ′((n, 1)(1,m)) = φ′(n, 1) · φ′(1,m) = φN (n) · φM (m) = φ(n,m) für alle m ∈M und n ∈ N und
folglich φ′ = φ, womit die Eindeutigkeit von φ gezeigt ist.

2

Korollar 4.28
Es seien M ∈Mon ein Monoid und N ein M -Monoid via ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(N)).

(i) Für ein weiteres Monoid M ′ und ein ψ ∈ EndMon(M ′,M) ist N via ϕ ◦ψ ein M ′-Monoid

und man erhält einen Monoidhomomorphismus N oϕ◦ψ M
′ idN ×ψ−→ N oϕ◦ψ M .

(ii) Für ein weiteres Monoid N ′ und Monoidhomomorphismen N
τ−→ N ′

σ−→ N definiert
τ
σϕ : M −→ EndMon(N ′), m 7−→ τ ◦ ϕ(m) ◦ σ

eine M -Operation auf N ′. Falls zusätzlich σ ◦ τ = idN gilt, dann erhält man ein kommu-
tatives Diagramm von Monoidhomomorphismen:

N ′ oτ
σϕM

idN′oτ
σϕ

M

55
� � τ×idM // N oϕM

σ×idM // // N ′ oτ
σϕM

Beweis.

(i) Für n ∈ N und m′ ∈M ′ gilt

(1, ψ(m′))(n, 1) =
(
ψ(m′)n, ψ(m′)

)
=
(
m′n, ψ(m′)

)
=
((

m′n, 1
) (

1, ψ(m′)
))
,

so dass die universelle Abbildungseigenschaft des semidirekten Produkts aus Proposition
4.27 den gewünschten Homomorphismus definiert. Nach Konstruktion ist dieser durch
idN ×ψ gegeben.

(ii) Es gelte σ◦τ = idN . Für n′ ∈ N undm ∈M ist mσ(n′) = (ϕ(m)◦σ)(n′) = (σ◦τ◦ϕ(m)◦σ)(n′) =
σ(mn′) und folglich

(1,m)(σ(n′), 1) = (mσ(n′),m) = (σ(mn′),m) = (σ(mn′), 1)(1,m),

so dass die universelle Eigenschaft des semidirekten Produkts den ersten Homomorphismus
definiert, welcher nach Konstruktion durch σ × idM gegeben ist.
Für n ∈ N und m ∈M ist wegen mτ(n) = (τ ◦ ϕ(m) ◦ σ ◦ τ)(n) = τ(mn) dann

(1,m)(τ(n), 1) = (mτ(n),m) = (τ(mn),m) = (τ(mn), 1)(1,m)

und die universelle Eigenschaft liefert auch den zweiten Homomorphismus τ × idM .
Es gilt (σ × idM ) ◦ (τ × idM ) = (σ ◦ τ)× idM = idNoϕM .

2

49
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4.3.2 (Schief-)Monoidringe eines semidirekten Produkts

Proposition 4.29
Es seien R ein Ring, M ein Monoid und N ein M -Monoid via ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(N)).
Dann induziert ϕ einen Monoidhomomorphismus

θϕ : M −→ EndMod-R(R[N ])[M ], m 7−→ R[ϕ(m)]m

und es gilt R[N oϕM ] ∼= R[N ][M ; θϕ].

Beweis. Zunächst ist θϕ wie in Proposition 4.18, so dass R[N ][M ; θϕ] tatsächlich ein Schiefmo-
noidring von M über R[N ] ist. Nach Definition des semidirekten Produkts erfüllt R[NoϕM ] die

Vertauschungsbedingung aus Bemerkung 4.22, so dass ein R[N ][M ; θϕ]
φ−→ R[NoϕM ] existiert,

der nm auf (n,m) abbildet für m ∈M und n ∈ N . Da diese Elemente eine Basis des jeweiligen
unterliegenden freien R-Linksmoduls bilden, ist φ bijektiv und daher ein Ringisomorphismus.

2

Korollar 4.30
Es seien R ein Ring, M ein Monoid und N ein M -Monoid via ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(N)).
Weiterhin sei R[N oϕM ; θ] ein Schiefmonoidring.

(i) Falls θ(N) ⊆ Eθ · (N ×{1}) ⊆ Eθ[N oϕM ], dann ist R[N ; θ|N ] ein Schiefmonoidring und
man erhält einen Monoidhomomorphismus

θM : M −→ EndMod-Z(R[N ; θ|N ])[M ], m′ 7−→
∑
m∈M

αm′,m ·m

mit αm′,m(x) =
∑

n∈N πn,m ((1,m′) ∗θ x) ·n für m,m′ ∈M . Dieser induziert einen Schief-
monoidring R[N ; θ|N ][M ; θM ] ∼= R[N oϕM ; θ].

(ii) Falls σ ∈ AutMon(N oϕM) mit Eθ[σ] ◦ θ ◦σ−1(N) ⊆ Eθ · (N ×{1}) ⊆ Eθ[N oϕM ], dann
erhält man mit θ̃ = Eθ[σ] ◦ θ ◦ σ−1 und (i) bzw. Korollar 4.23 einen Schiefmonoidring

R[N ; θ̃|N ][M ; θ̃M ] ∼= R[N oϕM ; θ̃]
R[σ]∼= R[N oϕM ; θ].

Beweis. Da θ(N) ⊆ Eθ · (N × {1}) und da R[N oϕ M ; θ] ein Schiefmonoidring ist, ist mit
Eθ[N ] ∼= Eθ ·(N×{1}) auch R[N ; θ|N ] als Teilring von R[NoϕM ; θ] selbst ein Schiefmonoidring.
Weiterhin gibt es einen kanonischen R-Modulisomorphismus φ

R[N ; θ|N ][M ; θM ] ∼= (R(N))(M) ∼= R(N×M) ∼= R[N oϕM ; θ]

für den für alle m′ ∈M , n′ ∈ N und x ∈ R[N ; θ|N ] nach Definition von θM gilt:

• φ(n′ ∗θ|N x) =
∑
n∈N

φ(πn(n′ ∗θ|N x) · n) =
∑
n∈N

πn(n′ ∗θ|N x) · (n, 1) = (n′, 1) ∗θ x

• φ(m′ ∗θM x) =
∑

(n,m)∈NoϕM

(
π(n,m)((1,m

′) ∗θ x) · (n, 1)
)
· (1,m) = (1,m′) ∗θ x

Die R[N ; θ|N ]-Linkslinearität und die M -Rechtslinearität von φ implizieren, dass φ multiplikativ
ist. Insbesondere ist dann R[N ; θ|N ][M ; θM ] ein Ring, also ein Schiefmonoidring über M .

2
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4.3. Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

4.3.3 Das trivial operierende Teilmonoid

Analog zum Begriff des inneren Koeffizientenrings kann man auch das trivial operierende Monoid
betrachten. Dieser Abschnitt zeigt, dass jeder Schiefmonoidring als ein ”echter“ Schiefmonoidring
über dem Monoidring des trivial operierenden Monoids beschrieben werden kann.

Proposition 4.31
Jeder Schiefmonoidring R[M ; θ] induziert ein Teilmonoid Mθ = (θ − ιM )−1(0) ⊆M .

Beweis. Für m,n ∈Mθ gilt wegen θ|Mθ
= ιM |Mθ

, dass

θ(mn)− ιM (mn) = θ(m)θ(n)− ιM (m)ιM (n) = ιM (m)ιM (n)− ιM (m)ιM (n) = 0,

so dass mn ∈ Mθ. Außerdem ist θ(1) = 1 = ιM (1), so dass 1 ∈ Mθ und damit Mθ ≤ M ein
Teilmonoid ist.

2

Bemerkung 4.32
Es seien R ein Ring, N ein Monoid und R[N ; θ] ein Schiefmonoidring.
Falls es ein Monoid M gibt, so dass N ∼= Nθ oϕM mit ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(Nθ)), dann
erhält man einen Monoidhomomorphismus

θM : M −→ EndMod-Z(R[Nθ])[M ], m′ 7−→
∑
m∈M

αm′,m ·m

mit αm′,m(x) =
∑

n∈Nθ πn,m ((1,m′) ∗θ x) · n für m,m′ ∈ M , wodurch R[Nθ][M ; θM ] ∼= R[N ; θ]
wegen Korollar 4.30 zu einem Schiefmonoidring wird.
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Kapitel 5

(Lokal) Proendliche Räume,
Monoide und M-Mengen

In diesem Kapitel wird die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Monoide definiert, für
die dann in Kapitel 7 der topologische und vollständige Schiefmonoidring definiert werden kann.
Dazu wird zunächst die Teilkategorie T opL,P ⊆ T op der lokal proendlichen, eigentlichen Räume
konstruiert, auf der das Produkt (von T op) einen Bifunktor induziert. T opL,P wird dann auf
diese Weise eine monoidale Kategorie und die lokal proendlichen, eigentlichen Monoide bilden
die Monoid-Kategorie von T opL,P .

5.1 (Lokal) Proendliche Räume

5.1.1 Proendliche Räume

Hier werden zunächst die topologischen Grundlagen erarbeitet und einige nützliche Hilfsmittel
für die spätere Theorie der topologischen und vollständigen Monoidringe bereitgestellt.

Definition 5.1
Ein topologischer Raum X heißt ...

(i) ... hausdorffsch, wenn es zu je zwei Punkten disjunkte Umgebungen gibt (Bou66a, I.8.1
Definition 1). Man nennt X dann einen Hausdorff-Raum.

(ii) ... zusammenhängend, wenn er sich nicht als disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer,
offener Mengen schreiben lässt (Bou66a, I.11.1 Definition 1).

(iii) ... total unzusammenhängend, wenn die Punktmengen {x} ⊆ X seine einzigen nicht-
leeren, zusammenhängenden Teilräume sind (Bou66a, I.11.5 Definition 3).

(iv) ... quasi-kompakt, wenn es für jede offene Überdeckung X =
⋃
i Ui eine endliche Teilüber-

deckung gibt, so dass X = Ui1 ∪ ... ∪ Uin ist (Bou66a, I.9.1 Definition 1).

(v) ... kompakt, wenn X quasi-kompakt und hausdorffsch ist (Bou66a, I.9.1 Definition 1).

(vi) ... lokal kompakt, wenn X hausdorffsch ist und jeder Punkt eine kompakte Umgebung
besitzt (Bou66a, I.9.7 Definition 4).

(vii) ... diskret, wenn jede Teilmenge von X offen ist (Bou66a, I.1.1 Example).
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Kapitel 5. (Lokal) Proendliche Räume, Monoide und M -Mengen

(viii) ... indiskret, wenn die leere Menge und X selbst seine einzigen offenen Teilmengen sind.

Leider ist die Literatur sich uneinig bei der Definition eines (lokal) kompakten Raums. Viele
Autoren lassen die Hausdorff-Bedingung weg, so dass dort ein kompakter Raum dasselbe ist wie
hier ein quasi-kompakter Raum. Nach obiger Definition wäre die Formulierung ”kompakt und
hausdorffsch“ unsinnig, da kompakte Räume ja schon hausdorffsch sind. Aber um Verwirrungen
zu vermeiden, wird trotzdem an jeder Stelle, an der die Hausdorff-Eigenschaft gefordert wird,
diese auch explizit erwähnt.

Lemma 5.2
Für einen topologischen Raum X sind äquivalent:

(i) X ist der projektive Limes endlicher diskreter Räume,

(ii) X ist hausdorffsch, kompakt und besitzt eine Basis aus offenen Kompakta,

(iii) X ist hausdorffsch, kompakt und total unzusammenhängend.

Beweis. Da jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums abgeschlossen darin ist und je-
de abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums wieder kompakt ist, ist (ii) äquivalent
dazu, dass X eine Basis aus offenen und gleichzeitig abgeschlossenen Teilmengen besitzt. Die
Behauptung gilt dann nach (RZ00, Theorem 1.1.12).

2

Definition 5.3
Ein topologischer Raum, der die äquivalenten Bedingungen aus Lemma 5.2 erfüllt, heißt pro-
endlich (RZ00, 1.1 S. 10).

Folgendes Lemma ist hilfreich für die spätere Konstruktion topologischer (Schief-)Monoidringe,
da hiermit viele Rechnungen aus dem proendlichen Fall auf den endlichen Fall zurückgeführt
werden können.

Lemma 5.4
Es sei (Di) ein projektives System endlicher, diskreter Räume Di und D ein endlicher, diskreter
Raum. Dann gibt es eine Bijektion

lim−→
i

HomT op(Di, D) ∼−→ HomT op(lim←−
i

Di, D), HomT op(Di, Y ) 3 f 7−→ f ◦ πi

wobei die lim←−iDi
πi−→ Di für alle i die kanonischen Projektionen sind.

Beweis. Siehe (BJ01, Lemma 3.4.12) oder (RZ00, Lemma 1.1.16).
2

Ebenso wichtig ist folgendes Lemma, das als Grundlage vieler Beweise dient, die vollständige
abelsche Gruppen oder (lokal) proendliche Räume und Monoide betreffen.

Lemma 5.5
Es sei X ein topologischer Raum, Y = lim←−i Yi ein projektiver Limes topologischer Räume Yi und

X
fi−� Yi stetige Surjektionen, die mit den Übergangsabbildungen kompatibel sind.

Dann gilt für die induzierte Limesabbildung X
f−→ Y :
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(i) f ist stetig.

(ii) Ist X nicht leer, dann ist f(X) ⊆ Y eine dichte Teilmenge.

Trägt X die Initialtopologie bezüglich der fi, dann gilt außerdem:

(iii) X
f
−� f(X) ist offen.

(iv) Ist X hausdorffsch, dann ist X
f∼= f(X) ein topologischer Isomorphismus.

Beweis.

(i) Da Y die Initialtopologie bezüglich der fi trägt, sind alle fi stetig, so dass nach der uni-
versellen Eigenschaft des projektiven Limes auch f stetig ist.

(ii) Da X nicht leer ist, ist auch Y ⊇ f(X) nicht leer, so dass (RZ00, Lemma 1.1.7) die
Behauptung impliziert.

(iii) Es sei U ⊆ X eine offene Teilmenge und x ∈ U , d.h. f(x) ∈ f(U). Nach Definition
der Initialtopologie gibt es eine offene Menge Vx ⊆ Yi, so dass f−1

i (Vx) ⊆ U ist. Es sei
V ′x = π−1

i (Vx), wobei Y πi−→ Yi die Limesprojektion ist. Da πi stetig ist, ist V ′x ⊆ Y offen.
Es gilt f(X) ∩ V ′x ⊆ f(U), denn für y ∈ X mit f(y) ∈ V ′x gilt fi(y) = πi ◦ f(y) ∈ Vx. Da
f(X)∩ V ′x nach Definition der Teilraumtopologie eine offene Umgebung von f(x) in f(X)
ist, ist f(U) =

⋃
x∈U f(X) ∩ V ′x offen in f(X).

(iv) Wegen (i) und (iii) braucht nur noch die Injektivität von f gezeigt werden. Angenommen es
gibt x, y ∈ X mit f(x) = f(y) und x 6= y. Dann gibt es auch disjunkte offene Umgebungen
Ux, Uy ⊆ X von x bzw. y, da X hausdorffsch ist. Da X die Initialtopologie bezüglich der
fi trägt, gibt es offene Vx ⊆ Yi und Vy ⊆ Yj mit x ∈ f−1

i (Vx) ⊆ Ux und y ∈ f−1
i (Vy) ⊆ Uy.

Da das Limessystem projektiv ist, kann ohne weiteres i = j angenommen werden. Da Ux
und Uy disjunkt sind, gilt

Vx ∩ Vy ⊆ fi(Ux) ∩ fi(Uy) = fi(Ux ∩ Uy) = fi(∅) = ∅

Aber dann führt fi(x) = πi ◦ f(x) = πi ◦ f(y) = fi(y) ∈ Vx ∩ Vy zum Widerspruch.

2

Lemma 5.6
Es sei X = lim←−iXi, wobei (Xi, fi,j) ein projektives System topologischer Räume Xi ist. Es seien

X
πi−→ Xi die Limesprojektionen.

Dann bilden die Mengen π−1
i (U) mit offenen U ⊆ Xi nicht nur eine Subbasis, sondern sogar

eine Basis der Topologie auf X.

Beweis. Es seien Uk ⊆ Xik offen, für 1 ≤ k ≤ r. Da die Indexmenge gerichtet ist, gibt es ein
i ≤ i1, ..., ir. Mit Vk = f−1

i,ik
(Uk) für 1 ≤ k ≤ r folgt dann

π−1
i (V1 ∩ ... ∩ Vr) = π−1

i (V1) ∩ ... ∩ π−1
i (Vr) = π−1

i1
(U1) ∩ ... ∩ π−1

ir
(Ur)

Folglich ist die Menge aller π−1
i (U), für alle i und alle offenen U ⊂ Xi, abgeschlossen unter

endlichen Schnitten. Insbesondere bildet sie schon eine Basis der Topologie auf X.
2
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5.1.2 Lokal proendliche Räume und eigentliche Abbildungen

In diesem Abschnitt wird der Begriff des proendlichen Raums auf den des lokal proendlichen
Raums ausgeweitet. Dies ist notwendig, da das freie diskrete, einfach erzeugte Monoid (das für
die Konstruktion des Schiefpotenzreihenrings benötigt wird) beispielsweise nicht kompakt ist.
Es stellt sich heraus, dass man unter Aspekten der Funktorialität des topologischen Monoidrings
nicht jede stetige Abbildung als Morphismus in dieser Kategorie zulassen sollte. In dieser Hinsicht
haben die eigentlichen, stetigen Abbildungen jedoch sehr gute Eigenschaften, weshalb man sich
auf diese Abbildungen beschränkt.

Lemma 5.7
Für einen topologischen Raum X sind äquivalent:

(i) X ist hausdorffsch und besitzt eine Basis aus offenen Kompakta,

(ii) X ist hausdorffsch, lokal kompakt und total unzusammenhängend.

Beweis. Es gelte (i). Dann ist X per Definition lokal kompakt. Es sei ∅ 6= C ⊆ X eine zu-
sammenhängende Teilmenge. Angenommen es gäbe x, y ∈ C mit x 6= y. Da X hausdorffsch ist,
gibt es eine offene, kompakte d.h. auch abgeschlossene Umgebung K von x, die nicht y enthält.
Folglich ist C = (C ∩K) ·∪(C\K) eine disjunkte Vereinigung zweier nicht-leerer Mengen, die in
C offen sind, im Widerspruch dazu, dass C zusammenhängend ist.

Es sei umgekehrt x ∈ U ⊆ X eine offene Umgebung. Wegen (Bou66a, I.9.7 Proposition 9
Corollary) gibt es eine kompakte Umgebung x ∈ K ⊆ U und damit eine in U offene Umgebung
x ∈ V ⊆ K ⊆ U . Als kompakter Teilraum von X ist K außerdem hausdorffsch und total
unzusammenhängend, also nach Lemma 5.2 (iii) proendlich. Nach Lemma 5.2 (ii) gibt es daher
ein in K offenes Kompaktum x ∈ K ′ ⊆ V ⊆ K. Nach Definition der Teilraumtopologie ist
zunächst K ′ offen in V . Da außerdem V offen in U und U offen in X ist, sind nochmals nach
Definition der Teilraumtopologie auch V bzw. K ′ offen in X. Da x und U beliebig waren, besitzt
jeder Punkt in X eine Umgebungsbasis aus offenen Kompakta und damit schließlich X eine
Basis aus offenen Kompakta.

2

Definition 5.8
Erweitere die Kategorie der proendlichen Räume um folgende Objekte und Morphismen:

(i) Ein topologischer Raum, der eine der äquivalenten Bedingungen aus Lemma 5.7 erfüllt,
heißt lokal proendlich.

(ii) Eine stetige Abbildung X
f−→ Y zwischen zwei topologischen Räumen X und Y heißt

eigentlich, wenn für jeden topologischen Raum Z die Abbildung f × idZ abgeschlossen ist
(Bou66a, I.10.1 Definition 1).

Es bezeichne T opL ⊆ T op die volle Teilkategorie der lokal proendlichen Räume und T opC ⊆
T opL die volle Teilkategorie der proendlichen Räume. Weiterhin bezeichne T opP ⊆ T op die
Teilkategorie der topologischen Räume mit den eigentlichen, stetigen Abbildungen als Homo-
morphismen. Dies ist eine wohldefinierte Kategorie, da die Identitäten eigentlich sind und nach
(Bou66a, I.10.1 Proposition 5 a)) auch Verkettungen eigentlicher, stetiger Abbildungen eigentlich
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sind. Weiterhin sei T opL,P = T opL ∩ T opP . Man erhält folgendes Diagramm von Kategorien:

T op

T opL
, �

voll
::ttttttttt

T opP
2 R

eeJJJJJJJJJ

T opL,P
2 R

ddIIIIIIIII , �

voll
::uuuuuuuuu

T opC
?�

voll

OO

, �

voll
::uuuuuuuuu

Nach der nun folgenden Bemerkung 5.10 (ii) sind alle Abbildungen zwischen kompakten Hausdorff-
Räumen eigentlich, weshalb T opC eine volle Teilkategorie von T opL,P ist.

Bemerkung 5.9
Jede lokal abgeschlossene Teilmenge, d.h. der Durchschnitt einer offenen mit einer abgeschlosse-
nen Teilmenge (Bou66a, I.3.3 Definition 2 und Proposition 5), eines lokal proendlichen Raums,
ist lokal proendlich.

Beweis. Es sei X ∈ T opL,P ein lokal proendlicher Raum und A ⊆ X eine lokal abgeschlossene
Teilmenge. Versehen mit der Teilraumtopologie ist A hausdorffsch, total unzusammenhängend
und nach (Bou66a, I.9.7 Proposition 13) lokal kompakt.

2

Bemerkung 5.10

Es seien X und Y zwei topologische Räume und X
f−→ Y eine stetige Abbildung.

(i) f ist genau dann eigentlich, wenn f abgeschlossen und für jedes y ∈ Y die Urbildmenge
f−1(y) quasi-kompakt ist.

(ii) Wenn f eigentlich ist, dann ist für alle quasi-kompakten K ⊆ Y das Urbild f−1(K) quasi-
kompakt.

Falls X,Y Hausdorff-Räume sind und Y lokal kompakt, dann gilt auch die Umkehrung.

Beweis.

(i) (Bou66a, I.10.2 Theorem 1).

(ii) (Bou66a, I.10.2 Proposition 6) und (Bou66a, I.10.3 Propostion 7).

2

Lemma 5.11
Es seien X ein Hausdorff-Raum und Y ein lokal proendlicher Raum.

Eine stetige Abbildung X
f−→ Y ist genau dann eigentlich, wenn das Urbild jedes offenen

Kompaktums unter f kompakt ist.
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Beweis. Es sei K ⊆ Y ein beliebiges Kompaktum. Y besitzt eine Basis aus offenen Kompakta,
so dass Y =

⋃
iKi von offenen Kompakta Ki überdeckt wird. Diese überdecken daher auch

K und da K kompakt ist, genügen endlich viele dieser Ki. Ohne Einschränkung sei daher
K ⊆ K1 ∪ ... ∪ Kr =: K ′. Es folgt nach Voraussetzung, dass f−1(K) ⊆ f−1(K ′) Teilmenge
eines Kompaktums ist. Außerdem ist K abgeschlossen in Y , da Y hausdorffsch ist. Aufgrund
der Stetigkeit von f ist auch f−1(K) abgeschlossen in X und als abgeschlossene Teilmenge eines
Kompaktums selbst kompakt.

2

5.1.3 Einpunktkompaktifizierung lokal proendlicher Räume

Entscheidend für die Konstruktion topologischer Schiefmonoidringe ist die Möglichkeit der Ein-
punktkompaktifizierung lokal proendlicher Räume bzw. später auch Monoide. Diese induziert
einen Funktor T opL,P −→ T opC , so dass eigentlich jede Frage, die lokal proendliche Räume bzw.
Monoide betrifft, auf den proendlichen Fall übertragen werden kann. Dies ist ein wesentlicher
Schritt bei der Konstruktion topologischer und vollständiger Monoidringe.

Satz 5.12
Es sei X ein lokal proendlicher Raum. Setze X̂ = X ·∪{0} und definiere eine Menge U ⊆ X̂ als
offen, wenn entweder 0 6∈ U ⊆ X offen ist oder 0 ∈ U und X̂\U kompakt ist.

Dann ist X̂ mit der auf dieser Weise konstruierten Topologie ein proendlicher topologischer
Raum.

Man nennt X̂ auch die Einpunktkompaktifizierung von X.

Beweis. Nach dem Beweis von (Bou66a, I.9.8 Theorem 4 (Alexandroff)) ist X̂ ein kompakter,
topologischer Hausdorff-Raum. Für alle 0 ∈ U ⊆ X̂ ist K = X̂\U ⊆ X kompakt. Da X lokal
proendlich ist, lässt sich K durch offene Kompakta überdecken. Da K kompakt ist, genügt
dann eine endliche Teilüberdeckung davon, so dass es offene Kompakta K1, ...Kr ⊆ X gibt mit
K ⊆ K1∪ ...∪Kr =: L. L ist kompakt und offen in X, so dass X̂\L offen und als abgeschlossene
Teilmenge des Kompaktums X̂ kompakt ist. Nach Konstruktion ist 0 ∈ X̂\L ⊆ U , so dass 0
eine Umgebungsbasis aus offenen Kompakta besitzt und insgesamt X̂ proendlich ist.

2

Lemma 5.13
Es seien X und Y zwei lokal kompakte Hausdorff-Räume. Es gilt:

(i) Eine stetige Abbildung X
f−→ Y ist genau dann eigentlich, wenn die Fortsetzung X̂

f̂−→ Ŷ ,
definiert durch f̂(0) = 0, stetig ist.

(ii) Falls Y quasi-kompakt und X nicht quasi-kompakt, dann ist HomT opP (X,Y ) = ∅.

Beweis.

(i) Ist f eigentlich, dann ist f̂ stetig bei 0 nach Konstruktion der Topologie auf X̂ bzw. Ŷ
und wegen Bemerkung 5.10. Außerdem ist f̂ |X = f stetig, so dass insgesamt f̂ stetig ist.

Umgekehrt ist jedes Kompaktum K ⊆ Y auch abgeschlossen in Ŷ , da Ŷ hausdorffsch
ist. Die Stetigkeit von f̂ impliziert dann, dass f−1(K) = f̂−1(K) ⊆ X̂ abgeschlossen und
damit kompakt ist, da X̂ kompakt ist. Folglich ist f nach Bemerkung 5.10 eigentlich.

(ii) Angenommen es gibt ein f ∈ HomT opP (X,Y ). Da f eigentlich ist, ist X = f−1(Y ) quasi-
kompakt im Widerspruch zur Annahme.
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2

Korollar 5.14
Man erhält einen treuen Kompaktifizierungsfunktor:

C : T opL,P −→ T opC , X 7−→ X̂

Lemma 5.15
Es sei X ein lokal proendlicher Raum und X̂ ∼= lim←−iXi mit diskreten, endlichen Räumen Xi.
Dann gibt es für jedes offene Kompaktum K ⊆ X ein i, so dass K = π−1

i πi(K) ist.

Beweis. Da K ⊆ X ⊆ X̂ offen ist, gibt es eine offene Überdeckung K =
⋃
i∈I π

−1
i (Ui) mit offenen

Ui ⊆ Xi, wobei X̂ πi−→ Xi die Limesprojektionen sind. Da K kompakt ist, genügen schon endlich
viele π−1

i (Ui) um es zu überdecken, d.h. K = π−1
i1

(Ui1)∪ ...∪π−1
ir

(Uir). Da die Xi ein projektives
System bilden und insbesondere die Indexmenge gerichtet ist, gibt es ein i ≤ i1, ..., ir und es
folgt mit Vk = f−1

i,ik
(Ui,k) für 1 ≤ k ≤ r, dass

K = π−1
i (V1) ∪ ... ∪ π−1

i (Vr) = π−1
i (V1 ∪ ... ∪ Vr).

Insbesondere ist dann πi(K) = V1 ∪ ... ∪ Vr bzw. K = π−1
i πi(K).

2

5.1.4 Quotienten und Relationenverbände topologischer Räume

Wie in Kapitel 2 Abschnitt 2.4 Beispiel 2.29 gesehen, entsprechen die Äquivalenzrelationen auf
einer Menge S den Quotienten von S. In diesem Abschnitt werden die Quotienten der Katego-
rien T opP , T opL,P und T opC analysiert. Der Homöomorphiesatz 5.18 zeigt, dass die Kategorie
T opP (Epi,Mono)-strukturiert ist, was sich auch auf dessen Teilkategorien T opL,P und T opC
überträgt. Für proendliche Räume besitzen die offenen Äquivalenzrelationen als Teilverband der
Äquivalenzrelationen eines proendlichen Raums nützliche Eigenschaften für spätere Resultate
(vgl. Korollar 5.24).

Definition 5.16
Es seien X und Y Mengen und X

f−→ Y . Die Äquivalenzrelation R auf X, definiert durch xRx′,
falls f(x) = f(x′), heißt Kern von f und wird mit ker f = R = (f × f)−1(∆Y ) bezeichnet.

Definition 5.17
Für eine Menge X bezeichne Equ(X) die Menge der Äquivalenzrelationen auf X.
Es sei nun X ein topologischer Raum.

(i) Eine Äquivalenzrelation R ∈ Equ(X) auf X heißt ...

• ... abgeschlossen, wenn jede Äquivalenzklasse von R abgeschlossen in X ist.

• ... offen, wenn jede Klasse von R offen in X ist.

• ... kompakt, wenn jede Klasse von R abgeschlossen in X und quasi-kompakt ist.

(ii) Weiterhin bezeichne ...

• ... EquA(X) die Teilmenge der abgeschlossenen Äquivalenzrelationen auf X.

• ... EquO(X) die Teilmenge der offenen Äquivalenzrelationen auf X.
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• ... EquC(X) die Teilmenge der kompakten Äquivalenzrelationen auf X.

Satz 5.18 (Homöomorphie-Satz)

Es seien X und Y topologische Räume und X
f−→ Y eine stetige Abbildung. Dann erhält man

folgendes Diagramm:

X

πker f
����

f // Y

X/ ker f
f̄ // f(X)

?�

ιf(X)

OO

f ist genau dann eigentlich, wenn ker f ∈ EquC(X) kompakt, f̄ ein Homöomorphismus und

f(X)
ιf(X)

↪−→ Y eigentlich ist.

Beweis. Dies gilt per Definition einer kompakten Äquivalenzrelation nach (Bou66a, I.10.1 Co-
rollary 4) und (Bou66a, I.10.1 Proposition 2).

2

Lemma 5.19
Es sei X ein topologischer Raum und R eine Äquivalenzrelation auf X. Es gelten folgende
Eigenschaften:

(i) X/R ist genau dann hausdorffsch, wenn R ∈ EquA(X) abgeschlossen ist.

Insbesondere ist dann R ⊆ X ×X abgeschlossen.

(ii) X/R ist genau dann diskret, wenn R ∈ EquO(X) offen ist.

Insbesondere ist dann R ⊆ X ×X offen.

(iii) Wenn R ∈ EquC(X) kompakt ist, dann gilt:

a) Die kanonische Projektion X
πR−� X/R ist eigentlich.

b) Falls X hausdorffsch ist, dann gilt:

X/R ist genau dann lokal kompakt, wenn X lokal kompakt ist.

Insbesondere gilt EquO(X), EquC(X) ⊆ EquA(X).

Beweis.

(i) X/R ist genau dann hausdorffsch, wenn jeder Punkt abgeschlossen ist. Dies ist nach De-
finition der Quotiententopologie genau dann der Fall, wenn das Urbild jedes Punktes ab-
geschlossen ist. Diese Urbilder sind aber gerade die Äquivalenzklassen von R. Ist X/R ein
Hausdorff-Raum, dann ist die Diagonale ∆X/R ⊆ X/R ×X/R abgeschlossen. Folglich ist

auch R als Urbild von ∆X/R unter der stetigen Abbildung X × X
πR×πR−� X/R × X/R

abgeschlossen.

(ii) Die Äquivalenzklassen von R sind die Urbilder der Punkte x ∈ X/R unter πR. Folglich
gilt die Behauptung. Wenn jede Äquivalenzklasse [x] ⊆ X offen ist, dann ist auch R =⋃
x∈X [x]× [x] offen in X ×X.

(iii) a) Dies gilt nach Bemerkung 5.10 (i).
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b) Falls X lokal kompakt ist, dann ist auch X/R lokal kompakt nach (Bou66a, I.10.4
Proposition 9). Ist umgekehrt X/R lokal kompakt, dann ist auch X lokal kompakt
wegen (Bou66a, I.10.3 Proposition 7) unter Benutzung von a).

2

Bemerkung 5.20
Beliebige Schnitte von Äquivalenzrelationen sind wieder Äquivalenzrelationen und die Äquiva-
lenzklassen der Schnittrelation sind die Schnitte der Äquivalenzklassen. Folglich gilt per Defini-
tion:

(i) Schnitte abgeschlossener/kompakter Äquivalenzrelationen sind abgeschlossen/kompakt.

(ii) Schnitte zweier, offener Äquivalenzrelationen sind offen.

Bemerkung 5.21
Es sei X ein topologischer Raum, R ∈ EquO(X) und R ⊆ R′ ∈ Equ(X).
Dann ist die Quotiententopologie auf X/R′ = (X/R)/R′ die diskrete Topologie, da X/R diskret
ist, und folglich R′ selbst offen.

Korollar 5.22
Da jede Äquivalenzrelation als Teilmenge von X×X aufgefasst werden kann, trägt Equ(X) eine
kanonische Halbordnung. Es gilt:

(i) Equ(X) ist ein vollständiger, distributiver Verband. Für eine Teilmenge S ⊆ Equ(X) gilt:∧
S =

⋂
S,

∨
S =

⋂
R′∈Equ(X),
R⊆R′ ∀R∈S

R′

(ii) EquA(X) ist ein vollständiger, distributiver Verband.

(iii) EquO(X) ≤ EquA(X) ist ein distributiver Teilverband, welcher Suprema nicht-leerer Teil-
mengen besitzt.

(iv) EquC(X) ≤ EquA(X) ist ein distributiver Teilverband, welcher Infima nicht-leerer Teil-
mengen besitzt.

Für jede Abbildung X
f−→ Y definiert Equ(Y )

(f×f)−1

−→ Equ(X) einen Verbandshomomorphismus,

so dass diese Konstruktion (kontravariante) Funktoren Set Equ−→ Pos∨∨,∧∧,D, T op EquA−→ Pos∨∨,∧∧,D,

T op EquO−→ Pos∨,∧,D und T opP
EquC−→ Pos∨,∧,D definiert.

Beweis.

(i) Nach Bemerkung 5.20 liegen die angegebenen Suprema und Infima auch tatsächlich wieder
in Equ(X). Für eine Teilmenge S ⊆ Equ(X) und T ∈ Equ(X) gilt

T ∧
(∨

S
)

=
⋂

R′∈Equ(X),
R⊆R′ ∀R∈S

T ∩R′ =
⋂

R′∈Equ(X),
T∩R⊆R′ ∀R∈S

R′ =
∨
R∈S

(T ∧R),

so dass Equ(X) distributiv ist.
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(ii) Bemerkung 5.20 (i) sichert die Existenz von Infima und für S ⊆ EquA(X) ist∨
S =

⋂
R′∈EquA(X),
R⊆R′ ∀R∈S

R′

ein Supremum von S, so dass EquA(X) vollständig ist. Die Distributivität zeigt man wie
in (i).

(iii) Da wegen Lemma 5.19 jede offene Kongruenz auch abgeschlossen ist, gilt EquO(X) ⊆
EquA(X). Nach Bemerkung 5.20 (ii) ist EquO(X) abgeschlossen unter endlichen Schnitten.
Für eine nicht-leere Teilmenge S ⊆ EquO(X) ist wegen Bemerkung 5.21 das in EquA(X)
gebildete Supremum wieder eine offene Äquivalenzrelation auf M . Damit ist EquO(X) ≤
EquA(X) ein supremumvollständiger Teilverband. Die Distributivität wird von EquA(X)
geerbt.

(iv) Für alle ∅ 6= S ⊆ EquC(X) sind die Äquivalenzklassen von
∧
S =

⋂
S abgeschlossene

Teilmengen der quasi-kompakten Äquivalenzklassen eines jeden R ∈ S und damit selbst
quasi-kompakt. Distributivität wird von EquA(X) geerbt.

2

Proposition 5.23
Es seien X ein proendlicher Raum, R ⊆ EquO(X) eine gerichtete Teilmenge und R ∈ Equ(X).
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) R =
⋂
R⊆S∈R S

(ii) X/R ∼= lim←−R⊆S∈RX/S

Beweis. Es seien X
πS−� X/S für S ∈ Equ(X) die kanonischen Projektionen. Für R ⊆ S ∈

EquO(X) gibt es wegen (X/R)/S ∼= X/S außerdem die stetigen Projektionen X/R
π̄S−� X/S.

Es gelte (i). Der projektive Limes über (π̄S)T∈R induziert ein stetigesX/R
f−→ lim←−R⊆S∈RX/S.

Es seien x, y ∈ X mit f([x]R) = f([y]R). Dann ist [x]S = [y]S für alle R ⊆ S ∈ R, also [x]R = [y]R
und folglich f injektiv. Nach Lemma 5.5 (ii) ist außerdem f(X/R) ⊆ lim←−R⊆S∈RX/S eine dichte
Teilmenge. Da X kompakt ist, sind auch X/R bzw. f(X/R) kompakt und abgeschlossen in
lim←−R⊆S∈RX/S. Damit ist f auch surjektiv. Da X kompakt und lim←−R⊆S∈RX/S hausdorffsch ist,
ist f abgeschlossen und damit ein Homöomorphismus, so dass (ii) erfüllt ist.

Wenn (ii) gilt, dann ist X/R proendlich, also insbesondere hausdorffsch, und trägt die Initi-
altopologie bezüglich der π̄S . Folglich ist wegen πS = π̄S ◦ πR für alle R ⊆ S ∈ R

R = (πR × πR)−1(∆X/R) =
⋂

R⊆S∈R
(πR × πR)−1(π̄S × π̄S)−1(∆X/S)

=
⋂

R⊆S∈R
(πS × πS)−1(∆X/S) =

⋂
R⊆S∈R

S

Damit gilt (i).
2

Korollar 5.24
Für einen proendlichen Raum X gilt ∆X =

⋂
EquO(X) bzw. X ∼= X/∆X

∼= lim←−R∈EquO(X)
X/R.
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Beweis. Es sei R =
⋂
EquO(X). Angenommen es gibt (x, y) ∈ R mit x 6= y. Da X hausdorffsch

ist und es eine Basis aus offenen Kompakta gibt, gibt es ein offenes Kompaktum x ∈ K ⊆ X, das
x, aber nicht y enthält. Die Partition X = K ·∪(X\K) definiert eine offene Äquivalenzrelation
S = (K × K) ·∪((X\K) × (X\K)) ∈ EquO(X). Wegen R =

⋂
EquO(X) ist (x, y) ∈ S im

Widerspruch zur Konstruktion von S. Damit gilt die Behauptung nach Proposition 5.23.
2

5.1.5 (Ko-)Limiten (lokal) proendlicher Räume

Ziel dieses Abschnitts ist es, die wichtigen kategoriellen Eigenschaften der Vollständigkeit und
Kovollständigkeit zu klären. Während sich die Kategorie der proendlichen Räume diesbezüglich
sehr gut verhält, kann die Existenz von Limiten und Kolimiten für die Kategorie der lokal
proendlichen Räume nur teilweise nachgewiesen werden.

Definition 5.25
Es seien D eine Kategorie und E ⊆ D eine Teilkategorie.

(i) Falls der Inklusionsfunktor E I
↪−→ D einen Linksadjungierten R besitzt, dann heißt ...

• ... E reflektive Teilkategorie,

• ... R Reflektor,

• ... die Koeinheit X
ηX−→ IR(X) für jedes X ∈ D E-Reflektion von X

(vgl. (Mac72, IV.3) und (AHS06, Definition 4.16). Wegen (Mac72, IV.2 Satz 1 (ii)) sind
beide Definitionen äquivalent).

(ii) E heißt Isomorphismen-abgeschlossen, wenn jedes Objekt aus D, das isomorph zu
einem Objekt in E ist, bereits selbst in E liegt (AHS06, Definition 4.9 (1)).

Proposition 5.26
Es gibt einen Funktor

P : T op −→ T opC , X 7−→ lim←−
R∈EquO(X)
X/R endlich

X/R

der linksadjungiert ist zum Inklusionsfunktor T opC
I

↪−→ T op.

• Für einen topologischen Raum X heiße P (X) proendlicher Abschluss von X.

• T opC ↪−→ T op ist eine Isomorphismen-abgeschlossene, volle, reflektive Teilkategorie.

Beweis. Für X ∈ T op sei X
pX−→ P (X) die vom Limes induzierte stetige Abbildung. Für alle

stetigen X
f−→ Y in einen proendlichen Raum Y ist für alle R ∈ EquO(Y ) auch (f × f)−1(R) ∈

EquO(X) und außerdem gilt wegen der Bijektion X/(f × f)−1(R) ∼= f(X)/R ⊆ Y/R, dass
X/(f×f)−1(R) endlich ist. Dies induziert eine stetige Abbildung P (f), die folgendes Diagramm
kommutieren lässt:

X

pX
��

f // Y

pY
��

P (X)
P (f) // P (Y )
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Für proendliche Y ist die Abbildung pY nach Korollar 5.24 ein Homöomorphismus, so dass f
über P (X) faktorisiert. Es gibt also ein f ′ = p−1

Y ◦P (f), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

X

f ""EEEEEEEEE
pX // IP (X)

I(f ′)
��

P (X)

∃f ′=p−1
Y ◦P (f)

��
I(Y ) Y

Nach Lemma 5.5 (ii) ist pX(X) ⊆ P (X) dicht, so dass es genau ein solches f ′ gibt. Folglich
ist pX ein universeller Pfeil von X nach I und mit (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) erhält man die
gewünschte Adjunktion.

Nach der Charakterisierung proendlicher Räume aus Lemma 5.2 ist TopC ⊆ T op abgeschlossen
unter Isomorphismen und per Definition voll.

2

Satz 5.27
Für die Kategorie T opC gelten folgende Eigenschaften:

(i) T opC ist vollständig.

Genauer: Der Inklusionsfunktor T opC
I

↪−→ T op erzeugt Limiten.

(ii) T opC ist kovollständig.

Genauer gilt: Falls J F−→ T opC ein Diagramm mit Kolimesdiagramm (F (j)
ιj−→ colimF )j∈J

in T op ist, dann ist (F (j)
ιj−→ colimF

pcolimF−→ P (colimF ))j∈J ein Kolimesdiagramm von
F in T opC .

(iii) Der Inklusionsfunktor T opC
I

↪−→ T op erzeugt endliche Koprodukte.

(iv) Der Funktor T op P−→ T opC vertauscht mit Kolimiten.

Beweis.

(i) Nach (AHS06, Proposition 13.27) ist jeder in T op gebildete Limes eines Diagramms in
T opC auch ein Limes in T opC . Damit erzeugt I Limiten. Die Vollständigkeit von T op
impliziert die Vollständigkeit von T opC .

(ii) Kovollständigkeit folgt unmittelbar aus (AHS06, Proposition 13.30).

(iii) Offenbar ist die disjunkte Vereinigung zweier proendlicher Räume wieder proendlich, da
sich die Eigenschaften hausdorffsch und kompakt zu sein und eine topologische Basis aus
offenen Kompakta zu besitzen direkt auf die disjunkte Vereinigung übertragen. Folglich
sind endliche Koprodukte gebildet in T op auch Koprodukte in T opC und I erzeugt ebenso
endliche Koprodukte.

(iv) Da P ein Linksadjungierter ist, folgt dies aus der dualen Aussage von (Mac72, V.5 Satz
1).

2

Satz 5.28
Der Inklusionsfunktor T opL ↪−→ T op erzeugt
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(i) endliche Limiten und

(ii) Koprodukte.

Beweis.

(i) In T op gebildete endliche Produkte lokal proendlicher Räume sind wieder hausdorffsch.
Außerdem bilden die Produkte der offenen, kompakten Teilmengen dieser Räume eine
topologische Basis nach Definition der Produkttopologie, so dass insgesamt auch der Pro-
duktraum lokal proendlich ist.

Es seien X
f−→
−→
g
Y zwei stetige Abbildungen zwischen zwei lokal proendlichen Räumen X und

Y . Dann bildet die Inklusion von K = {x ∈ A; f(x) 6= g(x)} in X einen Differenzkern des
Paars (f, g). Für alle a ∈ U = X\K ist f(a) 6= g(a). Da Y ein Hausdorff-Raum ist, gibt es
offene Mengen V, V ′ ⊆ Y , die f(a) und g(a) trennen. Es sei W = f−1(V )∩ g−1(V ′). Dann
ist a ∈ W und für alle x ∈ W gilt f(x) 6= g(x), da V ∩ V ′ = ∅. Folglich ist a ∈ W ⊆ U
eine offene Umgebung, so dass K ⊆ X abgeschlossen, also selbst lokal proendlich ist.

Die universelle Eigenschaft der Konstruktionen folgt aus der universellen Eigenschaft der-
selben in T op. Damit ist T opL nach (AHS06, Theorem 12.4) endlich vollständig. Dieser
Satz zeigt, dass endliche Limiten durch endliche Produkte und Differenzkerne ausgedrückt
werden können. Insbesondere erzeugt der Inklusionsfunktor daher alle endlichen Kolimiten.

(ii) Beliebige in T op gebildete Koprodukte, d.h. disjunkte Vereinigungen lokal proendlicher
Räume, sind wieder lokal proendlich. Die universelle Eigenschaft wird von T op geerbt.

2

Satz 5.29
Für die Kategorie T opL,P gilt:

(i) Der Kompaktifizierungsfunktor T opL,P
C−→ T opC erzeugt projektive Limiten.

(ii) Der Inklusionsfunktor T opL,P ↪−→ T op erzeugt

a) projektive Limiten,

b) Differenzkerne und

c) endliche Koprodukte.

(iii) Der Inklusionsfunktor T opC ↪−→ T opL,P vertauscht mit

a) genau den Limiten, deren Indexkategorie nicht leer ist, und

b) endlichen Kolimiten.

Beachte: Die Limiten des Funktors ∅ −→ T opC sind genau die finalen Objekte in T opC ,
d.h. Ein-Punkt-Räume.

(iv) Die Kategorie T opL,P besitzt kein terminales Objekt.

Beweis.
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(i) Es sei (Xi, fi,j)i∈I ein projektives System in T opL,P . Dann ist (X̂i, f̂i,j) ein projektives
System in T opC und besitzt dort einen Limes (lim←−i X̂i

πi−→ X̂i). Es sei x ∈ lim←−i X̂i mit
πi(x) = 0 für ein i. Für jedes weitere j gibt es dann ein i, j ≥ k ∈ I. Wegen fk,i ◦ πk = πi
gilt

πj(x) = fk,j(πk(x)) ∈ fk,j(f−1
k,i (πi(x))) = fk,j(f−1

k,i (0)) = fk,j({0}) = {0}
und damit πj(x) = 0. Da der projektive Limes in T opC nach Satz 5.27 (iii) in T op gebildet
werden kann und dort als Teilmenge des Produkts

∏
i X̂i explizit konstruiert werden kann,

impliziert dies π−1
i (0) = {0} für alle i ∈ I.

Zeige nun, dass (L := (lim←−i X̂i)\{0}
pi=πi|L−→ Xi) ein Limesdiagramm in T opL,P ist. Zunächst

ist lim←−i X̂i hausdorffsch und damit {0} darin abgeschlossen, so dass L darin offen und als of-
fene Teilmenge eines proendlichen Raums lokal proendlich ist. Insbesondere ist lim←−i X̂i

∼= L̂
nach der universellen Eigenschaft der Einpunktkompaktifizierung (Bou66a, I.9.8 Theorem
4 (Alexandroff)). Nach (Bou66a, I.10.1 Proposition 3) sind alle pi = πi|π−1

i (Xi)
eigentlich,

so dass das angegebene Limesdiagramm tatsächlich in T opL,P liegt.

Für alle X ∈ T opL,P und alle Familien gi ∈ HomT opL,P (X,Xi), die mit den Übergangs-
abbildungen vertauschen, vertauschen auch ĝi mit den Übergangsabbildungen f̂i,j , so dass

nach der universellen Eigenschaft des Limes in T opC ein eindeutiges X̂
f−→ lim←−i X̂i existiert

mit πi ◦ f = ĝi für alle i ∈ I. Für alle x ∈ X gilt

f(x) = 0 ⇐⇒ gi(x) = πi ◦ f(x) = 0 ∀i ∈ I ⇐⇒ x = 0,

so dass f−1(L) = X ist. Folglich ist f ′ = f |f−1(L) eigentlich und es gilt pi ◦ f ′ = gi für alle
i ∈ I. Ein f ′ mit diesen Kommutativitätseigenschaften ist eindeutig, da f eindeutig ist.

(ii) a) Es sei J F−→ T opL,P ein Diagramm und J eine gerichtete Menge. Im Folgenden
sei unterhalb eines Limes die Kategorie vermerkt, in welcher dieser gebildet wurde.
Zunächst beachte man, dass die topologischen Einbettungen F (j)

ιj
↪−→ F̂ (j) für alle

j ∈ J nach der universellen Eigenschaft des Limes in T op eine stetige Abbildung
lim
T op

F
ι−→ lim
T op

(C ◦ F ) induzieren. Nach der Konstruktion des Limes in T op als Teil-

menge des Produkts impliziert die Injektivität aller ιj , dass auch ι injektiv ist. Nun
trägt lim

T op
F die Initialtopologie bezüglich der Limesprojektionen und alle F (j) als to-

pologische Einbettungen wiederum die Initialtopologie bezüglich der ιj . Da ι injektiv
ist und nach Konstruktion alle Diagramme der Form

lim
T op

F

πj

��

ι // lim
T op

(C ◦ F )

πj

��
F (j)

ιj // F̂ (j)

kommutieren und außerdem lim
T op

(C ◦ F ) die Initialtopologie bezüglich seiner Lime-

sprojektionen trägt, trägt auch lim
T op

F die Initialtopologie bezüglich ι. Nach Lemma

5.5 (iv) ist ι dann eine topologische Einbettung. Nach Konstruktion des Limes in T op
ist lim
T op

(C ◦ F ) = ι(lim
T op

F ) ·∪{0}. Punkt (i) und Satz 5.27 (iii) zeigen, dass

lim
T op

(C ◦ F ) = lim
T opC

(C ◦ F ) = C( lim
T opL,P

F )
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gilt. Damit erhält man einen Homöomorphismus lim
T op

F
ι∼= lim
T opL,P

F , so dass insgesamt

der Inklusionsfunktor T opL,P ↪−→ T op mit projektiven Limiten vertauscht. Da au-
ßerdem T opL,P nach (i) und wegen der Vollständigkeit von T opC beliebige projektive
Limiten besitzt und der Inklusionsfunktor auf Objekten injektiv und treu ist, erzeugt
dieser auch projektive Limiten.

b) Der Inklusionsfunktor erzeugt Differenzkerne, da diese abgeschlossene Teilmengen des
Quellraums sind, wie im Beweis von Satz 5.28 (i) gezeigt wurde, und da Inklusionen
abgeschlossener Teilräume nach (Bou66a, I.10.1 Proposition 2) eigentlich sind.

c) Es seien X1, ..., Xk ∈ T opL,P . Dann ist X = ·⋃k
i=1Xi wieder hausdorffsch und to-

tal unzusammenhängend und besitzt eine topologische Basis aus offenen Kompak-
ta, so dass auch X lokal proendlich ist. Mit Bemerkung 5.10 (i) verifiziert man,
dass die kanonischen Inklusionen Xi

ιi
↪−→ X eigentlich sind. Falls Y ∈ T opL,P und

fi ∈ HomT opL,P (Xi, Y ) für 1 ≤ i ≤ k, dann ist die Verklebung

f =
k
·⋃
i=1

fi : X −→ Y, f |Xi = fi

eigentlich, denn für alle kompakten K ⊆ Y ist f−1(K) = ·⋃k
i=1 f

−1
i (K) als end-

liche Vereinigung von Kompakta selbst kompakt. Damit ist (Xi
ιi
↪−→ X)1≤i≤k ein

Koprodukt-Diagramm in T opL,P .

(iii) a) Es sei ∅ 6= J
F−→ T opC ein Diagramm. Es sei nun (X

fj−→ F (j))j∈J eine Familie
stetiger, eigentlicher Abbildungen, die mit den Übergangsabbildungen verträglich ist.
Dann muss X kompakt sein, da es keine eigentlichen, stetigen Abbildungen von nicht
kompakten Räumen in kompakte Räume F (j) gibt. Ist X kompakt, dann ist X
proendlich, so dass der in T opC gebildete Limes auch in T opL,P noch seine universelle
Eigenschaft erfüllt.

Jede einpunktige Menge ist ein finales Objekt in T opC , aber nicht in T opL,P , da es
keine eigentlichen, stetigen Abbildungen von lokal kompakten, aber nicht-kompakten
Räumen in den kompakten Raum der einpunktigen Menge gibt.

b) Der Inklusionsfunktor T opC ↪−→ T opL,P vertauscht wegen (ii) (a) und Satz 5.27 (iii)
mit endlichen Koprodukten.

Es sei nun

A
f //

g
// B

c // C

ein Differenzkokerndiagramm in T opC . Für X ∈ T opL,P und h ∈ HomT opL,P (B,X)

mit h◦f = h◦g ist h(B) kompakt, da h stetig und B kompakt ist. Es sei h(B)
ι

↪−→ X
die kanonische Inklusion, die nach Satz 5.18 eigentlich ist. Nach der universellen Ei-
genschaft in T opC existiert also ein stetiges C h′−→ h(B), so dass folgendes Diagramm
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kommutiert:

A
f //

g
// B

c //

h| !!DDDDDDDD

h

##

C

∃!h′
���
�
�

h(B)� _

ι

��
X

Folglich ist c auch ein Differenzkokern in T opL,P .

Der Inklusionsfunktor T opC ↪−→ T opL,P vertauscht also mit endlichen Koprodukten
und Differenzkokernen, so dass er nach der dualen Aussage von (AHS06, Proposition
13.3) mit endlichen Kolimiten vertauscht, da T opC nach Satz 5.27 (ii) kovollständig
ist.

(iv) Angenommen es gibt ein terminales Objekt T in T opL,P . Angenommen T enthielte zwei
verschiedene Punkte x1, x2 ∈ T . Dann gibt es zwei stetige, eigentliche Abbildungen vom
Ein-Punkt-Raum nach T , nämlich eine Abbildung auf den einen und eine Abbildung auf
den anderen Punkt. Dies ist ein Widerspruch zur universellen Eigenschaft eines terminalen
Objekts. T kann nicht leer sein, da es keine Abbildungen einer nicht-leeren Menge in die
leere Menge gibt, was nochmals ein Widerspruch zur universellen Eigenschaft wäre. Also
ist T ein Ein-Punkt-Raum. Es sei X ein unendlicher, diskreter Raum. Dann ist X lokal
proendlich und es gibt nach der universellen Eigenschaft eine eindeutige stetige, eigentliche
Abbildung X −→ T . Da T aus nur einem Element besteht, schickt diese Abbildung alles
auf dieses eine Element. Damit ist das Urbild dieses Elements ganz X, aber per Konstruk-
tion ist X unendlich und diskret und damit insbesondere nicht kompakt, so dass diese
Abbildung nicht eigentlich sein kann. Es kann also kein terminales Objekt geben.

2

5.2 (Lokal) Proendliche und eigentliche Monoide

Nachdem nun die topologischen Grundlagen behandelt wurden, können schließlich die (lokal)
proendlichen, eigentlichen Monoide definiert werden, die sich als die geeigneten Objekte für die
topologischen (Schief-)Monoidringe herausstellen. Man bemerkt, dass sich viele Eigenschaften
der Kategorie T opL,P auf diese Kategorie TMonL,P übertragen lassen.

5.2.1 (Lokal) Proendliche und eigentliche Monoide

Definition 5.30
Ein topologisches Monoid M heißt ...

(i) ... (lokal) proendlich, wenn der unterliegende topologische Raum (lokal) proendlich ist.

(ii) ... eigentlich, wenn die Verknüpfungsabbildung M ×M µ−→M eigentlich ist.

Es bezeichne TMon die Kategorie der topologischen Monoide mit den stetigen Monoidhomo-
morphismen als Morphismen. Es sei TMonC die volle Teilkategorie der proendlichen Monoide
und TMonL die volle Teilkategorie der lokal proendlichen Monoide. Weiterhin sei TMonP die
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Teilkategorie der eigentlichen topologischen Monoide, in der auch alle Morphismen eigentlich
sind, sowie TMonL,P = TMonL ∩ TMonP . Man erhält folgendes Diagramm von Kategorien:

TMon

TMonL
* 


voll
77ooooooooooo

TMonP
4 T

ggOOOOOOOOOOO

TMonL,P
4 T

ffNNNNNNNNNNN * 


voll
88ppppppppppp

TMonC
?�

voll

OO

* 


voll
88ppppppppppp

(vgl. Definition 5.8)

Bemerkung 5.31
Nach Beispiel 3.4 ist (T op,×, {1}) monoidal und per Definition ist TMon = T op-Mon.

(i) Die Einschränkungen des Bifunktors T op×T op −×−−→ T op auf die Kategorien T opP , T opC ,
T opL, T opL,P sind ebenfalls Bifunktoren auf der jeweiligen Kategorie.

Insbesondere bilden die Einschränkungen ebenfalls monoidale Kategorien, da der einpunk-
tige Raum in allen Kategorien enthalten ist.

(ii) Per Definition gilt TMonP = T opP -Mon, TMonC = T opC-Mon, usw.

Beweis.

(i) Für zwei proendliche Räume X und Y ist wegen Satz 5.27 (i) auch ihr Produkt proendlich.
Sind X und Y lokal proendlich, dann ist X×Y ⊆ X̂×Ŷ als offene Teilmenge eines proend-
lichen Raums ebenfalls lokal proendlich. Nach (Bou66a, I.10.2 Lemma 2) sind Produkte
eigentlicher Abbildungen wieder eigentlich. Die natürlichen Isomorphismen aus Proposi-
tion 3.2 lassen sich auf die jeweilige Kategorie einschränken, so dass diese wiederum eine
monoidale Kategorie bilden.

2

Bemerkung 5.32
Abgeschlossene Teilmonoide eigentlicher Monoide sind wieder eigentlich.

Beweis. Es sei N ≤ M ein abgeschlossenes Teilmonoid eines eigentlichen Monoids M . Nach
(Bou66a, I.10.2 Theorem 1) ist eine stetige Abbildung genau dann eigentlich, wenn sie abgeschlos-
sen ist und das Urbild jedes Punktes quasi-kompakt ist. Da die Topologie auf N×N ⊆M×M die
Teilraumtopologie ist, ist µN abgeschlossen. Die andere Bedingung wird direkt von µM geerbt.

2

Bemerkung 5.33
Es sei M ein eigentliches Monoid.
Dann ist die Einheitengruppe M× = {m ∈ M ;∃n ∈ M : mn = nm = 1} ein quasi-kompaktes
Teilmonoid von M .
Insbesondere ist M× proendlich, wenn M zusätzlich lokal proendlich ist.
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Beweis. Da M eigentlich ist, ist µ−1(1) ⊆ M ×M quasi-kompakt nach Bemerkung 5.10. Auf-
grund der Stetigkeit der Projektionen sind dann auch Er = π1(µ−1(1)) und El = π2(µ−1(1))
quasi-kompakt. Es sei m ∈ E = El ∩ Er. Nach Konstruktion gibt es dann l, r ∈ M mit
mr = lm = 1. Folglich gilt l = l(mr) = (lm)r = r, so dass l = r ein Inverses zu m ∈ M
ist und damit m ∈M× ist. Umgekehrt ist für jedes m ∈M× schon m ∈ E wegen mn = nm = 1
mit einem n ∈M , d.h. m ∈ Er ∩ El = E. Folglich ist M× = E quasi-kompakt.

2

5.2.2 Die Einpunktkompaktifizierung lokal proendlicher Monoide

Wie schon für lokal proendliche Räum, gibt es auch für lokal proendliche, eigentliche Monoide die
Konstruktion der Einpunktkompaktifizierung, die analog einen Funktor TMonL,P −→ TMonC
definiert. Für spätere Beweise, die die topologischen und vollständigen (Schief-)Monoidringe be-
treffen, ist dieser Funktor essentiell. Prinzipiell jedes Problem im lokal proendlichen, eigentlichen
Fall ist mit diesem Funktor in den proendlichen Fall übertragbar.

Satz 5.34
Es sei M ∈ TMonL ein lokal proendliches Monoid. Setzt man die Multiplikation von M auf die
Einpunktkompaktifizierung M̂ = M ·∪{0} durch 0 ·m = m · 0 = 0 für m ∈ M̂ fort, dann ist M̂
ein Monoid und es gilt:
M ist genau dann eigentlich, wenn M̂ ein topologisches Monoid ist.

Wegen Satz 5.12 ist dann insbesondere M̂ ∈ TMonC .

Beweis. Falls M̂ ∈ TMonC , dann gilt für jedes Kompaktum K ⊆ M , dass µ−1

M̂
(K) ⊆ M̂ × M̂

kompakt ist, da M ein Hausdorff-Raum, also K ⊆M abgeschlossen ist. Da µM̂ stetig ist, ist auch
µ−1

M̂
(K) ⊆ M̂ × M̂ abgeschlossen und damit kompakt, da M̂ × M̂ nach dem Satz von Tychonoff

kompakt ist. Aber da µ−1
M (K) = µ−1

M̂
(K) ⊆ M ×M ist, impliziert dies die Kompaktheit von

µ−1
M (K), so dass insgesamt µM eigentlich ist.
Sei umgekehrt U ⊆ M̂ eine offene Menge. Für den Fall, dass 0 6∈ U ist, ist µ−1

M (U) ⊆M ×M
offen, da µM stetig ist. Folglich ist die Menge µ−1

M̂
(U) = µ−1

M (U) offen in M̂ × M̂ nach Definition

der Topologie auf M̂ . Falls 0 ∈ U ist, dann ist nach Definition der Topologie auf M̂ die Menge
M̂\U ⊆ M kompakt. Da µM eigentlich ist, ist auch µ−1

M (M̂\U) ⊆ M ×M kompakt und daher
abgeschlossen in M̂ × M̂ , da M̂ ein Hausdorff-Raum ist. Wegen der Surjektivität von µM̂ ist
schließlich µ−1

M̂
(U) = (M̂ × M̂)\µ−1

M (M̂\U) offen in M̂ × M̂ .
2

Korollar 5.35
Man erhält einen treuen, essentiell injektiven Kompaktifizierungsfunktor (vgl. Korollar 5.14)

C : TMonL,P −→ TMonC , M 7−→ M̂

5.2.3 Quotienten und Relationenverbände topologischer Monoide

Wie bereits für T opP gesehen ist auch TMonP (Epi,Mono)-strukturiert. Ebenso übertragen
sich alle Eigenschaften der Äquivalenzrelationen lokal proendlicher Räume auf die Kongruenzen
lokal proendlicher, eigentlicher Monoide. Wichtig für die spätere Charakterisierung proendlicher
Monoide ist das Analogon Korollar 5.42 zu Korollar 5.24.
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Definition 5.36
Für ein Monoid M bezeichne Cong(M) die Menge der Kongruenzrelationen auf M . Aufgefasst
als Teilmenge der Potenzmenge von M ×M trägt Cong(M) eine kanonische Halbordnung.
Es sei nun M ein topologisches Monoid.

(i) Eine Kongruenz R ∈ Cong(M) auf M heiße ...

• ... abgeschlossen, wenn jede Kongruenzklasse von R abgeschlossen in M ist.

• ... offen, wenn jede Klasse von R offen in M ist.

• ... kompakt, wenn jede Klasse von R abgeschlossen in M und quasi-kompakt ist.

(ii) Weiterhin bezeichne ...

• ... CongA(M) die Teilmenge der abgeschlossenen Kongruenzen auf M .

• ... CongO(M) die Teilmenge der offenen Kongruenzen auf M .

• ... CongC(M) die Teilmenge der kompakten Kongruenzen auf M .

Bemerkung 5.37
Es sei G eine topologische Gruppe.

(i) Es gibt eine Bijektion

φ : Cong(G) ∼−→ {N �G}, R 7−→ [1]R, πN × πN−1(∆G/N )←− [ N

wobei G
πN−� G/N die kanonische Projektion für einen Normalteiler N �G ist.

Die Abbildung φ schränkt sich zu folgenden Bijektionen ein:

• φ| : CongA(N) ∼−→ {N �G abgeschlossen}
• φ| : CongO(N) ∼−→ {N �G offen}
• φ| : CongC(N) ∼−→ {N �G quasi-kompakt und abgeschlossen}

(ii) Für alle N �G ist G/N versehen mit der Quotienten-Topologie eine topologische Gruppe
(wie (War93, I.5.4 Theorem)).

Bemerkung 5.38
Es sei M ein topologisches Monoid und R eine Kongruenzrelation.
Dann ist M/R versehen mit der Quotiententopologie im Allgemeinen kein topologisches Monoid.

Lemma 5.39
Es sei M ein topologisches Monoid und R ∈ CongC(M). Für M/R versehen mit der Quotien-
tentopologie gilt:

(i) Die kanonische Projektion M
πR−�M/R ist eigentlich.

(ii) Falls M hausdorffsch ist, dann gilt:

M/R ist genau dann lokal kompakt, wenn M lokal kompakt ist.

(iii) M/R ist ein topologisches, hausdorffsches Monoid.

(iv) M ist genau dann eigentlich, wenn M/R eigentlich ist.
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Beweis. (i) und (ii) gelten nach Lemma 5.19 (iii).

(iii) Nach (Bou66a, I.10.2 Lemma 2) ist πR×πR eigentlich und wegen Bemerkung 5.10 (i) insbe-
sondere abgeschlossen. Nach Definition der Multiplikation auf M/R kommutiert folgendes
Diagramm:

M ×M
µM

��

πR×πR //M/R×M/R

µM/R

��
M πR

//M/R

Für ein abgeschlossenes A ⊆ M/R ist auch µ−1
M/R(A) = (πR × πR)

(
(πR ◦ µM )−1(A)

)
⊆

M/R ×M/R abgeschlossen, da πR × πR abgeschlossen ist. Folglich ist µM/R stetig und
M/R ein topologisches Monoid. Wegen Lemma 5.19 (i) ist M/R ein Hausdorff-Raum.

(iv) Angenommen M ist eigentlich. Als Komposition zweier eigentlicher Abbildungen ist dann
µM/R ◦ (πR × πR) = πR ◦ µM wegen (Bou66a, I.10.1 Proposition 5 a)) eigentlich und nach
(Bou66a, I.10.1 Proposition 5 b)) ist auch µM/R eigentlich, da (πR × πR) surjektiv ist.

Umgekehrt ist wieder πR◦µS = µS/R◦(πR×πR) als Komposition eigentlicher Abbildungen
eigentlich und da M/R hausdorffsch ist aufgrund von Lemma 5.19 (ii), ist nach (Bou66a,
I.10.1 Proposition 5 d)) auch µS eigentlich.

2

Satz 5.40 (Homomorphiesatz für topologische Monoide)
Es seien M und N topologische Monoide. Für alle eigentlichen f ∈ HomTMon(M,N) erhält
man folgendes Diagramm topologischer Monoide

M

πker f
����

f // N

M/ ker f
f̄

∼
// f(M)

?�

ιf(M)

OO

wobei ker f ∈ CongC(M) und f(M) ⊆ N ein abgeschlossenes Teilmonoid ist.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Homöomorphiesatz 5.18 und Lemma
5.39.

2

Bemerkung 5.41
Da jede Kongruenz als Teilmenge von M × M aufgefasst werden kann, trägt Cong(M) eine
kanonische Halbordnung. Es gilt:

(i) Cong(M) ist ein vollständiger, distributiver Verband. Für eine Teilmenge S ⊆ Cong(M)
gilt ∧

S =
⋂
S,

∨
S =

⋂
R′∈Cong(M),
R⊆R′ ∀R∈S

R′.

(ii) CongA(M) ist ein vollständiger, distributiver Verband.
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(iii) CongO(M) ≤ CongA(M) ist ein distributiver Teilverband, der Suprema nicht-leerer Teil-
mengen besitzt.

(iv) CongC(M) ≤ CongA(M) ist ein distributiver Teilverband, der Infima nicht-leerer Teilmen-
gen besitzt.

Für jeden Monoidhomomorphismus M
f−→ N definiert Cong(N)

(f×f)−1

−→ Cong(M) einen Ver-

bandshomomorphismus, so dass man die (kontravarianten) Funktoren Mon
Cong−→ Pos∨∨,∧∧,D,

TMon
CongA−→ Pos∨∨,∧∧,D, TMon

CongO−→ Pos∨,∧,D, TMonP
CongC−→ Pos∨,∧,D erhält.

Beweis. Es sei S ⊆ Cong(M) und I =
⋂
R∈S R. Für m,m′, n, n′ ∈M gilt

mIm′, nIn′ ⇔ mRm′, nRn′ ∀R ∈ S ⇒ (mn)R(m′n′) ∀R ∈ S ⇔ (mn)I(m′n′),

so dass I selbst wieder eine Kongruenz ist. Folglich besitzt Cong(M) Infima. Der Rest folgt aus
Korollar 5.22.

2

Korollar 5.42
Es sei M ein proendliches Monoid. Für R ∈ Cong(M) sind äquivalent:

(i) R =
⋂
R⊆S∈CongO(M) S

(ii) M/R ∼= lim←−R⊆S∈CongO(M)
M/S

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 5.23.
2

5.2.4 Charakterisierung proendlicher Monoide

Ein interessanter Punkt ist, dass sich proendliche Monoide auf die gleiche Weise charakterisieren
lassen wie proendliche Räume bzw. Gruppen. Der Schlüssel zum Beweis dieser Charakterisierung
aus Lemma 5.46 sind die sogenannten syntaktischen Kongruenzen, die im Bereich der theore-
tischen Informatik, im Speziellen in der Spracherkennung eine wichtige Rolle spielen. Anhand
dieser Kongruenzen sieht man, dass die offenen Kongruenzen eine ”dichte“ Teilmenge der offenen
Äquivalenzrelationen bilden, da es nach Lemma 5.44 zu jeder offenen Äquivalenzrelation eine
offene Kongruenz gibt, die kleiner ist als diese. Die Darstellung eines proendlichen Monoids als
projektiver Limes endlicher, diskreter Monoide ist essentiell, wenn es in Kapitel 7 darum geht,
nachzuweisen, dass die auf dem Monoidring eingeführte Topologie eine Ringtopologie ist.

Lemma 5.43
Es sei M ein Monoid. Für jedes m ∈M definiert µm(k, n) := kmn für k, n ∈M eine Abbildung
M ×M −→M . Eine Teilmenge S ⊆M definiert mittels

mRSn ⇐⇒ µ−1
n (S) = µ−1

m (S)

für m,n ∈M eine so genannte syntaktische Kongruenz RS auf M mit den Eigenschaften:

(i) S = π−1
RS

(πRS (S))

(ii) R′ ⊆ RS für alle Kongruenzen R′ auf M mit S = π−1
R′ (πR′(S))
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Hierbei sind M
πRS−�M/RS bzw. M

πR′−�M/R′ die kanonischen Projektionen.

Beweis. Nach Konstruktion ist die angegebene Relation eine Äquivalenzrelation. Es seien nun
m,m′, n, n′ ∈M mit mRSm′ und nRSn

′. Für x, y ∈M gilt

(x, y) ∈ µ−1
mn(S) ⇐⇒ xmny ∈ S ⇐⇒ (x, ny) ∈ µ−1

m (S) = µ−1
m′ (S)

⇐⇒ xm′ny ∈ S ⇐⇒ (xm′, y) ∈ µ−1
n (S) = µ−1

n′ (S)

⇐⇒ xm′n′y ∈ S ⇐⇒ (x, y) ∈ µ−1
m′n′(S),

so dass (mn)RS(m′n′) und damit RS eine Kongruenzrelation auf M ist.

(i) Es sei mRSs und s ∈ S. Wegen 1 · s · 1 = s ∈ S ist (1, 1) ∈ µ−1
s (S) = µ−1

m (S), so dass auch
m = 1 ·m · 1 ∈ S ist. Damit gilt S ⊆ π−1

RS
πRS (S) =

⋃
s∈S [s]Rs ⊆ S bzw. π−1

RS
πRS (S) = S.

(ii) Es seien m,n ∈ M mit mR′n. Unter Benutzung der Voraussetzung π−1
R′ (πR′(S)) = S und

der Kongruenzeigenschaft von R′ gilt

(x, y) ∈ µ−1
m (S) ⇐⇒ xmy ∈ S

=⇒ [xny]R′ = [xmy]R′ = π−1
R′ (πR′(xmy)) ⊆ π−1

R′ (πR′(S)) = S

=⇒ xny ∈ S =⇒ (x, y) ∈ µ−1
n (S)

und wegen Symmetrie ist µ−1
m (S) = µ−1

n (S) bzw. mRSn. Also ist R′ ⊆ RS .

2

Lemma 5.44
Es sei M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid. Für die in Lemma 5.43 konstruierten
Kongruenzrelationen gilt:
Ist K ⊆ M ein offenes Kompaktum, dann ist M/RK endlich und diskret. Außerdem gibt es
maximal eine Kongruenzklasse [m] ∈M/RK , die nicht kompakt ist.

Beweis. Durch ν(k,m, n) := kmn für k,m, n ∈ M wird eine eigentliche, stetige Abbildung
M ×M ×M

ν−→ M definiert, denn ν = µ ◦ (µ, idM ) ist die Verkettung zweier eigentlicher,
stetiger Abbildungen. Es sei K ⊆ M ein offenes Kompaktum. ν−1(K) ist offen und kompakt,
d.h. es gibt per Definition der Produkttopologie eine Überdeckung ν−1(K) =

⋃
iKi × Li × Ni

mit offenen und kompakten Teilmengen Ki, Li,Ki ⊆M . Da ν eigentlich ist und K kompakt, ist
auch ν−1(K) kompakt, so dass eine endliche Teilüberdeckung ausreicht. Ohne Einschränkung
sei daher ν−1(K) = (K1 × L1 × N1) ∪ ... ∪ (Kr × Lr × Nr) mit nicht-leeren Ki, Li und Ni für
1 ≤ i ≤ r. Es sei nun m ∈M .

• Falls µ−1
m (K) = ∅, dann ist [m] = M\(L1 ∪ ... ∪ Lr) offen, denn die Li sind kompakt und

damit abgeschlossen, da M ein Hausdorff-Raum ist.

• Falls µ−1
m (K) 6= ∅, gilt für x, y ∈M die Äquivalenz

(x, y) ∈ µ−1
m (K) ⇐⇒ xmy ∈ K ⇐⇒ (x,m, y) ∈ ν−1(K)

⇐⇒ (x, y) ∈
⋃

i=1,...,r
m∈Li

Ki ×Ni,

so dass [m] =
(⋂

i=1,...,r
m∈Li

Li

)
\
(⋃

i=1,...,r
m6∈Li

Li

)
offen und kompakt ist.
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Damit ist M/RK mit der Quotiententopologie diskret. Es gibt nur endlich viele Kombinati-
onsmöglichkeiten in welchen Li ein m ∈ M liegen kann und in welchen nicht. Mit der angege-
benen Beschreibung von µ−1

m (K) gibt es deshalb nur endlich viele Äquivalenzklassen, so dass
M/RK endlich ist.

2

Lemma 5.45
Es sei M ein proendliches Monoid und R ∈ Cong(M) eine Kongruenz auf M .
Dann gibt es für alle R ⊆ S ∈ EquO(M) eine offene Kongruenz T ∈ CongO(M), so dass
R ⊆ T ⊆ S.

Beweis. Da M kompakt und S offen, ist X/S diskret. Folglich gibt es Repräsentanten x1, ..., xr ∈
X, so dass X = [x1]S ·∪... ·∪[xr]S . Da S offen und M kompakt ist, ist jedes Ki = [xi]S offen und
kompakt für alle 1 ≤ i ≤ r. Es sei T = RK1 ∩ ... ∩RKr . Dann ist T ∈ CongO(M) wegen Lemma
5.44 und T ⊆ S, da [x]S = π−1

T πT ([x]S) wegen Lemma 5.43 (i) für alle x ∈ X. Da aber R ⊆ S
und folglich auch [x]S = π−1

R πR([x]S) für alle x ∈ X gilt, impliziert Lemma 5.43 (ii) schließlich
auch R ⊆ T , womit die Behauptung gezeigt ist.

2

Lemma 5.46
Ein topologisches Monoid M ist genau dann proendlich, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfüllt ist

(i) M ist der inverse Limes endlicher, diskreter Monoide.

(ii) M ist hausdorffsch, kompakt und besitzt eine Basis aus offenen Kompakta.

(iii) M ist hausdorffsch, kompakt und total unzusammenhängend.

Beweis. Für die Implikation ”(i) ⇐ (ii)“ beachte, dass ∆M =
⋂
EquO(M) =

⋂
CongO(M)

wegen Lemma 5.45 und Korollar 5.24. Mit Korollar 5.42 folgt dann

M ∼= M/∆M
∼= lim←−

R∈CongO(M)

M/R

Alle anderen Folgerungen gelten nach Lemma 5.2. 1

2

Satz 5.47
Es sei M ein proendliches Monoid.
Dann ist CongO(M) = {RK1 ∩ ... ∩RKr ;Ki ⊆M kompakt und offen }.

Beweis. Es sei R ∈ CongO(M) eine offene Kongruenz auf M . Der Quotient M/R ist diskret und
daher endlich, da M proendlich, also insbesondere kompakt ist. Andernfalls bildeten die Kongru-
enzklassen von R eine unendliche, disjunkte, offene Überdeckung von M . Als Komplement der
Vereinigung ihrer Nebenklassen ist jede Kongruenzklasse von R nicht nur offen, sondern auch
abgeschlossen und daher kompakt, da M kompakt ist. Wähle Repräsentanten m1, ...,mr ∈ M
jeder Kongruenzklasse von R und setze S = R[m1] ∩ ...∩R[mr]. Dann ist π−1

S ([mi]R) = [mi]R für
alle 1 ≤ i ≤ r wegen Lemma 5.43 (i), so dass R ⊆ S. Aussage (ii) ebenda impliziert R = S.

2

1Die Idee diese so genannten
”
syntaktischen Kongruenzen“ RK zu verwenden, geht auf (Alm05, Theorem 3.1)

zurück.
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5.2.5 Wichtige Beispiele lokal proendlicher, eigentlicher Monoide

Abschließend sollen noch einige Beispiele für lokal proendliche, eigentliche Monoide angegeben
werden. In der Algebra oder Zahlentheorie hat man es häufiger mit Gruppen als mit Monoiden
zu tun, so würde der Zahlentheoretiker vermutlich als erstes nach lokal proendlichen, eigentlichen
Gruppen suchen um eine Vorstellung von diesen Objekten zu bekommen. Es stellt sich jedoch
heraus, dass jedes lokal proendliche, eigentliche Monoid, das eine Gruppe ist, immer proendlich
ist. Neben den proendlichen Gruppen stellen die freien Monoide eine weitere wichtige Klasse
lokal proendlicher Monoide dar. Dies können beliebige freie, diskrete Monoide sein, oder auch
freie Monoide, die von einem lokal proendlichen Raum erzeugt werden.

Bemerkung 5.48
Es sei G eine topologische, hausdorffsche Gruppe.
Dann ist G genau dann eigentlich, wenn sie kompakt ist.
Insbesondere ist jede lokal proendliche, eigentliche Gruppe proendlich.

Beweis. Es sei G kompakt. Da G hausdorffsch ist, ist jedes Kompaktum K ⊆ G abgeschlossen
in G und folglich µ−1

G (K) ⊆ G×G eine abgeschlossene Teilmenge. Nach dem Satz von Tychonoff
(Bou66a, I.9.5 Theorem 3) ist G×G kompakt und damit auch µ−1

G (K).
Umgekehrt gibt es für jedes g ∈ G einen Homöomorphismus

φg : G ∼−→ µ−1
G (g), h 7−→ (h, h−1g),

denn φg ist stetig, da idG, die Inversenbildung und die Multiplikation mit g von rechts stetige
Abbildungen auf G sind. φg ist offen, da die Umkehrabbildung die Projektion auf erste Koordi-
nate ist, welche nach Definition der Produkttopologie ebenfalls stetig ist. Da µG eigentlich und
daher µ−1

G (g) nach Bemerkung 5.10 (i) kompakt ist, muss auch G ∼= µ−1
G (g) kompakt sein.

2

Bemerkung 5.49
Ein diskretes Monoid M ist genau dann eigentlich, wenn es folgende Eigenschaft erfüllt.

(D) Für jedes m ∈M gibt es nur endlich viele verschiedene geordnete Paare (k, n) ∈M ×M ,
so dass kn = m ist.

Diese Eigenschaft (D) wird auch “finite decomposition”-Eigenschaft genannt (vgl. (Bou74,
Kapitel III §2.10)).

Beweis. Erfüllt M die Eigenschaft (D) und ist K ⊆M ein Kompaktum, dann ist K endlich, da
M diskret ist. Folglich ist

µ−1(K) =
⋃
k∈K

µ−1(k)

eine endliche Vereinigung endlicher Mengen und damit selbst endlich und kompakt. Umgekehrt
ist, falls µ eigentlich ist, für jedes m ∈M die Menge µ−1(m) kompakt und damit endlich, da M
diskret ist.

2

Bemerkung 5.50
Für jede Menge S erfüllt das freie Monoid F (S) die Eigenschaft (D), so dass F (S) versehen
mit der diskreten Topologie ein lokal proendliches, eigentliches Monoid ist.
Insbesondere bildet das diskrete, additive Monoid der natürlichen Zahlen (mit 0) als einfach
erzeugtes freies Monoid ein eigentliches Monoid.

78



5.3. Topologische M -Mengen

Proposition 5.51
Eine weitere Klasse von Beispielen liefern die freien Monoide erzeugt von lokal proendlichen
Räumen.

(i) Der Vergissfunktor TMonL
U−→ T opL besitzt einen linksadjungierten freien Funktor

F : T opL −→ TMonL, X 7−→ F (X) = ·⋃
k≥0

Xk.

(ii) Für alle X ∈ T opL ist F (X) ∈ TMonL,P .

Beweis.

(i) Nach Bemerkung 5.31 ist (T opL,×, {1}) eine monoidale Kategorie. Nach Satz 5.28 (ii)
besitzt T opL beliebige Koprodukte, die vom Inklusionsfunktor T opL ↪−→ T op erzeugt

werden. Da für alle X ∈ T op die Funktoren T op (−×X)−→ T op bzw. T op (X×−)−→ T op mit
beliebigen disjunkten Vereinigungen vertauschen, gilt das gleiche auch für X ∈ T opL
und die Einschränkung dieser Funktoren auf T opL. Nach Satz 3.15 erhält man dann den
angegebenen Funktor als Linksadjungierten.

(ii) Die Multiplikation auf F (X) für X ∈ T opL ist per Konstruktion gegeben durch

µF (X) : F (X)× F (X) −→ F (X), ((x1, ..., xm), (y1, ..., yn)) 7−→ (x1, ..., xm, y1, ..., yn).

Es sei nun K ⊆ F (X) ein offenes Kompaktum. Dann lässt sich K offen und disjunkt über-
decken durch K = ·⋃

k≥0K∩Xk nach Definition der Topologie der disjunkten Vereinigung.
Da K kompakt ist, besitzt diese Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung, so dass es
ein n ∈ N gibt mit K = ·⋃n

k=1(K ∩Xk). Für 1 ≤ k ≤ n und Kk = K ∩Xk gilt

µ−1
F (X)(Kk) ⊆ ({1} ×Kk) ∪ (Kk × {1}) ∪

n−1⋃
i=1

((L1 × ...× Li)× (Li+1 × ...× Ln)) =: L

mit kompakten Li = πi(Kk), wobei Xk πi−→ X die kanonische Projektion auf die Koor-
dinate i ist. X ist hausdorffsch und damit Kk ⊆ Xk ⊆ F (X) abgeschlossen. Die Stetig-
keit von µF (X) impliziert, dass dann µ−1

F (X)(Kk) ⊆ L als abgeschlossene Teilmenge eines
Kompaktums ebenfalls kompakt ist. Als endliche Vereinigung von Kompakta ist auch
µ−1
F (X)(K) =

⋃k
k=1 µ

−1
F (X)(Kk) kompakt, so dass µF (X) schließlich nach Lemma 5.11 eigent-

lich ist.

2

5.3 Topologische M-Mengen

5.3.1 (Lokal) Proendliche und eigentliche M-Mengen

An dieser Stelle soll kurz auf die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen M -Mengen ein-
gegangen werden. Eigentlich wird diese Kategorie erst interessant, wenn man Tensorprodukte
und darüber Tensormonoide erzeugt von M -Mengen definiert. Diese Konstruktionen öffnen je-
doch ein weiteres großes unerforschtes Feld und haben keinen direkten Bezug zum Thema der
topologischen und vollständigen Monoidringe, so dass sie aus diesen Gründen nicht mit in die
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Arbeit aufgenommen wurden. Wie auch für Monoide kann man übrigens auch für proendliche,
eigentliche M -Mengen eine Charakterisierung wie in Lemma 5.46 angeben.

Wichtig für die Theorie der topologischen und vollständigen Schiefmonoidringe werden die
lokal proendlichen M -Mengen, da sie auch den Spezialfall der eigentlichen Operation eines lokal
proendlichen, eigentlichen Monoids auf einem weiteren umfassen. Diese spielen für topologische
semidirekte Produkte lokal proendlicher, eigentlicher Monoide eine Rolle. Nützlich hierfür ist
vor allem wieder die Einpunktkompaktifizierung.

Definition 5.52
Es sei M ein topologisches Monoid. Eine topologische M -Linksmenge S ∈M -T op heiße ...

(i) ... (lokal) proendlich, wenn der unterliegende topologische Raum (lokal) proendlich ist.

(ii) ... eigentlich, wenn die Verknüpfungsabbildung M × S µS−→ S eigentlich ist.

(iii) ... lokal M-eigentlich, wenn es für alle quasi-kompakten K ⊆ S und alle m ∈ M eine
offene Umgebung m ∈ Um ⊆M und eine quasi-kompakte Teilmenge Km ⊆ S gibt, so dass

µ−1
S (K) ∩ (Um × S) ⊆M ×Km.

Wie bei den topologischen Monoiden kennzeichne der Index C bzw. L die volle Teilkategorie der
proendlichen bzw. lokal proendlichen M -Linksmengen. M -T opP bzw. M -T opM bezeichne die
Teilkategorie von M -T op der eigentlichen bzw. lokal M -eigentlichen M -Linksmengen mit jeweils
den eigentlichen M -linkslinearen Abbildungen als Morphismen und M -T opL,M ⊆ M -T opM die
volle Teilkategorie der M -eigentlichen M -Linksmengen. Indexkombinationen kennzeichnen die
vollen Schnittkategorien. Man erhält folgendes Diagramm von Kategorien:

M -T op

M -T opL
' �

voll
55jjjjjjjjjjjjjjj

M -T opM
4 T

ggOOOOOOOOOOOO

M -T opL,M
6 V

iiSSSSSSSSSSSSSSS * 


voll
77ooooooooooo

M -T opP
4 T

voll

ffNNNNNNNNNNN

M -T opC = M -T opC,M
?�

voll

OO

( �

voll
55kkkkkkkkkkkkkk

M -T opL,P
4 Tvoll

ggOOOOOOOOOOO * 


voll
88ppppppppppp

M -T opC,P
6 Vvoll

iiSSSSSSSSSSSSSS * 


voll
77ooooooooooo

Es gilt M -T opC = M -T opC,M , da man für jedes Kompaktum K ⊆ S ∈ M -T opC und jedes
m ∈M die Umgebung m ∈ Um = M und Km = S wählen kann, so dass µ−1

S (K) ∩ (Um × S) =
µ−1
S (K) ⊆M × S = M ×Km ist.

Bemerkung 5.53
Per Konstruktion stimmen die Definitionen von M -T opC für M ∈ TMonC , M -T opL für M ∈
T opL usw. mit den allgemeinen aus Definition 3.5 überein, so dass dies keine Widersprüche
aufwirft.
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Bemerkung 5.54
Es sei M ein topologisches Monoid.
Abgeschlossene M -Teilmengen (lokal M -)eigentlicher M -Linksmengen sind wieder (lokal M -)
eigentlich.

Beweis. Es sei A ⊆ S eine abgeschlossene M -Teilmenge einer eigentlichen M -Teilmenge S. Da
S eigentlich ist, ist µ−1

A (a) = (M × A) ∩ µ−1
S (a) quasi-kompakt für alle a ∈ A nach Bemerkung

5.10 (i) und da abgeschlossene Teilmengen quasi-kompakter Mengen selbst quasi-kompakt sind.
Außerdem ist µA abgeschlossen, da µS dies ist und alle abgeschlossenen Teilmengen von A auch
abgeschlossen in S sind. Folglich ist auch µA nach Bemerkung 5.10 (i) eigentlich.

Ist A ⊆ S eine abgeschlossene M -Teilmenge einer lokal M -eigentlichen M -Menge S, dann gibt
es für jedes Kompaktum K ⊆ S und jedes m ∈M eine offene Umgebung m ∈ Um ⊆M und ein
Kompaktum Km ⊆ S, so dass µ−1

S (K) ∩ (Um × S) ⊆M ×Km. Dies impliziert

µ−1
A (K) ∩ (Um ×A) = µ−1

S (K) ∩ (M ×A) ∩ (Um ×A) = (M ×A) ∩ (µ−1
S (K) ∩ (Um × S))

⊆ (M ×A) ∩M ×Km = M × (A ∩Km).

Als abgeschlossene Teilmenge ist mit Km auch A ∩Km kompakt.
2

Lemma 5.55
Es sei M ein topologisches Monoid und S eine lokal M -eigentliche M -Linksmenge.
Für jedes quasi-kompakte KM ⊆M und jedes Kompaktum KS ⊆ S gibt es dann ein Kompaktum
K ′S ⊆ S, so dass

µ−1
S (KS) ∩ (KM × S) ⊆M ×K ′S .

Beweis. Für KS gibt es nach Definition für jedes m ∈ M gewisse offene Umgebungen m ∈
Um ⊆ M und Kompakta Km ⊆ M , so dass µ−1

ϕ (KS) ∩ (Um × S) ⊆ M ×Km für alle m ∈ M .
Folglich ist KM ⊆

⋃
m∈M Um. Da KM quasi-kompakt ist, genügen endlich viele Um, so dass es

m1, ...,mr ∈M gibt mit KM ⊆ Um1 ∪ ... ∪ Umr . Dies impliziert

µ−1
ϕ (KS) ∩ (KM × S) ⊆

r⋃
i=1

µ−1
ϕ (KS) ∩ (Umi × S) ⊆M ×

r⋃
i=1

Kmi .

Als endliche Vereinigung von Kompakta ist dann K ′S = Km1 ∪ ...∪Kmr ebenfalls kompakt und
erfüllt die gewünschte Eigenschaft.

2

Korollar 5.56
Es sei M ein topologisches Monoid. Für eine topologische M -Linksmenge gilt

(i) S eigentlich =⇒ S lokal M -eigentlich

(ii) Wenn M hausdorffsch, kompakt und S hausdorffsch ist, sind beide Eigenschaften äquiva-
lent.

Beweis.

(i) Für jedes quasi-kompakte K ⊆ S ist auch µ−1
S (K) quasi-kompakt nach Bemerkung 5.10

(ii). Für m ∈ M wähle Um = M und Km als das quasi-kompakte Bild von µ−1
S (K) unter

der kanonischen, stetigen Projektion auf die S-Koordinate. Dann gilt

µ−1
S (K) ∩ (M × S) = µ−1

S (K) ⊆M ×Km.
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(ii) Es sei KS ⊆ S kompakt. Wendet man Lemma 5.55 für KM = M an, dann erhält man
µ−1
S (KS) = µ−1

S (KS) ∩ (M × S) ⊆ M × K ′S mit einem Kompaktum K ′S ⊆ S. Da S
hausdorffsch ist, ist KS ⊆ S abgeschlossen, und aufgrund der Stetigkeit von µS ist auch
µ−1
S (KS) ⊆ M × S abgeschlossen. Folglich ist µ−1

S (KS) als abgeschlossene Teilmenge des
kompakten Raums M ×K ′S selbst kompakt und damit S eigentlich nach Bemerkung 5.10
(ii).

2

Korollar 5.57
Für Hausdorffsche, kompakte Monoide M schränkt sich das Kategoriendiagramm aus Definition
5.52 ein zu dem Diagramm:

M -T op

M -T opL
% �

voll

33ffffffffffffffffffffffffffff
M -T opP = M -T opM

8 X

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

M -T opL,P = M -T opL,M
9 Y

kkXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX & �

voll
44hhhhhhhhhhhhhhhhhh

M -T opC = M -T opC,M = M -T opC,P
?�

voll

OO

% �

voll
33gggggggggggggggggggggg

5.3.2 Zusammenhang zwischen den M-Kategorien

Satz 5.58
Es sei M ein topologisches Monoid und S ∈M -T opL eine lokal proendliche M -Linksmenge.

• Durch m · 0 = 0 für m ∈ M wird die Einpunktkompaktifizierung Ŝ = S ∪ {0} zu einer
M -Linksmenge.

• Falls M ∈ TMonL,P , dann wird Ŝ durch 0 · s = 0 für s ∈ Ŝ zu einer M̂ -Linksmenge.

Es gilt (vgl. Satz 5.12):

(i) S ist genau dann lokal M -eigentlich, wenn Ŝ ∈M -T op.

Insbesondere ist dann Ŝ ∈ M -T opC und Ŝ ist genau dann eigentlich, wenn M quasi-
kompakt ist.

(ii) Für M ∈ TMonL,P ist S genau dann eigentlich, wenn Ŝ ∈ M̂ -T op.

Insbesondere ist dann Ŝ ∈ M̂ -T opC .

Beweis.

(i) Angenommen Ŝ ∈ M -T op. Es sei K ⊆ S kompakt. Dann ist U = Ŝ\K nach Definition
der Einpunktkompaktifizierung offen in Ŝ. Folglich ist µ−1

Ŝ
(U) ⊆M × Ŝ offen und enthält

M ×{0}. Folglich gibt es für alle m ∈M ein offenes Um ⊆M und ein kompaktes Km ⊆ S,
so dass (m, 0) ∈ Um × (Ŝ\Km) ⊆ µ−1

Ŝ
(U). Dies impliziert

µ−1
S (K) = (M × Ŝ)\µ−1

Ŝ
(U) ⊆ (M × Ŝ)\(Um × (Ŝ\Km)) = (M ×Km) ∪ ((M\Um)× Ŝ)
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5.4. Endomorphismenmonoide lokal proendlicher, eigentlicher Monoide

und damit µ−1
S (K) ∩ (Um × S) ⊆M ×Km, so dass insgesamt S lokal M -eigentlich ist.

Umgekehrt sei S ein lokal M -eigentliches M -Monoid. Die Einschränkung µŜ |M×S = µS
ist stetig, denn S ∈M -T op. Es bleibt zu zeigen, dass µ̂S auch stetig ist bei allen (m, 0) ∈
M × {0}. Dazu sei m ∈ M beliebig und m · 0 = 0 ∈ U ⊆ Ŝ eine offene Umgebung.
Dann ist K = Ŝ\U ⊆ S kompakt nach Definition der Einpunktkompaktifizierung. Nach
Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung m ∈ Um ⊆M und ein Kompaktum Km ⊆ S,
so dass µ−1

S (K) ∩ (Um × S) ⊆M ×Km ist. Dies impliziert

M × (Ŝ\Km) = (M × Ŝ)\(M ×Km) ⊆ µ−1

Ŝ
(U) ∪ ((M\Um)× Ŝ) ∪ (M × {0})

und damit Um × (Ŝ\Km) ⊆ µ−1

Ŝ
(U), d.h. µŜ ist stetig bei (m, 0). Da m ∈M beliebig war,

ist damit µŜ insgesamt stetig.

Ist Ŝ eigentlich, dann ist M ∼= M × {0} = µ−1

Ŝ
(0) quasi-kompakt nach Bemerkung 5.10

(i). Sei Umgekehrt M quasi-kompakt. Jedes quasi-kompakte K ⊆ S ist abgeschlossen in
S, da S ein Hausdorff-Raum ist. Folglich ist µ−1

Ŝ
(K) ⊆ M × Ŝ abgeschlossen und damit

quasi-kompakt, da M × Ŝ quasi-kompakt ist. Außerdem ist jede abgeschlossene Teilmenge
A ⊆ M × Ŝ quasi-kompakt und folglich µŜ(A) ⊆ S quasi-kompakt als Bild unter einer
stetigen Abbildung. Da S ein Hausdorff-Raum ist, muss also µŜ(A) ⊆ S abgeschlossen
sein, so dass insgesamt µŜ eigentlich ist nach Bemerkung 5.10 (i).

(ii) Wie in Satz 5.34.

2

Korollar 5.59
Für ein topologisches Monoid M erhält man mit Lemma 5.13 (i) den Kompaktifizierungsfunktor

M -T opL,M −→M -T opC , S 7−→ Ŝ.

Falls M ∈ TMonL,P , hat man zusätzlich den Funktor

M -T opL,P −→ M̂ -T opC , S 7−→ Ŝ.

5.4 Endomorphismenmonoide lokal proendlicher, eigentlicher
Monoide

Für die Theorie topologischer, semidirekter Produkte von lokal proendlichen Monoiden spielt
auch das Endomorphismenmonoid versehen mit der Kompakt-Offen-Topologie eine Rolle, so
dass auch auf dieses kurz eingegangen werden sollte. Interessant ist hier die Beobachtung von
Steinberg, dass das auf diese Weise topologisierte Endomorphismenmonoid wieder proendlich
ist, wenn das Monoid eine endliche, topologische Erzeugermenge besitzt.

Definition 5.60
Es seien X und Y zwei topologische Räume. Für ein Kompaktum K ⊆ X und eine offene Menge
U ⊆ Y sei

T (K,U) = {f ∈ HomT op(X,Y ); f(K) ⊆ U}

Die von den Mengen T (K,U) auf HomT op(X,Y ) erzeugte Topologie heißt Kompakt-Offen-
Topologie. (vgl. (Bou66b, X.3.4 Definition 1)).
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Definition 5.61
Für ein lokal proendliches, eigentliches Monoid M heißt E(M) = EndTMonL,P (M) versehen mit
der Kompakt-Offen-Topologie topologisches Endomorphismenmonoid von M .

Bemerkung 5.62
E(M) ist ein topologisches Monoid.

Beweis. Als lokal proendlicher Raum ist M insbesondere hausdorffsch und lokal kompakt.
(Bou66a, X.3.4 Proposition 9) impliziert dann, dass EndT op(M) und damit auch E(M) ⊆
EndT op(M) ein topologisches Monoid ist.

2

5.4.1 Topologisch endlich erzeugte Monoide

In diesem Zusammenhang soll eine Beschreibung des Endomorphismenmonoids nicht ausgelassen
werden. Der Kompaktifizierungsfunktor liefert einen Monoidhomomorphismus vom Endomor-
phismenmonoid eines lokal proendlichen, eigentlichen Monoids in das Endomorphismenmonoid
seiner Einpunktkompaktifizierung. Man würde erwarten, dass dieser stetig ist. Ein Gegenbeispiel
zeigt jedoch, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Definition 5.63
Es sei M ein topologisches Monoid. Eine Teilmenge X ⊆ M , für die 〈X〉 ⊆ M eine dichte
Teilmenge ist, heißt topologisches Erzeugendensystem von M . Ein topologisches Monoid
M heißt endlich erzeugt, wenn es ein endliches, topologisches Erzeugendensystem X ⊆ M
gibt.

Proposition 5.64
Es sei M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.
Dann induziert der Kompaktifizierungsfunktor C aus Korollar 5.35 eine Injektion

C : E(M) ↪−→ E(M̂), f 7−→ C(f) = f̂ ,

deren Einschränkung E(M)
C|−→ C(E(M)) offen ist.

Die folgende Proposition zeigt, dass C im Allgemeinen nicht stetig ist.

Beweis. Für alle f ∈ E(M) ist f̂ |M = f und folglich C injektiv. Es sei K ⊆ M kompakt und
U ⊆ M offen. Da M ⊆ M̂ offen ist, ist damit U ⊆ M̂ offen, so dass jede offene Subbasismenge
M(K,U) von E(M) schon eine offene Subbasismenge von E(M̂) ist. Folglich ist C offen.

2

Proposition 5.65
Es sei M das diskrete, freie Monoid in unendlich vielen Erzeugern.

Dann ist die Injektion E(M)
C
↪−→ E(M̂) aus Proposition 5.64 nicht stetig.

Beweis. Es sei X die unendliche Menge der freien Erzeuger von M . Wähle einen Erzeuger
x1 ∈ X. Dann ist die Teilmenge K = M̂\{x1} ⊆ M̂ offen nach Definition der Topologie auf M̂ ,
da {x1} kompakt ist. Nun ist M diskret und damit {x1} ⊆ M ⊆ M̂ offen. Folglich ist K auch
abgeschlossen in M̂ und damit kompakt, da M̂ kompakt ist. Nach Definition der Kompakt-Offen-
Topologie ist also U := T (K,K) ⊆ E(M̂) eine offene Teilmenge. Es gilt C(idM ) = idM̂ ∈ U , so
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dass C−1(U) nicht leer ist.
Unter der Annahme, dass C stetig ist, gibt es eine offene Überdeckung

C−1(U) =
⋃
i

Vi mit Vi = T (Ki,1, Ui,1) ∩ ... ∩ T (Ki,ni , Ui,ni),

wobei Ui,j ⊆ M offen und Ki,j ⊆ M kompakt sind für alle i und 1 ≤ j ≤ ni. Da C−1(U) nicht
leer ist, gibt es ein i, so dass Vi nicht leer ist. Wegen der Kompaktheit der Ki,j ist auch K =
Ki,1 ∪ ...∪Ki,ni kompakt. Die Abbildung M ×M ×M ν−→M gegeben durch ν(k,m, n) = kmn
für k,m, n ∈ M ist stetig und eigentlich (Beweis von Lemma 5.44). Da K kompakt ist und M
eigentlich, ist daher

T := {m ∈M ; ∃k ∈ K, a, b ∈M : k = amb} = π2(ν−1(K))

eine kompakte Teilmenge von M , also endlich, denn M ist diskret. Da X unendlich ist, gibt es
ein x2 ∈ X\T . Es sei nun f ∈ Vi. Für x ∈ X setze

g(x) :=
{
x1 x = x2

f(x) sonst
.

Nach der universellen Abbildungseigenschaft des freien Monoids lässt sich g als Monoidendo-
morphismus auf ganz M fortsetzen. Da M diskret ist, ist g stetig. Da f eigentlich ist und
g|〈x2〉 injektiv, ist auch g eigentlich. Wegen x2 ∈ X\T gilt Mx2M ⊆ M\K ⊆ M\Ki,j für alle
1 ≤ j ≤ ni nach Definition der Menge T . Folglich ist g(Ki,j) = f(Ki,j) ⊆ Ui,j für alle 1 ≤ j ≤ ni
und damit g ∈ Vi. Da aber x2 ∈ K = M̂\{x1} und damit g(x2) = x1 6∈ K ist, folgt g 6∈ C−1(U)
im Widerspruch dazu, dass Vi ⊆ C−1(U).

2

Satz 5.66
Es sei M ∈ TMonC ein proendliches, topologisch endlich erzeugtes Monoid.
Dann ist E(M) proendlich.

Beweis. Laut (Ste10) heißt eine Kongruenzrelation auf M offen, wenn sie eine offene Teilmenge
von M ×M ist, d.h. also, wenn jede Kongruenzklasse offen ist und daher als Komplement der
Vereinigung ihrer offenen Nebenklassen außerdem abgeschlossen ist. Die Aussage von (Ste10,
Proposition 2) über endlich erzeugte proendliche Halbgruppen lässt sich dann auch auf topolo-
gisch endlich erzeugte, proendliche Halbgruppen erweitern. Denn jede offene Kongruenzrelation
R auf M ist durch ihre Einschränkung auf 〈X〉 × 〈X〉 bereits vollständig festgelegt, da jede
Kongruenzklasse von R abgeschlossen ist und eine Kongruenzklasse der eingeschränkten Rela-
tion dicht enthält. Die eingeschränkte Relation ist wiederum vollständig festgelegt durch ihre
Einschränkung auf die endliche Teilmenge X × X. Damit ist die Voraussetzung von (Ste10,
Theorem 4) erfüllt, welches die Behauptung impliziert.

2

5.5 Topologische M-Monoide und das semidirekte Produkt
topologischer Monoide

Hier werden die Grundlagen für topologische semidirekte Produkte lokal proendlicher, eigent-
licher Monoide erarbeitet. Entscheidend ist dafür, unter welchen Bedingungen an die Monoid-
Operation das semidirekte Produkt zweier lokal proendlicher, eigentlicher Monoide wieder ei-
gentlich ist.
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5.5.1 M-topologische M-Monoide

Definition 5.67
Es seien M und N topologische Monoide und N via ϕ ∈ HomMon(M,EndMon(N)) ein M -
Monoid. N heiße M-topologisch, wenn N als topologischer Raum zusammen mit µϕ eine topo-
logische M -Linksmenge bildet, d.h. wenn die induzierte M -Linksoperation M ×N µϕ−→ N stetig
ist.

Bemerkung 5.68
Es seien M ∈ TMon ein topologisches, hausdorffsches Monoid und N ∈ TMonL via ϕ ∈
HomMon(M,EndMon(N)) ein M -Monoid. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) N ist M -topologisch.

(ii) ϕ ∈ HomTMon(M,EndTMonL(N)), wobei EndTMonL(N) die Kompakt-Offen-Topologie
trägt.

(iii) N oϕM versehen mit der Produkttopologie ist topologisch.

Beweis. Die Äquivalenz ”(i) ⇐⇒ (ii)“ folgt aus der Eigenschaft der Kompakt-Offen-Topologie
(siehe (Bou66a, X.3.4 Theorem 3)). Angenommen N wäre M -topoplogisch. Nach Definition der
Multiplikation auf N oϕM ist für m,m′ ∈M und n, n′ ∈ N

(n,m)(n′,m′) = (nmn′,mm′) = (µN (n, µϕ(m,n′)), µM (m,m′)),

so dass jede Koordinate eine Verkettung der stetigen Abbildungen µN , µϕ und µM ist. Da
N oϕM die Produkttopologie trägt, ist damit die Multiplikation auf N oϕM stetig.
Umgekehrt ist µϕ(n,m) = πN1 ◦ µNoϕM ((1,m), (n, 1)) für m ∈ M und n ∈ N , wobei πN1 die
Projektion auf die erste N -Koordinate ist. Da die Monoidverknüpfung auf N oϕ M stetig ist,
impliziert dies die Stetigkeit von µϕ.
Damit ist auch die Äquivalenz ”(i) ⇐⇒ (iii)“ gezeigt.

2

Definition 5.69
Es seien M ein topologisches Monoid und N ein M -topologisches M -Monoid.
Dann heißt das semidirekte Produkt N o M versehen mit der Produkttopologie topologisches
semidirektes Produkt von N und M .

5.5.2 Die universelle Eigenschaft

Wie erwartet besitzt auch das topologische semidirekte Produkt zweier topologischer Monoide
eine universelle Abbildungseigenschaft.

Bemerkung 5.70
Es seien M ∈ TMon ein topologisches Monoid und N ein M -topologisches M -Monoid via
ϕ ∈ HomMon(M,EndTMon(N)). Dann können M und N via ιM (m) = (1,m) für m ∈ M und
ιN (n) = (n, 1) für n ∈ N als topologische Teilmonoide von N oϕM aufgefasst werden.
Sind M und N Hausdorff-Räume, dann auch N oϕM , so dass M und N abgeschlossene Teil-
monoide bilden und insbesondere ιM und ιN eigentliche Abbildungen ist.
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Beweis. Nach Definition der Produkttopologie ist M ιM−→ ιM (M) ein topologischer Isomorphis-
mus. Ist N hausdorffsch, so ist ιM (M) = {1}×M ⊆ N oϕM abgeschlossen in N oϕM . Analog
zeigt man die Eigenschaften auch für ιN .

2

Bemerkung 5.71
Es seien M ∈ TMon ein topologisches Monoid und N ein M -topologisches M -Monoid via
ϕ ∈ HomMon(M,EndTMon(N)). Dann erfüllt das topologische semidirekte Produkt folgende
universelle Eigenschaft:
Für jedes topologische Monoid L ∈ TMon, φM ∈ HomTMon(M,L) und φN ∈ HomTMon(N,L)
mit

φM (m) · φN (n) = φN (mn) · φM (m)

für alle m ∈ M und n ∈ N existiert genau ein φ ∈ HomTMon(N oϕ M,L), so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

M

ιM
�� φM

��

N
ιN //

φN //

N oϕM
∃!φ

$$H
H

H
H

H

L

Beweis. Wegen Proposition 4.27 bleibt nur die Stetigkeit von φ zu zeigen. Nach Definition ist
aber φ = µL ◦ (φN × φM ) als Verkettung stetiger Abbildungen selbst stetig.

2

5.5.3 (Lokal) M-eigentliche M-Monoide

In diesem Abschnitt wird schließlich die Charakterisierung eigentlicher semidirekter Produkte
lokal proendlicher Monoide durch die damit verbundene Monoidoperation bewiesen. Diese Aus-
sage ist der zentrale Punkt im Beweis für die Verträglichkeit topologischer Schiefmonoidringe
mit dem semidirekten Produkt.

Definition 5.72
Es sei M ein topologisches Monoid und N ein eigentliches, topologisches Monoid. Via ϕ ∈
HomMon(M,EndMon(N)) sei N ein M -topologisches M -Monoid.

(i) N heißt M-eigentlich, wenn N aufgefasst als topologische M -Linksmenge eigentlich ist.

(ii) N heißt lokal M-eigentlich, wenn N aufgefasst als topologische M -Linksmenge lokal
M -eigentlich ist.

Satz 5.73
Es seien M ∈ TMonL,P ein lokal proendliches, eigentliches Monoid, und N ∈ TMonL,P via ϕ ∈
HomMon(M,EndMon(N)) ein M -topologisches M -Monoid. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) N ist lokal M -eigentlich.

(ii) ϕ(M) ⊆ E(N) = EndTMonL,P (N) und M
ϕ−→ E(N) C−→ E(N̂) ist stetig.
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(iii) N oϕM ist eigentlich.

Insbesondere ist dann wegen (ii) N̂ ein M -topologisches M -Monoid. Beachte, dass der Äqui-
valenzbeweis ”(i) ⇐⇒ (ii)“ auch unter der schwächeren Voraussetzung durchgeht, dass M ∈
TMon hausdorffsch und N ∈ TMonL ist.

Beweis. Die Äquivalenz ”(i) ⇐⇒ (ii)“ gilt nach Satz 5.58 und Bemerkung 5.68. Zeige nun die
Äquivalenz ”(i) ⇐⇒ (iii)“. Angenommen N oϕ M ist eigentlich. Es sei m ∈ M . Da M lokal
proendlich ist, gibt es ein offenes Kompaktum m ∈ Km ⊆ M . Für jedes Kompaktum K ⊆ N
und alle (m′, n) ∈ µ−1

ϕ (K) ∩ (Km × N) gilt (1,m′)(n,m′) = (m
′
n,m′m′) ∈ K × (Km ·Km), so

dass
µ−1
ϕ (K) ∩ (Km ×N) ⊆ πM1×N2

(
µ−1
NoϕM (K × (Km ·Km))

)
=: K ′,

wobei πM1×N2 = (πM1 , πN2) und πM1 die kanonische Projektion auf die erste M -Koordinate
und πN2 dementsprechend die Projektion auf zweite N -Koordinate von (N oϕM)× (N oϕM)
ist. Da M topologisch ist, ist auch Km ·Km ⊆ M kompakt. Folglich ist auch K ′ kompakt, da
µNoϕM eigentlich und πM1×N2 stetig ist. Dann ist aber auch πN (K ′) kompakt, da πN stetig ist.
Insgesamt folgt

µ−1
ϕ (K) ∩ (Km ×N) ⊆M × πN (K ′),

so dass man Um = Km und Km = πN (K ′) wählen kann und damit N lokal M -eigentlich ist.
Umgekehrt sei N lokal M -eigentlich und K ⊆ N oϕ M kompakt. Dann sind KN = πN (K)

und KM = πM (K) kompakt, da πN und πM stetig sind, und es gilt K ⊆ KN × KM . Nun
ist µN eigentlich, so dass µ−1

N (KN ) kompakt ist und es wieder Kompakta KN1 ,KN2 ⊆ N gibt
mit µ−1

N (KN ) ⊆ KN1 × KN2 . Weiterhin gibt es Kompakta KM1 ,KM2 ⊆ M mit µ−1
M (KM ) ⊆

KM1 ×KM2 , da µM eigentlich ist. Nach Lemma 5.55 gibt es ein Kompaktum K ′N2
⊆ N , so dass

µ−1
ϕ (KN2) ∩ (KM1 ×N) ⊆M ×K ′N2

. Insgesamt folgt, dass

µ−1
NoϕM (K) ⊆ µ−1

NoϕM (KN ×KM ) ⊆ (KN1 ×KM1)× (K ′N2
×KM2),

denn für ((n,m), (n′,m′)) ∈ µ−1
NoϕM (KN ×KM ) gilt:

• (m,m′) ∈ KM1 ×KM2 wegen mm′ ∈ KM .

• (m,n′) ∈ µ−1
ϕ (KN2)∩(KM1∩N) ⊆M×K ′N2

wegen nmn′ ∈ KN bzw. (n,mn′) ∈ µ−1
N (KN ) ⊆

KN1 ×KN2 .

Nach dem Satz von Tychnonoff (Bou66a, I.9.4 Theorem 3) ist (KN1×KM1)×(K ′N2
×KM2) kom-

pakt. Da M und N hausdorffsch sind, ist auch NoϕM hausdorffsch und damit K abgeschlossen.
Als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist damit auch µ−1

NoϕM (K) kompakt. Da K
ein beliebiges Kompaktum war, ist damit N oϕM eigentlich.

2
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Kapitel 6

Topologische Ringe und Moduln

In diesen Kapitel werden die Grundlagen topologischer und vollständiger Ringe und Moduln
behandelt. Besonders wichtig ist die Adjunktion zwischen der Kategorie der hausdorffschen, to-
pologischen Ringe und der Kategorie der vollständigen topologischen Ringe. Des weiteren werden
alle betrachteten Ring- und Modulkategorien eingeführt. Für den Beweis des Existenzkriteriums
für topologische Schiefmonoidringe ist der in Abschnitt 6.3 definierte topologische Hom-Funktor
topologischer Moduln von Bedeutung. Zuletzt wird der freie R-Modul erzeugt von einem lokal
proendlichen Raum eingeführt. Dies wird der unterliegende topologische R-Modul des topologi-
schen Monoid- und Schiefmonoidrings sein, wie er in Kapitel 7 schließlich definiert wird.

6.1 Vollständige topologische, abelsche Gruppen

Zunächst einige nützliche Lemmata, die projektive Limiten topologischer und vollständiger abel-
scher Gruppen betreffen.

Satz 6.1 (Vervollständigung hausdorffscher, topologischer, abelscher Gruppen)
Für jede hausdorffsche, topologische, abelsche Gruppe G, gibt es eine vollständige, topologische,
abelsche Gruppe Ĝ, die G via G

ιG
↪−→ Ĝ (topologisch isomorph) dicht enthält und folgende uni-

verselle Eigenschaft erfüllt:1

Für alle vollständigen, topologischen, abelschen Gruppen H und alle stetigen Gruppenhomo-

morphismen G
f−→ H gibt es einen stetigen Gruppenhomomorphismus Ĝ

f̂−→ H mit f̂ ◦ ιG = f .
Insbesondere ist diese topologische Gruppe Ĝ eindeutig bis auf eindeutige, topologische Iso-

morphie.

Beweis. (War93, II.Theorem 7.9) und (War93, II.Theorem 7.19).
2

Lemma 6.2
Projektive Limiten topologischer abelscher Gruppen, die hausdorffsch und vollständig sind, sind
wieder hausdorffsch und vollständig.

Beweis. Nach (War93, I Theorem 7.8) sind beliebige Produkte vollständiger abelscher, to-
pologischer Gruppen ebenfalls vollständig. Wegen (War93, I Theorem 5.20) ist der projektive
Limes eine abgeschlossene Teilmenge davon und nach (War93, I Theorem 7.5 (1)) deshalb selbst
vollständig.

1Hier bezeichnet Ĝ, wie im gesamten Abschnitt, die Vervollständigung von G
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2

Lemma 6.3
Es sei G eine abelsche Gruppe und H = lim←−iHi, wobei jedes Hi eine abelsche, topologische

Gruppe sei, die hausdorffsch und vollständig ist. Es seien G
fi−� Hi Gruppenepimorphismen,

die mit den Übergangsabbildungen des projektiven Systems verträglich sind und G trage die
Initialtopologie bezüglich der fi.
Ist G hausdorffsch, dann gelten für die Limesabbildung G

f−→ H folgende Eigenschaften:

(i) G
f−→ f(G) ist ein topologischer Isomorphismus.

(ii) Es gibt einen eindeutigen topologischen Isomorphismus Ĝ ∼= H, der f fortsetzt.

Beweis.

(i) Die Aussage folgt direkt aus Lemma 5.5 (iv).

(ii) Da H nach Lemma 6.2 vollständig ist, gibt es nach (War93, II Theorem 7.17) einen ein-

deutigen Homomorphismus Ĝ
f̂−→ H, der f fortsetzt. Wegen 1 ∈ G ist G nicht leer, so

dass nach Lemma 5.5 (ii) f(G) eine dichte Teilmenge von H ist. Wegen Punkt (i) ist nach
der zweiten Aussage von (War93, II Theorem 7.17) f̂ ein topologischer Isomorphismus.

2

Lemma 6.4
Es sei G eine abelsche, topologische Gruppe und UG eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus
offenen Untergruppen von G.
G ist hausdorffsch und vollständig genau dann, wenn G ∼= lim←−N∈UG G/N topologisch isomorph
sind.

Beweis. Angenommen G ∼= lim←−N∈UG G/N . Dann ist für jedes N ∈ UG die Gruppe G/N diskret
und damit hausdorffsch und vollständig. Nach Lemma 6.2 ist dann auch G vollständig.
Andererseits trägt G die Initialtopologie bezüglich der Surjektionen G −� G/N , so dass man
nach Lemma 6.3 (ii) einen topologischen Isomorphismus G = Ĝ ∼= lim←−N∈UR G/N erhält.

2

6.2 Topologische Ring- und Modul-Kategorien

Nun werden die für spätere Betrachtungen erforderlichen topologischen Ring- und Modulkate-
gorien eingeführt. Ebenfalls festgehalten wird die wichtige Adjunktion zwischen der Kategorie
der topologischen, hausdorffschen und der Kategorie der topologischen, vollständigen Ringe.

Definition 6.5
Es sei R ein topologischer Ring. Für einen topologischen Links-/Rechts-Modul M über R seien
folgende Axiome definiert.

(U) M besitzt eine Umgebungsbasis der 0, die aus R-Links-/Rechts-Untermoduln besteht.

(F) M eine Umgebungsbasis der 0, die aus R-Links-/Rechts-Untermoduln N besteht, für die
M/N ein R-Links-/Rechts-Modul endlicher Länge ist.
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(H) M ist hausdorffsch.

(C) M ist hausdorffsch und vollständig.

M heißt links-/rechts-pseudokompakt, wenn er (F) und (C) erfüllt.

Definition 6.6
Es sei R ein topologischer Ring.

(i) Es bezeichne R-TMod die Kategorie der topologischen R-Linksmoduln. Die Morphismen
in R-TMod sind die stetigen R-Linksmodulhomomorphismen.

Indizes kennzeichnen die Teilkategorie der topologischen R-Linksmoduln, die die jeweiligen
Axiome aus Definition 6.5 erfüllen.

(ii) Für M ∈ R-Mod bezeichne LM die Menge aller Untermoduln N ≤ M , so dass M/N
endliche Länge besitzt.

(iii) Für M ∈ R-TMod bezeichne UM die Menge aller offenen Linksuntermoduln (Diese bilden
nach Definition eine Umgegbungsbasis der 0, falls M ∈ R-TModU .).

Es bezeichne TMod-R die Kategorie der topologischen R-Rechtsmoduln. Die Punkte (i)-(iii)
seien analog für den Fall der Rechtsmoduln definiert.

Definition 6.7
In gleicher Weise seien auch die entsprechenden Teilkategorien von T Ring definiert:

(i) Es bezeichne T Ring die Kategorie der topologischen Ringe, dessen Homomorphismen die
stetigen Ringhomomorphismen sind.

(ii) Wie in Definition 6.6 kennzeichnen Indizes an T Ring diejenige Teilkategorie der topolo-
gischen Ringe, die sowohl als Links- als auch als Rechtsmodul über sich selbst das jeweilige
Axiom aus Definition 6.5 erfüllen.

(iii) Für einen Ring R bezeichne LR die Menge aller Ideale I �R, so dass R/I als Links- und
Rechtsmodul endliche Länge besitzt.

(iv) Für einen topologischen Ring R bezeichne UR die Menge aller offenen Ideale.

(v) Ein topologischer Ring R heißt links-/rechts-pseudokompakter Ring, wenn er als Mo-
dul über sich selbst links-/rechts-pseudokompakt ist. R heißt pseudokompakt, wenn er
sowohl links- als auch rechts-pseudokompakt ist.

Bemerkung 6.8
Umgebungsbasen aus Links- und Rechtsidealen induzieren Umgebungsbasen aus Idealen:

(i) Jeder topologische Ring R ∈ T RingU besitzt eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Idea-
len.

(ii) Jeder topologische Ring R ∈ T RingF besitzt eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Idealen
I �R der Art, dass R/I als R-Links- und als R-Rechtsmodul von endlicher Länge ist.
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Beweis. Es bezeichne Ul die Menge aller offenen Linksideale und Ur die Menge aller offenen
Rechtsideale. Analog seien Ll und Lr definiert.

(i) Es ist IR = (I) � R das von I ∈ Ul beidseitig erzeugte Ideal. IR ist offen, da IR ein
Linksideal und I ⊆ IR ist. Da Ul eine Umgebungsbasis der 0 ist, gibt es für jedes H ∈ Ur
ein I ∈ Ur, so dass I ⊆ H. Es folgt IR ⊆ H, daH ein Rechtsideal ist. Damit ist {IR; I ∈ Ul}
eine Umgebungsbasis der 0 aus beidseitigen Idealen.

(ii) Wegen (i) ist {IR; I ∈ Ul∩Ll} eine Umgebungbasis, da Ul∩Ll und Ur∩Lr Umgebungsbasen
sind. Wegen I ⊆ IR hat R/IR als Linksmodul endliche Länge. Da IR offen ist und Ur∩Lr
eine Umgebungsbasis ist, gibt es ein H ∈ Ur ∩ Lr, so dass R ⊆ IR ist. Folglich hat R/IR
auch als Rechtsmodul endliche Länge.

2

Satz 6.9
Es gibt eine funktorielle Vervollständigung topologischer, hausdorffscher Ringe (vgl. Satz 6.1):

(i) Für jeden topologischen Ring R ∈ T RingH gibt es einen topologischen Ring R̂ ∈ T RingC
zusammen mit einem injektiven, stetigen Ringhomomorphismus R

ιR
↪−→ R̂, der R topolo-

gisch isomorph in R̂ einbettet und folgende universelle Eigenschaft erfüllt:

Für alle vollständigen Ringe S ∈ T RingC und alle stetigen Ringhomomorphismen R
f−→ S

gibt es einen stetigen Ringhomomorphismus R̂
f̂−→ S mit f̂ ◦ ιR = f .

(ii) Es gibt einen Komplettierungsfunktor T RingH
C−→ T RingC , der jedem Ring R ∈ T RingH

seine Vervollständigung R̂ zuordnet, und zusammen mit dem kanonischen Inklusionsfunk-

tor T RingC
I

↪−→ T RingH folgende Adjunktion induziert

HomT RingC (R̂, S) ∼= HomT RingH (R, I(S))

Insbesondere ist T RingC ⊆ T RingH eine volle reflektive Teilkategorie.

(iii) Ist R ∈ T RingU,H , dann ist R̂ ∼= lim←−U∈UR R/U .

Beweis.

(i) (War93, II.Theorem 8.1) und (War93, II.Theorem 8.3)

(ii) Nach (i) ist ιR ein universeller Pfeil von R nach I. (Mac72, IV.1 Satz 2 (ii)) impliziert
dann die Behauptung.

(iii) Dies zeigt man genau wie im Fall topologischer, abelscher Gruppen wie in Abschnitt 6.1,
da ein topologischer Ring per Definition genau dann vollständig ist, wenn die unterliegende
additive topologische, abelsche Gruppe vollständig ist.

2
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6.3 Hom-Funktoren für topologische Moduln

Wie in Kapitel 4 Abschnitt 4.2.1 und 4.2.3 gesehen, wird jeder Schiefmonoidring über einem
Monoid M durch einen Monoidhomomorphismus von M in den Monoidring über seinem äußeren
Koeffizientenring EndMod-R0(R) charakterisiert. Während der innere Koeffizientenring R0 als
Teilring von R in kanonischer Weise mit einer Topologie ausgestattet ist, hat man für den äußeren
Koeffizientenring zunächst keine Topologie. Im Kapitel über topologische (Schief-)Monoidringe
7 wird gezeigt, dass man sich im topologischen Fall auf den Ring EndTMod-R0(R) der stetigen
R0-Modulhomomorphismen beschränken kann. Der zentrale Punkt des Existenzkriteriums für
topologische Schiefmonoidringe ist die Wahl der Topologie auf dem äußeren Koeffizientenring.

Zumindest für den Fall, in dem R eine Umgebungsbasis der 0 besitzt, bestehend aus offenen
R0-Untermoduln, ist es gelungen eine geeignete Topologie auf dem äußeren Koeffizientenring zu
finden. In diesem Abschnitt wird diese Topologie eingeführt und ihre grundlegenden Eigenschaf-
ten nachgewiesen. Dazu wird hier ein topologisierter Hom-Funktor definiert, indem nicht nur
Endomorphismenmengen im Speziellen, sondern auch Hom-Mengen im Allgemeinen mit einer
Topologie versehen werden. Intuitiv würde man die Kompakt-Offen-Topologie erwarten, jedoch
findet man eine einfachere, feine Topologie, die im Hinblick auf das Ziel bessere Eigenschaften
besitzt. Aufgrund dieser Einschränkung verliert man dadurch beim Existenzkriterium mögli-
cherweise einige Objekte, aber verschiedene Beispiele zeigen, dass alle bisher betrachteten und
interessanten vollständigen Schiefmonoidringe auch das angegebene Existenzkriterium erfüllen.

6.3.1 Diskrete Hom-Funktoren

Gestartet wird mit der algebraischen bzw. diskreten Variante des Hom-Funktors, dessen wich-
tigste algebraische Eigenschaften sich auch auf die topologische Variante übertragen werden.

Proposition 6.10
Es sei R ein Ring und M ∈ Mod-R. Dann erhält man einen Funktor

HomMod-R(M,−) : Mod-R −→ Mod- EndMod-R(M).

Beweis. Für N ∈ Mod-R definiert (f + g)(m) = f(m) + g(m) für m ∈ M auf kanonische
Weise eine abelsche Gruppenstruktur auf HomMod-R(M,N). Zusammen mit der Verkettungs-
verknüpfung ist dann EndMod-R(M) ein Ring, denn wegen der Additivität der f ∈ EndMod-R(M)
gilt das Distributivgesetz. Analog definiert die Verkettung eine Monoidverknüpfung

HomMod-R(M,N)× EndMod-R(M) −→ HomMod-R(M,N), (f, g) 7−→ f ◦ g,

wobei die Distributivität wieder aus der Additivität der f ∈ EndMod-R(M) folgt.
Für ϕ ∈ HomMon-R(N,N ′) ist HomMod-R(M,ϕ) die Verkettung mit ϕ von links. Für f1, f2 ∈
HomMod-R(M,N) und g ∈ EndMod-R(M) gilt dann:

• ϕ ◦ (f1 + f2) = ϕ ◦ f1 + ϕ ◦ f1, da ϕ additiv ist.

• ϕ ◦ (f1 ◦ g) = (ϕ ◦ f1) ◦ g,

womit die EndMod-R(M)-Rechtslinearität von HomMod-R(M,ϕ) gezeigt ist.
2

93



Kapitel 6. Topologische Ringe und Moduln

Proposition 6.11
Es sei R ∈ Ring ein Ring und ϕ ∈ HomMod-R(M,M ′). Weiterhin bezeichnen

Mod- EndMod-R(M) U−→ Z-Mod, Mod- EndMod-R(M ′) V−→ Z-Mod

die Vergissfunktoren.
Dann erhält man für jedes N ∈ Mod-R einen Homomorphismus abelscher Gruppen

ϕN : U(HomMod-R(M ′, N)) −→ V (HomMod-R(M,N)), f 7−→ f ◦ ϕ

und insgesamt eine natürliche Transformation

(ϕN ) : U ◦HomMod-R(M ′,−) −→ V ◦HomMod-R(M,−),

wobei U bzw. V die jeweiligen Vergissfunktoren nach Mod-Z sind.

Beweis. Für f1, f2 ∈ HomMod-R(M ′, N) gilt nach Definition der Addition auf HomMod-R(M ′, N)

ϕN (f1 + f2) = (f1 + f2) ◦ ϕ = f1 ◦ ϕ+ f2 ◦ ϕ = ϕN (f1) + ϕN (f2),

so dass ϕN ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist. Die Natürlichkeit in N folgt direkt aus
der Assoziativität der Verkettungsoperation ”◦“ wie man sich leicht an folgendem Diagramm
klarmacht. Dazu sei f ∈ HomMod-R(N,N ′).

HomMod-R(M ′, N)

HomMod-R(M ′,f)=f◦−
��

ϕN=−◦ϕ // HomMod-R(M,N)

HomMod-R(M,f)=f◦−
��

HomMod-R(M ′, N ′)
ϕN′=−◦ϕ // HomMod-R(M,N ′)

2

6.3.2 Topologische Fortsetzung des Hom-Funktors

Nun wird die topologisierte Variante betrachtet. Eine der nützlichen Eigenschaften des topo-
logischen Hom-Funktors ist, dass er nach Proposition 6.15 die Initialtopologie respektiert und
in Folge dessen mit Limiten vertauscht. Angewendet auf den späteren Fall des äußeren Koef-
fizientenrings bedeutet dies, dass dieser vollständig ist, wenn R dies ist. Ebenfalls wichtig ist
die Stetigkeit der Evaluationsabbildung (siehe Lemma 6.18). Nach (Bou66b, X.3.4 Corollary 1)
gilt dies ebenfalls für die Kompakt-Offen-Topologie, falls man einen lokal kompakten Raum als

”Einsetzungsraum“ verwendet. Da im Anwendungsbereich der Zahlentheorie aber in erster Li-
nie pseudokompakte Ringe auftreten, die nicht zwingend auch lokal kompakt sind, wäre dies ein
weiterer Grund dafür, warum die Kompakt-Offen-Topologie für die Topologisierung des äußeren
Koeffizientenrings nicht in Frage kommt.

Definition 6.12
Es seien R ∈ T Ring ein topologischer Ring und M ∈ TModU -R ein topologischer R-Rechtsmodul.
Für N ∈ TModU -R versehe HomTModU-R(M,N) ...

• ... mit der diskreten Topologie, falls N diskret ist.
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• ... andernfalls mit der Initialtopologie bezüglich aller Projektionen

HomTModU-R(M,πU ) : HomTModU-R(M,N) −→ HomTModU-R(M,N/U), f 7−→ πU ◦ f,

wobei U ∈ UN und N
πU−� N/U die kanonische Projektion in den diskreten Modul M/U

ist.

Bemerkung 6.13
Es seien M,N ∈ TModU -R. Dann bilden die EndTModU-R(M)-Rechtsuntermoduln

HomTModU-R(M,U) ≤ HomTModU-R(M,N)

mit U ∈ UM in HomTModU-R(M,N) eine Umgebungsbasis der 0.

Beweis. Nach Konstruktion ist für jedes U ∈ UN die folgende Sequenz exakt:

0 −→ HomTModU -R(M,U) −→ HomTModU -R(M,N) −→ HomTModU -R(M,N/U)

2

Satz 6.14
Es seien R ∈ T Ring ein topologischer und und M ∈ TModU -R ein topologischer R-Rechtsmodul.
Man erhält einen Funktor

HomTModU-R(M,−) : TModU -R −→ TModU - EndTModU-R(M).

Beweis. Nach Konstruktion ist für alle N ∈ TModU -R die unterliegende additive Gruppe des
EndTModU -R(M)-Rechtsmoduls HomTModU -R(M,N) eine topologische Gruppe. Wegen Bemer-
kung 6.13 besitzt HomTModU -R(M,N) eine Umgebungsbasis aus EndTModU -R(M)-Rechtsmoduln.
Es bezeichne

µ : HomTModU -R(M,N)× EndTModU -R(M) −→ HomTModU -R(M,N), (f, g) 7−→ f ◦ g

die Modulverknüpfung auf HomTModU -R(M,N). Es sei U ∈ UN . Dann gilt für jedes f ∈
HomTModU -R(M,U) und g ∈ EndTModU -R(M), dass f ◦ g(M) ⊆ f(M) ⊆ U ist, so dass
HomTModU -R(M,U) × EndTModU -R(M) ⊆ µ−1(HomTModU -R(M,U)). Damit ist µ stetig bei
(0, 0) und für jedes g ∈ EndTModU -R(M) die Rechtsmultiplikation mit g stetig bei 0. Es sei
f ∈ HomTModU -R(M,N). Dann ist für jedes g ∈ HomTModU -R(M,f−1(U)) wegen f ◦ g(M) ⊆
f(f−1(U)) ⊆ U auch f ◦ g ∈ HomTModU -R(M,U) und damit auch die Linksmultiplikation
mit f stetig bei 0. Insgesamt ist wegen (War93, I Theorem 2.15) EndTModU -R(M) ein to-
pologischer Ring und wegen (War93, I Theorem 2.16) HomTModU -R(M,N) ein topologischer
EndTModU -R(M)-Rechtsmodul.
Es sei nun f ∈ HomTModU -R(N,N ′) und U ∈ UN ′ . Dann ist f ◦ g(M) ⊆ ff−1(U) ⊆ U für alle
g ∈ HomTModU -R(M,f−1(U)) und folglich HomTModU -R(M,f) stetig bei 0, also überall stetig.

2

Proposition 6.15
Es sei N ∈ TModU -R ein R-Rechtsmodul und fi ∈ HomTModU-R(N,Ni) eine Familie stetiger
R-Rechtsmodulhomomorphismen der Art, dass N die Initialtopologie bezüglich (fi)i trägt.

Dann trägt HomTModU-R(M,N) die Initialtopologie bezüglich der Familie (HomTModU-R(M,fi))i.

95



Kapitel 6. Topologische Ringe und Moduln

Beweis. Da HomTModU -R(M,−) wegen Satz 6.14 ein Funktor ist, sind alle HomTModU -R(M,fi)
stetig. Folglich ist die Topologie auf HomTModU -R(M,N) feiner als die Initialtopologie.

(i) Es sei U ∈ UNi . Dann ist f−1
i (U) ⊆ N offen und es gilt

HomTModU -R(M,f−1
i (U)) = HomTMod-R(M,fi)−1 HomTMod-R(M,U).

Nach Bemerkung 6.13 ist HomTMod-R(M,U) ⊆ HomTMod-R(M,Mi) offen, so dass auch
HomTModU -R(M,f−1

i (U)) offen ist in der Initialtopologie bzgl. (HomTModU -R(M,fi))i.

(ii) Für ein weiteres V ∈ UMj gilt

HomTModU -R(M,f−1
i (U))∩HomTModU -R(M,f−1

j (V )) = HomTModU -R(M,f−1
i (U)∩f−1

j (V ))

Nach Definition der Initialtopologie bilden die Mengen U = f−1
i1

(U1)∩ ...∩f−1
ir

(Ur) mit Uj ∈ Uij
in M eine Umgebungsbasis der 0. Wegen (i) und (ii) ist daher HomTModU -R(M,U) offen in der
Initialtopologie bezüglich (HomTModU -R(M,fi))i. Nach Bemerkung 6.13 ist also die Initialtopo-
logie feiner als die kanonische.

2

Proposition 6.16
Es seien R ein topologischer Ring und M ∈ TModU -R ein topologischer R-Rechtsmodul.

Dann vertauscht der Funktor HomTModU-R(M,−) mit Limiten.

Beweis. Es sei I F−→ TModU -R ein Diagramm in TModU -R. Betrachte folgendes Diagramm

HomTModU -R(M, limF )

HomTModU -R(M,πi) ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWW ∼
∃!φ //___ limi∈I HomTModU -R(M,F (i))

pi
��

HomTModU -R(M,F (i)),

wobei limF
πi−→ F (i) und pi für alle i ∈ I die kanonischen Limes-Projektionen sind. Nach

der universellen Eigenschaft des Limes in TModU - EndTModU -R(M) existiert dann ein steti-

ger Modulisomorphismus φ wie eingezeichnet. Der Vergissfunktor TModU - EndTModU -R(M) U−→
Mod- EndTModU -R(M) vertauscht mit Limiten wegen (AHS06, Proposition 3.17), da U nach

Bemerkung 2.6 topologisch ist. Darüber hinaus vertauscht auch Mod- EndTModU -R(M) V−→ Set
mit Limiten und damit insgesamt auch V ◦U . Durch Anwenden von V ◦U auf obiges Diagramm
erhält man ein analoges Diagramm in Set. Nach (AHS06, Proposition 3.17) vertauschen Hom-
Funktoren als Funktoren nach Set mit Limiten, so dass aufgrund der Eindeutigkeitsaussage der
universellen Eigenschaft des Limes U(φ) bijektiv sein muss. Nach Proposition 6.15 und Definition
6.12 tragen sowohl HomTModU -R(M, limF ) als auch limi∈I HomTModU - EndTModU -R(M)(M,F (i))
die Initialtopologie bezüglich der Projektionen πi und pi, so dass φ nach Lemma 6.3 schließlich
ein Isomorphismus topologischer EndTModU -R(M)-Rechtsmoduln ist.

2

Korollar 6.17
Es seien R ein topologischer Ring und M,N ∈ TModU -R topologische R-Rechtsmoduln.

(i) Falls N hausdorffsch ist, dann ist auch HomTModU-R(M,N) hausdorffsch.
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(ii) Falls N vollständig ist, dann ist auch HomTModU-R(M,N) vollständig.

Beweis.

(i) Wegen (War93, I Theorem 3.4) ist eine topologische Gruppe genau dann hausdorffsch, wenn
die Menge, die nur das neutrale Element enthält, abgeschlossen ist. Unter Benutzung von
(War93, I Theorem 3.3 (3)) gilt für 0 ∈ HomTModU (M,N) daher:

{0} =
⋂

U∈UN

HomTModU -R(M,U) ⊆ HomTModU -R(M,
⋂

U∈UN

U)

= HomTModU -R(M, {0}) = {0},

womit folgt, dass auch HomTModU -R(M,N) hausdorffsch ist.

(ii) Da N vollständig ist, gilt wegen Lemma 6.4, dass N ∼= lim←−U∈UN N/U und damit gilt nach
Proposition 6.16

HomTModU -R(M,N) ∼= HomTModU -R(M, lim←−
U∈UN

N/U) ∼= lim←−
U∈UN

HomTModU -R(M,N/U).

Nach Definition ist HomTModU -R(M,N/U) diskret, da N/U diskret ist, und damit auch
vollständig. Nach Lemma 6.2 ist dann auch HomTModU -R(M,N) vollständig.

2

Lemma 6.18
Es seien R ein topologischer Ring und M,N ∈ TModU -R topologische R-Rechtsmoduln. Die
Auswertungsabbildung

ev : HomTModU-R(M,N)×M −→ N, (f,m) 7−→ f(m)

ist stetig, wenn man ihren Definitionsbereich mit der Produkttopologie versieht.

Beweis. Es seien n ∈ N und U ∈ UN . Wähle (f,m) ∈ ev−1(n + U). Da f stetig ist, ist
0 ∈ f−1(U) ⊆M offen. Für alle g ∈ HomTModU -R(M,U) und k ∈ f−1(U) gilt

ev(f + g,m+ k) = f(m) + f(k) + g(m+ k) ∈ n+ U.

Folglich ist ev(f+HomTModU -R(M,U), k+f−1(U)) ⊆ n+U mit der offenen Umgebung (f,m) ∈
(f + HomTModU -R(M,U))× (k+f−1(U)) ⊆ HomTModU -R(M,N)×M . Da die Mengen der Form
n + U eine Basis der Topologie auf N bilden, ist damit ev stetig bei (f,m). Da (f,m) beliebig
gewählt war, ist ev insgesamt stetig.

2

Proposition 6.19
Es sei R ∈ T Ring ein Ring und ϕ ∈ HomTModU-R(M,M ′).

Dann erhält man für jedes N ∈ TModU -R einen stetigen Homomorphismus abelscher, topo-
logischer Gruppen

ϕN : HomTModU-R(M ′, N) −→ HomTModU-R(M,N), f 7−→ f ◦ ϕ

und insgesamt eine natürliche Transformation

(ϕN ) : U ◦HomTModU-R(M ′,−) −→ V ◦HomTModU-R(M,−),

wobei U bzw. V die jeweiligen Vergissfunktoren von Mod- EndMod-R(M) bzw. Mod- EndMod-R(M ′)
in die Kategorie der abelschen, topologischen Gruppen sind.
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Beweis. Wegen Proposition 6.11 genügt es die Stetigkeit der ϕN zu zeigen. Aber für jedes
U ∈ UN ist

ϕN (HomTModU -R(M ′, U)) ⊆ HomTModU -R(M,U),

was wegen Bemerkung 6.13 die Stetigkeit von ϕN impliziert.
2

6.3.3 Wechsel des operierenden Rings

Der Vollständigkeit wegen wird nun auch der Wechsel des operierenden Rings behandelt. An-
gewendet wird dieser im ersten Beweis der Verträglichkeit des vollständigen Schiefmonoidrings
mit semidirekten Produkten.

Proposition 6.20
Es sei ϕ ∈ HomT Ring(R,S) ein stetiger Ringhomomorphismus.
Jeder topologische S-Rechtsmodul M ∈ TModU -S trägt dann auf kanonische Weise auch eine
topologische R-Rechtsmodulstruktur und man erhält einen treuen Funktor

Fϕ : TModU -S −→ TModU -R,

für den gilt:

(i) Für alle M,N ∈ TModU -S induziert Fϕ einen Monomorphismus topologischer Gruppen

Fϕ : HomTModU-S(M,N) ↪−→ HomTModU-R(Fϕ(M), Fϕ(N)), f 7−→ Fϕ(f),

der HomTModU-S(M,N) topologisch isomorph in HomTModU-R(Fϕ(M), Fϕ(N)) einbettet.

(ii) Ist ϕ surjektiv, dann ist Fϕ volltreu.
Insbesondere sind dann die Einbettungen aus (i) topologische Isomorphismen.

Beweis. Es sei M ∈ TModU -S und M × S µM−→ M die stetige Modulverknüpfung. Dann ist
auch µFϕ(M) = µM ◦ (idM ×ϕ) stetig, da ϕ stetig ist. Da ϕ ein Ringhomomorphismus ist, ist
Fϕ(M) = M als additive, topologische Gruppe zusammen mit der Verknüpfung µFϕ(M) ein to-
pologischer R-Rechtsmodul.
Es sei f ∈ HomTModU -S(M,N). Dann ist Fϕ(f) = f als Abbildung wieder stetig und R-
rechtslinear wegen Fϕ(f)(m · r) = f(mϕ(r)) = f(m)ϕ(r) = Fϕ(f)(m) · r für alle m ∈ Fϕ(M)
und r ∈ R. Damit ist Fϕ ein Funktor. Nach Konstruktion ist Fϕ treu.

(i) Es seien M,N ∈ TModU -S zwei topologische S-Rechtsmoduln und U ∈ UN beliebig. Dann
induziert Fϕ ein kommutatives Diagramm:

HomTModU -S(M,N)� _

Fϕ
��

kan. // HomTMonU -S(M,N/U)� _

Fϕ
��

HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N))
kan.
// HomTMonU -R(Fϕ(M), Fϕ(N/U))

Da die unterliegende topologische additive Gruppe von M und Fϕ(M) dieselbe ist, gilt
UFϕ(N) = Fϕ(UN ). Nach Definition 6.12 tragen also die Homomorphismenmengen auf der
rechten Seite des Diagramms die diskrete Topologie, während die Homomorphismenmen-
gen auf der linken Seite die Initialtopologie bezüglich der kanonischen Projektionen hinüber

98



6.3. Hom-Funktoren für topologische Moduln

auf die rechte Seite tragen für alle U ∈ UN . Das rechte Fϕ ist damit stetig und offen, da
Quelle und Ziel diskret sind. Insbesondere trägt HomTMonU -S(M,N/U) die Initialtopo-
logie bezüglich des rechten Fϕ, da dieses injektiv ist. Folglich trägt HomTModU -S(M,N)
auch die Initialtopologie bezüglich der Verkettungen

HomTModU -S(M,N) kan.−→ HomTMonU -S(M,N/U)
Fϕ−→ HomTMonU -R(Fϕ(M), Fϕ(N/U))

für alle U ∈ UN . Nach der Kommutativität des Diagramms und nach Definition der Topo-
logie auf HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N)) trägt also HomTModU -S(M,N) die Initialtopologie
bezüglich des linken Fϕ. Insbesondere ist dieses dann stetig und offen.

(ii) Es seien M,N ∈ TModU -S und f ∈ HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N)). Da ϕ surjektiv ist, gibt
es für jedes s ∈ S ein r ∈ R, so dass s = ϕ(r). Es folgt dann f(ms) = f(mϕ(r)) = f(m·r) =
f(m) · r = f(m)ϕ(r) = f(m)s für jedes m ∈ M . Folglich ist f schon S-rechtslinear und

kommt daher von einem f ′ ∈ HomTModU -R(M,N). Folglich ist HomTModU -R(M,N)
Fϕ−→

HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N)) surjektiv. Da M und N beliebig waren, ist Fϕ damit voll.

2

Korollar 6.21
Es sei ϕ ∈ HomT Ring(R,S) ein stetiger Ringhomomorphismus und M ∈ TMod-S ein topologi-
scher S-Rechtsmodul.
Dann ist EndTModU-S(M)

Fϕ
↪−→ EndTModU-R(Fϕ(M)) ein stetiger Ringmonomorphismus, der

seine Quelle topologisch isomorph in sein Bild abbildet und wiederum einen treuen Funktor

FFϕ : TModU - EndTModU-R(Fϕ(M)) −→ TModU - EndTModU-S(M)

induziert. Insgesamt erhält man ein Diagramm von Funktoren (i.A. nicht kommutativ!)

TModU -S

Fϕ

��

HomTModU-S(M,−)
// TModU - EndTModU-S(M)

TModU -R
HomTModU-S(Fϕ(M),−)

// TModU - EndTModU-R(Fϕ(M))

FFϕ

OO

und eine natürliche Transformation HomTModU-S(M,−) −→ FFϕ◦HomTModU-R(Fϕ(M),−)◦Fϕ,
die ein natürlicher Isomorphismus ist, falls ϕ surjektiv ist.

Beweis. Für jedes N ∈ TModU -S ist

FFϕ ◦HomTModU -R(Fϕ(M),−) ◦ Fϕ(N) = FFϕ HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N))

und für jedes f ∈ HomTModU -S(M,N) ist

Fϕ(f) ∈ HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N)) = FFϕ HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N)),

wobei die Gleichheit als die der unterliegenden topologischen, additiven Gruppen gemeint ist.
Damit definiert Fϕ eine Abbildung zwischen den unterliegenden Mengen der beiden Funktoren
ausgewertet bei N . Wegen Proposition 6.20 (i) ist diese Abbildung ein Homomorphismus der
unterliegenden topologischen, additiven Gruppen. Falls ϕ surjektiv ist, dann ist sie wegen (i) und
(ii) ein topologischer Isomorphismus. Für alle g ∈ EndTModU -S(M) ist Fϕ(f · g) = Fϕ(f ◦ g) =
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Fϕ(f) ◦ Fϕ(g) = Fϕ(f) · g nach Definition der Operationen auf den jeweiligen Moduln. Dies
impliziert die EndTModU -S(M)-Rechtslinearität von Fϕ.
Für N,N ′ ∈ TModU -S und h ∈ HomTModU -S(N,N ′) erhält man aufgrund der Funktoreigen-
schaft von Fϕ ein kommutatives Diagramm

HomTModU -S(M,N)

HomTModU -S(M,h)

��

Fϕ // FFϕ HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N))

FFϕ HomTModU -S(Fϕ(M),Fϕ(h))

��
HomTModU -S(M,N ′)

Fϕ // FFϕ HomTModU -R(Fϕ(M), Fϕ(N ′)).

2

6.4 Topologische, freie Moduln erzeugt von einem lokal
proendlichen Raum

Jedem (Schief-)Monoidring liegt ein freier R-Modul zu Grunde. Da die Topologie des topo-
logischen Schiefmonoidrings nicht von der Monoidstruktur, sondern allein von der Topologie
abhängt, kann an dieser Stelle der freie R-Modul über einem topologischen Ring R erzeugt von
einem lokal proendlichen, eigentlichen Raum angegeben werden. Dieser trägt dann noch kei-
ne Multiplikation und ist deshalb auch nichts weiter als ein topologischer R-Modul. Dennoch
induziert diese Konstruktion einen Funktor T opL,P −→ R-TMod.

Definition 6.22
Es seien R ein topologischer Ring und X ein lokal proendlicher Raum. Nach Satz 5.12 gibt
es eine Inklusion von X in seine proendliche Einpunktkompaktifizierung X̂ = X ·∪{0}. Nach
Lemma 5.2 gibt es dann eine Darstellung X̂ ∼= lim←−iXi mit endlichen, diskreten Räumen Xi.
Versehe R(Xi) ∼= RXi mit der Produkttopologie und R(X) mit der Initialtopologie bezüglich aller
Abbildungen

R(X) ↪−→ R(X̂) R
(πi)−→ R(Xi) −� R(Xi)/Rπi(0),

wobei R(πi) die R-linkslineare Fortsetzung der Limesprojektion X̂
πi−� Xi ist. Ausgestattet mit

dieser Topologie ist R(X) wegen Bemerkung 2.6 ein topologischer R-Linksmodul und heiße freier
topologischer Linksmodul erzeugt von X über R.

Fixiere zunächst für jeden lokal proendlichen Raum eine Darstellung von X̂ als projektiver
Limes endlicher, diskreter Räume Xi. Im Folgenden wird gezeigt, dass die Topologie auf R(X)

jedoch nicht von der Wahl der Darstellung abhängt.

Lemma 6.23
Es sei R ein topologischer Ring und X ein lokal proendlicher Raum mit X̂ ∼= lim←−iXi und
endlichen, diskreten Räumen Xi.
Dann ist eine Basis der Topologie auf R(X) gegeben durch Mengen der Form R(X)∩(R(πi))−1(U),
wobei U =

∏
x∈Xi Uxx ⊆ R

Xi = R(Xi) ist mit offenen Ux ⊆ R für x ∈ Xi und Uπi(0) = R.
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Beweis. Für jedes i bezeichne R(Xi)
pi−� R(Xi)/(πi(0)) die kanonische Projektion. Ist U ⊆ R(Xi)

eine Menge der beschriebenen Form, dann ist U ⊆ R(Xi) offen und U + Rπi(0) = U wegen
Uπi(0) = R. Insbesondere ist U = p−1

i pi(U), so dass nach Definition der Quotiententopologie
p(U) ⊆ R(Xi)/(πi(0)) offen und damit auch R(X) ∩ (R(πi))−1(U) = R(X) ∩ (R(πi))−1p−1

i pi(U)
offen ist nach Definition der Topologie auf R(X).
Umgekehrt sei W ⊆ R(Xi)/(πi(0)) eine offene Teilmenge. Nach Definition der Quotiententopo-
logie ist dann p−1

i (W ) ⊆ R(Xi) offen und es gibt eine offene Basismenge U =
∏
x∈Xi Uxx ⊆

RXi = R(Xi) mit offenen Ux ⊆ R für x ∈ Xi und U ⊆ p−1
i (W ). Wegen Rπi(0) ⊆ p−1

i (W )
kann ohne Einschränkung Uπi(0) = R angenommen werden, d.h. U ist eine Teilmenge wie in der
Voraussetzung. Da R(X) ∩ (R(πi))−1p−1

i (W ) eine offene Subbasismenge von R(X) ist, bilden die
Mengen R(X) ∩ (R(πi))−1(U) eine Subbasis auf R(X). Wie im Beweis von Lemma 5.6 sieht man,
dass die Menge aller R(X) ∩ (R(πi))−1(U) abgeschlossen ist unter endlichen Durchschnitten und
somit auch eine Basis der Topologie bildet.

2

Für das Beispiel eines diskreten topologischen Raums erhält man die Teilraumtopologie der
Produkttopologie. Diese Beobachtung spielt bei der späteren Betrachtung von (Schief-)
Potenzreihenringen eine Rolle.

Korollar 6.24
Es seien R ein topologischer Ring und X ein diskreter topologischer Raum.
Dann trägt R(X) ⊆ RX die Teilraumtopologie der Produkttopologie.

Beweis. Es sei U die Menge aller offenen Umgebungen von 0 ∈ X̂. Für jedes U ∈ U sei
XU = X̂/U der topologische Raum, der entsteht, wenn alle Punkte in U zu einem Punkt zu-
sammengefasst werden. Da X diskret ist, ist XU versehen mit der Quotiententopologie ebenfalls
diskret und außerdem endlich, da X̂\U ⊆ X kompakt und damit endlich ist. Für zwei U, V ∈ U

mit U ⊆ V gibt es eine kanonische Projektion XU

fU,V
−� XV . Außerdem ist U abgeschlossen un-

ter Durchschnitten, so dass (XU , fU,V ) ein projektives System endlicher, diskreter Räume ist.
Nach Konstruktion stimmt die Topologie auf X̂ mit der Initialtopologie bezüglich der kano-
nischen Projektionen X̂

πi−� XU überein. Nach Lemma 5.5 (iv) induziert die Limesabbildung

X̂
f−→ lim←−U∈U XU einen topologischen Isomorphismus X̂ ∼= f(X̂). Da X̂ kompakt ist, ist auch

f(X̂) kompakt und nach (iv) gilt damit X̂ ∼= lim←−U∈U XU .

Wählt man diese projektive Darstellung von X̂, dann erhält man nach Lemma 6.23 eine Basis
der Topologie auf R(X), bestehend aus Mengen

R(X) ∩

(∏
x∈X

Uxx

)

mit offenen Ux ⊆ R und Ux = R für alle x ∈ V mit einem V ∈ U . Dies sind aber gerade die
Basismengen der Teilraumtopologie der Produkttopologie auf R(X) ⊆ RX .

2

Bemerkung 6.25
Für jeden nicht indiskreten, topologischen Ring R und jeden lokal proendlichen Raum X ∈ T opL
gibt es kanonische Inklusionen, die den betreffenden topologischen Raum homöomorph in den
Bildbereich einbetten:
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(i) ιX : X ↪−→ R(X), x 7−→ 1 · x.

(ii) ιR,x : R ↪−→ R(X), r 7−→ r · x für jedes x ∈ X.

Beweis. Da R nicht indiskret ist, gibt es eine offene Teilmenge V ⊆ R und zwei Punkte x, y ∈ R
mit x ∈ V und y 6∈ V . Dann ist U = λ−1

y−x(−x + V ) ⊆ R eine offene Teilmenge, die 0 aber
nicht 1 enthält. U ′ = 1− U ist dann offen und enthält 1 aber nicht 0. Jedes X ∈ T opL mit der
projektiven Darstellung X̂ ∼= lim←−iXi trägt als Teilraum X ⊆ X̂ die Initialtopologie bezüglich

der Abbildungen X
ι

↪−→ X̂
πi−→ Xi, wobei X̂ πi−→ Xi die kanonischen Limesprojektionen sind.

(i) Die Kommutativität des Diagramms

X� _

ι

��

� � ιX // R(X)
� _

R(ιX )

��

X̂

πi

��

� � ιX̂ //
R(X̂)

πi

��
Xi

� � ιXi // R(Xi)

impliziert dann mit Lemma 6.23 die Behauptung. Denn für alle W ⊆ Xi ist

V =
∏
x∈Xi

Vxx mit Vx =
{
U x ∈W
R x 6∈W oder x = πi(0)

offen in R(Xi) und es gilt

(πXi ◦ ιX)−1(W ) = (R(πi) ◦R(ιX) ◦ ιX)−1(V ).

Damit ist ιX einerseits stetig und andererseits ist X ιX−→ ιX(X) offen.

(ii) Da X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es für jedes x ∈ X ein i, so dass πi ◦ ιX(x) 6= πi(0) ist.
Mit dieser Beobachtung folgt die Behauptung mit gleicher Argumentation wie in (i) und
Lemma 6.23 aus der Kommutativität des Diagramms

R

ιR,x
��

idR
R

R(X) � �R(ιX )
//
R(X̂)

R(πi) // R(Xi)

ππi(x)

OO

2

Lemma 6.26
Es sei X ein lokal proendlicher Raum und R ein nicht-indiskreter, topologischer Ring. Dann
gilt:

(i) Für jedes offene Kompaktum K ⊆ X gibt es eine offene Umgebung 0 ∈ U ⊆ R(X), so dass
X\U = K ist.

(ii) Für jede offene Teilmenge 0 ∈ V ⊆ R(X) ist X\V kompakt.
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Beweis. Es sei X̂ ∼= lim←−iXi mit endlichen, diskreten Xi.

(i) Da R nicht indiskret ist, gibt es eine offene Teilmenge V ⊆ R und zwei Punkte x, y ∈ R
mit x ∈ V und y 6∈ V . Dann ist U = λ−1

y−x(−x+ V ) ⊆ R eine offene Teilmenge, die 0 aber
nicht 1 enthält. Nach Lemma 5.15 gibt es für jedes offene Kompaktum K ⊆ X ⊆ X̂ ein i,
so dass K = π−1

i πi(K) ist. Definiere:

V =
∏
x∈Xi

Vxx mit Vx =
{
U x ∈ πi(K)
R x 6∈ πi(K)

Wegen πi(0) 6∈ πi(K) ist nach Lemma 6.23 V ′ = R(X) ∩ (R(πi))−1(V ) offen in R(X) und es
gilt nach Konstruktion X\V ′ = K.

(ii) Es sei 0 ∈ V ⊆ R(X) eine offene Teilmenge. Lemma 6.23 sichert die Existenz einer offenen
Menge U =

∏
x∈Xi Uxx ⊆ R

Xi = R(Xi) mit offenen 0 ∈ Ux ⊆ R für x ∈ Xi und Uπi(0) = R,
so dass R(X) ∩ (R(πi))−1(U) ⊆ V ist. Es folgt π−1

i (Xi\U) ⊆ X, da πi(0) ∈ U . Außerdem
ist π−1

i (Xi\U) abgeschlossen in X̂ und damit kompakt, da X̂ kompakt ist. Folglich ist
X\V ⊆ X\(R(πi))−1(U) = π−1

i (Xi\U) als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums
selbst kompakt.

2

Lemma 6.27
Es sei R ein topologischer Ring, M ∈ R-TMod ein topologischer R-Linksmodul und D eine endli-
che Menge. Weiterhin seien φR ∈ HomR-TMod(R,M) ein stetiger R-Linksmodulhomomorphismus
und φD ∈ HomSet(D,M) eine Abbildung. Versieht man R(D) ∼= RD mit der Produkttopologie,
dann erhält man eine stetige Abbildung

φ : R(D) −→M,
∑
d∈D

rdd 7−→
∑
d∈D

φR(rd) · φD(d).

Beweis. Da M ein topologischer R-Modul ist, definiert r 7−→ r · φD(d) eine stetige Abbildung
R 7−→ M . Da D endlich ist, ist die auftretende Summe endlich und bildet damit eine Verket-
tungen der Addition auf S. Mit der Voraussetzung, dass φR stetig ist, folgt dann die Stetigkeit
von φ.

2

Lemma 6.28
Für jede Abbildung X

f−→ Y zwischen zwei lokal proendlichen Räumen X und Y gilt:

f ist genau dann stetig und eigentlich, wenn die R-lineare Fortsetzung R(X) R(f)

−→ R(Y ) stetig
ist.

Beweis. Zunächst induziert ein eigentliches f wegen Lemma 5.13 (i) eine stetige Abbildung

X̂
f̂−→ Ŷ . Es sei nun j beliebig und Ŷ

prj
−� Yj die kanonische Projektion. Wegen prj ◦ f ∈

HomT op(lim←−iXi, Yj) und Lemma 5.4 gibt es ein i mit kanonischer Projektion X̂
πi−� Xi und eine
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Abbildung Xi
g−→ Yj , so dass folgendes Diagramm im Sinne von Mengen kommutiert:

X� _

��

f // Y � _

��
X̂

πi

��

f̂ // Ŷ

prj

��
Xi g

// Yj

Durch R-lineare Fortsetzung erhält man ein kommutatives Diagramm

R(X)
� _

��

R(f)
// R(Y )

� _

��

R(X̂)

R(πi)

��

R(f̂)
//
R(Ŷ )

R(prj)

��
R(Xi)

kan.
����

R(g)
// R(Yj)

kan.
����

R(Xi)/Rπi(0) ∃h
//______ R(Yj)/Rprj(0),

wobei die Existenz von h wegen der Identität g ◦ πi(0) = prj ◦ f̂(0) = prj(0) gesichert ist.
Wegen Lemma 6.27 ist R(g) stetig. Nach der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie
ist dann auch h stetig, was wegen der Kommutativität des äußeren Vierecks nach Definition der
Topologien auf R(X) und R(Y ) dazu äquivalent ist, dass R(f) stetig ist.

Sei umgekehrt K ⊆ Y ein offenes Kompaktum. Nach Lemma 6.26 (i) gibt es eine offene Menge
0 ∈ U ⊆ R(Y ), so dass Y \U = K ist. Da R(f) stetig ist, ist auch 0 ∈ (R(f))−1(U) ⊆ R(X) offen
und damit f−1(K) = f−1(Y \U) = M\f−1(Y ∩ U) = X\(R(f))−1(U) wegen Lemma 6.26 (ii)
kompakt. Mit Lemma 5.11 folgt dann die Behauptung.

2

Korollar 6.29
Es seien R ein topologischer Ring.

(i) Für einen lokal proendlichen Raum X hängt die Topologie auf R(X) nicht von der Wahl
der Darstellung X̂ ∼= lim←−iXi ab.

(ii) Für einen proendlichen Raum X = lim←−iXi mit endlichen, diskreten Xi trägt R(X) die

Initialtopologie bezüglich der R-linearen Abbildungen R(X) R
(πi)−→ R(Xi), wobei R(Xi) ∼= RXi

die Produkttopologie trägt und X πi−→ Xi die Limesprojektionen sind.

(iii) Man erhält einen Funktor T opL,P
R(−)

−→ R-TMod.

Beweis.
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(i) Es sei M1 = R(X) versehen mit der Topologie induziert von der Darstellung X̂ ∼= lim←−iXi

und M2 = R(X) versehen mit der Topologie induziert von der Darstellung X̂ ∼= lim←−j Yj .

Da die Identität auf X stetig und eigentlich ist, folgt mit Lemma 6.28, dass M1
R(idX )

−→ M2

stetig ist. Folglich ist die Topologie auf M1 feiner als die von M2. Aus Symmetriegründen
ist die Topologie auf M2 feiner als die von M1 und stimmt damit überein.

(ii) Wegen Satz 5.29 (i) ist X̂ ∼= lim←−i X̂i und man erhält für alle i ein kommutatives Diagramm

R(X)
� _

��

R(πi) // R(Xi)� _

��

φi

&&MMMMMMMMMM

R(X̂)
R(π̂i) //

R(X̂i)
kan. // // R(X̂i)/(π̂i(0)),

wobei φi zunächst ein stetiger R-Modulisomorphismus ist. Ist 0 ∈ U ⊆ R(Xi) offen, dann
ist auch 0 ∈ U ′ = U × R · 0X̂i ⊆ R(X̂i) offen nach Definition der Produkttopologie. Aber
U ′ ist das Urbild von φi(U). Nach Definition der Quotiententopologie ist dann auch φ(U)
offen, so dass φ−1

i stetig bei 0 und damit nach (War93, I Theorem 5.18) insgesamt stetig.
Insbesondere ist φi ein topologischer R-Modulisomorphismus. Die Behauptung folgt dann
direkt aus der Kommutativität des Diagramms.

(iii) Die Funktoreigenschaften folgen direkt aus den Funktoreigenschaften des freien Funktors

Set R
(−)

−→ R-Mod.
2

Lemma 6.30
Es sei X ein lokal proendlicher Raum und F ⊆ X eine endliche Teilmenge.
Dann gibt es für jedes x ∈ X eine stetige, R-linkslineare Abbildung R(X)

px
−� R mit px(f) =

prx(f), für alle f ∈ R(F ), wobei R(X) ⊆ RX
prx
−� R die kanonische Projektion ist.

Beweis. Falls X endlich ist, dann ist X auch diskret, da X hausdorffsch ist. Folglich trägt R(X)

nach Korollar 6.24 die Produkttoppologie und die kanonischen Projektionen R(X) = RX −� R
erfüllen die gewünschte Eigenschaft.
Falls X unendlich ist, dann ist X\F nicht leer. Es sei F ′ = F∪{z}mit einem beliebigen z ∈ X\F .
Es sei X̂ ∼= lim←−iXi mit endlichen, diskreten Xi. Weiterhin seien X̂ πi−→ Xi die Limesprojektionen

und Xi
fi,j−→ Xj die Übergangsabbildungen. Wähle ein x ∈ F ′. Da X hausdorffsch ist und die

Initialtopologie bezüglich der Projektionen πi|X trägt, gibt es für jedes x 6= y ∈ F ′ ein iy, so
dass πiy(x) 6= πiy(y) ist. Da die Indexmenge des projektiven Systems gerichtet und F endlich
ist, gibt es ein i mit i ≤ iy für alle y ∈ F . Für alle x 6= y ∈ F ′ gilt dann

fi,iy ◦ πi(x) = πiy(x) 6= πiy(y) = fi,iy ◦ πi(y)

und insbesondere πi(x) 6= πi(y). Es sei px die Verkettung von πi mit der stetigen Projektion

R(Xi) = RXi
prπi(x)−� R auf die Koordinate πi(x).

Für alle f =
∑

x∈F axx ∈ R(F ) und y ∈ F ′ gilt nun

py(f) = prπi(y) ◦R(πi)(f) = prπi(y)

(∑
x∈F

axπi(x)

)
=

∑
x∈F

πi(x)=πi(y)

ax = ay,
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denn für x ∈ F impliziert πi(x) = πi(y) schon x = y nach Konstruktion von i. Damit erfüllt py
für alle y ∈ F ′ die gewünschte Eigenschaft. Da f ∈ R(F ) war, gilt pz(f) = 0. Für alle x ∈ X\F
kann also px = pz gewählt werden.

2

Proposition 6.31
Es sei R ein topologischer Ring und X ein lokal proendlicher Raum.

(i) Ist R hausdorffsch, dann ist auch R(X) hausdorffsch.

(ii) Ist R ∈ R-TModU , dann ist auch R(X) ∈ R-TModU .

Ist R ∈ TModU -R, dann ist analog auch R(X) ∈ TModU -R.

Beweis.

(i) Für alle x ∈ X sei R(X)
prx
−� R die kanonische Projektion auf die Koordinate x. Für

ein f ∈ R(X) sei supp(f) = {x ∈ X; prx(f) 6= 0} der Träger von f . Nach Definition
der direkten Summe ist supp(f) endlich für alle f ∈ R(X). Es seien nun a, b ∈ R(X)

zwei verschiedene Punkte. Folglich gibt es ein x ∈ X, so dass prx(a) 6= prx(b) ist. Für
die endliche Teilmenge F = supp(a) ∪ supp(b) ⊆ X gibt es nach Lemma 6.30 stetige
Projektionen R(X) px−→ R für alle x ∈ X, so dass px(f) = prx(f) für alle f ∈ R(F ). Wegen
a, b ∈ R(F ) ist also px(a) = prx(a) 6= prx(b) = px(b). Da R ein Hausdorff-Raum ist, gibt
es disjunkte, offene Teilmengen Ua, Ub ⊆ R mit prx(a) ∈ Ua und prx(b) ∈ Ub. Da px stetig
ist, sind p−1

x (Ua), p−1
x (Ub) ⊆ R(X) zwei disjunkte, offene Teilmengen, die a und b trennen.

Da a, b ∈ R(X) beliebig waren, ist damit R(X) ein Hausdorff-Raum.

(ii) Nach Definition der Topologie auf R(X) bleibt zu zeigen, dass R-TModU unter Bildung
des Produkts, der Quotienten und der Initialtopologie abgeschlossen ist.

• Es seien Mi ∈ R-TModU , dann bilden die offenen Untermoduln
∏
i Ui mit Ui ∈ UMi

und Ui = R für fast alle i eine Umgebungsbasis der 0 von
∏
iMi.

• IstM ∈ R-TModU und U ≤M ein Untermodul, dann bilden die offenen Untermoduln
(N+U)/U für alle N ∈ UR eine Umgebungsbasis der 0 von M/U . Beachte dazu, dass
N + U =

⋃
x∈U (x+N) ⊆M offen ist, da N ≤M offen und die Addition mit x ∈ U

ein Homöomorphismus ist.

• Sind M ∈ R-Mod und Mi ∈ R-TModU mit R-Modulhomomorphismen M
fi−→ Mi

und M trage die Initialtopologie bezüglich der fi. Dann bilden die offenen Untermo-
duln f−1

i (N) ≤M für N ∈ UMi für alle i eine Umgebungsbasis der 0.

2
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Kapitel 7

Topologische
Monoidring-Konstruktionen

Nachdem endlich alle Vorbereitungen getroffen sind, können nun die topologischen Schiefmo-
noidringe konstruiert werden. Während Monoidringe, topologisiert wie die freien R-Moduln er-
zeugt von einem lokal proendliche, eigentlichen Monoid über einem topologischen Ring R, in
kanonischer Weise topologische Ringe sind, trifft dies für die allgemeineren Schiefmonoidringe
nicht mehr zu. Einer der Hauptziele dieser Arbeit ist es, ein starkes Kriterium zu finden, wann
ein topologisierter Schiefmonoidring auch ein topologischer Ring ist. Dieses findet sich in Satz
7.15. Auch wenn keine Notwendigkeit für das Kriterium nachgewiesen wird, so zeigen verschiede-
ne Beispiele, dass es doch so scharf ist, dass alle bisher bekannten Spezialfälle der Konstruktion
topologischer und vollständiger Schiefmonoidringe dadurch abgedeckt werden.

Ein weiteres Resultat dieses Kapitels ist die Verträglichkeit topologischer Schiefmonoidring-
konstruktionen mit dem topologischen, semidirekten Produkt lokal proendlicher, eigentlicher
Monoide. Die vollständigen Schiefmonoidringe und alle ihre Eigenschaften fallen schließlich als
Korollare von der Konstruktion topologischer Schiefmonoidringe ab.

7.1 Topologische Monoidringe lokal proendlicher, eigentlicher
Monoide

In diesem Abschnitt werden die topologischen Monoidringe konstruiert und die Funktorialität
dieser Konstruktion nachgewiesen. Ebenso wird gezeigt, dass die Eigentlichkeit lokal proendlicher
Monoide notwendig dafür ist, dass der topologische Monoidring ein topologischer Ring ist.

Lemma 7.1
Es sei M ∈ TMonL,P ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.
Dann ist R[M ] ∼= R(M) versehen mit der Topologie des freien topologischen R-Linksmoduls aus
Definition 6.22 ein topologischer Ring.

Beweis. Falls M endlich und diskret ist, dann ist R[M ] mit der Produkttopologie zunächst ein
topologischer R-Linksmodul. Es bleibt also zu zeigen, dass die Multiplikation auf R[M ] stetig
ist. Diese lässt sich aber darstellen als endliche Verkettung von Addition und Multiplikation auf
R. Somit ist R[M ] topologisch, da R nach Voraussetzung topologisch ist.
Es sei nun M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid. Da die Topologie auf R[M ] unabhängig
ist von der projektiven Darstellung von M̂ , betrachte man den topologischen Isomorphismus
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M̂ ∼= lim←−S∈CongO(M̂)
M̂/S aus Korollar 5.42. Dann trägt R[M ] nach Definition die Initialtopologie

bezüglich der Projektionen

R[M ] ↪−→ R[M̂ ]
R[πS ]
−� R[M̂/S]

kan.
−� R[M̂/S]/(πS(0)).

Wie gerade gesehen ist jedes R[M̂/S] ein topologischer Ring. Nach (War93, I Theorem 5.4) ist
damit auch R[M̂/S]/(πS(0)) ein topologischer Ring und wegen Proposition 2.5 ist auch R[M ]
ein topologischer Ring.

2

Definition 7.2
Es seien R ein topologischer Ring und M ∈ TMonL,P ein lokal proendliches, eigentliches Mo-
noid. Im Folgenden sei R[M ] ∼= R(M) mit der Topologie aus Definition 6.22 ausgestattet und
heiße topologischer Mondoidring von M über R.

Lemma 7.3
Jedes f ∈ HomTMonL,P (M,N) induziert einen stetigen Ringhomomorphismus R[M ]

R[f ]−→ R[N ].

Beweis. Da R[f ] nach dem Beweis der universellen Eigenschaft von R[M ] (siehe Bemerkung
4.4) die R-lineare Fortsetzung von f ist, gilt die Behauptung nach Lemma 6.28.

2

Korollar 7.4
Man erhält einen Funktor

T Ring × TMonL,P −→ T Ring, (R,M) 7−→ R[M ].

Beweis. Die Funktorialität in M folgt direkt aus Korollar 6.29 (ii) und Lemma 7.1. Für die
Funktorialität in R lässt sich wie im Beweis von Lemma 6.28 ein kommutatives Diagramm
konstruieren. Dazu sei f ∈ HomT Ring(R,S) ein topologischer Ringhomomorphismus und M ⊆
M̂ ∼= lim←−T∈CongO(M̂)

M̂/T ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.

R(M)
� _

��

f (M)
// S(M)

� _

��

R(M̂)

R(πT )

��

f (M̂)
//
S(M̂)

S(πT )

��

R(M̂/T )

kan.
����

f (M̂/T )

//
S(M̂/T )

kan.
����

R(M̂/T )/RπT (0) ∃h
//______ S(M̂/T )/SπT (0)

Die Kommutativität der Abbildungen und die Existenz von h sieht man wie im Beweis von
Lemma 6.28.

2
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Lemma 7.5
Es sei R ein topologischer Ring und M ein lokal proendliches, nicht notwendigerweise eigent-
liches, Monoid. Der Monoidring R[M ] ∼= R(M) trage die Topologie des freien topologischen
Monoids erzeugt von M .

Dann besitzt R[M ] eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus offenen (M,M)-Biteilmengen
von R[M ].

Insbesondere besitzt R[M ] eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus offenen Links-/Rechts-
Idealen, falls R eine solche besitzt.

Beweis.

(i) Es sei S ∈ CongO(M̂) und U =
∏
n∈M̂/S Un · n ⊆ R[M̂/S] mit offenen 0 ∈ Un ⊆ R und

UπS(0) = R. Dann ist U ′ =
⋂
n∈M̂/S Un ⊆ R ebenfalls offen, da M̂/S endlich ist. Folglich

ist
V = (R · πS(0))×

∏
πS(0)6=n∈M̂/S

U ′ · n ⊆ U

eine offene Umgebung der 0 und es gilt nach Konstruktion M̂/S · V = V = V · M̂/S,
da (M̂/S) · πS(0) = {πS(0)}. Folglich ist V eine offene (M̂/S, M̂/S)-Biteilmenge von
R[M̂/S]. Nach der Beschreibung der Topologie auf R[M ] nach Lemma 6.23 ist dann auch
W = R[πS ]−1(V ) ⊆ R[M ] offen. Für alle m ∈M gilt außerdem

R[πS ](R[πS ]−1(V ) ·m) ⊆ V · [m]S ⊆ V,

da R[πS ] ein Ringhomomorphismus ist. Insbesondere ist dann M ·W = W = W ·M eine
offene (M,M)-Bimenge in R[M ] mit W = R[πS ]−1(V ) ⊆ R[πS ]−1(U).

(ii) Es sei nun 0 ∈ V ⊆ R[M ] offen. Dann gibt es nach Definition der Topologie auf R[M ]
Kongruenzen S1, ..., Sn ∈ CongO(M̂) und offene Mengen Vi ⊆ R[M̂/Si] von der Form wie
U in (i), so dass R[πS1 ]−1(V1) ∩ ... ∩ R[πSn ]−1(Vn) ⊆ V ist. In (i) wurde gezeigt, dass
es dann offene (M,M)-Biteilmengen Wi ⊆ R[πSi ]

−1(Vi) gibt, so dass insgesamt W =
W1 ∩ ... ∩Wn ⊆ R[M ] eine offene (M,M)-Biteilmenge von R[M ] ist mit W ⊆ V . Folglich
besitzt R[M ] eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus offenen (M,M)-Biteilmengen.

Falls R eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus Links-/Rechts-Idealen, besitzt, können alle
betreffenden, offenen Umgebungen der 0 durch Verkleinerung durch offene Links-/Rechts-Ideale
von R ersetzt werden. Per Konstruktion ist dann die so erhaltene offene (M,M)-Biteilmenge
von R[M ] auch ein R-Links-/Rechts-Untermodul von R[M ] und damit per Definition der Mul-
tiplikation auf R[M ] ein Links-/Rechts-Ideal.

2

Satz 7.6
Es sei R ein nicht-indiskreter topologischer Ring und M ∈ TMonL ein lokal proendliches Mo-
noid. Topologisiere R[M ] wie in Definition 7.2.

Dann ist R[M ] genau dann ein topologischer Ring, wenn M eigentlich ist.

Beweis. Die eine Folgerung gilt nach Lemma 7.1. Es sei nun K ⊆ M ein beliebiges offenes
Kompaktum. Nach Lemma 6.26 (i) gibt es eine offene Umgebung 0 ∈ U ⊆ R[M ], so dass
M\U = K ist. Nach Lemma 7.5 gibt es eine offene (M,M)-Biteilmenge 0 ∈ V ⊆ U . Wegen

109



Kapitel 7. Topologische Monoidring-Konstruktionen

M · V = V = V ·M gilt (V ×M) ∪ (M × V ) ⊆ µ−1
R[M ](V ) und außerdem ist M\V nach Lemma

6.26 (ii) kompakt. Dies impliziert, dass

µ−1
M (K) = µ−1

M (M\U) ⊆ µ−1
M (M\V ) = (M ×M)\(µ−1

R[M ](V )) ⊆ (M\V )× (M\V )

eine Teilmenge des ebenfalls kompakten Produkts (M\V )× (M\V ) ist. Da M hausdorffsch ist,
ist K ⊆ M abgeschlossen und folglich ebenso µ−1(K) ⊆ M ×M aufgrund der Stetigkeit von
µM . Folglich ist µ−1(K) als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kompakt. Nach
Lemma 5.11 ist dann M eigentlich.

2

7.1.1 Die universelle Eigenschaft

Eine weitere kategorielle Eigenschaft des topologischen Monoidrings ist seine universelle Ab-
bildungseigenschaft. Diese bildet im Allgemeinen jedoch keinen universellen Pfeil, so dass im
Allgemeinen man auch keine Adjunktion von Kategorien erhält.

Proposition 7.7
Es seien M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid und R ein topologischer Ring. Der to-
pologische Monoidring R[M ] erfüllt folgende universelle Eigenschaft:
Für jeden endlichen, diskreten Ring S ∈ T Ring, jedes φR ∈ HomT Ring(R,S) und φM ∈
HomTMon(M, (S, ·)) mit

(i) φM (m) · φR(r) = φR(r) · φM (m) für alle r ∈ R und m ∈M ,

(ii) M\φ−1
M (U) ist kompakt für alle offenen Umgebungen 0 ∈ U ⊆ S,

existiert genau ein φ ∈ HomT Ring(R[M ], S), so dass

M

ιM
�� φM

��

R
ιR //

φR //

R[M ]
∃!φ

""D
D

D
D

S

kommutiert. Beachte, dass Bedingung (ii) für proendliche Monoide immer erfüllt ist.

Beweis. Nach Bemerkung 4.22 existiert ein eindeutiges φ ∈ HomRing(R[M ], S), das die Kommu-

tativitätsbedingungen erfüllt. Definiere M̂
φM̂−→ (S, ·) durch φM̂ |M = φM und φM̂ (0) = 0. Dann

ist φM̂ nach Konstruktion ein Monoidhomomorphismus. Für jede offene Umgebung 0 ∈ U ⊆ S ist
M\φ−1

M̂
(U) = M\φ−1

M (U) kompakt. Nach Definition der Topologie auf M̂ , ist φ−1

M̂
(U) ⊆ M̂ also

eine offene Umgebung der 0, d.h. φM̂ ist stetig bei 0 und daher insgesamt stetig, da φM̂ |M = φM
stetig ist.
Nach Korollar 5.42 gilt M̂ ∼= lim←−T∈CongO(M̂)

M̂/T und wegen Lemma 5.4 existiert daher eine

Relation T ∈ CongO(M̂) und eine Abbildung M̂/T
g−→ (S, ·), so dass g ◦ πT = φM̂ . R-lineare
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Fortsetzung induziert dann ein kommutatives Diagramm

R[M ]

R[πT ]
����

φ

&&MMMMMMMMMMMMM

R[M̂/T ]

����

ḡ
// S

R[M̂/T ]/(πT (0)),

∃h

88q
q

q
q

q
q

wobei die Existenz von h durch die Identität g(πT (0)) = 0 gesichert ist. Da M̂/T endlich ist,
folgt mit Lemma 6.27 die Stetigkeit von g. Nach Definition der Quotiententopologie ist damit
auch h stetig. Dies wiederum impliziert mit der Kommutativität des Diagramms die Stetigkeit
von φ.

2

Korollar 7.8
Die gleiche Aussage wie in Proposition 7.7 gilt auch für proendliche Ringe S = lim←−i Si mit
endlichen diskreten Ringen Si.

Beweis. φ ist genau dann stetig, wenn jede Verkettung R[M ]
φ−→ S

πi−→ Si stetig ist, aber dies
ist genau die Aussage von Proposition 7.7.

2

Korollar 7.9
Die gleiche Aussage wie in Proposition 7.7 gilt auch für beliebige topologische Ringe S ∈ T Ring,
falls zusätzlich gilt:

(iii) S ∈ R-TModU oder S ∈ TModU -R via φR oder M ist endlich.

Beweis. Falls M endlich ist, folgt die Behauptung aus Lemma 6.27. Für den allgemeinen
Fall sei 0 ∈ U ≤ S ein offener R-Linksuntermodul von S. Dann ist S/U ein diskreter, topo-
logischer R-Linksmodul und S

πU−� S/U die kanonische Projektion. πU ◦ φM ist stetig, also
(πU ◦ φM )(M\φ−1

M (U)) ⊆ S/U kompakt und daher endlich, da S/U diskret ist. Insgesamt ist
also

(πU ◦ φM )(M) = (πU ◦ φM )(M\φ−1
M (U)) ∪ (πU ◦ φM )(φ−1

M (U))︸ ︷︷ ︸
={0}

endlich. Damit kann wieder Lemma 5.4 angewendet werden. Verfährt man genau wie im Beweis
von Proposition 7.7 mit S/U anstelle von S, sieht man, dass R[M ]

πU◦φ−→ S/U stetig ist. Insbe-
sondere ist φ−1(U) = (πU ◦ φ)−1(0) offen in R[M ]. Da U beliebig war, folgt mit (iii), dass φ
stetig bei 0 und wegen (War93, I Theorem 5.18) insgesamt stetig ist.
Wegen Bemerkung 4.3 ist R[N ] auch freier R-Rechtsmodul mit M als Basis. Die weitere Argu-
mentation verläuft dann wie im Linksmodulbeweis.

2

7.2 Topologische Schiefmonoidringe

In diesem Abschnitt wird schließlich die ”schiefe Variante“ der Monoidringe eingeführt. Für to-
pologische Koeffizientenringe, die eine Umgebungsbasis der 0 aus offenen Rechtsidealen besitzen,
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gibt es nach Kapitel 6 Abschnitt 6.3 eine kanonische Topologie für den äußeren Koeffizienten-
ring. Man sieht, dass sich die Hausdorff- und Vollständigkeits-Eigenschaft vom Koeffizientenring
auf den inneren und äußeren Koeffizientenring übertragen.

Definition 7.10
Es sei R ein topologischer Ring, M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid und R[M ; θ]
ein Schiefmonoidring. R[M ; θ] heißt topologischer Schiefmonoidring von M über R, falls
die Topologie des freien topologischen R-Linksmoduls aus Definition 6.22 eine Ringtopologie auf
R[M ; θ] ∼= R(M) bildet. Demnach ist R[M ; θ] genau dann ein topologischer Schiefmonoidring,
wenn die Multiplikation ∗θ : R[M ; θ]×R[M ; θ] −→ R[M ; θ] stetig ist.

Proposition 7.11
Es sei Rθ ⊆ R der Teilring aus Proposition 4.20.

(i) Falls R[M ; θ] ein topologischer Ring ist, dann ist jede Koordinate von θ(m) für alle m ∈M
stetig, d.h. θ(M) ⊆ EndTMod-Rθ(R)[M ].

(ii) Wenn R hausdorffsch ist, dann ist Rθ abgeschlossen.

(iii) Wenn R vollständig ist, dann ist Rθ ist vollständig.

Beweis.

(i) Wähle ein n ∈ M . Dann ist θ(n) =
∑

m∈M αmm ∈ EndMod-Rθ(R)[M ]. Es sei N ⊆ M die
endliche Teilmenge aller n ∈M , so dass αn 6= 0 ist. Für jedes r ∈ R ist dann

θ(n)(r) =
∑
m∈M

αm(r)m =
∑
m∈N

αm(r)m,

so dass nach Lemma 6.30 stetige R-lineare Projektionen πm existieren mit πm(θ(n)(r)) =
αm(r), für alle m ∈M und alle r ∈ R. Da R[M ; θ] ein topologischer Ring ist, ist

φn : R −→ R[M ; θ], r 7−→ θ(n)(r) = n ∗θ r

als Verkettung der Inklusion R
ιR
↪−→ R[M ; θ] mit der Linksmultiplikation auf R[M ; θ] mit

n stetig. Folglich ist auch αm = πm ◦ φn stetig.

(ii) Benutze die zweite Beschreibung von Rθ aus Proposition 4.20. Für alle m,n ∈M ist wegen
(i) der Endomorphismus θ(m)n ∈ EndTMod-Rθ(R) stetig. Ebenso ist θ(m)m − idR stetig.
Der Kern eines stetigen Endomorphismus ist gerade das Urbild der Menge {0}, die in
hausdorffschen Ringen abgeschlossen ist. Daher ist Rθ als Schnitt dieser abgeschlossenen
Kerne wiederum abgeschlossen.

(iii) Abgeschlossene Teilringe vollständiger Ringe sind wegen (War93, II Theorem 7.5) wieder
vollständig.

2

Definition 7.12
Für einen topologischen Schiefmonoidring R[M ; θ] sei Eθ = EndTMod-Rθ(R) der äußere En-
domorphismenring. Dies unterscheidet sich insofern von der ursprünglichen Definition 4.21
für diskrete Schiefmonoidringe, als dass man hier nur die stetigen Homomorphismen zulässt.
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Falls R ∈ TModU -Rθ ist, dann sei Eθ mit der in Abschnitt 6.3 definierten Topologie ausgestattet,
d.h. er trägt die Initialtopologie bezüglich der Projektionen

Eθ = EndTMod-Rθ(R) −→ HomTMod-Rθ(R,R/U), f 7−→ πU ◦ f

wobei R
πU−� R/U die kanonische Projektion ist und HomTMod-Rθ(R,R/U) die diskrete Topologie

trägt.

Bemerkung 7.13
Für den äußeren Koeffizientenring Eθ eines topologischen Schiefmonoidrings R[M ; θ] über einem
topologischen Ring R ∈ TModU -R gilt:

(i) Die kanonische Inklusion
ιR : R −→ Eθ, r 7−→ λr

induziert einen topologischen Ringisomorphismus R ιR−→ ιR(R).

(ii) Wenn R hausdorffsch ist, dann ist auch Eθ hausdorffsch.

(iii) Wenn R vollständig ist, dann ist auch Eθ ist vollständig.

Beweis.

(i) Nach Bemerkung 6.13 bilden die Mengen

EU = {f ∈ Eθ; f(R) ⊆ U} für U ∈ UR

eine Umgebungsbasis der 0 von Eθ. Für alle U ∈ UR ist

ι−1
R (U) = {r ∈ R; r ·R ⊆ U} = U

da U ≤ R ein R-Rechtsuntermodul ist. Damit ist ιR stetig und R trägt die Initialtopologie
bezüglich ιR, was die Behauptung impliziert.

(ii) Siehe Korollar 6.17

2

7.2.1 Die universelle Eigenschaft

Hier wird die universelle Eigenschaft für topologische Schiefmonoidringe formuliert. Wie zu
erwarten war, setzen sich die Abbildungskriterien für topologische Schiefmonoidringe aus denen
für Schiefmonoidringe und für topologische Monoidringe zusammen.

Proposition 7.14
Es seien M ein eigentliches, lokal proendliches Monoid und R ein topologischer Ring. Jeder
topologische Schiefmonoidring R[M ; θ] erfüllt folgende universelle Eigenschaft:
Es sei S ∈ T Ring ein topologischer Ring, φR ∈ HomT Ring(R,S) und φM ∈ HomTMon(M, (S, ·))
mit den folgenden drei Eigenschaften:

(i) φM (n) · φR(r) =
∑

m∈M φR ◦ πm(n ∗θ r) · φM (m) für alle r ∈ R und n ∈M .
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(ii) M\φ−1
M (U) ist kompakt für alle offenen Umgebungen 0 ∈ U ⊆ S.

(iii) S ∈ R-TModU via φR oder M ist endlich oder S ist proendlich.

Dann existiert genau ein φ ∈ HomT Ring(R[M ; θ], S), so dass das Diagramm

M

ιM
�� φM

��

R
ιR //

φR //

R[M ; θ]
∃!φ

##G
G

G
G

G

S

kommutiert.

Beweis. Bemerkung 4.22 liefert die eindeutige Existenz. Da R[M ; θ] ∼= R(M) ∼= R[M ] als to-
pologische R-Linksmoduln “identisch” sind, kann der Beweis von Proposition 7.7 bzw. deren
Korollaren auf diesen Fall übertragen werden.

2

7.2.2 Existenzkriterium für topologische Schiefmonoidringe

In diesem Abschnitt wird nun das Existenzkriterium für topologische Schiefmonoidringe erarbei-
tet. Der folgende Satz liefert ein Kriterium dafür, wann ein Schiefmonoidring ein topologischer
Schiefmonoidring ist. Für Schiefpolynomringe und Schiefgruppenringe über proendlichen Grup-
pen wird später ein anschaulicheres, äquivalentes Kriterium angegeben.

Im gesamten Abschnitt sei R ∈ TModU -R ein topologischer Ring, so dass der äußere Koeffi-
zientenring wie in Definition 7.12 beschrieben eine kanonische Topologie trägt.

Satz 7.15
Es sei M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid und R[M ; θ] ein Schiefmonoidring.
Wenn R[θ] : R[M ; θ] −→ Eθ[M ] stetig ist, dann ist R[M ; θ] ein topologischer Schiefmonoidring.

Beweis. Im Folgenden sei S ∈ CongO(M̂) und M̂
πS−� M̂/S die kanonische Projektion.

• Betrachte für m ∈M mit [m] 6= [0] in M̂/S folgendes kommutatives Diagramm

R[M ; θ]×R

∗θ| ))SSSSSSSSSSSSSSSS

(R[θ],idR) // Eθ[M ]×R

ev

��

(Eθ[πS ],idR) // Eθ[M̂/S]×R
(π[m],idR)

//

ev

��

Eθ ×R

ev

��
R[M ; θ]

R[πS ]
// R[M̂/S] π[m]

// R,

wobei die rechten beiden Quadrate kommutieren nach Definition der Evaluationsabbildung
ev über die Inklusion Eθ[M ] = EndTModU -Rθ(R)[M ] ↪−→ HomTMod-R0(R,R[M ; θ]). Die
linke Seite kommutiert, da nach Definition a ∗θ r = R[θ](a)(r) für a ∈ R[M ; θ] und r ∈ R.
Nach Voraussetzung ist R[θ] stetig. Wegen [m] 6= 0 ist auch π[m]◦Eθ[πS ] stetig nach Defini-
tion der Topologie auf Eθ[M ] bzw. Lemma 6.23. Damit ist auch (π[m], idR)◦(Eθ[πS ], idR) =
(π[m]◦Eθ[πS ], idR) stetig. Wegen Lemma 6.18 ist die Evaluationsabbildung ebenfalls stetig.
Die Kommutativität des Diagramms impliziert dann die Stetigkeit von π[m] ◦ R[πS ] ◦ ∗θ|.
Da m mit [m] 6= 0 und S ∈ CongO(M̂) beliebig waren, folgt nochmals mit Lemma 6.23 die
Stetigkeit von ∗θ|.
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• In Lemma 4.24 wurde eine R[M ; θ]-Linksmodulverknüpfung ”∗“ auf R[M̂/S] konstruiert,
bezüglich welcherR[πS ] einR[M ; θ]-Linksmodulhomomorphismus ist. Wegen a∗(r·πS(0)) =
R[πS ](a∗r) ·πS(0) ∈ R ·πS(0) für alle r ∈ R und a ∈ R[M ; θ] erhält man das kommutative
Diagramm:

R[M ; θ]×R[M ; θ]

∗θ
��

idR[M ;θ]×R[πS ]
// R[M ; θ]×R[M̂/S]

∗
��

idR[M ;θ]×p0// // R[M ; θ]×
(
R[M̂/S]/(πS(0))

)
∗′
��

R[M ; θ]
R[πS ]

// R[M̂/S] p0
// // R[M̂/S]/(πS(0))

Nach Definition der Verknüpfung ”∗“ bzw. ”∗
′“ gilt für a ∈ R[M ; θ] und x ∈ R[M̂/S], dass

p0(a ∗ x) =
∑

n∈M̂/S

R[πS ](a ∗ πn(x))) · p0(n).

Nach Definition der Topolgie auf R[M ; θ] ist p0 ◦R[πS ] stetig. Außerdem wurde im ersten
Beweisteil die Stetigkeit von ∗|R[M ;θ]×R gezeigt. Da R[M̂/S]/(RπS(0)) ∼= R(M̂/S)\{πS(0)}

ein topologischer R-Linksmodul ist, sind auch Addition und Multiplikation mit Elementen
aus R stetig. Da M̂/S endlich ist, ist auch die Summe endlich und definiert eine stetige
Abbildung. Insgesamt folgt, dass p0 ◦ ∗′ als Verkettung all dieser Abbildungen selbst stetig
ist. Wegen R[M̂/S] ∼= R[M̂/S]/(πS(0))× (RπS(0)) als topologische R-Moduln gilt

a ∗′ p0(x) = p0(a ∗ x) =
∑

πS(0)6=n∈M̂/S

R[πS ](a ∗ πp0(n)(p0(x))) · p0(n)

und es kann mit den gleichen Argumenten gezeigt werden, dass auch ∗′ stetig ist. Nach
Definition der Topologie auf R[M ; θ] ist p0◦R[πS ] stetig, so dass insgesamt p0◦R[πS ]◦∗θ =
∗′◦(idR, p0◦R[πS ]) stetig ist. Da S ∈ CongO(M̂) beliebig war, folgt schließlich die Stetigkeit
von ∗θ.

2

Korollar 7.16
Es sei R ∈ TModU -R ein topologischer Ring, M ∈ TMonL,P ein lokal proendliches, eigentliches
Monoid und R[M ; θ] ein Schiefmonoidring mit einem stetigen, assoziierten Monoidhomomor-
phismus

θ : M −→ Eθ[M ] = EndTMod-Rθ(R)[M ].

Falls M\θ−1(U) kompakt ist für alle offenen Umgebungen 0 ∈ U ⊆ Eθ[M ], dann ist R[M ; θ]
ein topologischer Schiefmonoidring. Man beachte, dass diese Bedingung für proendliche, d.h.
kompakte, Monoide immer erfüllt ist.

Beweis. Wegen R ∈ TModU -R und Satz 6.14 ist Eθ ∈ TModU -Eθ, d.h. wegen R ⊆ Eθ ist
insbesondere Eθ ∈ TModU -R. Nach Definition ist Eθ[M ] ∼= E

(M)
θ ∈ TModU -R. Die Aussage

folgt dann mit Korollar 7.9 aus Satz 7.15.
2
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7.3 Vollständige (Schief-)Monoidringe

Dieser Abschnitt stellt die vollständigen Schiefmonoidringe vor. Aufgrund der Topologisierung
des Monoidrings durch die Initialtopologie bezüglich einer Familie von Monoidringen über end-
lichen, diskreten Monoiden, leiten sich aus den allgemeinen Sätzen für vollständige Gruppen aus
Kapitel 6 Abschnitt 6.1 die entsprechenden Darstellungen von vollständigen Monoidringen als
projektive Limiten ab.

Proposition 7.17
Es seien R ein topologischer Ring, der hausdorffsch und vollständig ist, und M ein lokal pro-
endliches, eigentliches Monoid. Dann gilt:

(i) Jeder topologische Schiefmonoidring R[M ; θ] ist hausdorffsch.

(ii) Es gibt einen kanonischen topologischen Ringisomorphismus

R̂[M ] ∼= lim←−
S∈CongO(M̂)

R[M̂/S]/(πS(0)).

(iii) Ist M proendlich, dann gibt es auch einen kanonischen topologischen Ringisomorphismus

R̂[M ] ∼= lim←−
S∈CongO(M)

R[M/S].

Insbesondere ist R̂[G] ∼= lim←−N�G offen
R[G/N ] für proendliche Gruppen G wegen Bemer-

kung 5.37.

Beweis.

(i) Dies gilt nach Proposition 6.31.

(ii) Nach Konstruktion trägt R[M ] die Initialtopologie bezüglich der von S ∈ CongO(M̂)
induzierten Projektionen

pS : R[M ]
R[πS ]
−� R[M̂/S] −� R[M̂/S]/(πS(0)).

Da M/S endlich ist, ist R[M̂/S]/(πS(0)) ∼= R((M̂/S)\{πS(0)}) ∼= R(M̂/S)\{πS(0)} als Produkt
vollständiger Gruppen wegen (War93, II Theorem 7.8) ebenfalls vollständig. Punkt (i) und
Lemma 6.3 (ii) implizieren dann die Aussage.

(iii) Dies folgt mit Korollar 6.29 (ii) mit gleichen Argumenten wie im Beweis von (ii).

2

Definition 7.18
Es sei R ein vollständiger, topologischer Ring und M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid.
Die Vervollständigung (vgl. Satz 6.9) R[[M ; θ]] = R̂[M ; θ] des topologischen Schiefmonoidrings
heißt vollständiger Schiefmonoidring von M über R. Falls θ = ιM , dann heißt R[[M ]] =
R[[M ; θ]] vollständiger Monoidring von M über R.
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Bemerkung 7.19
Falls R ∈ TModU,C-R ein vollständiger topologischer Ring ist und R[θ] : R[M ; θ] −→ Eθ[M ]
stetig, dann induziert der Vervollständigungsfunktor (vgl. Satz 6.9 (ii)) einen stetigen Ringho-
momorphismus

R[[θ]] = R̂[θ] : R[[M ; θ]] −→ Eθ[[M ]].

7.4 Beispiele

Hier wird schließlich nachgewiesen, dass die allgemeine Konstruktion der vollständigen Schief-
monoidringe sich zu den bekannten Fällen der vollständigen Gruppenringe und der (Schief-
)Potenzreihenringe spezialisiert. Man sieht, dass das durch Satz 7.15 gegebene Existenzkriteri-
um für Schiefpotenzreihenringe mit der in (SV06) geforderten Bedingung der σ-Nilpotenz der
betroffenen σ-Derivation δ übereinstimmt.

7.4.1 Vollständige (Schief-)Gruppenringe und die Iwasawa-Algebra

Proposition 7.20
Es sei R ∈ TModU -R ein topologischer Ring und G eine proendliche Gruppe. Jeder Gruppen-
homomorphismus G

f−→ AutT Ring(R) ⊂ EndTModU-Z(R) induziert einen Monoidhomomorphis-
mus

θf : G −→ EndTModU-Z(R)[G], g 7−→ f(g) · g
und folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) ∀ U ≤ R offen ∃ N �G offen : f(g)(r)− r ∈ U ∀g ∈ N, r ∈ R.

(ii) θf ist stetig.

(iii) f ist stetig.

Insbesondere ist dann R[G; θf ] wegen Korollar 7.16 ein topologischer Schiefmonoidring.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Topologie auf Eθ und der Äquivalenz:

∀ U ≤ R offen ∃ N �G offen : (f(g)− idR)(R) ⊆ U ∀g ∈ N
⇐⇒ ∀ U ≤ R offen ∃ N �G offen : f(N) ⊆ idR + HomTModU -Z(R,U)
⇐⇒ θf stetig bei 1 ⇐⇒ f stetig

2

Beispiel 7.21
Es sei R ∈ TModU,C-R ein topologischer Ring, der hausdorffsch und vollständig ist, G eine
proendliche Gruppe und f ∈ HomTMon(G,EndT Ring(R)) stetig.

Dann ist R[G; θf ] nach Proposition 7.20 ein topologischer Schiefmonoidring.

(i) R[[G; θf ]] heißt vollständiger Schiefgruppenring von G über R.

(ii) Für das triviale f , d.h. f(g) = idR für alle g ∈ G, ist R[[G; θf ]] = R[[G]] der vollständige
Gruppenring von G über R.
Insbesondere für R = Zp mit einer Primzahl p ist Zp[[G]] = Λ(G) die Iwasawa-Algebra
von G.
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Proposition 7.22
Es seien G eine proendliche Gruppe und R ein vollständiger, topologischer Ring. Jeder vollständi-
ge Schiefgruppenring R[[G; θf ]] erfüllt folgende universelle Eigenschaft:

Gegeben seien ein vollständiger, topologischer Ring S ∈ T RingC sowie φR ∈ HomT Ring(R,S)
und φG ∈ HomTMon(G,S×) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) φG(g) · φR(r) = φR ◦ f(g)(r) · φG(g) für alle r ∈ R und g ∈ G.

(ii) S ∈ R-TModU via φR oder G ist endlich oder S ist proendlich.

Dann existiert genau ein φ ∈ HomT Ring(R[[G; θf ]], S), so dass das Diagramm

G

ιG
�� φG

��

R
ιR //

φR //

R[[G; θf ]]
∃!φ

$$H
H

H
H

H

S

kommutiert.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition 7.14 und Satz 6.9 (i).
2

7.4.2 (Schief-)Potenzreihenringe

Definition 7.23
Es seien R ∈ TModU -R ein topologischer Ring, σ ∈ AutT Ring(R) und δ eine stetige σ-
Derivation. δ heiße σ-nilpotent, wenn für alle offenen R-Rechtsuntermoduln U ≤ R ein m ∈ N0

existiert, so dass
M(δ, σ, σ−1)(R) ⊆ U für M ∈ A≥m,

wobei A≥m die Menge aller nicht-kommutativen Monome in drei Variablen ist, die mindestens
m Faktoren in der ersten Variable besitzen. (Diese Definition verallgemeinert (SV06, S. 5 De-
finition) wegen (SV06, Remark 0.1(i)).)

Beispiel 7.24
Es seien R ∈ TModU -R ein vollständiger, topologischer Ring, M = 〈t〉 das freie, einfach erzeug-
te, diskrete Monoid, σ ∈ EndT Ring(R) ein stetiger Ringendomorphismus und δ ∈ EndZ-TMod(R)
eine stetige σ-Derivation, dann definiert

θσ,δ : M −→ EndZ-TMod(R)[M ], t 7−→ σt+ δ

einen stetigen Monoidhomomorphismus, der wegen Proposition 4.18 eine Ringmultplikation auf
R(M) induziert.
Falls δ σ-nilpotent ist, dann ist R[M ; θ] ein topologischer Schiefmonoidring und der vollständige
Schiefmonoidring R[[t;σ, δ]] := R[[M ; θ]] heißt Schiefpotenzreihenring über R.

(Diese Definition verallgemeinert die Konstruktion aus (SV06))
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Beweis. Es sei 0 ∈ U ⊆ Eθ[M ] eine offene Umgebung der 0. Dann gibt es offene 0 ∈ Uk ⊆ Eθ
mit Uk = R für fast alle k ∈ N0, so dass

∏
k≥0 Ukt

k ⊆ U , da Eθ[M ] ⊆ EMθ nach Korollar 6.24
die Teilraumtopologie der Produkttopologie trägt. Folglich gibt es ein n ∈ N0, so dass Uk = R
für alle k ≥ n. Für die offene Umgebung 0 ∈ V =

⋂n
k=0 Uk ⊆ Eθ gibt es nach Definition der

Topologie auf Eθ ein W ∈ UR, so dass HomTModU -Rθ(R,W ) ⊆ V ist. Die σ-Nilpotenz von δ
liefert nun ein m ∈ N0, so dass

M(δ, σ, σ−1)(R) ⊆ V für M ∈ A≥m.

Mit vollständiger Induktion über k ∈ N0 folgt für alle i ∈ N0

πi(θσ,δ(tk)) = M1(δ, σ, σ−1) + ...+Mr(δ, σ, σ−1)

mit gewissen Mj ∈ A≥k−i für alle 1 ≤ j ≤ r und r ∈ N0, wobei Eθ[M ] ⊆ EMθ
πi−� Eθ die

kanonische Projektion auf die Koordinate i ist. Falls k ≥ m+ n ist, dann gilt für 0 ≤ i ≤ n

πi(θσ,δ(tk))(R) ⊆M1(δ, σ, σ−1)(R) + ...+Mr(δ, σ, σ−1)(R) ⊆ V + ...+ V ⊆ V,

da Mj ∈ A≥m für 1 ≤ j ≤ n wegen k− i ≥ (m+n)− i ≥ m+n−n = m. Nach Konstruktion ist
also insgesamt θσ,δ(tk) ∈ U für alle k ≥ m+ n. Damit ist M\θ−1

σ,δ(U) ⊆ {1, t, ..., tm+n−1} endlich
und R[M ; θσ,δ] nach Korollar 7.16 ein topologischer Schiefmonoidring von M über R.

2

Proposition 7.25
Es seien R ∈ T RingC ein vollständiger, topologischer Ring. Weiterhin seien σ ∈ EndT Ring(R)
ein stetiger Ringendomorphismus und δ ∈ EndZ-TMod(R) eine stetige σ-Derivation, so dass der
topologische und damit auch der vollständige Schiefmonoidring R[t;σ, δ] existiert.

Es sei S ∈ T RingC ein vollständiger, topologischer Ring, φR ∈ HomT Ring(R,S) und s ∈ S
mit den folgenden drei Eigenschaften:

(i) s · φR(r) = φR ◦ σ(r) · s+ φR ◦ δ(r) für alle r ∈ R.

(ii) Die Folge (sk)k∈N ist eine Nullfolge in S.

(iii) S ∈ R-TModU via φR oder S ist proendlich.

Dann existiert genau ein stetiger Ringhomomorphismus:

R[[t;σ, δ]] −→ S, t 7−→ s, r 7−→ φR(r)

Beweis. Die angegebenen Bedingungen sind in diesem Fall äquivalent zu denen aus Proposition
7.14. Zusammen mit Satz 6.9 (i) zeigt dies die Behauptung.

2

7.5 Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

In diesem Abschnitt wird auf zwei unterschiedlichen Arten die Verträglichkeit der Konstruk-
tion topologischer Schiefmonoidringe mit dem semidirekten Produkt zweier lokal proendlicher,
eigentlicher Monoide nachgewiesen. Der erste Beweis verwendet das in Satz 7.15 vorgestellte
Existenzkriterium für topologische Schiefmonoidringe und stellt dementsprechend die Bedingung
der Existenz einer Umgebungsbasis der 0 aus offenen Rechtsidealen an den Koeffizientenring.
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Der andere Beweis kommt ohne diese Bedingung aus und liefert darüber hinaus einen topo-
logischen Ringisomorphismus R[N oϕ M ] ∼= R[N ][M ; θϕ] für beliebige topologische Ringe R
und lokal proendliche, eigentliche Monoide M und N der Art, dass N oϕ M versehen mit der
Produkttopologie ebenfalls lokal proendlich und eigentlich ist.

Lemma 7.26
Es seien M,N ∈ TMonL,P und N via ϕ ∈ HomMon(M,EndTMon(N)) ein lokal M -eigentliches
M -Monoid. Weiterhin sei R ∈ TModU -R ein topologischer Ring.

Dann ist folgender Monoidhomomorphismus stetig:

M −→ (EndTModU-R(R[N ]), ◦), m 7−→ R[ϕ(m)]

Beweis. Satz 5.73 impliziert, dass ϕ(M) ⊆ E(N) = EndTMonL,P (N) ist und weiterhin die

Verkettung M
ϕ−→ E(N) C−→ E(N̂) stetig ist, wobei TMonL,P

C−→ TMonC der Kompaktifi-
zierungsfunktor aus Korollar 5.35 ist. Da R[−] ein Funktor ist, induziert jedes S ∈ CongO(N̂)
damit ein kommutatives Diagramm

M

ϕ

��
EndTMonL,P (N̂)

πS∗=πS◦−
��

EndTMonL,P (N)? _Coo

πS∗=πS◦−
��

R[−] // EndTModU -R(R[N ])

R[πS ]∗=R[πS ]◦−
��

HomTMonL(N̂ , N̂/S)
ι∗=−◦ι

// HomTMonL(N, N̂/S)
R[−]

// HomTModU -R(R[N ], R[N̂/S])

πd∗=πd◦−
��

HomTModU -R(R[N ], R)

mit d ∈ N̂/S und der kanonischen Inklusion N
ι

↪−→ N̂ .

• Zeige zunächst, dass die zweite Zeile eine stetige Abbildung bildet, falls HomTMon(N̂ , N̂/S)
mit der Kompakt-Offen-Topologie versehen wird. Dazu seien g ∈ HomTMonL(N̂ , N̂/S)
und U ∈ UR[N̂/S] offen, wobei UR[N̂/S] die Menge der offenen R-Rechtsuntermoduln von

R[N̂/S] ∼= RN̂/S ist. Für U ′ = (N̂/S) ∩ U ⊆ N̂/S ist

V = T (g−1(U ′), U ′) ∩
⋂

d∈(N̂/S)\U ′
T (g−1(d), {d})

offen in HomTMon(N̂ , N̂/S), denn U ′ und {d} sind offen und abgeschlossen, da N̂/S diskret
ist. Urbilder abgeschlossener Mengen unter g sind kompakt, da N̂ kompakt ist. Da N̂/S
endlich ist, ist V ein endlicher Durchschnitt offener Teilmengen von HomTMonL(N̂ , N̂/S)
und damit selbst offen. Nach Konstruktion ist g ∈ V , so dass V eine offene Umgebung von
g ist. Es seien f ∈ V und n ∈ N .

– Falls n ∈ g−1(U ′), dann ist f(n) ∈ U ′ ⊆ U bzw. f(n)− g(n) ∈ U , da U ∈ TMod-R.

– Falls n 6∈ g−1(U ′), dann ist f(n) ∈ f(g−1g(n)) ⊆ {g(n)}, d.h. f(n) = g(n). Dies
impliziert wiederum f(n)− g(n) = 0 ∈ U .
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Wegen R-Linkslinearität gilt dann R[f ](x) − R[g](x) ∈ U für alle x ∈ R[N ] und damit
R[f ] − R[g] ∈ HomTMod-R(R[N ], U) bzw. R[f ] ∈ R[g] + HomTMod-R(R[N ], U). Da U ∈
UR[N̂/S] beliebig war, ist damit die Stetigkeit bei g gezeigt. Da auch g beliebig war, ist die
Abbildung insgesamt stetig.

• Nach Definition 5.61 trägt E(N̂) = EndTMonL,P (N̂) die Kompakt-Offen-Topologie, so dass

der Homomorphismus EndTMonL,P (N̂)
πS∗−→ HomTMonL(N̂ , N̂/S) nach (Bou66a, X.3.4

Proposition 9) stetig ist. Da nach Voraussetzung C ◦ϕ stetig sind, so auch die Verkettung
damit. Die Kommutativität der beiden Quadrate impliziert dann die Stetigkeit von

M
ϕ−→ EndTMonL,P (N)

R[−]−→ EndTModU -R(R[N ])
R[πS ]∗−→ HomTModU -R(R[N ], R[N̂/S]).

Nun waren S und d ∈ N̂/S beliebig und R[N ] trägt nach Definition 7.2 die Initialtopologie

bezüglich der Projektionen R[N ]
R[πS ]−→ R[N̂/S]

πd−� R, für alle S ∈ UN̂ und [0]S 6= d ∈ N̂/S.

Proposition 6.15 impliziert daher die Stetigkeit von M
ϕ−→ E(N)

R[−]−→ EndTMod-R(R[N ]).

2

Satz 7.27
Es seien R ∈ TModU -R ein topologischer Ring und M,N ∈ TMonL,P , wobei N via ϕ ∈
HomMon(M,EndTMon(N)) ein lokal M -eigentliches M -Monoid sei.

Dann ist der in Proposition 4.29 eingeführte Monoidhomomorphismus

θϕ : M −→ EndMod-R(R[N ])[M ], m 7−→ R[ϕ(m)] ·m

stetig und R[N ][M ; θϕ] ein topologischer Ring.

Beweis. Im Folgenden sei E(R[N ]) = EndTModU -R(R[N ]). Nach Lemma 7.26 ist R[−]◦ϕ stetig.
Da E(R[N ])[M ] ein topologischer Ring ist und das unten abgebildete Diagramm kommutativ
ist, ist θϕ als Verkettung stetiger Abbildungen stetig.

M

(R[−]◦ϕ,idM )

��

θϕ // E(R[N ])[M ]

E(R[N ])×M
ιE(R[N ])×ιM // E(R[N ])[M ]× E(R[N ])[M ]

µE(R[N ])[M ]

OO

Für 0 ∈ U ⊆ E(R[N ])[M ] gilt E(R[N ]) = EndTModU -R(R[N ]) ∈ TModU -E(R[N ]) nach Satz
6.14. Wegen Lemma 7.5 ist dann auch E(R[N ])[M ] ∈ TModU -E(R[N ])[M ], so dass ein offenes
Rechtsideal I ∈ UE(R[N ])[M ] existiert, welches in U enthalten ist. Für alle m ∈ I ∩M ist θϕ(m) =
R[ϕ(m)] ·m = m ·R[ϕ(m)] ∈ I, da I ein Rechtsideal ist. Folglich ist

M\θ−1
ϕ (U) ⊆M\θ−1

ϕ (I) ⊆M\I.

Nach Lemma 6.26 ist M\I kompakt. Da U offen und θϕ stetig ist, folgt die Abgeschlossenheit
von M\θ−1

ϕ (U) in M . Damit ist dies selbst ein Kompaktum. Nun gilt im Allgemeinen jedoch
nur R ⊆ Rθϕ und nicht die Gleichheit beider Ringe. Wegen Korollar 6.21 kann man Eθϕ =
EndTModU -Rθϕ (R[N ]) als topologischen Teilring von E(R[N ]) = EndTModU -R(R[N ]) auffassen,
über den θϕ faktorisiert. Korollar 7.16 liefert schließlich das gewünschte Ergebnis.

2
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Satz 7.28
Es seien M,N ∈ TMonL,P , wobei N via ϕ ∈ HomMon(M,EndTMon(N)) ein lokal M -eigentliches
N -Monoid sei. Weiterhin sei R ∈ T Ring ein topologischer Ring.

Dann ist der kanonische Ringisomorphismus R[N ][M ; θϕ]
φ−→ R[N oϕ M ] aus Proposition

4.29 ein Isomorphismus topologischer R-Linksmoduln.
Insbesondere ist R[N ][M ; θϕ] ein topologischer Schiefmonoidring und φ ein Isomorphismus

topologischer Ringe.

Beweis. Nach Definition 7.2 und Lemma 6.23 trägt R[N ][M ; θϕ] die Initialtopologie bezüglich
der von SM ∈ CongO(M̂) induzierten Projektionen

R[N ][M ; θϕ]
R[N ][πSM ]

−� R[N ][M̂/SM ] ∼= R[N ]M̂/SM
π[m]

−� R

für alle [0] 6= [m] ∈ M̂/SM . R[N ] wiederum trägt die Initialtopologie bezüglich der von SN ∈
CongO(N̂) induzierten Projektionen

R[N ]
R[πSN ]

−� R[N̂/SN ] ∼= RN̂/SN
π[n]

−� R

für alle [0] 6= [n] ∈ N̂/SN . Insgesamt trägt daher R[N ][M ; θϕ] ∼=
(
R(N)

)(M) ∼= R(N×M) die
Initialtopologie bezüglich der Projektionen

R(N×M) ∼= R[N ][M ; θϕ]
R[πSN×πSM ]

−� R[N̂/SN ][M̂/SM ] ∼= RN̂/SN×M̂/SM
π([n],[m])

−� R (7.1)

für [0] 6= [m] ∈ M̂/SM und [0] 6= [n] ∈ N̂/SN . R[N oϕM ] wiederum trägt die Initialtopologie
bezüglich der von allen S ∈ CongO( ̂N oϕM) induzierten Projektionen

R(NoϕM) ∼= R[N oϕM ]
R[πS ]
−� R[ ̂N oϕM/S] ∼= RN̂oϕM/S

π[(n,m)]

−� R (7.2)

für [0] 6= [(n,m)] ∈ N oϕM . Zeige nun nacheinander die Stetigkeit von φ und φ−1.

• Es sei S ∈ CongO( ̂N oϕM) beliebig. Dann ist ( ̂N oϕM)/S endlich und mit Lemma 5.4
existieren Relationen SM ∈ CongO(M̂) bzw. SN ∈ CongO(N̂) und stetige Abbildungen

M̂/SM
fM−→ ̂N oϕM/S bzw. N̂/SN

fN−→ ̂N oϕM/S, so dass folgendes Diagramm kom-
mutiert:

M� _

kan.

��

ιM // N oϕM� _

kan.
��

N� _

kan.

��

ιNoo

M̂

πSM
��

ι̂M // ̂N oϕM

πS
��

N̂

πSN
��

ι̂Noo

M̂/SM
fM // ̂N oϕM/S N̂/SN

fNoo

Setzt man f = µ
N̂oϕM/S

◦ (fN × fM ), dann erhält man ein kommutatives Diagramm

N ×M

πSN×πSM ����

idN×M // N oϕM

πS
����

N̂/SN × M̂/SM
f // ̂N oϕM/S,
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7.5. Zusammenhang mit dem semidirekten Produkt

da idN×M = µNoϕM ◦ (ιN × ιM ) ist und die mittlere Senkrechte des vorherigen Dia-
gramms aus Monoidhomomorphismen besteht. Setzt man die Abbildungen des Diagramms
R-linkslinear fort, dann erhält man das Diagramm

R[N ][M ; θϕ]

R[πSN ][πSM ]
����

φ // R[N oϕM ]

R[πS ]
����

R[N̂/SN ][M̂/SM ]
R[f ] // R[ ̂N oϕM/S].

Wegen (fN◦πSM )(0) = (πSM ◦ι̂M )(0) = πSM (0) und aus Symmetriegründen (fN◦πSN )(0) =
πSN (0) gilt für alle m ∈M , n ∈ N , dass

[(n,m)]S 6= [0]S =⇒ [m]SM 6= [0]SM und [n]SN 6= [0]SN ,

so dass mit (7.1) und (7.2) schließlich φ stetig ist, da S beliebig war.

• Nun seien SM ∈ CongO(M̂) und SN ∈ CongO(N̂) zwei beliebige Kongruenzen. Durch

f : N̂ ×M −� N̂/SN×M̂/SM , (n,m) 7−→
{

([n]SN , [m]SM ) [n]SN 6= 0 und [m]SM 6= 0
(0, 0) sonst

wird eine stetige Abbildung definiert, denn:

– Für ([n]SN , [m]SM ) = (0, 0) sind N\[n]SN und M\[m]SM kompakt. Folglich ist auch

N̂ ×M\f−1([n]SN , [m]SM ) = N̂ ×M\((N × [m]SM ) ∪ ([n]SN ×M))
= (N\[n]SN )× (M\[m]SM )

als Produkt zweier Kompakta selbst kompakt. Dies impliziert, dass nach Definition
der Topologie auf der Einpunktkompaktifizierung f−1([n]SN , [m]SM ) ⊆ N̂ ×M offen
ist.

– Für ([n]SN , [m]SM ) 6= (0, 0) ist f−1 = [n]SN × [m]SM ⊆ N ×M ⊆ N̂ ×M ebenfalls
offen, da SM und SN offene Kongruenzen sind.

Nach Lemma 5.4 existiert dann eine Kongruenz S ∈ CongO(N oϕM) und eine Abbildung
̂(N oϕM)/S h−→ N̂/SN × M̂/SM , so dass folgendes Diagramm kommutiert.

N oϕM� _

kan.
��

idN×M // N ×M

kan.
����

̂N oϕM

πS
����

f // // N̂/SN × M̂/SM

̂N oϕM/S
h // N̂/SN × M̂/SM

Wegen h ◦ πS(0) = f(0) = ([0], [0]) hat man wiederum eine Implikation

[m]SM 6= [0]SM und [n]SN 6= [0]SN =⇒ [(n,m)]S 6= [0]S

und mittels einer R-linearen Fortsetzung zeigt man analog zum ersten Teil, dass φ−1 stetig
ist.

2
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Teil III

Noethersche
Monoidring-Konstruktionen





Kapitel 8

Partiell geordnete Monoide und
Filtrierungen

Hier werden partiell geordnete Monoide betrachtet. Dies sind Monoide der monoidalen Katego-
rie (Pos,×, 1). Neben den ”gewöhnlichen“ Monoidhomomorphismen, kommen für diese Monoid-
Kategorie noch weitere ordnungserhaltende Abbildungen als Morphismen in Frage. Um nach-
zuweisen, dass Schiefpotenzreihenringe mit noetherschen Koeffizientenringen (unter gewissen
Voraussetzungen) wieder noethersch sind, wird eine Theorie für Filtrierungen benötigt, die in
diesem Abschnitt erarbeitet wird. In diesem Spezialfall wählt man Filtrierungen durch natürliche
Zahlen auf dem partiell geordneten Monoid der beidseitigen Ideale eines Rings.

Die Theorie der Filtrierungen kann jedoch vollkommen unabhängig von diesem Verwendungs-
zweck aufgebaut werden und hat eine weitere Bedeutung kategorieller Natur. So wie in Kapitel 2
partiell geordnete Mengen als Kategorien betrachtet wurden, können partiell geordnete Monoide
als monoidale Kategorien interpretiert werden. Filtrierungen sind dann Spezialfälle von monoi-
dalen Funktoren, d.h. Funktoren, die die monoidalen Eigenschaften der Quell- und Zielkategorie
respektieren.

Das Prinzip einer Adjunktion, abgeleitet aus der Kategorientheorie, spielt auch für die Theorie
der Filtrierungen eine Rolle. Im letzten Abschnitt wird gezeigt, dass das Idealspektrum von
Monoiden einer monoidalen Kategorie einen Funktor in die Kategorie der partiell geordneten
Monoide mit den Filtrierungen als Morphismen definiert.

8.1 Partiell geordnete Monoide und Filtrierungen

Definition 8.1
Die monoidale Kategorie der partiell geordneten Mengen und ihre Teilkategorien seien wie folgt
definiert:

(i) Nach Proposition 3.2 ist (Pos,×, {1}) eine monoidale Kategorie. Es bezeichne PMon =
Pos-Mon dementsprechend die Kategorie der partiell geordneten Monoide.

(ii) Für ein partiell geordnetes Monoid M ∈ PMon seien folgende Axiome definiert:

(M∨) M ∈ Pos∨ und λm, ρm ∈ EndPos∨(M) für alle m ∈M .

(M∧) M ∈ Pos∧ und λm, ρm ∈ EndPos∧(M) für alle m ∈M .

(M∨∨) M ∈ Pos∨∨ und λm, ρm ∈ EndPos∨∨(M) für alle m ∈M .

(M∧∧) M ∈ Pos∧∧ und λm, ρm ∈ EndPos∧∧(M) für alle m ∈M .
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wobei λm bzw. ρm die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit m ∈M ist.

(iii) Es sei PMon∨ ⊆ PMon die Teilkategorie, dessen Objekte (M∨) erfüllen und dessen
Morphismen in Pos∨ liegen.

Analog seien PMon∧, PMon∨∨ und PMon∧∧, sowie Kombinationen PMon∨,∧, usw. de-
finiert.

Definition 8.2
Neben den Monoidhomomorphismen gibt es die Filtrierungen, die als Morphismen für PMon
in Frage kommen:

(i) Es seien M,N ∈ PMon. Für eine ordnungserhaltende Abbildung M
f−→ N seien folgende

Axiome definiert:

(F1) f(1) = 1.

(F≤) f(mn) ≤ f(m)f(n) für alle m,n ∈M .

(F≥) f(mn) ≥ f(m)f(n) für alle m,n ∈M .

Erfüllt f (F1) und (F≥), so heiße f M-Filtrierung auf N bzw. kurz Filtrierung.

(ii) Es sei PMon1,PMon≤ bzw. PMon≥ die Kategorie der partiell geordneten Monoide mit
den ordnungserhaltenden Abbildungen als Morphismen, die (F1), (F≤) bzw. (F≥) erfüllen.
Morphismen in PMon≤,1 erfüllen dementsprechend (F≤) und (F1), usw.

Per Definition gilt PMon = PMon≤,≥,1.

(iii) Für alle M,N ∈ PMon seien HomPMon(M,N), HomPMon≤(M,N) usw. mit der von
HomPos(M,N) induzierten Halbordnung ausgestattet, d.h. für f, g ∈ HomPMon≥,1(M,N)
gilt

f ≤ g ⇐⇒ f(m) ≤ g(m) für alle m ∈M.

(iv) Analog sei PMon≤,∨ die Kategorie der partiell geordneten Monoide, die (M∨) erfüllen
und dessen Morphismen in Pos∨ liegen und (F≤) erfüllen. Ebenso seien auch alle weiteren
Kategorien mit Indexkombinationen definiert.

Bemerkung 8.3
Der Dualitätsfunktor Pos ∼−→ Pos, der jeder partiell geordneten Menge (P,≤) seine duale Menge
(P,≥) zuordnet, definiert einen Kategorien-Isomorphismus

O : PMon≤
∼−→ PMon≥, (M,≤) 7−→ (M,≥),

der die Monoidstruktur unverändert lässt.
Durch Einschränkungen von O erhält man weitere Kategorien-Isomorphismen PMon≤,∨ ∼=
PMon≥,∧, PMon≥,∨∨ ∼= PMon≤,∧∧, PMon∨ ∼= PMon∧ usw.

Bemerkung 8.4
Da jede partiell geordnete Menge als Kategorie aufgefasst werden kann, kann analog jedes partiell
geordnete Monoid als monoidale Kategorie aufgefasst werden. Wie in Bemerkung 2.15 gesehen,
gibt es für jeden Punkt aus den Definitionen 8.1 und 8.2 eine kategorielle Interpretation.
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8.1.1 Partiell geordnete Monoide mit globalem Supremum 1

Das Idealspektrum jedes Monoids jeder monoidalen Kategorie ist ein partiell geordnetes Monoid,
dessen neutrales Element gleichzeitig das globale Supremum ist. Diese Teilklasse partiell geord-
neter Monoide ist daher für die Theorie noetherscher Schiefpotenzreihenringe interessant. Auf
partiell geordneten Monoiden dieser Art gibt es eine weitere kanonische Halbordnung, die von
der Monoidstruktur induziert wird und gröber als die ursprüngliche Halbordnung ist. Weiterhin
hat man für Filtrierungen auf diesen Monoiden eine konkrete Darstellung der Suprema.

Bemerkung 8.5
Auf einem Monoid M sei durch m 4 n, falls (m) ⊆ (n), für m,n ∈M eine Relation definiert1.

(i) ”4“ ist reflexiv und transitiv, aber im Allgemeinen nicht antisymmetrisch.

(ii) Ist M kommutativ, dann respektiert die Multiplikation von M diese Relation, d.h. es gilt
m · n 4 m′ · n′ für alle m,m′, n, n′ ∈M mit m 4 m′ und n 4 n′.

(iii) Wegen (1) = M ist 1 ein globales Supremum.

Bemerkung 8.6
Es sei M ∈ PMon ein durch ”≤“ partiell geordnetes Monoid mit 1 als globales Supremum.

(i) Für alle m,n ∈M impliziert m 4 n schon m ≤ n.

Insbesondere ist ”4“ dann eine Halbordnung auf M , da sich die Antisymmetrie von ”≤“
auf ”4“ überträgt.

(ii) 1 ∈M ist die einzige Einheit.

(iii) Ein Element n ∈M ist genau dann ein globales Infimum, wenn n eine Null in M ist, d.h.
n ·m = m · n = n für alle m ∈M .

Besitzt M ein solches Element, so werde dieses im Folgenden als 0 bezeichnet.

(iv) Für alle m ∈M ist M≤m �M ein Ideal.

Insbesondere ist M4m = (m), falls 4 von der Multiplikation auf M respektiert wird.

Beweis.

(i) Es seien m,n ∈M mit m 4 n, d.h. (m) ⊆ (n). Folglich gibt es a, b ∈M , so dass m = anb
ist. Da 1 ein globales Supremum ist, gilt a, b ≤ 1. Da Links- und Rechtsmultiplikation ”≤“
respektieren folgt aus a ≤ 1 schon an ≤ n und aus b ≤ 1 folgt anb ≤ an, so dass insgesamt
m = anb ≤ an ≤ n ist.

(ii) Es sei u ∈ M eine Einheit. Dann ist (u) = M = (1), d.h. 1 4 u 4 1 und damit schon
u = 1, da ”4“ wegen (i) eine Halbordnung auf M ist.

(iii) Ist n eine Null in M , dann impliziert n ≤ 1 schon n = n ·m ≤ 1 ·m = m für alle m ∈M ,
so dass n ein globales Infimum ist.
Umgekehrt sei n ∈ M ein globales Infimum. Für m ∈ M impliziert dann m ≤ 1 bereits
n ≤ n ·m ≤ n · 1 = n und damit n ·m = n. Analog zeigt man m · n = n.

1(m) ⊂ M bezeichne hierbei das von m erzeugte Hauptideal von M , d.h. das kleinste Ideal von M , das m enthält.
Verwendet wird der Begriff des Monoid-Ideals im Sinne von Bemerkung 3.9 (i)
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(iv) Es sei m ∈M . Für alle x ∈M≤m und n ∈M gilt n · x ≤ 1 · x = x ≤ m, da n ≤ 1 ist und
die Multiplikation ordnungserhaltend ist. Folglich gilt nx ∈ M≤m und analog xn ∈ M≤m,
so dass M≤m �M ein Ideal ist.

Es sei m ∈ M . Für alle x ∈ M folgt aus x 4 m, dass (x) ⊆ (m) und damit x ∈ (m) ist.
Dies impliziert M4m ⊆ (m). Umgekehrt ist m ∈ M4m und folglich (m) ⊆ M4m nach der
Idealeigenschaft von M4m, so dass insgesamt (m) = M4m.

2

Satz 8.7
Es seien M,N ∈ PMon partiell geordnete Monoide.

Für nicht-leere Teilmengen S ⊆ HomPMon≥,1(M,N) gelten folgende Eigenschaften:

(i) Falls N vollständig ist, dann gilt für alle m ∈M :(∧
S
)

(m) =
∧
f∈S

f(m),
(∧
∅
)

(m) =
{

1 m ≤ 1∨
N 1 < m

Insbesondere ist HomPMon≥,1(M,N) wegen Bemerkung 2.13 vollständig.

(ii) Falls N ∈ PMon≥,1,∨∨ ist mit 1 =
∨
N , dann gilt für alle m ∈M :(∨

S
)

(m) =
∨

f1,...,fr∈S,
m1,...,mr∈M,
m1·...·mr≤m

f1(m1) · ... · fr(mr),
(∨
∅
)

(m) =
{

0 m < 1
1 m = 1

Beweis. Es seien
∧′ S und

∨′ S wie die rechte Seite in (i) und (ii) definiert. Weise nacheinander
die universelle Eigenschaft eines Infimums bzw. eines Supremums von S nach.

(i) Da alle f ∈ S ordnungserhaltend sind, ist auch
∧′ S ordnungserhaltend. Außerdem gilt

(
∧′ S)(1) =

∧
f∈S f(1) = 1. Nach Bemerkung 2.14 und der Definition der Produkthalb-

ordnung gilt (
∧
A) · (

∧
B) ≤

∧
(A ·B) für alle A,B ⊆ N . Dies impliziert für alle m,n ∈M

(∧′S) (m) ·
(∧′S) (n) ≤

∧
f∈S

f(m)

 ·
∧
g∈S

g(n)

 ≤ ∧
f,g∈S

(f(m)g(n))

≤
∧
f∈S

(f(m)f(n))︸ ︷︷ ︸
≤f(mn)

≤
(∧′S) (mn),

womit insgesamt gezeigt ist, dass auch
∧′ S ∈ HomPMon≥,1(M,N) eine Filtrierung ist. Per

Konstruktion und nach Definition der Halbordung auf HomPMon≥,1(M,N) ist (
∧′ S) ein

Infimum von S.

Nach Konstruktion ist
∧′ ∅ eine Filtrierung und gleichzeitig ein globales Supremum von

HomPMon≥,1(M,N).

(ii) Es seien m,n ∈ M mit m ≤ n und S 6= ∅. Für jedes Produkt m1 · ... ·mr ≤ m in M und
alle f1, ..., fr ∈ S ist wegen m1 · ... ·mr ≤ m ≤ n nach Konstruktion f1(m1) · ... · fr(mr) ≤
(
∨′ S)(n) und folglich (

∨′ S)(m) ≤ (
∨′ S)(n), so dass

∨′ S ordnungserhaltend ist. Da 1 ∈
N maximal und f(1) = 1 für alle f ∈ S ist, gilt (

∨′ S)(1) ≥ f(1) = 1 bzw. (
∨′ S)(1) = 1.
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Es seien m,n ∈M und m1 · ... ·mr ≤ m sowie n1, ..., ns ≤ n zwei Produkte in M . Weiterhin
seien f1, ..., fr, g1, ..., gs ∈ S. Dann gilt m1 · ... ·mr ·n1 · ... ·ns ≤ m ·n, da die Multiplikation
auf M ordnungserhaltend ist. Folglich ist

f1(m1) · ... · fr(mr) · g1(n1) · ... · gs(ns) ≤
(∨′S) (mn)

nach Definition von
∨′ S. Da nun die Multiplikation auf N mit Suprema vertauscht, folgt

insgesamt (
∨′ S)(m)·(

∨′ S)(n) ≤ (
∨′ S)(mn), womit das Multiplikationsaxiom (F≥) nach-

gewiesen wurde.

Es sei nun h ∈ HomPMon≥,1(M,N) eine weitere Filtrierung mit f ≤ h für alle f ∈ S. Für
alle m ∈M und alle Produkte m1 · ... ·mr ≤ m in M und alle f1, ..., fr ∈ S gilt

f1(m1) · ... · fr(mr) ≤ h(m1) · ... · h(mr) ≤ h(m1 · ... ·mr) ≤ h(m)

wegen (F≥) für h und da die Multiplikation in M ordnungserhaltend ist. Folglich ist∨′ S ≤ h nach Definition von
∨′ S und damit ein Supremum von S in HomPMon≥,1(M,N).

Wegen Bemerkung 8.6 (iii) ist
∨′ ∅ eine Filtrierung und bildet daher ein globales Infimum

von HomPMon≥,1(M,N).

2

8.2 Adjungierte Filtrierungen

In diesem Abschnitt werden Adjungierte von Filtrierungen behandelt. Korollar 8.9 zeigt die
Funktorialität der Konstruktion einer Adjungierten auf.

Proposition 8.8
Für zwei partiell geordnete Monoide M,N ∈ PMon mit M ∈ PMon∨∨ gilt

(i) Falls f ∈ HomPMon≤(M,N), dann ist f∗ ∈ HomPMon≥(N,M).

(ii) Falls f ∈ HomPMon≤,1(M,N) und
∨
M = 1, dann ist f∗ ∈ HomPMon≥,1(N,M).

f∗ sei dabei wie in Definition 2.16 definiert.

Beweis.

(i) Nach Bemerkung 2.17 (i) ist f∗ ordnungserhaltend. Es seien m,n ∈ N . Für alle x ∈
f−1(N≤m) und y ∈ f−1(N≤n) ist f(xy) ≤ f(x) ·f(y) ≤ mn und folglich f(xy) ∈ N≤mn, da
die Multiplikation auf N ordnungserhaltend ist. Dies impliziert f−1(N≤m) · f−1(N≤n) ⊆
f−1(N≤mn). Da die Multiplikation auf M mit Suprema vertauscht, gilt somit

f∗(m) · f∗(n) =
(∨

f−1(N≤m)
)(∨

f−1(N≤n)
)

=
∨

(f−1(N≤m) · f−1(N≤n))

≤
∨
f−1(N≤mn) = f∗(mn),

womit gezeigt ist, dass f∗ auch das Multiplikativitätsaxiom (F≥) erfüllt.

(ii) Wegen f(1) = 1 ist 1 ∈ f−1(N≤1) und damit f∗(1) = 1, da 1 =
∨
M .

2
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Korollar 8.9
Die Abbildung F aus Bemerkung 2.17 (iii) definiert einen (kontravarianten) Funktor

PMon≤,∨∨
F−→ PMon≥, M 7−→M

Beweis. Für M ∈ PMon≤,∨∨ und m ∈ M ist id∗M (m) =
∨

id−1
M (M≤m) =

∨
M≤m = m und

damit id∗M = idM .

FürK,M,N ∈ PMon≤,∨∨ und MorphismenK
g−→M

f−→ N dieser Kategorie gilt f−1(N≤n) =
M≤

∨
f−1(N≤n) für alle n ∈ N , denn:

• Für jedes m ∈ f−1(N≤n) ist auch m ≤
∨
f−1(N≤n) und damit m ∈M≤∨ f−1(N≤n).

• Da f mit Suprema vertauscht, gilt umgekehrt für alle m ∈M mit m ≤
∨
f−1(N≤n), dass

f(m) ≤
∨
f(f−1(N≤n)) =

∨
(f(M) ∩N≤n) ≤

∨
N≤n = n und folglich m ∈ f−1(N≤n).

Insgesamt liefert dies für alle n ∈ N die Gleichung

(f ◦ g)∗(n) =
∨
g−1

(
f−1(N≤n)

)
=
∨
g−1(M≤∨ f−1(N≤n)) = g∗(

∨
f−1(N≤n)) = g∗ ◦ f∗(n)

und damit (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗, so dass durch F (f) = f∗ ein Funktor definiert wird.
2

8.3 Erzeugersysteme von Filtrierungen

Für die Theorie noetherscher Schiefpotenzreihenringe sind Erzeugersysteme von Filtrierungen
wichtig. Insbesondere an endlich erzeugten Filtrierungen ist man interessiert. In diesem Ab-
schnitt wird gezeigt, wie sich Erzeugersysteme von Filtrierungen unter Adjunktionen und Su-
prema verhalten.

Definition 8.10
Es seien M und N zwei partiell geordnete Monoide.

Eine Teilmenge X ⊆M heißt Erzeugersystem einer M -Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(M,N),
wenn f(m) für alle m ∈M ein Supremum folgender Teilmenge in N bildet:

S = {f(x1) · ... · f(xr); x1, ..., xr ∈ X, x1 · ... · xr ≤ m} ⊆ N

Beachte: Das Supremum der leeren Teilmenge ist ein globales Infimum von N . Falls also
〈X〉 ( M ist und f ∈ HomPMon≥,1(M,N) von X erzeugt wird, dann besitzt N ein globales
Infimum.

Bemerkung 8.11
Es seien M,N ∈ PMon und X ⊆M eine Teilmenge, die M als Monoid erzeugt.

Dann erzeugt X jedes f ∈ HomPMon(M,N) ⊆ HomPMon≥,1(M,N) aufgefasst als Filtrierung.

Beweis. Für jedes m ∈ M ist m = y1 · ... · ys für gewisse y1, ..., ys ∈ X, da M = 〈X〉 ist. Die
Multiplikativität von f impliziert

f(m) = f(y1) · ... · f(ys) ∈ S = {f(x1) · ... · f(xr); x1, ..., xr ∈ X, x1 · ... · xr ≤ m}.

Nach dem Multiplikativitätsaxiom (F≥) ist f(m) eine obere Schranke von S und damit ein
Supremum von S, so dass f von X erzeugt wird.

2
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Proposition 8.12
Es seien M,N ∈ PMon und N ∈ PMon∨∨ vollständig mit

∨
N = 1.

Für i ∈ {1, 2} und fi ∈ HomPMon≥,1(M,N), wobei fi von Xi ⊆M erzeugt wird, wird f1 ∨ f2

von X1 ∪X2 erzeugt.

Beweis. Nach Satz 8.7 (ii) ist für alle m ∈M

(f1 ∨ f2)(m) =
∨

i1,...,ir∈{1,2},
m1,...,mr∈M,
m1·...·mr≤m

fi1(m1) · ... · fir(mr).

Nach Definition 8.10 ist für alle i1, ..., ir ∈ {1, 2} und jedes j = 1, ..., r

fij (mj) =
∨

x1,...,xsj∈X,
x1·...·xr≤mj

fij (x1) · ... · fij (xsj ).

Da in N die Multiplikation mit Suprema vertauscht und die Multiplikation auf M ordnungser-
haltend ist, erhält man durch Einsetzen in die obige Darstellung von f1 ∨ f2 die Darstellung

(f1 ∨ f2)(m) =
∨

i1,...,ir∈{1,2},
x1,...,xr∈X1∪X2,
x1·...·xr≤m

fi1(x1) · ... · fir(xr) ≤
∨

x1,...,xr∈X1∪X2,
x1·...·xr≤m

(f1 ∨ f2)(x1) · ... · (f1 ∨ f2)(xr).

Aufgrund des Multiplikativitätsaxiom (F≥) für Filtrierungen gilt auch die andere Abschätzung

”≥“, so dass damit f1 ∨ f2 von X1 ∪X2 erzeugt wird.
2

Proposition 8.13
Es seien M,N ∈ PMon und f ∈ HomPMon(M,N) besitze eine Rechtsadjungierte g (im Sinne
von Definition 2.18).

Falls M von X ⊆ g(N) erzeugt wird, dann wird g von g−1(X) ⊆ N erzeugt.

Beweis. Es sei n ∈ N . Da M von X erzeugt wird, gibt es x1, ..., xr ∈ X mit g(n) = x1 · ... · xr.
Aus g(n) ≤ g(n) folgt mit der Galoiseigenschaft f ◦ g(n) ≤ n. Aus der Multiplikativität von f
resultiert f(x1) · ... · f(xr) = f ◦ g(n) ≤ n. Nach Bemerkung 2.19 (iii) ist g ◦ f(xi) = xi ∈ X und
damit f(xi) ∈ g−1(X) für alle 1 ≤ i ≤ r, so dass schließlich

g(n) = g ◦ f(x1) · ... · g ◦ f(xr) ∈ Sn = {g(y1) · ... · g(ys); y1, ..., ys ∈ g−1(X), y1 · ... · ys ≤ n}.

Da g(n) nach dem Multiplikativitätsaxiom (F≥) die Menge Sn beschränkt, ist g(n) ein Supre-
mum bzw. Maximum von Sn, so dass g per Definition von g−1(X) erzeugt wird.

2

8.3.1 Endlich erzeugte Filtrierungen durch natürliche Zahlen

Hier wird der wichtige Spezialfall von Filtrierungen durch natürliche Zahlen behandelt. Später
werden Ideal-Filtrierungen des Koeffizientenrings durch natürliche Zahlen betrachtet. Für diese
kann der graduierte Ring gebildet werden, der zum Nachweis noetherscher Schiefpotenzreihen-
ringe essenziell ist. Es gibt eine kanonische Operation der positiven, natürlichen Zahlen auf der
halbgeordneten Menge der −N0-Filtrierungen auf einem partiell geordneten Monoid. Über diese
Operation erhält man mit Proposition 8.17 für jede endlich erzeugte Filtrierung eine Darstellung
als endliches Supremum von Potenzen (über diese Operation) von Monoidhomomorphismen.

133



Kapitel 8. Partiell geordnete Monoide und Filtrierungen

Beispiel 8.14
Für die weiteren Ergebnisse wichtige partiell geordnete Monoide sind

(i) N0 zusammen mit der Addition und der kanonischen Halbordnung. N0 besitzt Infima nicht-
leerer Teilmengen und ist damit ”fast“ vollständig.

Durch Hinzufügen eines globalen Supremums ∞ erhält man das vollständige, partiell ge-
ordnete Monoid N∞ = N0 ∪ {∞} ∈ PMon∨∨,∧∧.

(ii) −N0 ebenfalls mit Addition und kanonischer Halbordnung. −N0 ist die zu N0 duale partiell
geordnete Menge.

(iii) N0 und N zusammen mit der Multiplikation und kanonischer Halbordnung. Um diese von
der additiven Variante zu unterscheiden, verwende die Notation N•0 bzw. N•.

Proposition 8.15 (i) Für M ∈ PMon gibt es den Isomorphismus partiell geordneter Mengen:

φ : M −→ HomPMon(−N0,M), m 7−→ m mit m(−k) = mk für k ∈ N0

(ii) Für M = −N0 liefert (i) den (ordnungsumkehrenden) Monoidisomorphismus

φ : N•0
∼−→ EndPMon(−N0), n 7−→ λn,

wobei λn die Linksmultiplikation mit n sei.

(iii) Für alle n ∈ N• gibt es zu λn ∈ EndPMon(−N0) einen Rechtsadjungierten λ∗n gegeben
durch

λ∗n : N0 −→ N0, k 7−→
∨
λ−1
n ((−N0)≤k) =

∨
(−N0)≤k/n =

⌊
k

n

⌋
.

Beweis.

(i) Nach Konstruktion ist φ(m) ∈ HomPMon(−N0,M) für alle m ∈ M . Außerdem ist je-
der Monoidhomomorphismus in HomPMon(−N0,M) durch sein Bild von −1 vollständig
festgelegt, so dass φ eine Bijektion definiert. Nach Definition der Halbordnung auf Endo-
morphismenmengen ist φ außerdem ordnungserhaltend. Umgekehrt impliziert φ(m) ≤ φ(n)
schon m = φ(m)(−1) = φ(n)(−1) = n.

(ii) Per Definition ist φ multiplikativ und φ(1) = id−N0 .

(iii) Es seien a, b ∈ −N0. Da a ganzzahlig ist, gilt die Äquivalenz

na = λn(a) ≤ b ⇐⇒ a ≤ b

n
⇐⇒ a ≤ λ∗n(b) =

⌊
b

n

⌋
,

so dass λ∗n per Definition rechtsadjungiert zu λn ist.

2

Korollar 8.16
Man erhält einen kanonischen Funktor

HomPMon≥,1(−N0,−) : PMon≥,1 −→ Pos-N•,

wobei N• für alle M ∈ PMon≥,1 wie folgt auf HomPMon≥,1(−N0,M) operiert:

HomPMon≥,1(−N0,M)× N•, (f, n) 7−→ fn := f ◦ λ∗n
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Beweis. Proposition 2.12 (iii) liefert den Hom-Funktor PMon≥,1 −→ Pos- EndPMon≥,1(−N0),
da jede Hom-Menge in kanonischer Weise eine halbgeordnete EndPMon≥,1(−N0)-Linksmenge ist.
Der Homomorphismus partiell geordneter Monoide

N•
φ|
↪−→ EndPMon(N0)

O∼= EndPMon(−N0)
(−)∗−→ EndPMon≥,1(−N0), n 7−→ λ∗n

induziert dann den gewünschten Funktor. Beachte, dass O bzw. (−)∗ nach Bemerkung 8.3 bzw.
Bemerkung 2.17 (iii) ordnungsumkehrend sind.

2

Proposition 8.17
Es sei M ∈ PMon∨∨ mit

∨
M = 1.

Für eine Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(−N0,M), sind äquivalent:

(i) f wird von {−1, ...,−n} ⊆ −N erzeugt.

(ii) f =
∨n
k=1 f(−k)

k
.

Beweis. Es sei f von X = {−1, ...,−n} erzeugt und f ′ =
∨n
k=1 f(−k)

k
. Weiterhin sei k = 1, ..., n.

Für a ∈ −N0 gilt

f(−k)
k
(a) = f(−k)(λ∗k(a)) = f(−k)−λ

∗
k(a) ≤ f(k · λ∗k(a)) = f ◦ λk ◦ λ∗k(a) ≤ f(a)

wegen der Galoiseigenschaft und der Filtrierungsaxiome für f , so dass f ′ ≤ f ist per Definition
von f ′ als Supremum. Andererseits ist f(−k)

k
(−k) = f(−k)−λ

∗
k(−k) = f(−k) wegen λ∗k(−k) =⌊−k

k

⌋
= −1, so dass f und f ′ auf X übereinstimmen. Da f von X erzeugt wird, gilt nach

Definition 8.10 von Erzeugersystemen und Satz 8.7 für alle a ∈ −N0

f(a) =
∨

x1,...,xr∈X,
x1+...+xr≤a

f(x1) · ... · f(xr) =
∨

x1,...,xr∈X,
x1+...+xr≤a

f(x1)
(−x1)

(x1) · ... · f(xr)
(−xr)(xr) = f ′(a)

und damit f = f ′, was zu zeigen war.
Umgekehrt sei 1 ≤ k ≤ n. Da −N0 von −1 erzeugt wird, wird λ∗k nach Proposition 8.13

von (λ∗k)
−1(−1) = {−1, ...,−k} erzeugt. Nun wird f(−k) als Monoidhomomorphismus wegen

Bemerkung 8.11 von −1 ∈ λ∗k({−1, ...,−k}) erzeugt. Damit wird auch f(−k)
k

von {−1, ...,−k}
erzeugt. Wegen Proposition 8.12 wird daher f von

⋃n
k=1{−1, ...,−k} = {−1, ...,−n} erzeugt.

2

8.4 Filtrierungen invariant unter einer Derivation

Der Begriff der Derivation auf einem partiell geordneten Monoid ist unmittelbar aus dem An-
wendungsbeispiel der Untersuchung von noetherschen Schiefpotenzreihenringen motiviert. Im
folgenden Abschnitt wird die hierfür notwendige Theorie entwickelt. Im Hinblick auf die spätere
Anwendung ist man besonders an endlich erzeugten, ausschöpfenden Filtrierungen interessiert,
die invariant unter einer Derivation sind.

Definition 8.18
Es sei M ∈ PMon∨∨ ein partiell geordnetes Monoid.
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(i) Eine Abbildung δ ∈ EndPos∨∨(M) heißt Derivation auf M , falls δ(mn) ≤ (m·δ(n))∨(δ(m)·n)
ist für alle m,n ∈M .

(ii) Eine Derivation δ auf M heißt nilpotent, wenn es für alle m ∈ M ein n ∈ N0 gibt, so
dass δk(1) ≤ m für alle k ≥ n.

(iii) Es sei δ eine Derivation auf M . Eine Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(−N0,M) heißt δ-
invariant, wenn δ ◦ f(−k) ≤ f(−k − 1) für alle k ∈ N0 gilt.

(iv) Für ein weiteres partiell geordnetes Monoid N heißt eine Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(N,M)
ausschöpfend, falls

∧
f(N) =

∧
M ist.

Bemerkung 8.19
Es sei M ∈ PMon∨∨ ein partiell geordnetes Monoid und δ eine Derivation auf M .

Für alle k ∈ N und m1, ...,mk ∈M gilt

δ(m1 · ... ·mk) ≤
k∨
i=1

m1 · ... ·mi−1 · δ(mi) ·mi+1 · ... ·mk.

Insbesondere ist δ(mk+1) ≤
∨k
i=0m

i · δ(m) ·mk−i für m ∈M und k ∈ N0.

Beweis. Für k = 1 ist δ(m1) =
∨k
i=1m1 · ... · mi−1 · δ(mi) · mi+1 · ... · mk. Angenommen die

Aussage gilt für k. Da die Multiplikation auf M mit endlichen Suprema vertauscht, gilt dann

δ(m1 · ... ·mk+1) ≤ (m1 · δ(m2 · ... ·mk+1)) ∨ (δ(m1) ·m2 · ... ·mk+1)

≤

(
m1 ·

k+1∨
i=2

m2 · ... ·mi−1 · δ(mi) ·mi+1 · ... ·mk+1

)
∨ (δ(m1) ·m2 · ... ·mk+1)

=

(
k+1∨
i=2

m1 · ... ·mi−1 · δ(mi) ·mi+1 · ... ·mk+1

)
∨ (δ(m1) ·m2 · ... ·mk+1)

=
k+1∨
i=1

m1 · ... ·mi−1 · δ(mi) ·mi+1 · ... ·mk+1,

so dass die Aussage auch für k + 1 gilt. Per vollständiger Induktion gilt sie dann für alle k ∈ N.

2

Lemma 8.20
Es sei M ∈ PMon∨∨ mit

∨
M = 1 und δ eine Derivation auf M . Weiterhin seien a, b ∈M mit

δ(a) ≤ b und 1 ≤ m < n zwei natürliche Zahlen.
Dann gilt δ ◦ am(−k) ≤ (am ∨ bn)(−k − 1) für alle k ∈ N.

Beweis. Es sei k ∈ N. Dann gibt es s, t ∈ N0 mit k = sm+ t und 1 ≤ t ≤ m. Dies impliziert

λ∗m(−k) =
⌊
−(sm+ t)

m

⌋
=
⌊
−
(
s+

t

m

)⌋
= −(s+ 1).
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Folglich gilt

δ ◦ am(−k) = δ ◦ a ◦ λ∗m(−k) = δ ◦ a(−(s+ 1)) = δ(as+1) ≤
s∨
i=0

ai · b · as−i

=
s∨
i=0

am(−im) · bn(−n) · am(−(s− i)m).

Wegen −im − (s − i)m − n = −sm − n < −sm −m ≤ k und der Darstellung des Supremums
am ∨ bn aus Satz 8.7 (ii), gilt schließlich δ ◦ am(−k) ≤ (am ∨ bn)(−k − 1).

2

Lemma 8.21
Es seien M ∈ PMon∨∨ mit

∨
M = 1, δ eine Derivation auf M und m1, ...,mn ∈ M mit

δ(1) ≤ m1, δ(mn) ≤ m2
1 und δ(mi) ≤ mi+1 für alle 1 ≤ i ≤ n− 1.

Dann ist f = m1
n ∨ m2

n+1 ∨ ... ∨ mn
2n−1 ∈ HomPMon≥,1(−N0,M) eine endlich erzeugte

δ-invariante Filtrierung.

Beweis. Es sei S = {m1
r,m2

r+1, ...,mr
2r−1}. Nach Satz 8.7 (ii) ist dann für alle k ∈ N0

f(−k) =
∨

x0,...,xr∈N0,
x0+...+xr≥k,
f1,...,fr∈S

f1(−x1) · ... · fr(−xr).

Wendet man δ darauf an, dann folgt mit Bemerkung 8.19 und (F≥), dass

δ ◦ f(−k) =
∨

x0,...,xr∈−N0,
x0+...+xr≤−k,
f0,...,fr∈S

f0(x0) · ... · fr(xr)

≤
∨

x0,...,xr∈N0,
x0+...+xr≤−k,
f0,...,fr∈S

r∨
j=0

f0(x0) · ... · fj−1(xj−1)︸ ︷︷ ︸
≤f(x0+...+xj−1)

· δ(fj(xj)) · fj+1(xj+1) · ... · fr(xr)︸ ︷︷ ︸
≤f(xj+1+...+xr)

.

Für den mittleren Faktor, beachte, dass fj = ml
n−1+l mit einem 1 ≤ l ≤ n ist.

• Ist l < n, dann gilt wegen δ(ml) ≤ ml+1 nach Lemma 8.20, dass

δ(fj(xj)) = (δ ◦ml
n−1+l)(xj) ≤ (ml

n−1+l ∨mn−1+l+1
l+1 )(xj − 1) ≤ f(xj − 1).

• Ist l = n, dann gilt wegen δ(mn) ≤ m2
1 und m2

1

2n
≤ m1

n nach Lemma 8.20, dass

δ(fj(xj)) = (δ ◦mn
2n−1)(xj) ≤

(
mn

2n−1 ∨
(
m2

1

2n
))

(xj − 1)

≤ (mn
2n−1 ∨m1

n)(xj − 1) ≤ f(xj − 1).

Einsetzen in die obige Rechnung ergibt dann mit (F≥) für f

δ ◦ f(−k) ≤
∨

x0,...,xr∈N0,
x0+...+xr≤−k,
f0,...,fr∈S

r∨
j=0

f(x0 + ...+ xj−1) · f(xj − 1) · f(xj+1 + ...+ xr)︸ ︷︷ ︸
≤f(x0+...+xr−1)

≤ f(−k − 1).

2
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8.4.1 Endlich erzeugte Filtrierungen invariant unter einer Derivation

Lemma 8.22
Es sei M ∈ PMon∨∨ ein partiell geordnetes Monoid, so dass für alle absteigend filtrierten
Teilmengen S ⊆M und alle x ∈M das Distributivgesetz x ∨

∧
S =

∧
s∈S(x ∨ s) gilt.

Für alle ausschöpfenden Filtrierungen f ∈ HomPMon≥,1(−N0,M) und alle j ∈ M der Art,
dass M≥j endlich ist, gibt es ein n ∈ N0, so dass f(−n) ≤ j ist.

Beweis. Da −N0 absteigend filtriert ist, ist auch f(−N0) absteigend filtriert. Aufgrund des
Distributivgesetzes für absteigend filtrierte Mengen und da f nach Voraussetzung ausschöpfend
ist, gilt ∧

k∈N0

(f(−k) ∨ j) =
(∧

f(−N0)
)
∨ j = 0 ∨ j = j.

Da nur endlich viele Elemente von M größer oder gleich j sind, wird die absteigende Kette
f(0)∨ j ≥ f(−1)∨ j ≥ f(−2)∨ j ≥ ... stationär und es gibt daher ein n ∈ N0 mit f(−n)∨ j = j.
Insbesondere ist f(−n) ≤ j.

2

Lemma 8.23
Es sei M ∈ PMon∨∨ ein partiell geordnetes Monoid mit

∨
M = 1 und den Eigenschaften

(i) Für alle absteigend filtrierten Teilmengen S ⊆M und alle x ∈M gilt x∨
∧
S =

∧
s∈S(x∨s).

(ii) Es gibt eine ausschöpfende Filtrierung j ∈ HomPMon(−N0,M), so dass M≥j(−k) endlich
ist für k ∈ N0.

Unter diesen Bedingungen sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gibt eine ausschöpfende δ-invariante Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(−N0,M).

(ii) δ ist nilpotent und es gibt ein n ∈ N mit δn(1) ≤ j(−1).

Beweis. Gegeben sei eine ausschöpfende δ-invariante Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(−N0,M).

• Es sei m ∈ N. Nach Lemma 8.22 gibt es für alle m ∈ N ein n ∈ N mit f(−n) ≤ j(−m).
Für alle k ≥ n gilt aufgrund der δ-Invarianz von f

δk(1) = δk ◦ f(0) ≤ f(−k) ≤ f(−n) ≤ j(−m),

so dass δ per Definition nilpotent ist.

• Da f δ-invariant ist, gilt δ(1) = δ ◦ f(0) ≤ f(−1), so dass es für m = 1 nach Lemma 8.22
ein n ∈ N mit δ(1)n ≤ f(−1)n ≤ f(−n) ≤ j(−1) gibt, da f eine Filtrierung ist.

Umgekehrt sei m ∈ N beliebig.

(i) Da δ nilpotent ist, gibt es ein k ∈ N mit δk(1) ≤ j(−m).

(ii) Nach Voraussetzung gibt es ein n ∈ N mit δ(1)n ≤ j(−m).

Betrachte die Filtrierung g definiert durch

g(−k) =
∨

k1,...,kr∈N0
k1+...+kr≥k

δk1(1) · ... · δkr(1).

Nach Konstruktion erfüllt g die Filtrierungsaxiome (F1) und (F≥). Außerdem ist g nach Be-
merkung 8.19 per Konstruktion δ-invariant. Es seien nun k1, ..., kr ∈ N0 mit kn ≤ k1 + ...kr.
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• Falls r < n ist, dann führt die Annahme, dass ki < k ist für alle 1 ≤ i ≤ r wegen

r∑
i=1

ki < rk < nk =
r∑
i=1

ki

zum Widerspruch. Daher gibt es ein 1 ≤ i ≤ r mit ki ≥ k. Mit (i) gilt dann δk1(1)·...·δkr(1) ≤
δki(1) ≤ j(−m), da 1 =

∨
M ist.

• Falls r ≥ n ist, dann gilt δki(1) ≤ δ(1) wegen 1 =
∨
M und da δ ordnungserhaltend ist.

Dies impliziert wegen (ii)

δk1(1) · ... · δkr(1) ≤ δ(1)r ≤ δ(1)n ≤ j(−m).

Insgesamt ist also g(−kn) ≤ j(−m). Da m ∈ N beliebig war, folgt∧
g(−N0) ≤

∧
j(−N0) = 0,

so dass g ausschöpfend ist.
2

Satz 8.24
Es sei M ∈ PMon∨∨ ein partiell geordnetes Monoid mit

∨
M = 1 und den Eigenschaften

(i) Für alle absteigend filtrierten Teilmengen S ⊆M und alle x ∈M gilt x∨
∧
S =

∧
s∈S(x∨s).

(ii) Es gibt eine ausschöpfende Filtrierung j ∈ HomPMon(−N0,M), so dass M≥j(−k) endlich
ist für k ∈ N0.

Falls δ nilpotent ist und es ein n ∈ N mit δn(1) ≤ j(−1) gibt, dann existiert auch eine endlich
erzeugte, δ-invariante, ausschöpfende Filtrierung g ∈ HomPMon≥,1(−N0,M).

Beweis. Nach Lemma 8.23 gibt es unter diesen Voraussetzungen zunächst eine δ-invariante,
ausschöpfende Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(−N0,M). Wegen Lemma 8.22 gibt es ein m ∈ N
mit f(−m) ≤ j(−2). Da f nach Voraussetzung δ-invariant ist, gilt

• δ(1) = δ ◦ f(0) ≤ f(−1) ≤ j(−1) ∨ f(−1).

• δ(j(−1) ∨ f(−1)) ≤ δ(1) = δ ◦ f(0) ≤ δ ◦ f(−1).

• δ ◦ f(−m) ≤ f(−m) ≤ j(−2) = j(−1)2 ≤ (f(−1) ∨ j(−1))2.

Damit genügen die Elemente j(−2) ∨ f(−1) ≥ f(−2) ≥ f(−3) ≥ ... ≥ f(−m) wegen der
δ-Invarianz von f den Bedingungen aus Lemma 8.21 und erzeugen eine endlich erzeugte δ-
invariante Filtrierung.

2

8.5 Idealspektra von Monoiden

So wie man für Ringe das Idealspektrum als partiell geordnetes Monoid erhält, kann man diese
Konstruktion auch analog für beliebige Monoide jeder monoidalen Kategorie durchführen. Satz
8.25 zeigt die Funktorialität dieser Konstruktion und liefert ein weiteres Beispiel für das Vor-
kommen von Filtrierungen. Für den späteren Anwendungsfall ist jedoch lediglich der Spezialfall
für (pseudokompakte) noethersche Ringe interessant.

139



Kapitel 8. Partiell geordnete Monoide und Filtrierungen

Satz 8.25
Es sei (D,�, E) eine monoidale Kategorie, D besitze Faserprodukte und sei wellpowered und
(Epi,Mono)-strukturiert. Weiterhin sei M ∈ D-Mon ein Monoid und die Endofunktoren (X�−)
und (−�X) auf D erhalten Epimorphismen für alle X ∈M -D-M . Dann gilt:

(i) In kanonischer Weise ist UM-D-M (M) ∈ PMon mit
∨
UM-D-M (M) = 1, wobei UM-D(M)

die Menge der Unterobjekte von M ist, aufgefasst als Objekt in M -D-M (vgl. Definition
2.22).

(ii) Falls der Funktor M -D-M
f-D-f−→ N -D-N aus Bemerkung 3.13 für alle M,N ∈ D-Mon

und alle f ∈ HomD-Mon(M,N) Monomorphismen respektiert, dann erhält man einen
kontravarianten Funktor D-Mon

I−→ PMon≥,1.

Über den Funktor N -D-N
f]:=f-D-f−→ M -D-M aus Bemerkung 3.13 sei dazu I(f)([m]) =

[f ](m)′] für alle (N,N)-linearen Monomorphismen Um
m
↪−→ N , wobei ein Apostroph den

Pullback unter dem (M,M)-linearen Morphismus M
f−→ f ](N) kennzeichne.

(iii) Falls der Funktor M -D-M
f-D-f−→ N -D-N aus Bemerkung 3.13 für alle M,N ∈ D-Mon

und alle f ∈ HomD-Mon(M,N) Limiten erhält, dann respekiert I(f) beliebige Infima (falls
diese existieren).

Beachte: Wegen (AHS06, Proposition 11.16) impliziert diese Voraussetzung für alle Mo-
noidhomomorphismen die Voraussetzung von (ii). Außerdem kann man zeigen, dass dies
immer erfüllt ist, wenn D Differenzkokerne besitzt.

Achtung: Falls es keine kanonische (Epi,Mono)-Faktorisierung zu jedem Morphismus in D
gibt, dann wird das Auswahlaxiom für Klassen benötigt.

Beweis.

(i) Es sei MM die Klasse aller Monomorphismen in M -D-M mit Zielbereich M ist verse-
hen mit der Präordnung ”≤“ und der Äquivalenzrelation ”∼“ aus Bemerkung 2.21. Für
einen Monomorphismus m ∈ MM bezeichne im Folgenden Um seinen Quellbereich. Für
zwei Monomorphismen m,n ∈ MM sei m · n der Monomorphismus einer (Epi,Mono)-

Faktorisierung Um � Un
em,n
−� Um·n

m·n
↪−→ M von µM ◦ (m � n). Nach Proposition 3.11 (i)

ist in kanonischer Weise Um·n ∈ M -D-M und m · n (M,M)-bilinear, so dass man eine
zweistellige Verknüpfung

µ :MM ×MM −→MM , (m,n) 7−→ m · n

mit folgenden Eigenschaften erhält:

• Es seien m1,m2, n ∈ MM mit m1 ≤ m2, d.h. es gibt ein g mit m1 = m2 ◦ g. Nach
Definition von m1 · n und m2 · n kommutiert folgendes Diagramm:

Um1 � Un

g�idUn

&&

em1,n

����

m1�n //M �M

µM

��

Um2 � Un
m2�noo

em2,n

����
Um1·n

∃!d

88O R T W Z _ d g j l o

� � m1·n //M Um2·n? _
m2·noo
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Der Morphismus d wird von der Diagonaleigenschaft für Faktorisierungen induziert.
Folglich ist m1 · n = (m2 · n) ◦ d und insbesondere m1 · n ≤ m2 · n. Analog gilt
n ·m1 ≤ n ·m2.

• Für alle k,m, n ∈MM betrachte folgendes Diagramm:

Uk � (Um � Un)

αUk,Um,Un

))

idUk �em,n ����

k�(m�n)//M � (M �M)

idM �µM
��

αM,M,M// (M �M)�M

µM�idM
��

(Uk � Um)� Un
(k�m)�noo

ek,m�idUn
����

Uk � Um·n

ek,m·n
����

k�(m·n) //M �M

µM

��

M �M

µM

��

Uk·m � Un
(k·m)�noo

ek·m,n
����

Uk·(m·n)
� � k·(m·n) //M

idM //M U(k·m)·n? _
(k·m)·noo

Der Mittelteil kommutiert nach Diagramm (i) aus Definition 3.3, da M ein Mono-
id ist. Die kleinen Quadrate kommutieren nach Konstruktion der Faktorisierungen
und da Uk � − bzw. − � Un Funktoren sind. Der obere Teil kommutiert aufgrund
der Natürlichkeit von α. Nach Voraussetzung erhalten diese beiden Funktoren außer-
dem Epimorphismen, so dass idUk �em,n und ek,m � idUn epimorph sind. Damit sind
auch ek,m·n ◦ (idUk �em,n) und e(k·m),n ◦ (ek,m � idUn) epimorph und man erhält zwei
(Epi,Mono)-Faktorisierungen

µM ◦ (idM �µM ) ◦ (k � (m� n)) = (k · (m · n)) ◦ ((ek,m·n ◦ idUk)� em,n)

= ((k ·m) · n) ◦ (e(k·m),n ◦ (ek,m � idUn) ◦ αUk,Um,Un).

• Für alle m ∈ MM gibt es aufgrund der M -Linkslinearität von m eine kanonische
(Epi,Mono)-Faktorisierung

M � Um

µUm
����

idM �m//M �M

µM
��

Um
� � m //M,

wobei µUm epimorph ist, da µUm ◦ (ηM � idM ) = λUm wegen des zweiten Diagramms
aus Definition 3.5 (i) und da λ ein natürlicher Isomorphismus ist.

Wegen Punkt eins induziert µ eine wohldefinierte, zweistellige Verknüpfung auf dem Ideal-
spektrum UM-D-M (M) = MM/ ∼, die nach Punkt zwei assoziativ ist und nach Punkt
drei ein neutrales Element [idM ] besitzt. Insgesamt ist daher UM-D-M (M) ∈ PMon ein
partiell geordnetes Monoid. Nach Definition der Halbordnung auf UM-D-M (M) ist [idM ]
gleichzeitig sein globales Supremum.

(ii) Um zu sehen, dass I auf Morphismen wohldefiniert ist, beachte zunächst, dass f ] nach
Voraussetzung Monomorphismen respektiert. Weiterhin gibt es für alle m,n ∈ MN mit
m ≤ n ein g mit m = n ◦ g, so dass f ](m) = f ](n) ◦ f ](g) und insbesondere f ](m) ≤
f ](n) gilt. Wie im Beweis von 2.24 sieht man, dass ebenso Pullbacks die Präordnung ”≤“
respektieren, so dass schließlich auch f ](m)′ ≤ f ](n)′ ist. Wegen Bemerkung 3.13 (ii) und
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(iii) erfüllt I die Funktoreigenschaften. Bleibt zu zeigen, dass I(f) eine Filtrierung ist.
Dazu seien m,n ∈MN . Zunächst hat man die beiden Faserproduktdiagramme:

Pm = M ×f](N) f
](Um)

� _

f](m)′

��

πm // f ](Um)� _

f](m)
��

M
f // f ](N)

Pn = M ×f](N) f
](Un)

� _

f](n)′

��

πn // f ](Un)� _

f](n)
��

M
f // f ](N)

Durch Anwenden des Bifunktors − � − auf deren Produkt erhält man ein kommutatives
Quadrat, welches sich zu folgendem Diagramm ergänzen lässt

Pm � Pn

f](m)′�f](n)′

��
e
f](m)′,f](n)′







πm�πn // f ](Um)� f ](Un)

f](m)�f](n)
��

em,n // // f ](Um·n)� _

f](m·n)
��

M �M

µM
((RRRRRRRRRRRRRRRR

f�f // f ](N)� f ](N)
µN // f ](N)

M

f

66llllllllllllllll

Uf](m)′·f](n)′

% � f](m)′·f](n)′

22ffffffffffffffffffffffffffffff
Pm·n,

ee

9 Y
f](m·n)′

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

wobei Pm·n = M ×f](N) f
](Um·n) ist. Das rechte Quadrat ist kommutativ nach Konstruk-

tion. Der Teil darunter ist kommutativ, da f ein Monoidhomomorphismus ist. Der linke
untere Teil ist kommutativ nach Definition des Produkts auf MM . Der rechte untere Teil
ist kommutativ, da er ein Faserproduktdiagramm ist. Damit kommutiert das gesamte Dia-
gramm. Nach der Faserprodukteigenschaft existiert zunächst ein eindeutiges g und wegen
der Diagonaleigenschaft von Faktorisierungen außerdem ein eindeutiges d, so dass folgendes
Diagramm kommutiert:

Pm � Pn
∃!g

((QQQQQQQQ
πm�πn //

e
f](m)′,f](n)′

����

f ](Um)� f ](Un)
em,n

((PPPPPPPPPPPP

Uf](m)′·f](n)′
∃!d //______

� u

f](m)′·f](n)′
((QQQQQQQQQQQQQQQQ
Pm·n� _

f](m·n)′

��

// f ](Um·n)

m·n
��

M
f

// f ](N)

Dies impliziert f ](m)′ ·f ](n)′ ≤ f ](m ·n)′ und folglich I(f)([m] · [n]) ≤ I(f)([m]) ·I(f)([n]),
so dass I(f) schließlich das Axiom (F≥) erfüllt.

I(f) erfüllt außerdem (F1), da das nachfolgende Diagramm ein Faserproduktdiagramm
ist.

M

idM

��

f // f ](N)

f](idN )=id
f](N)

��
M

f // f ](N)
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(iii) Dies folgt unmittelbar aus Proposition 2.24.

2

Definition 8.26
Es sei (D,�, E) eine monoidale Kategorie mit den Voraussetzungen aus Satz 8.25 und N ∈
PMon ein partiell geordnetes Monoid. Eine N-Filtrierung auf einem Monoid M ∈ D-Mon
ist eine Filtrierung f ∈ HomPMon≥,1(N,UM-D-M (M)).

Beispiel 8.27
Die monoidale Kategorie (Ab,⊗Z,Z) erfüllt die Voraussetzungen aus Satz 8.25, denn:

• Ab ist vollständig, denn Ab besitzt Produkte und Differenzkerne.

• Die Unterobjekte einer abelschen Gruppe entsprechen bijektiv dessen Untergruppen (vgl.
die ähnliche Argumentation für Moduln in Bemerkung 3.8). Diese bilden eine Teilmenge
der Potenzmenge und Ab ist demnach wellpowered.

• Als abelsche Kategorie ist Ab nach Bemerkung 2.31 (Epi,Mono)-strukturiert.

• Für alle A ∈ Ab erhalten A⊗Z− und −⊗ZA Epimorphismen, da Tensorieren rechtsexakt
ist.

• Für alle R,S ∈ Ring = Ab-Mon und alle f ∈ HomRing(R,S) gibt es eine Adjunktion

HomS-Ab-S(S ⊗R X ⊗R S, Y ) ∼= HomR-Ab-R(X, (f -Ab-f)(Y )),

so dass f -Ab-f als Rechtsdjungierter nach (AHS06, Proposition 18.19) oder (Mac72, V.5
Satz 1) mit Limiten vertauscht.

Damit erfüllt (Ab,⊗Z,Z) die Bedingungen aus Satz 8.25. Nach Bemerkung 3.8 kann UR-Ab-R(R)
für alle Ringe R ∈ Ring = Ab-Mon als die Menge aller Ideale von R aufgefasst werden und

der Funktor Ab-Mon
UR-Ab-R−→ PMon≥,1 ordnet dann jedem Ringhomomorphismus R

f−→ S die
folgende Filtrierung zu:

UR-Ab-R(f) : US-Ab-S(S) −→ UR-Ab-R(R), I 7−→ f−1(I)
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Kapitel 9

Noethersche
Monoidring-Konstruktionen

Möchte man (vollständige) (Schief-)Monoidringe in Bezug auf die Noether-Eigenschaft untersu-
chen, so bietet es sich an, den Begriff ”noethersch“ auf die Kategorie der Monoide zu erweitern.
Da es sich bei Monoiden und Ringen um monoidale Kategorien handelt, kann auch ganz allge-
mein der Begriff eines noetherschen Monoids (einer monoidalen Kategorie) eingeführt werden,
der sich auf die Struktur eines M -Objekts über einem Monoid M einer beliebigen monoidalen
Kategorie bezieht. Wie in Kapitel 2 Abschnitt 2.4.2 gezeigt, macht es in abelschen Kategorien
keinen Unterschied, ob man Unterobjekte oder Quotienten betrachtet. Im Gegensatz zur Kate-
gorie der abelschen Gruppen Ab ist jedoch die Kategorie der Mengen Set nicht abelsch. Daher
wird man gezwungen sein Unterobjekte und Quotienten in der Kategorie der M -Mengen über
einem (Mengen-)Monoid M zu unterscheiden. Auf diese Weise motiviert werden für M -Objekte
allgemeiner monoidaler Kategorien zwei ”Noether“-Begriffe definiert, die im Fall einer abelschen
monoidalen Kategorie übereinstimmen. Während sich der eine auf die Unterobjekte bezieht, be-
zieht sich der andere auf die Quotienten eines M -Objekts. Für den Fall der (Mengen-)Monoide
wird man sehen, dass zumindest einer der beiden Begriffe den anderen impliziert, da die in
Proposition 2.28 aus Kapitel 2 angegebene Vergleichsabbildung zwischen Unterobjekten und
Quotienten injektiv ist.

9.1 Noethersche Monoide

Hier werden (ko-)noethersche M -Objekte einer beliebigen monoidalen Kategorie definiert und
einige Eigenschaften abgeleitet, die aus kommutativen Algebra für Ringe bereits bekannt sind.

Definition 9.1
Es sei (D,�, E) eine monoidale Kategorie. D sei wellpowered und co-wellpowered. Weiterhin sei
M ∈ D-Mon ein Monoid.

(i) Eine partiell geordnete Menge P heißt noethersch, wenn jede aufsteigende Kette p1 ≤
p2 ≤ ... stationär wird.

(ii) Ein M -Linksobjekt S ∈M -D heißt noethersch, wenn die partiell geordnete Menge U(S)
der M -D-Unterobjekte von S noethersch ist. Analog seien auch noethersche M -Rechtsobjekte
definiert.
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(iii) Ein M -Linksobjekt S ∈ M -D heißt konoethersch, wenn die partiell geordnete Menge
Q(S) der M -D-Quotienten von S noethersch ist (vgl. Definition 2.22). Analog seien auch
konoethersche M -Rechtsobjekte definiert.

(iv) M ist links-/rechts(-ko-)noethersch, wenn M aufgefasst als M -Links-/Rechtsobjekt
(ko-)noethersch ist. M heißt (ko-)noethersch, wenn M links- und rechts(-ko-)noethersch
ist.

Ein Monoid M ∈ D-Mon oder ein M -Linksobjekt ist immer auch gleichzeitig ein Objekt in D.
Um Verwechslungen zu vermeiden, schreibe im Folgenden die betreffende Kategorie als Index an
U bzw. Q.

Bemerkung 9.2
Für die monoidale Kategorie (Ab,⊗Z,Z) und einen Ring R ∈ Ab-Mon ist R-Ab = R-Mod (vgl.
Bemerkung 3.8) eine abelsche Kategorie.

(i) Nach Bemerkung 3.8 gibt es eine ordnungserhaltende Bijektion zwischen der Menge der R-
Untermoduln von M mit der Halbordnung ”⊆“ und der halbgeordneten Menge UR-Ab(M).

(ii) Wegen Proposition 2.32 ist M ∈ R-Ab genau dann noethersch, wenn M konoethersch ist.

Insbesondere stimmt die Definition von ”(ko-)noethersch“ mit der klassischen Definition von

”noethersch“ für R-Moduln überein.

Bemerkung 9.3
Es seien P,Q ∈ Pos zwei partiell geordnete Mengen.

(i) P ist genau dann noethersch, wenn jede Teilmenge T ⊆ P ein maximales Element besitzt.

(ii) Ist P
ι

↪−→ Q eine ordnungserhaltende Injektion, dann ist P noethersch, falls Q noethersch
ist.

Beweis.

(i) Die Äquivalenz folgt direkt aus Zorns Lemma wie im bekannten Beweis aus der kommu-
tativen Algebra.

(ii) Jede aufsteigende Kette p1 ≤ p2 ≤ ... in P bildet eine aufsteigende Kette ι(p1) ≤ ι(p2) ≤ ...
in Q, die stationär wird, da Q noethersch ist. Aufgrund der Injektivität von ι wird dann
auch p1 ≤ p2 ≤ ... stationär.

2

Korollar 9.4
Es seien (D,�, E) eine monoidale Kategorie, D sei wellpowered, co-wellpowered und (Epi,Mono)-

strukturiert. Weiterhin sei M ∈ D-Mon ein Monoid und X
f−→ Y ein M -linkslinearer Mor-

phismus zwischen zwei M -Linksobjekten X,Y ∈ M -D. Aus Bemerkung 9.3 und Korollar 2.27
resultiert:

(i) Ist Y konoethersch und f monomorph, dann ist auch X konoethersch.

(ii) Ist X noethersch und f epimorph, dann ist auch Y noethersch.
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9.2 Noethersche (Mengen-)Monoide

Hier wird analysiert, was es für (Mengen-)Monoide bedeutet, noethersch zu sein. Für abelsche
Monoide M und kommutative Ringe R ist ein direkter Zusammenhang zwischen der Noether-
Eigenschaft des Monoidrings R[M ] und der von M und R bekannt.

9.2.1 Noethersche Monoide

Bemerkung 9.5
Es sei R ein Ring und M ein Monoid.
Falls R[M ] (links-/rechts-)noethersch ist, dann sind R und M (links-/rechts-)noethersch.

Beweis.

• Es gibt eine kanonische Abbildung

ιM : QM-Set(M) ↪−→ QR[M ]-Ab(R[M ]), S 7−→ IS =
∑

(m,n)∈S

R · (m− n),

wobei QM-Set(M) wie in Bemerkung 3.9 als partiell geordnete Menge aller linksmulti-
plikativen Äquivalenzrelationen von M und QR[M ]-Ab(R[M ]) wie in Bemerkung 3.8 als
Menge aller Linksideale von R[M ] aufgefasst wird. Aufgrund der Linksmultiplikativität
aller S ∈ QM-Set(M) ist IS ein Linksideal von R[M ], so dass ι wohldefiniert ist. Per Kon-
struktion ist ιM ordnungserhaltend. Für alle S ∈ QM-Set(M) ist der Durchschnitt der von
IS erzeugten Äquivalenzrelation auf R[M ] mit M ×M wieder S, so dass ιM injektiv ist.

• Analog erhält man eine kanonische Inklusion

ιR : QR-Ab(R) ↪−→ QR[M ]-Ab(R[M ]), I 7−→
⊕
m∈M

I ·m,

wobei ιR injektiv ist, da ιR(I) ∩R = I ist für alle I ∈ QR-Ab(R).

Nach Bemerkung 9.3 sind R und M linksnoethersch, falls R[M ] linksnoethersch ist. Analog zeigt
man die Vererbung für den rechtsnoetherschen Fall.

2

Korollar 9.6
Es seien N ≤ M zwei Monoide, wobei Z[N ] noethersch ist. Weiterhin gebe es ein t ∈ M , so
dass M von t und N erzeugt wird und tN = Nt gilt.
Dann ist Z[M ] und insbesondere wegen Bemerkung 9.5 auch M noethersch.

Beweis. Nach Voraussetzung wird Z[M ] von Z[N ] und t erzeugt und es gilt tR[N ] + R[N ] =
R[N ]t + R[N ] wegen tN = Nt. Nach einer Variante von Hilberts Basissatz (MR01, Theorem
I.2.10) ist dann Z[M ] noethersch.

2

Satz 9.7
Ein abelsches Monoid ist genau dann noethersch, wenn es endlich erzeugt ist.
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Beweis. Ist A = 〈a1, ..., ar〉 ein endlich erzeugtes, abelsches Monoid, dann erhält man eine
Surjektion

Z[X1, ..., Xr] −� Z[A], Xi 7−→ ai,

so dass nach Hilberts Basissatz Z[A] und wegen Bemerkung 9.5 auch A noethersch ist. Umgekehrt
ist jedes noethersche Monoid auch eine noethersche Halbgruppe und nach (Bro03, Theorem 2.3)
daher endlich erzeugt.

2

Korollar 9.8
Für einen beliebigen Ring R und ein abelsches Monoid M gilt:
R[M ] ist genau dann (links-/rechts-)noethersch, wenn R und M dies sind.

Beweis. Ist R[M ] linksnoethersch, so auch R und M nach Bemerkung 9.5. Sind umgekehrt R
und M linksnoethersch, dann ist M nach Satz 9.7 endlich erzeugt. Also gibt es m1, ...,mn ∈M
mit M = 〈m1, ...,mn〉. Nach Hilberts Basissatz ((MR01, Theorem I.2.10)) ist der Polynomring
R[X1, ..., Xn] linksnoethersch und damit auch R[M ], da es folgenden Ringepimorphismus gibt:

R[X1, ..., Xn] −� R[M ], r 7−→ r, Xi 7−→ mi für 1 ≤ i ≤ n

2

9.2.2 Konoethersche (Mengen-)Monoide

Hier wird der schwächere Begriff ”konoethersch“ für (Mengen-)Monoide analysiert. Da Ideale
einfacher zu handhaben sind als Kongruenzen, erhält man notwendige Bedingungen dafür, wann
ein Monoid noethersch ist. Man beachte jedoch, dass jede Gruppe konoethersch ist.

Bemerkung 9.9
Es sei M ein Monoid und I �M ein Links-/Rechtsideal. Für m,n ∈M sei mSIn, falls m = n
oder m,n ∈ I. Dann gilt

(i) SI ist eine links-/rechtsmultiplikative Äquivalenzrelation auf M und für alle m ∈M gilt:

[m] =
{
I m ∈ I
{m} m 6∈ I

(ii) Sind I ⊆ J zwei Links-/Rechtsideale in M , dann ist SI ⊆ SJ . Falls SI = SJ , dann ist
I = J , so dass die Zuordnung I 7−→ SI eine injektive Abbildung induziert.

Die Zuordnung I 7−→ SI entspricht per Konstruktion der Abbildung aus Proposition 2.28.

Beweis.

(i) Die Idealeigenschaft von I impliziert, dass SI eine links-/rechtsmultiplikative Äquivalenz-
relation auf M definiert.

(ii) Dies folgt aus der Beschreibung der Äquivalenzklassen in (i).

2
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Bemerkung 9.10
Es gilt:

(i) Jede Gruppe ist ein konoethersches Monoid.

(ii) Jedes noethersche Monoid ist auch konoethersch.

(iii) Es sei M
f
−� N ein Monoidhomomorphismus.

Ist M (links-/rechts-)konoethersch, dann ist auch N (links-/rechts-)konoethersch.

Beweis.

(i) Jede Gruppe G besitzt nur die beiden (Links-/Rechts-)Ideale ∅ und G.

(ii) Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung 9.9 (ii) und Bemerkung 9.3 (ii).

(iii) f−1 bildet Idealketten in N auf Idealketten in M ab und respektiert echte Inklusionen,
da f surjektiv ist. Ist N nicht noethersch, dann gibt es eine aufsteigende Kette, die nicht
stationär wird. Das Urbild unter f ist dann eine Kette in M , die nicht stationär wird, so
dass auch M nicht noethersch ist.

2

Beispiel 9.11
Im Gegensatz zum abelschen Fall (vgl. Satz 9.7) sind im Allgemeinen endlich erzeugte Monoide
weder noethersch, noch konoethersch. Ebenso wenig muss ein konoethersches Monoid endlich
erzeugbar sein.

(i) Das freie Monoid in einem Erzeuger 〈a〉 ist abelsch und damit (ko-)noethersch.

(ii) Das freie Monoid in zwei Erzeugern 〈a, b〉 ist nicht (ko-)noethersch, denn

(aa) ( (aa, aba) ( (aa, aba, ab2a) ( ... ( (aa, aba, ..., abka) ( ...

ist eine unendliche, echt aufsteigende Kette von Idealen.

(iii) (N0,∨) ist abelsch, konoethersch und versehen mit der diskreten Topologie eigentlich, aber
nicht endlich erzeugbar, insbesondere wegen Satz 9.7 nicht noethersch.

9.3 Noethersche Schiefpotenzreihenringe

Nun werden schließlich Schiefpotenzreihenringe in Bezug auf die Noether-Eigenschaft untersucht.
Während man für Potenzreihenringe in endlichen vielen Variablen durch eine verallgemeinerte
Form des Hilbertschen Basissatzes starke Kriterien erhält, erweist sich der Nachweis dieser Ei-
genschaft für Schiefpotenzreihenringe als weitaus schwieriger. Daher kann an dieser Stelle nur
für den Spezialfall von pseudokompakten, noetherschen Koeffizientenringen eine Bedingung an-
gegeben werden, wann der Schiefpotenzreihenring noethersch ist. Neben der starken Bedingung
an den Ring, hat man ebenfalls eine weitere Bedingung an die beteiligte σ-Derivation, die über
das Existenzkriterium für Schiefpotenzreihenringe hinaus geht.
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9.3.1 Noethersche Schiefpotenzreihenringe

Ein filtrierter, vollständiger Ring ist noethersch, wenn der zu dieser Ideal-Filtrierung assoziierte,
graduierte Ring noethersch ist. Dieses Kriterium soll auch für Schniefpotenzreihenringe benutzt
werden. Dazu wird in diesem Abschnitt eine Methode vorgestellt, wie aus einer Filtrierung mit
gewissen Invarianz-Eigenschaften unter σ und δ eine Filtrierung auf dem Schiefpotenzreihenring
induziert wird. Der graduierte Ring des auf diese Weise filtrierten Schiefpotenzreihenrings ist
dann der Polynomring über dem graduierten Ring des Koeffizientenrings. Diese Methode ist
bereits aus (SV06) bekannt, wurde dort jedoch nur für eine ganz spezielle Filtrierung betrachtet.
Spätere Ergebnisse zeigen, dass man mehr Resultate erhält, wenn man auch andere Filtrierungen
zulässt.

Definition 9.12
Es sei R ein Ring. Führe folgende abkürzende Schreibweisen ein.

(i) Es sei I(R) = UR-Ab-R(R) das Idealspektrum von R,

(ii) Für eine Filtrierung I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)) schreibe kurz Ik = I(−k) für alle k ∈
N0, d.h. I0 ⊇ I1 ⊇ ... ist eine absteigende Kette von Idealen mit I0 = R und Ik · Il ⊆ Ik+l

für alle k, l ∈ N0.

(iii) Jede Filtrierung I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)) induziert den graduierten Ring grI R =⊕
k∈N0

Ik/Ik+1 mit der Multiplikation gegeben durch (x+ Ik+1) · (y+ Il+1) = (xy+ Ik+l+1)
für alle x ∈ Ik, y ∈ Il und k, l ∈ N0.

Proposition 9.13
Es seien R ∈ T RingU,C ein topologischer, vollständiger Ring, σ ∈ AutT Ring(R) und δ eine steti-
ge, σ-nilpotente σ-Derivation. Für i, j ∈ N0 sei Mi,j(X,Y ) die Summe aller nicht-kommutativen
Monome in zwei Variablen X und Y mit i Faktoren in X und j Faktoren in Y . Dann gilt:

(i) Für alle a ∈ R und n ∈ N0 gilt tn · a =
∑n

k=0Mn−k,k(δ, σ)(a) · tk.

(ii) Für f, g ∈ R[[t;σ, δ]] mit f =
∑

i≥0 ai · ti und g =
∑

j≥0 bj · tj gilt:

f · g =
∑
k≥0

 ∑
0≤j≤i,k

ai ·Mi−j,j(δ, σ)(bk−j)

 tk

Beweis.

(i) Die angegebene Formel stimmt für n = 0. Für n = 1 ist t · a = σ(a)t + δ(a) ebenfalls
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korrekt. Angenommen sie stimmt für n, dann gilt

tn · a =
n∑
k=0

t ·Mn−k,k(δ, σ)(a) · tk

=
n+1∑
k=1

σ ◦Mn+1−k,k−1(δ, σ)(a) · tk +
n∑
k=0

δ ◦Mn−k,k(δ, σ)(a) · tk

= σ ◦ σn(a)tn+1 + δ ◦ δn(a) +
n∑
k=1

(σ ◦Mn+1−k,k(δ, σ) + δ ◦Mn−k,k(δ, σ))︸ ︷︷ ︸
=Mn+1−k,k(δ,σ)

(a) · tk

=
n+1∑
k=0

Mn+1−k,k(δ, σ)(a) · tk,

so dass die Formel auch für n+ 1 stimmt. Per Induktion stimmt sie dann für alle n ∈ N0.

(ii) Mit der in (i) gezeigten Formel gilt:

f · g =
∑
i,m≥0

ai · ti · bm · tm =
∑
i,m≥0

ai ·
i∑

j=0

Mi−j,j(δ, σ)(bm) · tj+m

=
∑
k≥0

∑
i≥0

min(i,k)∑
j=0

ai ·Mi−j,j(δ, σ)(bk−j)

 tk =
∑
k≥0

 ∑
0≤j≤i,k

ai ·Mi−j,j(δ, σ)(bk−j)

 tk

2

Proposition 9.14
Es sei R ein Ring. Dann operiert EndAb(R,+) durch folgenden Monoidhomomorphismus auf
I(R):

φ : EndAb(R,+) −→ EndPos∨∨(I(R)), f 7−→ [I 7−→ (f(I))]

Weiterhin gilt:

(i) Ist σ ∈ EndRing(R), dann ist φ(σ) ∈ EndPMon≤,∨∨(I(R)).

(ii) Ist σ ∈ EndRing(R), I(R)σ = {I ∈ I(R);φ(σ)(I) = I} das Fixmonoid unter σ und
δ ∈ EndAb(R,+) eine σ-Derivation, dann ist φ(δ)|I(R)σ eine Derivation auf I(R)σ.

Beweis. Da jedes f ∈ EndAb(R,+) eine Abbildung ist, ist φ(f) ordnungserhaltend. Für alle
S ⊆ I(R) ist

φ(f)
(∨

S
)

=

(
f

(∑
I∈S

I

))
=

(∑
I∈S

f(I)

)
=
∑
I∈S

(f(I)) =
∨
φ(f)(S),

so dass f Suprema respektiert. Sind f, g ∈ EndAb(R,+), dann gilt für alle I ∈ I(R), dass

φ(f ◦ g)(I) = (f ◦ g(I)) = (f((g(I)))) = φ(f) ◦ φ(g)(I),

so dass φ multiplikativ ist. Außerdem ist φ(idR)(I) = (I) = I, so dass φ ein Monoidhomomor-
phismus ist.
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(i) Für alle I, J ∈ I(R) ist φ(σ)(I · J) = (σ(I) · σ(J)) ⊆ (σ(I)) · (σ(J)) = φ(σ)(I) · φ(σ)(J).

(ii) Für alle I, J ∈ I(R)σ ist nach Definition der Idealmultiplikation und nach Definition einer
σ-Derivation

φ(δ)(I · J) = (δ(I · J)) ⊆ (I · δ(J) + δ(I) · σ(J)) ⊆ I · (δ(J)) + (δ(J)) · (σ(J)),

da φ(σ)(J) = (σ(J)) = J ist, so dass φ(δ)|I(R)σ eine Derivation auf I(R)σ ist.

2

Lemma 9.15
Es seien R ∈ Ring ein Ring und I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)) eine ausschöpfende Filtrierung
mit R ∼= lim←−k≥0

R/Ik.
Ist grI R links-noethersch, dann ist auch R links-noethersch.

Beweis. Betrachte R versehen mit der Topologie erzeugt von den Ik. Dann ist R nach Vorausset-
zung ein projektiver Limes diskreter Ringe und damit nach Lemma 6.2 vollständig. Zur Verein-
fachung der Notation definiere Ik = R für alle k ∈ −N0. Es sei N ≤ R ein R-Linksuntermodul
von R. Dann bilden Jk = N ∩ Ik für k ≥ 0 in N eine Umgebungsbasis der 0 und grJ N =⊕

k≥0 Jk/Jk+1 ≤ grI R ist ein endlich erzeugter grI R-Linksmodul, da grI R linksnoethersch ist.
Folglich existieren xi ∈ Jni mit ni ∈ N0 für i = 1, ..., r, so dass grJ N =

∑r
i=1(grI R)(xi + Jni+1)

bzw. Jk/Jk+1 =
∑r

i=1 Ik−ni(xi + Jni+1) nach Definition der Ring-Struktur auf grI R bzw. der
Modulstruktur auf grJ N . Dies impliziert

Jk =
r∑
i=1

Ik−ni · xi + Jk+1.

Es sei nun F =
⊕r

i=1Rei
∼= Rr der freie R-Linksmodul in r Erzeugern versehen mit der Pro-

dukttopologie und F
f−→ N die R-linkslineare Abbildung, definiert durch f(ei) = xi. Dann gilt

für alle k ≥ 0, dass

f

(
r⊕
i=1

Ik−niei

)
=

r∑
i=1

Ik−nixi ⊆ Jk.

Insbesondere ist f stetig bei 0 und wegen (War93, I Theorem 5.18) insgesamt stetig.
Es sei x ∈ N = J0. Konstruiere induktiv eine Folge (yk)k∈N0 in F der Art, dass (f(yk))k gegen

x konvergiert.

• Setze y0 = 0. Dann ist x− f(y0) ∈ J0.

• Für alle k ∈ N0 mit x− f(yk) ∈ Jk gibt es dann ai ∈ Ik−ni für 1 ≤ i ≤ r, so dass

x− f(yk) + Jk+1 =
r∑
i=1

ai · xi + Jk+1.

Setzt man yk+1 := yk +
∑r

i=1 ai · ei, dann ist x− f(yk+1) ∈ Jk+1.

Es sei n = max(n1, ..., nr). Nach Konstruktion ist yk+1−yk ∈ Ik−n für alle k ∈ N0. Insbesondere
ist (yk)k eine Cauchy-Folge in F und konvergiert gegen ein y ∈ F , da F nach (War93, II. Theorem
7.8(2)) vollständig ist. Nach Konstruktion konvergiert (f(yk))k gegen x, so dass f(y) = x ist
aufgrund der Stetigkeit von f . Damit ist f surjektiv und folglich N endlich erzeugt. 1

2

1Die Ideen für diesen Beweis stammen aus den Beweisteilen von (NVO79, I.5.7 Corollary).
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Satz 9.16
Es seien R ∈ T RingU,C ein topologischer, vollständiger Ring, σ ∈ AutT Ring(R) und δ eine steti-
ge, σ-nilpotente σ-Derivation. Weiterhin sei I(R)σ das Fixmonoid unter σ. Jede φ(δ)-invariante
Filtrierung I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ) erzeugt durch

Jk =
∏
i∈N0

Ik−i · ti mit Ik := R für k < 0

für alle k ∈ N0 eine Filtrierung J ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R[[t;σ, δ]])) auf dem von σ und δ
induzierten Schiefpotenzreihenring R[[t;σ, δ]].

Daraus lassen sich folgende Eigenschaften ableiten:

(i) Ist I ausschöpfend, dann ist auch J ausschöpfend.

(ii) Es gibt einen Ringisomorphismus grJ R[[t;σ, δ]] ∼= (grI R)[t̄; σ̄], wobei σ̄ der von σ auf grIR
induzierte Ringendomorphismus ist.

Beachte: Falls σ automorph ist, dann ist auch σ̄ automorph.

(iii) Ist I ausschöpfend und grI R noethersch, dann sind auch grJ R[[t;σ, δ]] und R[[t;σ, δ]]
noethersch.

Beweis. Es seien f, g ∈ R[[t;σ, δ]] mit f =
∑

i≥0 ai · ti und g =
∑

j≥0 bj · tj . Ist f ∈ Jm und
g ∈ Jn für m,n ∈ N0, dann ist nach Proposition 9.13

f · g =
∑
k≥0

 ∑
0≤j≤i,k

ai ·Mi−j,j(δ, σ)(bk−j)

 tk

und aufgrund der δ-Invarianz, des Filtrierungsaxioms (F≥) und σ(Ik) = Ik für alle k ∈ N0 gilt

ai ·Mi−j,j(δ, σ)(bk−j) ∈ Im−i ·Mi−j,j(δ, σ)(In−(k−j)) ⊆ Im−i · In−(k−j)+(i−j) ⊆ Im+n−k

für alle 0 ≤ j ≤ i, k. Insbesondere ist f · g ∈ Jm+n. Wegen J0 = R[[t;σ, δ]] impliziert m = 0 bzw.
n = 0, dass alle Jk Ideale sind und J damit eine Idealfiltrierung auf R[[t;σ, δ]] ist.

(i) Ist I ausschöpfend, dann ist

⋂
k∈N0

Jk =
⋂
k∈N0

∏
i∈N0

Ik−i · ti
 =

∏
i∈N0

 ⋂
k∈N0

Ik−i


︸ ︷︷ ︸

=0

· ti =
∏
i∈N0

0 · ti = 0,

so dass auch J ausschöpfend ist.

(ii) Wegen I(−N0) ⊆ I(R)σ ist σ̄ auf grI R wohldefiniert. σ̄ ist ein Ringendomorphismus auf
grI R, da σ ein Ringendomorphismus auf R ist. Durch folgende Rechnung sieht man, dass
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grJ R[[t;σ, δ]] und (grI R)[t̄; σ̄] als R-Moduln isomorph sind:

grJ R[[t;σ, δ]] =
⊕
k∈N0

Jk/Jk+1
∼=
⊕
k∈N0

(
k⊕
i=0

Ik−i/Ik+1−i · ti
)
∼=
⊕

0≤i≤k
Ik−i/Ik+1−i · ti

∼=
⊕

0≤i≤k
Ik−i/Ik+1−i · ti

k=i+j∼=
⊕
i,j∈N0

I(i+j)−i/I(i+j)+1−i︸ ︷︷ ︸
=Ij/Ij+1

· ti

∼=
⊕
i∈N0

⊕
j∈N0

Ij/Ij+1

 · t̄i ∼= (grI R)[t̄; σ̄]

Es sei grJ R[[t;σ, δ]]
ψ−→ (grI R)[t̄; σ̄] dieser Isomorphismus. Nun seien f, g ∈ R[[t;σ, δ]]

mit f =
∑

i≥0 ai · ti und g =
∑

j≥0 bj · tj . Falls f ∈ Jk, dann gilt ψ(f + Jk+1) =∑
i≥0(ai + Ik+1−i) · t̄i und insbesondere ψ(1 + J1) = (1 + I1) nach Konstruktion von

ψ. Außerdem ist für f ∈ Jk und g ∈ Jl mit k, l ∈ N0

(f + Jk+1) · (g + Jl+1) =
∑
i,j≥0

ai · σi(bj) · ti+j + Jk+l+1,

da alle von δ produzierten Terme in Jk+l+1 verschwinden nach der φ(δ)-Invarianz von I.
Damit ist

ψ((f +Jk+1) · (g+Jl+1)) =
∑
i,j≥0

(ai ·σi(bj) + Ik+l+1−(i+j)) · t̄i+j = ψ(f +Jk+1) ·ψ(g+Jl+1)

nach Definition der Multiplikation auf (grI R)[t̄; σ̄]. Insgesamt ist also ψ multiplikativ und
damit ein Ringisomorphismus.

Falls σ automorph ist, gilt φ(σ)(A) = (σ(A)) = σ(A) für alle Ideale A ∈ I(R). Insbesondere
folgt I(R)σ = I(R)σ

−1
, so dass σ̄−1 ein Inverses von σ̄ ist. Damit ist σ̄ automorph.

(iii) Falls grI R noethersch ist, dann ist nach der Verallgemeinerung des Hilbertschen Basissatz
aus (MR01, I.1.2.9 Theorem) auch grI R[t̄; σ̄] noethersch. Über den Ringisomorphismus
aus (ii) ist dann auch grJ R[[t;σ, δ]] ∼= grI R[t̄; σ̄] noethersch. R[[t;σ, δ]] ∼= RN0 ist ein
pseudokompakter R-Linksmodul und da alle Ideale von R abgeschlossen sind, ist auch Jk ⊆
R[[t;σ, δ]] abgeschlossen nach Definition der Produkttopologie und damit pseudokompakt
nach Satz 9.17 (i). Ebenso ist R[[t;σ, δ]]/Jk versehen mit der Quotiententopologie nach
Satz 9.17 (iv) pseudokompakt. Für alle k ∈ N0 ist folgende Sequenz pseudokompakter
R-Linksmoduln exakt

0 −→ Jk −→ R[[t;σ, δ]] −→ R[[t;σ, δ]]/Jk −→ 0,

so dass nach Satz 9.17 (iii) auch der projektive Limes dieser Sequenz exakt ist. Da J nach
Voraussetzung ausschöpfend ist, gilt lim←−k≥0

Jk =
⋂
k∈N0

Jk = 0 und damit ist R[[t;σ, δ]] ∼=
lim←−k≥0

R[[t;σ, δ]]/Jk als pseudokompakte R-Linksmoduln. Da die Verkettung von Vergiss-
funktoren R-TModF,C −→ T op −→ Set nach Satz 9.17 (ii) und Proposition 2.5 bzw.
Satz 2.8 mit Limiten vertauscht und der Vergissfunktor Ring −→ Set Limiten erzeugt,
kann dieser Isomorphismus als Ringisomorphismus aufgefasst werden. Nach Lemma 9.15
ist dann auch R[[t;σ, δ]] noethersch.

2

154



9.3. Noethersche Schiefpotenzreihenringe

9.3.2 Idealspektra pseudokompakter, noetherscher Ringe

Um die Filtrierungstheorie anwenden zu können, muss das Idealspektrums des Koeffizientenrings
gewisse Eigenschaften erfüllen. So besitzt das Idealspektrum noetherscher, pseudokompakter
Ringe in diesem Zusammenhang sehr gute Eigenschaften. Nachdem diese nachgewiesen wurden,
kann mittels der abstrakten Filtrierungstheorie eine geeignete Filtrierung konstruiert werden,
mit deren Hilfe der Nachweis der Noether-Eigenschaft für Schiefpotenzreihenringe gelingt.

Satz 9.17
Es sei R ∈ T Ring ein pseudokompakter Ring. Dann gilt:

(i) Ein Untermodul N ≤ M eines pseudokompakten R-Linksmoduls ist genau dann pseudo-
kompakt, wenn er abgeschlossen ist.

(ii) Der Vergissfunktor R-TModF,C
U−→ T op erzeugt Limiten.

Insbesondere ist R-TModF,C vollständig.

(iii) R-TModF,C ist eine abelsche Kategorie und besitzt exakte projektive Limiten.

(iv) Ist M ∈ R-TModF,C und N ≤ M ein abgeschlossener Untermodul, dann ist auch M/N
versehen mit der Quotiententopologie pseudokompakt.

Beweis.

(i) Es sei M ∈ R-TModF,C und N ≤M ein R-Untermodul versehen mit der Unterraumtopo-
logie. N besitzt eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus den Untermoduln U ∩N mit
U ∈ UM ∩LM . Wegen N/(U ∩N) ∼= (N +U)/U ≤M/U ist auch N/(U ∩N) von endlicher
Länge.

Nach (War93, II. Theorem 7.5) ist N ⊆M genau dann abgeschlossen, wenn N vollständig
ist. Wie gerade gezeigt ist N genau dann vollständig, wenn N pseudokompakt ist.

(ii) Es seien Mi ∈ R-TModF,C . Dann ist M =
∏
iMi versehen mit der Produkttopologie ein

Hausdorff-Raum und vollständig nach (War93, II. Theorem 7.8 (2)). Nach Definition der
Produkttopologie besitzt M eine Umgebungsbasis der 0, bestehend aus Untermoduln der
Form N =

∏
iNi mit Ni ∈ UMi ∩LMi und Ni = Mi für fast alle i. Für ein solches N ≤M

ist M/N ein endliches Produkt von R-Moduln endlicher Länge. Daher ist auch M/N von
endlicher Länge und damit M pseudokompakt.

Es seien M,N ∈ R-TModF,C pseudokompakt, f, g ∈ HomR-TModF,C (M,N) zwei stetige
R-Modulhomomorphismen und h = f − g. Da N ein Hausdorff-Raum und damit {0} ⊆ N
abgeschlossen ist, folgt aufgrund der Stetigkeit von h, dass ebenso kerh = h−1(0) ⊆ M
abgeschlossen und damit nach (i) pseudokompakt ist. Damit bildet kerh ↪−→ M einen
Differenzkern des Paares (f, g).

Wie gezeigt erzeugt der Vergissfunktor U Produkte und Differenzkerne. Wegen (AHS06,
Theorem 12.3) kann jeder (kleine) Limes durch Produkte und Differenzkerne beschrieben
werden, so dass U damit beliebige (kleine) Limiten erzeugt.

(iii) (Gab62, IV.3 Theorem 3)

(iv) Siehe Beweis von (Gab62, IV.3 Theorem 3).

2
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Satz 9.18
Es sei R ∈ T Ring ein pseudokompakter Ring, der noethersch ist. Es bezeichne M = UR-Ab-R(R)
sein Idealspektrum.

(i) Dann ist jedes Ideal I �R abgeschlossen in R.

(ii) Für alle absteigend filtrierten Teilmengen S ⊆M und alle x ∈M gilt x∨
∧
S =

∧
s∈S(x∨s).

(iii) Die Topologie auf R wird von Potenzen des Jacobson-Radikals Jac(R) erzeugt.

Insbesondere wird durch

j : −N0 −→M, −k 7−→ Jac(R)k

eine ausschöpfende Filtrierung j ∈ HomPMon≥,1(−N0,M) definiert, wobei M≥j(−k) endlich
ist für alle k ∈ N0.

Beweis.

(i) Dies folgt aus (VGB97, Proposition 3.10) und Satz 9.17 (i).

(ii) Nach Bemerkung 3.8 kann M = UR-Ab-R(R) als die Menge aller beidseitigen Ideale von
R aufgefasst werden, partiell geordnet durch Inklusion, wobei der Schnitt das Infimum
und die Summe das Supremum einer Teilmenge von UR-Ab-R(R) bildet. Es sei S eine
absteigend filtrierte Menge von Idealen und I ein Ideal von R. Da wegen (i) jedes Ideal I�R
abgeschlossen ist folgt unmittelbar aus (Gab62, IV.3. Proposition 11) das Distributivgesetz
I +

⋂
S =

⋂
J∈S(I + J).

(iii) Dies gilt nach (VGB97, Corollary 3.13). In Folge dessen ist Jac(R)k ⊆ R offen für alle
k ∈ N0 und es gibt ein U ∈ UR ∩ LR mit U ⊆ Jac(R)k. Insbesondere ist R/ Jac(R)k als
Quotient des Moduls R/U selbst von endlicher Länge und damit auch Jac(R)k ∈ UR ∩LR
und es liegen nur endlich viele Ideale von R über Jac(R)k. Da R ein Hausdorff-Raum ist,
gilt

⋂
k∈N0

Jac(R)k = 0, so dass j ausschöpfend ist.

2

9.3.3 Noethersche Schiefpotenzreihenringe über pseudokompakten Ringen

Lemma 9.19 analysiert den Zusammenhang der Noether-Eigenschaft eines filtrierten Rings mit
der seines assoziierten graduierten Rings. Ein notwendiges Kriterium ist die Existenz einer end-
lich erzeugten Filtrierung, die die Ringtopologie erzeugt. Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt,
dass das Idealspektrum eines pseudokompakten, noetherschen Rings gute Eigenschaften besitzt,
die in diesem Abschnitt ausgenutzt werden, um die Existenz einer endlich erzeugten σ- und
δ-invarianten, ausschöpfenden Filtrierung nachzuweisen. Für kommutative Koeffizientenringe
impliziert dies zusammen Ergebnissen des vorherigen Abschnitts, dass auch der Schiefpotenz-
reihenring noethersch ist.

Lemma 9.19
Es seien R ein noetherscher Ring und I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)) eine Idealfiltrierung auf R.
Es gilt:

(i) Falls grI R noethersch ist, dann ist I endlich erzeugt.
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(ii) Falls R zusätzlich kommutativ ist, dann gilt auch die Rückrichtung.

Beweis.

(i) Angenommen I wäre nicht endlich erzeugt. Dann wird die aufsteigende Kette von Idealen

(I1/I2) ⊆ (I1/I2, I2/I3) ⊆ ... ⊆ (I1/I2/, ..., Ik/Ik+1) ⊆ ...

nicht stationär. Denn für alle k ∈ N gibt es ein k < n ∈ N, so dass

In )
∑

m1,...,mr≤k,
m1+...+mr≥n

Im1 · ... · Imr ,

da I nicht endlich erzeugt ist. Daraus resultiert

(I1/I2/, ..., Ik/Ik+1) =
∑

m1,...,mr≤k,
m1+...+mr≥l∈N0

(Im1 · ... · Imr)/Il ( (I1/I2/, ..., In/In+1).

(ii) Es seien nun R kommutativ und I werde von {0, 1, ..., N} erzeugt. Da R noethersch ist,
existieren Erzeuger xk,1, ..., xk,r für jedes Ideal Ik mit k ≤ N . Darüber definiert man
folgende Surjektion:

(R/I1)[T1,1, ..., TN,r] −� grI R, Tk,l 7−→ xk,l + Ik+1 ∈ Ik/Ik+1,

womit grI R als Bild eines Ringhomomorphismus mit noetherscher Quelle ebenfalls noethersch
ist.

2

Satz 9.20
Es seien R ein pseudokompakter, noetherscher Ring σ ∈ AutT Ring(R) und δ eine stetige, σ-
nilpotente σ-Derivation der Art, dass es ein m ∈ N0 gibt mit δ(R)m ⊆ Jac(R). Dann gilt:

• Es gibt eine Filtrierung I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ), die endlich erzeugt, ausschöpfend
und φ(δ)-invariant ist.

• Ist R kommutativ, dann ist nach Lemma 9.19 auch grI R und damit nach Satz 9.16 (iii)
auch der Schiefpotenzreihenring R[[t;σ, δ]] noethersch.

Beweis. Nach Satz 9.18 (ii) und (iii) erfüllt das Idealspektrum I(R) die beiden Bedingungen
aus Satz 8.24, wobei j die von den Potenzen des Jacobson-Radikals erzeugte Filtrierung auf
R ist. Da σ ein Ringautomorphismus ist, sind für alle maximalen Linksideale M �l R auch
σ(M), σ−1(M) �l R maximale Linksideale von R und es gilt M = σ ◦ σ−1(M), so dass

σ(Jac(R)) = σ

 ⋂
M�lR maximal

M

 =
⋂

M�lR maximal

σ(M) =
⋂

M�lR maximal

M = Jac(R)

und damit j ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ) ist. Damit genügt auch I(R)σ den Bedingungen aus
Satz 8.24. Nach Proposition 9.14 induziert δ eine Derivation δ′ = φ(δ)|I(R)σ auf I(R)σ. Da δ
σ-nilpotent ist, ist δ′ nilpotent, und wegen δ(R)m ⊆ Jac(R) gilt δ′(R)m ≤ j(−1). Nach Satz 8.24
existiert dann eine endlich erzeugte δ′-invariante Filtrierung I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ).

2
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9.3.4 Beispiele noetherscher Schiefpotenzreihenringe

Nun folgen ein paar Beispiele, die zeigen, dass die in diesem Kapitel erarbeiteten Bedingungen
für noethersche Schiefpotenzreihenringe die aus (SV06) bekannten Kriterien erweitert.

Im Folgenden seien R ein pseudokompakter Ring, σ ∈ Aut(R) ein stetiger Ringautomorphis-
mus auf R und δ ∈ Derσ eine stetige σ-Derivation. Für alle k ∈ N seien

• Pk = {m = (m1, ...,mr) ∈ Nr;m1 + ...+mr = k}.

• Ak die Menge aller nicht-kommutativen Monome M(X,Y, Z) in drei Variablen X,Y und
Z mit genau k Faktoren in X.

• A≥k =
⋃
k≤i∈NAi.

• ∆k =
∑

m∈Pk
∑

Mi∈Ami
M1(δ, σ, σ−1)(R) · ... ·Mr(δ, σ, σ−1)(R) sowie ∆0 = {1R}.

• Ik = R∆k sowie I0 = R.

(vgl. (SV06))

Bemerkung 9.21
Nach (SV06) gilt für alle k, l ∈ N0, dass

(a) ∆k ·∆l ⊆ ∆k+l,

(b) σ(∆k) = ∆k,

(c) δ(∆k) ⊆ ∆k+1, δ(R∆k+1) ⊆ R∆k+1, δ(∆kR) ⊆ ∆k+1R,

(d) R∆k+1 ⊆ R∆k und

(e) R∆k = ∆kR.

Insbesondere bilden die Ik eine φ(δ)-invariante Filtrierung I ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ), wel-
che im Folgenden als Standard-Filtrierung bezeichnet wird.

Proposition 9.22
Für k ∈ N gilt:

∆k =
k−1∑
i=1

∆i ·∆k−i +
∑
M∈Ak

M(δ, σ, σ−1)(R)

Insbesondere ist auch Ik =
∑k−1

i=1 Ii · Ik−i +
∑

j∈Z(σj ◦ δ(Ik−1)) für alle k ∈ N.

Beweis. Betrachte einen Summanden von ∆k. Es seien m = (m1, ...,mr) ∈ Pk und Mi ∈ Ami
für 1 ≤ i ≤ r.

r = 1: Es folgt m1 = k bzw. M1 ∈ Ak und daher ist M1(δ, σ, σ−1)(R) in der rechten Summe
enthalten.

r ≥ 2: Nach Definition ist

M1(δ, σ, σ−1)(R) · · ·Mr−1(δ, σ, σ−1)(R)︸ ︷︷ ︸
⊆∆k−mr

·Mr(δ, σ, σ−1)(R) ⊆ ∆k−mr ·∆mr

in der linken Summe enthalten.
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Die zweite Inklusion folgt nach Definition der ∆k und Bemerkung 9.21 (a).
2

Lemma 9.23
Für alle x1, ..., xn ∈ R gilt

δ(x1 · ... · xn) =
n∑
i=1

σ(x1) · ... · σ(xi−1) · δ(xi) · xi+1... · xn.

Beweis. Dies zeigt man wie Bemerkung 8.19 per Induktion.
2

Proposition 9.24
Es sei K ein Körper versehen mit der diskreten Topologie. Es ist M = (Nn

0 ,+) mit n ∈ N das dis-
krete, freie, abelsche Monoid in n Erzeugern und daher K[M ] = K[X1, ..., Xn] der Polynomring
über K in n Variablen.

(i) K ist pseudokompakt und es existiert der vollständige Monoidring bzw. Potenzreihenring
R = K[[Nn

0 ]] = K[[X1, ..., Xn]] über K in n Variablen und er trägt nach Definition via
R ∼= KNn0 die Produkttopologie.

(ii) R ist ein pseudokompakter, noetherscher Ring und die offenen Ideale (X1, ..., Xn)k für
k ∈ N0 bilden eine Umgebungsbasis der 0.

(iii) Für Einheiten u1, ..., un ∈ K× und Potenzreihen d1, ..., dn ∈ (X1, ..., Xn) gilt:

a) σ|K = idK und σ(Xi) = uiXi definiert einen eindeutigen, stetigen Ringautomorphis-
mus σ ∈ AutT Ring(R).

b) δ|K = 0 und δ(Xi) = di definiert eine eindeutige, stetige σ-Derivation auf R.

c) Falls δ σ-nilpotent ist, dann existiert der Schiefpotenzreihenring R[[t;σ, δ]] und er ist
noethersch.

Beweis.

(i) DaK diskret ist, bildet das offene Nullideal eine Umgebungsbasis der 0 undK ist vollständig.
Da K ein Körper ist, ist K ∼= K/(0) über sich selbst ein einfacher Modul und insbesondere
von endlicher Länge. Insbesondere ist K damit pseudokompakt.

(ii) Durch den K-Modulisomorphismus R ∼= KNn0 ist R wegen Satz 9.17 (ii) ebenfalls ein
pseudokompakter K-Modul. Über diesen Isomorphismus ist (X1, ..., Xn)k ∼= K(N0)n≥k für
alle k ∈ N0 ein offenes Ideal in R. Insbesondere bilden diese Ideale eine Umgebungsbasis
der 0 in R. Für alle k ∈ N0 ist R/(X1, ..., Xn)k ∼= Kn·k als K-Moduln und damit ein K-
bzw. R-Modul endlicher Länge. Damit ist auch R pseudokompakt. Aus der kommutativen
Algebra ist bekannt, dass R ein noetherscher Ring ist.

(iii) a) Nach der universellen Eigenschaft des freien abelschen Monoids und des vollständigen
Monoidrings aus Proposition 7.7 definiert dies einen stetigen Monoidhomomorphis-
mus Nn

0
σM−→ (R, ·) und darüber einen stetigen Ringendomorphismus σ ∈ EndT Ring(R),

denn das Komplement von σ−1
M ((X1, ..., Xn)k) = (N0)n≥k in Nn

0 ist endlich und damit
kompakt. Per Konstruktion ist σ bijektiv.
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b) Es seien 1 ≤ ij ≤ n für 1 ≤ j ≤ r mit r ∈ N. Damit δ eine Derivation auf R definiert
gilt notwendigerweise

δ(Xi1 · ... ·Xir) =
r∑
j=1

σ(Xi1) · ... · σ(Xij−1) · dj ·Xij+1 · ... ·Xir .

Außerdem muss δ additiv und K-linear sein wegen δ(k · x) = δ(k) · x+ σ(k) · δ(x) =
kδ(x). Damit ist δ als K-Vektorraumhomomorphismus K[X1, ..., Xn] −→ R bereits
vollständig festgelegt. Nun ist δ((X1, ..., Xn)k) ⊆ (X1, ..., Xn)k für k ∈ N0 wegen
obiger Formel und da di ∈ (X1, ..., Xn) ist für alle 1 ≤ i ≤ n. Damit ist δ stetig
bei 0 und damit insgesamt stetig, da diese Ideale eine Umgebungsbasis der 0 bilden.
Da K[X1, ..., Xn] ⊆ R eine dichte Teilmenge ist, gibt es höchstens eine Fortsetzung
von δ auf R. δ kann wegen δ((X1, ..., Xn)k) ⊆ (X1, ..., Xn)k über den projektiven
Limes über alle Quotienten R/(X1, ..., Xn) stetig fortgesetzt werden. Alternativ kann
δ auch explizit über die Darstellung der Elemente aus R als Potenzreihen definiert
werden. Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass δ eine σ-Derivation ist. Dazu seien
f =

∑
X∈Nn0

aX ·X und g =
∑

Y ∈Nn0
bY · Y . Man berechnet

• δ(fg) =
∑

X,Y ∈Nn0
aXbY δ(XY ) und

• δ(f)g + σ(f)δ(g) =
∑

X,Y ∈Nn0
aXbY (δ(X)Y + σ(X)δ(Y )).

Da δ sich auf den Monomen per Konstruktion wie eine σ-Derivation verhält, gilt
δ(XY ) = δ(X)Y + σ(X)δ(Y ), so dass δ damit tatsächlich eine σ-Derivation ist.

c) Die Existenz folgt aus Beispiel 7.24. Nach Satz 9.20 ist R[[t;σ, δ]] noethersch.

2

Beispiel 9.25
Unter den Voraussetzungen von Proposition 9.24 wähle n = 1 und d1 = X2

1 . Dann gilt

(i) δ ist σ-nilpotent, d.h. R[[t;σ, δ]] existiert und ist noethersch.

(ii) Falls vk :=
∑k−1

i=0 u
i
1 ∈ K× für alle k ∈ N0 (also z.B. falls charK = 0 und u1 = 2 ist),

dann ist die Standard-Filtrierung gegeben durch Ik = (Xk+1
1 ) für k ∈ N0 und damit nicht

endlich erzeugt.

Insbesondere ist grI R nach Lemma 9.19 (i) nicht noethersch, so dass (SV06, Lemma 1.4)
nicht ausreicht um zu zeigen, dass R[[t;σ, δ]] noethersch ist.

Beweis.

(i) Für alle k ∈ N0 ist zunächst

δ(Xk
1 ) =

k−1∑
i=0

σ(X1)iδ(X1) ·Xk−1−i
1 =

k−1∑
i=0

ui1 ·Xk+1
1 = vk ·Xk+1

1 .

Induktiv zeigt man dann für alle k ∈ N0, dass δk(X1) = wk ·Xk+1
1 ist mit wk = v1 · ... · vk.

Der Induktionsanfang ist klar. Gilt die Behauptung für k, dann gilt sie wegen folgender
Rechnung auch für k + 1:

δ ◦ δk(X1) = δ(wk ·Xk+1
1 ) = vk+1 · wk ·Xk+2

1 = wk+1

Damit ist insbesondere δk(R) ⊆ (X1)k+1, so dass δ nach Definition 7.23 σ-nilpotent ist,
da die Ideale (X1)k nach Proposition 9.24 (ii) eine Umgebungsbasis der 0 ∈ R bilden.
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(ii) Per Definition ist δ(X1) = u1X
2
1 und damit I1 = (X2

1 ). Wegen δk(X1) = wk · Xk+1
1 und

da nach Voraussetzung vi ∈ K× für 1 ≤ i ≤ k und somit auch wk ∈ K× ist, folgt per
Induktion nach Proposition 9.22, dass Ik = (Xk+1

1 ) ist.

2

Beispiel 9.26
Unter den Voraussetzungen von Proposition 9.24 wähle di = Xi+1 für 1 ≤ i ≤ n−1 und dn = 0.

(i) Durch Jk := (Xm1
1 · ... ·Xmn

n ;m1, ...,mn ∈ N0, k ≤ 0 ·m1 +m2 + 2m3 + ...+ (n− 1)mn) für
k ∈ N wird eine φ(δ)-invariante Filtrierung J ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ) definiert.

Insbesondere ist δ nach Lemma 8.23 σ-nilpotent, d.h. R[[t;σ, δ]] existiert und ist noethersch.

(ii) Für die Standard-Filtrierung gilt dann Ik ⊆ Jk für alle k ∈ N0, d.h. I ≤ J nach Definition
der Halbordnung auf der Menge der Filtrierungen.

Möchte man Lemma (SV06, Lemma 1.4) zum Nachweis der Noether-Eigenschaft verwenden,
müsste die Standard-Filtrierung nicht nur nach oben abgeschätzt, sondern exakt berechnet wer-
den, was weitere Rechnungen nach sich zieht. Möglicherweise müssten außerdem, wie in Beispiel
9.25, Bedingungen an die Einheiten ui gestellt werden. Für Satz 9.20 dagegen genügt schon die
σ-Nilpotenz.

Beweis.

(i) • Da R kommutativ ist, genügt es das Multiplikationsaxiom (F≥) für die erzeugenden
Monome Xm1

1 · ... ·Xmn
n der Ideale Jk nachzuweisen. Aber für alle Erzeuger X ∈ Jk

und Y ∈ Jl gilt per Konstruktion XY ∈ Jk+l, da der Xi-Grad von XY die Summe
der Xi-Grade von X und Y ist. Außerdem ist J0 = R, da 1 = X0

1 · ... ·X0
n ein Erzeuger

ist. Damit ist J eine Filtrierung.

• Da σ angewendet auf Monome lediglich die Multiplikation mit einer Einheit aus K
ist, sind alle Jk invariant unter σ.

• (a) Es sei 1 ≤ i ≤ n und m ∈ N0. Dann ist

δ(Xm
i ) =

m∑
j=1

σ(Xi)j−1δ(Xi) ·Xm−j
i =

m−1∑
j=0

uji


︸ ︷︷ ︸

vi,m:=

·Xm−1
i δ(Xi).

Dies impliziert δ(Xm
n ) = vn,m ·Xm−1

n · 0 = 0 für alle m ∈ N0.

(b) Für X = Xm1
1 · ... ·Xmn

n mit k ≤ 0m1 + 1m2 + ...(n − 1)mn und einem kN0 ist
dann nach (a)

δ(X) =
n∑
i=1

vi,miX
mi−1
i δ(Xi) =

n−1∑
i=1

vi,miX
mi−1
i Xi+1

und jeder Summand ist ein Element von Jk+1, da sich jeweils der Xi-Grad um 1
erniedrigt, dafür der Xi+1-Grad um 1 erhöht, welcher bei der Summenformel um
1 stärker gewichtet wird. Zusammengefasst bedeutet dies also δ(X) ⊆ Jk+1 für
alle monomialen Erzeuger X ∈ Jk.
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(c) Es sei f ∈ R. Dann ist f eine unendliche Summe von K-skalierten Monomen.
Da δ K-linear und additiv ist (nach Konstruktion auch für unendliche Summen),
ist δ(f) unendliche Summe von Bildern von Monomen unter δ und liegt damit
nach (b) für k = 0 in J1. Beachte dazu, dass die entstehende unendliche Summe
(X1, ..., Xn)-adischer Grenzwert einer Folge endlicher Summen ist, welche alle
in J1 liegen. Die Abgeschlossenheit der Ideale in R (nach Proposition 9.24 (ii)
und Satz 9.18 (i)) impliziert dann, dass auch die unendliche Summe in J1 liegt.
Folglich ist δ(R) ⊆ J1.

Es sei nun f ∈ R und X ∈ Jk ein monomialer Erzeuger von Jk der angegebenen
Form für k ≥ 1. Dann ist δ(f ·X) = δ(f)X + σ(f)δ(X) ∈ J1 · Jk + R · Jk+1 ⊆ Jk+1

nach der soeben nachgewiesenen Filtrierungseigenschaft und da δ(R) ⊆ J1 nach (c).
Die Additivität von δ und des Ideals Jk+1 impliziert dann δ(Jk) ⊆ Jk+1, so dass J
schließlich φ(δ)-invariant ist.

(ii) Offenbar ist ∆0 ⊆ J0 und ∆1 =
∑

k∈Z σ
k ◦ δ(R) ⊆ J1 wegen der φ(δ) und σ-Invarianz von

J . Induktiv folgt denn Ik ⊆ Jk für alle k ∈ N0 wegen Proposition 9.22 und da J eine φ(δ)
und σ-invariante Filtrierung ist.

2

Beispiel 9.27
Unter den Voraussetzungen von Proposition 9.24 wähle di = Xi+1 für 1 ≤ i ≤ n−1 und dn = X2

1 .
Beachte: Für n = 1 erhält man wieder Beispiel 9.25.

(i) Mit Jk := (Xm1
1 ·...·Xmn

n ;m1, ...,mn ∈ N0, k ≤ n·m1+(n+1)m2+(n+2)m3+...+(2n−1)mn)
für k ∈ N erhält man eine φ(δ)-invariante Filtrierung J ∈ HomPMon≥,1(−N0, I(R)σ).

Insbesondere ist δ nach Lemma 8.23 σ-nilpotent, d.h. R[[t;σ, δ]] existiert und ist noethersch.

(ii) Für die Standard-Filtrierung gilt dann Ik ⊆ Jk für alle k ∈ N0, d.h. I ≤ J .

Die Standard-Filtrierung I selbst wird bereits für n = 2 zu kompliziert für weitere Berech-
nungen. Aufgrund der Definition von δ werden die Ideale Ik in höheren Graden k nicht
mehr allein von Monomen erzeugt, so dass man bereits am Aufstellen einer geschlossenen
Berechnungsformel für Erzeuger scheitern wird.

Beweis.

(i) Der Beweis verläuft genau wie in Beispiel 9.26. Beachte, dass δ(Xm
n ) = vn,mX

m−1
n X2

1 für
m ∈ N0. Aufgrund der variierten Summenbedingung k ≤ nm1+(n+1)m2+...+(2n−1)mn

gilt auch hier δ(Jk) ⊆ Jk+1 für alle k ∈ N0 und alle monomialen Erzeuger von Jk (vgl. (i)
(b) im Beweis von Beispiel 9.26). 2

(ii) Dies zeigt man auf die gleiche Weise wie in Beispiel 9.26.

2

2Man beachte, dass der Beweis von Lemma 8.21 aus der allgemeinen Filtrierungstheorie analoge Argumente
benutzt.
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9.4 Noethersche vollständige Monoidringe

Zuletzt soll noch ein notwendiges Kriterium für noethersche, vollständige Monoidringe lokal
proendlicher Monoide über ”einfachen“ Koeffizientenringe gestellt werden. Für den Ausbau der
Filtrierungstheorie und die Angabe eines hinreichenden Kriteriums für die Noether-Eigenschaft
bei vollständigen Monoidringen reicht der Platz in dieser Arbeit jedoch nicht aus. Gleiches gilt
für die komplizierteren, vollständigen Schiefmonoidringe.

Interessant ist dennoch, dass man über das notwendige Kriterium eine Art Bewertung auf dem
Monoid erhält, die eine gewisse Ähnlichkeit mit einer p-Bewertung auf einer Gruppe nach (Laz65)
besitzt. Lazard gibt in seiner Arbeit unter anderem auch ein hinreichendes Kriterium für die
Noether-Eigenschaft vollständiger Gruppenringe gewisser proendlicher Gruppen an. Baut man
die Theorie der p-bewerteten Gruppen auf lokal proendliche Monoide aus, lassen sich vielleicht
ähnliche Resultate auch für diese Objektklasse erzielen.

Proposition 9.28
Es seien M ein lokal proendliches, eigentliches Monoid, n eine natürliche Zahl und R = Z/n
versehen mit der diskreten Topologie.
Wenn R[[M ]] noethersch ist, dann gibt es eine Kette von Kongruenzen M ×M = S0 ⊇ S1 ⊇ ...
auf M mit folgenden Eigenschaften:

(i) M/Sk ist endlich und diskret für alle k ∈ N0.

(ii) aSkb =⇒ anSknb
n für alle a, b ∈M und k ∈ N.

(iii) an
r
Snkb

nr =⇒ an
k
Snkb

nk für alle a, b ∈M und k, r ∈ N.

Beweis. Für alle S ∈ CongO(M̂) ist M̂/S endlich und folglich R[M̂/S]/(πS(0)) ∼= R(M̂/S)\{πS(0)}

ein endlicher Ring, da R = Z/n endlich ist. Wegen Proposition 7.17 (ii) ist dann R[[M ]] ∼=
lim←−S∈CongO(M̂)

R[M̂/S]/(πS(0)) ein proendlicher Ring und damit insbesondere pseudokompakt.
Nach (VGB97, Corollary 3.13) wird dann die Topologie auf R[[M ]] von Potenzen des Jacobson-
Radikals J = Jac(R[[M ]]) erzeugt. Insbesondere ist Jk ⊆ R[[M ]] für alle k ∈ N offen und folglich
R[[M ]]/Jk diskret. Außerdem muss R[[M ]]/Jk endlich sein, denn andernfalls induzierten die
Nebenklassen von Jk eine unendliche, disjunkte offene Überdeckung von R[[M ]] im Widerspruch

zur Kompaktheit. Da R[[M ]] vollständig ist, gilt wegen Lemma 6.4 insbesondere R[[M ]]
φ∼=

lim←−k∈NR[[M ]]/Jk. Für jedes k ∈ N erhält man einen stetigen Monoidhomomorphismus

fk : M
ιM
↪−→ (R[M ], ·) ↪−→ (R[[M ]], ·) −� (R[[M ]]/Jk, ·).

Da der projektive Limes die Initialtopologie bezüglich der Limesprojektionen trägt, zeigt der
topologische Isomorphismus φ, dass auch R[[M ]] die Initialtopologie bezüglich der Projektionen
R[[M ]] −� R[[M ]]/Jk trägt. Da M unter den angegebenen Inklusionen topologisch isomorph
in R[M ] bzw. R[[M ]] eingebettet ist, trägt M die Initialtopologie bezüglich der fk. Jedes fk

korrespondiert zu einer eindeutigen Kongruenz Sk auf M mit M/Sk
fk∼= fk(M).

(i) Es ist M/Sk ∼= fk(M) ⊆ R[[M ]]/Jk endlich und diskret, da R[[M ]]/Jk dies ist.

(ii) Für alle a, b ∈M und 0 < k ∈ N gilt aSkb genau dann, wenn a−b ∈ Jk ist. Da R und daher
auch der Ring R[[M ]] die Charakteristik n besitzen, gilt an− bn = (a− b)n ∈ (Jk)n = Jkn

also anSknbn.
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(iii) Es seien a, b ∈M mit an
r
Snkb

nr mit k, r ∈ N, also (a− b)nr = an
r − bnr ∈ Jnk . Dann gibt

es einen eindeutigen Ringhomomorphismus

f : R[X]/(Xnr) −→ R[[M ]]/Jn
k
, f |R = idR, X 7−→ a− b+ Jn

k
.

Das Jacobson-Radikal von R[[M ]]/Jn
k

ist der Durchschnitt aller maximalen Linksideale
von R[[M ]], die Jn

k
enthalten, modulo Jn

k
, also J/Jn

k
, da Jn

k ⊆ J in jedem maxi-
malen Linksideal enthalten ist. Das Jacobson-Radikal von R[X]/(Xnr) ist dementspre-
chend (X)/(Xnr). Da Ringhomomorphismen das Jacobson-Radikal des Quellrings in das
Jacobson-Radikal des Zielrings abbilden gilt f(X + (Xnr)) = a − b + Jn

k ∈ J/Jnk bzw.
an

k − bnk + Jn
k·nk = (a− b+ Jn

k
)n
k ∈ (J/Jn

k
)n
k

= 0 und damit an
k
Snkb

nk .

2

Bemerkung 9.29
Unter den Voraussetzungen von Proposition 9.28 induzieren die Kongruenzen Sk eine Abbildung

ν : M ×M −→ (0,∞], (x, y) 7−→ logn (sup{k ∈ N; xSky}) + 1,

die für a, b, c, d ∈M folgende Eigenschaften erfüllt:

(i) ν(ab, cd) ≥ min(ν(a, c), ν(b, d)).

(ii) ν(an, bn) ≥ ν(a, b) + 1.

Beweis.

(i) Setze x = min(ν(a, b), ν(c, d)) und y := nx−1. Dann gilt aSyb und cSyd nach Definition
von ν und da S0 ⊇ S1 ⊇ ... ist. Folglich ist auch (ac)Sy(bd), da Sy eine Kongruenz auf M
ist. Dies impliziert ν(ac, bd) ≥ logn(y) + 1 = x = min(ν(a, b), ν(c, d)).

(ii) Setze y = nν(a,b)−1. Dann ist aSyb und nach Proposition 9.28 (ii) gilt anSynbn. Nach
Definition von ν ist dann ν(an, bn) ≥ logn(yn) + 1 = logn(y) + 2 = ν(a, b) + 1.

2
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Ausblick

Während sich die vorliegende Arbeit in erster Linie mit der reinen Konstruktion vollständiger
Schiefmonoidringe beschäftigt, reicht der Rahmen einer Diplomarbeit nicht aus um diese Objek-
te vollständig zu analysieren. Eine genaue Untersuchung noetherscher, vollständiger Schiefmo-
noidringe konnte nur für den Spezialfall der Schiefpotenzreihenringe angegeben werden. Ausge-
hend von Proposition 9.28 könnte man versuchen Bedingungen zu finden eine ähnliche Äquiva-
lenz wie in Korollar 9.8 auch für vollständige Monoidringe zu beweisen. Da man eine ähnliche
allgemeine Aussage für p-adische analytische Gruppen hat (siehe (SSS00, Theorem 5.1.3)), ist der
vermutete Zusammenhang zwischen der Noether-Eigenschaft des lokal proendlichen, eigentlichen
Monoids und der des vollständigen Monoidrings nicht vollkommen unbegründet. Im Gegenteil
suggeriert die Aussage von Bemerkung 9.29 wie man analog den Begriff eines p-bewerteten Mo-
noids einführen müsste. Für n = p verhält sich die dort definierte ”p-Bewertung“ ν ähnlich
wie eine p-Bewertung auf einer Gruppe. Es gilt dann herauszufinden, wie man die Axiome für
eine p-Bewertung für Monoide definieren muss, um die Theorie der p-bewerteten Gruppen auf
Monoide so weit wie möglich übertragen zu können.

Da die Definition 9.1 von noetherschen Monoiden sehr allgemein gehalten ist, könnte man
sich weiter fragen, wie sich diese Eigenschaft unter Funktoren zwischen monoidalen Kategorien
verhält. Ein monoidaler Funktor zwischen zwei monoidalen Kategorien ist ein Funktor, der die
monoidale Struktur respektiert, d.h. gewisse Kohärenzbedingungen erfüllt. Ein solcher Funktor
induziert dann immer einen Funktor zwischen den Monoidkategorien. Hat man eine Adjunktion
zwischen monoidalen Kategorien bestehend aus zwei monoidalen Funktoren, dann überträgt
sich die Noether-Eigenschaft über Einheit und Koeinheit. Es stellt sich heraus, dass viele der
betrachteten Funktoren monoidal sind. Beispielsweise der Vergissfunktor Ab U−→ Set und der
freie Funktor Set F−→ Ab. Bemerkung 9.5 macht sich genau diesen Zusammenhang über die
Einheit dieser Adjunktion (siehe Korollar 4.7) zunutze. Man könnte die Frage nach der Noether-
Eigenschaft im (vollständigen) Monoidring also als Spezialfall folgender Frage auffassen: Unter
welchen Bedingungen bleibt die Noether-Eigenschaft von Monoiden unter Bildern monoidaler,
adjungierter Funktoren erhalten?

Schaut man sich die Definition monoidaler Funktoren an, so bemerkt man eine gewisse Ähn-
lichkeit zu den in Kapitel 8 definierten Filtrierungen. In der Tat sind Filtrierungen, d.h. Mor-
phismen der Kategorien PMon≥,1, monoidale Funktoren, wenn man ein partiell geordnetes
Monoid wie in Bemerkung 8.4 als monoidale Kategorie auffasst. Die in Kapitel 8 entwickelte
Theorie umfasst unter anderem auch Adjunktionen von Filtrierungen. Vielleicht lassen sich die
dort erarbeiteten Eigenschaften auch auf monoidale Funktoren übertragen. Da die Filtrierungen
ja unmittelbar im Zusammenhang mit dem Nachweis der Noether-Eigenschaft standen, könnte
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man sich überlegen, ob sich daraus eine allgemeinere Noether-Theorie für adjungierte, monoidale
Funktoren ableiten ließen.

Abgesehen von der Fortsetzung der Noether-Eigenschaft könnte man versuchen auch ande-
re Eigenschaften über monoidale Funktoren auf Monoide anderer Kategorien übertragen. In-
teressant wäre es sicher auch, K-Theorie unter diesem Aspekt zu betreiben. In (CM10) wird
eine K-Theorie für Monoide definiert. Anhand dessen könnte man auch versuchen K-Theorie
für (lokal) proendliche, eigentliche Monoide definieren. Wie jedoch in Abschnitt 5.1.5 gesehen,
verhält sich die Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen Räume in Bezug auf Limiten und
Kolimiten sehr schlecht. Wesentlich besser dagegen verhält sich die Kategorie der punktierten
proendlichen Räume bzw. Monoide. Man kann zeigen, dass diese vollständig und kovollständig
ist und es eine Adjunktion zwischen der Kategorie der proendlichen Räume und der der punk-
tierten proendlichen Räume gibt. Weiterhin wird diese Kategorie zusammen mit dem Smash-
Produkt topologischer Räume eine monoidale Kategorie, dessen Monoide das Konzept der lokal
proendlichen, eigentlichen Monoide verallgemeinert. Die Ein-Punkt-Kompaktifizierung definiert
dann einen treuen, monoidalen Funktor von der Kategorie der lokal proendlichen, eigentlichen
Räume in die Kategorie der punktierten proendlichen Räume. Weiterhin lassen sich aufgrund
der Kovollständigkeit der Kategorie der punktierten proendlichen Räume Tensorprodukte von
punktierten proendlichenM -Mengen über einem punktierten proendlichen MonoidM definieren.
Diese Überlegungen sind zum Teil von mir auch schon mathematisch korrekt erarbeitet, finden
jedoch keinen Platz in der Diplomarbeit, da sie deren Rahmen sprengen würden. Voraussichtlich
werde ich sie in meiner geplanten Doktorarbeit eingehender erforschen.

Eine abstraktere Fragestellung wäre ähnlich wie beim Begriff (ko-)noetherscher Monoide, ob
und wie sich die K-Gruppen eines Monoids unter monoidalen Funktoren verhalten. Gibt es
vielleicht Homomorphismen zwischen den K-Gruppen eines (punktierten proendlichen) Monoids
in die K-Gruppen des assoziierten (vollständigen) Monoidrings? Unter welchen Bedingungen
lässt sich eine K-Theorie für Monoide einer monoidalen Kategorie definieren?

166



Literaturverzeichnis
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