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Kapitel 1: Analysis auf

Vektorraumen

81 Differentialrechnung

1.1 ERINNERUNG

Sei E ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber R, dann gibt es eine eindeutig bestimm-
te ganze Zahl n > 0, genannt die Dimension von E (dim F = n), sodass E isomorph
zum R” ist. Sei ¢ : £ — R" ein solcher Isomorphismus, dann heifft eine Teilmenge
U C FE offen, wenn die ihr entsprechende Menge o(U) C R™ offen ist. Diese Definiti-
on héngt offensichtlich nicht von der Wahl des Isomorphismus ab (vgl. 1.9 Seite .
Ferner lassen sich analog andere topologischen Begriffe (Abgeschlossenheit, Konvergenz,
Umgebung, Kompaktheit, Stetigkeit...) vom R™ auf beliebige endlich dimensionale Vek-
torraume iibertragen.

Unter einer Norm || - || auf £ versteht man eine Abbildung, die jedem Vektor a € E eine

nicht-negative reelle Zahl ||a|| zuordnet, sodass fir a,b € E, ¢ € R gilt

(1) lle-all = fe] - |lall
(ii) fla +b]] < |lal[ + [[]]
(ili) |la|| =0« a=0.

Eine solche Norm lisst sich durch die Ubertragung einer Standardnorm des R™ mittels
eines Isomorphismus o : ' — R" konstruieren. Derart konstruierte Normen auf einem
endlich dimensionalen Vektorraum sind offensichtlich dquivalent (d.h. es gibt Konstanten

c1, ¢ € Re||al|y < elalla, [[alle < ellally).
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1.2 DEFINITION

Seien U C FE offen, V C F offen, a € U und f : U — V, dann heiftt f differenzierbar in
a, falls es eine lineare Abbildung J(f,a) : E — F gibt, s.d.

f(x) = fla) = J(f,a)(x — a) + r(z)

wobei |T(x) "3 0 (unabhingig von der gewihlten Norm).

|lz—all

1.3 BEISPIEL

() V=W =R:J(f,a)(x —a) = f(a)(z — a)
(i) V=R W =R: J(f,a) & (£(a), ., 2 (a)),
f@) = fa) = (@) (@1 —ar) + .. + aazf (a)(xn — an) + 7(z)
(iii) U C R™ offen, V C R™ offen, f: U =V, f(z) = (fl(x), o Jm(2))

f differenzierbar < alle f; differenzierbar (i = 1,...,m)
g_ﬁ(a) %(a)
J(f,a): : : , zugehorige (Funktional-) Matrix
) o Yela)
BEMERKUNG

Fiir die einer Matrix A zugeordnete lineare Abbildung L 4 ist es niitzlich die Elemente von
R™, R™ ausnahmsweise als Spaltenvektoren zu schreiben, dann ist ndmlich La(z) = A-x

wobei A - x das gewohnliche Matrixprodukt bezeichnet. Demnach gilt

n

La(z) =y & yizzazj%‘ (1<i<m)

J=1

und es wird héufig A(z) oder Az anstelle von L 4(x) geschrieben.

1.4 SArz (KETTENREGEL)

Seien E, F,G endli. dim. R-VR, U C E, V C F, W C @ alle offen, U -5 v -2 @
und @ € U. Wenn nun f in a differenzierbar ist und ¢ in f(a) diff’bar ist, dann ist
go f:U — W in a differenzierbar mit J(go f,a) = J(g, f(a)) - J(f,a).
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Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen §1 Differentialrechnung

1.5 DEFINITION

(i) Seien U C E, V C F beide offen, f: U — V, J(f,a) € Hom(FE, F'), dann heifst f
stetig differenzierbar, falls f fiir alle a € U differenzierbar ist und die Abbildung
U — Hom(FE, F),a+— J(f,a) stetig ist
(ii) C*(U, V) = Menge aller k-fach stetig diff’baren Abbildungen U — V, k € N
(iii) C=(U,V) = C*(U,V)

keN
(iv) CO={f:U — V| f ist stetig}

1.6 DEFINITION

Seien U,V C FE offen, f: U — V, dann heifst f Diffeomorphismus, wenn
(i) f bijektiv ist

(i) feC*

(iii) f~teCk

BEISPIEL

E =R, f(x) = 23 bijektiv, aber /z nicht differenzierbar in 0

1.7 SATZ FUR UMKEHRBARE FUNKTIONEN

Sei E endlich dimensionaler R-VR und f eine k-fach stetig differenzierbare Abbildung
zwischen offenen Teilmengen U und V von E, also f € C*(U,V), k > 0. Sei wei-

ter J(f,a)fiir einen Punkt a € U ein Isomorphismus, dann existiert eine kleine offene

f
Umgebung a € Uy C U, s.d. Vj = f(Up) ebenfalls offen ist und U, L@ Vo ein C*k-

Diffeomorphismus ist.

Zusitzlich gilt dann fiir die Ableitung der (lokalen) Umkehrabbildung g : Vo — Uy
J(g. f(x)) = J(f,2)7"

(Durch Anwendung der Kettenregel auf g(f(z)))

Als Folgerung aus dem Satz fiir umkehrbare Funktionen erhélt man den Satz fiir impli-
zite Funktionen. Dazu wird ausgenutzt, dass eine m x n-Matrix A vom Rang m zu einer

quadratischen, invertierbaren Matrix A = (g) erganzt werden kann.
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Dazu seien U C R™, V' C R™ beide offen, f : U — V stetig differenzierbar und a € U,
s.d. der Rang der Funktionalmatrix J(f,a) gleich m ist (insbesondere ist m < n). Nun

werden die Kompenenten fi, ..., f,, durch lineare Funktionen f,,.1, ..., f, der Form

filxr, . xy) = Zbijl‘j (m<j<mn)
i=1

erginzt, s.d. die Funktionalmatrix J(f,a) der Abbildung

f:U =R f(x) = (fi(a), ..., fu(2))

invertierbar ist. Nun kann der Satz fiir umkehrbare Funktionen auf f angewendet werden.

1.8 SATZ FUR IMPLIZITE FUNKTIONEN

Seien U C R” offen und f : U — R™ eine C*-differenzierbare Abbildung. Thre Nullstel-
lenmenge sei

X ={acU]| f(x) =0}

Man nehme an, dass die Funktionalmatrix J(f,a) fiir jedes a € X den Rang m habe.
Dann gibt es zu jedem a € X eine offene Umgebung a € Uy C U und einen C*-
Diffeomorphismus ¢ : Uy — Vj auf eine offene Teilmenge V C R s.d.

o XNUy) =4{y € Vo | Yn-ms1 = ... = yn = 0}.

Betrachtet man die Menge
W = {(.1'1, ...,(’En,1) ’ (xl, ...,i[)n,o, ,O) S ‘/0},

die offenbar offene Teilmenge des R"™™ ist, stellt man fest, dass ¢ einen Homo6omor-
phismus X N Uy — W induziert. X sieht also lokal wie eine offene Menge in R"™™

aus.
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§2 Topologische Grundbegriffe

2.1 DEFINITION

Sei U C X C R", dann heifit U relativ offen in X, wenn es eine offene Menge V' C R"
gibt, s.d. V. =U N X. Ist X = R", so heikt U offen in R™. Jedoch ist z.B. (—1, 1] offen
n [—1, 1], aber nicht in R.

2.2 DEFINITION

Seien X CR" Y C R™ und f : X — Y eine Abbildung. f heift stetig, genau dann,
wenn das Urbild U = f~1(V) jeder offenen Teilmange V C Y in X offen ist.
Dabei soll V- C Y offen bedeuten, dass V relativ offen in Y ist.

2.3 DEFINITION

Eine Teilmenge K C R ist genau dann kompakt, wenn es zu jeder Familie in R" offener
Teilmengen (U;);e; mit der Eigenschaft K C [ J U; eine endliche Teilmenge J C I mit
der Eigenschaft K C J U; existiert. !

Eine dquivalente Deﬁiﬁiion der Kompaktheit ist durch relative Offenheit gegeben:

Eine Teilmenge K C R" ist genau dann kompakt, wenn es zu jeder Familie in K offener
Teilmengen (U;);c; mit der Eigenschaft K = (J U; eine endliche Teilmenge J C I mit
der Eigenschaft K = UJ U, existiert. “

i€

BEMERKUNG
Seien K C R", L C R™ Teilmengen und es existiere f : K — L ein Hom&omorphismus

(d.h. f ist bijektiv, stetig mit stetiger Umkehrabbildung), dann gilt

K ist kompakt < L ist kompakt.

Eine wichtige Figenschaft des R™ (bzw. offener Teilmengen X C R™) ist, dass es eine
abzdhlbare Basis der Topologie gibt, d.h. es existiert eine abzdhlbare Familie (U;);er
offener Teile U; C X, sodass jede offene Teilmenge als Vereinigung von U; geschrieben

werden kann.
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§3 Radonmalie

3.1 ERINNERUNG

Fiir einen lokal kompakten topologischen Raum X mit abzédhlbarer Basis der Topologie
und eine Abbildung f : X — R heift

supp(f) = {z € X | f(x) # 0}

Triger der Funktion f. Mit CZ(X) bezeichnet man die Menge aller stetigen Funktionen
mit kompaktem Triger. Es existiert dann eine Folge (f,,)nen, fn € C2(X) mit K, dem

Tréager von f,, s.d.

i) 0<fi<fo<.

(ii) fiir festes x € X ist die Folge (fn(x))nen unbeschrankt
(ifi) K, C K> C ...

(iv) X = K1 UKy U... (X ist also o-kompakt)

Es ldsst sich ferner erreichen, dass K, in dem Inneren von K, ., K, liegt.

3.2 DEFINITION

Ein Radonmafs auf X ist eine lineare Abbildung
I:C(X)—=R

mit der Eigenschaft

I(f) > Ofiir f > 0.

BEISPIEL

Ist X =R, dann ist ein Radonmafs gegeben durch

1= [ s

Dabei handelt es sich nicht um ein echtes uneigentliches Integral, da f einen kompatken
Trager hat. Es geniigt also von —C' bis C' zu integrieren, solange C' so gewahlt ist, dass
f(z) =0 fir || > C.

Dieses RadonmaR lésst sich leicht auf den R" ausdehnen. Fiir f € C2(R") wihle man
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Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen §3 Radonmafse

dazu C' € R so, dass f auferhalb von [-C,C]" verschwindet und definiert

c c
I(f) = /C---/Cf(xl,...,xn)dxl---dxn

durch iterierte Integrale. Diese Festlegung ist wohldefiniert, denn definiert man rekursiv
Fy(2?, ... 2") = / ft, 2% . a™)dt € CA(R"),

da aus supp(f) C [-C,C]" folgt supp(Fy) C [-C,C]""!, und fiir ¢ > 2
Fi(z™, .. ™) ::/ Fi_i(t, 2™ .. 2™)dt,
—C

dann ist F,, = I(f).
Allgemein verwendet man die Schreibweise

1) = [ fis
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84 Daniell-Lebesgue Prozess

Man erweitert die Menge der reellen Zahlen R durch das Symbol “occ®; s.d. die folgenden

Rechenregeln gelten:
a+o0o=00+a=o00 fiiraeRU{oco}

a-00=00-a=o00 firaé€R.oU{oco}

a<oo firalleae€RU{occ}.

4.1 DEFINITION

Eine Funktion f : X — R U {oo} heift Baire’sch, falls eine Folge (f,)nen, fn € C2(X)
mit
fi < fa<..ound f(x) =sup{f.(z) | n € N}

existiert. Die Menge der Baire’schen Funktionen wird mit B¥(X) = BT bezeichnet. Man

definiert das Baire’sche Integral fiir f € BT durch

IRaire =sup{l(g) | ¢ < f,g € Co(X)}.

Stetige Funktionen mit kompaktem Tréger sind trivialerweise Baire’sch (durch die Folge
[, [, f,...), daher gilt fiir diese Ig,;0 = I(f) und man schreibt allgemein einfach I(f).

BEMERKUNG

(i) Unmittelbar aus der Definition des Baire’schen Integrals folgt

f<g = I(f) <I(g)

(ii) Die Funktion “identisch oo* ist Baire’sch (vgl. Ubungsaufgabe), daher existiert zu
jeder Funktion f: X — R ein h € BT mit |f| < h und man definiert

[ fl[s :==Inf{I(h) [ h > |f|,h € B} € RU {oc}
(iii) ||f]|1 erfillt die Eigenschaften:

NCflle = [CL- AL L+ gl < {11k + gl 111 = 0.
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Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen §4 Daniell-Lebesgue Prozess

Damit dhnelt || - ||; stark einer Norm.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

4.2 DEFINITION
Eine Funktion f : X — R heifit integrierbar, falls es zu jedem ¢ > 0 eine Funktion
g € CA(X) gibt, s.d.

1f =gl <e

Die Menge aller integrierbaren Funktionen wird mit £'(X, dz) bezeichnet.

BEMERKUNG

Zu jeder Funktion f € L£(X,dr) existiert eine Folge stetiger Funktionen (f,)nen, s.d.
||f — fal|1 fiir alle n € N endlich ist und gegen Null konvergiert. Ferner definiert man

Tim I(fn) =: Ip,eb(f)-

Diese Festlegung ist unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge, denn fiir

eine weitere Folge (gm)m € N gilt

[<fn)_[(gm) = [<fn_gm) S [(|fn_gm‘) = an_gmHl g an_le"i_Hgm_le — 07

also limsup(I(f,) — I(gm)) < 0.

7,M—00
Analog ist —liminf(/(f,) — I(gm)) = limsup(—1(f,) + I(gm)) < 0.
n,Mm—00 n,m—00
Weiterhin gilt:
Ist fe Bt und I(f) < oo (z.B. f e C.(X)), soist I(f) = I, (f)-

Daher verwendet man fiir beliebige integrierbare Funktionen die Bezeichnung

Ien(f) = I(f) = /X fd.

4.3 THEOREM

(LY(X,dz),I) hat folgende Eigenschaften:
(i) £Y(X,dz) ist ein Vektorraum.
(ii) Das Integral I ist linear.
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§4 Daniell-Lebesgue Prozess Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen

(iii) Das Integral ist positiv derart, dass f > 0 = I(f) > 0.

(iv) fe LNX,dr) = |f] € LY X, dx).

(v) Seien f,g: X — R und es existiere eine Nullmenge A C X (d.h. 14 € £Y(X, dz)
mit /(14) = 0), s.d. f und g aukerhalb von A iibereinstimmen. Es gilt dann

feLiX,dr) & g€ LYX,dr)

/X fdr = /X gdz.

(vi) Sei (fn)nen monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen, s.d. die Folge der

und falls f,g € £LY(X, dz)

Integrale (I(f,))nen beschrankt ist. Dann ist existiert eine Nullmenge A C X, s.d.

fn(z) fiir alle x auferhalb von A konvergiert und die durch

lim f,(x) =& A,
M:{mm ¢

0 sonst

definierte Funktion ist integrierbar mit

/Xf(x)d:v: lim | fa(o)

n—oo

(Satz von Beppo Levi oder Satz iiber die monotone Konvergenz)
(vii) Sei (fn(z))nen punktweise konvergent mit f, € L£}(X,dz) und es existiere eine

integrierbare Funktion g, s.d.
[fu(@)] <lg(z)] VzeX,neN,

dann ist die Grenzfunktion f(x) = lim f,(x) integrierbar und es gilt
n— o0

/Xf(x)dx: lim an(q:)

n—oo

(Lebesgue’scher Grenzwertsatz oder Satz iiber die dominierte Konvergenz)
(viii) Eine Funktion f heift messbar, wenn fiir jedes h € C.(X), h > 0 die abgeschnit-

tene Funktion

0 sonst

fule) = { flz) ()] < hia),
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Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen §4 Daniell-Lebesgue Prozess

integrierbar ist. Fiir messbare Funktionen f,¢g und eine Folge (f,,)nen messbarer
Funktionen sind f 4 ¢ messbar und lim f,, messbar. Ferner sind stetige Funktionen
messbar. B

(ix) Ist f stetig auf einer offenen Teilmenge U C X, dann ist f messbar, und ist f
stetig auf einer abgeschlossenen Teilmenge A C X, so ist f messbar.

(x) Fiir integrierbare Funktionen gilt

11 = /X \fldz.

4.4 SATZ VON FUBINI

Sei f: X xY — R eine integrierbare Funktion (dabei ist X x Y der Produktraum mit
Produktmaft dxdy analog zu R™), dann ist die Menge aller y € Y, fiir welche f(x,y) als
Funktion auf X nicht integrierbar ist eine Nullmenge B C Y. Definiert man fiir diese

Ausnahmemenge (nur fiir die Zwecke dieses Satzes)

/ flx,y)dxdy :=0 firye B
X

so gilt, dass die erhaltene Funktion von x integrierbar ist. Ebenso kann man die Rollen

von x und y vertauschen, s.d. insgesamt gilt

Xxyf@"’?/)dffdy:/x(/Yf(x,y)dy) d:cz/y(/Xf(x,y)dx> dy.

DEFINITION

Bezeichnet man mit A die Menge aller Nullfunktionen f : X — R (d.h. f = 0 aufer-
halb von Nullmengen), dann ist A C £'(X) ein Untervektorraum und man hat eine

Aquivalenzrelation

f~g & f-geN,

d.h. f und ¢ sind dquivalent, wenn sie auflerhalb einer geeigneten Nullmenge iiberein-
stimmen. Fiir f € £!(X) bezeichnet dann

[fl={9€Li(x)g~ f}
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§4 Daniell-Lebesgue Prozess Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen

die Aquivalenzklasse von f und es ist einfach ersichtlich, dass die Festlegungen
[f +91:=[f1+ g}, [Cf] == CIf]
nicht von der Wahl der Repréasentanten abhangen. Ebenso ist auch

1AM = 111

unabhéngig von der Wahl des Reprasentanten definierbar.

BEMERKUNG

Da es auf Nullfunktionen oftmals nicht ankommt betrachtet man den Faktorraum

L= ‘Cl//\/,

der gerade die Menge aller Aquivalenzklassen ist und durch die festgelegten Operationen

wieder zu einem Vektorraum wird. Ferner gilt durch die Bildung des Faktorraums jetzt

Al =1l =0 < [f]=0,

d.h. LY(X) ist durch || - ||; sogar ein normierter Raum.
4.5 SATZ
(LY(X),]| - |]1) ist ein Banachraum, d.h. wenn fiir eine Folge integrierbarer Funktionen

(fu)nen zu jedem € > 0 ein N = N(e) € N existiert mit || f, — fm||1 < € fiir alle n,m > N,

n—oo

dann gibt es eine integrierbare Funktion f mit ||f — f.|l1 — 0.

Hierbei ist auf den Zusammenhang zwischen || - ||;-Konvergenz und punktweiser Kon-

vergenz hinzuweisen.

4.6 SATZ

Seien (f,)ne eine Folge integrierbarer Funktionen und f eine weitere integrierbare Funk-
n—oo

tion mit ||f — fu|li — 0, dann gibt es eine Teilfolge (f,,), welche aufserhalb einer

geeigneten Nullmenge punktweise gegen f konvergiert.
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Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen §4 Daniell-Lebesgue Prozess

Der Raum £'(X) lisst sich auch etwas allgemeiner fiir p € R, p > 1 definieren:
LP(X) =LP :={f: X — Rmessbar | f? integrierbar}

Dabei stimmt fiir p = 1 diese Definition natiirlich mit dem urspriinglichen £! iiberein.
Fir f € L£P definiert man nun die Abbildung

111l = { /X o

Fiir diese gilt analog zur Dreiecksungleichung die Minkowski’sche Ungleichung

1+ gllo < 1F1ls + Ngllp-

Ergénzend definiert man noch £°(X) durch einen erweiterten Beschrinktheitsbegriff.
Eine Funktion f : X — R heilt im Wesentlichen beschrankt, falls es eine Konstante
C € R gibt, s.d. |f(z)] < C aufserhalb einer geeigneten Nullmenge ist. Damit setzt man

LX) :={f: X — Rmessbar | f ist im Wesentlichen beschrankt}

und
| flloo :=inf{C € R | f wird durch C' im Wesentlichen beschrénkt}.

Die Menge aller Nullfunktionen N ist dann wieder ein Untervektorraum von £? und mit

p
=L

ist (LP(X),]| - ||,) normierter Raum.

4.7 SATZ

(LP(X), || - ||p) ist ein Banachraum fiir 1 <p < oo

BEMERKUNG

Ein besonders wichtiger Fall ist dabei p = 2, da fiir f,g € £L3(X) fg integrierbar ist und

somit ein Skalarprodukt

(f.g) = /X f(2)g(x)dz
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§4 Daniell-Lebesgue Prozess Kapitel 1: Analysis auf Vektorrdumen

definiert werden kann. Ferner gilt dann

12 = V{5 )

und die Minkoswki’sche Ungleichung folgt aus der Cauchy-Schwartz’schen Ungleichung.

4.8 DEFINITION

Ein Préhilbertraum ist ein R-Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt, d.h. einer
positiv definiten, symmetrischen Bilinearform.

Ein Hilbertraum ist ein Paar (H, (-,-)) bestehend aus einem Vektorraum H und einer
positiv definiten, symmetrischen Bilinearform, s.d. (H,z \/W) ein Banachraum

ist.

4.9 SATZ

(L?(X), (-,-)) ist ein Hilbertraum.

4.10 TRANSFORMATIONSSATZ

Sei ¢ ein C''-Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen U und V' des R™ und f :
V' — R" integrierbar, dann ist auch die Funktion z — f(¢(x))|det J(p, )| integrierbar
und es gilt

/U F ()] det J(p, z)|dx = /V f(w)dy.
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Kapitel 2: Glatte Mannigfaltigkeiten

§1 Karten & glatte Abbildungen

1.1 DEFINITION

Sei X ein lokal kompakter topologischer Raum mit abzahlbarer Basis der Topologie. Eine
Karte auf X ist ein Homéomorphismus ¢ : U, — V,, mit U, C X offen und V,, C R"

offen fiir ein geeignetes ny .

1.2 DEFINITION

Sei X lokal kompakt mit abzdhlbarer Basis der Topologie, dann heifit X topologische

Mannigfaltigkeit, wenn jeder Punkt x € X in einer Karte enthalten ist.

BEMERKUNG

Fiir zwei Karten ¢ : U, — V,, ¢ : Uy — V,, auf X sind ¢(U, N Uy) bzw. (U, N Uy)
offen in V,, bzw. V;, und die Abbildung

(U, N Uy) — YU, NUy),z — 1o o
ist ein Homoomorphismus. Dieser heift Kartenwechselabbildung und wird einfach mit
Yoy Uy NUy) — (U, NUy)

bezeichnet.
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§1 Karten & glatte Abbildungen Kapitel 2: Glatte Mannigtfaltigkeiten

1.3 DEFINITION

Zwei Karten heifsen differenzierbar vertraglich, falls die Kartenwechselabbildung ein Dif-
feomorphismus ist.
Im Folgenden soll Differenzierbarkeit bzw. Glitte immer im C'*°-Sinne verstanden werde.

1.4 DEFINITION

Ein Atlas A auf X ist eine Menge von Karten, deren Definitionsbereiche X génzlich

X:UUU.

oceA

iiberdecken

1.5 DEFINITION

Ein Atlas A heifst glatt, wenn je zwei Karten aus A differenzierbar vertréglich sind.

1.6 DEFINITION

Zwei Atlanten A, B heifen differenzierbar vertriglich, falls A U B ein glatter Atlas ist,

d.h. dass jede Karte aus B mit jeder Karte aus A differenzierbar vertraglich ist.
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Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten §1 Karten & glatte Abbildungen

Offensichtlich liefert diese Definition eine Aquivalenzrelation A ~4 B.

1.7 DEFINITION

Eine glatte Struktur auf X ist eine Aquivalenzklasse [A]; differenzierbar vertriglicher

Atlanten.

1.8 DEFINITION

Eine glatte Mannigfaltigkeit (X, [A]4), ist ein topologischer Raum X (lokal-kompakt,
mit abzéhlbarer Basis der Topologie) auf dem eine glatte Struktur erkléart ist.
Vereinfacht schreibt man (X, .A) statt (X, [A]4).

Fiir zwei Atlanten gilt dabei (X,.A) = (X, B), wenn A, B differenzierbar vertraglich sind.

BEISPIEL

(i) Einsteins Raumzeit (spacetime) ist eine vierdimensionale, semi-Riemann’sche (glat-
te) Mannigfaltigkeit.

(ii) Seien f : U — R glatt, U C R" offen und Z(f) := {z € U | f(z) = 0} und gilt
zusétzlich Z(f)NZ(f") = 0, dann ist Z(f) eine Mannigfaltigkeit. Fiir einen Beweis

betrachte man den Satz iiber implizite Funktionen fiir Mannigfaltigkeiten (Seite

33).

BEMERKUNG

Sei Xy C X offen. Nun kann auch X die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit gegeben
werden. Betrachte hierzu ¢ : U — V eine Karte auf X und definiere

30|X0:UOX0—>QD(UQX0)

und

Ay, = 1{ely, | v € A}

Dann gilt
A ist differenzierbar = ,4‘ Xo ist differenzierbar

und somit ist (X, [A| Xo]d) eine glatte Mannigfaltigkeit.
Weiterhin gilt
ANdB = A|X0 ~d B|X07
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§1 Karten & glatte Abbildungen Kapitel 2: Glatte Mannigtfaltigkeiten

also ist die Einschrankung der glatten Struktur eindeutig bzw. wohldefiniert, d.h. [.A‘ Xo]d =
[Al4| x,- Damit ist (Xo, [Al4] x,) eindeutig bestimmt und wird (glatte) Untermannigfal-
tigkeit genannt.

1.9 BEMERKUNG

Sei E ein endlich dimensionaler R-Vektorraum. Dann ist F auch eine glatte Mannigfal-
tigkeit mittels einer linearen, bijektiven Abbildung o : £ — R™.
Diese induziert mit Hilfe der R"-Standardtopologie eine Topologie 7 auf E, d.h.

U C E ist offen & o(U) C R" ist offen

= 0o ist ein Isomorphismus von (E,7) nach R", insbesondere erbt (£, 7) lokale Kom-
paktheit und abzahlbare Basis der Topologie von R"
= (E,{0}) ist eine topologische Mannigfaltigkeit (und insbesondere glatt, da o die ein-
zige Karte ist).
Ferner ist diese Konstruktion eindeutig, denn wenn p : £ — R" ebenfalls linear und
bijektiv ist, dann ist auch 7 := poo~! : R® — R" linear, bijektiv und damit stetig bzgl.
Standardtopologie
= 7 ist ein Homoomorphismus
Betrachte nun p = poo~too = 100, also ist fiir p(U) = (100)(U) = 7(c(U)). Nach
Konstruktion gilt also

o(U) ist offen = p(U)ist offen.

Mit anderen Worten vermitteln o und p die gleiche Topologie auf £ und da 7 die

Kartenwechselabbildung von o, p ist sind {o}, {p} differenzierbar vertraglich.

1.10 DEFINITION

Sei f: (X, A) = (Y, B) stetig und a € X beliebig. Wéhle (¢, U,,) auf X und (¢, Uy) auf
Y, s.d. a € U, und f(a) € Uy. Definiert man

o fop tio(fTHUy) NU,) = Vy,x = (flp~ (2))),

dann heiRt f glatt in a, wenn ¢ o fo ™! glatt ist fiir alle Karten mit a € U, f(a) € Uy.
f heifst glatt auf X, wenn f glatt in allen Punkten a € X ist.
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Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten §1 Karten & glatte Abbildungen

2:= @(Jril(Ui_f) n U,:)

BEMERKUNG

Es reicht aus fiir jeden Punkt a die Bedingung fiir eine einzige Karte (¢,U,) € A und
eine einzige Karte (¢, Uy) € B zu priifen, denn:
Fiir weitere 0 € A und p € B gilt

pofoa_lzpo¢_lo gbofogo_l oapoa_1
KWA glatt nach Vor. KWA

ist glatt.
Fiir glattes f : X — Y schreibt man f € C*(X,Y’) und definiert
f heift Diffeomorphismus :& f ist bijektiv und f € C®(X,Y), f~! € C>(Y, X).

BEISPIEL

(i) idy : (M, A) — (M, A) € C®°(M, M), denn: v oidy; o™t = 1) o o~ ! ist Karten-
wechselabbildung
(i) ¥z : (R,idg) — (R, z*) € C*°(R,R), denn:
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§1 Karten & glatte Abbildungen Kapitel 2: Glatte Mannigtfaltigkeiten

3/z ist offensichtlich bijektiv mit Umkehrbabbildung 2 und z° o ¢/z o id;' = idg
R
ist offensichtlich glatt. Ebenso ist idg ox® o ¢/z = idg glatt

1.11 BEMERKUNG

Die Verkettung von glatten Funktionen ist glatt, denn fiir glatte f : (X, A) — (Y, B),
g:(Y.B) = (Z,C) gilt fiir (p,U,) auf X, (¢,Uy) auf Y und (p,U,) auf Z

pogofop = pogoy™t o Pofoyp!
glatt nach Vor. glatt nach Vor.

/ U — \\\ 7
N / Uy
.'f \ i f / b % kY
| | S . A SE— \
\ | /glatt, | )
\\ e ‘\\ N
¥ b
-V, / L
~, ¥ ~—T~ V.,
\ / N \
/ I ; ; =y f ‘ e )
/ . ) o fop / N\ fpogo 1,-")?-1 N

:{ﬂ ‘ :{i?) . :&f[

1.12 BEMERKUNG
Seien Xy C X glatte offene Untermannigfaltigkeit (X glatt) und

L Xg—=>Xo—u
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Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten §1 Karten & glatte Abbildungen

die kanonische Injektion (offensichtlich eine glatte Abbildung), dann gilt fiir eine glatte
Mannigfaltigkeit Y und f:Y — X,

f ist glatt < co f ist glatt.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.
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§2 Tangentialraum Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten

§2 Tangentialraum

Als Motivation zur Definition des Tangentialraums dient die Frage nach der Ableitung
glatter Abbildungen und in diesem Zusammenhang nach Aussagen iiber inverse /implizite
Funktionen. Ferner wird der Tangentialraum ermoglichen Winkel und Entfernungen auf
Mannigfaltigkeiten zu messen (vgl. Kapitel 3 Riemann’sche Metriken).

Beispielhaft stelle man sich Punkte auf der Sphére S? vor und die physikalischen Kriifte,
die auf den Punkt wirken. Dann sind die Kraftvektoren gerade die Tangentialvektoren

des Punktes.

2.1 DEFINITION

Seien X eine glatte Mannigfaltigkeit und a € X. Ein Tangentialvektor in a ist eine
Familie von Abbildungen (Ay)y, a € U C X offen

Ay C=(U) = R

mit den Eigenschaften

(i) Ay ist R-linear
(ii) Ay geniigt der Leibnitz’schen Produktregel

Av(fg) = f(a)Au(g) + Au(f)g(a)

(iii) Ay ist vertraglich mit Einschrankungen
Au(f)=Av(f|,) acV CU

Geniigt Ay nur den Bedingungen (i), (ii), dann nennt man Ay eine Derivation. Die

zusatzlich Bedingung (iii) wird auch Lokalitdt genannt.

BEISPIEL

X =R", A= (Ay)y, Av = 2=

= Bt

: O®(U) = R, f + 2L(a) fiir ein i € {1,...,n}

a
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Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten §2 Tangentialraum

2.2 BEMERKUNG

Die Menge der Tangentialvektoren in a heifft Tangentialraum in a und wird mit 7, X

bezeichnet. Mit der offensichtlichen Operation
A+ uB)(f) = A- A(f) + - B(f)
ist T,.X ein R-Vektorraum.
BEMERKUNG
(i) Seia € Q C X, dann gilt
T.X =T,Q (bzgl. Vektorraumisomorphie),
denn sei (Ay)y € T,X dann ist
Au(f) = AUmg(f‘UﬂQ) und a € U N
(ii) Seien Ay und By Derivationen auf C*(U) bzw. C*°(V) mit a € U NV, dann gilt
Ay ~ By, falls Ay(f) = By(f) fixr f e C*(UUV).
Somit sind alle Derivationen Ay aus A = (Ay)y dquivalent, denn

Au(f) = Avav (f] ) = Av(f)

unter Ausnutzung der Lokalitdt. Insbesondere ist (Ay)y durch eine einzige offene

Umgebung €2 determiniert.

DEFINITION

Seien X, Y glatte Mannigfaltigkeiten, U C X offen und a € U ein fixierter Punkt. Seien
weiterhin A der Tangentialvektor in a, h eine glatte Abbildung mit 7,X 5 A: h — R
und f: X — Y und g : V — R glatte Abbildungen, s.d f(a) € V C Y offen ist, dann
ist go f: f71(V) — R glatt und damit By (g) := Ap-1v(g o f) € R wohldefiniert.
(Bv) fev := (Ag1v)(-o f))v ist Tangentialvektor in Ty(,)Y’, man schreibt B = T, f(A).
Die Abbildung

T.f : ToX = Tyo)Y, (Av)u = (A7 (-0 f))v
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§2 Tangentialraum Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten

heifst pushforward entlang f in a. (Alternative Notation: df,, fs)

BEMERKUNG

(i) Tof ist linear und T,(go f) = Trwyg o Ta(f).
Betrachte: a € Q C X offen, ¢ : 2 — X die natiirliche Injektion und V' C X offen,
beliebig, dann ist
T :T,Q0—>T,X

ein Isomorphismus, da . (V) =V NQ
(ii) Seien X,Y Mannigfaltigkeiten, f : X — Y Diffeomorphismus, dann ist T, f ein
Isomorphismus Va € X, da idy = f o f~! (wichtiges Beispiel sind Karten).

2.3 SATZ

Sei a € R™, dann bildet { 4 eine Basis von T,R"

oz’

a}1gz’§n

BEWEIS

(i) Ist f = C konstant = A(f)=C-A(1l)=0,dal=1-1
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Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten §2 Tangentialraum

(i) Ist f(@) =0 = g(a) = A(fg) = £(a) Alg) + A() gla) = 0.

=0 =0
(iii) Sei oBdA: a =0 (da die Translation  — z — a ein Diffeomorphismus ist).

Seien nun A € TyR, z = (2},...,2") e R", 2 : R" = R,z > 2!
a' = A(z" : R" - R) = A(a?)

z.7.. A= ;aia?ei 0= (aia‘zi
1=

, Einstein’sche Summenkonvention)

Nach Satz von Taylor: f(z) = f(0)+>_ gji 0)z'+ > z'algy(z), gi; € C(R™)
i=1

1<i<j<n

= A(f) = A(f(0)+ > ZLA@EN + S A(a'2lgy)
~—— =1 1<i<j<n =~

=0(i) =0(i1)
_ - af i
= A(f) = X 52 Alz")
=1
ESIN

2.4 BEMERKUNG

Seien E endlich dimensionaler R-Vektorraum, a € U C F offen, dann ist die Richtungs-
ableitung langs v € F
0y : C®(U) =R

fir f € C°(U) definiert als
d
Ef(aqttv)hzo =: 0, f.

“=“ 0, eT,F, also
0:E—-T,Ev—{f—0,f=Df(v)}
ist linear.

LEMMA

0. ist ein Isomorphismus.

BEWEIS

Aus T,E = T,R" und dim T, R" = n folgt dim F = dim T, E.
Ferner ist 0. injektiv, denn fiir 9, = 0 gilt 9,(z") = v = 0 fiir alle 1.
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2.5 KOROLLAR

Sei o : U — V C R" ein Karte auf der glatten Mannigfaltigkeit X, dann ist dimg T, X =
n, denn T, X =T,V = T,,R".

Die Dimension von X im Punkt a ist dann dim, X := dim 7, X und die Abbildung, die
jedem Punkt a die Dimesnion in a zuordnet X — Z,a — dim, X ist lokal-konstant.

Insbesondere gilt also fiir zusammenhéngende X, dass dim, X = C' kosntant ist.

2.6 LEMMA

(i) Seien U C R"™, V' C R™ beide offen, a € U und f : U — V glatt, dann sind

TaU - R . aaz ‘a
i=1 .
Tia)V = T R 0
0V = DR 55
j=1
0 N )
Ta p = -l .
f (Gﬂ ‘a) ; ot ‘aay] |f(a)
A\ 1<i<m
Die Jacobi-Matrix J(f,a) = (‘gﬁ 1) ist gerade die darstellende Matrix von
1<i<n

T.f.

(ii) Sei ¢ :U — V ein Karte, T, : T,U — T, )V der zugehdrige Isomorphismus und

0
To)V = @R Ot ‘Lp(a)’

dann ist

Die darstellende Matrix von T, bzgl. dieser Basen ist sogar die Identitétsmatrix
I,.
(iii) Seien X,Y glatte Mannigfaltigkeiten und f : X — Y glatt. Gibt man 7, X die Basis
d(op ) : .o 9oy
= |so(a) und T,)Y die Basis T’w(f(a))
pushforward die Jacobimatrix J(i o f o ™!, p(a)).

, so ist die darstellende Matrix des
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BEWEIS

Ubungsaufgabe.
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83 Eingebettete Untermannigfaltigkeiten

DEFINITION

Seien X eine glatte Mannigfaltigkeit, Y C X Teilmenge und a € Y, dann heifst Y glatt
in a, wenn eine Karte U C Y mit a € U und ¢ : U — V C R" existiert, s.d.

(Y NU)={z eV ]|a™! = =2"=0}

Man nennt m = dim, Y die Dimension von Y in a.
Man bezeichnet mit
codim, Y := dim, X — dim, Y

die Kodimension von Y in a.
Setze Uy := Y NU offen in Y (Teilraumtopologie) und V; := {y € R™ | (y,0) € V} =
R™NV =Y NU), damit ist ¢q : Uy — Vi ein Homéomorphismus.

Illustration of an embedded submanifold

ANNAHME

Ist Y glatt in jedem a € Y, dann ist die Menge der fiir alle Punkte definierten
¢o ein glatter Atlas auf Y.

BEWEIS

72.2.: g 0wy t(x!, ..., a™) ist glatt

18. August 2014 E.Freitag/T. Wieber, Ana IV 32



Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten §3 FEingebettete Untermannigfaltigkeiten

premotpop ! ist glatt und wird nur an den “wichtigen” Punkten (2!, ..., 2™, 0, ..., 0)

ausgewertet. O

Man nennt (Y, Ap) eine glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit von (X, A).

3.1 LEMMA (SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN FUR MANNIGFALTIGKEITEN)

Seien f : X - Y e C®und b e VY, sd T,f : T,X — T,Y surjektiv fiir alle a €
f71(b) =: S ist, dann ist S eine Untermannigfaltigkeit von X.

BEWEIS

Mittels Satz iiber implizite Funktionen. OBdA sei Y =V C R™, sonst wihle eine Karte
(also einen Diffeomorphismus!) ¢ : Uy, — V;, € R™ mit b € Uy,. Analog darf angenommen
werden, dass X eine offene Teilmenge des R" ist. Denn fiir eine Karte ¢ : U, — V,, C R™
mit a € U, gilt:

Ist p(SNU,) glatt mit “biigelnder Karte” /3, so ist auch fiir jede beliebige andere Karte

p:U, =V,

die Menge p(S N U, NU,) glatt und die “biigelnde Karte* ist dann fopopt.
Der Beweis wird durch Anwendung des folgenden Faktums auf die Jacobimatrix abge-
schlossen:

A € R™" hat den Rang m genau dann, wenn A surjektiv ist. O

BEISPIEL
f:xHZ(xi)z—l
=1

=8 =5"1=f710)
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84 Vektorfeld

4.1 DEFINITION

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit, dann heifst die Menge
{(pv U) | p € X7U S TPX}

das Tangentialblindel zur Mannigfaltigkeit X und wird mit T X bezeichnet.

BEMERKUNG

Es wird spater gezeigt, dass T'X selbst eine glatte Mannigfaltigkeit ist (vgl. S. .

4.2 DEFINITION

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und 7°X ihr Tangentialbiindel, dann heifst die Abbil-
dung
¥ X—->TX

Vektorfeld, falls zusétzlich
prio¥X =idy

gilt. Man bezeichnet den Raum der Vektorfelder mit " sy, (7°X), angelehnt an die spétere
Bezeichnung I'(T'X) fiir den Raum der glatten Vektorfelder.

DEFINITION

Seien X eine glatte Mannigfaltigkeit, U C X offen, ¥ ein Vektorfeld auf X und f €
C*(U), dann definiert man

%u(f) U = Roa s Ba(f).
X heifst glatt, wenn fiir alle U C X offen und f € C*°(U) die induzierte Funktion

£u(f)

glatt ist.
D.h. insbesondere induziert ¥ eine Abbildung ¥, : C>°(U) — C*(U).
Die Menge der glatten Vektorfelder auf X wird mit 7(X) oder I'(T°X) bezeichnet.
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DEFINITION

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit, eine Familie (Dy)ycx, U € X offen, von Abbildungen
heifst Freitag-Derivation, falls

(i) Dy : C*(U) — C*°(U) und ist R-linear

(ii) (DUf)|V = Dv(f|v) mit V C U und f € C®(U)

(iti) Du(fg) = Du(9)f + Du(f)g

LEMMA

Man kann Freitag-Derivationen mit glatten Vektorfeldern identifizieren.

BEWEIS

1. “<*
Folgt direkt aus der Definition.

2. “=-
Seien (Dy)y eine Familie von Derivationen und a € X gegeben, dann definiere
(Ay)ysa = A € T,X durch

Ay : C*(U) —» C*(U) = R, f = Dy(f) — Dy(f)(a).

Das Vektorfeld ¥ ist glatt, denn ¥,(f) := D(f)(a) ist glatt in der Variablen a.
[

LEMMA
Sei ¥ : X — TX ein Vektorfeld, also pr; o ¥ = idx, dann ist ¥ ein glattes Vektorfeld

genau dann, wenn X eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten ist.

EINSCHUB PATCHING & TANGENTIALBUNDEL

(i) Sei X =, U; und g; € C=(U;), s.d.

gi|UmUj = Yilv,nu;-

Damit ist g wohldefiniert durch g‘U =g
(ii) Seien X eine Mannigfaltigkeit mit Karten ¢; : U; — V; und g¢; wie in (i). Definiere
fi - ¢(U;) = Vi — R, also Abbildungen mit f; = g; o ¢; ' < ¢; = fi 0 ;. Durch
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fio i vinv; — Yilviev, = Yilvau, = fiow; vinu; fi=Ffiopjoptist f
wohldefiniert durch f ‘Ui =g; = f;op;

(iii) manifold construction lemma
Eine Menge M mit den folgenden Eigenschaften tréigt die Struktur einer (glatten)
Mannigfaltigkeit,

a) M =, Ui,

b) eine abzdhlbare Teilemnge J C I “ iiberdeckt” M, i.e. J,c, Ui,

(
(b)

(c) es gibt Bijektionen ¢; : U; — V; OHC_en R™,

(d) ferner gilt (U N U;) C R™ fiir alle 4, € 1,

(e) falls U;NU; # 0 ist, ist die Abbildung 7;; : ©;(U; NU;) — ¢:(U; N U;) glatt,
f) fiir zwei verschiedene Punkte existieren entweder zwei disjunkte Teilmengen,
die jeweils einen der Punkte enthalten, oder eine Menge, die beide Punkte
enthélt.

(iv) Sei ¢ : U — V Karte auf M, die Koordinaten in V seien (z!,...,2™), dann ist

~ O ow™)
L) =D =5l

=1

fiir p € U. Das Tangentialbiindel von U ist dann

O(-0p 1
TU = {(U,p) lpe U T,U=T,M>v= ZUW—?)%}.

Deshalb ist
TU =V xR™ (p,v) = (¢(p),v", ..., v")

eine Bijektion.
Damit folgt aus dem smooth manifold construction lemma, dass TM eine glatte

Mannigfaltigkeit ist.

(v) Ist M eine Gruppe, so ist TM = M x R™ mit dim M = n (z.B. SO(n), R", S').
Hierbei ist dann I'(T'M) = T (M) = C°°(M,R") und jedes M-invariante Vektorfeld
ist durch seinen Tangentialvektor im neutralen Element eindeutig bestimmt. Fiir
M = R"™ ergibt sich TM = R*", ['(TM) = C*(R") und Vektorfelder T'(TM)M
entsprechen ToM = R".
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Seien X eine glatte Mannigfaltigkeit, ¥ : X — T'X ein glattes Vektorfeld, o : U — V
eine Karte auf X, dann ist p.¥ glatt auf VV C R”

1 n 9
@*x £ _Zxapaxz Zi axz‘x

Sei ¢ : Uy — Vi, dann ist

y") 0
Yo = Z%J nY yyy

Betrachte nun den Diffeomorphismus 7 = ¢ o ¢~! : V,, — Vj,, dann ist

To(pu¥) = T, (0. ¥) = X

In Koordinaten bedeutet das

£, (x) £, (7(x))
¥, (z) x5 (7(z))
und fiir einen Index
X (y) = x) ¥, fir y = 7(x).
j=1

LEMMA

Sei X = Usae 4 U, eine glatte Mannigfaltigkeit und hat man glatte “Vektoren* i:"o, e X
fiir alle ¢ € A wie oben, so erhélt man durch patching ein glattes Vektorfeld ¥ auf X.
Dabei ist ¥ wohldefiniert durch

—~ i 0oy
pE=) ¥ — o
i=1

LEMMA

Damit hat man 4 &quivalente Definitionen fiir (glatte) Vektorfelder:
(1) Xy (f) ist glatt

(ii) Freitag-Derivationen C*°(U) — C*(U)

(iii) glatte Abbildung X — T'X
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(iv) Koordinatenpatching

BEWEIS

1 & 2
sieche Lemma S. 33

3 & 4
Folgt aus der Tatsache, dass Funktionen glatt sind genau dann, wenn die Koordinaten

bzgl. Karten glatt sind

1 = 3/4

Wiéhle U als Definitionsbereich einer Karte und betrachte dann ¥ auf o(U) = V.
Betrachte hier nun f(z',...,2") = 2' die Projektion = ¢.¥y(f) = X" ¥ =
> i1 %j(S;- =¥

3/4 = 1
Glattheit ist eine lokale Eigenschaft und wird von Diffeomorphismen erhalten, also

betrachtet man nur glatte Komponenten in V.
O
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85 Differentiale

Seien V., W endlich dimensionale R-Vektorrdume, dann ist
Hom(V,W)={L:V — W | L ist R-linear}
und fiir W = R heifst
Hom(V,R) =: V*

Dualraum von V. Die Elemente in V* heifen Kovektoren.
Fiir V* konstruiert man auf folgende Weise eine Basis:

Sei {eq, ..., e, } eine Basis von V| dann definiert man

n
eV s Rv= E vie; > 07,

=1

Es gilt offensichtlich, dass e* = pr; € V* die i-ten Projektionen sind. Diese bilden eine

Basis von V*, denn fiir eine Linearkombination

i)\je*j =0eV”

j=1

gilt nach Auswertung an den Basisvektoren e; von V/

Z >\j €*j(6i) = 0.
= N——

=57

Damit ist auch klar, dass dim V' = dim V'*.

DIE DRECKINGEN TRICKS DER PHYSIKER
Ko- & KONTRAVARIANTE VEKTOREN

Seien V. W R-Vektorrdume, L : V — W linear und w : W — R linear, dann ist
wo L € V*. Auf diese Weise induziert L eine Abbildung

L W=V wr—wolL
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Sei A die darstellende Matrix von L bzgl. irgendwelcher Basen. Schreibe w € W* als

L1
Zeilenvektor (wy, ..., w,) und x = : eV.
T
Also gilt
T n
w(x) = (Wi, ..., wy) vdots | = Zwlm’
T, i=1
und
T
W(L([L’)) - (wla . 7wn)A vdots
Tn

Dies ergibt
wolL=w-A=:n

und explizit fiir den Spaltenvektor 7

w1
T]:((,UA)t:At t:At

omega,
Ist L ein Isomorphismus, dann gilt

L:V—=W, (LY=L V=W
L W* — V*, LVW SV '

Fiir eine “Grofse” f unterscheidet man mittels Transformation W = V ob f € V oder
f e V* liegt.
Ist A die Darstellungsmatrix fiir den Basiswechsel L : B — B, f = (fi,...,fs) in
Koordinatendarstellung bzgl. B und f = (fi, ..., fn) in Koordinatendarstellung bzgl. B
gegeben, dann gilt:

f=Af = feV

f=fA" "= feVr,

denn A ist die darstellende Matrix von L und diese entspricht (by,...,0,)"! (b; die Ba-
sisvektoren).

Kovektoren heifsen dementsprechend kovariant (transformieren “mit* der Basis) und ha-
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ben Indizes unten, Vektoren in V' heifsen kontravariant (transformieren “entgegen der
Basis, "mit"der Basis ') und haben Indizes oben.

Vektorfelder sind z.B. kontravariante Tensoren, da sie nach V' = T,X abbilden, aber
Differentiale sind kovariante Tensoren, da sie nach V* = T7*X abbilden. Dabei sind

Tensoren Abbildungen

X—>TaX®...®Ta)(:®T;X®...®T;X,a»—>wa.

p-mal q—gal

w heift in diesem Fall vom Typ (p, q), z.B. sind Vektorfelder vom Typ (1,0), Differentiale
vom Typ (0, 1) und Metriken vom Typ (0, 2).

EINSTEIN’SCHE SUMMENKONVENTION

Taucht ein Index ¢ beim Summieren einmal unten und einmal oben auf, so wird hochst

wahrscheinlich iiber ¢ summiert und das Summenzeichen kann weggelassen werden, z.B.

i”i 0 _ 0
— ort  Oxt’

Nota bene: In Gleichungen gilt
# 4 oben links - # ¢ unten links = # ¢ oben rechts -# i unten rechts,

z.B. fir f: U — V gilt fiir den pushforward

o _of o

oyl Oxd Ox'

und dort flir 4 : 0 —0=1—1und fir j: 0—1=0—1.

5.1 DEFINITION

Analog zu TX definiert man 7*X = {(p,w) | w € (1,X)*} und damit heift eine
Abbildung
w: X —->T'X
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fiir die zusatzlich gilt

idy =pryow

Kovektorfeld oder Differential. Man verwendet wieder die Notation ["apy, (77 X) fiir den

Raum der Differentiale.

5.2 DEFINITION

eine Basis von T, X und man bezeichnet

Seia € X =U C R”, dann bildet { 0

B:ﬂl a}lgign
die Elemente der dualen Basis mit dx!. Damit gilt fiir Differentiale auf U

n
w = E w;dxt = w;dz’
i

und im Speziellen
Wy = Windrl € (T,X)* =T X.

Analog zum pushforward T, f : T, X — T}(4)Y definiert man den pullback entlang f
(Taf)" : Tj)Y — T, X,
als dessen duale Abbildung. Alternative Notationen sind (T, f)" = T} f = f* und es gilt
Tof*(w) =woT,ffirwe TyY.
Fiir ein Differeantial w auf Y definiert man das Differential 7% fw = f*w auf X mittels

(f*w)a =wgoTsf = T;f(wa)'

5.3 SATZ

Der pullback f* entlang f hat folgende Eigenschaften
(i) Firg:Y — Z und n € Tyop(o) Z gilt

(go f) ()= f(g"n).

(ii) Fiir die kanonische Inklusion ¢ : U — X ist * gerade die Einschrankungsabbildung
Tyt
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(iii) Sei f:U — V glatt, U CR™, V C R™ beide offen, dann ist

TU S (M) = (W1, ooy ) I (f,a) = f*(w).

Es gilt
(iv) f* ist C*-linear, d.h. es ist f*(w + 1) = f*(w) + f*(n) und ist h eine glatte
Abbildung, dann ist f*(hw) = ho f - f*w, also gilt in jedem Punkt a € X:

(f*(hw))a(¥a) = h(f(a)) - wi@) (Ea(- © f)).

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

BEMERKUNG

Seien X, Y glatte Mannigfaltigkeiten, a € X und f : X — Y ein Diffeomorphismus |,
dann sind 77 f und T%,, ~! Isomorphismen. Fiir eine Karte (¢, U,,) ist w| ;. wohldefiniert

und man erhéalt
W ~> w}Uv ~> (30_1)*w|U¢ = wadxi € Dapn(T7V,).
i=1

Seien (1, Uy) eine weitere Karte mit (¢p~!)*w
bildung zwischen ¢ und v, dann gilt

v, = w;-bdyj und 7 die Kartenwechselab-

wf(z) = (T"w?)ipe = 4 (2)w!(r(z)) Yz eU,NU, (%)

oder dquivalent

Hat man fiir jede Karte (p,U,) ein n-Tupel (wf,...,w?), s.d. jeweils (*) gilt, so erhélt

n

man durch patching ein Differential auf X.
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DEFINITION

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit. Fiir eine glatte Kurve v : I — X, definiert man

$(t) = Ty (%}H) T (1),

Sei w ein Differential auf X, dann ist

/vw = /lww(t)(ﬁ(t))dt.

5.4 BEMERKUNG

Seien X eine glatte Mannigfaltigkeiten und v : I — X eine glatte Kurve, dann gilt

= [0 0T mnte)

fir die lokalen Koordinaten w; und (7)2'0 bzgl. irgendeiner Karte ¢ : U, — V,, mit
v(I) € U,. Diese Definition ist unabhéngig von der Kartenwahl.
Seien ferner Y eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und f : X — Y glatt, dann gilt

fo

falls die Integrale existieren.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

DEFINITION

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit, w ein Differential auf X und ¥ € 7 (U) ein Vektorfeld,
dann definiert man

w‘U(i) U = Riar w,(¥,).

5.5 DEFINITION / HILFSSATZ

Ein Differential w auf einer glatten Mannigfaltigkeit X heiftt glatt, wenn eine der fol-

genden dquivalenten Bedingugnen erfiillt ist
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(i) VU € X, V¥ € T(U) gilt w|,(¥) € C*(U,R).

(ii) Die Tupel (wy,...,w?) sind fiir beliebige Karten glatt.

(i) w: X — TX ist glatt als Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.
Der Raum der glatten Differentiale wird mit 7*(X) oder I'(T*X) bezeichnet.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

5.6 DEFINITION / HILFSSATZ

Seien X ein glatte Mannigfaltigkeit und (wy)y, U C X offen, eine Familie von Abbil-

dungen
wy : T(U) = C*(U),

s.d.
(i) wy ist C°(U)-linear, d.h. fiir ¥,9 € T(U) und f,g € C*(U) gilt

wo(f E+g-3)=f wu®) +g- -w(d)
(ii) wy ist vertraglich mit Restriktionen, d.h. fiir ¥ € T(U) und V C U offen gilt
wU(£)|V = wv(ﬂv).
Dann definiert wy ein Differential auf X.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.
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§6 Multilineare Algebra

Im Folgenden seien alle Vektorrdume endlich dimensional iiber einem Korper K, also

insbesondere dimV =dimV* < V = V*.

BEMERKUNG

¢ : V — V* ist nicht ohne zusitziche Struktur anzugeben, z.B. durch Basen (e; — ™)

oder ein Skalarprodukt (v + (v, -)), also nicht kanonisch.

6.1 LEMMA

Im Gegensatz dazu ist
oV V)y=V"uv—9,

mit

O, : V" = K, o — ¢(v)

ein kanonischer Isomorphismus.

DEFINITION

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +)

zusammen mit einer skalaren Multiplikation
Rx M — M,(r,m) — r-m,
s.d. fir r,7” € R und m,m’ € M gilt
r-(r'-m)=(@-r)-m

(r+r)-m=r-m+r-m
r-(m+m)=r-m+r-m

1-m=m
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DEFINITION
Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und M, ..., M,,, N R-Moduln, dann heifst eine
Abbildung L : My x ... x M,, — N multilinear, falls

L()\ilmila ceey )\inmin) - <>\“ e Aln) ’ L(mh’ ’mZ")

in der Einstein’schen Summenkonvention gilt.
Es liegt also Linearitdt in jedem Argument vor.

Die Menge aller solcher Abbildungen ist ein R-Modul und wird mit
Mult(M; X -+ x M,, N)

bezeichnet.

BEISPIEL

Die Determinante

det : R™" — R, A= (ai)j — det A

ist eine Multilinearform auf den Zeilen oder Spalten.

DEFINITION

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und My, ..., M,, R-Moduln.
Ein Paar (M, ®p - - - ®g M, ten) bestehend aus einem R-Modul und einer multilinearen
Abbildung

ten: My x---x M, > M, Qr---Qr M,

My X - X My =My Q-+ Qr My,

heifst Tensorprodukt, wenn es folgende universelle Eigenschaft erfiillt:
Fiir jede multilineare Abbildung f := M; x --- x M, — W ist
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ein kommutatives Diagramm mit einer lineare Abbildung F : M ®p--- Qg M, — W.
Es ist nocht nicht vollstandig geklart, ob das eben definierte Objekt iberhaupt existiert

und in diesem Fall eindeutig ist.

BEMERKUNG

Das Tensorprodukt existiert und ist eindeutig (bis auf Isomorphie).

BEWEIS

(i) Eindeutigkeit

Sei (T,t) ein weiteres Tensorprodukt, dann gilt

t 1
on : E” S \\
M1 X X Mk : T :E“ idM1®R“'®RMk
‘3! Ten /'
ten 1 -
M, @pr - Qr M,
und
T -
t | N
:EI! Ten

My x -« x M, M1®R®RMkE3'1dT

Es folgt soTen = idyy, -0 5Mm, Unnd Ten os = idy. Ten, s sind R-Modulisomorphismen,
dh. My ®g - Qg M, =T

(ii) Existenz
Zu My, ..., M,, definiere man den formale Z-Modul M, der von

{(mq,...;my) | my € Mi,i=1,. n}
erzeugt wird. Sei N C M der von

my X oo X (Amy) X oo Xmy, — (Amg) X oo Xmyy X o X my, A ER

My X e X (M 4n) X oo XMy — My X ooe e XM X e X My — M X oo s XX e X My,
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erzeugte Untermodul, dann ist die Abbildung
MIXXMn%M/N,(mZ)l—)(mz) mod N

multilinear und M/N =M Qg Qr M,.

LEMMA

Ist R = K (char(K) = 0), M; = V; Vektorraume, dann ist

Vi®- @V, = Mut(Vy,.., V K)

eey n>

und

ten : ﬁ‘/; — é‘/;
i=1 i=1

(a1, ..., an) = a1 O +++ Q¢ Ay 1= {H V= K, (o1, ..., pn) — H%(Gz‘)} )

i=1 i=1

Die ¢, ® --- ® €} bilden eine Basis von X Vi

=1

Fiir n = 1 gilt dann insbesondere
1
Q) Vi = Mult(Vy", K) = V7
i=1
mit
ten=0:V;, — V"

dem kanonische Isomorphismus von Seite [46]

BEWEIS

(Mult(Vy, ..., Vi¥), ten) erfiillt die universelle Eigenschaft, denn fiir eine multilineare Ab-
bidlung
fVix-oxV, =W

gilt

f(v1,.yv,) = f('uzl'le%l, ...,U;"e?n) = v? . -vfl”f(e%l, e ).
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Aber ¢}, ® --- ® e} operiert auf V" x --- x V* mittels

1 n J VA J
(QO ey P ) = Heij(gp ) - ngija
=1 i=1
also gilt
g(@' ") = el ® - @€} (1,0, 0n) - g,
wobei gitin = g(e", ..., ein) Vektoren in K sind.

Analog zu oben gilt fiir multilineare Abbildungen

gV x- - xV' 5 K

gl @) =k gl g€, e
Definiere also .
F: @w W
=1

mittels
e, @ @€l flef, ..., el

11 in

F erfiillt also nach Konstruktion die universelle Eigenschaft, denn

flvr,...,v,) = vl - -vfff(e}l, e
:’Uil ...U:;L"F(egl ®...®6?n)
— F(Uil ...Uinel ®®6:Ln)

n i

=F(ry1® - Q).

n

Die 62-11 ®---®e} bilden also ein Erzeugendensystem von ) V;, ferner sind die sie sogar
i=1

linear unabhingig. Denn betrachtet man eine beliebige Linearkombination

n
E )\7/17'~~7'Ln6i1 ® e ® eln = O,
=1

und wertet diese in den Kovektoren e*!, ..., e*n aus, erhilt man

 Nilyein ST ST Yl
0=2A "5,;1 5% =A n,
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]

Aus obigem Lemma folgt zudem:
d1m(V1 R - QK Vn) = Hdim Vi,

Achtung es gilt aber:
dim(Vy x -+ x V) = ) dim V;.

BEISPIEL

Seien v € R™, w € R™, dann ist v ® w eine n X m-Matrix

ai aby - albm

v=(ag,...,an),w = (by,....,b,) — : (b1, .y bp) =

vom Rang 1.

LEMMA

Fiir die Dimension des Raums der multilinearen Abbildungen M (V} x --- x V,,, W) gilt

dim(Mult(Vy x -+ x V;,, W)) = [ [ dim V; - dim W',
=1

BEWEIS

Es ist W = K™ mit dim W = m, woraus folgt
Mult(Vy X ... x V,,, W) = Mult(V4, ..., V,,, K)™ = Mult(V}, ..., V.5)™

6.2 BEMERKUNG

Seien L; : V; — W, lineare Abbildungen, dann heiftt die Eigenschaft
‘/1 R ... Qi Vn — W1 Rp ... QO Wn

V1 QK ... Ok Uy = L1(01) @k ... @ Ly (vy,)
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Funktoralitdt von ® und ist durch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts gege-

ben:

Wiy x .- xW,
(L1, ..., Ly)
Jtenw
ViX oo X Wy mmmmmmmmmooooooe W @k - Ok W

mult. 4
\ AL ®-- L,
teny |

Vi®k -+ ®k Va

Analog Konnen die beiden folgenden Satze bewiesen werden:

6.3 SATZ

Das Tensorprodukt ist assoziativ, d.h.
V1 ®k ... @k Vi) @k (Vig1 @k .. @ Vo) 2 V1 Qk ... @k V.

6.4 SATZ

Sei 0 € 5, eine Permutation, dann ist
Vi®k ... Ok Vi 2 Vo) Ok ... QK Vo).

6.5 BEMERKUNG

Sei 7 € S, dann heiftt 7 eine Transposition, falls 7 genau zwei Elemente vertauscht,
die restlichen aber festléasst. Sei ¢ € S, eine beliebige Permutation, dann lasst sich o
als Produkt von Transpositionen darstellen (da .S,, von den Transpositionen erzeugt).
Betrachte die Abbildung

sgn : S, — {1}

Diese ist ein Gruppenhomomorphismus und durch die Angabe auf einem Erzeugenden-
system festgelegt. Setzt man also sgn(7) = —1 fiir alle Transpositionen 7 € S, ist sgn
wohldefiniert.

Seien nun ¢ € S, und X eine Menge, dann ist

X'=Xx..xX—=X" (24 ..., 2") <x"_1(1), ...,x"_l(”)> =27
—_—

n-mal
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und es gilt
po0 = (a0 0) = (im0 oy

DEFINITION

Eine multilineare Abbildung L € Mult(M X ... x M, N) heift alternierend, falls
L?(v) := L(v°) =sgn(o)L(v) Vo €S, Yve M.

Die Menge aller alternierenden Abbildungen wird mit Alt(M"™, N) bezeichnet. Im Spe-
zialfall schreibt man Alt(M™, R) = Alt"(M).

LEMMA

Fiir eine multilineare Abbildung L gilt
L ist alternierend < L(...,v",...,v7,...) = —L(....,v7, ..., v, ....).
(also falls L(v) = —L(v™) fiir alle Transpositionen 7;; € S,,), denn

sgn(r) L(v™) = L(v) < L(v™) = sgn(7;)L(v).
—

BEISPIEL

(i) Die Determinante ist multilinear und es gilt det A = — det A, wenn A durch Ver-
tauschung zweier Zeilen (oder Spalten) entsteht.
(ii) Betrachte die multilineare Abbildung

L:(R*)* x (R*)* = R, (v,w) »—>v< 01 )wt.

-1 0
H,A_/
=:L
Fiir diese gilt
1,2 w? 1,2 2 1
L(v,w) = (v, v?) ! =vw —vw =—L(w,v).

Fiir die Darstellungsmatrix ergibt sich L= e1 ® ey — eg ®eq. Diese ist die “einzige’
alternierende Abbildung auf (R?)* x (R?)*, also Alt* (R?)*) R - L
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DEFINITION

Sei p > 0, dann definiert man

1
()M Mult(VP, R) — AlL(VP,R), T — T := = Z sgn(o) T (z7).
p

" oES)

LEMMA

Sei T' € Mult(V?,R), dann gilt

T=T" < TcAlt(V?,R).

BEWEIS

L(<:(L

7ot = L T =T

P o€Sp
((:>LL
o= (T = 253 sgn(o) 77" = sgn(p™'); ZS sgn(op)T7? = sgn(p™ )T =
oESn gESY

sgn(p™)T
O]

BEISPIEL

0

A 1
Die Alternierende Abbildung L mit Darstellungsmatrix L = < 0 > aus dem vor-

herigen Beispiel lésst sich darstellen, als
f/ = (61 &® 62)a1t.

6.6 DEFINITION

Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum und p € Z, dann definiert man fiir p > 1
APV = VPL= Alt(V* x ... x V*,R).

Man setzt fiir p< 0
APV =0
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und
AV =R =V%0,

Die Rdume APV heiken p-te dufsere Potenz.

BEMERKUNG

(i) APV CVeP,

(i) Firp=1ist VIl = vl = = =y,
(iii) Ausp >dimV = APV =0
BEWEIS

Ubungsaufgabe.

LEMMA / BEMERKUNG

Das Diagramm
APV 5 ATV o3 VEP 5 V&0 8 yoa g ysa — psera) O3 ppray

inspiriert die folgende Bemerkung;:
Das Paar (APV)alt?) erfiillt die universelle Eigenschaft, dass fiir jede alternierende Ab-
bildung f : VP — W das Diagramm

f/) W
% 3R

kommutiert mit einer linearen Abbildung
F: APV W

und alt? (v, ..., v,) == v Ao Avy = (v ® - @ v,), also ist alt? = () o ten.

Analog zum Tensorprodukt stellt man fest

fo1,ovp) =00 - fedy, ).
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BEWEIS

Die Behauptung folgt unmittelbar aus den folgenden Lemmata. m

LEMMA

Sei {ey, ..., e, } eine Basis von V, dann ist {e;; A---Ae;, fmit 1 < .. <4 < ... <, <o
eine Basis von APV. Diese wird auch mit e; := ¢; A --- A e;, bezeichnet, dabei ist
I={iy, iy}, #I = p = dim APV = (;)

BEWEIS

e, @ ... ® e;, erzeugt VO = (e;, ® ... ® ¢; )" erzeugen APV. Durch Auswertung der

Linearkombination AMe; = 0 an der Stelle (e*1, ..., e*») =: e*/ folgt:

falls I # J, dann existiert i € I, s.d. i # jp Vk (oBdA: i = i;)

Ser=(e®e,®.. Qe

=er(e”) = Y sgn(o)(e; ® e, ®@ ... ®@e;)) (e, e Un)) = 7 e (e [T ey, (e*7U0)
k

o€Sp o€Sp

0, denn e;(e*?U1)) = 0 fiir alle k gilt: i # o(jx). Dies folgt aus der Vorraussetzung i # ji
VEk. O]

LEMMA

Fiir a € APV, b € A1V gilt
aNb=(=1)PbAa.

Im Speziellen gilt fir p=¢=1unda=baANa=0.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

6.7 DEFINITION

Seien p,q > 0, dann heiftt die bilineare Abbildung

A APV x AV = APV (T, S) = T A S = (T ® S)™.
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Wegdeprodukt oder Dachprodukt.
Fir p <0 (bzw. ¢ < 0) gilt A’V =0 =T =0 (bzw. AV =0, S =0).
Firp=0gilt TeAV=R=RQAWV =AV =TAS=T-85.

6.8 LEMMA
Das Wedgeprodukt ist assoziativ, d.h. fiir a € APV, b€ AV und c € A"V gilt
(anb)ANe=aN (bAc).

Insbesondere ist dadurch a; A - -- A a, wohldefiniert.

BEWEIS

spater?

BEMERKUNG
Sei L : V — W lineare Abbildung und L®? : V& — W®P dann gilt
LEP(APV) C APW.

BEWEIS

Betrachte die Basis e; = (e;; ® -+ ® eip)alt = Y sgn(0)eqi) @ @ (i)

o€Sp
L¥(er) = > sgn(0) L (eo(iy) ® - @ €5(i,)) = D 880(0) L(es(iy)) @ -+ @ L(€g(i,))
o€Sy oSy
= 7Y sgn(0)Wegiy) ® - @ Wogi)) = Wiy A Aw;, € APW. O
sigmacSy

6.9 BEMERKUNG

Die Abbildung
APL : APV — APW

ist linear. Die Auswertung an e; ergibt

APL(er) = Z L{fJ
J
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mit L7 = det <([:f )566}]), L die darstellende Matrix von L und LJS; die Teilmatrix mit
Spalten in J und Zeilen in I.

Insbesondere gilt fiir p = dim V'
APL = det(L),

denn I ={1,...,p} = J und IZ{ ist die Darstellungsmatrix von L, APV = R.

Ferner gilt
(APLa) A (A?Lb) = AP (a wedgeb).

BEWEIS

spater?
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§7 Alternierende Differentialformen

DEFINITION
Die Menge
71X ={(a,T) |a€e X, T € THX = (TaX)®p ® (T;X)®q}

heifst Tensorbiindel vom Typ (p, ¢). Fiir die Elemente T' € TP7X, genannt Tensoren, gilt

dabei 5 )
= Z Tzlpﬂlpzpﬂ%}a ®-Q i ‘a ® dzl?t @ - @ dairta

i
1<k<p,q

Eine Karte ¢ : U — V auf X induziert eine Karte

d:TPIU — V x TPIR™ = IV x R

(0.T) = (ipla), Tl )

auf TP4X.

DEFINITION
Ein Tensorfeld vom Typ (p, q) ist eine Abbildung

T:X —-TrX

mit
idX = Pprx o T.

Tensorfelder vom Typ (p,0) heifen kontravariant, Tensorfelder vom Typ (0, ¢) heifen

kovariant und werden tblicherweise mit w bezeichnet.

BEISPIEL

Vektorfelder sind gerade kontravariante Tensorfelder vom Typ (1,0).

Differentiale sind gerade kovariante Tensorfelder vom Typ (0, 1).
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BEMERKUNG
Analog definiert man

ANT*X ={(a,w) |a e X,we APT; X}
wobei eine Karte

p: U=V

die Karte
O APT*U — V x APR”, (a,w) — (p(a), (wr)r)

induziert. Da V' x APR™ C V' x (R")®? ist, ist APT*X eine eingebettete Untermannigfal-
tigkeit von TP X = (T*X)®P.
7.1 DEFINITION

Eine alternierende Differentialform vom Grad p (kurz: p-Form) oder alternierender ko-

varianter Tensor vom Typ (0, p) ist eine Abbildung
w:X — APT*X
mit
idy =pryow

und damit ein kovarianter Tensor vom Typ (0, p).

Insbesondere sind mit dieser Definition Differentiale 1-Formen.

BEISPIEL

Betrachte den R3. Seien pt der Dichtefluss eines Feldes und z und y Tangentialvektoren
zu einer Untermannigfaltigkeit N der Dimension 2. Dann ist det(p#, z,y) € Alt*(R?) der

Fluss durch die von z,y aufgespannte (infinitisimale) Fliache N.

7.2 DEFINITION

Seien X, Y glatte Mannigfaltigkeiten und f : X — Y glatt, dann definiert man durch

fr=NTEf - NPT Y — APTEX
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und

=T = (TN ThY — T)PX

die pullbacks entlang f und bezeichnet auch die pullbacks von kovarianten Tensoren und

p-Formen wieder mit f*.

7.3 SATZ

Die pullbacks haben folgende Eigenschaften:
(i) Seien Z eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und g : Y — Z glatt, dann gilt

(go f) = f"og",

denn: Ty (go f) =15 f o T} 9
(ii) Seien © C X offen, ¢ : 2 — X die natiirliche Inklusion und w ein (alternierender)

kovarianter Tensor vom Typ (0, p), dann gilt

* p—
LW—WQ.

(ii) Fiir h € C®(Y) gilt
f* (hw)a = h(f(a)) " Wr(a) © (Ta.f)p
und ferner

fflw+d) = flut frd,
FlwAd) = ffon fru,
fflued)=fwe fuw.

(iv) Firden Fall f: U -V, U CR", V CR™ gilt

frldy™ A Ndy') = fr(dyt) A A fH(dy')

I
£ (dy") = J(f)hdz?

und

oft - ofr ., i
azcjl.“&vjpdx ® - Qdx'r.

[y @ - @dy'*) = frdy" @ --- @ frdy’ =
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BEMERKUNG

Fir f: U — V glatt, U CR", V C R™ und p = n ergibt sich

77777

Fiir Karten ¢ : U, = V,,, ¥ : Uy, — V, und w : X — APT*X betrachte

(0 Hw= Zw}odxj
und
1w = Zw?dy‘].

Dann hat man fiir die Kartenwechselabbildung 7 = ¢o1~! die Transformationsgleichung

wf(z) = (T*w¥);, ZJ T, T IwJ (x)).

Hat man ferner fiir jede Karte (p,U,) ein (Z)—Tupel (wl,...,w(n>), s.d. jeweils die
Transformationsgleichung (fiir entsprechende 7) gilt, dann erhdlt man durch patching

eine p-Form auf X.

7.4 DEFINITION

Eine p-Form heifst glatt, wenn sie eine der folgenden Eigenschaft besitzt:
(i) Fir alle U C X offen und alle (¥, ..., %,) € T(U)? ist

wl, (&, ... %) € C®(U).

(ii) Die Koordinaten w? sind glatt.
(ili) w € C®(X,T%X) (& w € C°°(X, APT*X fiir p-Formen, da APT*X Untermannig-
faltigkeit von 79X ist).
Der Raum der glatten p-Formen auf X wird mit AP(X) oder I'(APT* X)) bezeichnet.
Es gilt A°(X) = C>(X) und AYX) =T7*(X),da AT X =R und A'T*X =T X.
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LEMMA

Sei X ein glatte Mannigfaltigkeit und (wy )y, U C X offen, eine Familie von Abbildungen
wy TP = C*(U),

s.d.

(i) wy eine (alternierende) C*°-Multilinearform ist, d.h.
wule fX+9Y,..)=f w(.,%..)+g w(...D,..)
(ii) wy restriktionsvertraglich ist, d.h.
wy (%1, .., %) |, =wv (], %),

dann definiert w|,, := wy ein (alternierendes) Tensorfeld vom Typ (0,p), also im alter-

nierenden Fall eine p-Form, auf X.

7.5 PROPOSITION

Sei X ein glatte Mannigfaltigkeit, dann existiert fiir jedes p € 7Z eine eindeutige R-lineare
Abbildung
db = dP 1 AP(X) — APTH(X),

genannt dufsere Ableitung, fiir die die folgenden Eigenschaften gelten:
(i) Fir p =0 gilt

d’: A%X) = O0®(X) = AYX) = T*(X), f — df,

wobei df das totale Differential bezeichnet. Unter Verwendung der Charakterisie-
rung von 7 *(U) als Familie von Abbildungen 7 (U) — C*°(U) folgt

df - % — ¥(f),

bzw.

de : T(U) — COO(U),iU — fU(f)

d(f -df* A---Ndff)y=df Ndf* A--- AdfP
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(iii) Ist f: X — Y glatt, dann gilt
[rdyw) = diy (f*w)

Hieraus folgen:

(a) “d* = 0%, d.h. es gilt
dttod : A(X) = AT(X),w— 0 Vi
(b) Produktregel

da A B) = (da) A+ (=1)Pa A (dB), a € AP(X).

BEWEIS

Existenz

(i) Seien X =U C R", w = wrdx!, dw := g‘;{dxi A dx!

df € AYX) = df = f.da’

%(f) o f( ) ( ) £ =

= df = dx] lasst sich identifizieren mit grad f := ( B> o a?)

(ii) offensichthch klar

(iii) what ever...
Fiir beliebige Mannigfaltigkeiten definiert man d mittels lokalen Koordinaten (das ist
wohldefiniert nach (iii)).
Eindeutigkeit
Sei (d?), und (dP), zwei Familien, dann ist d? = d” fiir alle p € X:

p<0

00— APTX) =dP=0

p=20
d’: C°(X) = AYX) = T*(X)

& f(¥) = ¥(f) = d"f (¥)
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= d0=q°
dPw = dP(wida!) = dwp A d°zt A - A dP2P = dP(wpda!) = dPw.

Folgerungen

Ubungsaufgabe.

DEFINITION
Seien ¥, € T(U), dann hat man eine Abbildung

Yo ¥:C(U) —» C*(U), f — IE(f))
und definiert die Lie-Klammer von ¥ und ) mittels

%9 =¥0Y—Do¥: CX(U) — CX(U).

BEMERKUNG

Die Lie-Klammer erfiillt die Produktregel

[xvfb](fg) =g- [ivfp](f) +f- [xang)

und damit ist [¥,9] € T(U).

DEFINITION

Um die dufseren Ableitung unabhéngig von lokalen Koordinaten zu definieren fasst man
dw als Abbildung 7 (U)P™! — C>=(U) auf und definiert

p+1

(dw) (%, . Eper) = > (1) Ew(Ey, . &, K )

1=1
+ Z (—1)i+jw<[£i,£j],£1,...,gi,...,&j,....,lerl)

1<i<j<p+1

mit w : T(U)? = C®(U) (¥; bedeutet dabei ..., ¥;_1, ¥;,1,...).

65 E.Freitag/T. Wieber, Ana IV 18. August 2014



§7 Alternierende Differentialformen

Kapitel 2: Glatte Mannigtaltigkeiten

BEMERKUNG

Diese Definition steht in Einklang mit den drei Eigenschaften aus 7.5, denn

(1)

(i) spéter?

(i)

(f*dz})/w)(ila SES)

und

() (s, ..

1
= Z D) Ef (%) + sumicicier (—1)7 (%, %) = %1(f)
=1

xp—&-l)

po) =

= dyw(fu(¥®1), ..., f(¥%1))

=) (DT AE) W (F), o fo(E), o (%))

+ Z <_1)i+jw<[f*(£i)vf*(xjﬂa f*(xl% SES) f*(Axi)’

S (=D)TE(fwE, L E e Ep)

Y (D) P w(E K R E LR )

7f*(£

= DT E{a = 0 (fF)ar o, (FEp1)a)})
Y (D)W fEL K R fE L f )

= > COTED = wo((foF)as s S Ei s (fdpin)a)} o f)

) (D[, LX), LR fE o LE L fE)
= ()T LE (W f R L E L fE)
Y (D[ E fE] fE o fE o FE o )

i)y s
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8§8 Der de-Rham Komplex

Man hat eine Kette

_92 d—1 0 1 2
LATAHX) 45 A™YX) longrightarrowA°(X) < AYX) N A% (X) L

den sogennanten de-Rham Komplex.

8.1 DEFINITION

Fiir den de-Rham Komplex betrachte die Menge
ZP(X) :=ker(dP : AP(X) — APTH(X)).

Die Elemente w € ZP(X) heifen (Ko-) Zykel bzw. geschlossene Formen und fiir diese
gilt dw = 0.
Analog betrachtet man

BP(X) = im(dP~ : APL(X) — AP(X)).

Die Elemente w € BP(X) heifen (Ko-) Rénder bzw. exakte Formen und es gibt n €
AP X)) sd. w=dP .

BEMERKUNG

Exakte Formen sind geschlossene Formen, d.h. BP(X) C Z?(X), denn fir w € BP(X)
gilt
w = dpfln fiir ein n € Ap_l(X) = dPw = dpdpfln =0,

aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

DEFINITION

Dieser Umstand wirft die Frage nach der “Differenz* zwischen Z?(X) und BP(X) auf.

Um diese Differenz zu messen definiert man die p-te Kohomologiegruppe durch

Hiy(X) = 2" X) g )
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THEOREM VON DE RHAM

Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit gilt
HY(X) = HP(X,R).

Dementsprechend verwendet man die Symbole synonym.

Durch diese Definition ist dann
HP(X,R)=0 & BP(X)=2Z°(X)
und die Restklassen haben die Form
w={neZ2’(X)|n-weB(X) (& n-—w=d"aac A (X) & n=wt+da)}
Ist X eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, dann ist
dim APT*X = 0fiir p > n und p < 0.

Fiir diese p ist also AP(X) = 0 und damit auch H?(X,R) = 0.
Ist p =0, dann ist B%(X) = d(A™'(X)) = d(0) = 0 und somit

HOX,R) = 2" (X)0 = 70(X) = ker(d® : A° 5 AY(X))
={f € C™(X) | grad f = 0}
={f € C*(X) | f ist lokal-konstant}.

Setzt man N := #(Zusammenhangskomponenten von X), dann ist
H°(X,R) = R".

Fiir zusammenhéngendes X ist also H°(X,R) = R.

8.2 DEFINITION

Eine offene Teilmenge U C R™ heifst Sterngebiet, falls es einen Sternmittelpunkt zg € U
gibt, s.d. [z,2s] :={yeU|y=a+ (x —xg)t,t €[0,1]} CU Vzx € U.
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LEMMA

Seien U ein Sterngebiet in R™ mit Sternmittelpunkt g und f € C*(U), dann existiert
eine Funktion ' € C*(U), s.d. 2£ = f (fiir n > 2).

BEWEIS

Sei gy € U. v = [vg, 0] ist als Bild einer (stetigen) Kurve kompakt, deshalb kann
man 7y mit endlich vielen Quadern iiberdecken, d.h. v C @, U ... U @),,. Wéhle nun
yi(ro) =y; € Q;NQj11, j =1,...,m — 1 mit yp = g und definiere rekursiv

FIl:Q;—»R, j=1,.,m-1

durch .
FO:=0, F/(z',..,2") = FYy;_1) + f(zt, .. " t)dt.

n
Yi—a

FJ ist offensichtlich glatt und es gilt fiir 1 <i<n—1

8Fj FJ ! n,1 o af n—1
= amz/ fa =0t [ et

Yji—1

und entsprechend

8Fj( B OFIi—1 N 0
oz = oz oz vy

flat, . o™ dt =0+ f(2t, ..., 2").

Definiere F(xzg) := F™(x¢). Fiir xy sicht man leicht, dass dies unabhéngig von der Wahl
der Quader ist, da der Schnitt zweier Quader wieder ein Quader ist. Sei nun x; sehr

nahe bei zy, dann darf man annehmen, dass fiir alle 0 < j <m — 1 gilt

yj(z1) = y;(o)

und somit

m—l o eyn zy
Pla) =3 [ 7 1 ittt [ faleal™ 0, i € 0,1),
j=1Y¥j1 Y

n
m—1

also ist F' glatt mit 5?7}; = f. m
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BEMERKUNG

Lemma 8.2 und sein Beweis gelten auch fiir einfach zusammenhéngende Gebiete. Auch
der folgende Satz gilt fiir einfach zusammenhéngende Gebiete und wird unter Benutzung
von 8.2 bewiesen, aber der hier vorgefiihrte Beweis geht auf einfach zusammenhéngenden
Gebieten leider nicht durch.

8.3 POINCARE-LEMMA

Sei U C R" ein Sterngebiet, dann gilt

R p=0,

0 sonst.

HP(U,R) = {

BEWEIS

Da U ein Sterngebiet ist, ist U insbesondere zusammenhingend, d.h. H°(U R) = R.
Es bleibt z.z., dass aus w € ZP(U) (& dw = 0) folgt w € BP(U) (& w = dn) fir
0<p<dimU = n.

Induktion nach n:

[A:n=1
Dan = 1ist auch p =1, also U = (a,b) € R und ein w € Z'(U) ist von der Form
w= f(t)dt. (B ist 0 € U, setzt man also

dann ist

und damit dF = f(t)dt = w € BY(U).
Ssn—1—n
Sei

néJ neJ neJ
———

N J/
-~

= =

dann ist wy(z!, ..., 2") € C=(U).
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Nach dem vorrausgegangenem Lemma existiert nun Fy, s.d. 24 = w,
’ oz

BEHAUPTUNG

dz™ kommt nicht in w — (=1)?~' d(F;dz’\M™}) vor.
N——

=€

BEWEIS

oF; .
w—e-dFy AdaMM = — ea—‘.]dyz:Z A dz? N
xl

n—1
ory . . oF
=a+ BAdz" —¢ ; a—xidmz A dg/ M — ea—xidx” A dz? N
n—1
or;y . . oF
=a+ BAdz" —¢ ; a—x‘i]dxz A dz?MM — edz™ A a—midx‘]\{”}
n—1 8F
=a+ [ ANdx" — (—:Z—‘.]dxi A dz?M™ —eda™ A B
— or’
— OF
= Adz™ — (=1)P7Lef A da™ — —Ldat A dz?N
a+ BAde" — (=1)P"ef Ndx eizl g dr Ade
n—1
oF; . .
=a— EZ a—x‘ijd:cl A dz/ MM

i=1

Es bleibt z.z., dass
w — d(Fyda’ ™) = dp.

Sei alsow = wrdzr! mitn ¢ I, w € ZP(U) < dw = 0 = 22 dxindz’ = 377 20dat A da'+

ox? i=1 Qx?
gwfl dz™ A dz’.
X

Es ist bekannt, dass dz® ein Erzeugendensystem des freien (endlichen) Moduls AP*(U)
bilden. Also dw = Agdz® =0 = Ax =0VK C{1,...,n}, |[K|=p+1.

Wenn n ¢ K, dann kann/wird A Linearkombination aus den g;;’i mit I U {i} = K

sein.

Wenn aber n € K ist, dann muss ¢ = n gelten, da n ¢ I ist und somit K\{n} =1, I
ist eindeutig bestimmt, d.h. 0 = A = %.

Also sind alle wy konstant bzgl. 2" = w(z!,...,2") = w;(z!, ..., 2" 1)dz’. Die rechte

Seite kann als p-Form auf (R"™! x {0}) N U aufgefasst werden, sie lebt also in der
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Dimension n — 1 und w ist somit exakt.
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89 Orientierung

DEFINITION

Ein Diffeomorphismus f : U — V, U,V C R" offen heifit orientierungserhaltend, falls

det J(f,a) >0 VaeU.

BEISPIEL

Betrachte den Diffeomorphismus o : R* — R”, (2!, ..., 2") — (2!, ..., 2", —2"), dann ist
I,.1+ O

J(o,) =deto = el = det 0 = —1, also ist ¢ nicht orientierungserhaltend

(anschaulich ist das klar, denn o beschreibt eine Spiegelung).

DEFINITION

Ein Atlas {(¢;, U;)} heifst orientiert, falls
det J(¢; o gpj_l,a) >0 Vi, j, Vae pj(UNUj).
Die Karten ¢;, ¢; heifsen in diesem Fall orientierungsvertréglich.

BEMERKUNG

Jeder Atlas mit nur einer Karte ist orientiert (z.B. (R",id)).

DEFINITION

Zwei Atlanten A, B heifsen orientierungsvertréglich, falls A U B orientierungsvertréglich
sind. Diese Festlegung definiert eine Aquivalenzrelation A ~, B.

9.1 DEFINITION

Eine glatte Mannigfaltigkeit (X, [A]s) heifit orientierbar, falls ein orientierter Atlas O
existiert, s.d. [A]s = [0]4 (& A ~4 O) gilt.

9.2 DEFINITION

Die Aquivalenzklasse [A], eines orientierten Atlas A auf einer glatten Mannigfaltigkeit
X heifst Orientierung auf X.
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BEMERKUNG

Sei A ein orientierter Atlas auf X, dann ist (X, [A],) orientierbar. In Anlehnung an die
Menge Apmax = {Karten auf (X, [A];)} = {Diffeomorphismen von X D U — V C R"}

definiert man

Ar—;ax - {(¢7 UT/J) S Amax | det J(w © 90_17 ) > O VQO € A}

DEFINITION

Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist ein Paar (X, [A],) aus einer glatten Mannigfaltigkeit
X und einer Orientierung [A], auf X.

BEMERKUNG

Sei A ein orientierter Atlas und p : R® — R" ein Diffeomorphismus, dann definiert man

AP ={p=poyp|pec A}

Damit ist A” ein orientierter Atlas, denn fiir 1;,¢); ist

oyt = pogpiop; topt, det J(yiop; <) = det J(p) - det J(pi0 @) !, -) - det J(p™t) > 0.

-~

=det J(¢; ocpj_l)

Wiéhlt man fiir p die Spiegelung

I, 1 O
o= ,
0 -1
so gilt A 4, A?.

Fasst man [A], als Orientierung auf einer Mannigfaltigkeit auf, dann heifst [A%], entge-
gengesetzte Orientierung.
Man wird spéter sehen, dass fiir einen beliebigen Diffeomorphismus p entweder A ~, A”

oder A7 ~, A” gilt.

LEMMA

Eine zusammenhéngende glatte Mannigfaltigkeit von der Dimension > 1 besitzt entwe-

der keine, oder genau zwei Orientierungen, die einander entgegengesetzt sind. Es gibt
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jedoch keine eindimensionalen Mannigfaltigkeiten ohne Orientierungen.

BEWEIS

Ubungsaufage.

BEISPIEL

()

Das Mobiusband ist eine zweidimensionale nicht-orientierbare Mannigfaltigkeit.

(Beweis: Ubungsaufgabe)

Das Mébiusband M entsteht durch Drehen in Richtung der Pfeile und Verkleben
der beiden roten Abschnitte.

In Formeln bedeutet dies, dass das Mébiusband gerade

M = [0,1] x (=1, 1)/N _Rx (-1, 1)/N
mit der Aquivalenzrelation

(t,v) ~(s,u) & t—seZ&v=—u

ist.
n+1
Der projektive Raum P"R = R /'~ bzgl. der Relation

v~y < INER\{0}:z =)y x,y € R"\{0},

(Geraden durch 0 in R™*1) ist nicht orientierbar, falls n gerade ist. Intuitiv ldsst

sich P"R als “halbe** Sphére auffassen (v € P"R = ||H”TH|| =l=pp=we Snt
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aber auch —w € S" “v ~w ~ —1 - w").

BEMERKUNG

Ist X eine nicht-orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 2, dann enthélt X das
Mobiusband als Teilmenge.

DEFINITION

Seien (X, [A],) und (Y, [B],) orientierte Mannigfaltigkeiten und f : X — Y ein Diffeo-
morphismus, dann heiflt f orientierungserhaltend, falls ) o f o ¢! fiir alle ¢ € A und
Y € B orientierungserhaltend ist (< ¢ o f € AL ).

max

DEFINITION

Seien X eine glatte Mannigfaltigkeit und €2 C X offen, dann heifst ein Punkt a € 0QNX
glatter Randpunkt, falls es eine Karte (¢, U,) gibt mit a € U, und

e(0QNU,) ={y=(y',...y") €V, CR" | y" =0},
wobel n = dim, X ist.
2 hat einen glatten Rand, falls alle a € 92 glatt sind.
BEMERKUNG

Hat €2 eine glatten Rand, dann ist OS2 eine eingebettete glatte Untermannigfaltigkeit der
Kodimension 1 von X, denn ¢(0QNU,) ={y €V, | y* = 0}.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, z.B. ist fir Q = R?*\(R x {0}) der Rand
90 =R x {0} in (R?id) und es gilt

id(QNR*) = {y e R* | y* £ 0} 2 {y e R* | y* > 0},
aber 0f) ist offensichtlich eine eingebettete Untermannigfaltigkeit.

BEMERKUNG

(2 hat einen glatten Rand < 0f) ist glatte eingebettete Untermannigfaltigkeit und besitzt

eine Innen/Aufen-Unterscheidung.
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LEMMA

Seien X eine orientierte Mannigfaltigkeit und 2 C X offen mit glattem Rand, dann ist

0f) orientierbar.

BEWEIS

Mittels Innen/Aufen-Unterscheidung. Die Karten (¢, U,,) fiir die glatten Randpunkte
liefern einen Atlas A auf 02, was schon aus der Konstruktion/Definition der eingebet-
teten Untermannigfaltigkeit ersichtlich ist (vgl. S. . Betrachte nun die Kartenwechse-
labbildung 7 = ¢ o o~ (fiir ¢ € A) und ihre Einschrinkung

¥ = prga—1 oo Hat ., 2"t 0),

dann ist det J(7) > 0, da X orientierbar ist.

BEHAUPTUNG
J(0
J(1) = ( (9) ) quadmit ¢ > 0.
0 ¢
BEWEIS
Ubungsaufgabe.
= det J(7) = det J(I) - ¢ = det J(J) > 0. O
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8§10 Partition der Eins und Integrale

Im folgenden sollen nur p-Formen betrachtet werden, fiir die nur gilt
w € Abb(X, APT*X)

und

idy =prxyow.

Fiir solche w gilt dann
w ist stetig < w € C%(X, A’T*X) (< die Komponenten von w stetig sind).

Man bezeichnet die Rdume dieser p-Formen, in Anlehnung an die Notation fiir glatte
p-Formen, mit ['ayy, (APT*X) respektive ['co(APT*X).

DEFINITION & BEMERKUNG

Seien (X,.A) eine orientierte reindimensionale Mannigfaltigkeit der Dimension n und
w,w” Topformen, d.h. w,w" € Txpp(A"T*X), dann definiert man eine Ordnungsrelation
fiir Topformen durch

w>w & n=w-—uw >0.

Seien dazu 1), ¢ Karten und 7 = ¢ 0 ¢p~! der zugehérige Kartenwechsel, dann gilt
(W) = nf_dat Ao Adat,

(e Y'n=nf dz* A Adz"
und
(T)* (@™ n) = ().
Folglich ist det J(7) - n{_, = n{., und man definiert

>0 e nf >0 >0
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DEFINITION

Man definiert den Betrag( respektive die Betragsform |w| € I'co(A"T* X)) einer Topform
durch

oder

*

|w||U¢ =" () <w|U¢>‘ fiir eine Karte (¢, U,).

DEFINITION

Sei U C R" offen, dann hat eine Topform die Gestalt w = w;_pdaz! A--- Ada™. Ist
wi.., eine stetige Funktion mit kompaktem Tréger, d.h. w;._, € C°(U), vgl. S. , dann

definiert man
/w::/wlmn(a:l,...,x”)duzeb.
U U

BEMERKUNG

Analog zu oben, kann man fiir w in Ty, (APT*X) auf einer glatten Mannigfaltigkeit X
zeigen, dass die Aussagen w, = 0 und w, # 0 wohldefiniert sind, vgl. Ubungsaufgabe.

Man kann also auch fiir stetige p-Formen in I'co(APT*X) den Tréger

supp(w) = {z € X | w, # 0}

definieren und {iberpriifen, ob er kompakt ist.
Den Raum der stetigen p-Formen mit kompaktem Tréger bezeichnet man mit I'co (APT*X).

Der Unterraum der glatten p-Formen wird mit A7, (X) bezeichnet.

BEMERKUNG

Seien X eine orientierte Mannigfaltigkeit, w € I'co (AT X) mit n = dim X und supp(w) C

U, dem Definitionsbereich einer Karte (¢, U,), dann definiert man

/w::/ wf (2., 2™ dat - da”,
U, Vi v

:dMZeb
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Diese Definition ist wohldefiniert, denn sei (1, Uy ) eine weitere Karte mit supp(w) C Uy,

dann ist

Fiir den Kartenwechsel 7 =1 o ¢! : V, = Vj, folgt

| wtdu= | wrian= [ o mlde sl [ of (ol = [ wf du
Vy (Vo) Vy Vi Vi

aus dem Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale (vgl. S. und dem Transforma-
tionsverhalten von Topformen (vgl. S. [62).

ZERLEGUNG DER EINS (SCHWACHE FORMULIERUNG)

Seien X ein topologischer Raum, K C X kompakt und Uy, ...,U, C X alle offen, s.d.

K C U, dann existieren n; € C%(X,[0,1]) mit supp(n;) € U; und > mi(x) = 1
i=1 i=1
Vo e X.

ANWENDUNG

Seiw € I'go (A"T*X) und bezeichne K := supp(w) den (kompakten) Tréiger von w, dann
ist K C |J U,, fiir Karten (p;, U,,). Dann gibt es eine Zerlegung der Eins n; € C2(U,,).
=1

(2

Wegenw =1-w = (E m) -w =) nw definiert man
i=1 :

=1

n

% Lo

i=1

Diese Definition ist wohldefiniert, da supp(nw) C U,,, und unabhéngig von der Wahl

der Karten und der Zerlegung der Eins (vgl. Ubungsaufgabe).
ZERLEGUNG DER EINS (STARKE FORMULIERUNG)

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer Uberdeckung durch offene Mengen (U;)ic;,
dann existieren
S COO(X7 [07 1]) mit Supp(ni) - Uz

die folgende Eigenschaften erfiillen
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(i) Fiir alle z € X existiert eine offene Teilmenge 2 C X, s.d. fiir fast alle ¢ gilt
supp(n;) € Q° (lokale Endlichkeit).
(il) > mi(x) =1 fir alle z € X.

i€l

ANWENDUNG

Mittels der starken Zerlegung der Eins kénnte man beliebige Topformen w € T' s, (A" T*X)

integrieren (wenn man das Problem [, w = oo verkraften konnte):

[e=3 7

icl

Eine zweite Anwendung stellt das folgende Lemma dar.

LEMMA

Sei X eine orientierbare Mannigfaltigkeit, dann existiert ein w € I'(A"T*X') mit w, # 0

Vp € X. Man nennt w Volumenform.

BEWEIS

Seien ¢; : Uy, — V,,, orientierte Karten, dann definiert man
Q; = @i (dat A A da™).

Wihle zu X C |JU.,, eine starke Zerlegung der Eins mit supp(n;) C U; und definiere

w; :=n; - w; und w = E w.

i€EN

Diese Definition ist wohldefinert, da lokal endlich.

BEHAUPTUNG

Fiir p € Uy, gilt ((p;")*w), > 0.
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BEWEIS

N

Es gibt ein j, s.d. n;(p) > 0, da > ni(p) =1 > 0.
i=1

Ferner gilt

i=1 i=1

M (Z mpi)" (ot ”}>> =Y mowr (¢r! o) (daltm.

Bei den dxt'" handelt es sich um die kanonischen Topformen auf den

Karten ;. Man erhalt also auf U,

N
(80;1)*(.&} = ZT]’L : 90];1 Slet J(gol::l (@] 901() . d:[;{lv"vn}

i=1

>0 >0

mit einer strikt positiven Summe.

Hieraus folgt die Aussage des Lemmas.

KOROLLAR

Sei ¢ € I'(A"T*X), dann existiert ein f € C°(X) mit £ = w - f, also gibt es einen
C*°(X)-Modulisomorphismus

D(A"T*X) = C*(X).

BEWEIS

sieche Ubungsblatt O]

THEOREM

Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit X sind die folgenden Aussagen dquivalent
(i) X ist orientiert,
(i) auf X existiert eine Volumenform w, d.h. w € A"(X) = I'(A"T*X) und w, > 0 fiir
alle p € X,
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(iii) es gibt einen C*°(X)-Modul-Isomorphismus
D(A"T*X) = C®(X),

(iv) es gibt eine Familie von Orientierungen (O,),cx in den Tangentialrdumen 7,X.

BEWEIS

(i) = (ii) = (iii)
siehe oben

(iii) = (i) = (i)
sieche Ubungsblatt
(i) < (iv)

siche Lemma S.

DEFINITION & BEMERKUNG
Mit der gleichen Konstruktion wie oben erhélt man die Isomorphismen

Ce(X) =T (A" T*X), [ frw
Abb(X) = Tabb (AnT*X), f — f - W

fiir eine orientierte Mannigfaltigkeit X mit Volumenform w. Da die Integration fiir
T'co (A"T* X)) wohldefiniert ist, erhdlt man ein Radon-Mak auf der linken Seite C2(X).
Nun kann der Daniell-Lebesgue-Prozess aus Kapitel 1 ausgefiihrt werden.

D.h. eine Topform 1 = f - w ist integrierbar, falls eine Folge von stetigen Topformen mit

kompakten Tragern n, = fi - w existiert, s.d. gilt

1 =kl = If = il = 0.

Man bezeichnet den Raum der integrierbaren Topformen mit I';: (A"77X). Fiir die Men-
ge der Topformen, die zugleich glatt und integrierbar sind, verwendet man das Symbol
AT (X).

Entsprechend ist das Integral einer Topform 7 iiber eine offene Teilmenge U (mit kom-
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pakten Abschluss?) mittels der charakteristischen Funktion x; definiert :

/WiI/XU'U-
U X

Wiéhlt man eine beliebige Folge stetiger( oder sogar glatte) Funktionen f,, mit kompak-

tem Trager, welche monoton wachsend gegen die charakteristische Funktion y; konver-

/nz/xU-nz lim/fn-n'

gieren, dann gilt
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8§11 Der Satz von Stokes

DEFINITION

Seien X eine orientierte Mannigfaltigkeit und Y eine eingebettete orientierte Unterman-

nigfaltigkeit der Kodimension d. Fiir w € A" 4(X) definiert man dann

/w:—/L*w
Y Y

mit Hilfe der natiirlichen Inklusion ¢ : Y — X.
Man wahlt die Orientierung auf Y, s.d. fiir Y = 02 gilt

(2N Uap) ={y € Vo | (=1)"y" > 0}.

11.1 SATZ VON STOKES

Sei X eine orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und 2 C X eine offene
Teilmenge mit glattem Rand. Fiir w in A" 1(X) mit dw € T'11 (A"T*), also eine glatte
(n — 1)-Form, deren Ableitung auf 2 integrierbar ist, gilt

/dw:/ w.
0 a0

BEWEIS

Fiir jeden Punkt x € X gibt man eine Karte ¢, an, s.d. gilt
1.z ¢ 00 =00nU, =0
2. U, =V, =(-C,C)" CR™;
3.2 €IN= ,(00NTU,) = (-C,C)" ' x(0,0).

Mit der starken Formulierung der Partition der Eins erhélt man eine Familie von glatten
Funktionen mit kompaktem Tréger (1,),. C C&F(X, [0, 1]) mit supp(n,) C U,.
Wegen der lokalen Endlichkeit werden sehr viele dieser 7, identisch 0 sein! Die restlichen

bezeichnet man nun mit (7;);e;. Dann gilt

o= (50) -
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und deshalb

dw=d ((Z m) -w) = i+ dw+ (1) d (Z m) A w.

iel el il
=1

Die Cartan-Ableitung ist wie der Name schon andeutet ein lokaler Operator, s.d. es sich

fiir sie nur um eine endliche Summe handelt, mit der sie ja vertauscht. Man erhélt also

dw = Zd(m ‘w).

el

Damit ergibt sich fiir das Integral von w iiber €2

/de:/XXQ'dWZ/XXQ'Zd(mw):Z/XXQ'CZ(UM)-

i€l el

Die letzte Gleichheit gilt wegen dem Satz {iber die dominierte Konvergenz und der Tat-
sache, dass aus f € L! folgt |f| € L'. Da der Tréiger von n;w kompakt in U, enthalten
ist, findet die folgende Behauptung Verwendung :

BEHAUPTUNG

Gilt der Satz von Stokes fiir glatte (n— 1)-Formen mit kompakten Tréger auf
dem Kartenbid V,,, so ist er auch auf dem Kartenblatt U, fiir selbige Formen

gliltig.

BEWEIS

Sei p: U =U, =V =V, eine Karte mit w € A% ' (U) dann gilt

[aw= [ @hyao= [ ey,

Entsprechend gilt fiir xpno = lim,, f, mit f, € CF(X)

/Uﬂﬂdw:/UXUmQ.dw:hELn/Uf"'dw:/V(QD_1>*(fn'dw)
:/V(Sp_l)*(Xga(UmQ) - dw). :/ (o) (dw)

w(UNQ)
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Vertauscht man nun Differentiation und Pullback und wendet anschliefend

Stokes an erhalt man

/ do = / A(o™)w) = / ()w = / () w
UunQ VNe(Q) VNo(p(Q2)) VNp(0Q)

:/ L*O(gﬁ_l)*w:"':/ L*w
P(UNON) UnoQ

Es reicht also aus Stokes auf Quadern des (—C,C)" C R* mit Q = (—=C,C)" 1 x (0,C)

oder Q = (—C,C)™ zu beweisen :
Sei w eine Topform in A% ([—C,C]") dann ist

8w1

dw = d(wrdz’) = ==da’ N da’ = i EE0AN 03 }(—1)1'(1_1)dx{1“”}.

oxt oxt

Es gilt zudem

C O . ‘
/ A ! = o T =0 -0 =0,

_C 8x2

da w einen kompakten Tréger besitzt. Fubini impliziert nun

0wt n\ (i
[ By,
(-c,e)m s

Ist also Q2 = (—C, C)", was dquivalent zu 9 = () ist, dann gilt

i Ow(1.n}\{i}
dw =S (=1) 1/ iU N U Y
/9 ; (-com 0

was mit f@ w ubereinstimmt.

Im Fall Q = (—C,C)"! x (0,C) ergibt sich analog

19) e
/dw _ (_1)111/ w{l..n 1}dlLL _ (_1)n1/ </
Q (—C,C)"=1x(0,0) Ox (-c,oyn=1 \Jo

Das innere Integral ist gerade

c
Ow(1.m—1} dg"
ozn

n— C n—
W{lnn_l}(l'l,...,.% 1,t)|0 IO—W{lnn_l}(l'l,...?l' 1,0)

)
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und somit erhdlt man

/ dw = (—1)”/ witp-n (@t 2" 0)dp.
Q (—c,cyn—1

Dies entspricht fast(!) dem Integral von ¢*w auf dem Rand 99 = (—C,C)""! x {0}. Denn

fiir die Inklusion «(z!,... 2" 1) = (z!,..., 2" 0) gilt

t=T= h und = A""HT) = (1,0,...,0).
1

BEMERKUNG

Man kann den Satz von Stokes auch allgemeiner formulieren:
Habe Y die Menge der glatten Punkte des Randes 0¢2 das gleiche Oberflaichenmaf wie
002 und sei K := (QUY) Nsupp(w) kompakt. Dann gilt

Jaw=[w

Gewisse Autoren formulieren Stokes wie folgt

KOROLLAR

Seien X eine orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n , 2 C X offen mit glattem
Rand und kompaktem Abschluf ©Q und w € A" 1(X). Falls K := QN supp(w) kompakt

ist, dann gilt
/ dw = / w.
Q o9

BEWEIS

Wegen der Kompaktheit von K wird w auf €2 integrierbar sein.
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KOROLLAR

(i) Seien X eine reindimensionale, kompakte und orientierte Mannigfaltigkeit der Di-

mension n und w € A" 1(X), dann ist

/dw:().
X

(ii) Seien X eine orientierte, reindimensionale Mannigfaltigkeit der Dimension n und

w e A" 1(X) (d.h. w habe einen kompakten Tréger), dann ist

/dw:().
X

BEWEIS
(i) X =0Q=0900=0und

/w:().
]

(ii) ...

11.2 PROPOSITION

Sei X eine reindimensionale, kompakte und orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension

n, dann gilt
H"(X,R) #0.

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

BEISPIEL

Spéater wird noch gezeigt, dass gilt

H™"(S",R) = H°(S",R) = R.
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Kapitel 3: Riemmann’sche

Mannigfaltigkeiten

81 Riemann’sche Metriken

DEFINITION

Eine semi-Riemann’sche Metrik auf einer glatten Mannigfaltigkeit X ist ein (0,2)-Tensor
g, dh. g € T*?(X), s.d. g, eine symmetrische nicht-ausgeartete Bilinearform auf 7, X
fiir alle p € X ist. Ist zu dem g, positiv definit fiir alle p € X, so heifit ¢ Riemann’sche
Metrik.

Ein Paar (X, g) bestehend aus einer glatten Mannigfaltigkeit X und einer (semi-) Rie-

mann’schen Metrik ¢ heift (semi-) Riemann’sche Mannigfaltigkeit.

BEISPIEL
(i) Das Standardskalrprodukt (-, -)p. definiert durch
gp(v,w) = (v, W)pn

eine Riemann’sche Metrik auf R” fiir alle p € R™.

(ii) Einsteins Raumzeit ist eine vierdimensionale glatte Mannigfaltigkeit und wird mit

-1 0 0 O
0O 1 00

v, w) = v w
9p< ) 0 010
0 0 0 1

zu einer semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit.
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BEMERKUNG

Ist X = U C R", dann lisst sich eine Metrik g € T%*(U) = C°°(U, M,(R)) durch
Gij - U—-R

mit einer Matrix (g;j)1<ij<n € M,(C>®(U)) identifizieren.

BEISPIEL

(i) Ist X = S2, dann ist
gp(Aa B) = gcp(p)((P*Ay QO*B>7

also g = ¢* (-, -)g« fiir irgendeine Karte ¢, eine glatte Riemann’sche Metrik auf X
(i) Ist X = R™, dann ist

0 e~ (")’
eine glatte Riemann’sche Metrik auf X.

(iii) Ist X =H = {2 € C | Im(z) = y > 0} die obere Halbebenen, dann ist

1 0
gz:_I: Y

eine glatte Riemann’sche Metrik auf X. Fir k£ = 2 heifst sie die hyperbolische

Metrik und (H, g) ist der hyperbolische Raum. Sie definiert eine die Volumenform

dz N\ dy
Wy = /2
auf H.Der Fundamentalbereich F = {z € C | |Re(2)| < 1,|2| > 1} hat dann das
Volumen
i1 1 1\ 2
Volg(]:) = /ng = _1 ﬁdl‘ = arcsin <§) — arcsin (—5) = 577_

18. August 2014

E.Freitag/T. Wieber, Ana IV 92



Kapitel 3: Riemmann’sche Mannigfaltigkeiten §1 Riemann’sche Metriken

BEMERKUNG

Eine Riemann’sche Metrik g auf X induziert durch
dy(p, q) := inf{l,(y) | v ist reguldr und verbindet p mit ¢}

eine topologische Metrik d, auf X. Dabei ist v regulér, falls 7 injektiv ist und §(¢) > 0
fiir alle ¢ ist, und [,(7) bezeichnet die Lange der Kurve v und ist gegeben durch

ly(7) = /I Vg, %)dt.

LEMMA

Eine Riemann’sche Metrik g lasst sich auch wie folgt charakterisieren:

(i) g ist in Capp(T%2X) mit g, ist symmetrisch, positiv definit fiir alle @ und:
VU, V2,9 T(U) ist a — g,(%,,9,) € C(U)

(ii) (g9v)vcx, U € X offen, ist eine restriktionsvertrigliche Familie von positiv defini-

ten, symmetrischen Abbildungen
TWU)xTWU)— C(U).

Hierbei heifst positiv definit: 0 # X € T(U) = gy (¥, %) > 0.
(iii) ¢ entsteht durch Koordinatenpatching mit positiv definiten, symmetrischen und

glatten g7 fiir alle z € V,,.

BEMERKUNG

Seien VW (endlich dimensionale) R-Vektorrdume und B : V x W — R eine Bilinear-

form, dann definiert man
op:V = W" v~ B(v, ) ={ww+— B(v,w)}

bzw. analog o : W — V*.
Seinun g : V x W — R eine positiv definite, symmetrische Bilinearform, dann ist o, ein
Isomorphismus.

Ist {e1,...,e,} eine Basis von V, dann heilt G = ((g(e;, e;))ij) = ¢i; die Gram-Matrix
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von g. Damit gilt
g(v,w) = v'Gw

und ¢ ist positiv definit genau dann, wenn G positiv definit ist.

Sei A eine positiv definite Matrix, dann definniert man
ga(v,w) == v" Aw.
Ist W = V*, dann ist o, : V — V* ein Isomorphismus und man definiert
g VXV =R, (2,y) = g0 (), 07 (y))

mit Gram-Matrix (g*(e*, "))

1.1 LEMMA

Die Gram-Matrizen (g;;) und H := (¢%) sind invers zueinander.

BEWEIS

Betrachte E; := o(e;), dann ist E;(v) = g(e;,v) = vig(e;, e5) = vgiy; = Ej = gije™
= g*(E;, E;) = g(ei, ;) = gij, aber ebenso gilt g*(gie™, gue™) = gix g* (€™, €™) gu, also
—_—

—ght

in Matrizenform G = GHG < GH=1Tuwnd HG =1 < G =H ', O

1.2 LEMMA

Sei g eine positiv definite, symmetrische Bilinearform auf V', dann gibt es eine positiv
definite, symmetrische Bilinearform ¢*7 auf Alt?(V) = APV*, die die Gleichung

g*p(al VANRRIVAY Qyp, bl VANRREIVAY bp) = det(g*(ai, b])zj>
fiir ay, ..., ap, by, ..., b, € V* erfiillt. Fiir p = 1 gilt offensichtlich g*! = g*.

BEWEIS

Weihle eine Orthonormalbasis {e, ...,e,} von V bzgl. g, also gilt g(e;, e;) = gi; = 6;; =
g=1,=g" =11 = {e*, ... e} ist eine Orthonormalbasis von V*.

Definiere g** als Bilinearform, die zu der Basis e*! mit |I| = p die darstellende Matrix
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[(;) hat.

Diese stimmt mit det(g*(-,-)) auf der Basis iiberein, also auf ganz Alt? (V). O

BEMERKUNG

Es stimmen sogar die Abbildungen g*(alt(-), alt(-)) und det(g*(-,-)) auf (V*)? x (V*)?
iiberein. Es geniigt diese Aussage auf den Basisvektoren {e*, ... e* et .. e*r} zu
verifizieren. Betrachte dazu
Fall 1:
Es existieren k, [, s.d. iy = 4; = alt(-) = 0, denn e** A * = ¢** A ** =0, und in der
Matrix (g*(-,-)) tauchen zwei identische Zeilen auf und damit ist ihre Determinante 0.
Fall 2:
Fiir alle [, k ist ix # 7;, d.h. es brauchen lediglich Permutationen der Indizes betrachtet
werden. Zerlegt man jede Permutation in geeignet viele Transpositionen “benachbar-
ter Elemente* sieht man sofort, dass jede Permutation im Wedgeprodukt und in der

Determinante lediglich “gleichviele” Vorzeichen —1 verursacht.

BEMERKUNG

Sei ey, ..., e, eine beliebige Basis von (V,g), dann ist w = \/det(gix)iwe™ A -+ A e
eine Orthonormalbasis von A™(V*) = Alt"(V'), wobei g¢;; die Metrik auf V' und A :
AP (V) x Alt?(V) — Alt"(V) = R bezechnet. Ist ¢g** die Metrik auf den e*', dann gilt

1
Vdet(gir)i =

det(g™*) ik
und
g (ww) =1=g"(~w,w).

Ist M ein Riemann’sche Mannigfaltigkeit, dann will man einen natiirlichen Isomorphis-
mus von R — Alt"(V),t — tw (bzw. C*(M) — A"(M), f — fw) erhalten.
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§2 Der *-Operator

DEFINITION

Zwei Basen eines Vektorraums V' heifien orientierungsaquivalent, wenn die Determinante
der Basiswechselmatrix positiv ist.
DEFINITION

Eine Orientierung auf einem Vektorraum V ist eine Aquivalenzklasse von Basen. V heifit
orientiert, nach der Auswahl einer Orientierung, deren Basen dann ebenfalls orientiert
heifsen.

BEMERKUNG

Jeder Vektorraum hat genau zwei Orientierungen.

BEISPIEL

Der R ist mittels der Standardbasis orientiert.

LEMMA

Eine Orientierung auf (V, ¢) induziert eine eindeutige Topform
w = +/det(gi)iwe™ Ao A e

BEWEIS

Sei A der Basiswechsel von {e;} nach {f;}, dann transformiert {e** A --- A e*n} —

{ A"y kovariant und /det(gq )i, kontravariant (oder umgekehrt, vermutlich mit

Vdet?A = det A).

DEFINITION

Ein lokaler Rahmen auf U C M bzw. T (U) ist ein Tupel (eq, ...,e,) € T(U), s.d.

ein Isomorphismus von C*°-Moduln ist.
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BEISPIEL

0
oz’

auf den zugehorigen Karten.

BEMERKUNG

Sei E; ein lokahler Rahmen auf U, dann bilden die E;(p) eine Basis von T,M fiir alle
peU.

BEMERKUNG

Eine Volumenform 7 auf M ist ein globaler Rahmen von A™(M), denn
p OF(M) = AY(M), f = fn

ist ein C°°(M)-Modulisomorphismus.

BEWEIS

Es gilt
o(f) = f-e(1)

und angenommen, dass ¢(1), = 0 gélte. Fiir beliebige w € A"(M) folgt

w=e(f)=¢1)-f
= w, = f(p)e(1), =0
= Vwe A" (M) 1w, =0 4.

LEMMA

Eine glatte Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar, wenn es eine Familie von
Orientierungen (O,)yen der Tagentialrdume 7,M gibt, s.d. fiir alle U C M offen und
alle lokalen Rahmen Fj, ..., E, auf U gilt

dqeU: {Ei(q),...E.q)} €0, = VYpeU:{Ep),....E.(p)} € O,
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BEWEIS
(4¢“

Sei (vp)penr gegeben und eine Karte ¢ = 2 um ¢, dann gilt

{%} € O,(T,M) oder {—%} € O,(T,M).

Definiere ((E) die neue Karte y = (—z', 2%, ....,2"), dann gilt

0 o 0 0 .
= =2
oyt oxl’ Jyt  Oxt

= 57 € Of(T,M) = 2= € O)(T, M) fiir alle p € U.
Seip=U,NU, = {aiyi} , {%} € O0,(T,M) = det(J(z 0oy ')) > 0 nach Definition

der Vektorraum Orientierung.

C(:>(C
Sei M orientiert, dann definiert man in jedem Punkt p € M O, := {

8t

9z’

LEMMA

Fasst man endlich dimensionale R-Vektorrdume als Mannigfaltigkeiten, dann stimmen

die Orientierungskonzepte iiberein.

BEWEIS

Jede Basis B = {by, ..., b, } liefert einen Isomorphismus
YB : R" — V, (.Z'l, ...,$n> — xlbz

V besitzt also eine Karte ¢p, die V nach R™ abbildet und somit ist {¢p} ein orientierter
Atlas.

Ferner existieren (entgegengesetzte) Orientierungen [A], und [A7],, s.d. jede Basis von
V in einem [A?] liegt. Man identifiziert also Basen mit Atlanten.

{a;},{b;} € [A], = Basiswechselabbildung hat positive Determinante = {a;}, {b;} € O.
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2.1 LEMMA

Sei (V, g) ein endlich dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt g, dann existiert ein

eindeutiger natiirlicher Isomorphismus
P =% AtP(V) — AtY(V), a — *a,

der durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert wird:

(i) Fir alle a, 8 € AltP(V) gilt
an*f=g7(a,B) w

mit w der Volumenform auf (V/ g).

(ii) Sei {ey,...,e,} eine orientierte Orthoonormalbasis von V', dann gilt:
(a) Fiir e*! € At?(V) und e* € AltY(V) ist

x(e*) =e(l,J) e
mit €(/, J) = sgn(m), wobei 7w eine Permutation ist, die
T({i1y oo ipy J1s s g y) = {1,...,n}

erfilllt (J ={1,...,n}\ ).
(b) (+5r) = e(L, J)By

BEWEIS

(a) = (b)

*(8) = #(Be™!) = By x e 2N Bre(l, J)er!

|I|=p

|
0 = (x8) 5™
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= (%8); = Bre(L, J)

(b) = (a)
Sei By = 0k fiir B = Bre

(i) = (ii)
Wihle a = e*! & e Ax8 = g*P(e*, e* By w (¥)
Fiir die linke Seite gilt:

(x0) K (e*I A e*K) =K (1B = (*6) 01, npuwe( L, {1, ...,n} \ 1)
Fiir die rechte Seite gilt:
g*p(e*la €*JBJ)W = 5I’J5JW = fiw

Man erhilt also

(i) = (1)

Nimmt man (b) an, sieht man sofort a A x5 = ¢*?(«, 5) - w, wegen Gleichung (x).

Existenz
Da V ein endlich dimensionaler Vektorraum und g eine positiv definite, symmetrische

Bilinearform ist existiert ein natiirlicher Isomorphismus
iR ALYV, e tw,

wobei w := y/det(gix)ike* A -+ A e die Volumenform auf (V] g) ist.

Mit p + ¢ = n erhilt man aus ¢+ und A den Isomorphismus
Bion =10 A AIEP(V) x AltY(V) == R, (n,¢) = i(n A p).
= es existiert ein Isomorphismus

0B, = Tion : AP (V) — (ALY(V))",n = i(n A-).
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Weiterhin gibt es einen Isomorphismus
oy AltY(V) — (AIt9(V))".
Es sei angenommen, dass der Sternoperator wie folgt identifizert werden kann
*0 = (05 0 i0n) (B).
In der Tat folgt aus dieser Definition
oga(%5) = oion(B) : AtY(V) — R.

Man wertet nun diese Funktionale an e*! aus:

oga(xB)(e) = gwn(B)(e)
g*q(*g, e*’) i(p J e)

(*5)K9*‘1||(6*K et i(ﬂJe*L| Ne)

(*5)151‘1 e(J, f)||5”ﬂj

Die Isomoprhismeneigenschaft folgt zum Einen aus

dim AItP(V) = (”) - ( " > = dim AIt*(V)

p n—p
und zum Anderen aus 5 € ker = (xf)g = (K, 1)5; =0VK = =0V = (=0
]

BEMERKUNG

Die Darstellende Matrix des *-Operators bzgl. der Orthonormalbasen e*! und e*/ ist

gegeben durch

e({1,...,p},{p+1,...,n})

e({n —p,...,n}{1,...,n—p})
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2.2 LEMMA

Die %-Operatoren haben die Eigenschaften, dass
*"P o P = (_1)p(n—p) idAltp(V)7

AIP(V) 5 Al 2(V) 57 A2 ()

gilt. Also ist ** ein Automorphismus.

BEWEIS

Benutze die Darstellung
aA(xf) = g (a, flw
fir o = g = e*!:

6*1/\ (*6*1) :g*(e*l,e“)w = w.

Ferner ist
x(xe*) = x(e(I, ))e*”) = e(J, De(1, J) e = e*!
—_—
= =)"1
und

*T

(ke YA (ke 1) = (1P P (xe* ) A (xxe*]) = (=1)PO7P) P (xerle™ )y = (—1)P(n=P)yy,

Damit gilt
w = A(x* % e*I) A (*e*I) = A(—l)p(”_”)w_
O
KOROLLAR
x1 = w.
BEWEIS
1le AltO(V), I = @, J = {]_, 77L} = C(I, J) = 1.
O
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LEMMA

Sei {ey, .., e, } eine beliebige Basis des Vektorraums (V) g), dann gilt fiir die induzierten

Basisvektoren e*! = e*t A ... A ¥ von AltP(V):

el =) \[det(giy)g (e ) - e(T AL, . n}\ ) - erthen i

|J|=p
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83 de Rham-Laplace-Operator

BEMERKUNG

Sei X eine orientierte Riemann’sche Mannigfaltigkeit, dann hat man eine Auswahl von

orientierten Basen jedes Tangentialraumes und die Form
det(gir)indxt A - Ada € AT X

ist wohldefiniert.
Ferner ist w = w, € A"(X).

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

DEFINITION & BEMERKUNG

Man hat nun ein Radonmaf
f|—>/ wg - flUr f € C’S(X).
X

Ferner kann man nun den Raum L'(X,w,) definieren.

Weiterhin definiert man das Volumen von X mittels
/ 1w, =:vol,(X).
X

DEFINITION & BEMERKUNG

Man definiert den *-Operator auf p-Formen wie folgt:
Sein e AP(X) = n, € Alt’(T,X)

= (%1)q := *1, (punktweise).

*7) ist glatt nach dem Lemma von Seite [103]

LEMMA

Sei f € Dapp(APT*X), dann gilt

BeAP(X) & aAB e A(X)Va e AvP(X).
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BEWEIS

(C:>(C
Klar.
o ¢“

.....

e ANda" =a A e AM(X), also a A xnp = g*P(a, n)w glatt = xn glatt.

O
3.1 SATZ
Der *-Operator definiert einen C'*°-linearen Isomorphismus
x: AP(X) — A"P(X)
mit der Bigenschaft *  n = (—1)P("P)y,
BEWEIS
%1 = (—1)P Py ist klar nach Konstruktion.
m

BEMERKUNG

Sei 1 € A°(X) = C~(X), dann gilt *1 = w.

3.2 DEFINITION

Die Kodifferentiation ist die Abbildung
APy A EL gn—(=1) Fy gp-1

ERINNERUNG

Sei X eine kompakte orientierte Riemann’sche Mannigfaltigkeit und o € A"~!(X), dann

/dazO.
X
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DEFINITION
()t AP(X) x AP(X) = C%(X), (o, B) = g7 (v, B).

Ist X eine kompakte Mannigfaltigkeit, dann gilt C>°(X) = C*°(X) C C%(X) = C°(X) C
L'(X). Man definiert

(1) : AP x A" 5 R, (0, B) = (o, f) = /X g7 (o, B

Man sieht sofort

@)= [ tagw= [ an

(+,-) ist positiv definite und symmetrische R-Bilinearform, denn (-, -) ist all das und sogar
C°-bilinear. Aber A?(X) hat unendliche Dimension iiber R.

3.3 DEFINITION

Seien F, F' normierte Rdume und A : F — F eine stetige, lineare Abbildung, dann ist
die adjungierte Abbildung von A A* : F* — E* (stetig und linear) charakterisiert durch

A% (p)(v) = (v, A%(p)) p = (A(v), ¥)p = P(A(v)) fir v € E, p € F™.

Sei H ein Prihilbertraum (vgl. S.[I8). Ein linearer Operator A : H — H heift selbstad-
jungiert, falls A = A* gilt, oder

(x, Ay) ; = (Az,y), fir alle z,y € H.

DEFINITION

Die n + 1-fache orthogonale Summe

2X)=D,,2x) =D, 4(x)

1st mit
n

(Z Ops Z 5p> = Z (o, Bp) av

p=0

ein unendlich dimensionaler Prahilbertraum.
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3.4 SATZ

Die Kodifferentiation auf einer kompakten orientierten Riemann’schen Mannigfaltigkeit

ist die adjungierte Abbildung zur Cartan-Ableitung, d.h.

(da, B) = (v, 08) fiir a € AP7H(X), B € AP(X).

BEWEIS

Nach dem Satz von Stokes gilt

/Xd(a/\*ﬁ):()

und ferner
/ dlaN=p) = / da A B+ (=1 ta A (d* B).
b'e X ~ ~~ -
Fiir n gilt
n= (_1)p—l—l—(n—p—l—l)(n—(n—p+1)+1)a A *56
= (=D'a A8,
denn:

p—-1D)A4+n—p+1)n—(n—p+1)+1=(p—-1)n—p+2+n)+2n
=2n(p—1+1)+20p—-1)—plp-1)
equiv —p(p—1) mod 2
=0 mod 2,

also

Oz/Xda/\*ﬁ—/Xa/\éﬁ & (da, B) = (a,0).

DEFINITION

Der de Rham-Laplace-Operator

A=AP=AP: AP(X) = AP(X)
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ist definiert durch
AP = dp—l o &P + 5p+1 odP = “(d—l— 5)244‘

BEMERKUNG

Sei nun (X, g) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit X = U C R", dann gilt

0p_ 1 0 e i Of
Af_«/—detglzj:ﬁxi( det 99" 5.7)

BEWEIS

Ubungsaufgabe.

Ist in obigem Fall zusétzlich g die Standardnorm, “g = I,,", dann ist

- 62 ) 00
ASR:_AStd:_ZWC (U)—>O (U)
=1
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84 Hodge-Zerlegung

DEFINITION

Eine Form o € AP(X) heifit harmonisch, falls
AP a =0

gilt. Der Kern von A, ker A, wird mit H?(X) bezeichnet.

LEMMA

Der de Rham-Laplace-Operator
A=Par

ist selbstadjungiert, d.h.

(A, ) = (o, AB) < (AP, B)ar = (v, AP ) 4» fiir alle p.

BEWEIS

(Aa, f) = (déa + ddov, B) = (ddev, B) + (dde, B) = (da, 05) + (de, df3)

O
4.1 SATZ
Sei X eine orientierte, kompakte Riemann’sche Mannigfaltigkeit, dann gilt
Aa=0 & d’a=0=a.
BEWEIS
((¢U
d’a=0=da = Aa = dda + déa = 0.
“j“
(Aa, ) = (6o, 0x) + (dev, de) > 0 und (0, ) =0
= (da,da) = 0 = da = 0, analog dav = 0.
O
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KOROLLAR (MAXIMUMS PRINZIP)

Jede harmonische 0-Form ist lokal-konstant.

BEWEIS

df = 0.

DEFINITION

Sei 2 C R" offen und R := C*°(2). Die Bilder unter dem Einsetzungshomomorphismus
L von R[Yy,...,Y,] mit Y; — % heifsen glatte, lineare Differentialoperatoren.
Sei L = L(P) ein glatter, linearer Differentialoperator, dann hat er die Ordnung deg P.

BEISPIEL

(i) P =Y mit L(Y;) = 5%, dann ist L(P) = A.

i=1

(i) Q=UxI,I CR,UCR" L(Y;) =

8?m 1<i<n, L(Yoq) = %, P=3 YY1,
=1

dann ist L(P)=0=A — % die Warmeleitungsgleichung.
(i) Mit gleichen Vorraussetzungen wie in (ii) ist @ = >, Y? = Y2 |, dann ist L(Q) =
0=A—2 = Odie Wellengleichung.

o2t
DEFINITION
Das Symbol von L(P) ist die Funktion

> Po(z) (i) mit P = P,Y* und £ € R".

Das Hauptsymbol von L(P) ist die Funktion

S(P,x,ig) = Y Pu(x)(i&)* € C*(Q,C).

|at|=deg P

DEFINITION

Ein Differentialoperator L(P) heifst
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(i) elliptisch, falls
S(P,x,i€) # 0 fir alle 0 # £ € R und alle z € Q (< keine Nullstelle von S ist
reell).
(ii) parabolisch, falls
S(P, x,i€) nicht degeneriert ist.
(iii) strikt hyperbolisch, falls

alle Nullstellen von S(P, z,i&) reell und verschieden sind.

BEMERKUNG

Die Nomenklatur stammt von der Klassifizierung von Kegelschnitten der Art
AX?+BXY 4+ CY?+ DX +EY + F =0.

Sie heiflen

(i) elliptisch, falls B* — 4AC < 0.

(ii) parabolisch, falls B* — 4AC = 0.
(iii) hyperbolisch, falls B* — 4AC > 0.

BEMERKUNG

(i) S(A,i€) = (i&)'1,i€ = —|[€]|* = A ist elliptisch.
1

(ii) S (A= 2,i¢) = (i)' h ' i€ = A — £ ist parabolisch.

(iii) S(O,i€) = (i€)" h i€ = [ ist strikt hyperbolisch.

BEMERKUNG

Sei (V, g) endlich dimensional und A : V' — V selbstadjungiert, dann gilt

V =ker A ®im A.
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Aber: AP(X) ist unendlich dimensional. Jedoch gibt es eine Moglichkeit eine vergleich-
bare Zerlegung fir Af, zu finden. Hierfiir findet die Theorie elliptischer Differentialope-

ratoren Verwendung.

DEFINITION

Sei X eine orientierte, Riemann’sche kompakte Mannigfaltigkeit. Angenommen es gélte
Aw=p

fir w € AP(X) und p € Tapp (APT*X).
Das Dirichlet-Problem (A, p) hat also die (starke) Losung w, dann gilt
(Aw, ) = (w, Ap) = (p, ) fiir alle p € AP(X).

n € Ar(X) heifst schwache Losung von Aw = p, falls

(1, A¢) = (p, ) Ve € AP(X)

gilt, wobei AP(X) die Vervollstandingung von AP(X) ist, also der “kleinste” Hilbertraum,

der AP(X) enthalt. Jede starke Losung ist also auch eine schwache Losung.

Definiert man fiir 5 € AP(X)
lg(-) = (6,) - A"(X) = R
eine stetige, lineare Abbildung mit
()1 < 1B - []];
dann gilt
(1, Ap) = (p,9) Vo € A(X) & 1,(Ap) = (p,9) Vi € AP(X).
Eine Losung des Dirichtlet-Problems im Distributionssinn ist ein Funktional
[: AP(X) = R,

s.d.
I(Ap) = (p,¢)
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fir alle p € AP(X).

Jede schwache Losung induziert also eine Losung im Distributionssinn.

A priori ist nicht klar, dass es immer ein n € AP(X) gibt, s.d. I(-) = [,,() und noch viel
weniger, dass n € AP(X).
Die beiden folgenden schweren Theoreme sollen dafiir ohne Beweis als Blackboxen die-

nen.

4.2 THEOREM

Sei p € AP(X) und [ eine Losung im Distributionssinn von (A, p), dann existiert “doch*
einw € AP(X) mit [ = [,.

4.3 VARIANTE DES RELLICH'SCHEN EINBETTUNGSSATZ

Sei (ay)nen eine Folge in AP(X) mit ||a,|| < ¢ und ||Aa,|| < ¢ fiir ein ¢ > 0 und alle

n € N, dann existiert eine Teilfolge (av,, ) en, die Cauchy’sch ist.

KOROLLAR

Ist (HP(X))*+ abgeschlossen, dann ist AL, auf (HP(X))* koerzitiv, d.h.

Je>0: [|8]lar < c- || AB||ar V8 € (HP(X)) .

BEWEIS

Angenommen zu jedem c existiert ein 8 € (HP(X))*, s.d. [|8]| > c-||AB|| = es existiert
(Bk)ks s.d. [|Bk]] = 1 und ||AB|| < + < 1 fiir alle k.

Es existiert eine Teilfolge (/3,),, die Cauchy’sch ist nach dem Rellich’schen Einbettungs-
satz. D.h.

l(¢) = }L%(ﬁm ¢)AP

ist wohldefiniert, denn es gilt

By ) = (Bus ) < 1By = Bull 1]
—_——

—0
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[ ist linear und stetig, denn [I(¢0)| < lim ||B,]] -|]¢]]-
V—r00

<o

Es gilt {(Ap) = 0, denn

(8o, Ap)| = [(ABy, )| < [[ABI] - [l -

Also ist [ eine Losung im Distributionssinn und aus 4.2 folgt I3 = (8, ) = lim (8,,) = [.
v—00

Somit gilt
dicht
(B lmf)=0 Ve C mx).
V—00

€AP(X)

wobei AP(X) die Vervollstandingung ist, also der “kleinste Hilbertraum, der AP(X)
enthélt. Man schliefst nun

B—limp,=0€ Ar(X) = Ar(X).

Die Tatsache, dass 0 € AP(X) N Ar(X), impliziert

B = lim §, € A(X).

BEHAUPTUNG

AB =0 (= B € H(X)).

BEWEIS

A =a € A(X) = (AB,a) = (a,a) = (B, Aa) = l3(Aa) = (Aa) =0 =

a=0.
[
Damit gilt
B eH(X)N (H(X))" = {0},
was im Widerspruch zu ||5|| = lim,_ ||3,|] = 1 steht. O
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4.4 HODGE-ZERLEGUNG/ SPEKTRALSATZ

Sei X eine orientierte, kompakte Riemann’sche Mannigfaltigkeit, dann gilt

AP(X) = HP(X) D AAP(X)
= HP(X) D dSAP(X) @ 6dAP(X)
= HP(X) @ dAP " (X) DA

Fiir die Eigenwerte von AL, gilt

i) 0< M < <.

(i) A, =3 oo

(iii) dim Eig(X;, Afp) < 0o
(iv) Eig(Ai, A) L Eig(\;, A), fiir A; # A,

(v) Ist p =0, dann gilt L*(X) = @ ren Big(Ar, AdR)

BEWEIS

(i), (ii) und (iv) verbleiben als Ubungsaufgaben.
(iii) Angenommen dim Eig(\;, Af.) = oo, dann gibt es eine Folge (ay)ren, s.d. die oy

ein Orthonormalensystem von Eig(\;, AL,) bilden. Es gilt dann
]| = 1, [[Aak]| = A

= es gibt eine Teilfolge (ay, )ven, die Cauchy’sch ist 4 zur Eigenschaft ein Ortho-
normalensystem zu sein, ||oy, — ag,|| = V2, v # p.
(v) Wird in weiterfithrenden Vorlesungen behandelt und hier nicht vorgefiihrt.
Noch zu zeigen ist, dass AAP(X) = (HP(X))* (die beiden anderen Zerlegungen verblei-
ben als Ubungsaufgaben).
«cu
Zu zeigen ist, dass V n € HP(X) = ker A, gilt (Aw,n) = 0.
(Aw,n) = (w,An) = 0.

((21(
Sei a € (HP(X))*+, dann definiert man

lo : APAP(X) — R, Ap — (a, ).
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lo ist wohldefiniert, denn Ap; = Apy < 0 = A(p; — p2) = ¢1 — g2 € HP(X) &
(o1 — o, ) =0 da a € (HP(X)) .

[, ist stetig, denn:

Sei m : AP(X) — HP(X) die natiirliche Projektion, dann definiert man ¢ := ¢ —m(p) €
HP(X)E, da 7(...) = 0. Aus Am(p) = 0 folgt Ay = Agp.

la(Ap)| = [la(A)| = [(c, V)] < le| - [[0]] < ¢ - [lal] - [[AP]] = ¢ - [lal] - [[Ag]].

Hier geht ein, dass Eig(0, AL,) endlich dimensional ist, somit (H(X)?)* abgeschlossen
ist und daher das obige Korollar anwendbar ist.

Also ist I, linear und stetig =" es existiert eine Fortsetzung I, : A?(X) — R, die

Banach

linear und stetig ist, mit Io(Ap) = (a, ) fiir alle ¢ € AP(X), I, ist also Losung im
Distributionssinn von Aw = a.
2 I, = 1, mit w € AP(X), also

(w, Ap) = (a, p) fur alle ¢ € AP(X).

Es folgt
(Aw, p) = (a, ) fiir alle p € AP(X).

Da AP(X) dicht im Hilbertraum AP(X) liegt, folgt Aw = o = a € AAP(X).

KOROLLAR

Aw = « hat eine Losung < o € (HP(X))*.

KOROLLAR

Fiir p = 0 gilt
HO(X) = {f € C™(X) | f ist lokal-kompakt},

= Eig(0, Ajz) = H°, also insbesondere dim Eig(0, A?) = #Zusammenhangskomponenten.

4.5 HAUPTSATZ DER REELLEN HODGE-THEORIE

Sei X eine orientierte, kompakte Riemann’sche Mannigfaltigkeit, dann gilt
(1) HP(X) = Hgp(X, R)
(ii) dim Hio(X,R) < o0
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BEWEIS

Sei
AP(X) = HP(X) @ dAPL(X) @ IAPT(X)

die Hodgezerlegung, betrachte dazu AP(X) N ZP(X) (ZP(X) = ker dP™1):

ZM(X)NAP(X) = H(X)NZP(X) @ dA'NZP(X) @ SA"' N ZP(X)

=7p,ZPC AP =HP(X),HP(X)Ckerd? ~ =BP(X),BP(X)CZP(X)  ={0},6Ar—112r(X)

= 7P = HP(X) ® B = HP(X) = 20/,
= dim H (X, R) < oo.

DEFINITION / BEMERKUNG

Es gilt also

de Rham-Theorem Hodge-Theorem
~

HP(X,R) = HY.(X,R) = HP(X) =ker(AL,, g).
——— N—_—— ——
Topologie Differenzialgeometrie Riemann’sche Geometrie

Der Rang von H?(X,R) heifst die p-te Bettizahl
W (X) =rang H?(X,R) = dim H (X, R).

Da jede Mannigfaltigkeit (E als Riemann’sch angenommen werden kann, kann man die

Bettizahlen mittels der Kerne von AZR berechnet werden.

BEMERKUNG

Da A und * kommutieren induziert * einen Isomorphismus
*: HP(X) — H"P(X).

Es gilt: a € ker(Ax) & a € ker(xA) ist, = 0P = b"P.
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DEFINITION / BEMERKUNG

Seien V, W endlich dimensionale R-Vektorrdaume und B : V x W — R eine Bilinearform,

dann heifst B nicht-ausgeartet, falls
op:V=>W" Ve {x— Bvuz)}

ein Isomorphismus ist (= dim V = dim W* = dim W).

Dann ist entsprechend
pp: W =V w— {y— By,w)}
ein Isomorphismus, denn pg(wy) = pp(wy) impliziert
VyeV:B(y,w —ws) =0.
Aber aus pri(z) = 2" € W* 2 V folgt
pri(wy —wy) =0 Vi

und schlieBlich

wl—WQ:O.

BEMERKUNG

Sei X eine kompakte, orientierte, rein dimensionale Mannigfaltigkeit, dann induziert die

Bilinearform

A:Z°P(X)x Z"P(X) = R, (a, B) |—>/ alp

eine Bilinearform

B:HP(X)x H"?(X) — R, ([a],[3]) = Ala, B),

denn: o € BP(X) = A(a,8) = 0 = [, d(yAB) = [(dyAB + (—1)7’1/ v Adf,
X

=0

v e A YX), a=dy.
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4.6 POINCARE-DUALITAT

Sei X eine rein dimensionale, orientierte, kompakte Mannigfaltigkeit, dann ist B :
HP(X) x H"?(X) — R nicht-ausgeartet.
Insbesondere folgt aus X ist zusammenhéngend, 1 = 0°(X) = b"(X).

BEWEIS

Fir a € HP(X), [a] #0 (= a #0) = xa € H" P(X), op ist injektiv, denn op([a]) =
B(a,-) ist nicht die Nullform, da B(a, *a) = [, a Axa = (o, @) # 0. Wegen HP(X)
H"P(X) ist op bijektiv.

12

U
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85 Der euklidische Torus

DEFINITION

Die Menge RTL/Zn heifst der n-dimensionale Torus und wird mit T" bezeichnet.

BEISPIEL

T =5 =R,

BEMERKUNG

(i) Man versieht T™ mit der von der Projektion
m:R" — T"

induzerten Topologie, d.h. U C T™ offen genau dann, wenn 71 (U) C R" offen ist.
(ii) T" = S* x --- x S'. Insbesondere ist damit T" nach Tychonoff kompakt.
—_——

n-mal

(i) Sei @ = [-3,1]" = BOO(O), dann kann 7 eingeschriankt auf Mengen U C v 4+ Q) =
B (v), v € R™
(iv) Di2e Kartenwechsel sehen loakl aus, wie 7(x) = x + ¢, ¢ € Z™. Man sieht sofort,
dass T" dadurch orientiert ist (J(7) = id).
(v) TPa(T") = TPa(R")E" == {T € TP4(R") | T;1"7 ist Z" periodisch}
Man verwenddet fiir Tensoren in 774(T") das gleiche Symbol, wie fiir ihre “Verwandten®
auf R".

DEFINITION

13

Das Paar (T", g) heit euklidischer Torus, wenn “g = (-, -).".

LEMMA

Fiir den euklidischen Torus gilt

Al (wrdz”) Z A (wr)d

|I|=p

= AP (w) = 0 & fiir alle T gilt AYp(wr) = 0 = wy ist konstant nach Maximumsprinzip
= Hp(T", R) = R().
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SATZ

Die Bettizahlen des euklidischen Torus T sind

- ;)

Insbesondere sieht man hieran die Poincaré-Dualitat fur T

()=(.")
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Kapitel 4: Krummung

81 Vektorbiindel & Zusammenhange

DEFINITION

Ein Vektorbiindel vom Rang k ist ein Tripel (r, E, M) oder E = M bestehend aus zwei
glatten Mannigfaltigkeiten £ und M und einer glatten Surjektion 7 : £ — M, s.d.

(i) eine offene Uberdeckung (U;);c; von M und Diffeomorphismen
hi : 7 (U;) — Uy x R¥

existieren mit
hi(r™(2)) = {a} x R* <=7 =prio h;.

(ii) fur ¢,j € I mit U; NU; # 0 sind die Diffeomorphismen
hioh; ' (UNU;) x R¥ — (U; N U;) x R”

von der Form

hio h; ' (x,v) = (z, hij(z) -v), € M, v € R*,

wobei h;; : U; N U; — GL(n, R) glatt ist.

BEMERKUNG

Man hat also ein Diagramm
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(Zd,hij)
E (U; NU;) x RF —— YU, N ;) —= (U;NU;) x RF
o g -
e S T e
-7 P
o
M UiNU;

Abbildung Kapitel 0:.1: Vektorbiindel-Diagramm

Wiéhlt man fiir die U; gerade Kartenblétter ( also ¢; : U; — V;), dann bekommt man

so Karten auf F :
& U) 25 U x RF P RE C R x RE

Die 2. Eigenschaft der obigen Defintion sagt dann aus, dass sich die 2. Komponente der

Punkte auf F linear transformieren:

Dio® VxRN 5 Vi x R, (y,0) = (giow; ' (y) , hij(d;(y)) - v).

J

In diesem Fall sieht das Diagramm wie folgt aus

(Zda hl])
E (U; N U;) x RY —— 7= (U; N U;) —— ((jzﬂUj) x RF
. sl /’// .
m (90j71d> \\\\\\ ™ /,/’/Pﬁ (meld)
M ¢;j(U; N U;) x RE Ui N U; 0i(U; NU;) x R¥

Abbildung Kapitel 0:.2: Vektorbiindel-Diagramm fiir U; = U,

Andererseits hat man fiir Karten ¢; : U; — V; gliicklicherweise besonders schone
Karten
;Y U) = i(Uy) x RY

dann ist h; = (p; ', idgs) o ¥;, vgl. das Tangentialbiindel auf Seite .
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Warum also diese umsténdliche Definition? Nunja, wir wollen auch die trivialen Vek-
torbiindel betrachten E := M x R,

Wenn klar ist, wie 7 und M aussehen wird ein Vektorbiindel kurz durch £ angegeben.

BEISPIEL

Das Paradebeispiel fiir ein Vektorbiindel ist das Tangentialbiindel T'M. Wir iiberdecken
M mit (¢;,U;), benutzen die bekannten Karten

O, : TU; — V; x R", (p,vi%) = (p(p),v', ..., 0")

und erhalten
hij(x) = J(p; o goj_l,x).

BEMERKUNG

Sind 2 Vektorbiindel N, N” (mit Abbildungen hy,; = (h}v,i, h?\,z) cay (Us) — U x R¥)

gegeben, so kann man daraus weitere Vektorbiindel konstruieren :

1. das Tensorprodukt N ® N’ mit
hveont = (hishi; @ B ,) « Tyen (Ui) = U x RF @ R,
2. das duale Vektorbiindel N*
3. das dusere Vektorbiindel AP N mit
harni = (h}vyi,Ap(h?\,’i)) Ty (Us) = U x APRF,
4. det N = A¥N wobei k der Rang von N ist

LEMMA

Wendet man die oben beschriebenen Konstruktionen auf das Tangentialbiindel 7'M an,
erhélt man altbekannte Vektorbiindel, d.h. es gilt (T'M)* = T*M und

TM® @ T*M®1 = TPIM.

Ein kurioser Spezialfall ist TM®° @ T*M®° = TOM = M x R.
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BEISPIEL

Das Mobiusbiindel
MB = [0,1] X R/N :R X R/N

ist durch die Aquivalenzrelation
(t,v) ~(s,u) < t—seZ&v=-u
gegeben. Es enthélt auf natiirliche Weise das Mobiusband
M= 0 x (L1, _Rx(=1L1), _ 1) e MB: o] < 1}.
Der erste Teil der Aquivalenzrelation
t~s & t—sel
definiert gerade die Spére S!, also haben wir die Vektorbiindel-Struktur

7 MB — S

Der Kartenwechsel

sieht dann wie folgt aus

o () +1, ,fallsO<x<%,
ij\L) =
’ —1, ,falls % <z <l

DEFINITION

Ein glatter Schnitt eines Vektorbiindels £ = M ist eine glatte Abbildung
s: M — FE,

s.d.

idy =mos.

Der Raum der glatten Schnitte wird mit T'(E = M) = I'(E) = £(M) bezeichnet.
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BEMERKUNG

Dies stimmt gerade mit der Bezeichnung fiir glatte Vektorfelder I'(T'M) = T (M) iiber-
ein, die ja gerade die glatten Schnitte des Tangentialbiindels sind.

Die Symbole fiir verschiedene Topformen hat man hiervon abgeleitet, vgl. " ap, (A" T* M),
Lo (A™T*M) und ch(A”T*M).

BEISPIEL

Die Schnitte der trivialen Vektorbiindel M x R* sind gerade die Funktionen C°°(M, R¥).

DEFINITION

Ein Zusammenhang oder eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel £ =5 M ist

eine Schar von Abbildungen
VUV TU)x EU) = EWU), (A, s) — Vas,
die Restriktions vertréglich sind, d.h.
VZ}VS|V = (Vgs)‘v.

Es gilt zusatzlich
(i) C°°-Linearitét in der 7 (U)-Komponente

Viargps = fVas+gVps V f,ge€ C*{U);

(ii) Produktregel
Va(fs)=f-Vas+Va(f)-s VfeC*{U)
mit Vaf = A(f);
(iii) R-Linearitét in der £(U)-Komponente

Va(As+ ut) = AVas+uVat VY A\ peR
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BEMERKUNG

Fiir die R-Linearitdt in der £(U)-Komponente in der obigen Definition reicht es zu
fordern, dass gilt
Va(s+1t) =Vas+ Vat.

Denn fasst man A als konstante Funktion auf, erhdlt man VA = 0 und somit auch
Va(As) = AV 4s wegen der Produktregel.

BEMERKUNG

Sei ¢ : U — V eine Karte und 7; ein lokaler Rahmen fir I'(E) auf U, also fiir alle
s € E(U) gilt s = s'n; mit s* € C(U).
Da V%(nj) in £(U) liegt, gibt es C>°-Funktionen I'};, s.d. gilt

V%(m) = Ffﬂk-

Fiir beliebige Schnitte s und Vektorfelder A = Amamim folgt also

) . ) R FY)
Vas = VAma%m(sjnj) =A™V o (n;)-s"+V o (s7)-1m;) = Am(Fﬁljnksj +

el - 1)5).
o™ oz 8$m 77.7)

]

Man will nun Zusammenhénge auf dem Tangentialblindel kosntruiren.

LEMMA

Hat man fiir jede Karte ¢ : U — V ein n®-Tupel (I'};;) = ('L, ...,T , s.d. jeweils

Z,n,n)

ort 0k ort o7
oxd f"“y(x) = Drrdzv + orr Oz 3”@-(%))

fiir alle Karten 1) mit 7 = 1o ™! gilt, so erhilt man durch patching einen Zusammenhang
auf dem Tangentialindel T'M.

BEWEIS

Ein Zusammenhang verhilt sich unter einem Kartenwechsel 7 = o ¢~ : V, = V,, wie
folgt
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0. . 0, o
ot ) = Vow i = Tomga
_ (aTji)
T Sma Oz Oy
ort o1’ 0 orl. 0
= o ) TV o) By

oo 0 N P 0
Oz Oxv YU Qym | Qrrdxv Oy

Setze | = m = j (von ganz rechts), dann folgt

k ort ort o, 9%t

o gk Qgr Oxv VT Jendgy’

BEMERKUNG

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir eine Karte ¢ : U — V definiert man
die Christoffelsymbole

N kv i vy o ij
“"” o Z (8953 Oxt 8:6”) ’

wobei (g/;) die Koordinaten der Metrik bzgl. ¢ sind.
Wegen dem Lemma von oben ergeben diese Tupel einen Zusammenhang VZ¢. Man

nennt ihn den Levi-Civita-Zusammenhang fiir g = (g;;).

BEMERKUNG

Sei V ein Zusammenhang auf 7'M, dann definiert man den dualen Zusammenhang V*
auf T M mittels

(Va(w))(B) = A(w(B)) = w(Va(B)).

BEWEIS

Es ist noch zu zeigen, dass dieser C*°-linear von 7 (U) nach C*(U) ist.

A(W(fB)) = A(fw(B)) = w(B)A(f) + fA(w(B)),
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W(VA(fB)) = UJ(BVAf + AVAB) = A(f)w(B) + fw(VAB)

LEMMA

Sei V ein Zusammenhang auf 7'M, dann kann man

V%4 D(TM) x TPA(U) — TP(U)

mittels
(i) VI°f = A(f)
(i) V' =V,

)
(i) V%' =V

(iv) Restriktionsvertraglichkeit
(v) R-Linearitét fur alle p, ¢
(vi) Produktregel:

V;;;erz,qﬁrqz (T ® S) =T V2§ 4 YPaT xS,

eindeutig charakterisieren bzw. definieren.

BEWEIS

Sei ein Tensor T durch

Rdr’ ® - ® da’e

=T e ® @

gegeben. Dann gilt
Vp’qT _Z vp,q Tli ® de _ (VO’OTI) . i ® dl’J + T] . vl%q i ® dIJ
A - A Jax[ - A *J 61’1 J A ax[
1,J

%)
=A(T?) - 527 © dx’

P
0 3} 0 . ,
I q
+T)) 5 ® @ Va (ag;ik>®"'®8xip®dxh®'”®dmj
k=1

q
+T§Z%®”'®ax@®d$31®'”®vfl(dx]l)®"'®dqu'
=1
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Der Zusammenhang hingt also nur von VZ’O, Va4 und V7 ab. Ma sieht leicht, dass
V5IT wieder ein (p, ¢)-Tensor ist. VP4 ist offensichtlich C'*-linear in der A-Komponenten
und die Produktregel VA(fT) = fVAT + A(f) - T ist in der allgemeinen Produktregel
enthalten.

O

DEFINITION

Die kovariante Ableitung zum Zusammenhang V wird wie folgt definiert
D =DY :T*"(M) = TP (M),w — {(¥1, ... ¥p41) = (Vy,,,w) (%1, ... %) }.

DEFINITION

Tensoren mit Dy = 0 heiflen parallel beziiglich V.

LEMMA

Sei w € T%(M) ein paralleler Tensor, d.h. Dw = 0, dann ist w durch den Wert an einer
einzigen Stelle festgelegt. Zusitzlich gilt dimg ker(Ds,) < dim M.

LEMMA

Sei (M, g) eine Riemann’sche Mannigfaltigkeit, dann gibt es einen Zusammenhang V
auf dem Tensorbiindel T'M, fiir den gilt

(i) V ist torsionsfrei, d.h. V4B —VpA=[A,B]=AoB— BoA,

(ii) g ist parallel bzgl. V, d.h. Dyg = 0.

Der so charakterisierte Zusammenhang ist gerade der Levi-Civita-Zusammenhang V¢,
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§2 Riemann’sche Kriimmung

DEFINITION

Sei V ein Zusammenhang, dann ist
RY(A,B,C) =R(A,B,C) = VA(VEC)—Vp(VaC) = ViapC = [Va,Vp|C —Vis5C

der Kriimmungstensor zu V.
Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang, dann nennt man den Kriimmungstensor Rie-

mann’sch.

BEMERKUNG

RY € T3 (M).

BEWEIS

V und w sind in allen Komponenten R-linear, d.h. es bleibt zu zeigen, dass RV C°(M)-
homogen ist. Fiir w ist das klar und da die Argumentation fiir A und B analog verlauft
wird nur A gezeigt.

irgendwann ...

BEMERKUNG

Durch RY wird ein (0,4)-Tensor bzw. (1,3)-Tensor defineirt:
R(A,B,C, D) :=g(([Va,VB] = Vu,5)C, D) = g(R(A, B,C),D)

oder
R(A,B,C,w) :=w(([Va,VB] = Viap)C) =w(R(A, B,C))

auffassen.

LEMMA

RY erfiillt die folgenden Gleichungen
(i) R(A,B,C,D)=—R(B,A,C, D),
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(ii) R(A,B,C,D)=—R(A,B,D,C),
(iii) R(A4, B,C, D)= R(C,D, A, B),

sowie die Bianchiidentitat

R(A, B,C) + R(B,C, A) + R(C, A, B) = 0.

BEWEIS

E. Freitag: “leicht nachzurechen®...
Das folgende Theorem zeigt, wie wichtig die Riemannsche Kriimmung ist.

2.1 THEOREM

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Kriimmung RV =0
dann gibt es fiir jeden Punkt eine Karte ¢ : U — V, s.d. (gf;)w = I, gilt.

DEFINITION

Die Abbildung
Cp VI @ V&1 o Yol g ot

V'R QP RP R ®¢ = P N e YR RPRY R R - ® ¢!

heift Tensorverjiingung. Seien I = {iy,...,4,} mit iy € {1,...,n} und J = {ji, ..., J,} mit
g1 € {1,..,n}, dann gilt

I wJ U1 5ee ey 8 — 1,415 0p «J\ {1}
Trer®@e™ — E T] nengky ®e .

LyeensJh—1sMI k415005

Auf Riemann’schen Mannigfaltigkeiten kann man sogar beliebige Tensoren, also rein ko-
oder kontravariante, verjiingen.

BEISPIEL

Sei B : V xV — R eine Bilinearform, dann kann man die Verjiingung als C2B =

Spur(og o o) verstehen. Man kann mit Hilfe der Metrik g

; ; ; G0 o 0
i i k k i
B = bj;dx' @ do? = bjdz' @ ¢’ ok bijg”dx" @ 9ok
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auch als Element von TH!'V auffassen:

Mit Koordinatendarstellung der Verjiingung erhélt man CioB = > b,;9™.

Mit der gegenseitigen Auswertung erhilt man Ci2B = bjg¥da’ (52%) = bi;g" 0y, =
bijg™ = Spur(B - G*).

DEFINITION

Der Riccitensor zum Zusammenhang V ist der (0, 2)-Tensor
CRY = ZgikRijkzdﬂij ® dr' =: Rpjc.

BEMERKUNG

Es gilt
CuRY = c(k,1) Ry

mit c(k,l) € {—1,0,1}.

LEMMA

Sei o € AY(M), dann gilt
Alra = D*Da + Ric(a)

und
g (Aa,a) = g*(D*Da, ) + Ric(a, ).

Dabei ist D* der zu D adjungierte Operator und Ric wie folgt definiert
Ric : AY(M) x AY(M) = C>®(M), (w,n) — {p— Rric(g¥w, ¢*'n)}.

BEWEIS

BEMERKUNG

Sei (M, g) eine zusammenhéngende orientierte Rieman’sche Mannigfaltigkeit mit H'(M) =
R™, dann zerféllt die Menge der geschlossenen Kurven durch einen Punkt in m Homotopie-

Klassen [k1], ..., [km]. Jede Homotopie-Klasse “umléuft ihr Loch der Mannigfaltigkeit.
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Beispiele sind R? \ {0} mit #; : [0,1] — R? ¢ + ¢*™ und ihrer Homotopie-Klasse [k1].
Dieses k; ergibt auch die Homotopie-Klasse [x1] fiir S.

Bei der Donutglasur umléauft die eine Homotopie-Klasse den Teig und die andere das
Fingerloch.

Hat man zwei Kurven 7; und -, die xg und x; verbinden, dann ist

71 (t) t e [0, 1]

1(8) = (n +7)(#) = { w(2-1) tell2]

eine geschlossene Kurve [0,2] — M.

Fiir geschlossene 1-Formen (in der physik auch konform genannt) hingt das Integral
iiber geschlossene Kurven nur davon ab, wie oft die Kurve um die Locher herumlauft.
Umlauft sie z.B. kein einziges Loch, so kann man die 1-Form w auf eine “Umgebung"
der Kurve einschrianken. Diese Umgebung hat keine Locher! Somit gilt das Lemma, von

Poincaré und es folgt

[o= [ar= [ FLawnata = roal; = fa) - sa)):

Da aber a geschlossen ist gilt a(1) = a(0) und damit

/w:O.

Fiir die urspriinglichen Kurven ~; und 7, gilt

/Mw—/mw=/Ww:al(v)/ﬁlw+...+am(7)/ﬁmw,

mit a;(y) der ganzzahligen Umlaufzahl um das i-te Loch, also das zu k; gehérige Loch.

Man erhalt
/w:/w—i—al(%—i—%)/w—i—...—i—am(%—i—vg)/ w.
71 Y2 K1 Km
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Betrachtet man Vektoren von Integralen, so gilt dhnliches

< 4 W1 ) _ ( fwg wi + ar(n +72) fm Wi e @ (M +72)fnm w1 >

f% ) N fw wo + a1 (71 + 72) f,ﬂ Wy + oo+ am (71 +72) f,_im )

Wi w w
= ( ) ) +ai(n +72) - < Sy ) +oooF am(n +72) ( oy )
w2 ) T U Ve
—_— N—_——
:ZL(Hl,wl,wg)ER :ZL(’fvalvU-Q)eR

Die Integrale unterscheiden sich also nur um diskrete Werte!

2.2 THEOREM

Sei (M, g) eine zusammenhéngende, orientierte, kompakte Riemann’sche Mannigfaltig-
keit der Dimension n, dann gilt:
(i) Ric > 0= Hjz(M)=0
(ii) Ric >0 = dim H},(M) <n
(iii) Ric > 0 und dim H}p(M) = n = (M, g) ist isometrisch zu einem flachen Torus
(T", 9)-

BEWEIS

Sei a € A'(M) dann gilt wegen dem Lemma
g (A, a) = g*(D*Da, a) + Ric(a, a).

Integrieren liefert

(Aa,a):/ g*(Aa,a)wg:/ g*(D*Da,a)wg—l—/ Ric(a, a)w,
M M M

= (D*Da, a) -I—/

Ric(oz,oz)ng/ Ric(a, a)wy.
M M

=(Da,Da)>0

Damit kann man sich den 3 Aussagen widmen.
(i) @ # 0 und Ric >0 = (Aa,a) >0
Fiir harmonische « gilt aber Ao =0 = (Aa,a) = 0.
Also ist {0} = ker(Aly) = HL(M).
(ii) Ric> 0= (Aa>0 & Da=0)= dim Hjz(M) = dimker D <n
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(iii) Ric > 0 und dim Hj(M) = n. Aus letzterem folgt:
d aq, ..., a, harmonisch und R-linear unabhéngig.
Dariiberhinaus zerfallt die Menge der geschlossenen Kurven durch ein fixiertes xg
in die Homotopie-Klassen [k1], ..., [k,]. Verbindet man z, mit einem beliebigen x

mittels zwei Kurven, dann gilt

f’Yl a1 f’72 a1

= : +ar(y1+72) LK1, a1y ooy )o@ (71 4+92) LK, 01y vy i)

f% Qn f% Qn

Man definiert nun das Gitter

L= {'U S Rn ’ vV =4aj- L(/@'l,Oél, 7an) + ...+ A * L(Iﬂ?n,ah ._.,Oén>,ai € Z}
=7- L(Klaoél? 7an> + ...+ Z - L(Iin,Oél, ,O{n> >~ 7m

(/a/a) - (/@/a) eL

und die Abel-Jacobi-Abbildung

Ab:M%Rn/L, T (/ al,...,/ an>
o To

ist wohldefiniert. Ab ist ein lokaler Diffeomorphismus, denn die Matrix

Deshalb gilt

J(Ab, z) = (a1(x), ..., an(x))

hat Rang n, da die ; R-linear unabhéngig gewahlt waren. Da nun sowohl M, als
auch Rn/L kompakt sind und Ab surjektiv ist folgt aus der Uberlagerungstheorie,
dass Ab sogar ein globaler Diffeomorphismus ist.

m
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