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Aufgabe 1 2 Σ
Punkte

Aufgabe 1 (Metrik-Konstruktion, 3 Punkte)
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit dann existiert auf M eine Metrik g.
Bemerkung: In der Vorlesung wurde schon ein globaler Tensor konstruiert.

Aufgabe 2 (Metrik-Anwendungen, 1+1+1+1=4 Punkte)
Sei (M, g) eine Riemmansche Mannigfaltigkeit und γ : I → M eine stückweise glatte Kurve,
dann definieren wir

lg(γ) =

∫
I

√
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t)) dt.

a) Sei φ : J → I ein Diffeomorphismus mit φ′(t) > 0 für alle t ∈ J . Bitte zeigen Sie, dass
dann lg(γ) = lg(γ ◦ φ) gilt.

Wir betrachten nun H :=
{
z = (x, y) ∈ R2 : y > 0

}
. Darauf gibt es die Metriken

gstd =

(
1 0
0 1

)
und hz =

(
1
y2

0

0 1
y2

)
.

b) Bitte berechnen Sie lgstd und lh für die Kurven

αn : (1, n) −→ H,
t 7−→ (a, t),

βn : ( 1
n , 1) −→ H,
t 7−→ (a, t).

und
γm : (−m,m) −→ H,

t 7−→ (t, b).

c) Bitte berechnen Sie lgstd und lh für die Kurve

δk : ( 1k ,
k−1
k π) −→ H,
t 7−→ (r cos t, r sin t).

d) Sei (M, g) wieder eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit und X ein Vektorfeld.
Bitte zeigen Sie, dass ω = g(X, ·) ein Differential ist und geben Sie bitte ω in
lokalen Koordinaten an.



Wiederholungsaufgaben

Aufgabe 3 ((Ko-)Tangentialbündel, 1+1+1+1+1+1=6 Punkte)
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist ihr Tangentialbündel definiert durch

TM = {(p, v) : v ∈ TpM} .

Die durch eine Karte φ : U −→ V auf M induzierte Karte Φ auf TM ist von der Form

Φ : TU −→ V × Rn,
(p, v = vi · ∂

∂xi

∣∣
p
) 7−→ (φ(p), v1, . . . , vn),

wobei (x1, . . . xn) die Koordinaten in V sind. Dadurch wird TM eine topologische Mannigfal-
tigkeit ist.

a) Bitte zeigen Sie, dass TM eine glatte und orientierte Mannigfaltigkeit ist.

b) Bitte zeigen Sie, dass M eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von TM ist.

c) Bitte zeigen Sie, dass für eine glatte Abbildung g;TM → TN die Aussage

∂g

∂ ∂
∂xi

= 0 ∀ i (1)

wohldefiniert ist.

d) Was bedeutet Gleichung 1 ?

e) Wir betrachten nun die glatten Mannigfaltigkeiten M und X = T ∗M . Bitte zeigen
Sie, dass T(a,ω)X ∼= TaM × T ∗aM gilt.

f) Wie sieht die von φ : U → V auf TX induzierte Karte aus?


