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Blatt 8

Aufgabe‘l‘Q‘B‘E
Punkte ‘ ‘ ‘ ‘

Aufgabe 1 (Maf3theorie, 0,5+1+1+2+414140,5=7 Punkte)
Sei X ein lokal kompakter Raum mit abzdhlbarer Basis der Topologie.

a) Bitte zeigen Sie, dass h = oo in B (X) liegt.
b) Bitte zeigen Sie, dass die Abbildung

I{l, : Abb(X,R) — RUoo

f — inf{I(h):he B (X):h>|f}

die folgenden Eigenschaft hat

IC-Flly =1CT- 1Al 0< Al und ([ +glly < [1F1 + llgll; -

c) Bitte zeigen Sie, dass das Dirac-Maf} y ein Radon-Ma# ist.

d) Bitte zeigen Sie, dass (L, [|-[| ) ein normierter Vektorraum ist.

e) Bitte zeigen Sie, dass es eine injektive lineare Abbildung ¢ : C&(X) — L, f — f

gibt.

f) Bitte zeigen oder widerlegen Sie, dass ¢ : (C&(X), [|-[l;) — (£, ||l

g) Bitte zeigen oder widerlegen Sie, dass ¢ : (C’g(X), H'Hsup> —

ist.

Aufgabe 2 (Satz von Gauf}, 1+1+2 Punkte)

) stetig ist.

) stetig

Sei Y eine eingebettete Untermannigfaltigkeit des R™ der Kodimension 1. Sei f : ¥ — R
eine glatte Funktion mit supp(f) C Uy C Y. Wir haben also eine Karte ¢ : Uy — V. Dann

definieren wir das Oberflachenintegral von f auf Y mittels
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Hierbei kann man das Kreuzprodukt v x - - X v,_1 mittels
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,berechnen“, wobei die e; die Basisvektoren des R" sind.




a) Bitte zeigen Sie, dass das so definierte Oberflichenintegral nicht von der Karte mit
supp(f) C Uy C Y abhéngt.

Fiir eine glatte Funktion f € C(Y) wird das Oberflichenintegral von f auf Y mittels
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definiert, wobei (7;)1<i<n eine Partition der Eins fiir den Tréger von f ist.
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b) Bitte zeigen Sie, dass das so definierte Oberfléichenintegral nicht von der gewihlten
Partition der Eins abhéngt.
Bemerkung: Wir haben somit gezeigt bzw. konnen analog zeigen, dass auch das Integral
von Topformen wohldefiniert ist.

Der Satz von Gaufl besagt folgendes: Sei {2 eine offene Teilmenge des R™ mit kompakten
Abschnluss und glatten Rand 9€). Sei F eine glatte Funktion F': W — R™ mit Q ¢ W c R™,
dann gilt

wobei v das von Blatt 7 bekannte Normalenfeld auf 0f2 ist. Fiir dieses gilt
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mit A(z) € R\{0}.

c) Bitte beweisen Sie den Satz von Gaufl mit Hilfe des Satzes von Stokes.

Aufgabe 3 (Kohomologie, 14+1+2 =4 Punkte)
Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n.

a) Bitte zeigen Sie, dass die Abbildung

[¢: HX,R) — R
[w] — [xw

wohldefiniert und linear ist.
b) Bitte zeigen Sie, dass H"(X,R) nicht 0 ist.

c) Bitte zeigen Sie, dass fiir die 1. Kohomologiegruppe der 1-Sphire H'(S!, R) = R gilt.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass die Abbildung
Pl AL(Sh — A'R)Z ={n=mda' € AAR) : (z+ k) =m(z) V k€ Z}
w=wi(p)-db|l, —— wi(exp(2mi-x))-dx

ein Isomorphismus ist. Ebenso gibt es den Isomorphismus ®° : A%(S') — A%(R)% und es
gilt d§ 0 @0 = o! Odgl (alles ohne Beweis) . Betrachten Sie fiir w in ker ([y,) die Funktion

f: R — R
x — [ wi(exp(2mit)) dt.



