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Aufgabe ‘ 1 ‘ 2 ‘ by
Punkte ‘ ‘ ‘

Aufgabe 1 (Orientierung, 1424141 +24+2+4+2=11 Punkte+14+2 Bonuspunkte)
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n.

a)

Bonus)

Bitte zeigen Sie, dass fiir ein Tensorfeld T € TP4(M) und einen Punkt a € M die
Aussagen T, = 0 bzw. T, # 0 wohldefiniert sind.

Fiir welche p, ¢ gilt R®"P4  TP4(M) ?

Eine o-kompakte ! glatte Mannigfaltigkeit M der Dimension n ist genau dann orientiert, falls
es eine nirgends verschwindende n-Form w € A™(M) gibt. Wir werden nun die Riickrichtung
der Aquivalenz zeigen und dann anschlieBend mittels dieser Topformen Orientierbarkeit von
Mannigfaltigkeiten testen.

b)

Bonus)

e)

Bitte zeigen Sie, dass man jeden Atlas A = {(¢,Uy)} mit Hilfe von w ,orientieren®
kann. D.h. es gibt einen Atlas A“, so dass w von der Form

(6 Vw=wl () -dz' A Adz"

1l..n

mit w? (x) > 0V z €V, fir beliebige Karten ¢ in A“ ist. Bitte zeigen Sie, dariiber-

1..n
hinaus dass A% orientiert ist.

Bitte zeigen Sie, dass aus der Existenz von w folgt C*°(M) = A™(X).
Bitte zeigen Sie, dass aus der Isomorphie C*°(M) = A™(X) die Existenz von w folgt.

Sei nun Y eine eingebettete Untermannigfaltigkeit des R™ der Kodimension 1. Wir de-
finieren den Normalenraum N,Y fiir p € Y durch die Bedingungen T,R" = N,)Y © T,,Y’
und N,Y L T,Y . Bitte zeigen Sie, dass auf einer Karte (¢,Uy) von Y eine glat-
te Abbildung v? : Uy — R™ existiert fiir die in allen Punkten p € Uy C Y gilt

V;f € NpY C R" und HV;?H =1

Bitte zeigen Sie, dass falls Y orientiert ist dann existiert eine glatte Abbildung v :
Y — R" die auf jedem Uy, mit der Abbildung v aus Teil d) iibereinstimmt.

Bitte zeigen Sie, falls solch ein Vektorfeld v auf ganz Y existiert, dann ist Y orientier-
bar.

' M ist o-kompakt, falls M gleich einer abzihlbaren Vereinigung kompakter Teilraume ist. Dies wird aber
nur fiir die Hinrichtung bendotigt.



f) Das Mobiusband M C R? besitzt die Karten

o1 (0,2m) x (=5,5) — M\ (5,3) x {0} x {0},

0,r) — ((1—1—7“-(308%)«:os@,(l%—r-cos%)-sin&,r-sing)
und
Y (m3m)x (—3,3) — M\ {-1} x {0} x (—3,3),
0,7) — ((1+r~cosg)-cosQ,(l—l—r-cosg)-sinG,r~sin%).

Bitte zeigen Sie, dass es auf M kein Vektorfeld v wie oben existiert.
Aufgabe 2 (Orientierung mittels Karten, 242 Punkte)

a) Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n und 0f2 ein glatter Rand. Fiir
einen Punkt p auf dem Rand wéhlen wir 2 Karten ¢ und %, die offene Teilmengen von
M nach R™ abbilden. Wir bezeichnen ihre Kartenwechselabbildung mit 7 = o ¢~!. Fiir
die Orientierbarkeit des Randes miissen wir die Jacobi-Determinante von

Izt 2" ) = prgaciotpog Hat, ..., 2", 0)

berechnen. Bitte zeigen Sie, dass

Jac(r) = (J e Z)

mit ¢ > 0 gilt.
Hinweis 1: Warum darf man oBdA annehmen, dass gilt ¢(p) = 0, ¥(p) = 0 und
dass weiterhin B;(0) im Definitionsbereich von 7 liegt?
Hinweis 2: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass fiir das Landau-Symbol
o(|lx — zol|) = €(||x — zol|) - ||z — xo]| gilt. Hierbei hat €(||z — xol|) die
Eigenschaft, dass €(t) — 0 fiir ¢t — 0 (wieder ohne Beweis verwendbar).

b) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, die einen Atlas mit 2 Karten ¢ und v besitzt, fiir
die also gilt M = U, UU,. Bitte zeigen Sie, dass falls Uy N Uy, zusammenhingend ist,
dann ist M orientierbar.



