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Aufgabe‘1‘2‘3‘2
Punkte ‘ ‘ ‘ ‘

Aufgabe 1 (Wedge-Produkt und Cartan-Ableitung, 2+2+1,54+140,5=7 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir einige Eigenschaften der Cartan-Ableitung nachrechnen. Ver-
mutlich ist ihre Definition iiber lokale Koordinaten am besten fiir diese Aufgabe.

a) Bitte zeigen Sie, dass fiir o € AP(R"”) und € AY(R") gilt
aANp= (1P BAa.
Hinweis: Zeigen Sie zu erst e; A ej = —e; Ae;.
b) Bitte zeigen Sie, dass fir « € AP(R") und g € A9(R") gilt

d(a A B) = (da) A B+ (—1)P - o A (dB).

c) Bitte zeigen Sie, dass fiir alle p gilt dP*! o dP = 0.
d) Bitte zeigen Sie, dass fiir alle f in C°°(U) mit U offen in R™ gilt d*(f - d°(f)) = 0.

e) Bitte zeigen Sie, dass fiir die Projektion z° : R® — R, (z!,... 2") + 2 die Gleichheit
des Basisvektors von T*M dx® und der Cartan-Ableitung eben dieser Projektion d°(x?)
gilt, also dz’ = d°(z?).

Aufgabe 2 (Pullbacks, 24+3+1+1=7 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir den Pullback glatter Differentiale und Tensoren betrachten. Dafiir

definieren wir
v: Rsgx (0,2m) x R — R3\Rsg x {0} x R,

(r, ¢, h) — (rcos(¢), rsin(¢), h)
a) Bitte zeigen Sie, dass v ein (lokaler) Diffeomorphismus ist.
b) Bitte berechnen Sie, den Pullback entlang ~ fiir

e w:i=(rx+2)-deNdy—zy de Ndz+dy Ndz
o ni=dr@dr@dr®dx
e dyNdy

¢) Definieren wir nun f(z,y, 2) := 2> + 32. Berechnen Sie jetzt v*(f - w) und v*(f - ).

d) Definieren wir nun 3(r, ) := ¥(r, #,/5). Berechnen Sie jetzt 3*w.



Aufgabe 3 (Kurvenintegral, 2 Punkte)
Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und v : I — X eine glatte Kurve. Das Kurvenintegral
einer 1-Form entlang v haben wir definiert als

Lw i—/jwv(t)(vl(t))dt-

Sei ¢ : Uy — V;, eine Karte auf X mit (/) C Uy, dann schlagen die Skripten vor das Integral
wie folgt zu berechnen

L o= [[oxptr ey = [ >l 0e) - () .

Hierbei sind w? und (v )fb die lokalen Koordinaten beziiglich ¢. Dies sollte aber unabhéingig
von der Wahl der Karte sein. Sei nun v : Uy, — V;, eine Karte auf X mit (1) C Uy.
Bitte beweisen Sie deshalb die Gleichheit der Funktionen

n

Y@l (r(1) - () = Y wl (v (E) - (V) (8).
j=1

=1

Hinweis: Mittels Ko- und Kontravarianz sollte dies leicht moglich sein.



