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Aufgabe 1 2 3 Σ
Punkte

Aufgabe 1 (Wedge-Produkt und Cartan-Ableitung, 2+2+1,5+1+0,5=7 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir einige Eigenschaften der Cartan-Ableitung nachrechnen. Ver-
mutlich ist ihre Definition über lokale Koordinaten am besten für diese Aufgabe.

a) Bitte zeigen Sie, dass für α ∈ Ap(Rn) und β ∈ Aq(Rn) gilt

α ∧ β = (−1)pq · β ∧ α.

Hinweis: Zeigen Sie zu erst ei ∧ ej = −ej ∧ ei.

b) Bitte zeigen Sie, dass für α ∈ Ap(Rn) und β ∈ Aq(Rn) gilt

d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)p · α ∧ (dβ).

c) Bitte zeigen Sie, dass für alle p gilt dp+1 ◦ dp = 0.

d) Bitte zeigen Sie, dass für alle f in C∞(U) mit U offen in Rn gilt d1(f · d0(f)) = 0.

e) Bitte zeigen Sie, dass für die Projektion xi : Rn → R, (x1, . . . , xn) 7→ xi die Gleichheit
des Basisvektors von T ∗M dxi und der Cartan-Ableitung eben dieser Projektion d0(xi)
gilt, also dxi = d0(xi).

Aufgabe 2 (Pullbacks, 2+3+1+1=7 Punkte)
In dieser Aufgabe wollen wir den Pullback glatter Differentiale und Tensoren betrachten. Dafür
definieren wir

γ : R>0 × (0, 2π)× R −→ R3 \ R≥0 × {0} × R,
(r, φ, h) 7−→ (r cos(φ), r sin(φ), h)

a) Bitte zeigen Sie, dass γ ein (lokaler) Diffeomorphismus ist.

b) Bitte berechnen Sie, den Pullback entlang γ für

• ω := (x+ z) · dx ∧ dy − xy dx ∧ dz + dy ∧ dz
• η := dx⊗ dx⊗ dx⊗ dx
• dy ∧ dy

c) Definieren wir nun f(x, y, z) := x2 + y2. Berechnen Sie jetzt γ∗(f · ω) und γ∗(f · η).

d) Definieren wir nun β(r, φ) := γ(r, φ,
√

5). Berechnen Sie jetzt β∗ω.



Aufgabe 3 (Kurvenintegral, 2 Punkte)
Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und γ : I −→ X eine glatte Kurve. Das Kurvenintegral
einer 1-Form entlang γ haben wir definiert als∫

γ
ω :=

∫
I
ωγ(t)(γ

′(t))dt.

Sei φ : Uφ −→ Vφ eine Karte auf X mit γ(I) ⊂ Uφ, dann schlagen die Skripten vor das Integral
wie folgt zu berechnen∫

γ
ω =

∫
I
ωγ(t)(γ

′(t))dt =

∫
I

n∑
i=1

ωφi (γ(t)) · (γ′)iφ(t) dt.

Hierbei sind ωφi und (γ′)iφ die lokalen Koordinaten bezüglich φ. Dies sollte aber unabhängig
von der Wahl der Karte sein. Sei nun ψ : Uψ −→ Vψ eine Karte auf X mit γ(I) ⊂ Uψ.
Bitte beweisen Sie deshalb die Gleichheit der Funktionen

n∑
i=1

ωφi (γ(t)) · (γ′)iφ(t) =

n∑
j=1

ωψj (γ(t)) · (γ′)jψ(t).

Hinweis: Mittels Ko- und Kontravarianz sollte dies leicht möglich sein.


