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1. Es sei O(n) die Gruppe der orthogonalen Transformationen von R™.

(a) Man zeige, dass O(n) eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des Vektor-
raums L(R™) = R" aller linearen Selbstabbildung von R” ist und berechne
die Tangentialrdume von O(n).

(b) Man iiberlege sich, dass die Abbildungen (A, B) — AB und A — A~! C>-
Abbildungen O(n) x O(n) — O(n) bzw. O(n) — O(n) sind.

(c) Man zeige, dass die Abbildung

= 1
Exp : T1¢O(n) — O(n), Exp(9) := Z T S*
k=0
von der Klasse C* und ein lokaler Diffeomorphismus bei 0 € T34O(n) ist.
Bemerkung: O(n) ist ein Beispiel fiir eine Lie-Gruppe.

2. Es sei G, die Menge alle k-dimensionalen Unterrdume von R". Man mache
sich zunéchst klar, dass zwischen G, und der Menge P, aller orthogonalen
Projektoren P : R"™ — R" vom Rang k eine eineindeutige Beziehung besteht. G,
wird daher eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn man nachweist: P, st

eine differenzierbare k(n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von L(R™) =
R"™, dem Vektorraum aller linearen Abbildungen von R™.

Anleitung:
(a) Das E. Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren, welches jedem k-tupel

linear unabhiingiger Vektoren (ay,...,a;) € (R™)* ein Orthonormalsystem
(b1, ...,bx) zuordnet, so das gilt

span(as, . ..,a;) =span(by,...,b;), 1 <j <k,

ist eine Abbildung der Klasse C'*°.

(b) Ist Py € Py, so existiert eine e-Kugel B.(F) C P, mit folgender Eigen-
schaft: Ist V' := range(Fp) und ist ey, ...e; eine Orthonormalbasis von V|
so gilt fir alle P € B.(P) :

range(P) = span(e; + hy, ... e + hy)
mit durch P eindeutig bestimmten Vektoren hy,...h; € V+ und bei P — P,
folgt hq,...hy — 0.

(c) Essei P(hy,...hy) der orthogonale Projektor mit range P(hq, ... hy) = span(e;+
hi,...ex + hg) wie in (b).
Man berechne dP(0,...0) indem man (a) verwendet und verifiziere, dass
dP(0,...0) : (VH)F — L(R") injektiv ist (d. h. P ist nahe bei (0,...0) €

(V1)* eine Immersion).

Die Mannigfaltigkeiten G, ; = P, nennt man Grassmann-Mannigfaltigkeiten.



