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1. Sei (M, g) pseudo-Riemann’sche Mannigfaltigkeit. Für eine Funktion f ∈
C2(M) definieren wir die Hesse’sche Form hf als kovariante Ableitung des
Differentials df , also

hf (X,Y ) = X df(Y )− df(∇XY ) .

Man zeige: hf ist symmetrisch,

hf (X,Y ) = 〈∇X gradf, Y 〉 ,
und ∆f = spur hf .

2. Es sei g Standardmetrik auf Rn, κ ∈ R und Mκ = Rn für κ ≥ 0, Mκ = {x ∈
Rn

∣∣|x| < 1√−κ
} für κ < 0. Mκ werde mit der Metrik gκ = ϕκg versehen, wobei

ϕκ(x) = 4(1 + κ |x|2)−2 .

Mit Hilfe von Aufgabe 3., Blatt 9 weise man nach, dass (Mκ, gκ) die konstante
Krümmung κ besitzt. Ferner zeige man, dass die punktierte Standardsphäre
Sn\{p} ⊂ Rn+1 isometrisch zu M1 ist und schließe daraus, dass Sn die kon-
stante Krümmung 1 besitzt.

3. Sei (M, g) pseudo-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe von iso-
metrischen Diffeomorphismen von (M, g), welche den Bedingungen (i), (ii) von
Aufgabe 2., Blatt 2 genügt, und es sei M̃ = M/G.

Man zeige: Es gibt genau eine Metrik g̃ auf M̃ , so dass die kanonische Projek-
tion p : M → M̃ eine Isometrie ist.

Für M = Rn versehen mit der Euklidischen Metrik und die von den Transla-
tionen x 7→ x + ek, k = 1, . . . , n erzeugte Gruppe G erhält man den ”flachen
Torus”. Man bestimme dessen geschlossene Geodätische.


