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In diesem Vortrag geht es im praktischen Sinne um die Analyse von
Schwingungsvorgéangen, wie sie zum Beispiel in der Physik haufig vorkom-
men. Oft mag es niitzlich sein, diese durch eine Superposition von ele-
mentaren Sinus- und Cosinus-Schwingungen zu beschreiben falls dies méglich
ist. Dazu verwendet man eine Funktion f : R — R mit

flx) = %ao + (aysinx 4 by cosx) + - - - + (ap sinnz + by, cosnx)
mit gewissen Konstanten a,, b, .
Es stellen sich nun die Frage, fiir welche Funktionen diese Reihe gegen die
Funktion konvergiert und ob diese und somit die Konstanten a,, b, eindeutig
bestimmt sind. Dazu kann man sich noch fragen, ob die Konvergenz punk-
tweise oder gar gleichméaflig oder absolut ist.
Der vorangehende Vortrag beschiftigte sich schon mit diesem Thema, jedoch
fiir glatte Funktionen. Ich werde mich mit einer groeren Klasse von Funk-
tionen, der der stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen beschéaftigen.
Ich benutze hier einige ”Vorraussetzungen” die der letzte Referent schon
eingefiirt und bewiesen hat, wie z.B. Konvergenzbedingungen fiir Funktio-
nen f: R — C oder die Exponentialschreibweise fiir Sinusfunktionen.
Ebenso verzichte ich auf eine erneute ”Herleitung” der folgenden Definitio-
nen.
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Def:  Eine Funktion f : [a,b] — C heifit stiickweise glatt, falls es eine
Partition @ = ag < a1 < -+ < a, = b gibt und falls es 1 mal stetig dif-
ferenzierbare Funktionen f, : [a,—1,a,] — C gibt, sodass f(z) = f,(z) fiir
x € (ay—1,a,) gilt. (1 <v<n)

Wir beginnen damit, dass wir eine Integraldarstellung fiir S, (x) herleiten,
um danach dann mit Hilfe dieser Darstellung ein Konvergenzkriterium auf-
stellen zu konnen.

Betrachten wir nun die Reihe T,,(y)
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mit der aus Analysis I bekannten Formel
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ergibt sich:
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Indem wir e~ mit in den Bruch schreiben, dann mit e™*2 erweitern, dies
vereinfachen und schliesslich die Definition des Sinus einsetzen, ergibt sich
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Andererseits ist
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Setzt man nun

Z eux t) Sin((n_'—%)(x_t))

n(@ =) sin(L(z — 1))

v=—n

in S, (x) ein, erhélt man
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Bei dieser Substitution miissen die Grenzen nicht gedndert werden, da die
Funktion 27-periodisch ist und es somit egal ist {iber welches Intervall der
Lange 27 wir integrieren.

Durch Substitution ¢t — —¢ im zweiten Integral und anschliessend ¢ — 2t in
beiden erhalt man:
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Nach diesen, teils auch nur kosmetischen Umformungen kénnen wir nun ein
Kriterium fiir die Konvergenz der Fourierreihe formulieren:

Kriterium: Die Fourierreihe von f(z) konvergiert genau dann, wenn
die Folge S, (z) fiir n — oo gegen f(z) konvergiert und der Grenzwert der
Folge ist der Funktionswert der Fourierreihe an der Stelle «.

Integrale in der Form werden als Dirichlet-Integrale bezeichnet.
Betrachte nun das spezielle Dirichlet-Integral:
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f(m0)+ f(xo0) /Z2cos (vt)dt | = f(xo)+= f o) <2Z [ sin Vt] )

Wenn wir nun also Sy, (z9) — f(z¢) bilden, kénnen wir f(z¢) in das Integral
mit hineinziehen und konnen folgenden Satz formulieren:

Satz:  Die Fourierreihe von f konvergiert genau dann an der Stelle x,
gegen f(x,), wenn die Folge

S (o) — / < xo + 2t) f(aco —2t) f($0)> sin((2n + 1)t) dt
0

sint
eine Nullfolge ist.
Wir werden nun versuchen eine moglichst groie Klasse von Funktionen zu

konstruieren, fiur die dieses Kriterium erfiillt ist.
Dazu ist der folgende Hilfssatz sehr niitzlich, auf ihm werden alle restlichen

Betrachtungen aufbauen. Er wird oft auch Riemann-Lebesgue-Lemma genannt.

Hilfssatz: Sei f:[a,b] — C a < b eine Regelfunktion.
Die beiden Folgen

b

b
/f(x)emxdx und /f(a:)e_mxdx

a
konvergieren gegen Null fiir n — oo

Beweis: Die Idee bei diesem Beweis ist, ihn in 3 Teile aufzuteilen. Zuerst
wird die Behauptung fiir konstante Funktionen gezeigt, dies dann auf Trep-
penfunktionen ausgeweitet und schliesslich kann man dadurch die Behaup-

tung auch fir Regelfunktionen zeigen.
b

Ich werde den Beweis hier nur fiir [ f(z)e™*dx zeigen.
a

b .
Der Beweis fiir [ f(z)e™"*dz geht vollig analog.
a

f(xo0)



(TI) Sei f(x) = c konstant:

b b b b
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a a a a
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= [% sin(nx)} .

— 0 firn — oo da|sin(nz)] < 1und |cos(nz)| <1 fir allex € R

(II) Sei f(x) eine Treppenfunktion:
Dies lésst sich unmittelbar auf den Fall(I) zuriickfiihren, da Treppenfunk-
tionen aus endlich vielen konstanten Funktionen zusammengesetzt sind.

(TIIT) Sei f(x) nun eine Regelfunktion:

Sei e >0

Da f nun eine Regelfunktion ist, kann sie gleichmafig durch Treppenfunk-
tionen approximiert werden.

— Es existiert eine Treppenfunktion g(z) mit:

b b b
|/f($)einacda:| < |/g(:1:)em””d1‘| + | /(f(:c) — g(z))em®dz|

b b
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Zum einen gilt
b
| [ s <
a
,da g(x) eine Treppenfunktion ist und somit gegen Null konvergiert.

Andererseits ist auch

b

/If(fv) —g(@)|dz < (b—a) [f(z) —g(z)] < (b—a)e
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, da f(z) gleichméaBig gegen g(z) konvergiert.

= (1) <e+(b—a)e=Ce

Also ist der Hilfssatz nun auch fiir jede Regelfunktion bewiesen.
Zusatz: Auch

b
/f(a:) sin(nx)dz
a
konvergiert gegen Null, fiir n — oo da
] ei:): _ efia:
sin(z) = 5

Wir kénnen nun versuchen, diesen Hilfssatz auf die Funktion

Suli0) = fla) = 2

/ o(t) sin((2n + 1))t
0

fxo +2t) + f(xo —2t) — 2f(x0)
2sint

mit  g(t) =

anzuwenden.
Die Funktion ist jedoch an der Stelle ¢ = 0 nicht definiert und muss nicht
einmal in den Nullpunkt hinein stetig fortsetzbar sein.
Wir kénnen g(t) hier aber durch eine etwas leichtere Funktion ersetzen:
Die Funktion .

1 1 sint —1

t sint  t-sint’

die in (0,7/2] definiert und stetig ist, kann man in den Punkt ¢ = 0 stetig
fortsetzen.
Anschaulich mag das klar sein, da sint und ¢ fiir ¢ — 0 fast gleich sind,
bewiesen werden kann dies mathematisch aber auch leicht mithilfe der Regel
von "Hospital:

sint —t cost —1 —sint 0

im - =lm ——=lim ———— = — =0
t—0 tsint t—0 1sint +tcost t—0 2cost —tsint 2




Wir koénnen also statt g(t) genauso gut die Funktion

fxo 4 2t) + f(xo — 2t) — 2f(x0)
2t

Zusammenfassend konnen wir nun folgenden Satz formulieren:

h(t) =

verwenden.

Satz: Sei f : R — C eine Regelfunktion mit der Periode 27w. Dann
sind folgende Aussagen gleichbedeutend:

27
n . 1 .
I = li L€V mit ¢, = — t)e idt
M e = Jim 3 ae mit o = o [ flte
v=—n 0

(II) Die Folge der Dirichlet-Integrale (n € N)

Ju

2 [ flmo+2t) + Fzo — 2t) — 2f (o)
=2 [ 7

) sin((2n + 1)t)dt

ist eine Nullfolge.

Wenn wir jetzt die Funktion

f(@o +2t) + f(xo — 2t) — 2f (o)

2t
betrachten, fallt sofort auf, dass h(t) in der Néhe von ¢ = 0 nicht unbedingt
beschrénkt sein muss. Wenn jedoch die Funktion f(z) differenzierbar ist, so
bildet der Grenzwert von h(t) — 0 eine Ableitung und somit kann man h(t)
stetig in ¢ = 0 hinein fortsetzen. Also ist dann h(t) auch eine Regelfunktion
auf [0, 7/2] und wir kénnen den Hilfssatz darauf anwenden.
Betrachten wir nun stiickweise glatte Funktionen, die unter anderem Un-
stetigkeitsstellen haben kénnen. Als weiter Vorraussetzung fordern wir noch,
dass fiir alle g € D gilt:

h(t) =

. SO R
2

Das heif3t die einseitigen Grenzwerte existieren auch in den Unstetigkeitsstellen,
und somit gilt:

f(xo+1)+ f(zo — 1) — 2f(20)

h(t) = .




Flzo+1) + flwo — 1) — lim f(zg+1) — lm f(zo+1)
t

Also existiert der Grenzwert lim;_,o h(t) und man kann h(t) auch in den Un-
stetigkeitsstellen von f(x) stetig in den Nullpunkt hinein fortsetzen. Also
bildet h(t) auch eine Regelfunktion auf [0, 27].

Somit koénnen wir das abschliessende Theorem, auf das wir hingearbeitet
haben, formulieren:

Theorem:
Vorraussetzungen:
f stiickweise glatt +

lim f(xg+1t) + lim f(zo+1t)
t—0+t t—0~

f(zo) = 5

Behauptung:

Fur stickweise glatte Funktionen f konvergiert die Fourierreihe in jedem
Punkt. Die Fourierreihe stelle die Funktion in allen Punkten dar, in de-
nen die Funktion stetig ist. In den Sprungstellen stellt sie das arithmetische
Mittel aus den einseitigen Grenzwerten dar.

Beweis:
Als Beweis miissen wir nun nur noch die Funktion

f(xo +2t) + f(xo — 2t) — 2f(z0)

h(t) = § ,

von der wir nun wissen, dass sie in allen Punkten xg eine Regelfunktion auf
[0, 27] darstellt auf den Hilfssatz anwenden. Daraus folgt dann, dass

i

2 [ flmo+2t) + Fzo — 2t) — 2f (o)
=2 ;

) sin((2n + 1)t)dt
0

eine Nullfolge ist.



Das ist nun nach obrigem Satz gleichbedeutend damit, dass die Fourier-
reihe gegen die Funktion f(z) konvergiert und somit ist

n 2w
, 1 ,
. E wx : _ —ivt
f(z) = nlLH;O Z cve mit ¢, = 5 /f(t)e dt
vVv=—n 0
fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen f(x). O

Wir bemerken natiirlich sofort dass Fourierreihen im Allgemeinen nicht gle-
ichméfig konverieren kénnen, sonst konnten Fourierreihen keine Funktionen
mit Sprungstellen darstellen.

Desweiteren sei noch angemerkt, dass es stetige Funktionen gibt, fiir die die
Fourierreihe nicht in allen Punkten konvergiert. Es wird also wohl kein Kri-
terium geben fiir die Konvergenz von Fourierreihen, das nur auf die Stetigkeit
der Funktion zuriickgreift. Konvergenzbetrachtungen fiir manche Fourier-
reihen konnen sehr schwierig sein und bené6tigen gesonderte Betrachtungen.

Quellen:
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