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Aufgabe 5 Sei E der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [0; 1] ! R

versehen mit der Norm jjf jj1 :=
R 1

0
jf(t)jdt.

(a) Die Funktionen fn : [0; 1]! R seien f�ur alle n 2 N durch

fn(x) =

(
n f�ur 0 � x � 1

n2

1p
x

f�ur 1
n2
� x � 1

de�niert. Zeige, dass (fn) eine Cauchyfolge in (E; jj:jj1) ist.

(b) Zeige, dass es keine stetige Funktion auf [0; 1] gibt, so dass limn!1 jjfn�
f jj1 = 0. Nehme dazu zum Beispiel an, dass ein f 2 E mit limn!1 jjfn �
f jj1 = 0 existieren w�urde und zeige

Z 1

M2

0

jfn(x)� f(x)jdx �
1

M
�

1

n

f�ur M := supx2[0;1]jf(x)j und n �M .

(c) Man zeige, dass die Funktion g : [0; 1]! R

g(x) =

(
1p
x
f�ur x 6= 0

0 f�ur x = 0

auf dem Intervall [0; 1] Lebesgue-integrierbar ist und dass

lim
n!1

jjg � fnjj1 = 0:

(2+3+3 = 8 Punkte)
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Aufgabe 6 Sei f : (a; b) ! R eine stetige und beschr�ankte Funktion. Man
zeige, dass

~f(x) =

(
f(x) f�ur x 2 (a; b)

0 sonst

Lebesgue-integrierbar ist. Zeige ferner, dass I( ~f) mit dem uneigentlichen In-
tegralZ b

a

f(x)dx

im Sinne der gew�ohnlichen reellen Analysis �ubereinstimmt.

(4 Punkte)
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