Probeklausur

Ja-Nein-Fragen

(1) R sei mit dem iiblichen Maf versehen. Jede abzéhlbare Teilmenge ist eine Null-
menge. Richtig

(2) R seimit dem iiblichen Maf} versehen. Jede Nullmenge A C R ist abzdhlbar. Falsch,
z.B. Cantormenge

(3) Ist die Formel 4 01 et = — fol 22"t dt richtig? Nein, die linke Seite enhlt
nach dem Integrieren iiberhaupt kein t mehr, ist also 0. Handelte es sich um Integrale
nach dzx, so ware die Formel richtig, da es sich um stetige Funktionen auf Kompakta

handelt, also beschrankt.

(4) Ist der Rand einer offenen Teilmenge U C R™ (versehen mit dem Standardmaf)
immer eine Nullmenge?

Nein, Gegenbeispiel: Sei ¢, eine Abzéhlung der rationalen Zahlen. Definiere U =
Unen(@n — 37+ @n + 5=)- Dies ist als Vereinigung offener Mengen offen. Da die Menge in
R dicht liegt, gilt U = R. Das Mafl von U kann nicht gréfler als die Summe der Mafle
der einzelnen Intervalle sein: p(U) < 3 577 = 4. Damit muss aber wegen U U9U = R
der Rand von U unendliches Mafl haben.

(5) Jede beschriankte stetige Funktion f : U — R auf einem beschrankten offenen Teil
U C R" ist Lebesgue-integrierbar.

Richtig (Zettel 2, Aufgabe 6). Wire die Menge nicht beschrinkt, wére die Aussage
falsch.

(6) Sei X eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
n. Dann existiert eine liberall positive Volumenform.
Richtig. Siehe z.B. Skript 5.13.

(7) Sei X eine orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ist jede Untermannig-
faltigkeit Y C X wieder orientierbar?

Nein, z.B. ist das Md6biusband als 2-dim nichtorientierbare Mannigfaltigkeit als Un-
termannigfaltigkeit in den orientierbaren R? einbettbar.

(8) Sei X eine orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit, U C X eine offene Teil-
menge mit glattem Rand. Ist dann der Rand von U stets eine orientierbare differenzier-
bare Mannigfaltigkeit?

Ja. Sonst ware z.B. der Satz von Stokes gar nicht sinnvoll, da man dann auf dem Rand
u.U. nicht integrieren konnte.



Aufgaben

Aufgabe 5 Seia: D — X C R" (D C RY offen) eine reguliire Parametrisierung einer
eingebetteten Mannigfaltigkeit. Wie kann man das d-dimensionale Volumen berechnen?

/\/det(J(a; )" J(;x))dx

Aufgabe 6 Sei A : R" — R ein stetiges Vektorfeld und « : [0, 1] — R" eine glatte
Kurve. Wie ist [ A definiert?
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/A :/ < A(a(t)), a(t) > dt
Aufgabe 10 Man gebe eine 1-Form w auf R™ an, so dass gilt: dw = zaodx1 A dxs.
w = T1T9dTo

Aufgabe 12 Man berechne p*w fiir ¢ : R? — R3, ¢(71,22) = (7179, 2%,23) und w =
yidya A dys.

p'w = @ldps A3
= 2222(2x1dxy) A (220das)
= 4x§’x%dw1 A dxsg.

Aufgabe 15 Sei w eine iiberall positive Differentialform vom Grad n einer n-dimensionalen
kompakten orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Man zeige, dass sich w nicht
in der Form dw’ schreiben lésst.

Losungsskizze: Gébe es solch ein w’ so wére nach dem Satz von Stokes

07&/w:/dw':/ w'z/w'zO
X X 80X 0

Aufgabe 16 Man will ein Vektorfeld A : R? — R? lings einer zweidimensijonalen
Untermannigfaltigkeit X C R? integrieren. Wie sollte man zu A eine Differentialform w
zuordnen, so dass das Integral |  w|x dieses Integral realisiert?

Die gesuchte Form ist w = Ajdzo A drs + Asdrs A dry + Asdxy A dre (Bemerke
dass hier offenbar wieder der Hodge-Stern-Operator mitmischt). Dies ist die richtige
Differentialform, denn mit einer Parametrisierung ¢ : U C R? — X gilt:
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