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Blatt 5, Losungshinweise

Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen
verstanden werden!

Aufgabe 17 (c) Hier ist y,, = m Fir n > 1 gilt aber 2n + (—1)" <
2n+1 < 3n und deshalb y,, > 3% Also ist die Reihe bis auf einen konstanten

Faktor eine Majorante der divergenten harmonischen Reihe Y7 | % und muss
deshalb auch divergieren.

Aufgabe 19 (a) Wir zeigen eine Verallgemeinerung: Sei k& > 1 eine natiirliche
Zahl. Fir N > 1 berechnen wir die Teilsumme:
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Die Folge mit den Folgegliedern zy := ist
& Be8l N NTD.. . (N+E—1D)((N+k)
eine Nullfolge, da 0 < xy < N+r1 (Aufgabe 12 - das sogenannte Sandwich-
kriterium) Es folgt:
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Insbesondere hat die Reihe in der Aufgabe den Wert 1.



Solche Reihen nennt man teleskopische Reihen. Die Kiirzungen in dieser
Losung sind moglich, da ein geschlossener Ausdruck z, = a, — a,.1 fir
den n-ten Summanden z,, der Reihe gefunden wurde.

(b) Wir verwenden das Majoranten—Kriterium: Da s > 2 ist, gilt:
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Aufgabe 20 (a) Wir verwenden das Majoranten—Kriterium:

Doang <Y (gD =(g-Dg ') g =(a-Dg "5 _1q1 =1.

n>1 n>1 n>0

(Die Teilsummen der Reihe Z a, ¢~ " mit positiven Summanden bilden eine
n>1
monoton steigende Folge, welche nach oben von 1 beschrankt ist. Damit folgt

die Konvergenz)

(b) Wir wahlen a;: Aus = € [0,1) folgt gz € [0,¢q). Sei dann a; := [gz] die
grofite ganze Zahl, welche < gz ist (die sogenannte Gaufklammer). Da wir
faul sind, verwenden wir die Abkiirzung y — [y] € [0,1) =: {y}, also etwa

{3.55} = 0.55. Es gilt dann fir n=1:¢"- | z— ) a;q”’ ) € [0,1).
j=1

Wir nehmen nun induktiv an, dass die Zahlen ay, as, ..., a,_, aus der Menge
{0,1,...,(¢ — 1)} derart gewdhlt wurden, dass gilt:

n—1
Tpn—1 = qn_l . (;p—Zaj q_j ) S [0,1) .

j=1
Wir wiahlen nun a,, so dass gilt: r, := ¢" - < x — Zaj q”’ ) € [0,1), wie
j=1

folgt:
Aus r,_1 € ]0,1) folgt gr,,—1 € [0,q). Sei nun

ay = [qrn—1) € {0,1,...,(¢—1)} .
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n
Ty i=q" - <x—2ajq_j>
j=1

=(4Tn—1 — Qp = (gTpn—1 — [Q'f’nq]
={qrn—1} €10,1) .

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion sind alle Zahlen a,, fiir ganze
n > 1 bestimmt.

Wir zeigen nun die Gleichheit x = Z a; ¢’ . Dafiir schiitzen wir ab:

Jj=1
1<j<n 1<j<n
<qg"-1l=q™".

Da (¢~"),, eine Nullfolge ist, folgt aus dem Sandwichkriterium (Aufgabe 12),

T — Z ajq_j

1<j<n

dass auch die Folge mit dem n-ten Glied gleich zu eine

Nullfolge ist. Es folgt

lim <:E— Z a; q‘j> =0,

1<j<n

also
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r = lim x = lim E a; q —E a; g7 .
n—oo n—oo

1<j<n j>1

Die Darstellung ist nicht eindeutig. Es gilt z.B. zur Basis 10 die Gleichheit:
0.1 = 0.0999999999. ... Begriindung:
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Analog bei 0.7653176 = 0.76531759,

(c) Die 2-adische Darstellung (oder auch Bindrdarstellung) der Zahl 1/7 ist
periodisch mit der Periode 001:
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