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Aufgabe 1. (Gruppenringe) Sei R die Kategorie der Ringe mit 1 (nicht notwendig kommutativ)
und G die Kategorie der Gruppen. Betrachten Sie den Funktor F: R — G, R+— R*. (Ist f: R — S
ein Ringhomomorphismus, so ist F(f) die Einschrinkung von f auf die Einheitengruppen von R
und S.) Zeigen Sie, dass F einen linksadjungierten Funktor besitzt und beschreiben Sie diesen.

Aufgabe 2. (Abelsche topologische Gruppen) Sei A eine abelsche Gruppe und (A;);en ein projek-
tives System von Untergruppen mit Inklusionen als Ubergangsabbildungen. Eine Folge (a,)nen
heifst konvergent mit Grenzwert a € A (bzw. Cauchyfolge), wenn fiir jedes 7 € N eine natiirliche
Zahl N existiert, so dass a, —a € A; fir alle n > N (bzw. (a, — a,,) € A; fiir alle n,m > N).
Zeigen Sie:

(a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge in A ist genau dann eindeutig, wenn @i A; =0.
(b) Es konvergiert genau dann jede Cauchyfolge in A, wenn @: A; =0.

Hinweis: Fiir (b) zeige man, dass genau dann jede Cauchyfolge in A konvergiert, wenn der natiir-
liche Homomorphismus A — lim, A/A; surjektiv ist. (Ist (ay)n eine Cauchyfolge, so nehme man

nach Ubergang zu einer Teilfolge an, dass (a,, — a,,) € A4; ¥ n,m > i und betrachte das Element
(a; mod A;); € Hm, AJA;)

Aufgabe 3. (Leerer projektiver Limes) Sei I die Menge der endlichen Teilmengen von R, halbge-
ordnet durch Inklusion. Fiir ¢ € I sei M; := {& : i — Q | a injektive Mengenabbildung}. Fiir ¢ C j
sei ;5 : M; — M;, o — al;, die Einschrankung. Zeigen Sie:

(a) (M, p;;) ist ein projektives System nichtleerer Mengen mit surjektiven Ubergangsabbildun-
gen.

Die folgende Aufgabe ist Teil einer Serie von Aufgaben iber das Spektrum eines Ringes.

Aufgabe 4. (Irreduzibilitit) Ein topologischer Raum X heiftt irreduzibel, falls X # @ und X nicht
als Vereinigung zweier echter abgeschlossener Teilmengen dargestellt werden kann, oder dquivalent
dazu, falls jede nichtleere offene Teilmenge dicht in X ist.

Sei A ein kommutativer Ring und X = Spec A. Zeigen Sie:

(a) X ist genau dann irreduzibel, wenn das Nilradikal 91(A) von A prim ist.
(b) A ist genau dann nullteilerfrei, wenn X irreduzibel und A reduziert ist (d.h. 91(A) = 0).

Die Nullteilerfreiheit von A beinhaltet somit eine globale topologische Komponente (die Irreduzi-
bilitdt von Spec A) und eine lokale algebraische Komponente (die Reduziertheit von A).

bitte wenden!



Zusatzaufgabe 5. (Absolut flache Ringe) Ein kommutativer Ring A heiflt absolut flach, wenn
jeder A-Modul flach ist. Zeigen Sie:

(a) Absolute Flachheit ist eine lokale Eigenschaft: A ist genau dann absolut flach, wenn A, fiir
jedes Primideal p C A absolut flach ist.
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3 von Blatt 9.

(b) Ein lokaler Ring ist genau dann absolut flach, wenn er ein Korper ist.
Hinweis: Betrachten Sie den A-Modul A/m, wobei m das Maximalideal von A ist, und
verwenden Sie Satz 14.2. Folgern Sie: Absolut flache Ringe sind reduziert (vgl. Blatt 5,
Aufgabe 3).

(c) Sei A ein reduzierter Ring. Dann ist A genau dann absolut flach, wenn jedes Primideal von
A ein Maximalideal ist.



