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1 EINLEITUNG 2

Was besagt das Herbrandsche Lemma? Wer war eigentlich Herbrand? Und
was hatte er mit Hamburg zu tun?

1 Einleitung

In der Zeit der Weimarer Republik entwickelte sich die Mathematik an der
neu gegriindeten Hamburgischen Universitéit zu einem Wissenschafts-Stand-
ort von internationalem Rang. In der Zahlentheorie begriindete insbesondere
Artin, der seit 1922 in Hamburg war und fiir den im Jahre 1926 ein Lehrstuhl
geschaffen wurde, eine Arbeitsatmosphére, die junge Mathematiker aus dem
In- und Ausland anzog/f]

Jacques Herbrand 1931

Einer von ihnen war der junge Franzose Jacques Herbrand. Allerdings war
er nur einen einzigen Monat in Hamburg, vom 15. Mai bis 15. Juni 1931. Solch
eine kurze Zeit hatte geniigt, Artin zu folgender enthusiastischer AuBerung
zu veranlassen:

... habe ich mich sehr oft mit Herbrand unterhalten. Das ist ein
Mensch der unglaublich viel weifS und kann ... Begeistert bin ich

!Siehe z.Bsp. [Rei07].
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tber die meuen ungeheuren Vereinfachungen der Klassenkdrper-
theorie, die von Herbrand und ChevalleyEI stammen. Man braucht
jetzt so gut wie gar keine schlimmen Rechnungen mehr . ..

Artin schrieb dies in einem Brief an Hasse, datiert am 16. Juni 1931, also
unmittelbar nach der Abreise von Herbrand aus Hamburg, und unter dem
frischen Eindruck von Herbrands Personlichkeit. Dieser war damals 23 Jahre
alt. Wenn Artin iiber Herbrand ein solch iiberschwéngliches Lob ausgespro-
chen hat, dann kénnen wir davon ausgehen, dass es sich in der Tat um einen
auflergewohnlichen Mathematiker gehandelt hatte.

Artin beliel es nicht bei dieser enthusiastischen Beurteilung, sondern er
brachte sich direkt als Mitarbeiter ein. Im Anschluss an den oben zitierten
Text schrieb er an Hasse:

Da ich an einigen kleinen Punkten auch beteiligt bin, mdchte ich
Ihnen ganz kurz dariber schreiben.

Emil Artin

Hieran fiigte Artin eine genauere Beschreibung der neuen Situation. Aus
dem Brief konnen wir entnehmen, dass der Artinsche Teil nicht nur, wie er

2Claude Chevalley war mit Herbrand befreundet, und sie arbeiteten eng miteinander
iiber Klassenkorpertheorie.
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schreibt, ,,auf einige kleine Punkte® beschrankt war, sondern ganz wesentlich
zur Vereinfachung und damit zum Versténdnis beitrug| Ich habe hier nicht
vor, die damals neuen Ergebnisse von Artin, Chevalley und Herbrand im
einzelnen zu beschreiben und zu kommentieren; das ist fiir spéter geplant. In
dieser Note will ich dasjenige Werkzeug aus der Algebra vorstellen, das die
in Rede stehenden ,,ungeheuren Vereinfachungen®“ ermoglicht hatte, ndmlich
das sogenannte Herbrandsche Lemma. Zuvor will ich jedoch etwas iiber die
Person von Herbrand sagen.

2 Herbrand

Herbrands Jahr in Deutschland 1930/31.

Jacques Herbrand stammte aus Paris. Es wird berichtet, dass er als Schiiler
und als Student stets unter den Besten seines Jahrgangs gewesen war [CLT71].
Was immer er begonnen hatte, das fithrte er bis zur extremen Perfektion
durch, und er stellte hohe Anspriiche an sich selbst. Im akademischen Jahr
1930/31, nach seiner Promotion, kam er mit einem Rockefeller-Stipendium
nach Deutschland. Zunéchst ging er nach Berlin, um dort John v.Neumann
zu treffen.

Diese Wahl war bedingt durch Herbrands Interesse fiir formale Logik. In
seiner ausgezeichnet bewerteten These hatte er sich mit Problemen der Logik
beschiftigt und er wollte nun als , postdoc® darin weiterarbeiten [

Uns interessiert hier Herbrands Beschéftigung mit der Klassenkorper-
theorie. Es ist nicht klar, wann Herbrand damit begonnen hatte. War es noch
in Frankreich, oder bildete sich sein Interesse an der Klassenkorpertheorie erst
im Laufe seines Aufenthaltes in Berlin? Zwar hatte er schon wéahrend seines
Militdrdienstes in Frankreich eine kurze C.R.-Note iiber die Galoisstruktur
der Einheiten eines relativ Galoisschen Zahlkorpers fertiggestellt '] Aber die-
ses Ergebnis ist nicht unbedingt der Klassenkorpertheorie zuzurechnen — ob-
wohl es sich dann tatsdchlich herausstellte, dass dieser Satz fiir die Chevalley-
Herbrandschen Vereinfachungen eine wichtige Rolle spielt. (Siehe Seite [24])
Dieudonné schreibt in [Die82] tiber Herbrands Deutschland-Aufenthalt:

3Fiir den vollen Text des Artinschen Briefes sieche [FROS], oder die englische,
tiberarbeitete und erweiterte Auflage [FLR14].

4Ubrigens ist das ,,Herbrandsche Theorem® aus seiner These heute noch aktuell und
wird unter den Fachvertretern der Logik diskutiert [Wirl2).

®Zunichst ohne Beweise in [Her30]. Die Beweise folgten dann in [Her31d].
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... sans abandonner pour autant la logique mathématique, il con-
sacra ses efforts pendent cette année a la Théorie des Nombres;
l’Allemagne était alors la Mecque de cette discipline, et la profon-
deur et la nouveauté de ses idées firent une grande impression sur
E. Artin, Hasse et E. Noether, trois des principaux représentants
de cette école.

Aber hieraus ist nicht eindeutig zu entnehmen, wann und aus welchem Anlass
sich das Interesse Herbrands an der Klassenkorpertheorie entwickelt hatte.
Jedenfalls ist zu berichten, dass Herbrand im Wintersemester 1930/31 von
Berlin aus einen kurzen Abstecher nach Halle machte, um Emmy Noether zu
horen, die dort am 30. und 31. Januar 1931 zwei Kolloquiumsvortrége hielt.
Sie sprach iiber Beziehungen zwischen hyperkomplexer und kommutativer
Algebra; dieses Thema war gerade aktuell geworden insbesondere im Hinblick
auf Hasses Ergebnisse iiber das Zusammenspiel der Klassenkorpertheorie mit
der Algebrentheorie.

In Halle hatte auch Emmy Noether einen ganz ausgezeichneten Eindruck
von Herbrand, so wie wir es oben von Artin berichtet haben. Wir zitieren
aus ihrem Brief an Hasse vom 8.2.1931. In diesem Brief handelte es sich u.a.
um die Vorbereitung einer kleinen Tagung iiber Schiefkérper (heute wiirden
wir sagen ,workshop“). Im Zentrum der Tagung stand das damals aktuel-
le, eng mit der Klassenkorpertheorie zusammenhéngende Problem, ob jeder
Schiefkorper iiber einem Zahlkorper zyklisch istﬁ Diese Tagung, von Emmy
Noether scherzhaft ,,Schiefkongress* genannt, war fiir Ende Februar 1931 von
Hasse in Marburg geplant, und es ging in Emmy Noethers Brief u.a. darum,
wer dazu eingeladen werden sollte. Sie schrieb:

... Dann mdéchte ich auch vorschlagen, auch meinen Rockefeller-
Stipendiaten fiir den ndchsten Sommer — der jetzt bei von Neu-
mann in Berlin ist — aufzufordern: Dr. J. Herbrand ... Er kam
nach Halle, und hat am meisten von allen von meinen Sachen
verstanden. Er hat bis jetzt aufler Logik nur Zahlentheorie ge-
arbeitet (die er aus Ihrem “Bericht” und Ihrer Normenresttheo-
m’eﬂ gelernt hat); ich dachte an ihn nur als Zuhérer. Eventuell
kénnte er aber tber seine durch die Einheitengruppen vermattel-
ten ganzzahligen Darstellungen der Galoisgruppe vortragen; das

6Das wurde noch in demselben Jahre gemeinsam von R. Brauer, Hasse und E. Noether
gelost [BHN32]. Siehe auch [Roq05].

"Gemeint sind der aus drei Teilen bestehende Hassesche Klassenkérperbericht [Has26,
Has27, [Has30a] sowie die Arbeiten Hasses zur Normenresttheorie, die schlielich in die
lokale Klassenkorpertheorie miindeten [Has30D].
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1st wahrscheinlich nahe mit meinen hyperkomplexen Sachen zu-
sammenhdngend (CR Januar)ﬂ. Wir hatten in Halle alle einen
ausgezeichneten Eindruck von thm.

Emmy Noether 1930

In der Tat nahm Herbrand am Schiefkongress in Marburg vom 26. Februar
bis zum 1.Mérz 1931 teil. Das ist aus seiner Korrespondenz mit Hasse zu
entnehmen, in der darauf Bezug genommen wird. Aulerdem erwéhnt er das in
seinem Abschlussbericht an die Rockefeller-Stftung iiber seinen Deutschland-
Aufenthalt, wo es heif3t:

...7°a1 assisté a Marburg a un congrés mathématiques, ot j’ai
pu recontrer la plupart des savants allemands interessés dans les
domaines ot je poursuivais mes recherchesﬂ

Er hielt dort keinen Vortrag, offenbar weil die Zeit zu knapp war und ge-
nug andere Vortrige schon vergeben waren. Aber die wenigen Tage reichten
aus, um mit Hasse Kontakt aufzunehmen; es schloss sich ein reger Brief-
wechsel mit Hasse iiber Klassenkorpertheorie an. Auch Hasse war von der

8Gemeint ist die Arbeit [Her31c], die wir schon In Fufinote |5| zitiert haben.
9Unter den Tagungsteilnehmern, auf die Herbrand hier Bezug nimmt, finden sich aufler
Emmy Noether und Hasse u.a. die Namen R. Brauer, Deuring, Fitting, Brandt, Kothe.
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eindrucksvollen Personlichkeit Herbrands angetan; wir werden ihn weiter un-
ten zitieren.

Noch vor dem Marburger Schiefkongress, am 18. Februar 1931, war Her-
brand noch einmal von Berlin nach Halle gefahren. Diesmal trug er selbst
dort im Kolloquium vor, und zwar iiber ,,Hilbert-Dedekindsche Theorie in un-
endlichen algebraischen Zahlk('jrpern“.m Es ist anzunehmen, dass Herbrand
dabei iiber seine Note [Her31a] berichtet hat; eine Ausarbeitung davon wurde
spater von Emmy Noether in zwei Teilen fiir die Mathematischen Annalen
angenommen [Her32Dh, [Her33b|. Es ist uns unbekannt, wer damals die Einla-
dung Herbrands nach Halle veranlasst hatte; vielleicht war es Reinhold Baer,
damals Privatdozent in Halle.

Baer war besonders auch an unendlichen Korpererweiterungen und ihrer
Galoistheorie interessiert, siehe z.Bsp. seine gemeinsam mit Hasse heraus-
gegebene Edition der Steinitzschen Arbeit zur Kérpertheorie [Ste30]. Wie
es scheint, gab es einen Briefwechsel zwischen Herbrand und Baer, aber die
Briefe sind offenbar nicht erhalten[M]

Nach dem Marburger Schiefkongress ging Herbrand nach Berlin zuriick.
Im Sommersemester 1931 hielt er sich dann zunéchst in Hamburg bei Artin
auf, was wir schon oben berichtet haben. Nach einem Monat wechselte er
nach Goéttingen zu Emmy Noether. Das wird bestétigt durch einen Brief von
Emmy Noether an Hasse: sie schreibt am 2. Juni, dass Herbrand Mitte Juni
in Gottingen erwartet wird. In Gottingen gab er vor der Mathematischen
Gesellschaft ,, deux brillantes exposés®, wie Dubreil berichtet, der sich damals
ebenfalls in Géttingen befand [7]

Fiir das akademische Jahr 1931/32 plante Herbrand an die Universitét
Princeton (USA) zu gehen, und er hatte dafiir auch schon Empfehlungen von
Hasse, Emmy Noether und v.Neumann erbeten, hochstwahrscheinlich auch
von Artin. In seinem Antrag an die Rockefeller-Stiftung schrieb Herbrand,
dass er sich in Princeton mit Gruppentheorie befassen wolle. Wir kénnen
annehmen, dass dies im Zusammenhang stand mit seiner Absicht, sich in
Zukunft mit Galoisschen Korpern zu befassen, deren Gruppe einfach und
nicht zyklisch ist, denn dies hatte er in einem Brief an Vessiot geschrieben,

10Darauf hat mich freundlicherweise F. Lemmermeyer aufmerksam gemacht.

{Tbrigens war Herbrand am 22. April noch ein drittes Mal in Halle. Er trug dort iiber
ein Thema aus der Mathematischen Logik vor, namlich iiber die Widerspruchsfreiheit der
Arithmetik — das ist diejenige Arbeit, die er spéter, wenige Tage vor seinem Tod, {iber
Hasse dem Crelleschen Journal zur Publikation vorlegte [Her33a).

12Siehe den Bericht [Dub83]. Ein Jahr vorher hatte sich Dubreil in Hamburg bei Artin
aufgehalten. Sein Bericht gibt einen lebendigen Eindruck von dem Kreis um Artin zu der
damaligen Zeit.



2 HERBRAND 8

welcher am 28.11.1930 datiert ist. Aber dazu kam es nicht mehr.

Im August 1931 erhielt Hasse aus Paris zwei Sendungen: eine von Her-
brand, der sein Manuskript fiir [Her33a] zur Publikation fiir Crelles Journal
schickte, und am selben Tage einen Brief von André Weil, datiert am 4.8.1931,
mit folgendem Inhalt:

¥

André Weil 1930

Ich muss Ihnen leider eine sehr betriibende Nachricht mitteilen,
die des Todes Jacques Herbrands, der vor wenigen Tagen bei einer
Bergbesteigung im Dauphiné tédlich verungliickt ist. Ich brauche
Ihnen nicht zu sagen, welchen Verlust dieser Tod fiir die Wissen-
schaft und besonders fiir die Zahlentheorie bedeutet. Noch kiirzlich
vor seinem Tode hatte er eine neue Idee gehabt, die eine weitere
bedeutende Vereinfachung der Klassenkorpertheorie bringen soll-
te; doch wird das noch erhalten, da er genug davon erzihlt hatte,
damit es rekonstruiert werde. Sie wissen aber, dass er gewiss noch
nicht sein bestes geleistet hatte, und alles, was man sich von thm
versprechen konnte, ist jetzt vorbei. Herr Chevalley ist mit der
Publikation von Herbrands Nachlass beauftragt . ..

Die Nachricht vom plétzlichen Tod Herbrands loste eine grofie Bestiirzung
aus bei denjenigen, die mit ihm in Deutschland zusammengetroffen waren.
In seinem Vorwort zu [Her33al sagte Hasse:
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Die letzten 6 Monate seines Lebens verbrachte er an deutschen
Universitditen, in enger Beriihrung und lebhaftem Gedankenaus-
tausch mit einer Reihe deutscher Mathematiker. Tief hat sich ih-
nen allen seine edle mit reichen wissenschaftlichen Gaben aus-
gestattete Personlichkeit eingeprigt. Fin ungewohnlich begabter
Geist ist mit thm in der Blite seiner Jugend dahingegangen. Die
schonen und wichtigen Resultate, die er auf dem Gebiete der
Zahlentheorie und der mathematischen Logik gefunden, und die
fruchtbaren Ideen, die er in mathematischen Gesprdchen gedufert
hat, berechtigten zu den grifsten Hoffnungen. Die mathematische
Wissenschaft hat durch seinen frihzeitigen Tod einen schweren,
unersetzlichen Verlust erfahren.

Helmut Hasse 1931
Artin schrieb am 24. August 1931 an Hasse:

... Sie werden wahrscheinlich schon von dem schrecklichen Un-
gliick gehort haben, das Herbrand getroffen hat. Er ist in den Al-
pen todlich verungliickt. Das ist wirklich ein schwerer Schlag der
die Arithmetik getroffen hat. Vierzehn Tage vor seinem Tode war
Herbrand noch unser Gast und ich erwartete mir groffe Dinge von
thm ...



2 HERBRAND 10

Daraus ist zu entnehmen, dass Herbrand noch einmal kurz in Hamburg war.
Vielleicht hatte er mit Artin noch Einzelheiten iiber seine Arbeit [Her32al be-
sprochen, die dann in den Hamburger Abhandlungen erschien, oder {iber den
Plan seines Buches, das in den ,,Hamburger mathematischen Einzelschriften
erscheinen sollte. Herbrand wollte darin einen Uberblick iiber die Entwick-
lung der Klassenkorpertheorie geben, bis hin zu den neuesten Resultaten,
die ja zu einem erheblichen Teil auf ihn selbst zuriickgingen. Dazu kam es
allerdings nicht mehr; der diesbeziigliche Nachlass von Herbrand wurde von
Chevalley redigiert und 1935 in Frankreich publiziert [Her35].

Emmy Noether schrieb aus ihrem Urlaub, den sie auf der Nordseeinsel
Sylt verbrachte, am 24. August an Hasse:

... Mir geht der Tod von Herbrand nicht aus dem Sinn. Haben Sie
gehort, dass er Ende Juli bei einer Besteigung in den franzdsischen
Alpen verungliickt ist ? Sein Vater hat mir Genaueres geschrieben.

Wir zitieren noch aus einem Kondolenzschreiben von Courant an den Vater
von Jacques Herbrand:

Wir haben Ihren Sohn wdihrend des kurzen Aufenthalts in Géttin-
gen und auch schon vorher durch seine Arbeiten als einen der
hoffnungsreichsten und schon durch seine vorliegenden Leistun-
gen hervorragendsten unter den jiingeren Mathematikern der Welt
schdtzen gelernt.

Richard Courant
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Nach Herbrands Tod planten Chevalley und Weil, einen Gedenkband fiir
Herbrand herauszugeben. Ich zitiere Chevalley aus einem Brief an Hasse da-
tiert am 31.12.1931:

André Weil a eu l'idée de demander aur mathématiciens qui ont
connu Herbrand s’ils voudraient collaborer a un livre qui serait
écrit en mémoire de lui et composé de divers mémoires se rap-
portant auzx disciplines qui [’'ont surtout intéressé. Puis-je vous
demander si vous voudrez vous associer a ce projet et donner un
mémoire pour ce livre?

Claude Chevalley

Allerdings wurden die Beitrédge dann doch nicht zusammen in einem Band
publiziert, sondern als einzelne Hefte in der Reihe ,, Exposés Mathématiques*
bei Hermann (Paris). Aus der Korrespondenz zwischen Hasse, Noether und
Chevalley ergibt sich, dass zumindest diese drei mit Beitrdgen dabei waren.
Ferner hat auch André Weil einen Beitrag geliefert. Durch das Zentralblatt
fiir Mathematik fanden wir weiterhin die Beitrdge von Baer, R. Brauer, Bre-
lot, H. Cartan, Dieudonné, Dubreil, Lusin, Delsarte, Iyanaga, J. von Neu-
mann. Diese Namen belegen auf eindrucksvolle Weise, welches Ansehen sich
der junge Herbrand unter den Mathematikern erworben hatte.

Artin ist nicht als Autor eines der Gedenkhefte dabei; er hatte allerdings
schon kurz vorher dem Crelleschen Journal eine Arbeit gegeben, in welcher er,
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bezugnehmend auf Herbrand, einen besonders einfachen Beweis von dessen
Satz iiber die Galois-Struktur der Einheitengruppe liefert [Art32]. Wir haben
diese Arbeit schon oben in Fufinote [5] erwahnt.

In dem Heft mit Hasses Beitrag [Has34b|] finden sich auch Nachrufe von
Hadamard und Vessiot auf Herbrand. Dort findet sich auch das Foto von
Herbrand, das wir auf Seite 2 gezeigt haben. Unter dem Foto steht: ,,Cliché
Prof. Artin“. Es erscheint wahrscheinlich, dass das Foto von Artins Frau
Natascha aufgenommen worden war.

In dem einen Jahr in Deutschland, in welchem sich Herbrand mit Klas-
senkorpertheorie befasste, hinterliel er 10 Arbeiten auf hohem Niveau, die
fiir die Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie von wegweisender Be-
deutung wurden. Welch eine Bilanz !

Herbrand als Bergsteiger

3 Das Lemma

In diesem Abschnitt wird das Herbrandsche Lemma vorgestellt.

Natiirlich gibt es in den Arbeiten von Herbrand insgesamt viele Lemmata.
Wir méchten sogleich klarstellen, dass es sich bei dem hier als ,,Herbrand-
sches Lemma*“ bezeichneten Resultat nicht etwa um dasjenige Lemma aus
der These von Herbrand handelt, das spéter als falsch entdeckt wurde und
korrigiert werden mussteH In jener These ging es um mathematische Logik.

13Siehe [Wirl2).
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Das ,,Lemma von Herbrand“, das wir meinen, gehort der abstrakten Alge-
bra an, sein Beweis ist einfach, und es spielt eine wichtige Rolle u.a. in der
Klassenkorpertheorie.

Wir betrachten solche abelsche Gruppen A, welche zwei Endomorphismen
1, v tragen mit der Relation

pv =vp=0. (1)

Wir sprechen kurz von p, v-Gruppen. Wir bezeichnen mit A,,, A" den Kern
und das Bild von A unter dem Endomorphismus p, und entsprechend fiir v.
Das Axiom bedeutet

AV C A, und A C A,. (2)
Wir betrachten die Faktorgruppen
H,(A)=A,/A" und H,(A)=A,/A*. (3)

Es bedeuten h,(A), h,(A) die entsrpechenden Gruppenordnungen. Der Quo-

tient
_ hu(4)

heifit der Herbrand-Quotient von A. Er ist definiert wenn und nur wenn
Zahler und Nenner endlich sind.

Lemma von Herbrand: Es sei
0—-A—-B—-C—0 (5)
eine exakte Sequenz von ., v-Gruppen. Dann gilt
q(B) = q(A)q(C), (6)

vorausgesetzt, dass zwei der auftretenden Herbrand-Quotienten
definiert sind; dann ist es auch der dritte. Wenn C' endlich ist,

dann ist q(C) = 1, also ¢(B) = q(A)[H]

Beweis: Aus der exakten Sequenz (b)) ergibt sich die Sequenz

HM(A) - HM(B) - HM(O) .

14Gewohnlich wird das Herbrandsche Lemma nur fiir den Fall ausgesprochen, dass C
endlich ist.
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Man verifiziert auf Grund der Definition , dass diese Sequenz an der Stelle
H,(B) exakt ist. Es gibt nun einen ,, Verbindungshomomorphismus*

op + H,(C) — H,(A) (7)

der wie folgt definiert ist: Sei ¢ € C}, also verschwindet sein Bild ¢*. Wihle
ein Urbild b € B; dann ist b* = a € A (wenn wir im Augenblick A C B iden-
tifizieren). Wegen (|1|) verschwindet a” = b*| also ist a € A,. Die Zuordnung
¢ — a liefert nun den Verbindungshomomorphismus d,,.

Man verifiziert durch Inspektion, dass die Sequenz

H,(B) — H,(C) — H,(4) — H,(B)
an den Stellen H,,(C) und H,(A) exakt ist. Entsprechendes gilt bei Vertau-
schung von g mit v. Wir erhalten somit eine geschlossene exakte Sequenz
von abelschen Gruppen:

H,(A) H,(B) H,(C) (8)
O O
H,(C) H,(B) H,(A)

In einer solchen Situation verschwindet (wegen der Exaktheit) das alternie-
rende Produkt der betreffenden Gruppenordnungen, d.h. es ist

h(A) - by (B)™" - hu(C) - by (A) " hy(B) - hy (C) ™ = 1.

Umordnung der Terme ergibt im Hinblick auf die Definition des Herbrand-
Quotienten:

also die Behauptung @

Aus dem Diagramm ersicht man ohne weiteres, dass aus der End-
lichkeit von z.Bsp. der Gruppen fiir A und fiir B auch die Endlichkeit der
Gruppen fiir C' folgt, denn H,(C) ist dann durch die exakte Sequenz

H,(B) = H,(C) -+ H,(A)

in zwei endliche Gruppen eingeschlossen, und entsprechend H,(C).

Nun sei C' endlich. Um zu verifizieren, dass ¢(C) = 1 verwende man
Induktion nach der Gruppenordnung. Es geniigt ¢(C') = 1 fiir eine einfache
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w, v-Gruppe C' festzustellen, die also keine echten p, v-Untergruppen besitzt.
In dieser Situation ist entweder C), = C' (dann ist C* = 0), oder aber C}, =0
(dann ist C* = C'). Dasselbe gilt fiir C,,. In jedem dieser Félle verifiziert man
q(C) =1 gemésB der Definition (4)).

O

Das Herbrandsche Lemma wird zumeist im Rahmen der Kohomologie-
theorie von Gruppen verwendet, allerdings muss es sich dabei um eine zyk-
lische Gruppe handeln. Es sei demgemifi G = (o) eine endliche zyklische
Gruppe, und es sei die Erzeugende o festgelegt. Die Ordnung von G bezeich-
nen wir mit n. Wir betrachten G-Moduln A und setzen

pei=o0—1 und vi=l+o+o’+---Fo"!

Dadurch wird A zu einem p, v-Modul, und v erscheint als der Normoperator
des G-Moduls. Die Gruppen H, , H, lassen sich in dieser Situation als 0O-te
und 1-te Kohomologiegruppe in Bezug auf G identifizieren:

H,(A) = H°(A) = G-invariante Elemente modulo G-Normen,
H,(A) = H'(A) = Elemente mit trivialer G-Norm modulo A" .

In manchen Situationen (z.Bsp. in der Klassenkorpertheorie) ist es notwen-
dig, die Ordnungen h°(A) , h'(A) der G-Kohomologiegruppen eines Moduls A
zu berechnen. Kennt man eine davon, so geniigt es, den Herbrand-Quotienten
q(A) zu berechnen; das Herbrandsche Lemma zeigt nun, dass man dazu den
Modul A in geeigneter Weise abéndern kann. Das ist die Bedeutung des Lem-
mas, mit Hilfe dessen also die von Artin in seinem Brief an Hasse monierten
,schlimmen Rechnungen® vermieden werden kénnen.

4 Das Lokal-Global Prinzip

Aus welchem Anlass entstand das Herbrandsche Lemma?

Die Idee zu Herbrands Lemma entstand wihrend seines Aufenthaltes in
Hamburg bei Artin, im Zuge seiner Beschiftigung mit dem Lokal-Global
Prinzip, das auf dem Marburger ,,Schiefkongress“ im Vordergrund gestanden
hatte. Herbrand hatte ja an dieser Tagung, die vom 26.2. bis zum 1.3.1931
stattfand, teilgenommen, wie wir schon oben auf Seite [6] erwdhnt haben. In
Marburg ging es um zyklische Algebren iiber Zahlkorpern, und im Zusam-
menhang damit um das Lokal-Global Prinzip fiir Normen, also um den
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Normensatz: Es sei K|k eine zyklische Erweiterung von Zahl-
korpern. Wenn eine Zahl a € k lokal tiberall, d.h. fiir jede Prim-
stelle p von k, eine Norm aus der zugehdrigen lokalen Erweite-
rung K, ist, dann ist a auch global eine Norm aus KE]

Fiir zyklische Erweiterungen von Primzahlgrad war der Normensatz seit lan-
ger Zeit bekannt. Nun ging es um die Verallgemeinerung fiir zyklische Erwei-
terungen beliebigen Grades.

Zwar wurde der Beweis auf dem Schiefkongress selbst noch nicht gefun-
den, aber wenige Tage danach, am 6.3.1931, sandte Hasse eine Kurznachricht
an alle Teilnehmer, mit dem Text:

Habe soeben den fraglichen Normensatz fiir zyklische Relativkorper
bewiesen, und mehr braucht man fir die Theorie der zyklischen
Divisionsalgebren nicht['

Auch Herbrand erhielt diese Nachricht; zusitzlich schickte ihm Hasse
noch den vollen Beweis. Herbrand bedankte sich dafiir in seinem ersten Brief
an Hasse. Dieser Brief ist datiert am 11.3.1931 aus Berlin. Hasses damaliger
Beweis ist aus seiner Note [Has31] in den Nachrichten der Gesellschaft der
Wissenschaften in Gottingen bekannt; diese Note trigt das Datum 7.3.1931.
Der Beweis benutzt vollstandige Induktion nach dem Korpergrad in ziemlich
umstandlicher Weise (aus heutiger Sicht), und er stiitzt sich damit auf den
alten Beweis von Furtwéangler im Falle des Primzahlgrades.

Fiir Herbrand war offenbar dieser Beweis nicht durchsichtig genug. Er hat-
te erkannt, dass der Normensatz eng mit dem sogenannten Hauptgeschlechts-
satz zusammenhéngt. (Wir werden weiter unten erkléren, was unter , Haupt-
geschlechtssatz zu verstehen ist.) Er zielte auf einen direkten Beweis, der von
vorneherein fiir alle zyklischen Korper in iibersichtlicher Weise funktioniert,
und der die von Artin erwdhnten ,schlimmen Rechnungen® (siche Seite
vermeidet.

In Herbrands zweitem Brief an Hasse, datiert am 24.4.1931, deutet er an,
wie er zumindest den auf Einheiten beziiglichen Teil des Hauptgeschlechts-
satzes zu beweisen gedenkt. In seinem néchsten Brief, am 18.5.1931 nunmehr
aus Hamburg, gibt er schon eine genauere Skizze dieses Beweises. Herbrand
erwiahnt explizit, dass sich daraus als Folge der Normensatz ergibt.

Aber schon wenig spéater, am 27.5.1931, schickt Herbrand einen weiteren
Brief an Hasse, der beginnt:

15Dabei sind auch die unendlichen Primstellen von k zu berticksichtigen.
16Wenig spiter gelang Hasse ein Gegenbeispiel fiir seine urspriingliche Vermutung, dass
der Normensatz fiir beliebe abelsche Relativkorper gilt [Has31].
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Sehr geehrter Herr Professor, Ich bin sehr froh Ihnen einen ,ver-
niinftigen Beweis® der Takagischen Sdtze mitteilen zu kdnnen.ﬂ

Damit meinte er u.a. den Satz von Takagi, dass jeder zyklische Korper ein
Klassenkorper ist. Und wiederum sagt er, dass aus seinen Uberlegungen auch
der Hassesche Normensatz folgt. Und er fiihrt den Beweis mit Hilfe des soge-
nannten Hauptgeschlechtssatzes, wobei eben das Herbrandsche Lemma ent-
scheidend benutzt wird.

Dieser Brief ist das erste Dokument, in welchem ein Beweis des Her-
brandschen Lemmas erscheint. Zwar noch nicht im Rahmen der abstrakten
Algebra, sondern anhand des in Rede stehenden Problems aus der Klas-
senkorpertheorie, und ohne dies konkret als ,Lemma“ zu formulieren. Aber
es handelt sich im wesentlichen um dieselben Schliisse, die wir oben in Ab-
schnitt B beim Beweis benutzt haben.

Wir stellen fest, dass Herbrand die drei letztgenannten Briefe aus Ham-
burg geschickt hatte. Wir gehen wohl nicht fehl, wenn wir annehmen, dass
die anregende Arbeitsatmosphére im Kreis um Artin wesentlich dazu beige-
tragen hat, dass Herbrand zu diesen Resultaten vorgedrungen war. Artin hat
sicherlich immer sofort von Herbrands Fortschritten Kenntnis erhalten, da sie
sich téglich trafen. Und Artin hat ja dann auch selbst wesentliche Beitrage
geliefert, wie er in seinem Brief an Hasse vom 16. Juni schrieb. Aber die An-
regung speziell zum ,Herbrandschen Lemma® kam nicht von Artin, sondern
von Herbrands Freund Chevalley. Jedenfalls sagt Herbrand am Schluss seines
Briefes vom 27.5.1931 an Hasse:

Der Beweis wurde mir soeben von Herrn Chevalley mitgetez'ltﬂ
und er ist merkwiirdig einfach; ich schreibe thn hier wieder, mit
einigen weiteren Vereinfachungen . ..Ich war sehr erstaunt als
ich sah wie einfach dieser neue Beweis war.

Wir entnehmen daraus, dass Chevalley einen bedeutenden Anteil an der
Aufstellung des Lemmas hatte. Eigentlich miisste es also wohl ,,Chevalley-
Herbrand Lemma‘ heiflen. Aber Chevalley in seiner These [Che33] sagt ,,lem-
me de Herbrand®, und dieser Name hat sich eingebiirgert.

!"Die Briefe von Herbrand an Hasse waren in deutscher Sprache geschrieben, zwar
manchmal etwas unbeholfen aber gut verstéindlich. Der volle Wortlaut der Briefe ist wie-
dergegeben in meinem Homepage:
http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/ ci3/Transkriptionen/manutrans.html

18Daraus kann nicht gefolgert werden, dass Chevalley damals auch in Hamburg war.
Er kam erst im Wintersemester 1931/32 nach Hamburg, als Rockefeller-Stipendiat auf
Einladung von Artin.
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5 Der Hauptgeschlechtssatz

Was ist denn nun der erwdihnte ,Hauptgeschlechtssatz® und wie hdngt er mait
dem Hasseschen Normensatz und dem Herbrandschen Lemma zusammen?

Um das erlédutern zu kénnen, muss ich (in diesem und dem folgenden Ab-
schnitt) einige Kenntnisse iiber die Grundbegriffe der Klassenkorpertheorie
voraussetzen. Ich werde dabei die Sprache der sogenannten ,,Idele* benutzen,
die von Chevalley im Jahre 1936 eingefiihrt Wurdenﬁ und heute standard
ist. Herbrand hat dies zwar nicht mehr erlebt; er arbeitete noch mit Ideal-
gruppen statt Idelgruppen. Aber die Sprache der Idele entspricht durchaus
seinem Denken, wie ich meine. In seinen Briefen an Hasse betont Herbrand
wiederholt den Zusammenhang zwischen lokaler und globaler Theorie, und
um das zu untersuchen ist die Sprache der Idele wohl am besten geeignet.
Die ,,Ubersetzung“ aus der Sprache der Idealgruppen in die der Idelgruppen
ist leicht und problemlos.

Ubrigens stammt die Wortschépfung ,,Idel* von Hasse. Ich kann berichten,
dass sich Hasse selbst gelegentlich in personlichen Gespriachen dahingehend
geduBert hat. Auch bestitigt das Iyanaga [Iya06]. Das erste Mal taucht das
Wort ,,Idel“ in den beiden Referaten iiber die Chevalleysche Arbeit [Che36]
auf, einmal durch Hasse im Jahrbuch fiir die Fortschritte der Mathematik,
und auflerdem durch den Hasse-Schiiler Grunwald im Zentralblatt fiir Ma-
thematik. Hasse schreibt in seinem Referat:

Der Begriff des Ideals entspringt aus der Nichterfiillbarkeit der
Forderung, eine Zahl aus k| zu finden, die fiir alle Primstellen
p von k vorgeschriebene Ordnungszahlen hat, wobei fiir fast alle
p die Ordnungszahl O vorgeschrieben ist. Verschirft man die durch
die Ordnungszahlen ausgedriickten groben p-adischen Anndherungs-
vorschriften durch Vorschreiben der gesamten p-adischen Ent-
wicklungen, so entspringt daraus der vom Verf. eingefiihrte Be-

19Gje tauchen jedoch unter dem Namen ,,éléments idéaux“ schon ein Jahr vorher in einem
Brief von Chevalley an Hasse auf, datiert am 20.6.1935. In diesem Brief teilt Chevalley mit,
dass er die Idee zur Einfiihrung der Idele wihrend der Anfertigung seines Enzyklopéadie-
Artikels erhalten habe. Er hatte ndmlich auf Vorschlag von Hasse zugesagt, einen Artikel
iiber Klassenkorpertheorie fiir die neue Auflage der ,,Enzyklopddie der Mathematischen
Wissenschaften® zu schreiben, die von Hasse und Hecke herausgegeben wurde. Dieser
Artikel wurde 1938 fertig, wurde dann ins Deutsche iibersetzt (von M. Eichler) ist aber
wegen Schwierigkeiten des Drucks infolge der Kriegsereignisse niemals erschienen. Das
Manuskript scheint verloren gegangen zu sein.

20Hier bedeutet k einen algebraischen Zahlkorper.
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griff des idealen Elements (Idels). Diese werden nédmlich erklirt
als die Systeme {a,}, deren einzelne Komponenten a, Elemente
# 0 aus den sdmtlichen p-adischen Erweiterungen von k sind,
mit der Einschrinkung, dass a, fir fast alle p Einheit ist. Dabes
sind auch die unendlichen Primstellen einbezogen; FEinheit fir ei-
ne solche bedeutet nur # 0.

Wir bezeichnen mit J, die Gruppe der Idele von k. Die multiplikative
Gruppe k£* des Korpers k wird diagonal in J, eingebettet; das sind die so-
genannten , Hauptidele“. Es bedeute C} die zugehorige Idelklassengruppe,
sodass die Sequenz

1=k —J,—C, —1 9)

exakt ist. Diese Idelklassengruppe ist das universelle Objekt der Klassenkor-
pertheorie iiber k:@ Die abelschen Erweiterungen K endlichen Grades von &
entsprechen umkehrbar eindeutig den offenen Untergruppen von Cj, derart,
dass die zu K gehorige Untergruppe gleich der Normgruppe Nk, Ck ist. Die
Normfaktorgruppe Ji/NgCk ist isomorph zur Galoisgruppe von K|k. Ar-
tins Reziprozitiatsgesetz liefert einen kanonischen Isomorphimus beider Grup-
pen; gleichzeitig beschreibt er das Zerlegungsverhalten der Primideale von &
in der Erweiterung K.

Wir haben oben von ,,offenen® Untergruppen von Cj gesprochen. Das be-
zieht sich auf die von Chevalley angegebene Topologie. Diese wird zunéchst
auf Ji definiert und iibertragt sich dann auf die Faktorgruppe Cj. Eine Un-
tergruppe U C Ji ist genau dann offen, wenn fiir jede Primstelle p von k die
p-adische Projektion U, offen in k ist, mit der Mafigabe, dass U, fiir fast
alle p die Gruppe der p-adischen Einheiten enthélt. Die offenen Untergrup-
pen von (), sind dann von der Form K*U mit U offen in J,. Sie besitzen
endlichen Index in C}.

In den Briefen von Herbrand an Hasse geht es um zyklische Erweiterun-
gen. Sei also K|k zyklisch, und sei o eine Erzeugende der Galoisgruppe G.
Analog zu @ haben wir eine exakte Sequenz fiir K:

1> K*—Jgx —Ckg—1. (10)

Die hier erscheinenden Gruppen sind G-Moduln. Wie wir in Abschnitt
beschrieben haben, fiihrt diese exakte Sequenz zu einer geschlossenen exakten
Sequenz der Kohomologiegruppen in Bezug auf G:E

21Daher kommt iibrigens auch der Name ,Klassen“-Korper. Allerdings arbeitete man
frither mit Idealen statt Idelen und entsprechend mit gewissen Ideal-,Klassen®“. Die Idel-
klassen sind, wie Hasse in seinem Referat ja betont hat, als Verfeinerung der Idealklassen
anzusehen.

22Zur Abkiirzung bezeichnen wir hier den Normoperator mit N statt N K|k



5 DER HAUPTGESCHLECHTSSATZ 20

HY(K*) = kX /NK* H(Jx) = Ji/NJx H(Ck)
0l—0 ON
H'(Ck) H'(Jg) =1 YK =1

(11)
Wir haben dabei gleich eingetragen, dass H'(K*) = 1, das ist der bekann-
te ,,Hilbertsche Satz 90%. Ferner ist auch H'(Jg) = 1, weil das fiir jede
p-adische Komponente von Jg gilt. Der Hassesche Normensatz behauptet,
dass die Abbildung H°(K*) — H°(Jk) injektiv ist. Aus dem Diagramm er-
sehen wir wegen der Ezraktheit unmittelbar, dass der Hassesche Normensatz
gleichbedeutend ist mit dem sogenannten

Hauptgeschlechtssatz: HY(Cg) = 1. (12)

Der Name ,, Hauptgeschlechtssatz“ ist historisch bedingt; Hasse spricht
von einer ,weitgehenden Verallgemeinerung der klassischen Geschlechtertheo-
rie aus den Gaufischen Disquisitiones Arithmeticae“ [Has66]. Heute verste-
hen wir in der Regel unter ,,Hauptgeschlechtssatz*“ eine Beschreibung der
ersten Kohomologiegruppe. Wir werden unten noch einen anderen Hauptge-
schlechtssatz kennenlernen, ndmlich den fiir die Gruppe der Einheiten.

Offensichtlich hatte Herbrand, obwohl eigentlich Neuling in der Klassen-
korpertheorie, diesen Zusammenhang zwischen dem Hauptgeschlechtssatz
und dem Normensatz sofort gesehen, und er hat sich deshalb dem Beweis
des Hauptgeschlechtssatzes zugewandt. Dabei hat er aus den verschiedenen
Beweisschritten (Hasse nannte sie ,Reduktionen) sein Lemma herausdestil-
liert. Bemerkeswert ist, dass dadurch der Beweis von vorneherein fiir beliebige
zyklische Korper gefithrt werden kann, und nicht nur fiir zyklische Kérper
von Primzahlgrad.

Fiir H? ergibt sich aus dem Diagramm ((11))

H°(Cg) = C/NCxk (13)

Nach der Klassenkorpertheorie ist diese Normfaktorgruppe von der Ordnung
n = [K : k]. Wir kénnen also notieren dass

R (Ck) =n, (14)

und daher geniigt es zum Beweis des Hauptgeschlechtssatzes zu zeigen, dass
der Herbrand-Quotient ¢(Ck) =n.
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Hier sehen wir deutlich die Hauptidee von Herbrand. Obwohl wir eigent-
lich an der Bestimmung von h'(Cf) interessiert sind, wird h'(---) durch den
Herbrand-Quotienten ¢(---) ersetzt, weil sich ndmlich dieser iibersichtlich
verhélt bei Anderung der Gruppe. Dazu ist es natiirlich wichtig, dass hO(Ck)
nach schon bekannt ist.

Aber HALT'! In ((14) wird schon benutzt, dass die zyklische Erweiterung
K|k ein Klassenkorper ist. Es stellt sich jedoch heraus, dass die folgenden
Rechnungen auch ohne diese Kenntnis durchgefiihrt werden kénnen, und dass
sich dann daraus umgekehrt ergibt, dass in der Tat gilt, dass also K|k
Klassenkorper ist.

Der Satz, dass jede zyklische (und dann auch abelsche) Erweiterung ein
Klassenkorper ist, ist einer der von Herbrand in seinem Brief an Hasse vom
27.5.1931 angesprochenen ,, Takagischen Satze®, fiir die er einen ,, verniinftigen
Beweis* ankiindigte, d.h. einen einfachen Beweis mit Hilfe seines Lemmas. In
dem Hasseschen Klassenkorperbericht [Has26], den Herbrand genau studiert
hatte und den er in den Briefen an Hasse ofter zitiert, wird jener Satz als
, Umkehrsatz* der Klassenkorpertheorie bezeichnet.

Diese Bezeichnung ,,Umkehrsatz“ erkldart sich aus der Systematik von
Hasse in seinem Klassenkorperbericht [Has26]. Takagi definierte einen Klas-
senkorper als einen endlichen Erweiterungskoérper K von k, fiir welchen der
Index der Normfaktorgruppe gleich dem Kérpergrad ist:

(Cr: NCk) = [K : k],

also . Diese, auf den ersten Blick unscheinbare Bedingung impliziert u.a.,
dass K|k abelsch ist, und dass die Normfaktorgruppe Cy/NCg isomorph zur
Galoisgruppe von K|k ist. Das Artinsche Reziprozitéitsgesetz ergibt einen
kanonischen Isomorphismus der Normfaktorgruppe auf die Galoisgruppe, in
dem sich insbesondere das Zerlegungsgesetz in K fiir die Primideale aus k
spiegelt. In der Takagi-Hasseschen Sytematik ging es dann zunédchst um den
Existenzsatz, dass zu jeder offenen Untergruppe U C C}, ein Klassenkorper
K|k existiert, dessen Normgruppe NCx = U. Der Eindeutigkeitssatz
besagt, dass K|k eindeutig durch seine Normgruppe NCk bestimmt ist.
Der Umkehrsatz besagt dann, dass jeder abelsche Erweiterungskorper von
K|k ein Klassenkorper ist. Die Zuriickfithrung auf den Fall eines zyklischen
Kérpers K|k ist problemlos; und mit dem zyklischen Fall beschéftigt sich
nun Herbrand &

23Heute wiirde man besser den ,,Umkehrsatz“ an die Spitze stellen. Das war aber friiher
nicht moglich, weil man zum Beweis des Umkehrsatzes den Existenzsatz brauchte, jeden-
falls Teile davon. Erst durch die ,,ungeheuren Vereinfachungen* von Chevalley und Her-
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DemgeméaB bezeichnen wir die Ordnung der Normfaktorgruppe (|13)) vor-
laufig mit n’, und notieren

R (Cx)=n' <n. (15)

Die Ungleichung n’ < n heifit traditionell die erste Ungleichung der Klas-
senkorpertheorie. Sie gilt fiir alle endlichen Erweiterungen von £, auch wenn
sie nicht zyklisch sind. Dafiir hatte Artin in seinem Brief an Hasse vom
16.5.1931 eine ganz einfache Herleitung angegeben; dies war einer der , klei-
nen Punkte“, wie er schreibt, an denen er beteiligt war. (Wir haben aus
diesem Brief schon oben in Abschnitt [1] auf Seite 3] zitiert.) Artins Beweis
beruht auf den Grundeigenschaften der Zetafunktionen von Zahlkorpern.

Es geht nun also um die Berechnung des Herbrand-Quotienten ¢(C).
Dazu ist die Sequenz (|10]) nicht geeignet, weil ¢(Jx) nicht definiert ist, denn
die Normfaktorgruppe H®(Jx) = Ji, /N Jk ist nicht endlich. Demgeméf
wird Jx durch eine geeignete Untergruppe ersetzt.

Es sei S eine endliche Menge von Primstellen von £ mit der Mafigabe,
dass S alle in K verzweigten Primstellen und alle unendlichen Primstellen
enthilt. Betrachte die Gruppe Jy derjenigen Idele aus Jg, die an den Stellen
auflerhalb S Einheiten sind. Also:

T =] 5; x[[Ux, € Jx. (16)
pes p¢s

Zur Bezeichnung: Es wurde gesetzt:

K= (K @p k) =] K5, Uk, = [ [ Uky - (17)
Bl p Blp

U... ist die jeweilige Gruppe der lokalen Einheiten. Die Relation 3| p bedeutet,
dass die Primstelle 3 von K iiber der Primstelle p von £ liegt.

Das Bild von Jg in der Idelklassengruppe Cj ist
O = (K*-J3) /K" = J3/(K* 1 J5) = T3/ B (18)

wobei E7 die Gruppe der S-Einheiten von K* bedeutet, also derjenigen
Zahlen a € K, die an allen nicht zu S gehorigen Primstellen lokale Einheiten
sind. C% ist wvon endlichem Index in C. Denn die Faktorgruppe Cx /C3 =
Jx /K> J% kann identifiziert werden mit der Idealklassengruppe von K ihre
Ordnung ist gleich der Klassenzahl h von K.

brand wurde es moglich, den Umkehrsatz direkt zu beweisen, sodass dann der bisherige
,Existenzsatz“ ein ,,Umkehrsatz“ wird.
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Weil also der Index von C% in Cx endlich ist, so gilt nach dem Herbrand-
schen Lemma:

4(Cx) = a(CR). (19)
Der Herbrandsche Quotient ¢(C%) kann nun berechnet werden mit der ex-
akten Sequenz geméf

1= Ey — Js —C2 —1, (20)
Nach dem Herbrandschen Lemma ist
q(CR) = q(JR)a(ER) ™. (21)

Es bleiben also die Herbrandschen Quotienten von Jy und von E% zu be-
stimmen, wobei sich herausstellen wird, dass diese definiert sind, also ist es
auch ¢(C%).

1. Lokale Theorie: Bestimmung von ¢(J%).

Die Berechnung von ¢(Jg) lduft gemif , auf die Berechnung von
q(K,) und q(Uk,) zuriick. Die einzelnen Faktoren Kg von K werden durch
die Galoisgruppe G transitiv permutiert. Entsprechend fiir Ug,. Wéhlen wir
eine Fortsetzung 3 von p aus, so ist

q(Ky) = q(Kgy), q(Uk,) = q(Uky) (22)

wober jeweils auf der rechten Seite die Kohomologie in Bezug auf die Ga-
loisgruppe von Kglk,, d.h. die Zerlegungsgruppe Gy, zu nehmen ist.ﬁ Heute
wird dies als das ,Lemma von Shapiro“ zitiert, aber aus den Briefen von
Artin an Hasse ist zu entnehmen, dass dies schon damals bemerkt worden
war, jedenfalls in dem damals diskutierten Rahmen, der als Anfang der alge-
braischen Kohomologie anzusehen ist.

Die Herbrand-Quotienten q(Kgy) und ¢(Uk,,) sind nun lokaler Natur und
kénnen mit Hilfe der lokalen Theorie bestimmt werden. Was zunéchst ¢(Ky)
betrifft, so wissen wir, dass h'(Kg) = 1 nach dem ,Hilbertschen Satz 90
Also ist q(Kg) = h°(Ky) die Ordnung der Normfaktorgruppe &y /NQK%.E
Diese ergibt sich nun nach der lokalen Klassenkdrpertheorie als der lokale
Grad ny := [Kg : kp|. Also

0(Ky) = W (Kg) =n,. (23)

24Die Zerlegungsgruppe hingt nur von p ab, aber nicht von der Auswahl des Primteilers

P von p.
25Wir bezeichnen mit Ny die Norm von Ky nach k.
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Nunmehr kann auch ¢(Uk,, ) bestimmt Werdenm: Aus der exakten Sequenz

1—->Ukg, 2Ky —7Z—0 24

K B oy (24)

(wobei vy : K3 — Z die normierte Bewertung bedeutet) folgt nach dem
Herbrandschen Lemma

q(Kg) = ¢Uky )q(Z) . (25)

Hierbei wirkt Gy, auf Z trivial und daher ¢(Z) = h°(Z) = ny; hieraus ergibt

sich nach
q(UKm) =1. (26)

Nach (22),(16]) erhalten wir nunmehr:
a(J%) = [T a(5}) = T e (27)

pesS pesS

Dies ist der erste Faktor in . Wir sehen, dass diese Berechnung mithilfe
des Herbrandschen Lemmas ziemlich einfach vonstatten geht — wenn man die
lokale Klassenkorpertheorie voraussetzt.

Es bleibt nun, den Herbrandschen Quotienten der Einheitengruppe E%
zu berechnen.

2. Einheiten: Bestimmung von ¢(E%).

Hier stellt sich nun {iberraschenderweise heraus, dass ein fritheres Re-
sultat von Herbrand iiber die Galois-Struktur der Einheitengruppe von Be-
deutung ist. Wir haben dieses Resultat bereits oben auf Seite {4] erwihnt.
Damals hatte Herbrand eine Untergruppe E’ von endlichem Index in E%
konstruiert, deren Galois-Struktur er genau angeben konnte [Her31c]. Und
zwar fiir eine beliebige Galoissche Erweiterung K |k. Er bezog sich dabei auf
ein Resultat von Minkowski, der die Sache im Falle k& = Q erledigt hatte. Ei-
ne mogliche Anwendung im Falle zyklischer Erweiterungen K|k im Rahmen
der Klassenkorpertheorie wurde von Herbrand in [Her31c| nicht erwihnt.
Wir vermuten, dass er erst unter dem Einfluss von Artin in Hamburg dar-
auf aufmerksam gemacht wurde. Denn noch in seinem Brief an Hasse vom
18.5.1931 aus Hamburg hatte er gesagt, dass er zum Beweis des Einheiten-
Hauptgeschlechtssatzes (siehe unten) den Hasseschen Normensatz brau-
che. Erst als es klar wurde, dass es zufolge des Herbrandschen Lemmas
moglich war, zur Berechnung von ¢(E%) zu einer Untergruppe £’ von end-
lichem Index iiberzugehen fand Herbrand einen direkten Beweis, den er in

26Fiir unendliche Primstellen ist U Ky = K;E und daher kénnen die unendlichen Prim-
stellen fiir diese Rechnung ignoriert werden.



6 WEITERE BEOBACHTUNGEN 25

seinem Brief an Hasse vom 27.5.1931 darstellte. Artin selbst hat den Ein-
heitensatz von Herbrand fiir so wichtig gehalten, dass er ihm spéter eine
neue Form und einen stark vereinfachten Beweis gegeben hat [Art32]. Artins
Beweis ist heute standard.

Wir verzichten hier darauf, den Herbrandschen Satz iiber die Galois-
Struktur von E% aufzufithren. Das wiire zwar nicht schwierig, aber es wiirde
zu sehr ins Detail fithren. Wir berichten nur, dass dieser Satz es erlaubt,
unter mehrfachem Einsatz des Herbrandschen Lemmas fiir eine zyklische Er-
weiterung K|k zu beweisen:

Hpes Ty

Einheiten-Hauptgeschlechtssatz: q(EY) = (28)

Somit ergibt sich schliellich:

A(Cr) = a(C5) = q(IE)g(BE) ) = (Hn> - (H—”) 0 (29)

n
peS

wobei jedes Gleichheitszeichen (bis auf das letzte) eine Anwendung des Her-
brandschen Lemmas impliziert, wie wir gesehen haben. Es folgt

ho(C !
_ MG (30)
q(Ck) n
Nun ist h'(Ck) seiner Definition nach eine Gruppenordnung, also positive
ganze Zahl. Es folgt

h(Ck)

' (Ck)=1. (31)
Dies ergibt den Hauptgeschlechtssatz ((12)).
O
Gleichzeitig ergibt sich n’ = n, in gilt also das Gleichheitszeichen.
Das zeigt, dass jede zyklische Erweiterung K |k tatséchlich ein Klassenkorper
ist. Das ist einer der Hauptsitze von Takagi, und darauf nahm Herbrand

Bezug, als er am 27.5.1931 aus Hamburg an Hasse schrieb, er habe jetzt
,einen verniinftigen Beweis der Takagischen Sdtze® (siehe Seite .

6 Weitere Beobachtungen

Wir kénnen an dem obigen Beweis aber noch mehr beobachten. Denn in
geht die lokale Klassenkdorpertheorie ein. Bei der lokalen Klassenkorpertheorie
tibernimmt die multiplikative Gruppe k; des Grundkorpers die Rolle der
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Idelklassengruppe C} im globalen Fall. Fiir jede abelsche und insbesondere fiir
jede zyklische Erweiterung K|k, stimmt die Ordnung der Normfaktorgruppe
ky /[NpKg mit dem Korpergrad [Ksyp : ky| iiberein, und dadurch sind die
abelschen Erweiterungen ausgezeichnet.

Der Herbrandsche Beweis zeigt also, dass und wie beim Aufbau der Klas-
senkorpertheorie fiir Zahlkérper die lokale Klassenkorpertheorie eingeht. Das
entsprach durchaus dem Hasseschen dictum, dass man die globale Klas-
senkorpertheorie ausgehend vom Lokalen aufbauen solle. Das war aber nicht
immer evident.

Denn zuerst hatte Hasse die lokale Klassenkorpertheorie unter Benut-
zung der globalen Klassenkorpertheorie entdeckt; insbesondere hatte er das
Artinsche Reziprozitiatsgesetz benutzt, mithilfe dessen er seine lokalen Norm-

symbole (%) konstruieren konnte [Has30b]. Das wurde von ihm als un-

befriedigend empfunden; er schrieb in [Has30b]:

Von einem Aufbau der Klassenkorpertheorie, der umgekehrt zu-
ndchst die Sdtze der Klassenkorpertheorie im Kleinen ab ovo ent-
wickelt, und dann den Grenziibergang zur Klassenkdorpertheorie
im Grofien vollzieht, verspreche ich mir eine erhebliche gedank-
liche, wenn nicht auch sachliche Vereinfachung der Beweise der
Klassenkdrpertheorie, die ja in threm bisherigen ungehobelten Zu-
stande wenig geeignet sind, das Studium dieser in thren Resulta-
ten so glatten Theorie verlockend erscheinen zu lassen.

Dieses Problem wird von Herbrand schon in seinem ersten Brief an Hasse vom
11.3.1931 angesprochen, allerdings zunéchst mit Zweifeln, angesichts des von
Hasse gefundenen Gegenbeispiels fiir den Normensatz bei einem abelschen,
nicht-zyklischen Korper K |k. Herbrand schreibt:

Scheint es Thnen nicht, dass dieses Gegenbeispiel gegen die Hoff-
nung geht, die ganze Klassenkdrpertheorie von der Klassenkdor-
pertheorie im Kleinerf”| herzuleiten? Denn etwas kann in allen
p-adischen Korpern wahr sein, und nicht mehr im Korper selbst
qgiiltig bleiben.

Aber in seinem spéteren Brief vom 18.5.1931 aus Hamburg zeigt er sich schon
zuversichtlicher. Nachdem er den Finheiten-Hauptgeschlechtssatz formu-
liert hatte, sagt er zwar noch, er brauche dazu den Hasseschen Normensatz.
Aber er fiigt an:

27D.h. der lokalen Klassenkérpertheorie.
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Nehmen wir an dass direkt bewiesen ist, und dass bewie-
sen ist. Dann folgt wie im Primzahlifall, die Theoreme von Takagi
und Ihr Theorem iiber Normenreste. Aber 1st das Hauptre-
sultat der Klassenkdrpertheorie im Kleinen. In dieser Richtung,
kann man die Kl. Korper Theorie im Kleinen anwenden; ich glau-
be, es ist die wahre Richtung[

Und schliellich, in seinem Brief vom 27.5.1931, stellt er fest, dass es in der
Tat die ,wahre Richtung® gewesen ist, und er erklart Hasse den vollen Beweis
von , im wesentlichen so wie wir ihn oben dargestellt haben.

Und weiter: Die obige Rechnung zeigt nicht nur, dass und wie die loka-
le Klassenkorpertheorie beim Beweis des Hasseschen Normensatzes und des
, Umkehrsatzes* der Klassenkorpertheorie verwendet werden kann. Denn es
ergibt sich, dass auch die Begriindung der lokalen Klassenkorpertheorie mit
Hilfe des Herbrandschen Lemmas enorm vereinfacht werden kann. Wir zitie-
ren noch einmal aus Herbrands Brief vom 27.5.1931 an Hasse:

Herr Chevalley sagt mir auch dass die Klassenkérpertheorie im
Kleinen mit analogen Methoden gegrundet sein kann . ..

»,Analoge Methoden“ bedeutet dabei, dass dies wiederum mit Hilfe des Her-
brandschen Lemmas moglich ist. Weiter schreibt Herbrand im néchsten Brief
vom 29.6.1931, jetzt schon aus Gottingen:

Ich habe einen anderen Beweis des fundamentalen Satzes der
Klassenkdrpertheorie im kleinen gefunden der viel einfacher ist
als derjenige von Chevalley mir skizziert hat. Er ist kaum ldnger
als der Beweis der Finheiten-Satzes.

Herbrand schreibt nicht, wie dieser andere, einfachere Beweis ausgesehen hat.
Wir finden jedoch eine Andeutung in seinem Buch [Her35|, das er nicht mehr
selbst fertigstellen konnte, das aber von seinem Freund Chevalley redigiert
und durch einen Anhang ergianzt wurde. Es erschien 1935. Im erwédhnten An-
hang beschreibt Chevalley u.a. die Methode von Herbrand beim Beweis des
Umkehrsatzes, und insbesondere denjenigen Teil des Beweises, der den loka-
len Teil betrifft. Es geht um den Beweis der Relation (23)) auf Seite , also

28Wir haben hier unsere Formelnummern eingesetzt; bei Herbrand sind das andere Num-
mern. Auflerdem ist zu beachten, dass bei Herbrand , Einheiten“ im klassischen Sinne zu
verstehen sind, dass also die hier mit S bezeichnete Ausnahmemenge dort nur aus den un-
endlichen Primstellen besteht. Erst Hasse hatte bemerkt, dass die Einbeziehung auch end-
licher Ausnahme-Primstellen die Angelegenheit begrifflich und rechnerisch iibersichtlicher
macht [Has33d].
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um den lokalen ,,Umkehrsatz“. Diese besagt, dass fiir eine zyklische lokale
Erweiterung K|k, die Ordnung der Normklassengruppe k,'/NpKy gleich
dem Korpergrad n, ist. Wegen ist dies gleichbedeutend mit , also
mit der Bestimmung des Herbrand-Quotienten der lokalen Einheitengruppe
Uk, - Chevalley sagt zunéichst etwas iiber Herbrands Methode:

... d’un mode de raisonnement auquel Herbrand a donné la form
d’un lemme de théorie des groupes, connu sor le nom de lemme
de Herbrand ...

woraus wir entnehmen koénnen, dass die Bezeichnung ,,Herbrandsches Lem-
ma“ damals (1935) schon geldufig war. Und er erldutert weiter, worauf sich
der Herbrandsche Beweis von stiitzt:

... par un théoréme de Deuring sur ’existence d’une base minima
d’une extension galoisienne formee des conjugués d’un element.

Das konnen wir nachvollziehen:

Um die Relation

zu beweisen, darf Uk, nach dem Herbrandschen Lemma durch eine Unter-
gruppe von endlichem Index ersetzt werden. Wir ersetzen Uk, durch die
Einseinheitengruppe U 1(;% der Stufe r, also die multiplikative Gruppe derje-
nigen Zahlen a € Uk,,, welche der Kongruenz

a =1 mod B"

geniigen. Wenn r hinreichend grofl ist, so ist der p-adische Logarithmus
auf U ,(QB definiert und stiftet einen Galois-Isomorphismus der multiplikati-

ven Gruppe U }g auf die additive Gruppe des Ideals 8" . Also geniigt es,
nach dem Herbrandschen Lemma, fiir P statt U Ko 21 verifizieren. Nun
wihle man eine Normalbasis von Kglk,, sie besteht aus einem Element u
und seinen Konjugierten v, 7 € G,. Man kann u € 8" annehmen. Betrachte
den von v und seinen Konjugierten erzeugten Modul

M:=> O (33)

’TEGp

iiber dem Ring O, der ganzen Zahlen aus k,. Der Index von M in PB" ist
endlich, also geniigt es, nach dem Herbrandschen Lemma, fiir M statt

Uk, zu verifizieren. Nun hat aber M triviale Kohomologie, also ¢(M) = 1;
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das erkennt man aus indem man H°(M) = H'(M) = 0 direkt bestimmt
(oder z.Bsp. unter Anwendung des Lemmas von Shapiro).

Ubrigens: Der Satz von der Existenz einer Normalbasis einer Galois-
Erweiterung stammt nicht von Deuring, wie Chevalley sagt, sondern er wurde
von Emmy Noether bewiesen. Deuring bezieht sich in [Deu32] ausdriicklich
auf die Noethersche Arbeit [Noe32], aber er gibt dann einen neuen Beweis,
der insbesondere auch den (trivialen) Fall von endlichen Kérpern einschlieit,
der durch die Noethersche Argumentation nicht erfasst wurde.
Zusammenfassung:

Wir haben gesehen, dass durch konsequente Anwendung des Herbrand-
schen Lemmas einfache Beweise entstehen fiir folgende Sétze iiber relativ
zyklische Zahlkorper:

Hassescher Normensatz (Seite [15)),

Hauptgeschlechtssatz (Seite ,

»Umkehrsatz“ der Klassenkorpertheorie (Seite ,
»,Umkehrsatz“ der lokalen Klassenkorpertheorie (Seite .

Diese Resultate lassen sich dann mutatis mutandis auf relativ abelsche Zahl-
korper iibertragen. Aber Herbrand geht noch weiter: In seinem vorletzten
Brief an Hasse, datiert am 29. Juni 1931 in Gottingen, schreibt er:

Seit meinem letzten Brief, sind grosse weitere Vereinfachungen
der Klassenkorpertheorie gekommen. Erstatten Sie mir sie Thnen
matzuteilen.

Ich habe den Eristenzbeweis véllig umgeformt, und ich zeige gleich-
zeitig dass das Zerlegungsgesetz wahr ist im Fall des Primzahl-
grad, wenn die (**" Einheitswurzeln im Grundkdrper sind: der all-
gemeine Fall des Zerleqgungsgesetzes beweist man dann gleichzeitig
mit dem FExistenzbeweis, mit derselben Rekursion, ohne Schwie-
rigkeiten. . .|

Es sind das die wichtigsten Vereinfachungen; aber in den Einzel-
heiten, gibt es noch viel andere Sachen die sehr einfach geworden
sind. Die Theorie ist jetzt villig elementar. . .

2Das hier erwiihnte ,Zerlegungsgesetz® der Klassenkorpertheorie beschreibt die Zer-
legung der Primideale des Grundkorpers im abelschen Erweiterungskorper. Dies wird
prizisiert durch das Artinsche Reziprozititsgesetz; deshalb ist es nicht erstaunlich, dass
wir in diesem Brief in Hasses Handschrift die Randbemerkung finden: Artins R.G. auch ?
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Ich habe mich entschlossen, die Theorie in seiner neuen Form in
einer ausfihrlichen Darstellung zu schreiben, denn alle die Be-
weise sind jetzt vollig umgeformt.

Kurz: Herbrand ist dabei, die Klassenkorpertheorie vollig umzukrempeln
und auf eine neue Grundlage zu stellen.

7 Danach

Wenn man sich die Klassenkorpertheorie der 1920er Jahre als ein imposan-
tes Gebdude vorstellt, an dem viele Generationen gearbeitet haben, dessen
Renovierung aber inzwischen fillig geworden ist — dann erscheint Herbrand
als ein junger Architekt, der nach kurzem Augenschein die Notwendigkeiten
erkennt und Pléne fiir eine Erneuerung vorlegt. Er reifit dabei alte Mauern
ein, schafft neue Verbindungen und eréffnet hinreilende Ausblicke; er vergisst
nicht die Fundamente zu sanieren und auch nicht die attraktive Innenausstat-
tung. Und er beginnt sogleich, seine Pldne umzusetzen. Aber bald verldsst er
die Baustelle und hinterlésst viel Unvollendetes. Danach fithren die bisheri-
gen Bewohner und Benutzer des Gebaudes seine Arbeiten fort, gelegentlich
mit Abweichungen wenn es geraten erscheint, aber insgesamt mit dem Ziel
ein vollendetes architektonisches Kunstwerk zu erstellen.

In diesem Bilde sind als ,,Bewohner“ vornehmlich die Namen Emil Artin,
Helmut Hasse und Emmy Noether aktiv, in gewisser Weise auch Claude
Chevalley, der jedoch eher zu der jungen Generation zu zdhlen wére, und
vielleicht als Assistent und Vertrauter des Architekten in dem Bild seinen
Platz findet. Ein erheblicher Teil ihrer Arbeiten in den néchsten Jahren ist
weiterhin der Klassenkorpertheorie gewidmet, unter Fortfiihrung der Ideen
und Visionen des jungen Herbrand.

Es wire eine interessante Aufgabe, diesen Entwicklungsprozess in der
Klassenkorpertheorie im einzelnen zu verfolgen. Dies wiirde aber hier zu weit
fithren, da wir uns hier nur die Entstehungsgeschichte und die Wirkungswei-
se des Herbrandschen Lemmas zum Ziel gesetzt hatten. Immerhin wollen
wir auf die folgenden Aktivitdten hinweisen, die im Jahre nach Herbrands
Deutschland-Besuch stattfanden:

1. Die drei Vortrige Artins in Go6ttingen vom 29.2. bis 2.3.1932.
Artin gab einen Bericht iiber das neue Gesicht der Klassenkorpertheorie, wie
es sich aus den Herbrandschen Resultaten und Ideen zu zeigen begann. Diese
Vortrige waren ein besonderes ,,Event“ (wie man heute sagen wiirde) und
zogen viele Besucher auch von auswérts an. Die Vortrédge wurden von Olga
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Taussky ausgearbeitet und konnten als vervielfiltigte Blétter erworben wer-
den. Erst im Jahre 1978 erschienen sie im Druck, in englischer Ubersetzung
im Anhang des Buches [CohT78].

2. Die Marburger Vorlesung von Hasse iiber Klassenkorpertheorie im
Sommersemester 1932. Dort wurde die Klassenkorpertheorie in ihrer neuen
Form ab ovo dargestellt, mit allen Beweisen. Auch diese Vorlesungen wur-
den aufgezeichnet (von Hasses Assistenten Wolfgang Franz), hektographiert
und verteilt. Im Jahre 1934 sollten sie, nach einem Plan von Mordell, ins
Englische iibersetzt werden; als Ubersetzer war von Hasse Reinhold Baer
vorgeschlagen worden, der damals nach Manchester emigriert war. Aber (aus
uns unbekannten Griinden) konnte das nicht realisiert werden. Erst im Jah-
re 1967 erschienen die Marburger Vorlesungen in Buchform [Has67].

3. Uber das Artinsche Reziprozititsgesetz: Auf Seite [29] haben wir
aus Herbrands Brief vom 29.6.1931 zitiert, wobei Herbrand auf seine Verein-
fachungen fiir das ,,Zerlegungsgesetz“ zu sprechen kam. Dort haben wir in
FuBinote 29] erwéhnt, dass Hasse auf den Rand des Briefes die Frage notiert
hat: ,, Artins Reziprozititsgesetz auch ?*

Offenbar hatte Hasse diese Frage auch an Herbrand geschrieben, denn in
seiner Antwort am 23.7.1931 (seinem letzten Brief an Hasse) schreibt dieser:

Ich habe auch gesucht ob es mdglich ist das Artin’sche Recipro-
cititsgesetz in der Rekursion des FExistenzsatz einzufiihren. Es
muss ohne Schwierigkeit maglich sein, aber es ist nicht vorteilhaft,
denn bisher haben wir fir dieses Gesetz im Fall des Primzahlgrad
(mit den Einheitswurzeln im Grundkérper), keinen Beweis der
einfacher ist als derjenige von Artin im allgemeinen Fall.

Dennoch gelang es Hasse im Frithjahr 1932, einen neuen Beweis des Ar-
tinschen Reziprozititsgesetzes fiir relativ zyklische Koérper K|k zu finden, der
sich miihelos in die Herbrandsche Linie einordnen lasst. Das ist durchgefiihrt
in seiner Arbeit [Has33a], die er Emmy Noether zu ihrem 50. Geburtstag
am 23.Marz 1932 gewidmet hat. In der Einleitung verweist Hasse direkt auf
den Chevalley-Herbrandschen Beweis des Normensatzes mit den ,,neuen Ver-
einfachungen®. Das Artinsche Reziprozitiatsgesetz kann nun nach Hasse als
Produktformel fiir sein Normsymbol geschrieben werden;

H(a’iﬂk) =1 fiir a € k™.

p

4. Zur Normenresttheorie galoisscher Zahlkorper. Diese wichtige
Arbeit von Hasse [Has34a], fiir beliebige relativ Galoissche Korper, basiert
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direkt auf der Herbrandschen Arbeit [Her31b| iiber eine neue Zahlung der
Verzweigungsgruppen. Vorankiindigung erschien 1933 in [Has33b].

8 Anhang

In diesem Anhang publizieren wir (ohne Kommentare) zwei bisher offenbar
unbekannte Briefe an Chevalley, einen aus Hamburg von Artin und einen aus
Gottingen von Emmy Noether. Es handelt sich um den wissenschaftlichen
Nachlass von Herbrand.

8.1 Artin an Chevalley

Hambourg, le 7 aotut 1931 . Cher Monsieur Chevalley,

Hier matin j’ai recu la nouvelle désolante de la mort de M. Herbrand.
Nous connaissons tous deux la perte enorme que subit notre science et la
pensée a son séjour a Hambourg me semplit avec tristesse. Il ne se passait
pas un jour que nous n’étions pas ensemble et que nous ne parlions pas de
nos problemes. C’était un plaisir de travailler avec lui.

Il nous a laissé un travail ,,Sur les Théoremes du genre principal et des
idéaux principaux”, qu’il a voulu publier a Hambourg dans les Hamburger
Abhandlungen. Il paraitra dans le prochain cahier. Je lirai les épreuves. Mais
a part cela, je ne possede aucun manuscript. Dans une seule lettre il m’a
parlé d’'une nouvelle méthode de démontrer le théoreme du Einheitenhaupt-
geschlecht. Mais plus tard il a retiré cette idée et je ne crois non plus que ce
chemin puisse conduire au but. Donc, je n’ai rien que je puisse vous envoyer.

Mais il m’a communiqué ses idées concernant la simplification de la théorie
des corps de classe, et c’est le sujet sur lequel nous avons travaillé ensem-
ble. Probablement il vous en a raconté. Il a voulu publier a Hambourg un
mémoire sur la théorie des corps de classe, mais il n’a plus pu commencer
ce travail. Connaissant tres bien sa disposition de ce mémoire (nous avons
beaucoup parlé de cela), je vous propose que je le publierai en son nom, c’est
a dire que ce mémoire paraitra comme travail commun de lui et de moi.

Mais il y a une autre difficulté. Je sais, que c’est vous qui lui avez
suggeré les démonstrations des Théoremes du Einheitenhauptgeschlecht et
des Normenreste. Puis il a trouvé un théoreme de la théorie des groupes,
qui permet de démontrer tous les deux théoremes. Ce théoreme c’est la
géneralisation de votre méthode. Quant a moi j’y ai seulement contribué
de simples démonstrations de son théoreme sur les unités, et de la base des
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nombres p-adiques. Il m’a dit que vous préparez votre these et que vous voulez
prendre comme sujet vos démonstrations de ces théoremes et votre nouvelle
et intéressante demonstration du théoreme d’éxistence. Donc il est nécessaire,
que votre these parait avant le mémoire. Quand aurez — vous achevé votre
these

Vous connaissez les contributions de M. Herbrand a la théorie des corps
de classes:

1.) Son théoréme sur les groupes et les démonstrations du Théoreme de
I’Einheitenhauptgeschlecht et des Normenreste.

2.) Son démonstration nouvelle du théoreme d’éxistence et du théoreme
de la décomposition des idéaux premiers. C’est le point que j'admire le plus.

3.) Nouvelle détermination des conducteurs. Un croquis de cette démons-
tration se trouve dans le travail qui paraitra dans les Hamburger Abhand-
lungen.

Mes contributions a la théorie sont négligeables:

1.) Autre arrangement de la partie analytique, ce qui permet de démontrer
d’abord le Umkehrsatz pout tout corps abélien sans faire usage de I’existence.

2.) Simplifications déja mentionneés.
3.) Quelques simplifications de son théoreme d’éxistence et de decomposi-

tion, qui permettent de ne pas faire usage de la détermination du conducteur
au cas /.

M. Herbrand m’a aussi parlé de la Rockefellerstiftung. N’avez vous pas
envie d’essayer encore une fois de recevoir une bourse? Je pourrais écrire a
la Rockefellerstiftung. M. Herbrand, vous a-t-il parlé de cela?

Agréez Monsieur, I’expression de mes sentiments devoués,
Artin .

Si vous n’étes pas d’accord avec mes propositions, écrivez moi vos projets
s’il vous plait.

8.2 Emmy Noether an Chevalley

Gottingen, 12/12.31. Lieber Herr Chevalley!

Die Korrekturbogen von Herbrand habe ich, mit paar Erinnerungswor-
ten versehen, an Blumenthal weitergelassen. Ich habe noch die inzwischen
erschienene Arbeit von Deuring zitiert; die Anmerkungen 9 und '® fiillen
Sie wohl bei der zweiten Korrektur aus, und lassen diese auch wieder an mich
gehen, nicht an Blumenthal direkt.

Es ist schon, dafl Sie die Konzepte zum zweiten Teil gefunden haben!
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Dagegen tut es mir sehr leid, daf} sich iiber die algebr. Funktionenkorper
garnichts finden lief}; das Resultat scheint doch sehr wichtig zu sein! Auch
mit Schmidt - Erlangen hat Herbrand nicht iiber die Sachen gesprochen; wohl
aber hatte er mit Schmidt besprochen, dafi sie sich gegenseitig die Manuskrip-
te der , Klassenkorpertheorie im Kleinen” schicken wollten. Ich mochte Sie
daher bitten, einen Manuskriptdurchschlag an Schmidt zu schicken, der sein
Manuskript jetzt fertig stellt; er hat mir noch neulich deshalb geschrieben.

Ich dachte daran die beiden Briefstellen in den Annalen zu publizieren,
und hétte daher gern die Briefe zuriick — oder we|nig]stens jeweils den Schlufl
wenn Thnen das andere fiir die unendlichen Korper niitzlich ist. Vielleicht
konnten Sie aber vorher eine Abschrift an André Weil schicken; ich halte es
nicht fiir ausgeschlossen, dafl Herbrand im Sommer mit ihm {iber die Sache
gesprochen hat. Sie waren viel zusammen, und Weil interessiert sich ja fiir
solche Fragen. Vielleicht finden Sie auch doch noch etwas im Nachlaf}!

Von den hyperkomplexen Sachen, iiber die Sie gearbeitet haben, ist uns
hier in Gottingen allerhand bekannt. Ein Schiiler von mir, Fitting — er hat
auch in Marburg vorgetragen — hat im Anschlufl an seine Dissertation iiber
Automorphismenringe verallgemeinerter Gruppen die Idealtheorie in Ord-
nungen ziemlich weit entwickelt. Er zerlegt allgemein die einseitigen Ideale
in primére, was noch in verschiedene Abstufungen zerfillt, und hat auch den
Satz iiber die Korrespondenz der zum Fiihrer teilerfremder Ideale. Er macht
jetzt erst den Automorphismenring zum Druck fertig, dann kommt das ande-
re. Die Zerlegung in Primérideale steht aber schon in der Dissertation; wenn
ein Durchschlag von Hasse zuriick kommt, kénnen Sie ihn haben.

Im Fall der zyklischen — nicht der allgemeinen abelschen — Kérper 148t sich
das Normenrestsymbol sehr einfach hyperkomplex definieren: das habe ich
mir anlafllich meines diesjéhrigen Seminars (Klassenkorpertheorie im Kleinen
u.s.w.) iiberlegt, es folgt fast unmittelbar aus Hasse, zykl. Algebren, Gott.
Nachr. 1931.

Sei A = (,7,95) in der dortigen Bezeichnung das verschrankte Produkt
von Z/k (wo Z zyklisch) mit seiner Gruppe, und der erzeugenden Substituti-
on S dieser Gruppe; sei weiter A, die p-adische Erweiterung von A. Sei r die
Invariante von A, nach Hasse, Schiefkdrper, also Invariante der zugehorigen
Divisionsalgebra D; multipliziert mit Grad des Matrizenrings iiber D. (Etwas
allgem. als bei Hasse). Sei e- f der Grad der Zerlegungsgruppe alson = g-e- f;

Dann setze ich:
(ﬁ’_Z> — gl
p

Diese Definition ist invariant: Sei S eine andere erzeugende Substitution;
S = Sh mit (h,n) = 1: dann kommt: A = (8", Z,S); also A = (38,7, 5) = A"
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mit hh = 1(n) (Potenzen von A bedeuten direktes Produkt). Somit kommt
fiir die Invariante: 7 = rh (« Letztes Kapitel meiner an Artin geschickten
Vorlesung) und damit:

gQF — Shgrﬁ — g9

Aus dieser Definition folgen sofort die Sétze: § dann u. nur dann p-ad. Norm,

wenn
(ﬁ_Z> _q (51,Z> (ﬁz,Z) _ <ﬁ162,2>
p ’ p p p
nach dem Produktsatz fiir Faktorensysteme und die Sétze fiir Unterkorper.
Was fehlt ist das Reziprozitétsgesetz (Produktformel). Es scheint mir fast dafl
Thre Definition komplizierter ist. Ubrigens schrieb mir im Fall des Hilbert-
schen Normenr.symb. Deuring schon im Sommer, daf§ er eine hyperk. Defi-

nition — wohl dieselbe?, — hétte.

Beste Griifle Ihre Emmy Noether.
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