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Teil 1

Vorspann






Introduction

This edition contains the text of the notebooks (Tagebiicher) of Helmut Hasse
(1898-1979). There are seven volumes with altogether 98 entries, spanning the
time period from July 1923 to February 1935. We have preceded each entry with
a short comment in English.

In the Dictionary of Scientific Biography we read:

Helmut Hasse, one of the most important mathematician of the twen-
tieth century, was a man whose accomplishments spanned research,
mathematical exposition, teaching and editorial work.

In view of this it may be of interest to learn more about the work of Hasse, not
only through his publications but also from their background.

In this respect the Hasse collection in the Handschriftenabteilung of Got-
tingen University Library is a treasure trove for historic research; it contains
a large amount of letters, manuscripts and notes. We have already edited and
commented two of the most noteworthy letter files in this collection: the letters
Hasse-Emmy Noether [LRO6] and the letters Hasse-Emil Artin [FROS|. More is
planned to come. And here are his notebooks.

Whereas the mentioned letters admit a glance at the gradual evolvement of
Hasse’s mathematical ideas which later found their way into his publications,
the notebooks are of a different kind. They open up a colorful kaleidoscope of
various mathematical activities of Hasse, his mathematical background, his ma-
thematical interests, and his way of approaching problems. Most of the entries
are inspired by discussions with other mathematicians (quite often the name of
Artin is mentioned), but sometimes he obtains his motivation from the litera-
ture.

We can find very brief entries like the definition of groups by generators and
relations (3.1), or a technical result on the prime decomposition in subfields of
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the decomposition field (3.17). We also find entries about problems which Has-
se had heard from colleagues, like Knopp’s or Ostrowski’s questions (3.11) and
(4.12). Some entries have almost the character of recreational math, like Kirk-
man’s problem of 15 school girls (3.2), or construction with ruler and compass
(4.14). We find text for use in class like the theory of the real Gamma function
in (4.6) or Fermat’s problem for the exponent five in (7.2.)

But there are also more serious entries on number theory which point towards
later development in Hasse’s research, like the one about Kummer’s logarithmic
derivatives (1.5.), or the first proof of the Riemann hypothesis for the Davenport-
Hasse curves in (7.4.) And there are extended expositions like the one on the
class number of abelian fields (1.9) or on the computation of units by continued
fractions in quadratic fields (1.14), and by the Jacobi-Perron algorithm in cubic
fields (2.2). We also find the entry of September 27, 1927 which is worldwide the
first document where Artin’s conjecture on primitive roots is mentioned (4.8)E|

The reader who looks at the table of contents will discover more entries of
interest.

The last four entries in Hasse’s 7-th notebook are dated February 1934.
However there is some discrepancy with respect to the dates, since the fore-
going entries are dated for 1935. A possible explanation is that right after Fe-
bruary 1934 Hasse was absorbed with the work on his project of proving the
Riemann hypothesis for function fields, and thus he did not take proper care of
his notebook.

Indeed, in the days from the 5th to 9th February, 1934 Hasse had visited
Hamburg where he gave a series of lectures on his new proof of the Riemann
hypothesis for elliptic curves. During this visit there were many occasions for
extended discussions with Artin. In fact, all the above mentioned four last ent-
ries are marked with the name of Artin. But the most important topic of the
discussions with Artin during these days is not mirrored in Hasse’s note book:
This was the way how to approach the Riemann hypothesis for curves of higher
genus g > 1. In fact, Hasse reported to Davenport on February 12, 1934:

From what Artin and I found when considering the possibilities of
generalisation to higher genus, it becomes only a matter of patience
to do this. The general line is fully obvious now . ..

Well, it turned out that it required something more than patience to establish all
the details necessary for the generalization to higher genus, even if the general

1More extended manuscripts containing original work of Hasse were not written into the
notebooks and are not included here. It is planned to edit some of them in another volume.
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line seemed “fully obvious” to Artin and Hasse. Therefore, Hasse first concen-
trated his work on a special class of curves of higher genus, namely those which
today are called the “Davenport-Hasse curves”. These papers were to appear in
1934.

So it seems that Hasse did not find the time to write down the said four
entries immediately after his visit to Artin, in particular since these topics did
not have immediate connection to his work on curves or function fields. And that
it was one year later only that he again turned to his notebook and remembered
his discussions with Artin in 1934.

We also have to take into account that the years 1933 and 1934 had brought
extreme political troubles. The story about the opposition which Hasse had
to face from his Nazi colleagues and students in Gottingen is well known and
need not be repeated here. In any case it is understandable that during the
summer semester 1934 he did not find much of the quiet atmosphere which
seems necessary for mathematical thoughts. In consequence he did not update
his notebook. In fact, on February 12, 1934 he wrote from Marburg to his friend
Davenport about the “battle” which he would have to expect in Géttingen:

I very much hope that I shall have a quiet summer here before I am
called upon the battle field. Otherwise I doubt whether I shall be able
to think on f(x, y) =0 for higher genus before long.

We know that his wish for a quiet summer 1934 did not materialize. Much later
we read in a letter of December 15, 1935 from Hasse to Siegel the followingﬂ

Since May 1934 I had to interrupt thoroughly my scientific work,
and it was last October only when I was able to take up my research
again.

But the notebook was not continued after 1935.

Heidelberg, March 2012 Peter Roquette

Franz Lemmermeyer

2Translation from German.
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Gitter—Beweis des quadr. Reziprozititsgesetzes. (17.7.1923) 21

1.1 Gitter—-Beweis des quadratischen Reziprozi-
tatsgesetzes im rationalen Korper (Frobeni-
us). (Mitteilung von Dr. Artin). (17.7.1923)

Frobenius published two proofs of the quadratic reciprocity law: a modification
of Zeller’s proof in |Froldal, and a variant of Eisenstein’s proof based on lattice
points in [Froldb|. The proof sketched here is Frobenius’ second proof. Artin
had visited Hasse in Kiel on the weekend July 14-16, 1923 in order to work
with Hasse on their joint paper on the 2nd supplement of the reciprocity law for
odd prime exponents [AH25|. We see that they also talked about the quadratic
reciprocity law.

17. VII. 23.

1.) Gausssches Lemma:

d prim zu p, (g) =d"> mod p.

Behauptung: (%) = (—1) hoch der Anzahl der absolut kleinsten, negativen Reste

der 21 Multipla d,2d, ..., 25+ d.
Beweis: s. Dirichlet-Dedekind, S.96/97.

2.) Beweis des Reziprozititsgesetzes:

p,q positive, ungerade Primzahlen, = durchlaufe alle Zahlen 1,2, ..., %.
Dann entspricht jedem z eindeutig ein ganzes y, sodafs
p p
1 _£ — Lt
(1) 5 < 4T —py<+3
und es ist (%) = (—1) hoch der Anzahl der Zahlen (1) im Intervall —% ... 0.

Es geniigt in (1) das y auf die Werte 1,2, ..., 4% zu beschriinken. Denn aus
folgt einerseits

q—1
1 < -
also y = 5
1 1
Andererseits y > 4, 5 = ,
P 2 2
also y = 0.
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22 Tagebuch 1

Da aber y = 0 stets zu einem qr — py > 0 fiithrt, kommt dieser Wert nicht in
Frage. Also ist

<Z) = (—1) hoch der Anzahl der Zahlen gz —py zwischen —§
p—1
z, }
T2

(p) = (=1) hoch der Anzahl der Zahlen py —qx zwischen —%
q und 0, wenn z,y in denselben Grenzen

X

und 0, wenn { ! Y

1

A IA
A IA
=

Ebenso:

oder auch = (—1) hoch der Anzahl der Zahlen gx — py zwischen 0
und £ .

N
I3
~—
YRS
S
N~
I
|
—
N—
=
o
o
=
(oW
o)
=
>
=
N
o
=
(oW
o)
=
N
o
=
—_—
9]
j}
|
(NS
AN
)
8
|
3
NS
AN
+
N

r=1,2,... 51
wenn 1 (
y:1,2’...7

Geometrisch :

o
+
=

~ ‘

I
|

—

\ \ =
N=

:

N\
N\
\

L\




Gitter-Beweis des quadr. Reziprozitdtsgesetzes. (17.7.1923) 23

Es ergibt sich Symmetrie des Streifens zwischen den beiden Parallelen

qQr —py = -
2

_ q

qr —py = +2

dessen Gitterpunkte abzuzéhlen sind, beziiglich des Rechteckes

p—1
X 1 2

1
y |1 4
Denn die ,Eckabstéinde “ ergeben sich zu 3. Also darf [...] die Anzahl der
Gitterpunkte dieses ganzen Rechteckes genommen werden d. h.

(-

Arithmetisch: Ist: I,6
q
qr —py > 5

L g — g
so folgt fiir den ,spiegelbildlichen Gitterpunkt® qil , :
2 Y=Y

p+1 q+1

g’ —py' = gz Py 4T —p o
q p P
= — — - = > —=
(qz py)+2 5 )
also
qﬂc'—py’<—1§9

Jedem Gitterpunkt, der nach der einen Seite aus dem Intervall herausféllt, ent-
spricht also ein spiegelbildlicher, der es nach der anderen Seite tut. Diese diirfen
also, da sie paarweise auftreten, mitgerechnet werden, also kann die Anzahl aller
Gitterpunkte genommen werden, was wieder

(-

ergibt.



24 Tagebuch 1

1.2 Eulersche Summenformel, Stirlingsche Reihe.
(17.7.1923)

The Euler-MacLaurin summation formula is a fundamental tool in analytic
number theory. For a detailed account of the early history of this formula, see
Schuppener [Sch94]. Here, Hasse derives the summation formulas of Euler and
Dirichlet, and applies this to derive the functional equation of the theta function.
This entry is another fruit of Artin’s visit to Hasse in Kiel.

(Nach Dr. Artin, 17. VIL. 23).

Wir betrachten die unstetige Funktion, periodisch in & mit der Periode 1:

Y@ =2~ fo] - 5

[ /)] /..
/T

f(x) sei eine volle, beliebig oft stetig differenzierbare Funktion. Wir bilden

n

/1/) da:—/xf( dx—f/f dm—/[]f’(a:)dx
0

0
v+1

- - / F@)da s = 3 (500 = 1) = S0 [ F@)ds
v=0 v

0
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das letzte Glied ist
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v=0 v=0 v=1 v=0
= > fW)+nfn),
v=1

also

> 1) = 0/ sya+ 5[+ 7] + [v s @ a

0

Diese Formel ist als der eigentliche Kern der Eulerschen Summenformel an-
zusehen.

Um sie weiter zu verwerten ist das Restintegral durch partielle Integration
auszuwerten, oder wenigstens durch Naherungsglieder zu approximieren.

Dazu entwickelt man () in eine Fourier-Reihe. ¢ (z) ist periodisch mit der
Periode 1. Also sind die Fourier—Koeffizienten von

“+o0

Y(x) = Z c, X fiir v #0:

—0o0

I8
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c, =

_ 1 —2miv I 1 —2miv o 1 —2mivz]l
= g =05 [ 7 - 0] - o L
_ 1 _ 1 0 1 _ 1

N 2riv 2 (2miv)? 2miv

fiir v = 0 folgt:

also

_ +OO/ 1 2mive
W) = _2 omiv
0o
_ _ 1 2mive _ —2mive
- ; 2 (€ ‘ )

=1
= — Z 2isin 2wvx
v=1

2miv

oo .
1 Z sin 2vmx
s v
v=1
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Wir fiihren nun als Hilfsfunktionen ein:

2mive

1 e
W) = G 2 o b () = —0(@)

und
too e2mive Differentiation fiir p>1
1// 27” Z 27er/ _— = wﬂ_l(x) igfjes:%,enga gleichrﬁéﬁig
Damit wird: . . 1,9
/w(x)f'(x) dr = — /wl(x)f'(x) dx
0 0
= w4 [eale)f @) do
0
= [cwar s - [vao
0
= [Far s (D) 1) [ do
0
1 0 wenn g ungerade
0 _ i ) )
¥ul0) (2mi)+ ; 7z {(27{21)“ ¢(u), wenn u gerade.
Nun ist fiir gerades p
() =By (~1)E
= 2u! (2m) =1
also 5 B
_ K
Gl ) =="r
wo B, die p—te Bernoullische Zahl
1 1
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Dabher:

B

0u(0) = 0, wenn u ungerade
. — o, wenn p gerade

oder, da p = 1 gar nicht in Betracht kommt:

Bu

1/)u(0) = *H )

(n=2)

Da die 1, (z) periodisch, ist dies auch der Wert von ,,(n). Damit ergibt sich:

Syt S8 [n gy — v o)

U/nlb(m)f’(w) dr = p

n

(-1 / (@) P (@) de

0
n

u B
= Y2 [0 ) = £ 0] + (-1 [ (o)) do

0
und somit
> sy = [ swar+ LOTI0,
v=0 0
k " T
+Z ( 1)' B [f(”*l)(n) _ f(ufl)(())] + (_1)k/¢k(x)f(k)(x) dx
u=2 e 0

Diese Formel heiftt Eulersche Summenformel. Sie gilt unter der Vorausset-
zung eines fiir 0 £ & < n stetigen, mindestens k—mal differentierbaren f(x) fiir
jedes positive ganze n und k = 1. Wegen B; = % kann man sie auch eleganter
so schreiben:
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n k
}:f@%:/f(cm+f 2: (£ () — £4=D(0)]

f(k)

o\

Zur Gewinnung der Stirlingschen Formel und Stirlingschen Reihe setzen
wir f(z) = lg # und nehmen als untere Summationsgrenze 1, was offenbar durch
sinngeméfie Anderung des Beweises und der Formel gestattet. Die hoheren Ab-
leitungen von lg x sind offenbar

@) =lgr, f@)=2, fl@)=-
§ () = (-

Also wird: I, 11

f(ufl)(n) o f(ﬂ*l)(]_) _ (_1)H(N _ 2)' (_1)11«(,“ — 2)'

nH—1
und somit
n n k
0+1gn B 1
lgx=Ign!l= [ lgzd K -1
z:l gr=Ign /gm x + 5 +;M(M—1) (n“—l )
v= 1 L=

- /wk(fﬂ)@d

B. 1

nt

_<k_1)!/¢;*<;>d
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Nun ist nach der als bekannt vorauszusetzenden ersten Approximation der Stir-
lingschen Formel:

1 1
lim [lgn! —nlgn+n— ilgn] = §1g27r

Folglich ist

k

1 B, T i)
5 lg2m = 1727/@_1) 7(1%1)!/

p=2 1

(Anm. Man konnte vielleicht diese Formel fiir den Wert [ w’;—i’”) dx direkt be-
1

weisen, indem man das Integral auszuwerten sucht).

Setzt man hieraus den Wert fiir f $e(2) gy ein (subtrahiert beide Gleichun-

gen), so folgt:

k B D
lgn! =1g (n"e ™ V2mn) + Z (7&1) T / k

n=2

Dies ist die Stirlingsche Formel. Das Restglied ist wegen der Periodizitdt von
¢ (x) in n von der Ordnung [ T,ik dx =0 ( — 1) Waihrend also fiir k — oo die

n
rechte Seite divergieren wiirde, ist fiir festes n die Anndherung an lgn! sogar
mit n*~! multipliziert noch beschrankt. Die abgeleitete Formel hat daher den
Charakter einer asymptotischen Entwicklung im Poincaréschen Sinne.

Durch Anwendung der Eulerschen Summenformel auf die fiir alle komplexen
z giiltige Formel

log I'(x + 1) = lim (Zlgy—i—xlgn—Zlg(x—i—u))

v=1 v=1

(Gaussscher limes), und zwar sowohl auf die erste Summe, als auch auf die
zweite, unter Verwendung der obigen Formel entsteht dann leicht eine ganz
dhnlich gebaute Formel fiir 1gT'(z 4 1), die fiir beliebiges komplexes x gilt.
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Auch kann man aus der Eulerschen Summenformel in der Gestalt auf S. 1]
durch Einfiihrung der Fourier Reihe fiir ¢(z) und gliedweise Integration die
Dirichletsche Summenformel erhalten. Zur Erméglichung der gliedweisen Inte-
gration muf$ jedoch erst durch partielle Integration o (x) eingefiihrt werden.
Jedoch ist wohl folgender Weg zur Herleitung bequemer:

+oo
Gegeben eine komplexe Funktion f(t), sodakt > f(n) konvergiert. Dann

ist n:ﬂ)o
+oo
pw)= > fln+v)

eine periodische Funktion in v mit der Periode 1. Ist also f ,verniinftig“, so
existiert die Fourier—-Entwicklung

V=—00

1
+oo
<p(v) — Z e2m’vv/(p(t) e—2m‘vt dt
0

+00 L 4o
— Z eZﬂwv/ Z f(n+t) e—27'ru/t dt
0

Vv=—00 n=-—oo
+oo “+o0 1
— Z e27rwv Z /f(n + t) 6727ru/t dt
v=—00 n=-00
+oo oo ML
_ Z e27ril/v Z / f(t) 6727711/15 dt
v=—o00 n=—o00
00 ®
_ Z e27ri1/v / f(t) 6727”'1/1‘/ dt
v=—o00 o

Speziell also:

n—=—oo V=—00

+o00 400 +o00 .
Z f(n) = (p(O) = Z / f(t) 6727rwt dt

Dirichletsche Summenformel

I, 13
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I, 14 Angewendet auf f(t) = e~ Tt ergibt sie:

+oo , +oo +oo ,
19(%‘) — E e*‘ITCETL _ § / e*ﬂ'zt —2mivt dt
n=-—oo v=—00 "
“+o0
= 12190yt _v2y_m?
= 2 /e‘”“*”%‘ﬁ Tt
v=—00 "
“+oo
= _m? 77r:r(t+i—")2
= E e = e =) dt
V=—00 0o

Ersetzt man ¢+ % = u, so geht der Integrationsweg in eine Parallele zur reellen
Achse iiber, darf aber wegen der absoluten und gleichméfigen Konvergenz in
die reelle Achse zuriickverschoben werden:

—+oo

= _m? P
Hax) = E e = e du
v=—00 o
+oo
PRy P
= e e - e v,
= )

wenn /mx fiir positives x positiv ist. Schliefslich ist, wenn

“+o0
J = /671}2 dv
—0o0
gesetzt wird
+o00 400

J? = / /67(“2+”2)dudv

— 00 —O0
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= a
Dies geht durch { U =reose }, also (u,v) = r iber in

v =7rsing a(r, )
oo 27 o)
J? ://67’”2 d<prdr=27r/ef’“27‘dr
0 0 0
:W/e*tdt:w
0

also J = /7 (positiv). Somit wird:

1 1
Ix)=—9(—
=7 (w)
und dies ist die bekannte Thetatransformationsformel aus der Theorie der ellip-
tischen Funktionen.

I, 15
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1.3 Bemerkung iiber Klassenkorper der komple-
xen Multiplikation. (17.7.1923)

In the summer semester 1923 Hasse is lecturing on Takagi’s class field theory (2
hours weekly) at the University of Kiel. (He had been informed earlier by Artin
about Takagi’s class field paper [Tak20|; see Honda’s Takagi-biography [Hon76].)
In this entry Hasse notes how the classical theory of complex multiplication can
be derived from Takagi’s class field theory. The date of this entry is immediately
after Artin’s visit to Hasse in Kiel. It appears that on this occasion Artin has
mentioned this to Hasse. As a student Hasse had attended a course on complex
multiplication by Hecke in Gottingen 1920/21, and he continued to be very in-
terested in this throughout his life. He presented the theory in detail in Part 1
of his Klassenkorperbericht [Has26al. In the same year 1926 he published a new
approach to the theory of complex multiplication [Has26b].

(Dr. Artin, 17. VII. 23.)

Jeder Zahlring in einem imaginir quadratischen Zahlkorper kann nach einem
rationalen Modul definiert werden. Wenn auch im allgemeinen der Fiihrer ein
beliebiges Ideal ist, so betrachtet man als eigentlichen Fiihrer den kleinsten
rationalen Modul, nachdem er definiert werden kann.

Man erhélt den einem solchen Ring entsprechenden Ringklassenkérper, wenn
man aus jeder der Ringklassen ein reguliires (zum Fiihrer primes) Ideal auswéhlt
und durch eine Basis von Ringzahlen darstellt:

J= (aHB)

Setzt man dann in die absolute Invariante J(7) fiir 7 die Basisquotienten 5

ein, so zeigt man vermoge der Invarianzeigenschaften von J(7) leicht, daf J (%)
erstens von der Wahl der Basiszahlen, zweitens von der Wahl von j innerhalb
seiner Klasse unabhéngig ist. Die den h Ringklassen entsprechenden h Werte
J (%) sind dann die Wurzeln einer relativ Abelschen Gleichung h—-ten Grades,
die den Ringklassenkdrper zum imagindr-quadratischen Korper in Bezug auf
den ausgewiihlten Ring liefert.

Um den allgemeinsten Strahlklassenkorper zu bekommen, muff man noch
die absolut—Abelschen Zahlen (Einheitswurzeln) und gewisse Teilwerte der p—
Funktion hinzunehmen, die aus der komplexen Multiplikation der elliptischen
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Funktionen entspringen. Man kann dann ganz allgemein jeden Strahlklassen-
kérper allein durch die Exponentialfunktion und die Teilwerte der o Funktion
des Periodenverhiltnisses v/ —d fiir gewisse Argumente erhalten.
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1.4 Zum Fermatschen Satz. (21.7.1923)

We see that already in 1923, Hasse was applying reciprocity laws to Fermat’s
equation a’ +b* = c'. In particular, he derives the criterion of Wieferich [Wie09]
and Furtwangler [Furl2] from the reciprocity law of ¢-th powers. Later, Hasse
will include this in the second volume of his class field report [Has30b].

21. VII. 23.

Sind a, b, ¢ drei ganze, zu ¢ prime, teilerfremde Zahlen, die der Fermatschen
Gleichung
at +vf=¢t

geniigen, so folgt, dafs die Zahlen aus k¢ (zu ¢ prim):
a+b, a+bC,...a+b"t

sdmtlich /-te Idealpotenzen sind. Jedes Legendresche Symbol nach einem dieser
Moduln mufs identisch 1 sein.

¢\ : N(a+b) -1 _
(a n b) =1 ergibt — = 0 mod. ¢

also
(a+b)1—-1=0 mod ¢2.

¢\ _ -
(a—!—bC) =1 ergibt:
Na+b0) -1

7 =0 mod. ¢

T a 4 40— 1=0 mod 2
also

al + bt

=1 mod ¢?
a+b

d. h. einerseits
d=a+b mod £
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andererseits
a(@*' —1)+b(b*t—1)=0 mod £2.

Es wird sich gleich herausstellen, daf sogar jede der Klammern fiir sich mod
£? verschwinden muf und noch etwas mehr. Es muf nimlich auch jeder der zu
¢ primen Zahlen

a+ b¢t ,
P = ; =1,2,...0—1
Ty U )
mit der Entwicklung:
1 b (1—-¢H=1-u\
i =1- - =1—-uA
L a+b
WO aLer =u, 1 — (% = \; gesetzt ist, /~te Idealpotenz sein.

Ist nun p irgendeine in b aufgehende Primzahl, und f der Grad ihrer Prim-
ideale in k¢, so ist pl =1 mod ¢, ferner

()-G) -

da 7; = 1 — dp mit fiir den Bereich von p ganzem 0 aus k¢ gesetzt werden kann
(a + b ist prim zu b, also p), und

(7))~

ist. Daher folgt nach dem Reziprozitdtsgesetz:

—1 o N
pf Vi

also, wegen u = GL_H) =0 mod ¢,

pf —1=0 mod ¢2

Dies gilt fiir jeden Primteiler von a,b,c. Es gilt somit, wegen f|¢ — 1 speziell

a1 —1 = 0 mod £
bt —1 0 mod ¢2
AT -1 0 mod ¢2
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und da 2 stets in einer der drei Zahlen aufgeht

261 -1 =0 mod #£2 (Furtwéngler, Wieferich).

Der Fermatsche Satz 14t sich zuriickfithren auf folgende
Behauptung: Die Funktion

2 3 -1

u?u u
f(u)—u—F?—l-?—l-”--l-g_l

verschwindet mod. ¢ aufler firuw = 0,1 mod ¢ fiir kein u.

Bildet man némlich das Produkt der ¢ — 1 Einseinheiten ; (die Norm), so
folgt
Y=v1Y2 Ye—1 = (1 — U)\l) e (1 _ U>\€—1)

also
-1 -1
logvy = Zlog% = Zlog(l —u\;)
i=1 i=1
Nun ist
u?\? wfTINEE N
—log(1 — u)\;) = u); + 2Z+...+ E_%l / mod [¢
und beachte
0 = log¢
= log(1—X)
I3\ A1
uN; + YA~ N[ 14 =2 = uX(1+ &)
Y4 Y4
A N AP ,
_UAZ<—2—3 ———— 671 mod[
somit
u? —u U U w1l —y
_1 1— ) = 2 3 . -1
og(1l —uX;) 5 A+ 3 A+ 71 A;
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und ’ beachte S(\Y) = E‘

—log(v)

u?—u vt —u u=t —u
2 3 -1

+ +~-+>£ mod [*

w? Wl ul~! 2
_ @+2+3+m+ﬁdw:ommz

da —log~ rational. Es ist ndmlich
B a’ +b* B ¢ \*
TS arot  \atb
Danun c=a+b mod ¢, ist v die {~te Potenz einer Einseinheit fiir £ und daher
=1 mod ¢2, also sein Logarithmus

logy=0 mod ¢?

Es geniigt also, obige Behauptung zu beweisen (v = 0,1 mod ¢ entspricht a
oder b =0 mod ¢). Man kommt auf diese Form auch ohne Logarithmen so:
Es miifite sein:

e \* a \* b\’
_ (1 oL 0 _ 2
(a b) = (a b) + (a b) =(1-u)f+u" =1 mod/?

also
Y
e\ 1 o\ 0 _
(a+b)€ _ (- Z_u 150 mod /
L= (us (o = uf ol =1
/
_ (5) o () s (5)
_—u+7u _TU + é u
Nun ist .
Q: (f—l)(ﬁ—2)(€—(u—l)) E(_l)v—ll

l 1-2---v v
und somit obiger Ausdruck

uw? W uf~!
:—<u+2+3+~-'+£_1> mod. £

I, 20
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Zum Beweis des Fermatschen Satzes (Fall I) wiirde folgender Gedankengang
von Vorteil sein:

Sind @ = 14+ vA", 3 = 1 + wA* zwei zueinander prime Zahlen aus k¢ , fiir
die h + k = ¢ ist und beide ¢-te Idealpotenzen, so folgt (nach Kummer—Takagi):

1= (g) <6)1 _ C:ﬁ:hS('uw),
«

also konnen nicht beide Zahlen v,w Einheiten fiir [ sein. Nun kann man ei-
nerseits aus den obigen Zahlen ~; eine Reihe /—ter Idealpotenzen multiplikativ
zusammensetzen, z. B. eine Einseinheit zweiten Grades so:

_at+be b
M=% - a+b
1 a+b b 9
Y2 a-+bC? +a+b§2( <)
b 2b b
=1+ ——=A2-)) =1 A— A2
toe N = e A s
Es ist weiter
[ S 1
a+bl2  a+b a+b® a+b
N O\ EPY
 a+b (a+bC2)(a+Db)
= L+27b)\+ _
© a+b  (a+b)?
also
1 2 4% —bla+b)
— = 14—+ A2 4
Y2 a+b (a+0b)?
2b b?
> _ q_ 2
n a+b)\+(a+b)2)\
2 2 2 2
Vi 4b 5 40 —=bla+b) , b 9
—= = 1l ———= X\ AL+ A4
V2 (a+0b)? (a+b)? (a+b)?
= 1- ab )\2+...

(a+0)



Zum Fermatschen Satz. (21.7.1923) 41

(NB. Im Falle II wird dies = 1 mod. A\?, daher nicht verwendbar)
Andererseits hat man als {~te Idealpotenzen die Einheiten von k¢ zur Ver-
fiigung ndmlich

1.) Die Einheitswurzeln ¢ nebst konjugierten

2.) Die Einheiten e; = 2 — = -1 — & — 2 _ ... _ A

3.) Die Einheiten

A
M= =1
Einseinheiten fiir [ sind nur die ersten beiden Kategorien, die letzte erst in der
(£ — 1) ten Potenz. Aus diesen kann man multiplikativ Einseinheiten héheren
Grades zusammensetzen, z. B.

—£ = 1+é+)\j+
- 2" 3
11
2 2
= 14X+ 22 4...
€ + +12 +
¢ = 1-=2X
Ce? = 1_i)\2+...
12

Gelingt es auf diese Weise eine Einheit zu konstruieren, die den Typus 1 —§\¢~3
hat, wo ¢ prim zu [ ist, so kénnte man mit einer entsprechend aus den -; konstru-
ierten Einheit den Fermatschen Satz beweisen. Selbstverstédndlich sind Einheit
des Typus 1 — A2, 1 — A~ unméglich, womit sie nach dem Reziprozititsge-
setz mit ¢, €2¢ zum Widerspruch fithren wiirden. Dagegen liegt auf Grund des
Satzes 155 (S. 438) des Zahlberichts die Moglichkeit nahe, daf auch im beliebigen
Kreiskorper 1 — A3 erreicht werden kann.

I, 22
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1.5 Die Kummerschen logarithmischen Differen-
tialquotienten. (21.7.1923)

Kummer introduced his logarithmic differential quotients for studying cycloto-
mic units, both in connection with reciprocity laws and Fermat’s Last Theorem.
Here, Hasse gives a definition that is more conceptual than the one given in
Hilbert’s Zahlbericht. Later, Hasse studied the Kummer logarithmic differential
quotients in his Crelle paper [Has25c| and compared them with the logarithms
in the sense of Hensel. See also the joint paper of Hasse with Artin [AH25] in
the same volume of Crelle’s Journal. For a modern presentation see the section
on logarithmic derivatives in Washington [Was82| §13.7. See also the entry 3.5
of May, 27, 1934 in Book HI.E

21. VII. 23.

Sei o = ¢(() eine fiir den Bereich von ¢ ganze Zahl des Kreiskorpers k¢ und
a =1 mod I, also ¢(1) = 1 mod. ¢, dann definiert man die logarithmischen
Differentialquotienten £%)(a) fiir v = 1,2,...,£ — 1 folgendermafen:

Man entwickle die ganze rationale Funktion o(z) fiir x = € in eine logarith-
mische Potenzreihe:

(1) log (") = co + _—

1 ) 0—1
ﬁv—i—av +---+7(£71)!v +-

NB. Fiir den Beweis ist es angebracht, mit den rationalen Ausdriicken

20’(@)  2le@e@tre @p@)-r?e (@)

o) ()2 .. zu arbeiten !

Satz: Die Koeffizienten ci,ca,...,co_o sind mod. £ unabhdngig von der spe-
ziellen Wahl von ¢(C), der Koeffizient ¢y ist = 0 mod ¢, der Koeffizient co—1

dndert sich um —|—M , wenn o(C) durch ¥({) ersetzt wird.
Beweis: Dal cg =0 mod £ folgt aus
co = logp(e?) = log (1) = log(1 + kb) =kl +--- .
Ist ferner 1({) eine andere Darstellung fiir «, so gilt
plz) = ¥(@) +g(@) (@ 4t 1)
mit ganzem g(z). Fir = e” folgt:
o i

-1
E—F;ZZ}W]

p(e”) = P(e”) +g(e”)
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Wegen Zf;llz/i =0mod.ffiri=1,.../—2und = —1 mod. £ firi=/¢—1
folgt, daf die Klammer von der Form

v () +(0)

ist, wo (v*) hohere Potenzen und (¢) Vielfache von ¢ andeutet. Die Entwicklun-
gen von p(e”) und 9 (e¥) unterscheiden sich also mod ¢ in ihren Koeffizienten
von 1,v, ... v*~2 nicht, wihrend die Koeffizienten von v*~! so zusammenhingen:

ag—1 =bp_1 4+ g(1) mod. ¢

g(1) ergibt sich fiir x = 1 zu:

e(1) — (1)
7 .
Ist nun dementsprechend
oe’) = T4aw+--+a 07 4 @)+ (0)
P(e®) = 14+bw+--+b 10"+ (05 + (0)
so folgt:
logp(e’) = i (=D [a1v 4+ a0 4 () + (f)]y
v=1 v
logy(e¥) = i (=1 [b1v+ -+ b 4 (0F) + (@]V
v

v=1

Auf die ersten £ — 1 Koeffizienten dieser Entwicklungen kénnen erstens die Glie-
der (v%) keinen Einfluf haben, zweitens aber auch nicht die Glieder (¢), wenn
man jene Koeflizienten nur mod. ¢ betrachtet. Denn man {iberzeugt sich leicht,
daf trotz der Nenner v auch in den spéteren Gliedern der ), durch (¢) nur
Glieder mit durch ¢ teilbarem Koeffizienten erzeugt werden. Wegen des Uber-
einstimmens der aq,...,ap—_o mit den by,...,by_o mod. ¢ stimmen somit die
Koeffizienten von v, v?,... v~2 in beiden Entwicklungen mod. ¢ iiberein. Die
Abweichung in ay_1, by_1 kann sich nur im Glied v = 1 bemerkbar machen, da
sie in spéteren schon auf hohere Potenzen iibertritt. Dieses Glied liefert als

Koeffizient von % :

+ag—1 bzw. +bi_1=4ar_1 — 1
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sodaf also die Behauptung vollstdndig bewiesen ist.

Man nennt nun die Koeffizienten c1,ca, ... cog—2, in die eindeutig mod. ¢
bestimmt sind, die logarithmischen Differentialquotienten (M) (a), ..., 0¢=2)(a).
Den letzten dieser log. Diff. Qu. £~ () muf man durch geeignete Normierung
definieren. Man kann nédmlich zu jedem

a=¢(¢)
eine Darstellung o = ¢ (¢) finden, die der Bedingung
P(1) =1
geniigt, indem man die Funktion
1—p(1)

w(l‘) :Sp(l‘)—F ] (.re_1+x£_2+...+x+1)

nimmt. Dieses (oder jedes andere so beschaffene) ¢ (z) soll zur Normierung (Fest-
legung) von ¢~V (z) benutzt werden, was nach obigem hierdurch eindeutig
moglich ist. Es wird dann nach dem bewiesenen Satz
1—(1
cro1 =0V (a) - # mod. ¢

also
p(1) -1
0
soda auch £~V (a) aus der Reihenentwicklung fiir irgendein ¢(¢) = a ohne
weiteres abgelesen werden kann.
Aus dem Bewiesenen folgt unmittelbar, daf fiir zwei Zahlen «, § mit

a=f mod/
a=0F=1 mod!I

L5 V() = ¢y +

samtliche log. Diff. Qu. bis zum (£ — 2)-ten mod ¢ kongruent sind. Denn die
zugehorigen Funktionen o(z), ¢ (x) unterscheiden sich nur um Vielfache von ¢
und 2! + ... + 2 4+ 1, daR der obige Beweis direkt iibertragen werden kann.
Also:

Satz: Fs ist

(W (o) =0 (B) mod. £, wenn
a =0 mod. ¢ (v=12,...0—2)
(Fir v = ¢ — 1 siehe folgende Seitﬂ.



Kummersche logarithm. Differentialquotienten. (21.7.1923) 45

Ich untersuche ferner, wie sich £(*) () #ndert, wenn die erzeugende Substi-
tution s = (¢ : ¢") auf a angewendet wird. Dann gehort offenbar zu sa die
Funktion ("), die in der Tat fiir = ¢ in ¢(¢"), d.h. das aus a = ¢(¢) durch
s entstehende sa iibergeht. Entwickelt man also zunéchst ¢(e””) nach Potenzen
von vr, so entstehen die logarithmischen Diff. Qu. von « als Koeffizienten der
Potenzen von vr, wiahrend die log. Diff. Qu. von sa die Koeffizienten der Po-
tenzen von v allein sind. Wegen der Ubereinstimmung von (1) fiir o und sa
wird daher:

L™ (sa) = ) (o) mod. £; v=1,2,...,£-1)
Ist ferner a = p(¢), 8 = ¥(¢) so erhilt man die log. Diff. Qu. von a8 durch

Entwicklung von

log p(e”)(e") = log p(e”) +log(e”) .
Berticksichtigt man noch die fiir zwei ganz beliebige rationale Zahlen a,b = 1
mod /¢ giiltige Kongruenz

a—1 b—1 ab-1

(angewendet hier auf (1), (1)), so folgt

LM (aB) = £ (a) + £ (B) mod. £

(v=1,2,....0—1)

Fiir v = ¢ — 1 ist der Satz auf voriger Seitdﬂ oben nicht richtig, da die Nor-

mierungsglieder ‘P(lg ~L und w(lg) ~L fiir &« = 3 mod. ¢ verschieden sein kénnen.
Ist aber dann sogar
a=f mod I’
und benutzt man die normierten Darstellungen:
a = ¢(()
11—
@) = o)+ Dy e
B=v(C) = »)+LAg(C)
_ 1—y(1
Ba) = v+ e
1— (1)

7(14_...4_%5—1)

I, 27
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so unterscheiden sich dieselben nur um Vielfache von £, sodaf die ihnen ent-
sprechenden Koeffizienten von v*~! nach dem obigen Schluf mod. ¢ kongruent
sind. Also gilt:

L8 (o) = ¢ (8) mod. £,

wenn o =03 mod IL.
Hilbert beweist im Zahlbericht, S.414 ff. fiir den (¢ — 1)—ten log. Diff. Quot.:

D (a) = ==L mod. £ (Beweis S. 33%).

Hieraus ergeben sich {ibrigens leicht alle Abweichungen in den entwickelten Sét-
zen fiir /=D (a).
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1.6 Die Takagische Basis fiir den Kreiskorper.
(22.7.1923)

Kummer had proved an {-th power reciprocity law in the cyclotomic field of £-th
roots of unity, for reqular primes £. Furtwdingler had used the theory of Hilbert
class fields for generalizing Kummer’s result to all odd primes, and Takagi had
given another proof [Tak22]. One of the essential ingredients of Takagi’s proof
was to work with a specially constructed basis of the group of units = 1 mod [
in the field. This was new to Hasse since he, following Hensel [Henl6|, had
previously used another basis in order to describe the reciprocity law. In this
entry, Hasse tries to understand the principal properties of Takagi’s basis and
how this leads to an essential simplification of the proof of the explicit formulas
for the reciprocity law (including the so-called second supplement).

22. VII. 23.
Um eine Basisdarstellung fiir die Nichtreste mod [‘*! im Kreiskorper zu
finden, die sich dem Reziprozitédtsgesetz einfach anpaft, geht Takagi so vor:
An die Basiszahlen k1, ko, ..., k¢, sodak fiir jedes @« = 1 mod. [ im Kreiskor-
per gilt:
o= KRG mgrel (1),

werden folgende beiden Forderungen gestellt:

(1) Ke = 1—X% mod @1
(2) k™ = 1 mod [“H!

a

Die erste Forderung ist im Henselschen Sinne hinreichend dafiir, daf die &,
eine Basis fiir k(l) bilden, die zweite zielt auf die beabsichtigte Anwendung auf
das Reziprozititsgesetz hin; s bedeutet die erzeugende Substitution ¢ : (" des
Kreiskorpers. x5~"" verwandelt natiirlich k, in eine Einseinheit hoheren Grades,
denn es ist

kS =skq=1—(s\) =1—-7r\* mod [*F!
K =1-1r°\* mod @+

weil sA =1—¢" =A== = A1+ + (") =7 mod 2 ist. Gefordert wird
also, daf die spéteren Glieder in r, so gewihlt werden, dak sie durch 3" bis
A’ herausfallen.
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Die gestellten Forderungen werden befriedigt durch folgende Basis:

K1 == § =1-A
Ky = (1 o )\a)fra(sfl)(sfr)..‘(sfrrfl)(sfrr+1)...(sfr272)
flira=2,3,...0—2
(auch fiir a = 1)
)\l
Keo1 = 1+0=1-X"" 5+
Ry = 1— )\Z.

Die Forderung (1) ist fiir k1, k¢—1, k¢ ersichtlich erfiillt, fiir die tibrigen &,
bedenke man, daf s angewendet auf A\ nach dem Modul [**! nichts anderes
bedeutet, als den Ubergang zu r*\*. Es wird somi

a =11

ke = (1=X")"" 577 lizpa = (1 — )\a)_ra(e_l)ra(eiz) mod [@+!

= (1= =1-X mod ¢!,

Die Forderung (2) ist fiir k; wegen ¢*" = 1 erfiillt, fiir xy_; ebenso, fiir sy
wegen

1—rfNf
KZ_TZ = 1_7::[” =1 mod I“t1.

Fiir die {ibrigen k, wird:

KT = (LAY D = (1A T =1 mod (41!

a

Fiir die so gewéhlte Basis beweist Takagi dann leicht folgende Reziprozitats-
gesetze:

Ist o = Kill...ﬁzfgee ([)
Bo= KR (D)

(a, /6)_1 _ <a> (ﬂ) -1 _ C_Zﬁ;llaea,ez,a_
[ B/ \a

*) Vielfache von ¢ im Exponenten diirfen mod £+! weggelassen werden !

so ist:
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In meinem Sinne ist also die den mittleren Basiszahlen k1,...,k¢_1 zuge-
ordnete Matrix fiir (“22) (a Zeile, b Spalte):

K’l K/Q e e “ e “ e 5272 /43471
K1 0 0 0 1

Ka 0 2 0

Keg—2 0 -2 .- :
R I ) 0

Fiir den zweiten Ergénzungssatz folgt aus der natiirlichen Basisdarstellung

a=(1-N"(1-A)%=...(1- el (1)

-

In den Exponenten der x,-Basis findet man auf Grund der Eigenschaft (2) der

Basis leicht:
Y4
[ R
()~

Dann wird (%) in den e, durch \*~! = /e ausgerechnet. Dazu sind die Expo-
nenten von € = # bei der x,—Darstellung anzugeben. Hierfiir gilt nun ein
allgemeines Prinzip, das die x,—Basis mit den log. Diff. Quot. in Verbindung

bringt.

das Gesetz:

Die Exponenten e, der k,—Basis sind ndmlich im wesentlichen die log. Diff.
Quot. Es ist ndmlich einerseits:
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C(kS) =4, (k") mod. £ (v=1,2,...0—1)
weil kS =KL mod [FH! andererseits
0,(R2) = 170, (Kq) nach S. 26%]
Ferner £,(k7") = 7%, (kq) nach S. 271
I, 31 also

Ly (Kq) =17 0, (Kq) mod. ¢ v=1,2,...L-1)
sodafs fiir a # v folgt
l,(kg) =0 mod. £; (a#v)
Fiir a = v folgt
la(tia) = la(1 — AT)~T" (5= D= (5= ) (a=r ) (amr2)
Wegen £, (a®) = r®,(a) mod. ¢ folgt, daf
lo(aF®)) = F(r*) ,(a) mod. ¢

also
-1 _ 1
lbo(ke) = —1r% ——— lo(1— A7)

— ra
S r s=r*

= Lo(1 =A%) mod. (a=1,2,...£—2)
Schliefslich ist £4(1 — A%) so zu finden:

1-X=1-(1-¢)°

Funktion:
p(”) = 1-(1-)"
o0
. 1 — ()
log (1) = —Z( ” )
v=1
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also

v=1 p= K
o d*(log (")) L el AW
I P 2 2 v

Die ZZV:O ist die av—te Differenz der Reihe 0%,1%,2%, ... also 0 falls av > a,
d.h. v > 1. Fiir v = 1 ist diese Differenz bekanntlich (—1)®a!. Daher wird

Ly(1 =A%) = (=1)"ta! mod. ¢ (a=1,2,...0-1),
da (1) =1 ist.
Wir beweisen jedoch eigentlich a = ¢ — 1, was £p_1(1 = X" =4, (1+4) =1

ergibt, nicht, da wir mit der Normdarstellung (S.2@ auskommen. Letztere
gibt in diesem Falle natiirlich ebenfalls

1—n(l-=X"1Y 1-n(1+2)

7 = 7 =1 mod/
Wir haben nunmehr gewonnen:
b (ke) = 0 mod. ¢ fir v#a
ly(ke) = (=1)%'a! mod.£ fir v=a
(a,v=1,2,...£—1)
Bilden wir also in
(3) a=k{RS? .. K, mod 4

beiderseits die logarithmischen Diff. Quotienten, so folgt:
(4) () = e, by (k) = e, (=1)" 1w mod £.
(v=1,2,...£-1)

Ubrigens lift sich hieraus die Hilbertsche Normformel (S. QSEI) beweisen. Man
findet némlich leicht:

n(ke) = 1 mod? fir a=1,2,...0—2
n(ke—1) 1—¢ mod /%

I, 32
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Letzteres ist wegen k,_1 = 1 + ¢ klar. Ersteres folgt aus:

Ky = (1 7 )\a)77‘“’(571)...(SfTa_1)(877‘""*—1)..‘(8771_2)

wegen
g gl—2 ) (s—r2).. (s—rt—2
n(ke) = rKLT* S = gl o g (L

(1-— )\“)(Sg_l)g(s) =1 mod [‘!

also
n(ke) =1 mod £2.

Bildet man also in beiderseits die Norm, so wird
n(a)=(1—-0)%1=1-"Le,_; mod (*
d.h.ep_; = 1_%@ mod. ¢
Andererseits war
3571(04) = €r-1 elfl(/wfl) =e¢—1 mod. £,

da man ja die Behauptung fiir o1 (k¢—1) speziell, wie oben gezeigt, leicht nach-
rechnen kann. Somit

lor(a) =2

—7n(0z) mod. ¢ w.z. b.w.

14

Setzt man die gefundenen Werte fiir die ¢, (k) in das Reziprozititsgesetz
S. Qqﬂ unten ein, so wird

—1 -1 —1 £—a—1
_ _1na (=1) Lo—a(B)
a’ﬁ — @ ﬁ :C—Zﬁzlﬂl( = al fale). (pa)!e
[ 6) \a

Nun ist (é) = al (Zeia)! =L a! (Zfla)! +--

andererseits (2) =/ (471)1.:.2?:?—1) =t (71310’_1

(=1)* mod. ¢

1 a I
somit m =

Damit wird obige Formel

(M) - <0‘> (5)1 S S A ODSE)
[ B) \a

(siche Zahlbericht, S.413).
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Ich berechne nunmehr die zu

)\671
- ;
gehorigen Exponenten. Dazu schreibe ich ¢ so:
_ 1= 1—¢ 1—¢ 1—¢ -1
(+e) = =5 - 255 - 35S o (-DEEe - oy
= €1 . 135 . g3 - Er—1 . b
WO €1,...,6¢-1 =1 mod [und b =1 mod ¢ ist. Daher wird:

b(+e)=1l,(e1) + bu(e2) -+ £y (g¢—1) mod. £
y=1,2,... -2

(Fiir £ — 1 wiirde b noch ein Zusatzglied erzeugen, jedoch ist einfach

1— 1-4
ly_q1(+e) = 72(+E) = ;Z ~ =0 mod. ¢,

sodaft v = £ — 1 ausgeschlossen werden kann. Nun gehdrt zu e, = a 11:51 die
Funktion

» 1—e"
Pale )_al—e‘“’
v_1 av _ 1
log pa(€"”) = log - —log < :
v av

wo die Nenner v wegen der Einzelkonvergenz beider Reihen in der Umgebung
von v = 0 angebracht sind. Ferner ist wie man aus

o0

B,vY vev

Bv __ v _

€ - Z vl ev—1
v=0
leicht durch Integration findet:
e’ —1 . B, v
log = — —
v vl vl
v=1

Dabei bedeuten die B, die Bernoullischen Zahlen:

1

1 1
Bi==,By==, B3=0, By=——, ---
1 27 2 67 3 07 4 307
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Somit wird
y /B, v B, a"v”
log pa(e )—+; (VV! R )
also B
Ly (gq) = 7”(1 —a”) mod. ¢
und
g !
l, = 1—a” d.?
(+€) o ;( a”) mo
=—" mod./
v
weil v # ¢ — 1 angenommen wird.
Somit wird nach (4) S.32%] der Exponent e, von e:
-1)” B,
el,5< ') — mod ¢ (v=1,2,...4-2)
vl v

)‘Z_l 22 By 7 ';[}33: ?
e=— 7 =Ky RSV RGM He(:B)( ' mod [

da die B, fiir ungerades v aufser By verschwinden.
Wird also

f(8)=(s—=7)(s =71 (s — 7“4) (s — r£_5)

gesetzt, so ist

n{(s) = mg(s) = Iii(s) =...= Kﬁsg =1 mod I‘!
wegen (2) S. 28] Ferner ist offenbar
593) =1—f(r=HA3 mod 12

Also wird

By 3
C—3).((—3)

Fr=3HA3 mod (F2,
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Hiermit ist entsprechend dem Programm von S. 225 eine Einheit gefunden, die
fiir By_3 # 0 mod. £ den Typus 1 — tA*~3 hat (f(re_?’) ist Z 0 mod. E). Damit
ist der Fermatsche Satz (nur Fall I) fir alle Exponenten £ bewiesen, fir die
By_3 zu £ prim ist.

Der Ergénzungssatz fiir (%) erfordert noch die Bestimmung von (g) Sei
€ C
G-
e’
A AN
—_ g —_ —_ g ee—c¢
(-0 € -

Um ¢ durch die Exponenten e; von a in auszudriicken, verwenden wir das
allgem. Reziprozitiatsgesetz S. 2@ unten:

<E) = (- Ti eSS o

(&%

Dann folgt:

also

und somit

-3
(A) = Cee + % % + Zyil %BK—QV
(8%

fiir o=KL REEE (D).
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1.7 Literatur zum Fermatschen Satz. (23.7.1923)

Hasse collects references for Fermat’s Last Theorem.

I, 38
23. VII. 23.

(Nach A.Faik, Taschenbuch f. Math. u. Phys. 1913)

1.) Elementare Diskussionen, ziemlich vollstindig bei

Lind, Cantors Abhandl. z. Gesch. d. math. Wiss., Heft XX VI, ,
Teubner, 1910

2.) Systematische Darstellung,

Bachmann, Additive Zahlenth., Teubner 1910
S.433 ff.

3.) Wieferich, Journ. f. Mathem. 136, 1909, S. 293-302
2Pl =1 mod p?

Journ. f. Math. 128, 1905, S. 4568
4.) Mirimanoff, L’ensign. Math. 1909, 15. November
Journ. f. Math. 139, 1911, S. 309

Kriterien der Art: ;(t) =t — 217142 4+ 37143 — ... — (p— 1)1~ 1¢p— 1L
Dann muft By; ¢p—2,(t) =0 mod p sein
—z Y
(t= = g,.00)
wenn xP 4+ yP + 2P =0.

Comptes rendus 1910, 24. Januar:

31 =1 mod p?

5.) Frobenius, Berl. Ak. Ber. 1909, 2. Dez. S.1222 ff. (J.f. Math. 137)

Einfachere Herleitung von 2#~' =1 mod p?
ebenda 1910, 27. Febr., S. 200 ff.
Einfachere Herleitung der Mirimanoffschen Res[ultate].

I, 39 6.) Zur allgemeinen Orientierung (Ausnahmezahlen, Kummers Leistung):
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Hensel, Festschr. zur Feier d. 100. Geb. Ed. Kummers, Teubner 1910.

7.) Kummer: Crelle 40, S.93-138
Beweis fiir reguldren Kreiskorper.

ebenso: Journ. d. math., 16, 1851, S. 488

Ferner: Abhandl. d. Kgl. Ak. d.Wiss. Berlin, 1857, S.43-74

(desgl. Monatsber. S.275)
weitere Resultate, falls Klassenzahl genau durch p teil-

bar.
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1.8 Die Klassenzahl des Kreiskorpers k(¢).

(25.7.1923)

Hasse studies the analytic class number formula for the £-th cyclotomic number
field following Kummer and Hilbert. (¢ is an odd prime number.) Eventually he
observes that everything can be extended to abelian number fields; for this see

the next entry of July 29, 1923.5

I, 40
(nach Kummer, Hilbert)

Grundformel:
Ck(s) = C(s)Lo(s)L1(8) ... Le—a(s)
wobei  (x(s) — Kreiskorper
((s) — rationaler Korper

Lo(s),... Ly_o(s) die £ — 1 L-Reihen nach dem Modul /.

Ferner: T
R 2" 'q"
lim(s — 1 s)=hg=h-—-
lim(s —1)Ck(s) = hg w TV
Hier
w o= 20; (£1,£¢,+C3 . £
F1 o= mamm0r il
r = T ro = B = B) =T9
|d‘ _ 5572

Also wegen 11£I11<8 —1)¢(s) =1:

2w 15
h=2 " Lo(1)...Le_(1).
R (o) o(1) e—1(1)

Bezeichnungen: r  primitive Wurzel mod. ¢
o primitive (£ — 1)-te Einheitswurzel

Charaktere: xi(n) = otindn

Li(1) = Z/ xiln)

n

25. VIIL. 23.
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oo
= /e_"tdt
0

L;(1) :/lei(n)efmdt
0 n

n =v+kl, 1/:12,...6—1
-1

Ly(1) /sz e~ (RO g I, 41

Substitution:

3=

°°£1

1
—l/t . _ -t
/ E XZ 67& dt7 r=e

0

1
/ZV 1X’L .’,U:/ fz(x) dj
1—3:4 x 1—2t 2
0

wenn f;(x) = Zi;ll Xi(v)z” gesetzt wird.
Partialbruchzerlegung:

x({l(_w)xe) - *% ; xszCz’)f (nach elementaren Regeln)
fi(cy) _ Qzlnduckl/ _ ZQ’WCkT o Q C )
v=1

(Lagrangesche Resolvente).
1

L) =3 (¢ [ -

k=1 4
o

(\
,_.

= 3 (6,6 tos(1 — ¢*) — Tog(~¢")]

k=1

wobei beidesmal derselbe Zweig des log zu nehmen ist. Ich setze den Zweig mit
imagindrem Teil zwischen +mi fest.
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Die Resolventen (o, ¢¥) geniigen folgendem Gesetz:
(0", ¢y = 0740, ¢7) (Ableitung elementar)

Wird also iiber r® statt & summiert, so wird:

£—=2
L) = 3 300 ¢)[lo(l —¢") ~ loa(~¢")]
1a740 - | a a
=~ (00X (o7 [log(1 = ¢"") — log(~¢"")]
a=0

Die Diskussion mufs notwendig die beiden Fille eines ungeraden und geraden i
von hier an trennen.

1.) i ungerade
Dann ist o~ i@+ 5 = —p—ia
also

L(1) = 22,0 3 o [{ o1 = ™) ~ log(1 7))
a=0

— {log(~¢"") —log(=¢ ")}
at 51 a
dajac¢™ * =(" ist.

Die reellen Teile der beiden in [ | stehenden Differenzen { }, { } sind beides-
mal 0, da die Argumente der Logarithmen paarweise konjugiert komplex sind.
Die imaginéren Teile der einzelnen Logarithmen sind stets eindeutig durch die
Forderung —mi ... + mi bestimmt. Der Wert von { } ist ferner beidesmal das
doppelte des imagindren Teils des ersten Gliedes von { } (konjugiert komplexe
Zahlen). Bezeichnet nun g, den kleinsten positiven Rest von 7%, so lehrt eine
elementare Diskussion (am besten geometrisch), dafs

%(log(l — CTQ)) = — (g — Fga

)i:%l

ist, in welchen ,Quadranten“ auch % fallen mag. Ebenso

I (log(—¢"™)) = — (7r - 27") i =3y
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Also
[]=2(S1—92)
iy
—_ . 2 .
7 (£ = 294)
und daher

L) = —5(e" 0> 07 T (0~ 200)
a=0

Dogao T Y (E—g, 1)

-3 =
o, - —ia - —ia
=—€2(9‘,C){—Zga9 +> (L—ga)o
a=0 =

. -2
T, Cia da g, +g, =1 =14
= +€72(Q 7<) 9a 0 ) { ‘ 2 a—t=1 mod. ¢

wegen r®=—r%" "z

also schliefslich:

. -1
L;(1) = Z—;(Qi7 Q) Z no~tind:n fiir ungerades 1.
n=1

Abgebrochen, da sich die Klassenzahl nach derselben Methode ganz allge-
mein fiir jeden absolut Abelschen Korper bestimmen 1aft.
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1.9 Die Klassenzahl absolut Abelscher Korper.
(29.7.1923)

In Part a) Hasse starts investigating the functional equation of L-series in the
abelian case. As a tool he considers the polynomials Y x(v)x¥ for Dirichlet
characters x, these are nowadays called Fekete polynomials. In fact they have
their origins in the evaluation of Dirichlet’s class number formula. Part b) is
dedicated to an investigation of discriminants via functional equations of zeta
functions and L-series, an idea going back to Hecke. Finally, Part c) gives the
application to the class number formula for real and complex abelian extensions
of the rationals. Special cases are quadratic fields and cyclotomic fields. Hasse
reports that he follows Artin in this treatment. We see that this entry is another
outcome of Artin’s visit to Hasse in July 1923. We note that earlier, on July 9,
1923 Artin had briefly informed Hasse about his newly found L-functions for
Galois characters [FRO§|. In the treatment of those new functions he had to fall
back on the classical Dirichlet L-functions (on that occasion he conjectured his
new reciprocity law). The functional equation for those implied the validity of
the functional equation for Artin’s new L-functions and thus their behavior on
the complex plane. It appears that Artin had explained Hasse the details and
thereby also the proof of the functional equation for the classical Dirichlet L-
functions. In Hasse’s class field report [Has26a] he presents Parts a) and b)
essentially as given here, but without giving a detailed proof of the functional
equation of L-series. Later, Hasse has given a systematic and detailed treatment
of the arithmetic structure of the class number formulas in his book [Has52].

(Nach Dr. Artin) 29. VII. 23.

a.) Die Funktionalgleichung der L—Reihen.

Sei x ein eigentlicher Charakter nach dem Fiihrer f. Dann betrachten wir

die Summen:
f

Oz, x) = > x(v)z”
v=1

27i

Satz 1. Fir (u, f) > 1 ist ®(e*,x) = 0, wenn ¢ = e f
Einheitswurzel ist.

die primitive f-te
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Beweis: Sei (u, f) =a > 1und f = afy. Ist dann r eine beliebige, zu f prime

Zahl=1 mod fy, so ist
gVHT — gVh

da
evi(r=1) — cvukfo

wegen p = afig einen durch afy = f teilbaren Exponenten hat, also 1 ist. Daher
ist

f
Ot x) = Y x(W)et = x(v)e

Nun durchlduft vr mit v ein primes Restsystem mod f, wihrend fiir (v, f) > 1
(wo x(v) =0) auch (vr, f) > 1 ist und umgekehrt. Daher ist

f f
B x) = x(r7) D xwr)e = x0T Y x(w)e”

Wenn also ®(e#, x) # 0, so folgte:

x(r) =1

fiir jedes zu f prime r =1 mod fy, also

x(v1) = x(v2)

fiir irgendzwei vy = v, mod fy, die prim zu f sind. Dann wére aber y schon
mod fy definierbar, also uneigentlich. Also ist ®(e*, x) =0, w.z.b. w.

Satz 2. Fir (u, f) = 1 ist ®(eH, x) = X(u)P(e, x), wo X den konjugiert kom-
plexen Charakter bezeichnet. Wegen Satz 1 gilt also diese Formel fiir jedes p.

Beweis: Ist (u, f) =1, so ist

f !
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nach einer ebensolchen Uberlegung, wie a. v. SE| unten.

Wir betrachten nun die Summen:

Aus
. S T 2KV 1 [ m+217}~u _st_zm}h—,u}
sin [ = + — =_— e —
2T )T T 90 c
folgt:
1 i & 1 e
S, = 7€ " VE:1x(1/)€ —5¢ VE:1X(V)E
1 ime & 1 ine !
— _ b) RV T = P _1 RV
5;¢ V:lx(V)E 5;¢ = Xl );le(V)E
L[ xne e )
= — ez —x(-1e e,
% X X

Je nachdem nun x(—1) = +1 oder —1 ist, wird nach Satz 2:

S, =sin %Sy(n)@(g, X)

1
bzw. S, = = cos %X(H)Q)(ax).
i

Es gilt also:

3 X inZ: fir yx(-1)=
(1) > x(@)sin <5+2w)”— {i(ﬁ)@(amm y fir x(=1)=+1

(H)@COS%S fir x(-1)=-1

Die entwickelten Formeln finden Anwendung bei Herleitung der Funktio-
nalgleichung der L-Reihen im rationalen Korper nach dem Fiihrer f. Ist x ein
eigentlicher Charakter mod. f so ist die zu ihm gehorige L-Reihe definiert durch

) f 00 1 f
=> x> wrmpr D o xW)Gu(s),

v= m=0 v=1

n

@ Ly =Y A



Klassenzahl Abelscher Korper. (29.7.1923) 65

wobel

1 N
(V(S):Zm fur U:1,2,...f

m=0
gesetzt ist.

L'(s)

Vermége =2 = [ e "5 dt; (0> 1) (R(s) =o0).

wird

F(S)CV(S) = Z /e—(l/+mf)fts—1 dt
0

m=0

m=0

o0 53
/e—ytts—l Z e—mft dt
0

da wegen der gleichméfigen Konvergenz der Z;’::O mit vorstehendem Faktor
fiir £ 2 0 Summation und Integration vertauscht werden darf. Es wird somit
o0

M) = [ ot (o)

1—et
0
Dabei ist ¢t~ = e(s= D& mit einer solchen ein— fiir allemal getroffenen Nor-
mierung von lg ¢, daf 1gt fiir reelle ¢ reell ist. Zur Verwandlung in ein Schleifen-
integral denkt man die ¢ Ebene langs der positiv reellen Achse aufgeschnitten
und den imaginéren Teil von lg¢ zwischen 0 und 27 festgesetzt. Dann wird das
Schleifenintegral

P,(s) = / Lﬂtts—ldt

1—e Tt
=
0 eVt . by e vt
_ / = 6(871)[1Ogt+27”]dt +/ = e(sfl)lgtdt’
oo 0

da das Integral um einen kleinen, den Nullpunkt umschlieffenden Kreis fiir
o > 1 gegen Null konvergiert (Zihler O(|t\"’1), Nenner O(|t|), also Integrand
O(]t|7~2) sodaf

/ Ot ?)=0(|t]” ") =o(1)  fiir o>1):
)

I, 47
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Somit wird
271'23 s—1
bls) = /1_6 Lt
0
(3) ¥, (s) = —2ie™* sin s ¢, (s)T'(s)

Da ,(s) durch seine Schleifenintegraldarstellung als ganze Funktion erkannt
wird, wird hierdurch auch (,(s) iiber die ganze s—Ebene fortgesetzt. ¢, (s) ist
nur dort singulér, wo sinws T'(s) = 0, also einzig und allein fiir s = 1, da fiir s =

. ¥, (s) ebenfalls von der 1. Ordnung verschwindet. Das Schleifenintegral
¥, (s) wird nun durch Deformation des Weges ausgewertet, indem die Schleife
um den Nullpunkt nach oben und unten iiber alle Pole 1. Ordnung t = :I:QWT““
auf der imagindren Achse hinweggezogen wird.

Daraus ist ersichtlich, daf das Schleifen-
integral gleich wird dem deformierten
| N Schleifenintegral + Summe der Residu-
S en X 2mi der iiberschrittenen Pole (+ Zei-
chen wegen des Umlaufsinnes).

Dieser Prozeft darf langs der imagindren Achse bis zum Punkte +ioco fortgesetzt
werden, denn auf den Parallelen im Abstand +1 zur imagindren Achse wird
der Integrand

——1+iT) =0 (T

strebt also gleichméfig zu Null, wenn T = $(¢) — oo, und fiir o < 0 so, daf
das Integral langs dieser Geraden konvergiert.
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Bild vom Nordpol . .
der t — Kugel Da der deformierte Weg auf seiner

/\ anderen Seite keine Singularitéten
/ }m des Integranden mehr umschlieft,
! ist das deformierte Integral Null,
I . soda® nur noch die Summe der Re-

= siduen x27i {ibrig bleibt. Nun ist
\ 7 das Residuum von H%ft im Pol
: t= —27}?k gleich

t_27rik: 1
=2k 1 —e f

Somit wird das Residuum des Integranden % st

1 _2mike (27‘(’”(5
Ty = —e f

s—1 1
—kv Ns—17,s—1
= —¢ 271 k
) fe (2mi)

f f
also fiir o < 0:
+OO/ 1
’l/)u(s) - Z (27T'L‘)SF€7]€V]€871
k=—oc0
271\ ° )
— (;T‘Z Z(g—kl/ +e7rz(s—l)€kl/)ks—1
k=1
2m\° s — —kv mis _kvyp.s—1
= 7 ez Z(e — ™™k

k=1

27\ s mis 2k
= (W> e2ez —2isin <S—|—V>7r-k51
f Pt 2 f
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Aus folgt also, zunéchst fiir o < 0, also wegen der Fortsetzbarkeit von ¢, (s)
allgemein fiir alle s:

W st - () Zs (5+2)aa-s

Diese Funktionalgleichung wird nunmehr zur Aufstellung einer Funktionalglei-
chung fiir die L(s, x) verwendet. Nach , ist:

sin s T(s) L(s, x) = (2;) zf: (11— s) zfjx(y) sin (; 4 2;") 7r

y,:l v=1

Es wird somit nach :

sinms D(s)L(s, x) = ( )ZCM

{sin2 - P(e,x) fir x(-1)=+1

cos &7 - L(i’X) nox(=1)=-1

d. h. nach leichter Umrechnung, wenn von jetzt an die beiden Falle x(—1) = +1
bezw. —1 stets durch A.) B.) unterschieden werden:

GA)  Ll-sp) - 22l
(27") (e, x)
2sin Z2T'(s)

(5B.) L(1-s,X) i(%)SQ(I)()L(s,X).
o & X

L(s,x),

Aus (5A.), (5B.) geht durch die Substitution s : 1 — s unter Berlicksichtigung
von

T
I(s)T'(1—s) = g
und
cos M = sin T
2 2
m(l —s) TS
sin ————~ = cos —
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hervor:
6A) L0 -ax)= 2 EIEREN gy
7 (%)
(6B.) L —s5) = —i 25 TEE0 oy

(%)

Durch Vergleich von (5.) und (6.) ergibt sich sofort

(TA.) (e, X)®(e,x) =
_ also @(s,x)@(s,y) = X(_l)f
(7B.) (e, X)2(e,x) = —f
Nun ist das konjugiert komplexe I, 51

(I)(€7X) = ¢(8_17Y) = Y(_l) (b(é-?Y) = X(_l) (I)(;;’Y)

nach Satz 2, also

(I)(€7X) . (I)(€>X) = f
und somit
(8) (e, x)| = VF

Es sei nun im folgenden /x stets positiv, wenn z positiv, positiv imaginir, wenn
x negativ. Wird dann

. _ %X

(8a.) n(x) )

gesetzt, so ist wegen zunéchst

(9) In(x)| =1,

ferner
W _ X(—]_)(I)(E,y) _ (P(E»Y)

x(DVX(EDf Vx(=Df

i = X

x(=1)f
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da im ersten Falle das konjugierte zu +/x(—1)f fir x(—1) = 41 ungeéndert,
fiir x(—1) = —1 entgegengesetzt gleich wird. Es gilt somit:

(10) 1(x) = n(x)

Schreibt man also (6 A.), (6 B.) in der Form:

L= 50 = o5 { i T PR e,

(worin nach friiher Festsetzung f~2 = # positiv ist), sodafs also:

®(e,x)
" . v (G} =n(x)
Ple,x)  P(ex) x(=1)f

B.) ) = S =T

ist, so erhélt man die Funktionalgleichung:

2
(2m
2
(2m)®

(LAY L0 = 5:%) = 5 1008 c0s - T(5) L5 X)

(11.B.) L(1—s,x) =

n(x)f*~F sin - T(s)L(s,X)

Darin hat 7n(z) nach @D den absoluten Betrag 1 und geniigt der Relation ,
die nunmehr unmittelbar in Evidenz setzt, dat (11.) bei s : 1 — s und x : X in
sich {ibergeht, denn es folgt ja aus (10)),(11.)

ﬁ =n(x) =n(x)-
Die Funktionalgleichung (11.) gestattet natiirlich den analytischen Charakter
der L-Reihen zu diskutieren. Man findet wegen L(s,x) # 0 fir o > 0, I'(s) #
0, daR die L-Reihen A.) fiir s = 0, —2, —4, ... die L-Reihen B.) fir s =
—1, =3, =5, ... verschwinden, und zwar von erster Ordnung. Bekanntlich ist
aufer fiir den Hauptcharakter, wo die (~Funktion vorliegt, L(1, x) endlich # 0.
Die sdmtlichen L-Reihen aufer {(s) sind also ganze transzendente Funktionen,
die aufler den vorgegebenen trivialen Nullstellen nur solche im Streifen 0 < o < 1
haben (Man kann beweisen: L(s, x) # 0 fiir 0 = 1).
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b.) Die Diskriminante Abelscher Kérper.

Aus dem Vergleich der gefundenen Funktionalgleichung der L-Reihen mit der
Heckeschen Funktionalgleichung der (—Funktion des betr. algebraischen Korpers
ergibt sich eine Reihe wichtiger Tatsachen.

Zunachst gilt die Grundformel:

(12) Crel(s) = [T Ls,0)

wobei K irgendeinen absolut Abelschen Koérper bedeutet, und x alle Charak-
tere der Restklassengruppe im rationalen Grundkorper durchlduft, nach der K
Klassenkorper ist, und zwar jedesmal die eigentlichen Charaktere.

Es sei nun m der Fiihrer dieser Restklassengruppe, also K Unterkdrper des
zur Gruppe ,= 1 mod m, total positiv* gehorigen Kreiskorpers der m—ten Ein-
heitswurzeln (m ist als Fiithrer natiirlich stets entweder ungerade oder durch 4
teilbar). Ferner sei n der Grad von K, und es mdgen existieren:

ny Charaktere : x(-1) = +1
N I :ox(-1) = -1

also
ny+ne=mn

Aus (12)), (11.) ergibt sich dann:

1= = (e ) TIn0 [T G0) ™
(cos %)nl (sin g)m (T'(s))" ¢k (s)

Die Heckesche Funktionalgleichung fiir (k(s) lautet (Landau, Analytische Ide-
altheorie, S.75):

(x(l—3s)= ((Qi)s)n N (cos g)ﬁwz (sin %)Q (T(s))"Cx (s)

Daraus folgt durch Vergleichung sukzessive:

(NI

(13> {n1:7‘1—|—7‘2,

Ng =72,
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Aus folgt, da K Galoissch ist, wenn A.) und B.) jetzt den Fall eines reellen
bzw. imagindren K unterscheiden:

(16A.) {”ig (16B.) {"1:

N2 ng =

INEANE]

wo ferner allgemein sgn. A = (—1)" ist (aus der Darstellung als Differenzenpro-
dukt leicht zu entnehmen), folgt aus ((14):

(17A)  A=T]f) (17B) A= [[rf00-

Aus (15.) schlieRlich folgt nach (8a.):

(18) [[2eEx) =i=VA]

Ist speziell x ein reeller Charakter vom Fiihrer f, so gehort zu ihm ein quadra-
tischer Unterkorper, durch die Forderung x(v) = 1 wird némlich eine bestimm-
te Untergruppe vom Fiihrer f definiert (Definition des Fiihrers eines Charak-

ters), die wegen x(v?) = (X(l/))2 = 1 vom Index 2 ist. Zu dieser Untergruppe
als Hauptklasse, ihrer Nebengruppe als Nebenklasse gehort ein quadratischer
Klassenkorper. Die Charaktere der neuen Klasseneinteilung sind x((v) = 1
(Hauptcharakter) x}(v) = +1 oder —1, je nachdem x(v) = +1 oder —1, d.h.
X1 (v) = x(v) . Die Diskriminante d des so entstehenden quadratischen Kérpers
ist nach
|d| =,
weil der Hauptcharakter den Fiihrer 1, der andere mit x identische den Fiihrer

f hat. Das Vorzeichen von d ergibt sich, indem die vorstehenden Betrachtungen
auf unseren quadr. Korper angewandt werden:
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Ist x(—1) = +1, so ist n; = 2, no = 0, also der Korper reell:

d=f.
Ist dagegen x(—1) = —1, so ist ny = 1, ny = 1, also der Korper imaginir
und
d= _f7
stets also
d=x(-1)f.

Daher folgt, weil fiir den Hauptcharakter f =1, also ®(g,x) =1, n(xo) = 1 ist,
und somit nach fir den anderen Charakter

ist,

D(e,x) = Vd

womit das Vorzeichen der Gaussschen Summen fiir reelle Charaktere bestimmt
ist.

c.) Die Klassenzahl Abelscher Kérper.

Fiir die Bestimmung der Klassenzahl muf das Residuum von (g (s) fir s = 1
bestimmt werden. Es ist nach (12)):

}913%(3 —1)Ck(s) = ES}(S —1) I;IL(S:X) )

d.h. da zum Hauptcharakter die Funktion {(s) mit dem Residuum 1 gehort:
!/
lim(s — 1) (s) = H L(1,x),

wo das Produkt iiber alle Nichthauptcharaktere zu erstrecken ist. Nun ist fiir
einen Nichthauptcharakter x vom Fiihrer f:

oo f
L= S Y
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oder mittels

I, 57 da wegen der gleichméfigen Konvergenz von

f )
PIEEODIE
v=1 m=0
fiir 0 < o <1, (es ist 21{21 x(v) = 0), gliedweise integriert werden darf. Also

wird (siehe S. 44%)):
1
®(z,x) dr
L =- [ B
0

-1 x

Die Zerlegung des Integranden in Partialbriiche nach der fiir ,yerschiedene Nen-
nerfaktoren” giiltigen Identitét:

g(x) _ g(x) N glaw) 1
flx) (r—a1)...(x —ay) ;f’(al,) T —a,

(wenn g(z) von niedrigerem Grad als f(z))

ergibt hier:

O, x) _ o (x, x) oy 1
x(xffl)_x(xfl)(:cfs)~~(x75f*1)_Vz::o f x—e

Da ®(0, x) = 0 ist. Das Glied mit v = 0 wird wegen ®(1, x) = Zle x(v) =0
ebenfalls 0. Daher gilt:

~

L1
O(e”,x) dx
L= [ R S
o v=1

N
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oder nach Satz 2

Nun setzen wir

x=¢e"(l—y), also z—¢c"=-¢€"y
de = —c"dy

r=0 — y=1

r=1 — y=1—-¢e7"

Dann wird:
1 1—e~¥

d d
[ = [ o)
T —¢ Yy

0 1

wo der log hier, wie im folgenden stets den Hauptwert bezeichnet, denn das
1

urspriinglich geradlinig zu erstreckende Integral f geht durch die lineare Trans-
0

1—e™¥

formation wieder in ein geradliniges iiber, sodafs der Nullpunkt in / nicht

1
umlaufen wird. (Der Hauptwert ist mit imaginidrem Teil zwischen +7i zu neh-

men). Es wird daher

L(l,x) = - X(v)log(l—¢7")

(s =16 = [T 200 =0 ST Z V) log(1 — =)

s=

weil fiir den Hauptcharakter ®(g, x) = 1, also auch hier anwendbar ist. Da
X mit x alle Charaktere durchlauft, darf auch

lim(s — 1)Cc(s) = (—1 “1;|KHZX v)log(1 — =)

geschrieben werden.

I, 58



I, 59

76 Tagebuch I

Nun sind wieder die beiden Félle

zu trennen.
A) x(—1) = +1.
Dann wird

S_ZX Ylog(l —e7")

auch zu

S*Zx ) log(1 — &%)

also, da (1 —&7¥) und (1 —¢") konjugiert komplex sind, und daher log(1 —¢&") +
log(1 —e7%) =log(1 —&”)(1 — &) in Hauptwerten gesetzt werden muf:

(V) log(1 —&")(1—¢™)

M |

1

2 v

-1
= Z v) log \/(1 —e¥)(1—¢e7¥), wo die Wurzel positiv zu

nehmen ist.

1

v=1

27 .
w . m=af, e =" dann ist

1—8 ]j _ V+kf

da ¢9, ¢/, ... ¢ Df die aten Einheitswurzeln sind; damit wird

Seinun ( =e

log\/l—e” 1—e7v) Z]og\/l_gwrkf (1 — ¢—v=kF)

wenn geeignet zusammengefafit wird. Da nun

x(v) = x(v +kf)
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ist, darf
a—1f—1

S= 33" (v + kf)log /(1 — ¢ (1 — )

k=0v=1
geschrieben werden, und da schlieflich x(v + kf) = 0 fiir v = 0, auch

m—1
S=> x(log /(I -¢)1-¢).
v=1
Da schlieflich noch x(m —v) = x(—v) = x(v) ist dies:
S mz—l
(19) S=2 ) x(lgy(1-¢)(1-¢™)
v=1
Da fiir gerades m zu dem ,mittleren” Glied mit v = § ein x(v) = x (%) =0

gehort. 5 hat ndmlich mit m alle Primfaktoren bis auf 2 gemeinsam, und letzte-

ren nur dann nicht, wenn m = 2 mod 4, was als Fiihrer ein Restklassengruppe 1, 60
fiir m nicht eintreten kann. Daher hat § mit jedem Fiihrer einen Teiler gemein,
so dafs x (%) = 0, wenn x nicht der Hauptcharakter.

Dann wird

S*ZX Ylog(1l—¢7")
auch zu

ZX v)log(l—e"),

also

-1

ZX (log (1—-e7")—log(l—¢ ))

Nun ist

wiv

_ miv _ ... TV _
= e f (ef —e f )=2isin—e

_ miv | 7w Y
l—e™¥ = 2 7 72 sm?7

wiv _ mi v
1—¢e¥ = 2e7 72 sin—
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also, da (1 —e7%) und (1 —¢€¥) gleichen Betrag haben, die Logarithmendifferenz
gleich der Differenz der (in obigen Formeln zwischen +mi gelegenen) Amplitu-
den. Daher ist:

. f—1
2miv ™
ZX { +m} Z——Zux(l/)
f v=1
Ferner wird, wenn af = m ist
m—1 f—1
vx(v) =ay_ vx(v),
v=1 v=1
m—1
weil fiir einen Teil der > :
1
(k+1)f—1 f-1 f-1
> wx(w) =) (kf+v) Z vx(v) +kfY x(v)
v=kf+1 v=1 v=1

= Z vx(v) ist,
v=1

und die durch f teilbaren v ein x(v) = 0 haben.

Daher wird
m' sy
20 —
(20) - ; vx(v

Aus und folgt nun sofort nach obiger Formel:

==

lim(s —1 s) = ”12 v)lo 1-¢)(1-(v
lim(s —1)Cx (s) =(~1 \/KX(I;IH ; g/ (1 —¢)(1—-¢)

(-1 TN ).

x(=)=-1 — v=1

A. Reeller Korper.
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ny=mn

Dann ist { —

}, sodaf der zweite Faktor ganz wegféllt, und es wird

m—1
2

lim(s — 1) (s) = (~1)"~ 1?11 > x)log TN

H/\

andererseits
h = % g s —1)Ck(s)
also:
<ol
=2y TS x@)log V- I - C )
X v=1
Y x)log /T CIT ¢ )
:(—l)n_lnx ' R\/ , daw=2

B. Imaginirer Korper.

Hier ist n; = ny = 3, ferner

lim(s — 1) (s)

e 7(%22 1 ’
= T T log /(1= ¢1)(T =)
[Alm= =
m—1

und

w
ﬁ 2%71_% ££i‘(s - 1)<K( )

I, 62
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d. h. wegen n gerade:

h=—

ml% I - I

x(=1)=+1 xX(—1)=-1

| =

w
R

Wird nun in der Determinante R fiir jede der eingehenden § —1 Grundeinheiten
anstatt des doppelten nur der einfache Logarithmus genommen, und dies wieder
als Regulator R bezeichnet, so wird

w Hx(fl):fl mil vx(v) (_11_)[+1 VE::I x(v)log \/(1 NOED)
h=— 77:1 X =
(2m)2 =

Es gelten also folgende beiden Endformeln:

A. Reeller Korper.

LS xwtoe JT=9T=¢7)
R

B. Imaginirer Korper.

I

h=(-1)"

m—1
w HX(—1)=—1 21 vx(v)

h - n
(2m)#

m—1

[ S xwgy/T-C)T-C")

x(—1)=41 ¥l

A

R

Dabei bedeuten:
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m Fiihrer der Klassengruppe, nach der K Klassenkorper
n Grad von K
w Anzahl der Einheitswurzeln in K
C —¢ 2‘:1
X Die Charaktere der Restklassengruppe mod m, fiir die
K Klassenkorper, und zwar die eigentlichen
HI Produkt iiber alle Charaktere der angegebenen Art, Fiir
x(—1)=%£1
ausgenommen den Hauptcharakter.
R Die Determinante
R= okl L Zia

dem Betrage nach, wo egk) die r = r1 +r9 — 1 Grundein-

heiten mit ihren (nicht konjugiert komplexen konjugierten)
imaginar quadratische Korper ist natiirlich der zweite Faktor gleich 1 zu setzen,
da dann nach nur ein Charakter mit x(—1) = +1, der Hauptcharakter
existiert und R =1 zu setzen ist.

d.) Anwendung auf quadratische Kérper.

Jeder quadratische Korper hat nur zwei Charaktere, den Hauptcharakter und
einen davon verschiedenen y . Ist f der Fiihrer von yx, so ist die Diskriminante

d=x(=1)f

(s. S. BEED. Durch Diskussion aller Restklassengruppen vom Index 2 erhélt man
hieraus leicht die bekannten Sétze iiber Diskriminanten quadratischer Kérper.

A. Reell-quadratischer Korper.

Dann ist x(—1) = +1, d = f. Fiir die Klassenzahl ergibt sich nach obiger Formel

h= 72521;1 x(¥)log /(1 -¢")(1—¢)
| log ]|

wenn ¢ die Grundeinheit ist. Der Fiihrer m der Restklassengruppe ist natiirlich
m = f = d, weil nur ein Charakter vom Fiihrer f aufser dem Hauptcharakter
existiert. Dieser Charakter selbst wird durch das Jacobi-Symbol (%) gegeben,
denn dieses ist einerseits nur von der Restklasse abhéngig der n mod d. ange-
hort, wie man auf Grund der ,Diskriminanteneigenschaft von d leicht mittels

I, 64
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des Reziprozititsgesetzes beweist, andererseits definiert es durch (%) = 1 eine
Untergruppe, die wegen (n%) = 1 den Index 2 hat. Auch ohne Benutzung des
Reziprozitétsgesetzes und der Diskriminanteneigenschaft von d folgt dies einfach
daraus, daft der quadratische Kérper mit der Diskriminante d das Zerlegungs-

gesetz:

Wenn (9 =+1, p=pips
1 (%) = _17 b= p

hat, also die Klassengruppe nach der er Klassenkorper ist durch die an ihre
Primzahlen zu stellende Forderung x(p) = (%) = 1 eindeutig charakterisiert ist.
Daraus folgt, dafs diese Klassengruppe durch

x(n) = <Z) =1

definiert ist, und da d nach obigem Fiihrer dieser Klassengruppe, dafs (%) nur von
der Restklasse von n mod d abhéngt, d.h. im Wesentlichen das quadratische
Reziprozitatsgesetz.

Um die Klassenzahlformel auf die iibliche Gestalt zu bringen, nehmen wir
anstatt der nur halb erstreckten Zihlersummen wieder die volle (s. S. 59*]unten)

= ;?_:1(2) log\/(e—"sy — ") (e — e~ )
— ;C:Z::j <Z> logm
= ;g (Z) log2 sin%

Bezeichnet man also, wie iiblich, die ,,Reste” nach d mit a, die ,Nichtreste mit
b, sodaf (g) =1, (%) = —1 gilt, so wird

1 sin T2
= log Lo <,
2loge [I, sin 7

wobei ¢ die positive Grundeinheit > 1 bezeichnet.
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B. Imagindr Quadratischer Korper.

Dann ist x(—1) = —1, d = —f. Es gelten entsprechende Betrachtungen, wie
unter A.) Der Fiihrer der Klassengruppe ist jetzt |d|, ihr Charakter x(n) = (%)
Somit ergibt sich aus obiger Formel

L, 67
e.) Anwendung auf den Kreiskorper.

Der Kreiskorper der m—ten Einheitswurzeln gehort zur Restklassengruppe
=1 mod m, total positiv; wenn der triviale Fall m = 2 mod 4, (wo m durch
3 ersetzt werden muf, um Fiihrer der Gruppe zu sein), ausgeschlossen wird,
ist m Fihrer dieser Gruppe. Diese Restklassengruppe hat als ,Idealgruppe® im
Grundkérper den Index ¢(m), da einerseits 2¢(m) Reprisentanten (mit Vor-
zeichenbedingung) mod m existieren, andererseits je 2 Reprisentanten +v als

Ideal betrachtet iibereinstimmen. Man erhilt somit folgende Klassenzahlformel:

m—1
wHX(fl)_fl Zl vx(v)
h=— =

(Qm)%w(m)
: gt
v)lo 1-¢v)(1—-¢v
B S
R

Die Anzahl w der Einheitswurzeln ist m oder 2m je nachdem m gerade oder
ungerade ist. (Siehe Hilbert, Zahlbericht, S.376).

Ist m = /£ eine ungerade Primzahl, so gestattet dieser Ausdruck noch einige
Vereinfachungen. Zunéchst ist dann w = 2¢. Die Charaktere x sind ferner simt-

lich eigentliche Charaktere des Fiihrers ¢ und stellen sich durch eine primitive
(¢ — 1) te Einheitswurzel p so dar:

xk() = 0", wenn v=r' mod/

und 7 primitive Wurzel mod. ¢. Wegen —1 = 7 mod. £ st xk(=1) = ‘Qk[;‘zl =
(—1)*. Es wird somit I, 68
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I z: Xk log /T C)(1—C )

k=2.4,... 0—

R

Der Zéahler des zweiten Faktors ldft sich ebenfalls in einer R entsprechenden
Determinantenform schreiben.
Ist ndmlich
A= |(,CpQ—1|

die Determinante der reguléren Gruppenmatrix einer Abelschen Gruppe mit den
Charakteren y, so geht A durch Addition der mit XX((PP)) multiplizierten Zeilen
zur letzten Zeile iiber in eine Determinante mit der letzten Zeile

X(Pa) Y x(P)apg-1; (Q=Q1,Qa,-.. Qn)
P

A ist somit teilbar durch die samtlichen Linearformen
> x(P)zp
P
denn die letzte Zeile 148t sich auch schreiben:

X(PIX(Q) S x(P)ae
P

Da diese Linearformen alle verschieden sind und ihre Anzahl mit dem Grad
der Gruppe und der Anzahl der Charaktere iibereinstimmt, muft bis auf eine

Konstante
A = |zpq-1| = CH Zx(P)xP
x P
sein. Durch zg = 1, zp = 0 folgt ¢ = 1, also:

A =lapg-i| = [[ D x(P) e
x P

Nun bilden die Charaktere xg, X2, -- . x¢—3 offensichtlich eine Untergruppe der
Gruppe aller Charaktere, und ihr korrespondiert in der Restklassengruppe mod.
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£ die Untergruppe ,= 41 mod. ¢, sodaf die genannten Charaktere Charak-

tere fiir die Nebengruppen dieser Untergruppe sind. Denn die Gesamtheit aller

Elemente, fiir die alle jene Charaktere 1 sind, d. h. die Hauptklasse fiir die ihnen

zugeordnete Klassengruppe ist ,= £1 mod. KZ. Ein Représentantensystem fiir
-1

diese Klassen sind gerade die Zahlen 1, 2,... =5=.

Als Représentanten kénnen auch genommen werden die Restklassen:

. . . . . et
die untereinander inkongruent und mit + Zeichen versehen wegen r =z = —1

mod. £ alle Restklassen erschopfen. Setzt man dann:

v - £—3
2 =log/(1-C")1-¢C)  v=01,... —
so wird das zu bestimmende Produkt:
H Xk (Tu)xr”
k=2,4,...0—3
Anstattdessen bestimmen wir zunéchst:
H X (r¥ ) ayw
k=0,2,...£—3
was nach obiger Formel gleich:
A= Zp—u| = |Tp-vtn]
wird. Unter Beriicksichtigung von z,-« = =z e, wird diese Determinante
K
folgende zyklische Determinante:
o Tyl ... T e=3
r 2
A — xr% Tro ... a?TefTs
Tyl Tr2 ... X0
=3

2
Addiert man hier alle Zeilen zur ersten, so tritt der Faktor > x,» vor und es
v=0

I, 71
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bleibt:
1 1 1 1
£=3 T =3 T 0 Tp1 T ¢—5
2 r o2 r 2
— T ¢=5 X ¢-3 Typo ... T =3
A= E Ty |V 5 roz T roz
v=0 .
Tyl T2 Tpr3 ... X0
Die restliche Determinante ist gerade unser zu bestimmendes Produkt I

k=2,4,...0—3
Durch Subtraktion jeder Zeile von der folgenden geht sie, wenn

Tpy — Tpv—1 = Ypv

gesetzt wird, wegen x,» = x ./, wenn

rv
/-1
v=v" mod —
iuber in
Yro Yr1 Y e=s
r 2
[ =% v e
k=2,4,...6-3
Yr2 Yrs Yro

Den Grofen y,» entsprechen offenbar folgende Kreiskérpergrofsen:

Yo = log\/( (L-¢)—-¢) =loge,

T¢I — )

Die ¢, sind Finheiten. Natiirlich ist €, = €,/ , wenn v = v/ mod Z_Tl, sodaf
schlieflich die fragliche Determinante iibergeht in:

log eg loge; ... logees
2

logee—s logees ... logees
P = 2 2 2

wo jede Zeile die vorhergehende zyklisch fortsetzt. (Hilbert, Zahlbericht S. 377
gibt eine etwas andere Anordnung, die durch Zeilen— und Spaltenvertauschungen
hervorgeht).
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Es gilt also folgender Satz:

Satz 1. Die Klassenzahl des Kreiskorpers der {—ten Einheitswurzeln wird gege-
ben durch den Ausdruck:

£—1 kind v
Zy:l I/Q

b k:1,31,_[...e—2 ' (_P)
(20)F R

Darin bedeutet o eine primitive (¢ — 1) te Einheitswurzel, der ind. bezieht sich
auf eine primitive Wurzel r mod. £. R ist der aus den einfachen (nicht mit 2
multiplizierten) Logarithmen der Grundeinheiten gebildete Regulator und P die
Determinante

log eg loge; ... log s
logees logees ... loges_4
= 2 2
logeg—s logep—o ... logeae—u
2

wobei allgemein log den reellen Wert und €, die Einheit

. :\/ (L-¢)—¢r)
TN a=erTa=cT

bedeutet (mit positiv genommener Wurzel, die in k¢ stets aufgeht).

Um die Bedeutung des zweiten Klassenzahlfaktors als Klassenzahlfaktors
—% als Klassenzahl des reellen, durch ¢ 4+ ¢! bestimmten Unterkdrpers zu be-
weisen, beweisen wir zunéchst:

Satz 2. Jedes System von Grundeinheiten des reellen Unterkorpers k(¢ + (1)
ist auch System von Grundeinheiten von k(() und umgekehrt kann ein beliebiges
System von Grundeinheiten von k(¢) durch Anbringung passender Einheitswur-
zeln stets in ein solches fiir k(¢ + ¢~1) verwandelt werden. Insbesondere sind
also die Regulatoren beider Korper gleich, wenn wie immer von den Faktoren 2,
die fiir k(¢) eigentlich hinzutreten, abgesehen wird.

Beweis: Die Anzahlen der Grundeinheiten sind in beiden Korpern gleich, ndm-
lich 452 .
2

Sei ferner () eine beliebige Einheit aus k(¢), dann ist 8(54(5)1)

deren sdmtliche konjugierte den Betrag 1 haben, also Einheitswurzeln aus &(¢),

eine Einheit,

I, 74
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d.h.
£(9)
e(¢™h)

Dann ist (¢) = €(¢) - (79 eine Einheit aus k(¢) mit der Eigenschaft

= (%

n(¢) = +n(¢™h).

Es mufs aber das + Zeichen gelten; sonst wire ndmlich 7(¢) rein imaginér,
ferner % = ¢ Einheit aus k(¢ + ¢~!), da sie bei (¢ : (71) in sich iibergeht. k(¢)
wiirde also von k(¢ +¢~!) aus durch 7 = v/9 definiert. Die Relativdifferente der
Zahl n wire dann 2v/9 = 2 also prim zu /£, somit auch die Relativdifferente und
Relativdiskriminante von k(¢) nach k((+¢~1), da ja nur ein Primideal in beiden
Korpern als Teiler von ¢ vorkommt. Das ist aber unmoglich, weil bekanntlich
gilt:

In k(C+¢7Y):

In £(¢)
Also: In k(¢) L =2

Es ist somit
n(¢) =n(¢™")

d.h. die Einheit £(¢)¢™9 = n(¢) gehort zu k(¢ + ¢1). Auf diese Weise kann
jedes System von Grundeinheiten von k(¢) durch Multiplikation mit geeigne-
ten Einheitswurzeln in ein System von Einheiten des Unterkorpers verwandelt
werden. Diese miissen natiirlich Grundeinheiten von k(¢ + ¢~!) sein, da sonst
auch im Oberkdrper k({) noch ein System niedrigeren Regulators folgen wiir-
de. Umgekehrt ist dann natiirlich auch jedes System von Grundeinheiten von
k(¢ +¢~1) ein solches fiir k(¢), da nach dem schon Bewiesenen die Regulatoren
iibereinstimmen, w. z. b. w.

Nach der Grundformel fiir die Klassenzahl reeller Korper (S.63%) wird nun
die Klassenzahl von k(¢ + ¢71):

S | V(o

hy = (—1) R

wo R den Regulator des Kreiskorpers bedeutet. Die Charaktere, die hier in Frage
kommen sind gerade diejenigen, die fiir die Restklassen £1 mod. ¢ (die jetzige
Hauptklasse im Grundkorper) 1 sind, also genau die mit y(—1) = +1.
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Daher ist

wo P die vorhin angegebene Determinante ist.
Um die Vorzeichen in beiden Klassenzahlformeln richtig (positiv) zu bekom-

men, muf man also den zweiten Faktor als (—1)“73% und somit den ersten als
(—1)%@ schreiben. Es gilt somit
Satz 3. Die Klassenzahl des Kreiskdrpers der {—ten Einheitswurzeln stellt sich

mit den Bezeichnungen von Satz 1 als Produkt zweier positiver Faktoren in der
Form dar

-1 -
e Hk:1,3,...e—2 >,y vy ) (-1)=P

"= (20 R

-3
Der zweite Faktor hy = MTQP

der zweigliedrigen Perioden vom Grade %.

ist die Klassenzahl des reellen Unterkdrpers

Anmerkung fir spdteres Nachschlagen

Die entwickelten Formeln sind, soweit méglich numerisch gepriift und richtig
befunden, insbesondere alle Vorzeichen. Speziell ergab sich fiir den Kreiskérper
der 5—ten Einheitswurzeln h = 1.
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1.10 Beweis des Eisensteinschen Reziprozitatsge-
setzes. (31.7.1923)

Originally Fisenstein’s reciprocity law was a necessary ingredient in the proofs
of the higher reciprocity laws for a prime exponent £ (Kummer, Furtwdingler,
Takagi). Hasse gives an exposition of the prime ideal decomposition of Gauss
sums and of FEisenstein’s reciprocity law following Hilbert’s presentation in his
Zahlbericht [Hil98|. (“Gauss sums” are called “Lagrangesche Wurzelzahlen”.) La-
ter in 1927 Hasse published a generalization of Eisenstein’s reciprocity law for
arbitrary exponent m [Has27a). (But note that in the same year Artin succeeded
to prove his general reciprocity law without resorting to Fisenstein’s reciprocity

law.) See also [LRO6], 6.3 and 9.4.

(Nach Hilbert, Zahlbericht.) 31. VII. 23.

a.) Die Lagrangesche Wurzelzahl.
Wir betrachten nebeneinander zwei Kreiskorper:

1.) Den Kreiskérper k¢ der primitiven /-ten Einheitswurzel ¢. s sei die erzeu-
gende Substitution dieses Korpers und s = (¢ : ¢").

2.) Den Kreiskorper kz der primitiven p—ten Einheitswurzel Z, wobei p eine
Primzahl = 1 mod. £ ist. S = (Z : ZR) sei seine erzeugende Substitution.

Der Kérper K = (k¢, kz) ist dann ein Abelscher Kérper vom Grade (/—1)(p—1),
dessen Gruppe offensichtlich das direkte Produkt s”SN der beiden zyklischen
Gruppen ist. k¢ gehort zur Untergruppe SN die ¢ festlift.

Man nennt die Zahl

A _ Z + CZR + CQZRZ 4ot Cp—QzRP*Z

aus K eine Lagrangesche Wurzelzahl.
Bildet man

SA=ZR 4+ (ZF + PZF o 4 R 22
so folgt sofort, wegen p —2 = —1 mod ¢:
SA=¢"'A
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Also giltEI , ,
SA* = A%

d.h.
AN =r

ist Zahl aus k¢ . Die Zahl A definiert somit einen relativ—zyklischen Kérper kx
vom Primzahlgrad ¢ iiber k¢ . Dieser Kérper ka gehort als Unterkérper von K
iiber k¢ ersichtlich zur Untergruppe

®=1,5 5% .. sVl

wenn
p—1=ml

gesetzt wird. Denn einzig und allein diese Substitutionen der Galoisschen Grup-
pe SN von K nach k¢ lassen nach obigem A ungeiindert.

Die Zahl A gibt ferner auf folgende Weise Anlaff zu einem weiteren Korper
k A+

Schreibt man A in der Form:

A = (Z +  r 4y ZR™YY
i C(ZR i ZRHl R ZR(m71)e+1)

T C@fl(szﬂ I ZR5+(£—1) N ZR(m,—1)5+(e—1))

= o + 0 e ¢ -,

so geniligen die ¢ Zahlen \; aus kz (die ¢ mgliedrigen Perioden von kz) der
Bedingung:

(1) Sh=Xi; (i=0,1,...0-1)
wahrend
(2) SN =\

ist. Ag definiert also nach einen zur Untergruppe & gehorigen Unterkdrper k)
iiber R, dessen Galoisgruppe die durch die Faktorgruppe 1,S, ... S*~! bewirkte

1Hasse has deleted pages 78-80 of his notebook I.

I, 82
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Permutationsgruppe der \;, also nach zyklisch vom Grade £ ist. k) ist somit
zyklischer Kérper /—ten Grades iiber R, und die \; sind konjugiert.

(Ist tibrigens k ein zyklischer Korper, dessen Grad die ungerade Primzahl
¢ und dessen Diskriminante nur durch eine einzige Primzahl p # £ teilbar ist,
so ist diese Diskriminante nach der Theorie des Galoisschen Koérpers —p~!.
(Reeller Korper: positive Diskr.) Nach S.54|E|, ist sie ferner das Produkt
der sdmtlichen Fiihrer der Charaktere der Klassengruppe aus R, nach der k
Klassenkorper ist, Daraus folgt, daf diese Klassengruppe notwendig (¢ — 1)
Charaktere vom Fiihrer p neben dem Hauptcharakter haben mufs und folglich die
Gruppe der Restklassen mod. p ist. k ist somit Unterkorper des umfassendsten
Klassenkorpers nach dem Fiihrer p, des Korpers kz , und da dieser nur fiir p = 1
mod ¢ und nur einen Unterkorper ¢—ten Grades besitzen kann (Gruppe!) ist k
mit dem oben betrachteten Periodenkérper k) identisch:

Satz 1: Jeder zyklische Kérper k vom Prinzahlgrad £, dessen Diskriminante
nur durch eine einzige Primzahl p # € (beide ungerade) teilbar ist, ist mit dem
Korper der £ m—gliedrigen Kreisteilungsperioden der Primzahl p identisch, (also
p—1=ml).

Hilbert geht von einem solchen Korper k als Ausgangspunkt aus. Jedoch
scheint mir logischer, k¢ an die Spitze zu stellen, da doch in k¢ etwas bewiesen
werden soll).

Wie man sofort sieht, bilden die konjugierten )\; eine Basis, also eine Nor-
malbasis fir ky . Denn zunéchst hat jede ganze Zahl aus k7 die Basisdarstellung;:

A=apZ+aZR+ - +a,_ 28 .

Soll A zu ky gehéren, so muf es die Substitutionen 1,S¢ 5%, ... S(m=D¢ yon &
gestatten, woraus wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung sofort folgt, dafs
in A die in einer Periode \; vorkommenden ZR” gleiche Koeffizienten haben miis-
sen. Also ist jede ganze Zahl A aus k) durch Ag,... A\y_1 ganzzahlig darstellbar,
w.z. b.w.

Aus dieser Tatsache folgt nun sofort Wichtiges iiber die Lagrangesche Wur-
zelzahl A wvon ky, (wie die Bezeichnung genau ist). (A ist ndmlich eine spezielle,
besonders einfache ,Wurzelzahl® fiir den an sich nicht reinen zyklischen Kor-
per, d.h. eine solche Zahl, durch die ky iiber k; als Grundkdrper betrachtet,
erzeugt wird auf Grund der nunmehr reinen Gleichung x¢ = 7. Tatséchlich ist
(kx,k¢) = ka, da A aus den A; aus ky und ¢ aus k¢ gebildet ist, sodafs jeden-
falls ka Unterkdrper von (ky, k¢) ist, andererseits aber ko den Grad (£—1)¢ und
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(kx, k¢) hochstens den Grad (£—1)¢ hat.). Bildet man nédmlich die Determinante

Ao AL A
A— Ae—1 Ao A2 ,
Moo A Ao
so steht in der ersten Zeile die Basis von k) in der i—ten Zeile die durch S~*
erzeugte konjugierte Basis, sodaf A? die Diskriminante von k) also I, 85

A2 _ 7pffl

ist. Andererseits ist nach dem Gruppensatz von S. 6{15

{—1¢—-1

A=TIS e

pn=0r=0

da die A; in ihrer natiirlichen Reihenfolge den Gruppenelementen der zyklischen
Gruppe zugeordnet in A als Gruppendeterminante auftreten, und der u—te, A,
zugeordnete Gruppencharakter dann ¢¥* ist. Es ist also:

A:()\()+)\1+...+,\571).A.SA...S€—2A
oder, da der erste Faktor —1 ist:
A~5A~~-5572A:ip%

Geht man zur /-ten Potenz iiber, so folgt:

r—2 2(6—1)
Teosm---s m= Ny (m)=p % ,

da Ni,(7) als Norm aus dem total imagindren KreiskOrper positiv sein mufs).
¢
Wir haben also:

Satz 2. Die {te Potenz A = w der Lagrangeschen Wurzelzahl A von ky ist
eine nur durch Primteiler von p teilbare Zahl aus k.

Ich wende mich nunmehr zur Angabe der genauen Zerlegung von 7 in Prim-
ideale. I, 86

b.) Zerlegung der /—ten Potenz der Lagrangeschen
Wurzelzahl in Primideale.
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Ich gebe zunéchst eine bildliche Darstellung der in Frage kommenden Kérper
und der in ihnen herrschenden Zerlegung der Primzahl p:

pfmf’“(sm)“" 1 1 pfanfm(sm)“"

(542 (542 em

£—1

m S” p=P7"
p=PL(sPa) (s T2PA)" sM m
’ Svght” p=p¢

p=pCop)-' ) [ gn !
1

/—

e s¥S

T N
»[R] s¥sN R,

Links und rechts ist je eine vom gemeinsamen Grundkorper R zum gemeinsa-
men Oberkdrper K aufsteigende Korperreihe angegeben. Die Léngen der Verbin-
dungsstrecken entsprechen den (angeschriebenen) Relativgraden. Jeder Korper
ist zyklisch zum darunterstehenden. Auf der Innenseite sind die Gruppen an-

I, 87 gegeben, zu denen die Korper als Unterkérper von K iiber R gehéren. Da K
Abelsch ist, sind es auch alle seine Unterkérper. Nun gilt bekanntlich in K die
Zerlegung

p= ‘Bzm(sgﬁ)em cee (Sei%ﬁp)em; (Grade hier wie {iberall 1)

Denn einerseits muft p sicher in mindestens ¢ — 1 verschiedenen Primteilerpo-
tenzen zerfallen, da dies wegen p =1 mod ¢ schon im Unterkorper k¢ gilt, an-
dererseits muft die Ordnung der Primteiler mindestens ¢m = p — 1 sein, da dies
schon im Unterkorper kz gilt. Also folgt wegen ({—1)¢m = (p—1)({—1) = Grad
von K, d.h. beide Zahlen tatséchlich die wahren und der Grad von B gleich 1
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ist. Da der Grad der Zerlegungsgruppe nunmehr zu ¢m, also ihr Index zu £ —1
erkannt ist, folgt, dafl der Kérper k¢ vom Grade £ — 1, der nach der allgemeinen
Theorie Unterkorper des Zerlegungskorpers ist, dieser selbst sein muf. Somit
sind B, sPB, ... s""2P die konjugierten Primteiler, da SN die Zerlegungsgruppe.
Die iibrigen angegebenen Zerlegungen ergeben sich nun leicht aus der bekann-
ten Zerlegung im Abelschen Oberkorper und den Gruppen zu denen jene Kérper
gehoren.
Speziell ist das Primideal Pz bekanntlich

Pz =(1-2)= (D)
Also gilt in K folgende Zerlegung

“M=1-Z=P(sP)... (s"P),

sodaf II durch jeden der Primteiler s“P von p in K genau einmal teilbar ist.
Diese Bemerkung dient zur Herleitung der Potenzen der s*B, die in A aufgehen.
Ist ndmlich

p = (p7c_ R_m)

ein bestimmter der Primteiler von p in k¢, der ja wegen p =1 mod. ¢, also

f($)=$e71+-~-+x+1=x2_1
x

=(x—R™)(x —R™?™)...
. (z=R™EY™) mod p

(R‘m, ...,R~=Dm gind mod p die siamtlichen primitiven ¢~ten Einheitswur-
zeln) in dieser Form angesetzt werden darf, so gilt

¢(=R™ mod p,
ebenso ‘ _ .
s'¢=¢" =R™™ mod s'p,

d.h. By '
¢(=R™ " mod s'p.

Daher ist, wegen B™¢ = p:
p—1

p—2 p—2
A=) "¢zR =Y R™ZR =) " kmZ" mod P
v=0 v=0

k=1
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Setzt man dann Z = 1 + 11, so folgt

p—1 K p—1 p—1

A=Y e (M= Y (M) mod g
k=1 =0 K =0 =1 K

Nun ist ersichtlich wegen 0 < 1 < p—1 der Binomialkoeffizient (Z ) ein Polynom

p—ten Grades in £ mit mod. p ganzzahligen Koeflizienten. Ferner gilt:

pz_f v 0 mod p, wenn rv#0 mod (p—1)
=
— -1 I I I vr=0 I "

Fiir = 0 ist stets () = 1 und wegen m # 0 mod (p — 1) sicher der

Koeffizient von II° durch p teilbar. Fiir 4 = 1 treten in (Z) nur die Poten-
zen k, k2, ..., k" auf, also im Koeffizienten von II* nur die Summen iiber die
Potenzen x!=™, k2=™ ... k=™ Ist daher 1 < p < m, so ist keine der entspre-
chenden Zf;l = —1 mod p, d.h. alle Glieder bis II™~! haben Koeffizienten
= 0 mod p, d.h. fallen mod P heraus. Im Gliede mit II"™ dagegen, lauten
die entsprechenden Potenzen:

sodafs das letzte Glied allein einen Beitrag liefern wird, der sich sofort zu —%

herausstellt. Es ist also:

m

A= —H—' mod P!
m!

d.h. A genau durch ™ und somit 7 = A* genau durch L™¢ = p teilbar.
Ebenso untersuchen wir die Teilbarkeit von A = 7 durch die konjugierten
s'p; (i=1,2,...¢—2). Es wird nach obigem

p—2 ) ‘
A = Z R™™ YZR" mod (s"B)“™, und ebenso wie oben:
v=0
p—1 p—1 K )
A = ZHM Z ( )K—mrl mod (Sim)fm
n=0 =1 K

Der Koeffizient von II° ist wie oben = 0 mod. p. Fiir den Koeffizienten von II#
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fiir p = 1 kommt es auf die Summen iiber
K , K fe, RHTTTT

an. Wann kann nun _
v—mr =0 mod (p—1)

sein 7 Dazu mufs wegen p — 1 = m/{ zunéchst v = muy ein Vielfaches von m sein.
Ferner
vo =7 " mod./{

Fiir alle vy von 1 bis zu r_; — 1, wenn r_; den kleinsten positiven Rest von
r~% mod ¢ bezeichnet, ist dies nicht der Fall, somit sind alle Koeffizienten bis
0 —i=D™ kongruent Null mod. p. Fiir i = r_;m ist nur die letzte x Potenz «°,
somit der Koeflizient von II"-*" gleich —m mod. p. Es wird also

- HT‘er'm
(r_;m)!

A mod (s“)"—im+!

d.h. A genau durch (s”B)"—™, also A’ = 7 genau durch (s¥B)"-/™ = (s%p)"—
teilbar. Daher gilt:

Satz 3. Die {—te Potenz m der Lagrangeschen Wurzelzahl A hat in k¢ die Prim-
idealzerlegung:
T = p7"0+7“71$+7“72$2+"'+7L(272)$272

wenn r; den kleinsten positiven Rest von r* mod £ bezeichnet. A selbst zerfillt
dann also in kp so:
. T0+T71S+~~+T7<272)5272
A=,

Der bewiesene Satz steht mit Ny (7) = pe(tl) in Einklang, da sich ergibt: I, 91

g 14244 (0—1 Qe—1)
Nk<(7r)=pT0+T 1t T (e 2):p++ +( ):p 7.

Sieht man Satz 3 als reinen Satz in k¢ an, so besagt er, daff zu dem Primideal 1, 92
p = (p,¢ — R™™) aus k¢ eine ganz bestimmte Funktion von s gehort, sodaf
pf () ~ 1 ist.

Dieselbe Aquivalenz besteht natiirlich auch fiir die konjugierten s'p, denn es
folgt eben durch Erheben in die s—te Potenz p*/(*) ~ 1, d.h. (sp)7(®) ~ 1.

Da p ein beliebiges Primideal 1. Grades sein kann und in jeder Klasse solche
vorkommen, gilt somit ganz allgemein:
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Satz 4. Bezeichnet f(s) die symbolische Funktion
f(s)=ro+roas+ 471 (s

mit den Bezeichnungen von Satz 3, so gilt fiir jede Idealklasse C' von k¢ die
Aquivalenz
of® =1,

Diese Aquivalenz kann noch weiter reduziert werden; es ist ndmlich

sA
ASTT = 22
AT’

s_rm _ S(sA) s(SA) s(C7EA) _sA
S(ATT) = SA™ ~ SAT (AT AT

also A®™" Zahl aus k¢ . Daher ist 757" = A=) p—te Potenz einer Zahl aus k¢
und somit

p(sfr)f(S) — p(Tl*TT0)+(T0*TT71)S+--~+(T,([,,3)71”'r,(g,2))se_2
= az
(dabei ist 71 = r_(,_2) zu beriicksichtigen). Natirlich sind die Exponenten

der einzelnen Primteilerpotenzen durch ¢ teilbar, wesentlich ist nur die neue
Erkenntnis, dafs ein Hauptideal als /~te Wurzel herauskommt. Dreht man alle
Vorzeichen um, so ist “——="=1 = ¢_; iiberdies stets positiv und man hat,
genau wie oben:

Satz 5. Fir jede Idealklasse C' von k¢ besteht die Beziehung
CR®s) — 1,

wenn Q(s) = qo + sq_1 + s2q_o + - + s°72q,_o gesetzt wird und die q_; wie
angegeben als positive ganze Zahlen definiert werden.

c.) Der Potenzrestcharakter der Lagrangeschen Wurzelzahl.

Sei unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen ¢ eine beliebige von
¢,p verschiedene Primzahl, q ein Primteiler von ¢ in k¢ vom Grade . Dann
bilden wir durch sukzessives Potenzieren mit ¢ die Kongruenz:

A =79 4 ZR (2 ZRT 04 g
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Wegen ¢' = 1 mod. £, und wenn ¢ = R" mod. p gesetzt wird, folgt:
AT = 7R cZR (e ZRYTTY emhy mod g
Da A prim zu g ist, ist daher
AL = AN@-L = ¢~ mod. ¢

also
N(a)—1

7t =(C""mod.q

wenn N die Norm in k¢ bezeichnet. Das besagt:

Andererseits folgt:

fL—l

"7 = R T = RM = ¢* mod p

weil ( = R™™ mod. p ist. Daher ist

also:

Satz 6. Fiir die {~te Potenz 1 = A* der Lagrangeschen Wurzelzahl, das Prim-
ideal p = (p,(—R™™), welches ihr zugeordnet ist, (durch welches w genau einmal
teilbar ist), und ein beliebiges Primideal q aus k¢ das zu p und £ prim ist, gilt

(]ie Rez’l’p? ()lefmfsneziehung.

Anmerkung: Dieser Satz ist etwa so zu verstehen: Zu jeder Primzahl p = 1
mod. £ gibt es einen (oder mehrere) Primteiler der speziellen Struktur p = (p, (—
R™™), wo R eine Primitivzahl nach p und p — 1 = m¢ ist. Jedem solchen p
entspricht eine mit diesem R und { gebildete Lagrangesche Wurzelzahl A, deren
/~te Potenz A* = 7 jenes p als einzigen der konjugierten Primteiler ein einziges
mal enthélt, wahrend alle anderen in hoheren Potenzen aufgehen. Auf diese
speziellen p und eindeutig zugeordneten Zahlen 7 bezieht sich unser Hilfssatz,
der den wesentlichsten Teil des Eisensteinschen Reziprozitdtsgesetzes enthélt.



100 Tagebuch 1

d.) Beweis des Eisensteinschen Gesetzes.

Ist [ = (1 —¢) = A, so heift eine beliebige Zahl o aus k¢ semiprimdr, wenn
sie prim zu [ und kongruent einer rationalen Zahl nach [? ist. Sie muf also eine
Entwicklung:

a=ag+aX+-- (I); (ag#Z0 ()
haben.
Ist B8 =0bo 4+ biA + --- eine beliebige zu [ prime Zahl aus k¢ , so ist

CB = boC®+biA+

bg — cbo\ + by A+ - -+
= b0+(b1—cb0))\+-~-

also wegen by # 0 mod. ¢ fiir ein ganz bestimmtes ¢ semiprimér. Die zu bewei-

sende Behauptung lautet:
a\ [«
o) \a)’

wenn a rational, prim zu ¢, o semiprimér, prim zu a.

Beweis: Sei zunéchst a eine rationale Primzahl g # £. Ist der Satz fiir jedes
q # £ bewiesen, so folgt vermoge der Eigenschaften des Legendre—Symbols seine
allgemeine Giiltigkeit. Ferner nehmen wir vorerst an, o enthalte nur Primideale
ersten Grades.

Sei wieder q ein Primteiler von ¢, sein Grad f, ferner p eine in N(«) vorkom-
mende rationale Primzahl, also n. Annahme p = 1 mod. £ und p und 7 die oben
eingefithrten, p entsprechenden Gréfen. Nach Satz 6 ist dann

#)-6)
()-G5)

Diese Gleichung soll Verwendung finden, um (%) vermoge einer Zerlegung einer

also, wenn s’ angewendet wird:

symbolischen Potenz von « in Faktoren der Form s'm auszudriicken.
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Seien dazu p,p’,... die verschiedenen in N(a) vorkommenden Primzahlen,
alsop=mf+1,p =m'l+1, ... ferner R,R’,... Primitivzahlen fiir sie, p,p’, ...
die in obiger Weise gebildeten Primideale und 7 = A*, 7/ = A’ e, ... die zugehd-

rigen {—ten Potenzen der Lagrangeschen Wurzelzahlen. Es gilt dann einerseits:

F(s),.1F'(s) o

a=p p

mit ganzzahligen Funktionen (¢ — 2)ten Grades von s sind, andererseits nach
Satz 3

T‘o+7“_1s+-~+rf(z72)5272
p )

r /7’0+T718+“'+T7(e72)52_2

Daraus bilden wir die Zahl:

a?‘o+r715+~--+rf(zfz>8572

€= T )

die offenbar Einheit aus k¢ ist. Wir kénnen jedoch sogar zeigen, daff e = 1 sein
mufs. Es gilt ndmlich zunéchst:

Satz 7. Die Lagrangesche Wurzelzahl A zu p hat den absoluten Betrag \/p.

Beweis:

Es ist

. pP—2 5 pP—2 )
AP =AN = > ¢vzR Y R
v=0 ©n=0

p—2 p—2
_ Z CH Z ZR~+;¢ _RM
~k=0 pn=0

p—2 p—2
_ Cn ZzR“(R"fl)
k=0 pn=0

Die innere Summe ist als Summe aller Potenzen von ZR"~! entweder p — 1,
wenn R®* —1 =0 mod p, d.h. fir kK =0, sonst —1, daher

AP=p—1—(C+C+-+?).
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Nun ist letztere (—Summe, wenn man sie in Abschnitte von £,¢,...,¢,¢ — 1
Gliedern einteilt, gleich —1, also

A =p, w.z.b.w.
Wenden wir dies auf unser ¢ an, so wird

e—2

-1 a8 2 ) (rofr_rstFr_(_oys"?)
14572

ee =

le]? = e =

()™ (fr2) -
Der Zghler rechts wird wegen:
(1 + SLTl) (ro +r_gs+---+ r,(g,g)s[_Q)

und weil r_; +7_, -1 als Summe zweier mod. £ nur im Vorzeichen unterschie-
2
dener kleinster Reste den Wert ¢ hat:

Qs ttst ™) _ (Na)z.

Der Nenner wird nach Satz 7 gleich

eF(s)psz/(S) .

p )
oder da
a=pFEpF e
ist, gleich (Na)’. Somit wird
lel* =1
d.h. le] =1
daher auch lse| =1, ...

also € gleich £(°.
Nun ist zunéchst fiir jede Lagrangesche Wurzelzahl:

p—2 p—2
A:ZC”ZRV EZZRV =—1 modl,
v=0 v=0
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und daraus folgt wegen Af = 7:

T+ 1) =A+1)=(A+1)(CA+1)---(CTA+ 1),

also da
(A+1 = A+1=0 modl
741 = 0 mod
also 7 semiprimér, ebenso 7, ... da aber auch a semiprimér ist und jede (auch

symbolische) Potenz sowohl als auch jedes Produkt semiprimérer Zahlen es wie-
der ist, auch £ semiprimér, mithin

e==1,
also ,
a7’0+7“71$+"'+T7(472)3272 — iﬂ'F(s)ﬂ'/F (s) .
Die Anwendung der Formel auf S. 96E| unten ergibt somit I, 100

Qrotroistrtr_(postT? N f
9 pF()p /()

q

Il
T~

Q|
N

(Es ist ndmlich (_Tl> =+1).
Weiter ist aber

also

somit
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weil ja f als Teiler von £ —1 prim zu £ ist. Damit ist der Satz unter der beschrén-
kenden Voraussetzung fiir @ bewiesen.

Um schliefslich diese letzte Annahme zu befriedigen, sei « eine beliebige,
semiprimére zu q prime Zahl aus k¢ . Da nun fiir ein beliebiges Primideal p vom
Grade | = 5771 offenbar s¢p = p ist, wird p'=*" = 1 fiir jedes Primideal dieses
Typus. Also Wircﬂ

B = qlle(=5%)

wo e alle echten Teiler von /—1 durchléuft, so beschaffen sein, daf kein Primideal
von hoherem als dem ersten Grade mehr darin aufgeht; 3 ist ferner prim zu ¢

und semiprimér, also
(2)-0)
q B)
(7)) = G2 - ()
q q s o)’
-6 m @)
q q sa e}

Da nun ferner

somit

gilt, ist

O-(" "

Da aber kein Faktor im Exponent durch ¢ teilbar sein kann, weil e # ¢ — 1
vorausgesetzt wurde, folgt:

CRONE—

Satz 8. FEisensteinsches Reziprozitdtsgesetz. Ist a eine rationale, zu £ prime und
o eine semaprimdre, zu a prime Zahl aus k¢, so ist

(2)- ()

2Die Seiten 101-103 sind im Tagebuch nicht vorhanden.
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1.11 Einige Satze iiber Einheiten und Klassen-
zahl des Kreiskorpers der /(—ten Einheits-
wurzeln. (9.8.1923)

Hasse follows Hilbert’s Zahlbericht investigating the analytic class number for-
mula for cyclotomic fields, in particular Kummer’s condition for divisibility of
the first factor by £, connecting this with Bernoulli numbers, and the fundamen-
tal fact that £ must divide the first factor if it divides the second.

(Nach Hilbert, Zahlbericht) 9. VIII. 23.

a.) Der erste Klassenzahlfaktor.

Der erste Faktor der Klassenzahl ist nach Satz 3, S. 76”]
-1 i
&1 Hk:1,3,...£—2 > vokindv

hl :(*1) (2@2%3

wenn g eine primitive (¢ —1) te Einheitswurzel bezeichnet und die Indizes mod. ¢
in Bezug auf eine primitive Wurzel » mod. ¢ verstanden sind. Es soll die Teil-
barkeit von h; durch ¢ untersucht werden.

Der Zahler ist von der Form

wobei
-1 -2
f(-’l?) _ Zyxindy _ Zryxl/
v=1 v=0

ist, und 7, den kleinsten positiven Rest von ¥ mod. ¢ bezeichnet. Ich bilde nun

£—2 -2
(TQ - 1)f(9) = ZTGVQV-H[ - ZTVQV»
v=0 v=0

I, 105
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1

oder wegen o1 =1, ro=rp_1 =1:

-2 -2

§ : +1 § 1
rrVQV - ru+lgy+

r=0 v=0

-2
= QZ(TTV —Tyy1)0”
v=0

(ro—1,f(0))

Nun ist rr, — 7,41 = rr¥ — 1 = 0 mod. £. Wird also

rr, —7T
G = v E v+1
gesetzt, so ist
-2
(re—1)f(e) = oY q0” = olg(e),
v=0

WO
-2
g(x) =Y qua"
v=0

gesetzt ist. Ebenso ist natiirlich

(ro' —1)f(o") = 0'lg(0")

also
. . u . _ .
[I Go-1f@)=07 o =2 I g(d)
i=1,3,...0—2 i=1,3,... 0—2
Nun ist vz ,
I Q(%) _ (_1)%1
ferner vt e
(ro— 1)(7“@3 -1)... (TQ€_2 —1)=(=-1)= (r= +1),
denn es ist

_ -1 -1
ylol=(yz -1y +1)

und die Grofen 1, 02, 0%, ... 0°~3 geniigen dem ersten, die Gréfen o, 0%, ... o

dem zweiten Faktor, sodafs vermdoge ihrer symmetr. Grundfunktionen obige Glei-
chung als richtig erkannt wird. Damit wird also

{—2

£—1

by = (—1)F (T (=D glo 9().. 9007 e
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I, 107

b = (—1)5 Qg (3@23) 9(e?)

25 (17 +1)

Nun darf offenbar r so gewéhlt werden, dafs
P #0 mod (2

ist, wozu ja =1 # 1 mod ¢? geniigt. Dann ist der Nenner von h; genau durch
£ teilbar, also gilt:

Satz 1: Der erste Klassenzahlfaktor hy enthdlt den Faktor £ genau so oft, als
er in dem Produkt g(0)g(0®)...g(0""?) aufgeht.

Die Einheitswurzeln o, 0%, ... 0*=2 sind im Korper der ¢-adischen Zahlen

rational und mod. ¢ inkongruent, ferner, wenn ¢ = r mod. £ gewéhlt wird, was
zulissig, kongruent 7,73, ... 7=2 mod. £. g(o) ist also dann und nur dann durch
¢ teilbar, wenn es g(r?) ist, und somit enthélt h; den Faktor ¢ mindestens so
oft, als es unter den Zahlen

g(ri) =qo+ (h?”i + q2r2i et quzT(l_mi

fir i =1,3,...,¢ — 2 durch ¢ teilbare gibt.
Wir haben nunmehr die Moglichkeit der Kongruenzen

g ) =g+ ar® 4 g oI =0 mod ¢

firt=1,2,... Z_Tl zu untersuchen.

Nun ist

Ty =Typ1 + (rry — rua1) =11 + 4q,

also: I, 108

(’I"’I"V)Qt = V+1 + Qtfqy 33_11 mod. 62

= 71l + 2, rADEED mod. 2

oder

2tlq,r TR = P22t rl,ﬂ mod. £2
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also
-2
2t€r2t—1qu’ru(2t—1) _ 2t€r2t—1g(r2t—l)
v=0
0—2
= QtZr% ‘1 mod. ¢?
v=0

= (r2t 1) (1*+2* +- 4+ (¢(—1)*) mod ¢
Also ist g(r?*~1) ist also dann und nur dann durch ¢ teilbar, wenn
(r*' = 1) (1* +2% 4+ 4 (- 1)2t)
durch ¢? teilbar ist. Nun ist 72t — 1 fiir t = 1,2,... 53 prim Zu é fir t = %

nach unserer Annahme genau einmal durch £ teilbar. Fur t= ? ist ferner

12t+22t+.'.(£71)2t571 modg

also unser Ausdruck nicht durch ¢2 teilbar. Fiir t = 1,2,... Z_T3 ist bekanntlich
(symbolisch):

B 2t+1 BQt—i—l
126 492 4y g2t (z+B)
2t +1
B 22041 2t 2 Bu e
TO2t+1 v—1

wo die B, die Bernoullischen Zahlen in meiner Bezeichnungsweise bedeuten. Da
die rechts auftretenden Nenner fiir t = 1, 2,. 12—3 alle prim zu ¢ sind, und auch
die Nenner der B, , die ja hdchstens (v + 1) smd folgt fiir x = ¢:

12422 o P =12 122 1 (01— 1)?" =Byl mod 2

g(r?*=1) ist also fiir t = 1,2,... e*?‘o’ dann und nur dann durch ¢ teilbar, wenn

Bo; durch /¢ teilbar ist. Also gilt:

Satz 2. Der erste Klassenzahlfaktor hy des Kreiskorpers k¢ der {—ten Einheits-
wurzeln enthdlt den Faktor £ dann und nur dann, wenn eine der ersten { — 3
Bernoullischen Zahlen durch £ teilbar ist und zwar dann mindestens so oft, als
es solche Bernoullischen Zahlen gibt.

Bemerkung: Dabei ist natiirlich von der Teilbarkeit der Bernoullischen Zahlen
Bo¢11 durch ¢ abzusehen. Besser mufs man also sagen: ,wenn eine der ersten
e_?g Bernoullischen Zahlen # 0 durch £ teilbar ist“. Was gemeint ist, ist ja klar.
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b.) Sétze iiber Einheiten in k..

£—1

Nach Seite Sdﬂ hat die Einheit ¢ = —2 7— aus k¢ durch die Takagische Basis
die Darstellung:

—%. 2k, ik [ E)E?; 3)! 4
e 2 2-21 4-4! —3)-(£—3)!
e=ky PhyTR{Y Lk, mod A

Vermoge der Eigenschaft
kf‘ri =1 mod A

der k; laft sich daher durch symbolische Potenzierung aus € ein System von
Einheiten folgender Form herleiten:

9 = 14 ByA? mod A3
i = 14+Bs\* mod \°
Ne—3 = 1+ Bg_g)\z_g mod A2,

Es gilt ferner:

Satz 3. Existiert in k¢ eine Finheit des Typus 1+cA\"+--- mit zu £ primen c und
1 < k 01, so existiert in k¢ sicher keine Einheit des Typus 1+ \F7% ..
mit zu £ primem c.

Beweis. Wéren n),;, 1¢—, zwei solche, so wire nach dem Reziprozitatsgesetz:

—1
1= ( U ) (774,-;) :C—chc/7
/s Nk
was falsch ist.

Aus ¢ =1 — X folgt speziell:

Satz 4. In k¢ gibt es keine Einheit vom Typus 1+eX 4+ mit zu £ primem c.

Aus (ﬁ) = ( folgt ferner, daff auch keine Zahl der Form 1 + e\ + ---
Einheit sein kann:

Satz 5. In k¢ gibt es keine Einheit vom Typus 14 cAf + -+ mit zu £ primem c.

Liegt eine Einheit € = 1 4 cA\" + .-+ in k¢ vor, so kann dieselbe nach S. 74E|
durch Multiplikation mit einer Potenz von ¢ in eine reelle Einheit verwandelt
werden. Diese Potenz (79 ergibt sich nach S. 74E| aus

£(9)

— 4%
sen -t

I, 111
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wo nach S. 74|E| sicher das + Zeichen steht. Das ergibt hier

L+c(l—-0O"+-- I4c¢(1=¢0)"+---

I B G (G
L+ e\ 4 B
EETCCr

Das kann aber fiir £ > 1 niemals (29 werden, wenn nicht ¢ = 0 mod. ¢, also
(79 =1 ist. Also:

Satz 6: Jede Einheit vom Typus 1+ cA® + -+ fiir k > 1 ist notwendig reell.

Ist € eine beliebige Einheit aus k¢ , so ist e~ =1 mod ). Stellt man dann
e?~1 durch die Takagische Basis dar:

e = kRS L kS mod AT

so folgt aus k; = ¢ und der Eindeutigkeit des oben genannten 9, daf e/~1(
reell ist. Ich setze

n=e""tT = k$ES - kY mod. AT

Waére nun einer der Exponenten cs,cs,... ¢pg—2,co—1,¢¢ mod ¢ von Null ver-
schieden, so wiirde durch Erheben in eine passende symbolische Potenz eine
Einheit vom Typus
T=1—c\ +---

folgen, wo i einer der Indizes 3,5,...,¢ — 2,0 — 1, ist. Fir ¢ = ¢ — 1,¢ folgt
aus Satz 4,5 ein Widerspruch, fiir ¢ = 3,5,...,¢—2 aus Satz 6. Letzterer besagt
némlich offenbar, daf Einheiten vom Typus 14+cA2HL fiir s > 1 mit 2u £ primem
¢ tberhaupt nicht existieren kénnen. Denn nach ihm 14ft sich jede solche Einheit
eindeutig nach Potenzen von A = (1 — ¢)(1 — ¢(~!) = —¢~1\? entwickeln, muf
also so beginnen:

T4eX +oo=1—cCTA =1 —eAP 4.

Damit ist folgender Satz bewiesen: Satz 7. Jede Einheit € aus k¢ gestattet eine
Darstellung folgender Art durch die Takagische Basis:

e ="k kRS .. kY mod AT
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c.) Der zweite Klassenzahlfaktor.

Der zweite Faktor der Klassenzahl ist nach Satz 3, S. 7(15

Ly
TR

Dabei ist P eine Determinante, die aus der Kreiseinheit

€0 = \/( (1=0Ul=¢") (Wurzel positiv!)

1-¢)A-=¢r)

entspringt (Siehe S.73”)). Bezeichnet s = ({ : ") die erzeugende Substitution
von k¢, so ist wegen 5T = (¢ : ¢71) das System von Substitutionen

so beschaffen, daf es aus a gerade von jedem Paar konjugiert—komplexer kon-
0—
jugierter eine erzeugt, ebenso auch 1,571,572, ..., s~“2". Nun lift sich die De-

terminante P wegen €, = s¥&q, €, = €, wenn v =/ mod [_Tl so schreiben:

log eg logseg - - logs™= ¢g
logs—'e logs™lseg ------ log s~1s T e

P— g 0 g 0 g 0
_£=5 _£-5 _£—5 £-5

logs™ 2 g9 logs™ 2 sgg ---+-- logs™ 2 sz ¢

(log = Hauptwert !)

I,114
Diese Form von P lafst erkennen, daf P gerade diejenige Determinante ist,
deren Verschwinden {iber die Abhéngigkeit der 4%‘3 Einheiten
£—5

€0,8€0,.---,8 2 €0
entscheidet. Wegen ho # 0 ist P # 0, also:
Satz 8. Die st Kreiseinheiten eqg, seg, . . ., 85_7550 , wo €q die positive Quadrat-
wurzel aus der reell-positiven FEinheit

1-90a-¢")

1=¢ ) —=¢r)
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ist, die in k¢ stets aufgeht, sind von einander unabhingig.

Bemerkung: Daraus folgt natiirlich leicht, daf auch die durch dieselben Substi-

tutionen aus
_ :\/u—cr)(l—c—r)
TV a-o0a-¢)

entstehenden 2773 FEinheiten unabhéngig sind, denn hier fillt ey weg, wihrend

€¢—3 neu hinzukommt. Es ist aber

2

Ep€1...E¢=3
2

und da s in Bezug auf ¢y der Gleichung sT =1 geniigt ist dies = 1, was auch
daraus erschlossen werden kann, daf dieses Produkt die Norm der reellen Einheit
€o im Unterkorper der zweigliedrigen Perioden ist. Es darf somit unbeschadet
der Unabhéangigkeit g durch e s ersetzt werden. Es sei nun im folgenden

(-3
n=—
2
Ferner sei 71,72, ... 7n €in System von (reellen) Grundeinheiten von k¢ . Dann
kann
n
(1) sl = [[hwl™: (i=1.2,...n)
k=1

gesetzt werden mit ganzen rationalen m;, . Ferner ziehen wir die a. S. 11q5|
konstruierten Einheiten

N25M4y---51Me-3

deren Anzahl ebenfalls n ist, hinzu. Diese entstehen sédmtlich durch symbolische
Potenzierung von
Affl
E=———

!
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Nun ist
-1 -2 % )
A _ 1— 1 L
e = - :_H EUZ+CH ( 5)( C,T),,
14 y:O]-_C y:O(l_C )(]__C )
& 52
= +CH512 5512 SU71€1—2 _ +<H81_2(1+S+”'+SV71)
v=0 st
N v _
= et B Attt T
und da e, = &5 auch

e = 4 55(8)

Daraus folgt, daft € und auch jede symbolische Potenz von ¢ sich als symbolische
Potenz von g¢ darstellen lafst, bis auf eine ev. Einheitswurzel. Da die Einheiten
N2, M4, - - -,Ne—3 nach Satz 6 reell sind, fallt diese Einheitswurzel bei der symbo-
lischen Potenzierung heraus, was natiirlich auch daraus folgt, dafs € um k; zum
Wegfall zu bringen mit s — r potenziert werden mufs.

Es sind also 12,74, ... n¢—3 symbolische Potenzen von ¢y also durch die unab-
hiingigen unter diesen symbolischen Potenzen, nimlich g, sgg, ... 8" !&g in der

Form darstellbar:

n

(2) N2i = H (s"1eo)™™ 5 (i=1,2,...7n)

k=1

(wobei ersichtlich der absolute Betrag nicht genommen zu werden braucht, weil

die 12, als symbolische Potenzen von 5" = sés_r)f () positiv sind, weil o total
positiv ist!).

Aus und folgt

(3) i = [ ™= (i=1,2,...n)
k=1

(Mzn) = (nu@)(mm)

das Matrizenprodukt der beiden Substitutionsmatrizen ist. Bezeichnen ferner R,
E, H die aus den Logarithmen der |y, |, s*~ &g, 772, und ihren konjugierten gebil-
deten Determinanten ihrem absoluten Betrage nach, so gilt wenn noch M, N,

I, 116
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M die Substitutionsdeterminanten von , , bezeichnen (ebenfalls ihrem
Betrage nach):

E = MR, B
H = NE:MR,}M_MN
also H HOE
R ER M

Der zweite Faktor § ist wegen der Bedeutung von E = |P| ersichtlich gleich
ho, sodafs wegen % =N
Nhy=M

resultiert. Die Determinante N ist eine ganze reationale Zahl. ho wird also sicher
dann prim zu ¢, wenn die ganze Zahl M es ist.
Ich zeige nun, dak M, d.h. die den n ,Bernoullischen Einheiten*

n2 = 1+4BA?+4---
ne = 1+B 4.
Me—g = 1+4BegX 3+

in Bezug auf die Grundeinheiten entsprechende Substitual-Determinante sicher
dann prim zu ¢, also speziell auch von Null verschieden ist, wenn jene Bernoul-
lischen Zahlen sdmtlich prim zu # sind.

Waére ndmlich M durch £ teilbar, so gidbe es n ganze rationale nicht sdmtlich
durch ¢ teilbare Zahlen Nq,..., N, sodafs

(%, k vertauscht!) Z N:M;; =0 mod. ¢; (i=1,2,...n)

k=1

wére, also nach :

n n

N; ” ONM;, 8
LI = [T el MM =
i=1 k=1

die ¢—te Potenz einer (reellen, positiven) Einheit n wire. Dies ist aber auf Grund
der gemachten Voraussetzung iiber die Bernoullischen Zahlen unmdglich, da
dann die 12,74, . . ., n¢—3 unabhingige Nichtreste mod \**! sind.

Damit ist bewiesen, daf wenn hy prim zu /¢ ist, auch hs es ist, also:
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Satz 9. Dann und nur dann, wenn die simtlichen Bernoullischen Zahlen By, By,
..., Be_g prim zu £ sind, ist die Klassenzahl von k¢ prim zu (.

Aufierdem nach der letzten Bemerkung:

Satz 10. Die n = % wBernoullischen FEinheiten® des requldren Kreiskorpers
sind unabhdngig.
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1.12 Einige Erganzungen zu meiner Vorlesung:
Galoissche Theorie (11.10.1923)

Some direct consequences of the Main Theorem of Galois Theory which Hasse
did not cover in his lecture course. In the winter semester 1923/24 Hasse, being
“Privatdozent” in Kiel, gave a course “Algebra II” (4 hours weekly).

11.X.23.

Es sei (o) Normalkorper iiber 2, & die Gruppe der Automorphismen von Q(p)
iiber © (Galoissche Gruppe von Q(p) nach ). Dann besteht der Satz von der
umkehrbar eindeutigen Zuordnung der Unterkérper Q(n) von (p) tiber Q zu
den Untergruppen $ von &.

Hauptsatz. Jedem Unterkorper Q(n) entspricht eindeutig eine Unter-
gruppe 9, ndmlich die Gesamtheit aller Automorphismen,
die Q(n) invariant lassen; Zeichen: Q(n) — $.

Jeder Untergruppe ) entspricht eindeutig ein Unterkor-
per £(n), ndmlich die Gesamtheit aller Elemente von Q(p),
die bei $ invariant bleiben; Zeichen $ — Q(n) .
Wenn Q(n) — 9 ist § — Q(n) und umgekehrt, also
kann
Qn) — 9
geschrieben werden.

Es gelten ferner folgende Ergédnzungen:
L Ist 91 «— Q(m), Ha < Q(12) und
91 | H2  vom Index i,
so ist Q(m1) > Q(n2) vom Relativgrad ¢ und umgekehrt. Speziell ist
Ne— 6, Q) — €

Ist also n der Grad von &, und

$H — Q(n)

so ist der Grad v von () tiber £2(n) gleich dem Grad von $), der Grad j
von (n) iiber €2 gleich dem Index von $), und nv = ).
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II. Ist $ «— Q(n), so ist H die Galoissche Gruppe von €(p) nach €(n) und
6/ § die Galoissche Gruppe von (n) nach €.

ITL. Ist $1 «— Q(m), H2 < Q(n2), ... so ist der Durchschnitt
(91,92,...) =D — Qn1,m2,...) = (AUm), Qn2) ...)

d. h. dem komponierten Korper zugeordnet und umgekehrt.
IV. Ist $ Normalteiler, so ist () Normalkérper und umgekehrt.

Diese Sétze sind in meiner Vorlesung bewiesen.
Es gilt iiberdies:

V. Ist 91 «— Q(m), H2 «—— Q(n2),. .., so ist die ,Vereinigungsgruppe* (mit
allen Produktreihenfolgen):

(91,92, } =T — {20m). 2n.).... } = 0)
dem Durchschnitt der Koérper.

Beweis: 1.) jedes Element von Q(d) bleibt bei allen Automorphismen von $1, 2,
..., also bei allen von U invariant.
2.) Jedes Element von €(p), das bei allen $31, 99, ... invariant bleibt, gehort zu
jedem Q(n1), Q(n2), also zu ().

Es seien jetzt speziell die $); zu je zweien teilerfremd und untereinander ele-
mentweise vertauschbar. Dann ist also der Durchschnitt © = & und es existiert
das direkte Produkt

=90 xHx-={H,9,... }.
Dann gilt nach III.:

Q(T]l,?’]27._,) — (517527...) = @(—) Q(Q)

also
Qn1,m2,--.) = Qo).

VI Ist $; «— Q(m), H2 «— Q(12),... und sind die $; teilerfremd, so ist
Q(p) aus den (n;) komponiert. Sind iiberdies die $); elementweise ver-
tauschbar und zu je zweien teilerfremd, so ist nach V.]II. ihr direktes
Produkt die Galoissche Gruppe von () nach ©(d). Sind also speziell die
Q(n;) teilerfremd, so folgt:

G =9H XHy X

I, 121
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Es seien nun Q(n1), ©Q(n2), ... eine Reihe von Normalkdrpern iiber €2 und
Q(0) = Q, d.h. diese Korper teilerfremd, ferner Q(ny,1n9,...) = Q(p), sodafk
auch (o) Normalkorper. & sei die Gruppe von () und $; «— Q(n;). Dann
ist

1.) (91,92,...) = €, weil Q(p) zugeordnet.
2.) {91,92,... } =&, weil Q zugeordnet.

Wir bilden die Gruppen

R =(H2,...),82,...,

sodalt K; gleich der Gesamtheit der Automorphismen, die h6chstens 7; dndern.
Es ist dann nach III.

Ferner (8#;,R)=...=¢ nach 1.)
{R1,8,...}1=6

letzteres, weil der Durchschnitt

{Q(U2,773~--)7Q(7717773,---)7--~ } =0

ist. Schliefflich sind R, Ko, . .. elementweise vertauschbar. Denn ist

o=x(n,m2--.)

so ist fiir k1 aus Ry, ko aus Ry :

o/ki = x(m/ki,n2,...)
o/ka = x(m,me/ka,...)
also
o/kiky = o/kok1 = x(m/ki,m2/k2,m3, .. .)
Daher ist

6 =RK XKy x--.

Nun ist dem direkten Produkt K2 x K3 X --- der Durchschnitt {Q(m, N3ye-- ),
Qm,m2, M4+ )y .- } zugeordnet. Dieser Durchschnitt ist sicher Oberkdrper von
Q(m), wiirde er aber noch einen Teilkorper von (72,13, . . . ) enthalten, so wiren
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die Korper Q(n2),2(n3), ... nicht prim zu Q(n;) . Wir setzen daher voraus, daff 1, 123
unser Korper (n;) zu je zweien relativ prim, d. h. jeder prim zum Kompositum
der iibrigen ist. Dann folgt:

Ry X Ry X -+ — Q) «— N

Also ist R als Faktorgruppe ®/§2 x Ry x -+~ die Galoissche Gruppe von (1),
u.s.w.
Damit ist bewiesen

VII. Sind die Normalkdrper Q(n1),Q(n2),... zu je zweien relativ prim, d.h.
keiner im Kompositum der {ibrigen enthalten, so ist die Galoissche Gruppe
® des Kompositums

Qo) = Qn1,m2, )

das direkte Produkt
B =HK X Ry x---

Dabei bedeuten £i, Ra,... diejenigen Automorphismen von Q(p), die
hoéchstens 71,79, ... d&ndern, und diese Faktoren &; sind mit den Galois-
schen Gruppen der §(7);) isomorph.
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1.13 Ansatz zur analytischen Behandlung des
Fermatschen Satzes. (15.11.1923)

Hasse transforms Fermat’s Last Theorem via Cauchy’s integral formula and Di-
richlet summation into an analytic statement. In the winter semester 1923/24
Hasse, Steinitz and Toeplitz conducted a joint seminar with the title “Grenzge-
biete von Zahlen- und Funktionentheorie”. The topic of this entry seems to fit
in this scheme. Maybe Hasse talked about it in the seminar, or he had a student
give a talk about it.

(Kiel, 15. XI. 1923.)
Die Reihe
> 14
> "
n=1
wo £ eine ungerade Primzahl ist, ist fiir |2| < 1 konvergent. Ich setze
r=e%2; o>0.

Dann folgt die Konvergenz von
o0
—O'TLZ 'I’LZ . g
Z e 2" fir |zl <e
n=1

und

= £ £
Z el fiir |z > e

n=—1
also von
+oo
2 14
flo,z) = Z nf~lemoMln fir 677 < |z] < €
n=—oo
Der Koeffizient von 2 in der ebendort konvergenten Laurentschen Reihe f3(o, 2)

ist , ) ,
z : (nn/n//)lflefa{\n|'+\n'| +|n" 1}

nt +n/2+n//£:0
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Wenn der Fermatsche Satz richtig ist, muft dieser Ausdruck fiir alle ¢ > 0
verschwinden. Der fragliche Koeffizient berechnet sich nach den Cauchyschen

Integralformeln auch so:
1 3 dz
o [ e E
E

211

erstreckt iiber den Einheitskreis E. Wir setzen daher

z = e
dz
— = idt
z

Dann muf

+m
/f?’(cr,e”)dt =0, firec>0

nachgewiesen werden.
Nun ist

+o0o
. € iy L
f(O', elt) _ E n@—le—zﬂn\ +itn ;
n=—o0

also nach der Dirichletschen Summenformel (S. 13%] des Hefts):

+oo +oo
f(O', eit) — Z / uéf1eftf\u|£+itu['7271'1'777,udu7
m=—0c0 _"
also
f?)(a7 eit) _ Z //(uu/u//)lfl.

’ o’
MMM 4w/ u!!

_ [4 At e : £ e ey ; ro 0 "o 1
e o{|u] +|u|"+|u" | T Hit(u +u' +u'" ") = 2mi(mu+muw +m u") du du’ du"

wo Summation u. Integrationen, wie stets im folgenden von —oo bis 400 er-
streckt werden.
Durch Einfiihrung von u

pocr 5 L]

’ "
m,m’,m v ol

L 2

t =, u'" =, u"" =" wird noch:

—o(\v|+\v’|+\v”\)+it(v+v’+v”)—2ﬂ'i(mv%+m'v/%+m”’u”%) 7
e ' dv dv' dv

I, 125
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wobei v%, ... stets die reellen Werte bedeuten. Der fragliche Koeffizient wird
also bis auf konstante Faktoren

: ’ "
Z e—a(|'u\+|v’\+|v”|)—2m‘(mv%+m’v’%+m”v”%) . Slnﬂ-(v tv+v ) dVv
v+v v
\%

m,m’ m’’

wenn dV das Volumenelement des V Raumes bezeichnet, der durch v,v’,v”

bestimmt ist.
Alles kommt darauf an, das Verschwinden der letzten Integralsumme nach-

zuweisen.
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1.14 Kettenbruchtheorie. (Nov. 1923)

Basic arithmetic of periodic continued fractions. Throughout his life Hasse was
interested in continued fractions as algorithms for the computation of units in
real quadratic number fields.

(November 1923)

a.) Grundlagen

Sei aq,as,as, ... eine endliche oder unendliche Folge von positiven, ganzen
Zahlen, dann heift:
1
o= T
A D
as +

as + e
ein Kettenbruch, die Zahlen seine Nenner.

Satz 1. Jeder Kettenbruch konvergiert gegen eine reelle Zahl a. Es ist
0<aZfl

und dann und nur dann o = 1, wenn a; = 1 alle folgenden a; = 0
(nicht vorhanden).

Beweis. Wir betrachten die ,, Ndherungswerte*:

1
Qpy = 1 ’ (Tl g 1)
ay + 1
ag + -+ —
an
Deren erste sind
1 a
ar = —, , .
! al aias + 1
Setzen wir diese in der Form »
a, = =
dn

an, wo p, und g, die sich bei der Berechnung ergebenden Ausdriicke in Z&hler
und Nenner sind, die fiir unbestimmte a; keine Kiirzung mehr erlauben, setzen

I, 127

I, 128
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wir ferner der Vollstdndigkeit halber

p-1=1; po=0
q-1=0; qo =1
so gilt allgemein:
(1) Pn+1 = Qn41Pn + Pn—1 } fiir n z 0.
nt+1 = On41qn +qn-1

Diese Rekursionsformeln stimmen nédmlich nach dem obigen fiir n = 0, 1. Seien
sie bis n — 1 bewiesen, dann betrachten wir a1, das aus «,, dadurch entsteht,

dak a,, durch a,, + Gn1+1
Es wird dann also

ersetzt wird.

(an + an1+1 ) Pn—1 + Pn—2
Qpt1 = (

)

an + - ) dn—1 + dn—2

An 41

da pp_1, ¢n—1, Pn—2, gn—2 von a, unabhingig sind. Also:

a o an11(@nPn—1+Pn—2) + Pn—1 _ Gn41Pn + Pn—1
1 — - )
nr anJrl(anqnfl + qn72) + dn—1 An+14n + dn—1

und da letzterer Bruch fiir unbestimmtes a,; nicht weiter zu kiirzen ist, weil
Drs qn; Prn—1, qn—1 keinen Faktor gemeinsam haben sollen (nach Voraussetzung),
wird

Pn+1 = GptiPn + Pn-1
n+1 = Ont1qn T Gn-1, w.z.b.w.

Aus den damit bewiesenen Rekursionsformeln fiir die Zahler und Nenner der
Né&herungsbriiche o, folgt weiter:

_|Pn Pn+1| _ |Pn Pn-1| _ Pn—1 Pn| _
An — - - - _Anfl
dn  4dn+1 dn 4dn-1 dn—-1 dn
also wegen
0 1
Ay = - -1
0 ‘1 aq
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allgemein
An — (_ 1)n+1

Daher sind stets p,, ¢, auch fiir irgendwelche numerischen a; prim zu einander,

und es ist o, = p = stets die reduzierte Darstellung

( Berechnung nach dem Schema

a1 ao asg | e
1101 as PP I )
1 a1 a1a2+1 e | e

Ferner folgt:
P Pay1 _ An (=1

Adn dn+1 dndn+1 dnqn+1

Ist die Folge a; also unendlich, so wachst nach den Rekursionsformeln ¢, mit n
iiber alle Grenzen, und die Folge a,, = E2 oszilliert daher in zu Null strebenden
Schranken, ndhert sich somit einer endlichen Grenze «, die auch als

Pn v v— - -1 v+l
a = lim — = lim g (p P 1) = lim L
n=00 (n n=o0 n=ee Qwqv—1
(=Dt 1 1 1
— E - _ + — 4+

= iv-1 91 921 9392 443

geschrieben werden kann.
Fiir den Grad der Anndherung der Naherungsbriiche o, = f]ﬂ an « ergibt
sich noch, da « stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden liegt:

1 1

Pn Pn+1
- < 72 ,
dndn+1 dn

dn dn+1

(2) = an| <

weil stets ¢,+1 > ¢n , (wenn der Kettenbruch unendlich).

Natiirlich ist fiir a; = 1, alle {ibrigen a; = 0 o = 1. Ist dies aber nicht der
Fall, so ist entweder a; > 1, a; = 0und 0 < a = a% < 1, oder « liegt im
Intervall

0< 1 <a a2

— <1
a1 aias + 1

A

I, 130
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Damit ist Satz 1 bewiesen.

Satz 2. Zwei Kettenbriiche sind dann und nur dann gleich, wenn sie iden-
tisch sind. Dabei ist bei abbrechenden Kettenbriichen der leicht weg-

zutransformierende Fall, dafs der letzte Nenner 1 ist, auszuschliefsen.

Beweis. Sei )
o =

1
ap + ——
a2+...

ein Kettenbruch, dann ist, weil nach Voraussetzung und Satz 1

1
0<——-<1

1
a+ ———
a3+...

ist, a1 als grofites Ganze von é eindeutig bestimmt. Ferner ist dann, weil wieder
nach Voraussetzung und Satz 1

1
0< — 1 <1
as +——
ag+---
ist ag als grofites Ganze von Lial eindeutig bestimmt etz--- Falls der letzte

Partialnenner eines Kettenbruchs 1 sein sollte, ersetze man zu Herstellung der
eindeutigen Normalform den vorletzten a,_; durch a,_1 + 1.
Aus dem Beweis zu Satz 2 folgt sofort

Satz 3. Jede reelle Zahl o des Intervalls 0 < a < 1 148t sich eindeutig in

einen Kettenbruch )
o =

1
a + ——
ag + - --
mit positiven Nennern a; entwickeln, die entweder eine unendliche,
oder eine mit a, > 1 abbrechende Folge ganzer Zahlen bilden. Nur
flir o =1 wird )

o= —.
1

Da sich jedes reelle o eindeutig in der Form

a=ag+ay; 0<ap=1
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schreiben laft, folgt so fiir jedes reelle a eine Kettenbruchentwick-
lung (eindeutig):

a=aot ——g
ag + ———

as _|_ cen

wo ag = 0 fiir @ > 0 und ag < 0 fiir @ < 0 ganzzahlig ist, und die a;

die vorige Bedeutung haben.

Satz 4. Die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl « bricht dann und

nur dann ab, wenn « rational ist.
Beweis: 1.) Ist die Kettenbruchentwicklung endlich, so ist « rational.
2.) Sei « rational, also auch der ,echte Kettenbruch

1

T NB. Auch aus Eukl. Alg. zu folgern !
a + —
a9 + e

rational, dann sind auch alle Briiche

- 1 T 1
a2+... a3+...

Uy 1 (%) 1

v
! ay +

rational, weil z. B.
U7 1

U2
UIoap+—
V2

Die Briiche 7+ seien reduziert. Dann folgt

U2 V1 —aju;

V2 Ui
also weil vy prim zu wuq:
vog =u1, ebenso vy =1us,...

Die Reihe
up U2
— ) — 90 ..

U1 V2

ist also gliedweise gleich
Uy U2 ug
T Ty T g

U1 U1 (5]

I, 133
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Wire nur die Kettenbruch-Entwicklung unendlich, so wéren alle Briiche 7+ < 1
positiv, also
V1> UL > U >

Man kidme also auf eine monoton abnehmende Folge positiver ganzer Zahlen,
was unmoglich.

Wir betrachten noch die Naherungsbriiche fiir einen Kettenbruch

1
e
a +—
ag+---

Die ersten sind
Po _ ao &_a0a1+1.

qo 1 ¢ ap

Man beweist wie oben die Rekursionsformeln:

(3) Pn = AQpPn—1 + DPn—2
n = GnQn—1 + Gn—2

fiir die als Anfangswerte

zu nehmen sind.
Daraus ergibt sich fiir die numerische Berechnung das Schema:

‘ ag ‘ aq ‘ ......
O 1 Qg apaq =+ 1 ------
1 01 ay | e
Ferner gilt:
Pn Pn+1| _ n+1
4 = (-1
@ dn  4n+1 (=1)
(5) Po_ Pos1_ (ZD™

dn QnJrl ann+1
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Die g, sind von ag unabhingig, also monoton wachsend, die p, fiir ag = 0

ebenfalls. Wieder oszillieren die z—" in immer engeren Schranken um den Wert
n
von « herum.

Matrizenschreibweise:
<pn) _
an
b.) Quadratische Irrationalitéiten.

Es ist von besonderem Interesse die Kettenbruchentwicklungen reeller quadra-
tischer Irrationalzahlen zu untersuchen. Hierfiir besteht n&mlich der wichtige

Satz 4. Die Kettenbruchentwicklung jeder reellen quadratischen Irrational-
zahl ist periodisch und umgekehrt ist jeder periodische Kettenbruch
eine reelle quadratische Irrationalzahl.

Beweis. 1.) Sei
a=(bo,b1,....bk; a1,...,ap; a1,...,Gn; ...)

ein periodischer Kettenbruch, dessen Nenner die in den Klammern eingeschlos-
senen Zahlen sind. Dann folgt zunéchst

1
o= by +

bi+-. 4
C 4 0
by + —
w

wWow=aj + 1 gesetzt ist. Nach dem Vorhergehenden ist
az+-,
_ WPk T+ Pr-1
Wak + qr—1

wenn p,,q, die Zahler u. Nenner der Ndherungsbriiche von « bis zum v—ten
bezeichnen. Es geniigt also die Behauptung fiir w zu beweisen. Nun gilt fiir w:

w=a;+
GQ“F'.' 1

I, 135

I, 136
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Bezeichnet also P, Q,, die Zahler u. Nenner der Naherungsbriiche fiir w, so ist

an + Pn—l

=1 "
‘UQn + anl

3

also geniigt w der quadratischen Gleichung
w2QTL +W(Qn—1 - Pn) - Pn—l =0

mit der Diskriminante

D = (anl - Pn)2 + 4QnPn71
(6) = (Qn—l + Pn)2 - 4(PnQn—1 - QnPn—l)
(Qu—1 +Py)* —4(-1)"

Man sieht hiernach wie sich die Diskriminante von w, d.h. im wesentlichen
auch die in « steckende quadratische Irrationalitédt aus den Summen der reinen
Periode von « bestimmt.

2.) Um auch die Umkehrung zu beweisen, bemerken wir zunéchst, daff zwei
Zahlen «, 3, die durch lineare Transformation

aa—&—b.

——; ad—bc=e=+=1
ca+d

8=
auseinander hervorgehen, und die wir ,,dquivalent nennen wollen, abgesehen von
endlich vielen Nennern dieselben Kettenbruchnenner, also wenn sie periodische
Kettenbriiche sind, dieselbe Periode haben.
Dafs dies umgekehrt der Fall ist, d.h. daf 2 Zahlen «, 3 die von einer be-
stimmten Stelle dieselben Kettenbruchnenner haben (insbesondere also 2 ratio-
nale Zahlen) dquivalent sind, ist klar. Denn is

a = (ag,a1,...ap; C1,Ca,...)
ﬂ = (bo,bl,...bm; 01702,...),
so kann man setzen
WPn +pn71
o = —
wQn +Qn—1

Wrm + T'm—1
WSm + Sm—1

6 =

*) fiir rat. o, 8 kann man offenbar stets erreichen, daff ¢; =1, d.h. w = 1 ist
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wo die 2z, T“ die Naherungsbriiche von «, f und w = (¢1, ca, ... ) ist. Demnach
sind « und ﬁ mit w, also auch untereinander dquivalent, vermoge der Substitu-

tion{l] .
_ Pn  Pn-1 'm Tm-1
dn 4n-—-1 Sm Sm—1
Wir zeigen jetzt aber das Ubereinstimmen der Kettenbruchentwicklungen zweier
dquivalenter Zahlen von einer gewissen Stelle an, d. h. den Satz:

I Neben der rechten der beiden Matrizen ist andeutungsweise »(3)« zu lesen.
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2.1 Kettenbruchtheorie (Fortsetzung aus I.)

Basic arithmetic of periodic continued fractions. Satz 8 proves that there are only
finitely many reduced numbers with fized discriminant, which is equivalent to the
finiteness of the class number of binary quadratic forms with fized discriminant.
This connection is presented in Part c), with forms replaced by modules.

Satz 5. Die Kettenbruchentwicklungen zweier reellen Zahlen stimmen dann
und nur dann von einer Stelle an {iberein, wenn beide Zahlen dqui-
valent sind, d.h. durch eine linear gebrochene, ganzzahlige Trans-
formation der Determinante £1 auseinander hervorgehen.

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, daf fiir 2 dquivalente reelle Irrationalzahlen
a, f die Kettenbruchentwicklungen von einer gewissen Stelle an {ibereinstim-
men

Sei Th
a
3 ot d ad —bc=e¢ ==
und
a = (ag,ai,...)

die Kettenbruchentwicklung fiir «. (Diese symbolische Schreibweise bedeutet
stets, dak ag dem Kettenbruch als erstes Ganze vorangeht).
Schreibt man dann

= (GO;ala .. -aanaa7z+1)

und bezeichnet mit 22 die Né&herungsbriiche, so gilt
Qv

(0] _
o = PnCni1 + Pn—1 _ <pn pnl) (anJrl)
GnOn+1 + gn-1 qn 4n-—1

s= (¢ W@=(¢ D) (@ 2t @)
()=o)

*) Nachweis einfacher durch Erzeugung der Modulgruppen

also
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d. h.
Tn Tn-—1
= Q. s
ﬂ (Sn Snl) ( n—i—l)
so ist
Tn = app + bqn ; Th—1 = aPp—1 + bqnfl
Sp = CPp + dqn 5 Sp—1 = CPn—1 + danl

und die Grofen r,, s, geniligen offenbar den Rekursionsformeln

Tn+1 = Qp+1Tn +rn—1
Sp+l = Anp+1Sn + Sn—1,
sowie der Bedingung
Tn Tn—1 _ a b |Pn Pn-1 _ (71)n+1€
Sn Sn—1 ¢ dl |gn qn—1

Es ist speziell:

Sn = qn (cpn—&—d).
qTL

Da g, positiv und 22 — @, so kann man durch passende Normierung des
willkiirlichen Vorzeichens von a, b, c,d erreichen, daff fiir hinreichend hohes n
das Vorzeichen von s, mit dem von ca + d iibereinstimmt, das wir positiv
voraussetzen diirfen (« irrational! ) Dann werden aber von einem gewissen n an
die Grofsen s, monoton wachsen. n sei so grofs gewéhlt, daft schon

0< 81 <8, < Sn+1 <
Dann entwickeln wir den rationalen Bruch :—" in einen endlichen Kettenbruch: 1I, 142

Tn
= (bo, b, .., bn).

Sn

Es sei der vorletzte Naherungsbruch

(bo,bl,...,bm_l) - 7/’

so daft also
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(nach (), S.134%), d.h.
(7) rps — spr’ = (—=1)™T!

Man kann durch ev. Anfiigen oder Weglassen eines letzten Nenners 1 in bekann-
ter Weise erreichen, dafs m nach Belieben gerade oder ungerade ist, und dies sei
so gemacht, daff (—1)™*! = (—1)"*1e ist.

Ferner ist in der endlichen Kettenbruchentwicklung

(8) sn28 20,

worin aber bei hinreichend hoher Wahl von n die Gleichheitszeichen vermieden
werden kdnnen.

Durch die Bedingungen u. sind aber bekanntlich 7/, s’ eindeutig fiir
ein teilerfremdes Paar r,, s,, bestimmt, also:

Th—1 = T

Sp—1 = S8

und somit

an+1rn + Tn—1
(bo, bl, ey bm7an+1) = =
Op41Sn + Sn—1

ﬁ = (b07b17'-~ bm; an+17an+2w-~)'

w.z.b.w. Von dem hiermit bewiesenen Satz 5 haben wir nunmehr Anwendung
auf die Fortfiihrung des Beweises 2) von Satz 4 zu machen.

Um zu zeigen, dafl die Kettenbruchentwicklung jeder reellen quadratischen
Irrationalzahl periodisch ist, diirfen wir nach Satz 5 eine geeignet gewéhlte dqui-
valente Irrationalzahl dem Beweis zugrundelegen. Das fiihrt auf den Begriff der
reduzierten Zahlen, der im wesentlichen so konstruiert wird, daf rein—periodische
Kettenbruchentwicklungen resultieren.

Definition. Eine reelle quadratische Irrationalzahl o = a + b - v/d heit re-
duziert, wenn a > 1 und —1 < o/ < 0 ist (o/ = a — bV/d).

Dann gilt:

Satz 6. Jede reelle quadratische Irrationalzahl des Korpers R(\/d) ist mit
einer reduzierten Zahl aus R(\/d) dquivalent.

Beweis: Sei
w = (a’Oa Ay, ... an717w’n)
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die abgebrochene Kettenbruchentwicklung einer Irrationalitiit w aus R(v/d), und

w = Pn—1Wn +pn—2
Gn—1Wn + qn—2 ’

so gehort auch w, zu R(v/d). Durch Auflésung folgt

7Qn—2w — Pn-2 7%—2 N (*1)”4

Wy = =

dn—1W — Pn—1 dn—1 Qn(qnflw - Pn—l)

Die Substitution v/d : —/d gibt:

, W — Pn=2
o dn—2W — Pn—2 _ dn—2 qn—2
Wp = — / - U Pt
Gn—1W" — Pn-—1 n—-1 W — 1
n
/ _ 1 (_1)

wn-i—l - dn—1 — 4gn—2 — 1
— !/ n—
= G (& = Bt

Fir n — oo wird

w'—&—w/—w#o
dn

Nun ist fiir hinlédnglich grofes n sicher w, positiv und gréfer als 1, da dies ja
schon fiir n 2 1 eintritt. Ferner wird nach den obigen Formeln wegen

w/ _ Pn-1 N 7& 0
dn—1
o Pn—2
qn—2

w — #0

einmal w] im Vorzeichen schlieflich mit —dn-2

und andererseits w/, + 1 positiv sein, weil

< / pnl)
n—1|\W — — 00, da n—1 —

qn—1

und g,—1 — ¢n—2 = 1 ist. Also ist w,, reduziert, und daher w zu dem reduzierten

wy, aquivalent.

Entwickelt man nun eine reduzierte Zahl « in einen Kettenbruch, so fiihrt

der erste Schritt auf

a=ag+—,
aq

- also mit —1 iibereinstimmen,

11, 144

II, 145
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wo ag = [a] ist, also
O<ag<a<ag+1.

Dann muf aber auch ay reduziert sein. Denn es ist

1 1
] = = > 17
a—ay a—|q
und ferner
oy = L
7o — ag
Es ist aber
—oo< —1l—ap<a —ag<—ay < -1
also
-l1<a)=— <0
o — Ao
d. h. aq reduziert.
Bei beliebiger Fortsetzung
o =ap+ 1 :(a07a17"'an—1aan)
ap+---+
ap—1+ —

n

werden also alle Schlufzahlen «,, reduziert sein. Gelingt es also nachzuweisen,
dafs die Anzahl der reduzierten Zahlen, die hier auftreten knnen, eine endliche
ist, so wird die Periodizitdt der Kettenbruchentwicklungen reduzierter Zahlen
und damit nach Satz 5 und 6 aller quadratischen Irrationalzahlen gezeigt sein,
denn wenn eine Schluffzahl «,, zum zweitenmal auftritt, folgt die ganze Reihe
der vom ersten «,, an erhaltenen Schluftzahlen periodisch weiter.

Wir zeigen nun zuerst die Endlichkeit des in Frage kommenden Systems
reduzierter Zahlen, dann noch etwas Eingehenderes iiber die auftretenden Peri-
oden.

Da alle dquivalenten Zahlen zum selben Kérper R(v/d) gehoren, wire die
Endlichkeit der reduzierten Zahlen aus R(v/d) zu zeigen. Diese sind jedoch
keineswegs nur in endlicher Anzahl vorhanden, vielmehr mufs noch eine weitere
Invarianz gegen die Aquivalenz beachtet werden:

Ist d quadratfrei, ganz, positiv und

a=a+yVd,
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so geniigt a der Gleichung: 11, 147
o —2za+a2® —dy’> =0
die im allgemeinen nicht ganzzahlig ist. Wir setzen
b
xz—dy2:—g; 20 = -
c c

mit ganzen, teilerfreien a,b,c und erhalten als primitive (eindeutig durch «
bestimmte) Gleichung;:
ca® —ba—a=0

mit der Diskriminante
D =b* 4 4ac = 4¢®y*d (= 0,1 mod 4)
Dann ist D allen zu «a dquivalenten Zahlen eigentiimlich:

Satz 7. Aquivalente quadratische Irrationalzahlen haben gleiche Diskrimi-
nante (Gleichungsdiskriminante ihrer primitiven Gleichung).

Beweis: Sei

g=tatv. juo vl gy
wo + S w S
Geniigt § der Gleichung
dB*—bvp3—d =0,
so folgt durch bekannte Schluftweisen:
u vl
D' =V’ +4dd = . (b% + 4ac) = D.

Wir haben demnach nur zu zeigen, daf folgender Satz richtig ist: Satz 8. 1II, 148
Es gibt nur endlich viele reduzierte Zahlen fester Diskriminante D.

Beweis: Sei a eine reell-quadratische Irrationalitdt mit der Diskriminante D und
der primitiven Gleichung

ca’?—ba—a=0; b*>+4ac=D.
Dann ist etwa

_b+VD. , b-vD
“T T 2¢
—2a , —2a
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Ist nun « reduziert, so mufs sein
0<—d <l<a,

also
VD —b VD +b
< <1l< .
2c 2c

Wir diirfen ohne Beschriinkung ¢ > 0 annehmen. Das Vorzeichen von v/D muf

dann positiv sein, da aus
VD—b<VD+b

0

folgt
b>0,

und dann aus vD — b > 0 auch v/D > 0. Es ist also dann

c>0
0<b<VD.

Aus

folgt dann noch

I, 149  Aus D = b? + 4ac folgt
D — b* = 4ac,

und da fiir b nur endlich viele Werte zur Verfiigung stehen, stehen auch fiir a, c
nur endlich viele zur Verfiigung, w.z.b. w.

Damit ist Satz 4 nunmehr bewiesen. Wir erkennen iiberdies noch eine weitere
Eigenschaft der reduzierten Zahlen:

Satz 8. Jede reduzierte Zahl o hat eine reinperiodische Kettenbruch—
Entwicklung.

Beweis: Sei a reduziert und «,, 41 die erste Schlufzahl in
a=(ay,az,...,an; A1),
die mit einer fritheren iibereinstimmt, so mufl

Apy1 =«
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sein. Denn in einer solchen Entwicklung ist jede Schlufszahl «,, durch die néchst-
folgende o, 11 auch eindeutig bestimmt (nicht nur umgekehrt). Ist ndmlich

oy = ay + )
Q41
so folgt
1
Qyy1 = +——
oy — Gy
1 1
_ 5 = ay, —+ —71
v+1 a,
und folglich fiir die konjugierten:
n 1
— ay + ——
4 o1
al

1
’
Xyt

Gleichung der Anfang der Kettenbruchentwicklun von

Nun ist — reduziert, weil es a1 ist, also weil auch —C%, reduziert ist, diese
Y

—a%. Es ist daher

v41

a;, durch a,,; und somit «, durch a,; eindeutig bestimmt.

Wiére nun a,+1 = «, das erste Ubereinstimmen, so folgte auch a,, = a1,
gegen die Voraussetzung. Also ist o, = a.

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 8

Satz 9. Jeder rein—periodische Kettenbruch

a=(a1,a2,... Gp; a1,02,... Ap; ...)
stellt eine reduzierte Zahl dar.
Beweis: 1.) Aus a; 2 1 folgt oo > 1.
2.) Wir haben ' zu bilden. Ich behaupte
1
— = (Qny @1y v Q15 Ay A1y v A1 .. ).

Es besteht namlich das Gleichungssystem

*) d.h. ay = 7% , wie man leicht aus der Reduziertheit von 7% u. — ,1
Yyt1 ay o

v+1

folgert.

11, 150

11, 151
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a=a+—; Qqp=0a+—; ...} Qp_1=0ap+ —
(651 Q9 o

und hieraus folgt wie oben

1 1 1 1 1 1
—— =a1+ —; — = =
o) - o —= Q@ ——

o

wo jedesmal die a, die grofsten ganzen sind, weil die ,QL/ samtlich reduziert.

Daraus folgt

_i:an_k 1 :(an,...,al;...)

Aus a,, 2 1 folgt dann sofort —% > 1, also
-1<a <0, w.z.b.w.

Gleichzeitig gilt:

Satz 10. Die Kettenbruchperioden der Zahlen —% gehen fiir reduziertes o
durch Inversion auseinander hervor.
Hieraus folgt noch ein spezielles Resultat {iber die Kettenbruchentwicklung
einer v'D, wo D ganz und keine Quadratzahl ist.
Offenbar ist dann v/D noch nicht reduziert. Beginnt man aber die Ketten-
bruchentwicklung

1
\FDZ(IO—F*,
(0%

_ . _ 1 . .
also ag = [\/5], S0 ist o = To-a reduziert, weil

1
o=—>1

VD —ag

1

—/b—ay < 0 ist.

und —1 < o’ =
Daher gilt

\/Bz(ao; (1,02, ... Gp} A1y ... Gy} ... )
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Weiter ist nach Satz 10:

1
—E:\@—l—ao:(an,an_l,...al;an,...al; o)

also:
(2a9; a1,a2,...,apn; ...)
=(an; Gpn-1,-.. A1; Gp,...)
d. h.
200 = an
ayr = Qap—-1
ay, = Qp—yp

Die Kettenbruchentwicklung von v/D sicht also stets so aus
\/5: ((l(); a1,0a9,... ,ag,al,an; .. )

Satz 11. Ist D eine ganze Nichtquadratzahl, so besteht die Kettenbruchent-
wicklung der positiven VD aus einer eingliedrigen Vorperiode ag,
einer symmetrischen Folge (a1, ... an—1) = (@p-1,...,a1) und dem
Periodenschlufglied a,, = 2aq.

c.) Beziehung zur Modultheorie.

Sei R(\/&) ein reeller quadratischer Zahlkérper mit der Diskriminante d.
Wir betrachten dann ,Moduln® im Bereich der ganzen Zahlen von R(v/d), d.h.
Systeme ganzer Zahlen, die sich durch Addition und Subtraktion reproduzieren.
Die Anzahl der linear unabhingigen Zahlen eines Moduls aus R(v/d) kann nur
1 oder 2 sein. Wir betrachten allein ,,2 gliedrige Moduln“. Nach allgemeinen
Prinzipien haben diese eine Basisdarstellung

= Clwi + Cows

durch 2 Basiselemente wq,ws. Jeder Modul lésst sich, wenn 1,w eine Korper-
basis ist, im Gitter x + wy als ein iibergelagertes Parallelgitter deuten, das den
Nullpunkt enthélt, und jedes solche Parallelgitter liefert einen Modul.

Die Basis wy,ws eines Moduls 14fst sich auf folgende Weise eindeutig normie-
ren. Wie man sofort sieht enthélt jeder Modul unendlich viele ganze rationale

11, 153
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Zahlen. Sei a die kleinste, dann sind alle {ibrigen Multipla von a. Sei ferner
unter allen Zahlen z + wy des Moduls b’ + cw eine solche, deren y = c¢ positiv,
moglichst klein ist, dann sind alle auftretenden y Multipla von ¢. Ferner kommt
im Modul auch b+ cw vor, wo b der kleinste positive Rest von ¥’ mod a ist. Es
ist dann

(a,b+ cw)

eine Basis des Moduls, und zwar offenbar eindeutig normiert.

Satz 12. Ein 2 gliedriger Modul im reell-quadratischen Zahlkorper R(\/ﬁ) mat
der Basis 1,w ist durch Angabe dreier Zahlen a,b, c charakterisiert,
die die normierte Basis

(a,b+ cw)
bilden. a, b, c sind als Invarianten des Moduls anzusehen.

Natiirlich kénnen a, b, ¢ ganz willkiirlich gew#hlt werden, nur den Bedingungen:

a>0; ¢>0
a>bz=20
geniigend. Falls der Modul ein ,Ideal“ sein soll, miissen jetzt a, b, c noch weiteren
Bedingungen geniigen (c | a, etz).
Umgekehrt konnen im iibrigen zwei Moduln (a, b, ¢) und (a’, V', ¢’) jedenfalls

nur dann gleich sein, wenn a = a’, ¢ = ¢’ ist, da a, ¢ invariant definiert sind. Aus
der Relation zwischen zwei verschiedenen Basen desselben Moduls:

ot = (2 1) oren)s

folgert man dann leicht, daf auch b = 0’ sein muf$

p q
r s

==1

Satz 13. Durch die Invarianten a,b, c ist ein Modul eindeutig bestimmit.

Zwei Moduln heifien dquivalent, wenn sie durch Multiplikation ihrer s&dmtli-
chen Zahlen mit (einer u. derselben) ganzen oder gebrochenen Koérperzahl in-
einanderiibergefiihrt werden kénnen.

Hiernach zerfallen alle Moduln in Klassen nicht &quivalenter, und es ist leicht
zu sagen, daf es unendlich viele solcher Klassen gibt.

Jedem Modul ist ndmlich als Invariante zugeordnet ein bestimmtes Ideal,
namlich der grofite gemeinsame Teiler aller Modulzahlen, d. h. schon der beiden
Basiszahlen. In Dedekindschem Sinne ist der Modul teilbar durch dieses Ideal,
weil alle Zahlen des Moduls zum Ideal gehéren. Ist der Modul selbst Ideal, so ist
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er mit dem ihm so zugeordneten Ideal und seine Klasse mit der entsprechenden
Idealklasse identisch. Aufser diesen endlich vielen Idealklassen gibt es aber noch
weitere unendlich viele Modulklassen.

Bildet man nédmlich das Determinantenquadrat

2

w1 w2
/ /
Wy Wa

einer Modulbasis, so ist dasselbe eine ganze rationale Zahl, deren (positiver)
Wert, wie aus der speziellen Basis (a,b + cw) ersichtlich, gleich da?c®> = d x
(Anzahl d. Restkl.)2 ist. Da die Anzahl d. Restklassen nach dem zugeordneten
Ideal a gleich (Na)? ein Teiler der Anzahl der Restklassen nach dem Modul sein
muf, weil das Ideal a den Modul teilt, ist der Quotient

2 1

(Na?)d

w1 Wwo
wi W

eine ganze rationale (wegen d > 0 positive) Zahl und Invariante des Moduls,
aber auch der zugeordneten Modulklasse.
Sind namlich M, Mo zwei Moduln und

M = DM
ferner a;, as die zugehorigen Ideale, so ist

a1 = as Ao

Die Quotienten fiir Mt A1, Mo Ao sind gleich:

2 2

1
N(aQ)\g)?d

X201,  Aaba
Ao, A0

AW, Atws
/ ! ! !
1W15 1W2

1
N(al)\l)Qd n

Durch Wegheben des Faktors A2\,* = N(A2) und (A2X}%) = N(A2) entsteht:

1 2

(Ne2)d —

1

(Na3)d

01 6>
01 0

2
w1 W2

! /
Wy Wy

w.z. b.w.

Dieser jedem Modul 9 eindeutig zugeordnete, ganze rationale, positive Quo-

2
w1 w2

! !
Wy Wy

tient 8 = ﬁ heiflt die Diskriminante von 9J1.

I, 156
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Satz 14. Die Diskriminante 8 von I ist eine Invariante der Modulklasse von
.

Nun ist speziell fiir a = 1, also Moduln der Form (1, cw):

2
:CQ

3:‘1 ch

1 e

1w
11w

Da ¢ beliebig ist, gibt es unendlich viele Modulklassen.

Satz 15. Es gibt unendlich viele Modulklassen.

Den Modulklassen lassen sich nun die méglichen Kettenbruchperioden aus
R(\/ﬁ) gegenseitig eindeutig zuordnen.

Jedem Modul (w1, w2) ordnen wir zunéchst den Basisquotienten 2 = o zu.
Basistransformationen entsprechen linear gebrochen mit der Determinante +1
zusammenhéangende «, also gleiche Kettenbruchperioden der Basisquotienten a.
Jedem Modul ist so eine Kettenbruchperiode eindeutig zugeordnet. Diese ist
sogar der ganzen Modulklasse eigentiimlich. Denn ist (¢1,v2) ein dquivalenter
Modul und mit ganzen A1, Ao:

A (w1, wa) = A2 (Y1, 92)

wofiir auch unbedenklich

A
1 W1,02) = M0y, 02)
1

(WlaWQ) =

mit gebrochenem A geschrieben werden kann, so sind 321 = “L und A201 — U1
X1 wa A2z

zwei dquivalente Basisquotienten, haben also gleiche Kettenbruchperlode Sind
umgekehrt «, 8 zwei Zahlen gleicher Kettenbruchperiode, die als Basisquotienten
zweier Moduln 901, 0N auftreten:

w1 191
“= w2 ’ ﬁ 192
so folgt aus
goPtata. fp o _,,
roa—+ s ros
Y1 = Apwi +quw2) = Aoy

Yo = A(rwi +sw2) = Awa
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wo \ eine gebrochene Zahl aus R(v/d) ist, und @y, @, ebenfalls Basis fiir 9t ist.
MM und N sind daher in der Beziehung

A = N,

d. h. dquivalent.

Satz 16. Den verschiedenen Modulklassen entsprechen gegenseitig eindeutig
die verschiedenen Kettenbruchperioden von R(\/d) (als Kettenbruch-
perioden der Basisquotienten).

d.) Die Pellsche Gleichung, Einheiten.

Es sei w eine reell-quadratische Irrationalzahl, die wir reduziert voraussetzen,
und
cw? —bw—a=0

die zugehérige Gleichung mit der Diskriminante D = b2 + 4ac, wobei a, b, ¢ ihre
gemeinsamen Teiler sind. Die Kettenbruchentwicklung von w ist rein periodisch:

w=(a1,a2,... ap; ...)

also
_ WPn Tt Pn1
B Wqn + gn-1
Das liefert
an2 —(Pn —@n-1)w —Pp—1 =0

also mit ganzzahligem w:

qn = uc

Dn — qn—1 = ub

Pn—1 = ua
Wir setzen noch
Pn + Gn—1 = 1.
Dann wird
t+ ub
Pn = 5 Pn—1 =ua
2
t—ub
Gn =UC  Qn-1 =

11, 160
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II, 161  Da nun

Pn Pn-1 — (_1)n
dn  Q4n-1
ist, folgt
2 — u2b? 9
_ —(—1)"
1 u“ac = (—1)
also

t* —u?D = (-1)"4
Man erhélt also auf folgende Weise eine Losung der Pellschen Gleichung:

1,162 Satz 17. Ist w eine reduzierte, reell quadratische Irrationalitit mit der Dis-
kriminante D, sind ferner 2” i und p" vorletzter und letzter Néihe-

rungsbruch vor Wiederkehr der (n glzedmgen) Periode der Ketten-
bruchentwicklung fir w, so liefert

I = pPntdna
u = (qn,Pn — qn—1,Pn-1)
eine Losung der Pellschen Gleichung
—Du? = (-1)"4
Man kann auch einfach

q
u:?n; t=pn+ Gn-1

setzen, wenn man die Gleichung fiir w besitzt. Natirlich gentigt es,
u, t positiv zu wdhlen.

Beispiel.

w = ——— ist reduziert.

V40 — 6
Gleichung: 4w? — 12w —1=0; D =160

Kettenbruchentwicklung;:
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=1 _ V4046 _ V1043 _ 1
u)_\/4576 — 1 = "2 _3+471
R :@ :124_%2 ar =3
° as =12
Wwo = 1 :\/ﬁ+3 —w
21/10—6 2
w=(3,12; 3,12; ...)
3] 12
011337
1({0]1]12
n=2 pa =37 pL=3
G =12 g =1
(q25p2 - qlapl) = (12,36,3) =3
Q_lg_?) u=3
c — 4 —

t=p2+q =38
382 -160-3%2 =14

Natiirlich gilt Satz 17 auch, wenn n nicht die primitive Periode, sondern ein
Vielfaches derselben ist.

11, 163
Wir beweisen nun die Umkehrung von Satz 17.

Satz 18. Ist w eine reduzierte Zahl der Diskriminante D, so liefert das Ver-
fahren von Satz 17 bei geeigneter Verfiigung iber n jede Losung von

t2 — Du? = +4

in der t,u > 0 ist.

Beweis: Sei t? — Du? = £4 in positiven ganzen ¢,u und
cw? —bw—a=0; b®+4ac=D.
Wir setzen

t+ub
= 5 Pn—1 = ua

t—ub
gn = uc gn—1 =

Pn
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Wegen
t? —Du? =t* —b*u? = (t +ub)(t —ub) =0 mod 4
ist
t+ub=0 mod 2,
also Py, Gn_1, Pn—1, ¢n samtlich ganzzahlig. Daraus folgt ferner

Gnw? — (Pn — Gn—1)w — pn—1 =0

also
WPn +pn—1
=
W(n + qn—1
und
dn  Q4n-1 4

11,164  je nach dem Vorzeichen in t? — Du? = 4-4. Ferner folgt

2c+bu—t
dn —Q4n—-1 = f .
Nun ist w reduziert, also nach S. 14&5
VD —b < 2c,
d.h.
uﬁft_ Du? — t? F2

qn — qn-1 >

2 2uV/D+1t) u/D+t

Es ist aber wegen t,u = 1 und D > 1 sicher
uVD +t > 2,
also, wenn t? — Du? = +4:

In = qn-1 > —1,
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wenn t2 — Du2 = —4

dn — 4n—1 > 0.

Weil ¢, — gn—1 ganz ist, gilt also jedenfalls

qn—1 < An;

wo das Gleichheitszeichen nur fiir ,,+4“ stehen kann.
Weiter ist wegen b < v/D (8. 14@

. _t—ub>t—um_ t?2 — Du?
T 2 2(t+uVD)
42
t+uV/D’

also g,_1 2 0, wo das Gleichheitszeichen nur fiir ,,—4“ stehen kann.
Insgesamt ist also

O§Qn71 éqn

mit den genannten Einschrénkungen fiir d. Gleichh. zeichen.
Wir entwickeln nun Z—" in einen endlichen Kettenbruch, indem wir dabei die
Anzahl n der Teilnenner so annehmen, daf (—1)" = £1 wird:

Pn

. = (a1,a9,...,a,)
n

Ist dann 2—: der vorletzte Naherungsbruch (der letzte ist wegen der Teilerfremd-
heit £ selbst). Dann ist

s BTG ILEESS
also
Pnd’ — @up’ = *£1
und dabei

II, 165
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wo das Gleichheitszeichen in der unteren Grenze nur fiir n = 1, also im Falle
»—4% in der oberen Grenze nur fiir n = 2, also im Falle ,,+4“ vorkommt. Da mit
diesen Bedingungen p,x — ¢,y = *+1 eindeutig l6sbar ist, folgt

/
q =qn-1
/
P =DPn-1
also
w=(a1,a2,... ap,w),

d.h. unsere Losung entsteht aus einer Kettenbruchperiode von w nach dem
Schema von Satz 17, w.z.b. w.

Hieraus folgt noch einiges Wichtige. ¢ und u wachsen offenbar gleichzeitig,
sodafs von einer kleinsten Losung geredet werden kann, die mit T', U bezeichnet
werden soll. Da v mit ¢, und ¢, mit n monoton wachst, resultiert T, U fiir
moglichst kleines n, also bei der primitiven Periode. Daraus folgt, dafs es zwei
Sorten von D gibt, solche mit ungeradem n, fiir die t> — Du? = 44 beides lésbar
ist und solche mit geradem n, fiir die t2 — Du? = —4 sicher nicht l6sbar ist.

Satz 19. Es gibt 2 Arten von Diskriminanten D, solche fiir die t? —Du? = —4
unldsbar, und solche fiir die t? — Du®? = —4 Idsbar ist. Sie unter-
scheiden sich dadurch, daf$ die Kettenbruchperioden der Zahlen der
ersten Art von D samtlich gerade Gliederzahl, die der zweiten Art
samtlich ungerade Gliederzahl haben.

Die Losungen von t? — Du? = +4 entsprechen Einheiten von R(v/D). Es ist
namlich dann

iti;%ﬁ

ein System von 4 Einheiten +&,4+¢~!. Eine und nur eine von ihnen ist > 1,
néamlich

t—&-u\/ﬁ
ng'

In bekannter Weise schliefst man:



Kettenbruchtheorie (Fortsetzung). 153

t?—Du?

Satz 20. Die samtlichen Lésungen wvon I = +1 entstehen aus der
»Grundeinheit’, d.h. der kleinsten Lisung T2*4DU2 = =41, indem
man die Grundeinheit

T+UVD
E=—r
2
potenziert:
2

und zu jeder Potenz ¥ die 4 Finheiten

+e¥, ™"
nimmt. Den positiven Lésungen entsprechen die positiven Potenzen
€,€2,... allein. Ausgeschlossen ist dabei die triviale Losung
+2)2 —D-0?
i% = +1,

die den Finheiten +1 zugeordnet ist. Die Norm der Grundeinheit
ist 1, je nachdem die Perioden von D gerade oder ungerade Glie-
derzahl haben.

Nimmt man im Falle eines quadratischen Korpers R(\/E) der Diskriminante

d =0 mod 4 fiir w eine zu @ gehorige reduzierte Zahl, so ist das zugehorige

D= 4% = d und man erhélt eine Lésung von
t? — du® = +4,

in der ¢ notwendig gerade sein muf. Daher kann 4 wegdividiert werden und man

erhélt: )
N d,

% ist dann quadratfrei, und die kleinste Losung liefert die Grundeinheit von
R(Vd):e=T +U ¥
Ist aber d =1 mod 4, so nehme man eine zu HT‘/E gehorige reduzierte Zahl
w, deren Diskriminante D = d ist. Man erhélt dann Losungen von
2 — du?

==1
4

II, 168
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in denen wegen d =1 mod 4 sicher
t?—u?>=0 mod4

also t und u gerade oder ungerade sind.

T+UVd T-U 1++d
e = 5 = 5 +U 5

ist dann die Grundeinheit (ganzzahlig!), wenn T, U wieder die kleinste positive
Losung ist.

Allgemein liefern die reduzierten Zahlen eines D hohere Einheiten von R(v/d).
D ist von d stets um ein Quadrat unterschieden. Der Zusammenhang ist folgen-
der:

Ist w irgendeine reell-quadratische Irrationalitdt der Diskriminante D, so
gehort zu D eindeutig eine Korperdiskriminante d, sodafs

D =m?2d

ist, also R(v/D) = R(v/d). Befreit man némlich zuerst D von allen quadratischen
Faktoren:

D =¢?Dy; Dy quadratfrei,

so ist entweder Dp = 1 mod 4, dann ist d = Dg zu setzen, oder aber Dy = 2,3

mod 4. Da aber D als Zahldiskriminante (b + 4ac = D) stets = 0,1 mod 4 ist,

und ¢ = 0,1 mod 4, so kann dieser Fall offensichtlich nur fiir D = 0 mod 4,

¢> =0 mod 4 eintreten. Dann ist 4Dg = d die zugehorige Koérperdiskriminante
q

und fir m = 3

D = m?d.

Satz 21. Ist w eine reell-quadratische Irrationalitit aus R(\/d), so ist ihre
Diskriminante D teilbar durch die Korperdiskriminante d und

D = m?2d.

mit ganzem m.

e.) Zahlringe in R(v/d).
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Sei R(v/d) ein reell-quadratischer Korper der Diskriminante d. Wir betrachten
dann den Zahlring R, :

a = rationaler, zu m primer Zahl mod m

fiir irgendeinen ganzen rationalen Modul m.

Satz 22. Ist (1,w) eine Basis von R(V/d), so sind alle und nur die Zahlen von
R,. in der Form

a=a+bmw; (a,m)=1
mit ganzen a,b enthalten, d. h. (1, mw) ist eine Basis von Ry, .
Beweis: 1.) Ist a = a + bmw, so ist
a=a modm; (a,m)=1

also a zu R,,, .
2)Ist a=r modm; (r,m)=1,soist

a=r+pm=r+(c1 +cow)m
=7r+4cym+ cowm = a+ bwm
und a = r + ¢ym prim zu m.
Satz 23. Der Fihrer von R, ist m.

Beweis: Ist m’ irgendein echter Teiler von m, so lat sich die Zugehorigkeit
zu R,, nicht mod m’' charakterisieren. Wére namlich irgendeine ganze prime
Restklasse mod m' in R, enthalten, und a ein rationaler Reprisentant dieser
Restklasse mod m, der prim zu m’ gewihlt werden darf, so ist

a+mw

sicherlich nicht in R,, enthalten, denn sonst wére

a+mw = r modm
a+m'w’ = r modm
m(w—-w) = 0 modm

m
w—w = 0 mod —,
m

1L, 171



I, 172

II, 173

156 Tagebuch 11

wihrend w — o’ = V/d sicher nicht durch eine rationale Zahl > 1 teilbar ist. Es
ist also a +m’w nicht in R,, enthalten, und daher R,, nicht mod m’ definierbar,
w.z.b.w.

Aus Satz 22 folgt noch:

Satz 24. Der Ring R,, ist identisch mit dem Modul (1, mw), wenn von den
zu m nicht primen Modulzahlen abgesehen wird.

Ist D die Diskriminante einer quadratischen Irrationalitit c«, so liefert die
Kettenbruchentwicklung einer zu « reduzierten Zahl eine Einheit von R, , wenn

D = m?d.
Denn es wird eine Lésung von

t2 — m2du? = +4,

also
t d
€= Hn%[ geliefert, die
wegen w = d"‘T\/g zu R,, gehort. Die kleinste Losung von 2 — Du? = +4 liefert

dann offenbar die kleinste positive Einheit > 1 von R,,, d. h. die Grundeinheit
von R,, .

Satz 25. Ist D = m2d eine Zahldiskriminante aus R(\/d), so liefert die Ket-
tenbruchentwicklung zu D gehdriger reduzierter Zahlen mach dem
Schema von Satz 17 die samtlichen Finheiten von R, , speziell bei
Abbruch nach der primitiven Periode die Grundeinheit von R, .

Wir sahen frither, daf die Diskriminanten D der Basisquotienten ! einer

Modulklasse alle dieselben sind, ferner dafs auch die Moduldiskriminante 8 In-
variante der ganzen Modulklasse ist. Es liegt daher nahe eine Relation zwischen
D = m?2d (auch m ist invariant!) und 8 zu vermuten.

Man kann nachweisen, daf @ = m? ist.
Dies ist zunéchst klar, wenn der Modul den Idealteiler 1 hat. Denn ist dann:

M= (a,b+ cw)

so ist
8 = a2
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Andererseits ist der Basisquotient

b+ cw
o =
a

der Quotient zweier relativ primer Zahlen. o geniigt der Gleichung
a’z® —aS(b+ cw)z + N(b+cw) =0

und diese ist primitiv, weil N(b+ cw) prim zu a ist. Daher wird ihre Diskrimi-

nantefiirw:@
D = aQ(S(b+cw))2—4a2N(b+cw)
2
d
= 4a?V® —4a® [ v* = & ({)
= a?c?d
und fir w = 1+2\/E
2,2 2 22 2 (12 od—1
D = 4a°b”+4a°bc+a°c® —4a” | b° +bc—c 1
= a%c?d

Ist dagegen der Idealteiler (a,b+ cw) = a, so ist

a’c?

(Na)?

a:

Anderseits ist

(a,b+ cw)(a,b+ cw') = aa’ = Na
= (a®,aS(b+ cw), N(b+ cw))

und daher der wegzudividierende Teiler in der Gleichung fiir o gerade Na, also

in der Diskriminante von « genau (Na)?; es wird also 11, 174
2.2
a“c*d 9

8 =m?>.
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Man sieht also, daf fiir die aus den Kettenbruchentwicklungen reduzierter
Zahlen resultierenden Einheiten nicht nur die Modulklasse, sondern sogar deren
Diskriminante & = m? die Invariante ist:

Satz 26. Die durch Kettenbruchentwicklung resultierenden FEinheiten sind
nur von der Diskriminante 8 = m? der benutzten Modulklasse ab-
hingig. Alle Basisquotienten aus Modulklassen der Diskriminante
8 = m? liefern die Einheiten von R,, .

Beispiel.

10
d =10, Modulklasse (4, \/E) , o= \/;

4
D =160 = 4d
d=m?=4; m=2.
R, = a+2bv10
Kettenbruchentwicklung von oo = @ :
o = O—|—@:0—|—ai1 ag =0
_ 4 _ 2V10 _ 1 —
o = ﬁ— 5 —1+£ al—l
11, 175
ay = 5 /105 34 L gy =3
2 = 2@—5_\/3 - as 2T
_ 3 _ V1042 _ 1 _
az = 2@—4_\/£ =it =l
_ 4 _ 21044 _ 1 _
Q4 = Vi0—2 \/37 —3+?5 0'4_3
3 _ 2/1045 _ 1 _
as Vios — 5~ 2tag 45=2
ag = 2\/%_5:2@+5:a2 0,6:3

Periode: (3,1,3,2), reduzierte Zahl ag = %

Naherungsbriiche:
[3]1]3 |2
0[1]|3|4|15] 34
1/10(1]1(4 |9
ps = 34 p3 = 15
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u = (9, 30, 15) = 3 oder aus der Gleichung fiir @y = %: 922 — 30z = 15
d.h. 322 - 102 —5=0

9 _
= —
t=38

382 -32.160 =4
V1
B30 _ g 4 gy,

3

u =

n=
Tatsiichlich ist die Grundeinheit von R(1/10)

e=3+V10.
Diese ist noch nicht in R,, = Ry enthalten, wohl aber £2 = 19 + 61/10 = 7.

f.) Andere Methode zur Gewinnung von Einheiten.

Nach dem bisherigen kann die Aufgabe, die Grundeinheit von R,, zu finden,
stets so gelost werden, dafs man den Basisquotienten eines Moduls der Diskri-
minante & = m? aus R(v/d) in einen Kettenbruch entwickelt, und mit den Né-
herungsbriichen der reinen Periode (reduzierten Zahl) des Verfahrens von Satz
17 anwendet. Als Modul der Diskriminante m? kann man etwa 9 = (1, mw)
nehmen, wenn (1,w) eine Kérperbasis von R(v/d) ist.

Es gibt noch eine andere, bequemere Methode, namlich von der Kettenbru-
chentwicklung einer reinen Wurzel V' D auszugehen, deren Diskriminante sich
aus der zugehorigen Gleichung

z2—-D=0

zu

v}

D=4

berechnet, wenn D als ganze Zahl vorausgesetzt wird, die keine Quadratzahl ist.
Die Kettenbruchentwicklung von +v'D hat nach Satz 11 die Gestalt:

V' D = (ao; a1, ... an_1,2a0; ...... )

Es seien %, ... ihre Naherungsbriiche. Aus

II, 176

11, 177
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\62 (ao; A1y... Ap—1,00 + \6)

folgt:
/5 (ao + ﬁ) Po_1+Pn_s
D= —
(ao + \6) Qn—1+ Qn—2
also
aOQn—l + Qn—Q - Pn—l - O
DQu-1—aoPp_1—Py2 = 0
oder
Qn—2 *aOQn—l + Pn—l
Ph2 = DQu_1—aoPn_1.
Nun ist
Pnfl ) Pn72 n
= (-1
anl ) Qn72 ( )
Also folgt:

Pn_1 BQn—l —agPpn—1 — (_1)"
anl Pnfl - aOanl ’

szl - BQiq = (_1)n-

n

Es resultiert also die Einheit:

= 2P,1+Q,-1VvD
52Pn—1+Qn—1\/7: n—1 2Qn lf.

Wir wollen nun nachweisen, dafs dies genau dieselbe Einheit ist, wie die aus
V'D nach der fritheren Methode zu gewinnende. Dazu haben wir nur die reine
Periode (a1, ... an—1,2ag) zu benutzen, deren Nidherungsbriiche wir mit ‘{;—1 yeen
bezeichnen. Zu ihr gehort
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mit der Gleichung
(D —ad)x? —2apz —1=0

Zwischen den (PT" und 2—” bestehen die Beziehungen:

P, 1 ¢ +aop,
_a0+pT_7
Ql/ qT, Pv

und daher

=1,2,...)

Pl/ =qv + aopy
QI/ = Pv (V

Speziell wird daher:

Pn—-1 = Qn—l
-1 = Ppo1—a0Qn-1
Pn—2=Qu-2 = —aoQu-1+Pna

@"*1 —agPp_1 + G%anl —agPp_1
= (D + (Zg)Qn_l — 2a0Pn_1

Gn—2 = Prn_2 — apQn—2

Pn = 2a0pn—1 +Pn—2 = 2a0Qn-1—a0Qn-1+Pn_1=0a0Qn—1+Pn_1
dn = 2a0qn71 + gn—2 = 2EOPnfl - QQ%anl + (D + a%)anl - 2CLOPnfl
(D - a(Q))anl
Damit wird die nach dem fritheren Verfahren zu konstruierende Losung: 11, 179
_ I _
u = D _ a,(2) - anl

t=pn+gn-1= 2P,

also

t? —Du? = (2P,_1)* —4DQ}_, = (-1)" - 4

c = 2Pn—1 + Qn—l\/5
N 2

, w.z.b.w.

Um daher die Grundeinheit von R,, in R(v/d) zu finden, kann man auch so
vorgehen:
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a.) d=0 mod 4.

Man unterscheide vV D = m2% . Dann ist D = m2d.

b.) d=1 mod 4.

Hier klappt das Verfahren nur fiir m = 2my, indem man dann

2
\/6:\/% =4/m3d mit D =m2d

entwickelt.

Umgekehrt sei D = m?dy und dy quadratfrei. Ist dann

a.) dp =2,3 mod 4,

so liefert die Entwicklung die Grundeinheit von Rz .

b.) dg =1 mod 4,

so liefert die Entwicklung die Grundeinheit von Rozm; .
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Satz 27.Ist D eine ganze, nicht quadratische, positive Zahl, so erhilt man II, 180
eine Losung von -
t* —Du? = £1

indem man fiir ¢,u Zéhler und Nenner des vorletzten Naherungs-
bruches vor Wiederkehr der Periode aus der Kettenbruchentwick-
lung von VD nimmt, speziell die kleinste Lésung bei der primitiven
Periode. Die so gelieferten Einheiten sind mit dem nach dem Ver-
fahren von Satz 17 aus der reinperiodischen Entwicklung der zu VD
gehorigen reduzierten Zahlen identisch. Ist daher

D = m?d,
und dy quadratfrei, so resultiert fiir
a.) dp =2,3 mod 4; (d = 4dp)
die Grundeinheit von Rz,
b.) dp =1 mod 4; (d = dy)

die Grundeinheit von Ro7; .
Umgekehrt kann man also fiir d = 0 mod 4 die Grundeinheiten

aller R,,, durch Entwicklung von \/mQ% erhalten, fiir d =1 mod 4

auf diesem Wege jedoch nur die Grundeinheiten der Rg,,, durch

Entwicklung von y/m3d.

Anmerkung: Nach der bei T6plitz entstandenen Dissertation von Hansen besteht ein dhnliches
Gesetz auch fiir H'T‘m falls D = 1 mod 4. Dadurch vervollkommnet sich die Methode von

Satz 27 auf alle iiberhaupt vorkommenden Einheiten.
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2.2 Jacobi—Algorithmen in kubischen Korpern.
(Dez. 1923)

After having presented the classical theory of continued fraction expansions of
quadratic irrationals, Hasse now works through Perron’s work [PerQ7], which
deals with continued fractions of cubic irrationals. In section f)E] he refers to
a conversation with Toeplitz. Hasse returns to this topic later in his papers
[BH65|, BH69, [EH67].

Dezember 1923.

a.) Das Formale, erldutert durch Gegeniiberstellung der zwei— und
dreigliedrigen Algorithmen.

k=2

Gegeben seien zwei reelle Zahlen xg, 1. Wir betrachten folgenden Algorith-
mus (zg > 0):

kurz :
T = ago)a:o + xél); Ty = xgl) To T
(0)
1
:vg ) _ (11) 1 )+x(() )’ x(()l) _ m§2) :c(()l) 55(11)
a(l)
1
x?) = agz)mé ) + ac(()d); x(()2) = xgd) x(()z) a:(lz)
mgu) _ agu)x(()u) + xéu+1); xél/) _ .’L‘gy+1) Iéz/) xgu)
a(V)
....................................... 1
v+1 v+1
) (v=1)

)
wo stets ag Y) das grofite Ganze in wl—y) ist.

Dieser Algorithmus bedeutet matrizentheoretisch:

(6 o0=(0 ).
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Zwei aufeinanderfolgende Zeilen des rechtsstehenden Schemas héngen also ganz-
zahlig linear mit der Determinante —1 zusammen, oder sind kurz gesagt, unei-
gentlich dquivalent. 11, 182

k=3.

Gegeben seien drei reelle Zahlen xg,z1, 5. Wir betrachten folgenden Algo-
rithmus (z¢ > 0):

T = ago)xo + xél); To = aéo)xo + xgl); Ty = ;vél)
A0 = 4als )=o) =l

xg”) = ag"):réy) + xéyﬂ); xé”) = aé”)xéy) + x§”+”; mé”) = xé”H)
kurz:

o T T2
MO o0

ey :vgl) mél)
agl) aél)

22 mgQ) a:g2)

2 a:g”) xg')
o) aé”)

v+1 v+1 v+1
A e

()

Ty .
I[()V)’ Iéu)

()

wo stets a; ,a(;) die grofiten Ganzen in sind. Dieser Algorithmus

bedeutet matrizentheoretisch:

0 0 1
(x(()u), xﬁ”), xéy))z 10 aﬁ”) (ac(()wrl), xﬁ”“), mé”+1)).
01 af
Zwei aufeinanderfolgende Zeilen sind eigentlich dquivalent. 11, 183

Mindestens von der zweiten Zeile an sind die x(()”),acgy) positiv, die a&”) al-

so auch. Fiir ganzzahlige xg,z; fiihrt daher der Algorithmus (hier mit dem
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Euklidischen Teilerverfahren identisch), da die x((f’),xg”) bestdndig abnehmen,

schlieRlich einmal auf ein erstes 2" = 0, wihrend noch z{”) = 2{"™ £ 0
ist. Dann ist offenbar wegen der Aquivalenz von (zg, ;) mit (1:(()”+1), xg"ﬂ)) =

(O, x(ly+1)) asgVH) der grofte gemeinsame Teiler von xg, x7 .

Sind aber xg,z; linear unabhingig (% irrational), so kann niemals ein

x(()y),xgy) gleich Null werden, wegen der Aquivalenz. Der Algorithmus bricht

also nicht ab.

Es ist vorteilhafter die Relation zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeilen
so zu schreiben:

(xgu), JE(()u)) _ (a(llW (1)) (xgqul)’ xéu+1)) .

Hieraus folgt durch wiederholte Anwendung:

(0) (1) (v)
_ (o 1\ (ag I a; 1 (v+1) (v+1)
(21, o) < 1 0) < 1 0> ( 1 0 (xl > T ) '

a;

Durch hintere Multiplikation mit (1)> entsteht aus einer beliebigen

2 reihigen Matrix eine neue, die die erste Spalte der urspriinglichen zur zweiten
Spalte hat. Daher kann man allgemein setzen

A(u+2) A(u+1) il il
(zl, 930) = (Aéu+2) Aéwrl) (335 + )7 a:g + ))

Mindestens von der zweiten Zeile an sind die xél'),xgy),xgu) positiv, also

(v) (v+1)
1

auch die a ,aé”). Ferner sind dann offenbar stets x; ,xgy'H) kleiner als

x(()u) < a:((flfl) und auch xéyﬂ) = q:((f’) < :Eéyil). Die obere Schranke x((flfl) fiir
die (v + 1)-te Zeile (xéyﬂ),xgyﬂ),zguﬂ)) wird aber selbst stets kleiner. Fiur
ganzzahlige xg, x1,x2 wird daher sicher einmal eine Zeile mit mindestens einer
Null erreicht, (und zwar notwendig zum erstenmal an erster oder zweiter Stelle).
Damit ist dann die Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers von xg, 1, T2
auf die von 2 Zahlen zuriickgefiihrt, die nach dem zweigliedrigen Algorithmus
fortgesetzt werden kann.

Sind aber xg, 1, 2 linear unabhéingig (xo : x1 : zo irrational), so kann wegen
der Aquivalenz keine Zeile eine Null enthalten, der Algorithmus bricht also nie
ab.
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Vorteilhaftere Schreibweise:

a1 0
(xéu)7 :cg”), xéy))z agy) 0 1 (xéyﬂ), x&”H), :I:E)VH)).
1 0 0

Relation zwischen O-ter und (v + 1)-ter Zeile:

a? 10 a1 0 1 1 1
(w2, 1, wo)=|al” 0 1] a” 01 (m§”+),w§”+),xé”+ ))
1 0 0 1 0 0

Allgemeiner Ansatz:

v+3 v+2 v+1
AT AGHD A

2
(2, 1, o) = [ A A A | (o, e, )
v+3 v+2 v+1
AT AL At
Dann besteht fiir die Gréfsen AEV) folgende Rekursionsformel: I, 185
A§”+2) A§u+1) _ A§u+1) Ag”) a(ly) 1
Agﬁz) A6u+1) Ag/+1) Aéy) 1 0
(v=0,1,2,...)

Explizite Rekursionsformeln:

Agu+2) _ Agu+1)a§u) +A§u)
Aél/+2) _ A(()z/+1)a§u) +A(()u)
Offenbar ist zu setzen: Agl) =1 Aél) =0, (man setze v = 0).

Ferner (v = —1): Ago) =0; A(()l) = 1. Insgesamt:

Anfangsbedingung:
A AN 1o
A AR ) N0 L
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Hieraus entsteht folgendes Rekursionsschema fiir die Al(-”):

1 1 1
ago) agn agz)

Agu) 01 ago) agl)ago) +1 af)agl)ago) + ag2) + ago)
AV T1]0] 1 al’ aaV 41
v=101| 2 3 4

Determinantenbedingung:

v+2 v+1
A Al = e
Ao Ao
11,186  Rekursionsformel fir die AEV):
Aéu+3) Aéy+2) Agj—H) Aéu+2) Ag/+1) Agj) (1(2”) 10
A§u+3) Agu+2) A(1u+1) _ A§V+2) Agu+1) Agu) agy) 0 1
v+3 v+2 v+1 v+2 v+1 v
ALY AT ALY AV AV A ST 00
(r=0,1,2,...)

Explizite Rekursionsformeln:

Ag/+3) _ Aéu+2)a(2u) +A(2V+1)agu) +Aéu)
Agu+3) _ A§V+2)CL(2V) +A(1u+1)agu) +Agu)
A((JVH) = AéerQ)CL(QU) + A(()”H)agu) + A(()V) .

Analog folgt als Anfangsbedingung:
AP A A 10 0
A2 AL AT =10 1 0
A(()Q) A(()I) A(()O) 0 0 1
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Berechnungsschema fiir die Agu):

1 1 1

CLgO) agl) a§2)

ago) aél) ag?)
A 10]0]1] 0?9 | a®a® 1 a® | oPaDal® 1+ 0@ a® 4 oPq® 11
A® o] 1]0]a® a<1>a§ )1 NONONC +a<2> o ©
Ag’) 1|00 1 al! a?al) + o
v=10|1]2] 3 4 5

Determinantenbedingung:

Aé}/+3) A§u+2) A(2u+1)
Agu+3) Agu+2) A§u+1) -1
Aél/+3) A(()u+2) A((Ju+1)

b.) Konvergenzbeweis fiir den Jacobi—Algorithmus.

Ich beweise folgenden

Satz 1. Sind xg, 1, z2 drei linear unabhdngige reelle Zahlen, so konvergieren
die Verhdltnisse Aé”) : Agu) : /-\(QV) der Niherungswerte des Jacobi—
Algorithmus von xq, 1,2 gegen das Verhdltnis xq : x1 : xs.

Bemerkung: ,Linear unabhéngig* soll hier wie im Folgenden stets bedeuten, daf
keine ganzzahlige lineare, homogene Relation moxzg+mix1 +moxs = 0 besteht.
Dies ist hinreichend dafiir, daft der Jacobi—Algorithmus nie abbricht.

Beweis: Wie wir frither sahen, sind von mindestens der zweiten Zeile an die auf-
tretenden Restetripel xéy), xgy), a:(QV) als auch die agu), aéu) > 0. Wir konnen uns
daher auf den Fall positiver xg, 1, z2 und von vornherein positiver agu) ) be-
schrinken. Denn die Reihe der Néherungswerte A((f’)7 A:(LV), Aé") des Algorlthmus
fiir g, x1, T2 hingt mit den Niherungswerten Bg/_”), Bg'/_“), Bg”_”) des Algo-
rithmus von yg,y1,y2 durch dieselbe lineare Substitution S zusammen, durch
die yo, y1, Y2 mit xg, 1, 2 zusammenhéngt, wenn xg, x1, o die k-ten Reste des
Algorithmus von yg, 1, y2 sind. Gilt also

II, 187

11, 188
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Vh:I?O A((JV) : Agu) : Agu) =20 :T1 T2
so gilt wegen
(Bg/—m)7 Bgy—n)7 Béu—m)) —s (Aé”), A‘l”),Aé”))
und

(Yo, y1,y2) =S (w0 : 21 : x2)
auch

lim Bg/_”) : Bgu_y") : Bg’_ﬁ) =Yo:Y1:Y2-

Wir nehmen also jetzt an:
Zo, L1, T2 > 03 ai”),ag”) =20; (¥v=0,1,2,...).

Wir brauchen dann noch folgende beiden Aussagen iiber die a{”,al"”), die stets
angenommen werden diirfen:

I.  Es ist stets aé")zl; (v=0,1,2,...)
II. Esist stets 0= a(ly) < ag'); (r=0,1,2,...)

I. folgt aus den Gleichungen, die die aé") definieren, ndmlich

:Cé”) = ag')méy) + x:(tyﬂ),
@) (-1

wonach aéy) als groftes Ganze von w%l,) = IOW definiert ist. Nun ist fiir v =2 1

xr €T
wegen 0 0

xgu—l) _ agu—l)xéll—l) + 1:81/)
(v) (v—1) .. (v—1) z[()ufl) ol e >

x5 als Rest mod. z; sicher <z, ", also o > 1, und somit fiir v 2 1

I. bewiesen. Da es aber auf Weglassen einer Anfa%gszeile nicht ankommt, darf
I. schon fiir ¥ 2 0 angenommen werden. II. folgt ebenso aus den Gleichungen

xgu) _ agu)xéu) + xél/Jrl); xgu) _ agu)xgu) + $§V+1)’
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)
wonach a(l'/) als grofstes Ganze von % sicher nicht grofer ist als das grofite
Lo
Q) (v+1)
Ganze aéu) von “25 = 0 weil ja wegen (fiir v = 1):
Zo Zo

.T(2V_1) _ agy—l)x(()u—l) + xgl/)

sicher ;U:(LV) < xéyil) ist. Damit ist II. fiir ¥ 2 1 bewiesen, und es darf seine

Richtigkeit schon fiir v 2 0 angenommen werden.
Wir betrachten nunmehr die Naherungswerte AZ(.V), definiert durch die obigen
Rekursionsformeln. Wegen A(()B) =1 und

A(()”+3) _ A(()”+2)a§”) +A(()V+1)a(lu) +A(()"); (v=0)
sowie

al”) =1 fir v 20,
ist sicherlich

1AV <AV (fiir v > 3),

) )

also speziell alle /-\(()V von Aé?’ an # 0 und sogar positiv. (Ebenso sind iibri-
gens alle Agy) fiir v 2 4 positiv und monoton wachsend, oder jedenfalls nicht

abnehmend).
Wir betrachten fiir v 2 4 die 3 Quotienten

g ; (fiir ¢ = 1 oder 2),
NG

A(u) A(VJrl) A(V+2)

)

A(()U) ’ A(()I/)

die wegen Aév) > 0 endliche, positive Zahlen sind. Die kleinste unter ihnen sei 11, 190
ﬁi(y), die grofste Bgy), sodafs

B < BW.
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Nun ist (v 2 4):

A+ AD ALFD o AGHD AGD) "
A(()”+3) = A(()u+2) 'A(()u+3) "G Aéy+1) 'Aéu+3) sap +
+ AEV) . ﬂ

AT AL
_ AT w0 AT 0 A o
A(()u+2) 2 Aél/—i—l) 1 Aé”) 0 >

WO )\g’), Aﬁ”), )\E)V) die ersichtliche Bedeutung haben und nach den Rekursions-
formeln
A A Ay =1,

ferner offenbar )\,(f) 2 0 ist.

Nach Definition von ﬂfy), BZ(»”) folgt also

A(,U+3) (v) (v) W)\ ) (v)
ACTD) = (/\2 + AT+ A )Bi = B;
0
A§u+3) , , ) . )
o 2 (WA a) =6,
0
also sicher
BEV-}-l) § Bgy)’
51-(V+1) § ﬁz(,,).
Dabher gilt
08 <p < < Bt <BW.

Bekanntlich folgt hieraus die Konvergenz sowohl der ), als auch der B{") gegen

11,191  eine obere bezw. untere Grenze [3; bezw. B; . Unsere Behauptung ist dann

woraus leicht auf
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zu schlieflen ist.

Nehmen wir an es sei 3; < B;, was offenbar wegen

0<8™ <, <B, <BY

neben f3; = B; der einzig mogliche Fall ist. Fiir hinreichend hohes v 2 1y kann

dann f3; — ﬁi(”) = ¢ beliebig klein gemacht werden, und es ist dann also

Daraus folgt:

also

Nun folgt aus

und

dals

also wegen

daf

A(I/+3) =

AV
—=28M =pi—-
AO

) A(-V+2)

S NCINCAP RN
= (A7) 82 4 A AT
0

. . A(y+2)
= (1 "Ag)) (B; —€) + Ay Azy+2)’
0

A (A

Aéu+3) ¢

AéVJrZ) > Agu); A(()V+2) > Agqul)

A S AP A S,

1= a8 487,

I, 192
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1< 329,
also
AY) >

ist. Daraus folgt fiir v 2 vg

A£u+3) ; >1 AZ(_V+2) ;
NEEEEEE A IO B

also durch x malige Anwendung;:

A§u+2+f€) . 1 A(V+2) X 1 1
W_ﬂl s A(u+2) e +§+--~+ 31 ) -

(1)

AL+
Ich denke mir nun v so gewéhlt, daf 2 (V — gerade der betreffende B;" wird, was

stets moglich, da unter 3 aufemanderfolgenden solchen Quotienten mindestens

(1)

einer (ndmlich der grofte) ein B;" ist. Es ist dann

AL (n)
2 — > R.
AT B > B;.

. AlvFzds) . . .
Ferner ist dann unter den W fiir k = 1, 2, 3 sicher eins ein ﬁg” ), also < ;.

So soll % bestimmt sein. Dann folgt fiir dieses v und x:

A(v+2+m) 1 1 1
> — A () — _ e [
N Bi> oo (Bi— ) —¢ <1 tgtt 3,€_1)

Durch hinreichend kleine Wahl von e kidme also fiir B; > 3; ein Widerspruch
)
heraus. Es ist somit 8; = B; und daher lim, —,, % vorhanden.

0
Es ist nun letztens noch zu zeigen, dafs der vorhandene

lim Ag') : Agu) : A(()V) =19 :71 : Tp
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ist. Dazu benutzen wir die Formeln:

3y = AT | A0 L A0 00)
p = AP | A0 L AG) 00
2o AL 4 AGHD L) | A0 )

und zwar in der inhomogenen Gestalt:

AV+2) :v( -+ A(u+1)m(1") +A(-V)

T; ¢ % 2 %

— = o ;o (1=1,2).
X0 Aéu+2):r%l/) +A((Ju+1) w(ly) +A((3V)
1'0 .'L'O
oder
v Z v (E(V)
. A+2) A+ ( ) AGHD Al “)xfu)
zr — 1 + 7 . 0
v+2 v v+1 v z( )
2o AT A<+2>()+... AYED A
Lo Lo
Al Aé”’
) 2
Ap /—\( )z l,) —|—
A(V+2) ) A(V+1) ) A(V) @)
= El/+2) 2U + zl/+1) ’ + El/) HOV’
Ay Ay Ay
wo k5 + k) + k57 =1, und
Iﬁlgy),ligy) /{(()V) > 0.
. . AW
Hieraus folgt wegen lim o = 0
V=00 0
Ti o _ () W) ) ) _ ) )
o () () o )

= B (R 4 R 4 )

lim e, e ") = 0.

V=00

Daher folgt fiir v 2 vy(e):
Eg”)ngy) (V) (V) + E(V) (V)

<5( (V)+H1)+I€(()V)) =e

11, 194
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also im lim = 0, daher

V=00

T v=c0 AlV)

c.) Eindeutigkeitsbeweis.

Der eben gefithrte Existenzbeweis fiir den lim der Ndherungsbriiche 1aft
sich so auffassen, daf jedem System von Zahlen agy)7aéy); (v =0,1,...), die

den Bedingungen:
(L) =21 a2 =0, w21

geniigen, ein konvergenter Jacobi—Algorithmus entspricht, der aus den formal
abgeleiteten Rekursionsformeln fiir die AE”) besteht.

Liegt nun ein solcher Algorithmus vor, d. h. sind die Zahlen AEV) aus den agy)
berechnet und xq,z1,x2 drei Zahlen, gegen deren Verhéltnisse er konvergiert

(xg > 0), so ist keineswegs selbstverstidndlich, daf die Jacobi Entwicklung fiir

T, T1, T2 gerade die Zahlen agy) liefert. Es konnten ja mehrere solche formale

Entwicklungen gegen die némliche Grenze konvergieren. Tatsdchlich miissten
auch die az(”) aufier der Konvergenzbedingung (I.) noch einer weiteren Bedingung
geniigen, damit dies der Fall ist. Die letztere Bedingung folgt aus der Bemerkung,
daf die Zahlen agy) eines wirklichen Jacobi Algorithmus aufser der Bedingung

(I.) noch einer weiteren Einschriankung
(IL.) Wenn aéy) = agl’), 50 st aﬁ”“) =21;(vz21)
unterworfen sind. Wir beweisen nun:

Satz 2. Durch die Bedingungen (1.),(IL.) ist ein Jacobi-Algorithmus eindeu-
tig festgelegt, d.h. die Grenzwerte, gegen die die Verhdltnisse der
aus den a;”’ gebildeten Al

%

V) konvergieren, liefern, in einen Jaco-
bi Algorithmus entwickelt, genau die Entwicklungszahlen agu). An-
ders ausgedriickt:

Stimmen die Grenzwerte der AEV) und Bg'/) von 2 Entwicklungsreihen

(

iy) und bgy) tberein, so stimmen auch die aEV) und bgy) tberein; Je-
des System xq, x1, T2 von 3 linear unabhdngigen Zahlen (z¢ > 0), ge-
stattet nur eine einzige Entwicklung, die den Bedingungen (1.),(I1.)
geniigt. (1.),(IL.) sind also die einzigen Einschrinkungen, denen die
Entwicklungszahlen unterworfen sind.

a
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Beweis: Wir haben zunédchst einiges Formale nachzuholen. Es seien agy),agy);

(v 2 0) die Entwicklungszahlen eines Algorithmus, Ag”) die aus ihnen gebildeten
Niaherungswerte und xg, 1,22, (g > 0) ein Tripel von Zahlen, gegen die der
den Bedingungen (I.) und (II.) gentigende Algorithmus konvergiert.

Neben den AEV) betrachten wir dann die Groéfen A§f27 die aus dem mit
~) )

ag ,ag{) beginnenden Algorithmus definiert sind, wie die AZ(-V aus dem mit

a§°>, aéo) beginnenden, sodaf also

(v) (v)
Ai,O - Ai

ist. Fiir s 2 1 sind dann die Agu) samtlich = 0, da die agﬁ) fir k = 1 den

Bedingungen (I.) geniigen. Es sei xéﬁ),mgn),xgﬁ) je ein Wertetripel, gegen das

. v . . . . . K
die Al(. K) konvergieren; diese seien so normiert, dafs erstens, wie stets, xé ) > 0,
,

und zweitens, daft

o) =2l (k2
ist. Wie aus dem Beweis zu Satz 1 zu entnehmen, sind die xgﬁ) fiir k = 1 samtlich
> 0.

In den folgenden Matrizen bezeichnet ¢ den Zeilenindex, x den Spaltenindex,
die beide von 2 bis 0 laufen. Ferner sei bezeichnet zur Abkiirzung:

1 0
Rz/ = agy) 0 179:; (V 2 O)
0 0

Dann besteht die Formel:

(AEH'/M)) = (AZ(-HK)) RaRA+1 -+ - Ragw—13

rvz1;A20).
Ferner gilt die explizite Formel
(AE”*”)) —RoR1...R_1; (=1)
woraus nach Definition der AEVA) folgt:

(AEZJ,\M)) =RzRyxy1--.Raypo1; (w21,020)

I, 196

11, 197
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Zusammengenommen ist also:

<A§A+V+m)) _ (Al(/\+n)) (A(u/\+m)) . (w21, A20)

2, —

Durch Ubergang zu den Elementen folgt hieraus:
)\+V) ZA(A+R)AI(:/;\’ (I/ ; 1: A z 0)
Speziell ist also fir A = 1:

A(V+1) Z A(f”v'i‘l)A(V). (I/ > 1)

K,1

Aus
o) aéo) 10
K+ - 0
(Ai ) = ag ) 0 1
1 00
folgt also:
A§V+1) _ A(V) (0) Agvl)
A§u+1) _ A(V) (0) + A(V)
v+1 v
A A
oder durch Grenziibergang zu v = co unter Beriicksichtigung von x( ) = Zo:
To = aé )a: + xgl), T = a(o)x + ;U(()l)
Benutzt man ferner die obigen Formeln, angewendet auf den mit a(K) (K) be-
ginnenden Algorithmus, zu dem a('ﬁl) aé’ﬁz in derselben Beziehung steht wie

a(ll), a(21) zu dem mit ag ), s 0) beginnenden, so folgt genau so, unter Beriticksich-

tigung von :véﬁﬂ) = (()H).

() 500 | p(et D), o) _ (9 0) | e,

Ty =ay T,
(k 20).
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Da die xEKH) und x((f) fiir k 2 0 positiv sind, folgt

() (%)

?K) > aéﬁ); xéﬁ) > a(ln); (k 2 0).
Zo Zo

Wir benutzen nun die Voraussetzungen (I.),(II.) iber die ag'{). Nach (I.)

ist ag{) < 1 fir k 2 1, daher auch x(;)

xéﬁfl) = xéﬁ) und

> x(()'{) fiir K 2 1. Somit ist wegen

x&n—l) _ agn—l)x(()ﬂ—l) + méﬁ)

sicher
A = (o 4 1) o o — 0l =) o <0, (k21)

und daher zusammengenommen

(H)

(R) ()

<—<a1 +1;, (k20),
2
0
d.h. stets a; ( ) . Ferner ist nach (I.) fir x 2 1: a(”) = 11, 199

g ). Falls nun a( RIS ag ) so folgt

(%) 2%

m?) (H)>G(K)+1>ﬁ§ (k21)
zy zy"

also
l‘éﬁ) > xgn); (k21)

Falls aber a” = a'™ | so ist nach (IL) a{""" > 1, daher

(k) (N+1) (r+1) (r+1)
Ty (ka) + > agn) + a§n+1) ) 2 agn) + Z
(n) ( ) 2 2P
Lo 0 0
()
=5y (w2 1),
Z‘OK

also auch hier
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Somit ist
(k—1) (k) ()
) _ (k1) Ty _ (=1 | T1 (k—1)
e T4 oy = a g <y L
0 0 2
(h21)

und somit zusammengenommen:

()
D2 a1 (k20)
e

0

aé’i) <

()

Es ist also auch stets ag@) das grofte Ganze in 25 . Damit ist die formale
To

Identitdt mit dem Jacobi Algorithmus von xg, 1, 2 nachgewiesen, und Satz 2

bewiesen.

d.) Periodische Algorithmen.

Ein Jacobi—Algorithmus heifft periodisch, wenn die agy) von einem v = \ an

sich mit einer Periode von einer Liange n = 1 wiederholen. Das kleinste n dieser
Art heillt die Zeilenzahl der Periode, das kleinste \ die Zeilenzahl der Vorperiode.
Fiir A = 0 heifst die Entwicklung reinperiodisch, fir A > 0 gemischt periodisch.
Wir betrachten zunéchst die al(”) als unbestimmte Variable. Bezeichnen wieder
i und k die von 2 bis 0 laufenden Zeilen— und Spalten—Indizes, so heifst die

Gleichung

(1) ‘ (A§A+n+n)) — 0 (AZ(/\Jm))‘ —0,

fiir einen Algorithmus mit n zeiliger Periode und A—zeiliger Vorperiode die cha-
rakteristische Gleichung des Algorithmus.

Satz 3. Die charakteristische Gleichung hdngt nur von den Entwicklungszah-

len agA), e ag)‘+n71) der reinen Periode ab. Sie laf$t sich ndmlich
auch in der Form schreiben:
2) [(A) - oE| = 0.

Beweis: Nach S. 197E| gilt

(APTE) = (AR (A fiirn 2 15 A2 0.
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A(A+H)

Multipliziert man also 1' mit = 0, so entsteht wegen 11, 201

(A§A+n)) (AE.TH) _ QE) _ (Al(/vm)) (Ag,n;m)) —p (AE/\JM))

durch Determinantenbildung gerade .

Satz 4. Sind 09, 01, 02 die 3 Wurzeln der charakteristischen Gleichung, so
gentigen of, 0y, 05 der Gleichung

(3) ‘(Ag&”+ﬁ)> - .TE‘ =0; (¥=21).

Die Gleichungen , speziell also auch , sind irreduzibel im
Bereich der rationalen Funktionen der agy .

Beweis: 1.) Sei p Wurzel von und ( eine primitive v—te Einheitswurzel. Dann

bilden wir .

[ (e
r=0
Wegen elementarer Eigenschaften der (" ist dies

_ (Az(‘,?f\ﬂ))’j — o"E.
Nun ist aber nach S. 197™]
(Af»f;*”)) =RyRat1..- Rapo—1s
und da sich die R, periodisch wiederholen, d.h.
Ry+n =Ra, ...

ist, folgt:
n+k) v (nv+k
(A7) = (A7)
Daher folgt: 11, 202
v—1
[ (5 - 8) - u°7) -

also durch Determinantenbildung, weil links der erste Faktor nach Null ist,

A e

:07
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d.h. ¢¥ ist Wurzel von .

2.) Zum Nachweis der Irreduzibilitit von (3 fiir unbestimmte agu) setzen wir
speziell al(”) unabhéngig von v gleich a; und zeigen die Irreduzibilitdt in diesem
Spezialfall, dann folgt sie auch allgemein. Formal bedeutet dies, daff wir einen
einzeilig periodischen Algorithmus betrachten, d.h. einfach n = 1 annehmen.

Dann wird 1' zunéchst fiir v =1 (also ) zZu

ALY xE’ — Ry — zE|
as—x 1 0
(4) = a1 -z 1
1 0 —x

= 2%(ag—z)+1+a1x = —23+axr + a1z +1

Diese Gleichung ist aber irreduzibel fiir unbestimmte a;,as. Die Gleichung ((3)
ist dann aufzufassen als Gleichung, der die nv—ten Potenzen der Wurzeln von (4)
geniigen. Ware also reduzibel, so wére die nv—te Potenz einer Wurzel von (4))
rational durch a1, ay darstellbar, also durch Ausziehung einer nv—ten Wurzel
l6sbar, wiahrend doch fiir spezielle ay, as sicher (auch nach Adjunktion von
Einheitswurzeln zum Grundkorper) nicht—zyklisch gemacht werden kann. Also
mufs irreduzibel sein fiir den Fall az(/\) = ag)‘ﬂ) = --- = a;, umsomehr fiir
beliebige agy). Damit ist Satz 4 bewiesen.

Satz 5. Die charakteristische Gleichung dndert sich nicht, wenn die al(-”)
innerhalb der Periode zyklisch permutiert werden.

Beweis: Es ist die Identitdt von ([2) mit

AL = o] =0

nachzuweisen. Nun ist aber
(Agm) = Rys1... Rysn =Ry (Agj‘;”)) Rasn -
Also folgt
Ry (AL = 0B ) Rugn = (ALY — R 'Ry

und wegen Ry = Ry, die Identitat, die wir nachweisen wollten.
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Wir nehmen nunmehr an, xg,z1,x2 seien drei linear unabhéngige Zahlen
eines kubischen reellen Zahlkorpers K. Die Erfahrung bestétigt, dafs der zuge-
horige Jacobi—Algorithmus stets periodisch ist. Wie nehmen demgeméfs an, der
Algorithmus sei n—zeilig periodisch und A\ die Zeilenzahl der Vorperiode. Da
dann der Algorithmus fiir xé’\),xg)‘),xg)‘) reinperiodisch ist, und xé)‘), .. .,a:g)‘)
Zu Ig,...,Ts aquivalent, also ebenfalls ein System von 3 linear unabhingigen

Zahlen aus K ist, konnen wir von vornherein annehmen, daft A = 0 sei. Dann

bestehen die Gleichungen:
() = (A7) (5)

und
By i myay = Vh:%lo Agu) :Ag”) : Ag”)
i AT AT AL < )l
d.h.

(z;) = J (:El(n)) = JE. (ﬂy)))
Durch Verbindung folgt:

(@?“O—pi>@$0:m

also wegen der linearen Unabhéngigkeit der x,(.;") auch

AT~ gE| =0,

d.h. ¢ ist Wurzel der charakteristischen Gleichung unseres periodischen Algo-
rithmus.
X

Andererseits ist ¢’ eine Gréke aus K als Quotient 1% = T =
Lo L1

x2
ROR

Durch die charakteristische Gleichung wird also eine bestimmte Grofe o des

A(ln-l-rc)

Zahlkorpers K geliefert. Wegen = 1 ist offenbar ¢’ eine Einheit aus K.

Satz 6. Ist xg,x1,x2 ein System von 3 linear unabhdngigen Zahlen eines
reell-kubischen Kérpers K und sein Jacobi—Algorithmus periodisch,
so liefert die charakteristische Gleichung des Algorithmus eine Ein-
heit von K.

11, 204

11, 205
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Wir bezeichnen fortan die auf den hochsten Koeffizienten +1 normierte cha-
rakteristische Gleichung ’QE - AZ(."'M)‘ = 0 mit f(p), ihre 2reihigen Unterdeter-

minanten (Vorzeichen!) mit g; (o). Die ¢; () sind ganzzahlige Polynome in p.
Da f(¢') =0, hat das Gleichungssystem

2

oz, = ZA§V+I€)$K
k=0

die Losung:
Ty 1211 20 = G2,6(0) : g1,6(0) : Go,k(0)

(k = 0,1 oder 2). Wir werden spéter zeigen, daf die g; .(¢’) fiir das hier zu
wihlende o’ stets positiv sind, jedenfalls also nicht alle verschieden. Daraus folgt,
dafl auch g2 ,(0'), 91,5(0"), go,x(0') linear unabhéngig, und daher ¢’ primitives
Element ist, d.h. f(p) irreduzibel.

Satz 7. Die charakteristische Gleichung eines aus drei linear unabhdngigen
Zahlen eines reellen kubischen Kérpers K entspringenden, periodi-
schen Jacobi Algorithmus ist irreduzibel, die durch sie gelieferte Ein-
heit o' von K also verschieden von £1 (und Einheitswurzeln).

e.) Eigenschaften der charakteristischen Gleichung.

Wir beweisen zunéchst folgenden Hilfssatz {iber charakteristische Gleichun-
gen total positiver Matrizen:

Satz 8. Ist A eine Matrix mit positiven Koeffizienten, so hat die charakte-
ristische Gleichung
flo)=1eE—-A[=0

mindestens eine positive Wurzel; ihre grofite positive Wurzel oy ist
einfach und ihre ,ersten Unterdeterminanten sind fir o = oo posi-
tiv.

Beweis: Da der Satz fiir einreihige Matrizen evident ist, sei er fiir n reihige
bewiesen und
A=(aix); (,k=0,1,...7n)

(n + 1)-reihig. Es sei Ag = (a;s); (4,k = 1,... n) und
fo(e) = [0E = Ao|

Fiir fo(o) gilt dann der Satz. Es sei ¢’ die grofte positive Wurzel von fo(o).
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Das Gleichungssystem
n
> i = 0w
i=1

hat dann die Determinante fo(o') = 0, sodaf eine von Null verschiedene Losung
existiert:

M M2 ... : N, = Verhdltnis der (n — 1) reihigen Unter-
determinanten irgendeiner Spalte von
fold').

Das ist n. V. ein Verhéltnis positiver Zahlen.

Wir definieren weiter &;(9), ..., &, (o) durch
aio+ Y ainée(0) = 0&i(0); i=1,2,...n.
K=1

Die Determinante ist |oE — Ag| = fo(0). Die &; sind daher rationale Funktionen
von ¢ mit dem Nenner fy(p). Bildet man

(0 —aoo) — ap1ér — -+ — aonén

so entsteht durch Erweiterung mit fo(0) gerade die Entwicklung von f(p) nach
der ersten Zeile, also

P A ()}
0 — ago — ao1&1 onén olo)

Fiir o > ¢ ist nach Annahme fy(0) # 0, also > 0, da der hiochste Koeffizient
+1. Die &; konnen also, da sie fiir ¢ > ¢’ stetige Funktionen von g sind, dort ihr
Zeichen nur beim Durchgang durch Null wechseln.

Nun sind die & im Unendlichen 0, da ihre Zahler in ¢ von niederem Grade
sind, als der Nenner f;(g). Daher gelten folgende, aus dem Definitionsgleichungs-
system sofort zu entnehmende Laurent—Reihen:

a0
0

& =

Dabher sind die &; fiir grofte ¢ sdmtlich positiv und beliebig klein und daher auch
fiir grofie o
/(o)

fo(o)

> 0.

11, 208
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Geht ¢ — ¢/, so miissen die &; positiv bleiben. Denn ginge zuerst & durch Null,
so folgte fiir das betr. g aus

& =aio+ Y Ginks 2 aig >0
k=1
ein Widerspruch.

Fiir o = ¢’ dagegen ist sicher ein £; = co. Denn sonst wiren alle Determinan-
ten aus den letzten n Zeilen von f(p) gleich Null, also die Spalte (a;0) abhéngig
von den n Spalten (a;1), (a;2), ... (@in) mit —p an der Diagonalstelle, d.h. die
obigen Grofen n; befriedigten auch die Gleichung

n
Z aioni =0
i=1

was nur fiir n; = 0 moglich.
Damit folgt aus o0 — ago — D r; Goxn = J{c,((‘;)) fiir o — o da® ;,((i))) negativ

wird, und somit ein grofites gg > o existiert, fiir das f(09) = 0, fo(0o) # 0 ist.

Da ferner fo(0), £1(0),-..,&.(0) > 0 fir o > oo, so sind auch die Unterdeter-

minanten der 1. Zeile: fo(0) und fo(0)&;(0) sdmtlich > 0 fiir o > go. Da die

1. Zeile von f(p) von den anderen nicht bevorzugt ist, gilt dies allgemein.
Schlielich mufl gg einfach sein. Denn es ist

dfz’ _ S dﬁn
0 =& +Nz::1am do .

do B
Fiir grofe o ist ‘ffg’i =— “Qiz“ + — negativ. Fiir ¢ — o’ miissen diese Grofen negativ
bleiben, da fiir das erste (ig = 0 folgte
dg;
0=o%i< ¢ <0
do
Daher ist g
— ( f(e) > >0, also f'(gg) >0,
do \ fo(0) ] p—yp,
w.z.b.w.

In einem Jacobi-Algorithmus ist von einem gewissen v an sicher A;(v) > 0.
Daher geniigt fiir hinreichend hohe v die Gleichung

o) = b A <o
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den Voraussetzungen von Satz 8. Es sei gg ihre grofite positive Wurzel, die
einfach ist, und gl(l;) (o) ihre ersten Unterdeterminanten, sodaf gl(l;) (o9) > 0 ist.

Nach Satz 4 ist f,(0) die Gleichung, der die v-ten Potenzen der Wurzeln
der charakteristischen Gleichung f(o) = fi(o) geniigen, also o¢ = gf die v—te
Potenz einer Wurzel von f(p). Wére gy nicht positiv, so miifste % eine v—-te
Einheitswurzel sein. Da v beliebig viele beliebig grofe Werte annehmen kann,
und also mindestens eine der drei Wurzeln von f(p) so unendlich oft betroffen ist,
miifite dies % Einheitswurzel beliebig hohen Grades, also 1 sein. Eine kleinere
positive Wurzel von f(o) kann nicht existieren, da dann auch f, (o) eine solche
hétte. Also hat auch f(p) eine grofite positive Wurzel, und diese ist einfach, weil
es g = Qg ist.

Weiter beweisen wir, da auch die Unterdeterminanten g; ,.(0o) > 0 sind. Es
ist ndmlich

fulo) = (0 —og)(o—07)(o—03)
fo(0") = (0" —og)(e” — 07)(0” — 05)
= ()" I e ) = (1) ] flemo)
k=0 r=0 r=0

wo € eine primitive v—te Einheitswurzel ist. Fiir p = g¢ verschwindet der Faktor
f(00) aber kein weiterer, da sonst " gy — o, = 0, also k # 0 und o} = " wére,
wihrend doch pf = o einfache Wurzel von f, (o) ist.

Nun sind die gl(';) (o) offenbar Polynome 2. Grades in o, wihrend f, (o) den

™),
Grad 3 hat, also gestatten die Funktionen g}’”(i)) eine Entwicklung nach nega-

tiven Potenzen von %, die mit der Potenz % beginnt.

Ich behaupte, dafs
9 (0) _ n Al

fy(o') ey oht1

G
fu(o)
bestimmt. Es ist also nur zu zeigen, daft die obigen Laurent—Reihen der Relation

gentigen:
00 p(un-tr)
(vn-tr) Ai _
(o8 - AF) (ngﬁ-l> =E

pn=0

ist. In der Tat ist die Matrix eindeutig als reziproke zu (O'E - AEVnJrF”))

11, 210

11, 211
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II, 212  Nun ist
( +) o0 ul/n+m oo uun-&-m
(UE—AZ- ) (Z oht1 ) <Z >
n=0 =0
- (vn+k) (pn+k)
Z /L+1 ( i ) (Ai )

;LunJrn) 00 (AE(M+1)Vn+m))

Z ohrtl B (

n=0

-3
Satz 9. Die reziproke Matriz zu (JE - AEWLJF'{)) 1st die Matrix

(v) 00 (pvn+k)
9i K( ) . Ai
(f,,< ) ) <§0u+1 )

A CONIR SN G

Hieraus folgt nun weiter:

fV(QV) = QVM+V
Andererseits folgt fiir v = 1:
gin(0) _ o= AV
flo) = ottt
und
9in(e"0) _ i 1 Apm
f(emo) o = gr(pt1)  outl
also
v—1 r oo v—1 un—+k [e%¢) uvn+kK
Zgrgi,ﬁ(s 0 _ ZZ WTA(’ +):1/ A
r=0 f(ETQ) pn=0r=0 Qu+1 pn=0 Qlw-’_l
1ng,{)( Y)
= VQ

Sule')



Jacobi-Algorithmen in kubischen Kérpern. (Dez. 1923) 189

Daher folgt fiir o = 0o wegen f(¢"0,) # 0 fiir r > 0, nach Multiplikation mit
flo):
9i(00) = vog ™ gg’VF”)EUO)
’ (=1)"* L= f(€700)
Fiir ungerades v ist der Nenner positiv (je 2 Faktoren konjugiert komplex!),
(V)(O'o) > 0 auch g; x(00) > 0.

1,K

also wegen g

Satz 10. Die Unterdeterminanten g; (o) wvon (QE—AETHK)) sind  fir

die stets wvorhandene, gréfite positive Wurzel oy von f(o) =
oE — AP — 0 samtlich POSItIV.

i

Zusammenfassend haben wir also.

Satz 11. Sind xg,x1,x2 drei linear unabhdingige Zahlen eines reellen kubi-
schen Kérpers K, und liefert der Jacobi Algorithmus fiir sie eine
rein—periodische n—zeilige Entwicklung, so liefert die charakteristi-
sche Gleichung

Flo) = |oE — A" =

des Algorithmus eine gréfite positive Wurzel oy . Die 2 reihigen Un-
terdeterminanten von f(o) sind fir oo sdmtlich positiv.

Unser Ziel ist nunmehr nachzuweisen, daft dies bestimmte g9 mit dem obi-
gen ¢ identisch, also primitive Grofe und Einheit in K ist, fiir die dann die
Gleichungen bestehen

2
oot =Y A"z, (i=0,1,2)
k=0

und

To 1 a1 1 Lo = g2,:(00) : 91,x(00) : G0,k (00);
(k=0,1,2).

Hierzu gehen wir aus von der Definition von ¢’ vermoge

2
Q,xi _ Z Agn+ﬁ)mn
k=0

I, 213

I, 214
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fiir einen periodischen Jacobi—-Algorithmus von drei linear unabhéngigen Zahlen
eines reell-kubischen Kérpers K. Es ist dann fiir zwei beliebige Indizes i, A:

2 (vn+X) v+1)n+\
3 AT g A+ _ A 1 ZA(TH—J)
= EunJr)\ .f; 1 Agvn+A

A((u+1)n+k)

CoAr

Fiir v — oo geht die linke Seite gegen Null, sodaf folgt:
((v4+1)n+A)

o =lim = om— (A20)
7

Hieraus folgt weiter:

22 OA((V-H)n-H) 2 A (v4+1)n+4) NG
Vh:I& Z A(Vn+1) = V:rgo Z Al (vn+i) 22 A(Vn+j)
1=0"" i= 7 j=0""j
A((y+1)7L+i) . , ,
= lim wnti) >\§ )7 WO Z)\E ) =1 und /\E ) >0
v|eeiso A i=0

ist, also weiter

2
- 1_ Z(g—e ))\(V—Q—VIII&ZEV))\(V
1=

wo die £{)

also auch

fiir v — oo gegen Null gehen und die /\EV) beschriankt sind. Somit ist

((v+1)n+1i)
hE% Zz 0 A (Vn—H) _ Ql~
V= Zi:o A;
Nun genitigen die v—ten Potenzen der Wurzeln ¢ der charakteristischen Gleichung
der Gleichung

‘UE — AR | g,

Daraus folgt, dafs die v—te Potenzsumme der o

2
Z Q[_/ _ ZAgun+i)
=0
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ist. Also folgt:

Es sei nun p; der grokte der absoluten Betréige aller Wurzeln von f(p) und alle
Waurzeln dieses Betrages

01 von der Vielfachheit r
—01 I I I To
01 eTie I I I 1

(r4+mro+2r; < 3). Dann ist

!
St ol T+ ro(— 1)yt 4 2y cos(v + Dprof T+ Y o

I
20" ro¥ +ro(—1)" 0} + 271 cosvp1 0¥ + Z oY
!
WO Z iiber die ev. noch vorhandenen Wurzeln von kleinerem Betrage geht,
also

Sovtt 4 (=) g+ 2cos(v 4+ Dy T+ 41
Sov o1 r+ (=1)¥ro +2cosvpr -1 + €,

)

wo lim g, = 0. Nun laft sich x so wihlen, da k1 mod 7 beliebig klein wird,

und zwar beliebig oft. Setzt man dann v = 2k, so geht fiir solche v cos vy, gegen
1, cos(v + 1)¢1 gegen cos 1 und daher obiger Ausdruck gegen

r — 19 + 2r1 oS Y1
7’-’-7‘04—27"1

01

Setzt man aber v = 2k — 1, so konvergiert der Ausdruck gegen

r+7ro+ 2r1
r — 10+ 2r1 cos

01

Beide Ausdriicke sollen gleich ¢’ sein, und da o’ als Quotient positiver Zahlen
positiv ist, auch positiv:
r4+ro+2r 7 — 10 + 271 COS 1

= >0
r — 19+ 2r1 cos 1 r4+ro+ 2r

I, 216

I, 217
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alsor —rg+2rycosp; =1+ 1rg+ 2ryq,
2rg —2rycospy +2r1 =0
ro+7r1(l—cospy) =0
d. h.
ro=0, r;=0.

Es ist also r > 0 und p; positive Wurzel und

:1. = .
o= lim S~ =

01 ist ,,grofte positive Wurzel”, und als solche mit gy identisch. Also

o' = oo, w.z.b. w.

Uberdies folgt noch, da oo nicht nur als grofte positive Wurzel, sondern auch
als Wurzel von von grofstem absoluten Betrage charakterisiert ist. Denn nach
dem Beweise haben alle anderen Wurzeln kleineren Betrag als ¢1 = ¢’ = gq.

Satz 12. Sind xg,z1,z2 drei linear unabhdingige Elemente eines reellen kubi-
schen Korpers K, deren Jacobi—Algorithmus n—zeilig rein periodisch
ist, so hat die charakteristische Gleichung eine bestimmte, positive
Wurzel pg, die die beiden anderen an Betrag tibertrifft. oo ist (primi-
tives) Element von K und Einheit von K. Es gelten die Relationen

2

00T; = Z Al(-nﬂi)%
k=0
und
T2 111 o = g2,5(00) : 91,(00) * Go,x(00)
wobei
o) = A2+ (R <)
+ (AZ(?n—&-H) _ b1A§n+n) _ bQAl(K))

ist, wenn

f(o) = 0® —by0® —b1o—1

die charakteristische Gleichung ist.
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Bewets: Es ist nur noch das letztere zu zeigen. Dazu benutzen wir die Relation

von Satz 9 fiir v = 1[1
o] A(lun-‘rn)

)

pn+1
pn=0 e

multiplizieren mit f(o), dann miissen alle negativen Potenzen herausfallen, da
9i.x(0) ganz. Die Ausmultiplikation ergibt dann die im Satz genannten Aus-
driicke.

25.1.62

1,92, \3/52 hat Vorperiode
Periode 3

DO =
W W =
—

) Vorperiode 1 1
1,V2", V2 hat . 0 1
Periode
1 2
Bei \‘75, \3@2, 1 ist nach 4 Schritten noch keine Periode erkennbar.

3.2.62

Vorperiode

1,393 hat

[N
ISR NN

Periode

f.) Reduziertheitsbedingung fiir gewdhnliche Kettenbriiche in
Matrizenschreibweise

(Besprechung mit Toeplitz am 17. XII. 23).

Ist f(z) = O eine in irgendeinem Korper K irreduzible Gleichung, so lafst
sich der algebraische Korper K (o) isomorph in Matrizen darstellen (Kronecker).
Ist ndmlich x1,...,z, ein System von n linear unabhéingigen Elementen aus

1 Hasse numeriert die folgenden Seiten mit 211,212, ...,219. Zur Vermeidung von Verwechs-
lungen fiigen wir jeweils einen Stern an, schreiben also 211*,...219*.

II, 211*

11, 212*
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K(z) (Grad n), erhdlt man die Hauptgleichung eines primitiven Elementes,
etwa x bekanntlich als charakteristische Gleichung derjenigen Matrix A, die die
Vielfachen xzz; durch die z, darstellt, in der Form

f(z) = |zE - A]

Die Matrix A hat Koeffizienten in K. Ubergang zu einer anderen Basis bedeu-
tet Transformation von A in eine dhnliche Matrix S™'AS vermdge einer Matrix
S nicht verschwindender Determinante aus K. Die Determinante von A ver-
schwindet als Norm von z nicht. Wir fiihren fiir die Elemente y = ¢(x) in
ganz-rationaler Darstellung folgende Abbildung auf einen Matrizenbereich K
aus:

p(r) «— p(A).

Nach einem Satz von Frobenius geniigt A seiner eigenen charakteristischen Glei-
chung:

f(A)=0

und wenn (wie hier der Fall) f(z) irreduzibel in K, also keine mehrfachen Wur-
zeln hat (vollkommener Korper!), keiner niedrigeren Gleichung. Dadurch ist die
Isomorphie von K (x) mit K erwiesen.

Die Matrizen von K, d. h. die Gesamtheit aller ¢(A) bilden einen Kérper, der
als Darstellung von K(z) durch Matrizen bezeichnet werden kann. Diese Dar-
stellung macht keinen Unterschied zwischen den n konjugierten Wurzeln von
f(a).

Alle Matrizen von K sind untereinander vertauschbar entweder wegen der Iso-
morphie oder der Darstellung ¢(A). Sie liegen sdmtlich in K.

Ist B = ¢(A) eine Matrix von K und y = ¢(x) das entspr. Element von
K(x), hat ersichtlich y die Darstellungsmatrix B = ¢(A) durch z1, x2, also ist
die Hauptgleichung fiir A die charakteristische Gleichung von B. Daher sind die
Determinanten aller von Null verschiedenen Matrizen B aus K ungleich Null,
als Normen der zugeordneten y # 0.

Ist irgendein Korper von Matrizen in K gegeben, der in obigem Sinne zu
K(x) isomorph ist, und A die x entsprechende Matrix, so muf f(A) = 0 die
irreduzible Gleichung sein, der A geniigt, d.h. f(z) ist die charakteristische
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Gleichung von A. Das System

rr = a1121 +apxe + -

ToT 2171 + Q22T + - - -

kurz x(x;)) = Axy)

hat dann wegen |2E — A| = f(z) = 0 eine Losung x1,...,z,, die von Null
verschieden ist. Diese Losung liegt in K (x) und ihre Elemente miissen linear
unabhiingig in K(z) sein (Folgt aus der Irreduzibilitét von f (x Sie sind
daher eine Basis von K(z). Daher entsteht unsere Darstellung notwendig auf
obige Weise. Daraus folgt:

Satz 1. Zwei verschiedene Darstellungen eines algebraischen Kérpers K (x)
durch Matrizen in K sind dhnlich in K.

Ohne auf den vollstéindigen Beweis dieses Satzes im allgemeinen Falle einzu-
gehen (Erginzung der in der letzten Anmerkung beriihrten Liicke), will ich ihn
nur fiir n = 2 erbringen.

Sei

a a

A — 11 12 7

a21 A22
So ist

a1 — & a

2E — A = 11 12
azi azz — X

und

f(z) = |2E — A| = 2% — (a1, + ag2)z + |A|
Die Lésung des Gleichungssystems

Tx1 = a1+ apes

Tx2 = 2171 + A22T2,

* denn die z; sind als Unterdeterminanten von |zE — A| vom Grade (n — 1) in z

II, 215*
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wenn f(z) = 0, hat die Form
x1:x3=a1z: (x —a1) = (£ — ag) : an

Wire a12 oder as; = 0, so wire © = agy oder aq1, also f(z) nicht irreduzibel.
Daher kann z. B.

ry = a2
To = X — a1
. . a2 0 . o .
genommen werden, und dies ist wegen a 1| = a2 # 0 gleichzeitig mit
—an

(1,2) ein System linear unabhiingiger Grofen. (Ahnlich muf der Beweis fiir
beliebiges n verlaufen).
Ich beweise jetzt:

Satz 2. Sind A,B zwei linear unabhdngige Matrizen einer rationalen Dar-
stellung eines reell quadratischen Zahlkorpers iiber R, so ist der Ba-
sisquotient des A, B entsprechenden zweigliedrigen Moduls, d. h. die
dem Quotienten % = C entsprechende quadratische Irrationalzahl
dann und nur dann reduziert, wenn folgende 3 Bedingungen beste-

hen:
1.) |C+E| >0,
2.) |C—E| <0,
3.) |C] <o0.

Beweis: Von vorneherein ist zu sagen, daf diese Bedingungen der notwendigen
Anforderung geniigen, gegen Transformation mit beliebigen Matrizen S aus R
invariant zu sein.

Sei nun « das C' entsprechende Element und

ac® —ba—c=0; (a>0)

die ganzzahlige primitive, eindeutig bestimmte Gleichung, der « geniigt, mit der
Diskriminante
D =b% +4ac #0.
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Sei ferner v/D die positive Wurzel und

. b-D

« =

fiir reduzierte « folgt als gleichwertig die Ungleichungsfolge
0<vVD-b<2a<vVD+b,

(aus der iibrigens folgt b > 0 und somit v/D > 0, sodal nur dasjenige von «, o/
als reduziert in Frage kommt, dessen v/D > 0 ist).

Nun ist offenbar
1 /b 1
€= % (D b)

eine « in einer rationalen Darstellung entsprechende Matrix, wenn nédmlich als II, 217*
Basis 1, v D zugrundegelegt wird.

1.) Die Bedingungen 1.)-3.) fiir C' ergeben:
L) (b+2a)>*-D>0
2.) (b—2a)2-D <0
3) b2 - D <0.
Aus 3.) folgt |b| < V/D, aus 1.) u. 2.) |b+ 2a| < VD,
12a — b = |b—2a| < VD,
also sicher |2a 4 b| > |2a — b|, d.h. wegen a > 0 auch b > 0, d. h.
b< VD

2a+b>+vVD>2a—b,
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einerlei ob 2a — b z 0 ist. Das ergibt

0<vVD-b<2a<VD+b,

also die Reduziertheit.

2.) Umgekehrt folgt aus jenen Ungleichungen durch Quadrieren:

b*—~ D <0
(2a —b)2 =D <0
(2a +b)? — D > 0,
was mit 1.),2.),3.) gleichwertig.

Wegen der Invarianz gegen Transformation der Darstellung ist damit der
Beweis erbracht.
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2.3 Frobeniusscher Satz iiber die charakteristi-
sche Gleichung. (20.1.1924)

Bécher’s proof of the theorem of Frobenius on the characteristic polynomial of a
matriz [Boc07]. The theorem says that every matriz is a root of its characteristic
poynomial. Compare also section c) of the preceeding entry.

(Beweis nach Bocher)

20.1.1924.
Satz. Ist A eine beliebige Matrix und
(N = |4~ AE| =0
thre charakteristische Gleichung, so gilt

o(A) =0.

Beweis: Sei C(\) = A — A\E die charakteristische Matrix und C'()\) ihre Adjun-
gierte, die als ganze rationale Funktion vom Grade n — 1 in A mit Matrizenko-
effizienten angesehen werden kann, wenn n der Grad von A ist. Nach Definition
der Adjungierten ist dann

CACWN) = [CVIE = eV E.
Die Matrix ¢(A)E kann offenbar auch als ¢(AFE) geschrieben werden. Denn ist

p(\) = Z e\
v=0

so ist p(A\)E die Matrix

n

ST e N

v=0

PN E = v=0 =Y a(WEY) = p(AE)
T v=0

11, 218*
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Aus obiger Gleichung folgt also durch Einsetzen von C(\) = A — AE:

(A= \E)T()) = p(\E).

11, 219* Hiernach ist A — A\E ein Linearfaktor von ¢(AFE) fiir variables A. Daraus folgt
elementar algebraisch (Koeffizientenvergleich nach ), daf auf

p(A4) =0

geschlossen werden darf. -
Der Schluf verlduft genau so: Sei C'(\) = ZZ;& C N
Dann ist

n—1 n
(A=AE)C(\) =Y ACN =) Cyy N
v=0 v=1

n—1
=N (AC, — Cy)N + ACy — Cy_ A"

v=1

also das Gleichungssystem

ACQ = COE

ACl — C() = C1E
ACnfl - Cn72 - CnflE

—Cho1 = b

wenn @(A) = >0 ¢, AY gesetzt ist. Durch Multiplikation mit den A Potenzen
und Addition folgt dann:

Zc,,A”zO, d.h. ¢(4) =0, w.z.b.w.
v=0
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3.1 Definition abstrakter Gruppen durch Rela-
tionen. (2.5.1924)

Abstract groups may be defined by giving generators and relations. Hasse no-
tes that he has learned this from Schreier. Since 1924 the group theorist Otto
Schreier was in Hamburg and worked in close contact with Artin. During those
years Hasse often went to Hamburg in order to participate there at seminars
and colloquium talks.

2.V.24.
(Dehnsche Auffassung, nach Schreier, Hamburg, Méarz 1924)

Gegeben seien irgendwelche (endlich oder unendlich viele) Zeichen aq,as, ...,
denen wir die Zeichen al_l, Gy o hinzufiigen. Wir betrachten dann (endliche)

SWorte“ aus jenen Zeichen, z. B.
-1, -1, -1 -1 -1
A=aja; aj a; a; a; asaiaiaias

etz. Als erlaubte ,Verwandlungen®“ bezeichnen wir das Einschieben oder Weglas-
sen von den speziellen Worten

—1 —1
aja; , a9 5, ...
-1 —1
a; a1, QA9 G2, ......

Zwei Worten heifsen ,,gleich“, wenn sie durch solche Verwandlungen ineinander
iiberfithrbar sind, speziell ist also:

amayt =ayta; =1,...

wo 1 das zeichenlose Wort bezeichnet.

Zwei Worte lassen sich komponieren, indem man sie hintereinander schreibt.
Diese Komposition ist assoziativ, dagegen nicht kommutativ. Nicht trivial ist
die Eindeutigkeit der Komposition, die auf den Nachweis

AB = AB', wenn B=D

zuriickkommt, und die Unabhéngigkeit des Produktes von der Schreibweise der
Faktoren—Worte behauptet. Kann man aber B durch erlaubte Abdnderung in

I, 3



111, 4

I, 5

111, 6

204 Tagebuch III

B’ verwandeln, so gilt dasselbe natiirlich von AB in AB’. Es ist somit jedem
Wortpaar A, B ein eindeutig bestimmtes Wort, sein Kompositum AB zuge-
ordnet, die Komposition ist assoziativ, ferner existiert ein ,Einheitswort®, das
zeichenlose 1, und zu jedem Wort ein reziprokes, z.B. zu a;: al_l, ZUu a1as:
ayta;t etz., dak durch erlaubte Abénderung aus AA~' die 1 entsteht. Also
gilt:

Satz 1. Die aus beliebig vielen Zeichen ai,as,... und den ,reziproken*
al_l, a2_1, ... gebildeten Worte, von denen zwei dann und nur dann
gleich heiffen, wenn sie durch FEinschiebung oder Fortlassung von
aray’t,... a;tay ... entstehen, bilden beziiglich der Hintereinander-
setzung als Komposition eine Gruppe. Diese heifit die freie Gruppe

§ der Erzeugenden aq,as, . ..

Seien nun irgendwelche Worte Ry, Ry, ... dieser freien Gruppe § gegeben (end-
lich oder unendlich viele), dann betrachten wir alle aus ihnen durch beliebige
Komposition zu bildenden Worte, sowie alle von der Form S™'RS, wo S ir-
gendein Wort der freien Gruppe ist, und R schon durch Komposition oder in
derselben Art enthalten ist, kurz gesagt alle Worte, die sich durch unbeschrénk-
te Komposition und Transformation der komponierten Worte mit Elementen
der freien Gruppe, sowie erneute Komposition etz. herleiten lassen. Diese bilden
ersichtlich eine Gruppe von Worten, die in der freien Gruppe enthalten ist.
Diese Untergruppe ist ferner Normalteiler R von §. Thre Nebengruppen bilden
also eine Gruppe &, die Faktorgruppe 3/ R.

Diese Faktorgruppe & besteht aus allen Worten von § mit der Bestimmung,
daf alle und nur die Worte von R gleich dem zeichenlosen Wort 1 gesetzt werden
sollen. In & liegt also eine Gruppe vor, die aus den Erzeugenden aq,as, ...
gebildet ist, und in der alle und nur die Relationen R = 1 bestehen, die aus dem
System R, Rg, ... durch Komposition und Transformation innerhalb § (also in
trivialer Weise) folgen.

Satz 2. Die Gruppe &, die aus a1, as, ... erzeugt wird, und in der alle und
nur die Relationen Ry = Ry = -+ = 1 mit ihren trivialen Folgen
gelten, lafit sich charakterisieren als die Faktorgruppe 3/ R von §
beziiglich desjenigen Normalteilers R von §, der aus allen Worten
Ri,Ro, ... von § bei unbeschrinkter Komposition und Transforma-
tion innerhalb § erzeugt wird.

Diese Schlufsweise 14t sich verallgemeinern (Schreier), wenn fiir die unend-
lichen zyklischen Gruppen af,a3,... als deren ,freies Produkt® § erscheint,
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irgendwelche Gruppen &1, &,, ... gegeben sind, die je aus verschiedenen (freien)
Elementen erzeugt werden. Dann gelangt man so zur Konstruktion des ,freien
Produkts® der &4, &, ...
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3.2 Zum Kirkmannschen Dreierproblem fiir
n = 15. (2.5.1924)

Kirkman’s combinatorial problem of order 15 is as follows: Fifteen girls in a
school walk out three abreast for seven days in succession: it is required to ar-
range them daily so that no two shall walk twice abreast. Hasse notes Schreier’s
contribution to this problem which works with the elementary abelian group of
order 16. See also the entry of 26 September 1927 in Book IV[*| We observe
that in the summer semester 1924 Toeplitz in Kiel had announced a lecture “for
students of all faculties who love mathematics”. The young Hasse was close to
Toeplitz during these years and surely they have talked about the topics for such
a lecture. It may well have been that Kirkman’s problem was discussed in this
context.

2. V. 24.
(Nach Schreier, Hamburg, Mérz 1924).

Wir identifizieren die 15 Damen des Kirkmannschen Problems mit den 15
Elementen # 1 der Abelschen Gruppe vom Typus (2, 2,2, 2), gegeben durch ihre
Basisdarstellung

Sz we,ms.ms = S1°59285°s5%;  (z; mod 2).
Diese Gruppe hat genau 35 Untergruppen der Ordnung 4. Denn je zwei Elemente
# 1 bestimmen eine solche Vierergruppe eindeutig. Es gibt (125) = 105 solche
Paare, von denen je 3 die gleiche Untergruppe bestimmen.

Die 35 Untergruppen stellen, wenn man nur ihre Elemente # 1 betrachtet ein
System von 35 Dreiern dar, wobei jedes der 15 Elemente # 1 mit jedem anderen
in genau einem Dreier vorkommt, da einerseits jedes Elementepaar # 1 in einer
Untergruppe d. Ordn. 4 vorkommen mufs, andererseits aber auch in nur einer,
da sein Produkt das dritte Element jener Vierergruppe eindeutig bestimmt.

Es kommt also zur Losung des Kirkmannschen Problems nur darauf an,
diese 35 Dreier so in 7 Systeme zu je 5 zu verteilen, daf in jedem System jedes
Element # 1 genau einmal steht. Hierzu bemerken wir, dafs & genau

2'—1)(2* -2)(2* —4)(2* —8) =0 mod 7

Automorphismen, also sicher einen Automorphismus der Ordnung 7 hat. Da 7
auch nur einmal in der Ordnung dieser Automorphismengruppe aufgeht, folgt
nach dem Sylowschen Satz sogar:
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Ist o ein Automorphismus der Ordnung 7 von &, so sind die Perioden aller
Automorphismen der Ordnung 7 zur Periode von ¢ in & konjugiert, d. h. es gilt
fiir jeden andern Automorphismus ¢’ der Ordnung 7 eine Darstellung

wo « irgendein Automorphismus von & ist. Die durch ¢’ bewirkte Permutation
der Elemente von & entsteht also aus der durch ¢ bewirkten lediglich durch
Umbenennung der permutierten Elemente von &.

Man findet leicht den folgenden Automorphismus ¢ der Ordnung 7:

ST — S
S —— 83
§3 — S84

S4 — 8515284,

bei dessen Konstruktion man zweckméfig benutzt, daft o nicht eine Untergruppe
der Ordnung 4 invariant lassen kann, und daher, wie leicht zu sehen aus 2
siebengliedrigen Zyklen und 1 festen Element s; bestehen muf. Hier ist

0= (52,83754,8124,323475123,8134)(812347823,334,312,313,8147824)

Auf Grund von ¢,02,... 07 = 1 zerfallen nun die 35 Vierergruppen in 5 Systeme

zu je 7, sodaf jedes System immer durch o,02,... 07 = 1 aus seiner ersten
Untergruppe entsteht. Indem ich nur die Ziffern schreibe, erhélt man so:

1 2 12 2 3 23 2 4 24 12 13 23 3 12 123
1 3 13 3 4 34 3 124 1234 13 14 34 4 13 134
1 4 14 4 124 12 4 234 23 14 24 12 124 14 2
1 124 24 124 234 13 124 123 34 24 1234 13 234 24 3
1 234 1234 234 123 14 234 134 12 1234 23 14 123 1234 4
1 123 23 123 134 24 123 2 13 23 34 24 134 23 124
1 134 34 134 2 1234 134 3 14 34 12 1234 2 34 234

Nun hat man lediglich noch in jeder Spalte eine Untergruppe so auszuwéhlen,
daf diese 5 Untergruppen genau alle Elemente umfassen. Von da an liefert dann
zyklisches Fortgehen (Anwendung von o) die gesuchte Losung. Eine solche ist
oben durch Unterstreichen angedeutet.

Die Anzahl der so entstehenden Loésungen léfst sich leicht abzdhlen. Ande-
re Automorphismen braucht man nicht zu beriicksichtigen, sie fiihren nur auf
Umbenennung. Ob die aus obiger Tabelle entstehenden Lésungen durch Umbe-
nennung aquivalent sind, und ob ev. noch weitere Losungen existieren, vermag
ich nicht zu entscheiden.

I, 9



I11, 10

1M1, 11

208 Tagebuch IIT

3.3 Bemerkung zur Topologie. (2.5.1924)

The topological product of two circles is a torus, and the product of two circles
modulo their order is a Moebius strip. Artin had explained this to Hasse when the
latter had visited Hamburg. In the years 1924/25 Artin was working in topology
and had two topological papers in the Hamburger Abhandlungen.

2.V.24.

(Nach Bemerkung von Dr. Artin, Hamburg, Marz 1924)

Bekanntlich ist das Produkt von 2 Kreismannigfaltigkeiten ein Torus (Norma-
les Querschnittsystem als Koordinaten). Wie steht es aber mit dem Produkt
von 2 Kreisen, wenn man von der Reihenfolge absieht? Was damit gemeint ist
mag man sich an der Uhr verdeutlichen. Der erste Fall wird geliefert durch alle
Stellungen der beiden Uhrzeiger, der zweite durch alle Stellungen zweier nicht
unterschiedener Uhrzeiger.

Behauptung: Im zweiten Fulle ist die Produktmannigfaltigkeit ein Mdébiussches
Band.

Beweis: Deutet man die Punkte der 2 Kreise in einem Bildkoordinatensystem
durch die GréoRe ihrer Zentriwinkel auf 2 Achsen, so erhélt man zunéchst ohne
Nebenbedingung ein dem Torus dquivalentes Quadrat:

Nun fithren wir die Nebenbedingung ein, wodurch sich das
Quadrat auf seine eine Hilfte mit folgender Randzuordnung reduziert

Diese Zuordnung wird wie folgt durch Zerschneiden und aneinanderlegen reali-
siert:
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¥y

LN

Man sieht hiernach direkt, dafs das Mébiussche Band entsteht, ndmlich ein Qua-
drat mit 2 gegeniiberliegenden, in entgegengesetztem Sinne identischen Seiten
und 2 freien Réndern. Die freien Rénder entsprechen iibrigens den zusammen-
fallenden Stellungen der beiden Uhrzeiger.
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3.4 Literatur zur komplexen Multiplikation, spe-
ziell Bernoullische Zahlen in imag. quadr.
Ko6rpern (2.5.1924)

Literature on complex multiplication, in particular generalized Bernoulli num-
bers in complex quadratic number fields.

2. V. 24.
(Nach Hecke, Hamburg, Méarz 1924)
Klein—Fricke, Modulfunktionen
Fricke, Enzyklopadie—Artikel
Hurwitz, Ann. 51

Dienzl, Matter: Wiener Ber. 1909
Monatshefte ~ f. Math. u. Phys. XXV,
1914.
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3.5 Die logarithmischen Differentialquotienten
Kummers in gewissen Oberkorpern des Kreis-
korpers k. (27.5.1924)

Kummer’s logarithmic differential quotients in extensions of cyclotomic fields,
and their appearance in explicit formulas for the Hilbert symbol. Compare with
the entry of July 21, 1923 in Book I.|E|

27. V. 24.

Sei K ein solcher Oberkérper von k¢, in dem der Primteiler [p = (A) = (1—-()
von k¢ einen Primteiler [ der Ordnung 1 hat, f der Grad von [, w eine primitive
(¢4 — 1)-te Einheitswurzel von K ([). Dann ist

K([) = k‘(([,’ll)) = R(K?C’w)

der Korper der £(¢/ — 1)-ten Einheitswurzeln vom Grade /f iiber dem Korper
R(¥) der rationalen ¢—adischen Zahlen, also Abelsch und komponiert als:

K(1) = {R(£,¢), R(, w)}.
Seine Gruppe ist das direkte Produkt der Gruppen:

s,8%,...,8 V=1, s=(¢:¢"); rprim. (£ —1)te E.W. aus R(f).
0,020l =1; o= (w:w").
R(¢,w) ist der Koeflizientenkorper von K (I).
Es sei nun a = ¢(¢) = 1 mod. [ irgendein Element von K(I) in einer Dar-
stellung als Funktion von ¢ mit Koeffizienten aus R(¢, w). Dann betrachten wir
die a zugeordnete Funktion p(ev) fiir Argumente

v =0 mod. ¢

aus R(¢,w). e¥ und somit p(e¥) haben einen Sinn fiir diese Argumente, falls der
Nenner von ¢(ev) nicht verschwindet. Wir kénnen aber die Funktion ¢(ev) stets
so voraussetzen. Dann ist

111, 13

111, 14
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so als Quotient zweier ganzen rationalen in R(¢,w) ganzzahligen Funktionen g
und h von ¢ dargestellt, dafs

g(¢) und A(() primzu I

sind, so folgt aus

h(¢) = h(1) mod.!(
h(e’) = h(l) mod.¥¢, (fir v =0 mod.¥)

dafs, wenn h(e”) durch ¢ teilbar wére, es auch h(1) und also h({) durch [ teilbar,
was wir ausschlossen.
Sei also ¢ so vorausgesetzt. Dann ist

S
—~
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~—
Il
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weil (1) und h(e?) prim zu ¢ sind, und weiter

w(e”) = ¢(1) =1 mod. ¢,

weil
9(1) = g(¢) = ah(¢) = h(¢) = h(1) mod. ¢
und 1)
g
@(1) = @
ist.

Somit ist fiir alle v = 0 mod. £ aus R({, w)

= (-1t :
logp(e”) = ~— —(p(e) = 1)": ()
v=1
konvergent und definiert ein bestimmtes Element aus R(¢,w). Dieser Logarith-
mus geniigt ferner nach Hensel den bekannten Funktionalgleichungen.

Wir interessieren uns hier nicht fiir die Funktionswerte von log ¢(e”), son-
dern fiir die Koeflizienten der Reihenentwicklung nach Potenzen von v in der
Umgebung der (im Konvergenzgebiet gelegenen) Stelle v = 0. Allgemein gilt
hier:

a a

v
Koeffizi S = o [ogi(e”)]
oeffizient von 1= qua |08 w(e’)
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Wir beweisen zunéchst:
a

Satz 1. Die Koeffizienten von %y in der Entwicklung von log o(e”) beiv =0

sind ganze Zahlen von R({,w).

Beweis: Es ist, da wegen der gleichméfigen Konvergenz gliedweise differenziert
werden darf:

og p(e? = (=1)v! o—
o) S e - 1) e
= | D _(=1)"(p(e") - 1)”) -/ (e")e"; (0)
v=0

Durch weitere Differentiation entstehen nur ganze rationale Ausdriicke aus ¢
und seinen Differentialquotienten. Nun haben die Differentialquotienten von ¢
nur Potenzen des Nenners h(e”) von ¢ zum Nenner, und h(e?) ist fiir alle v =
0 mod. ¢, also speziell fiir v = 0 prim zu £. Daher sind alle Differentialquotienten
fiir v = 0 ganz fiir den Bereich von /, also auch die Koeffizienten von {;, g, .
in der Reihe fiir log ¢(e”). Das schlieflich auch das absolute Glied ganz ist, ist
trivial, weil es gleich
log (1) =0 mod. £

ist, da (1) =1 mod. £.
Weiterhin gilt:

1
nach Potenzen von v sind mod. £ unabhdngig von der speziellen

Auswahl der Darstellung

Satz 2. Die Koeffizienten von 4, . . ., % in der Entwicklung von log (e?)

_ o) = 99

durch eine rationale Funktion o, fir die Nenner h (und somit auch
Zihler g wegen « = 1 mod. ) prim zu | sind. Der Koeffizient von
% dndert sich mod. £ um +M

wird.

, wenn ¢ durch 1 ersetzt

Beweis: Sei 1 eine zweite rationale Funktion obiger Eigenschaft, fiir die o« = 9(()
wird. Dann ist

111, 16
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also

WO

f(ev) =14+e"+-.-- +6(£71)v,

und x(e”) eine solche rationale Funktion mit Koeffizienten aus R(¢, w) ist, deren
Nenner (wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit in Primfunktionen) hochstens das
Produkt des Nenners von ¢ mit dem Zahler von ¢ ist. Da beide nach Voraus-
setzung fiir ¢ und ¢ (und wegen o = 1 mod. [) fiir alle v = 0 mod. ¢ prim zu ¢
sind, sind x(e¥) und alle seine Differentialquotienten fiir alle v = 0 mod. £ ganze
Elemente aus R(¢, w). Weiter ist

log(e”) — logo(e”) = 3~ T (e ()" (0

Wir haben dann nur zu zeigen, daf die Differentialquotienten der rechten Seite
bis zum (¢ — 2)-ten durch ¢ teilbar sind, wenn v = 0 gesetzt wird, und daf der
(¢ — 1)—te fiir v =0 zu M mod. ¢ kongruent ist.

Nun ist zunédchst

(1) o log () logw(et) = (-1 (w(e') (e)"

v=1

(X' fHxS)-e

also nach der obigen Bemerkung iiber x alle Differentialquotienten fiir jedes
v = 0 mod. ¢, speziell fiir v = 0 ganz.
Ferner ist

fle)y =Y e’ = Z

%

~
—

l—1

~
HM\
o
S

Z Zl“ mod. /

o
« ! = )-HZ-ZO

I§
=)

wo die Kongruenz das Ubereinstimmen entspr. Koeffizienten der Potenzen von
v bedeutet; denn es ist ja

éz_ii#:{() mod. ¢, wenn pu=0,1,2,...0—2

— non I pw=4e0—1.
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Daraus folgt durch Differentiation

—2 >

-1
v v v 2 : vk 2 :
f/(e )'6 E—m*“ ﬁ ZlH_l mod. /.
u=t—1 """ i=0

Um daher in (1) die Koeffizienten von 1, f, ..

mod E darf man an Stelle von f(e) einfach 0 und an Stelle von f/(e”)e? einfach

£—2
U
s {e=ay1 2U finden, und zwar nur

), setzen. Es kommt dann nur das Glied mit v = 1 fiir einen wirklichen

(e 2
Beitrag in Frage, und dieser Beitrag wird ersichtlich einfach
£—2
v
Daher folgt:
7 al og (e ) = o logp(e”)| mod.?¢ fir a=1 l—2
dé 1 dffl
o iosv(e’)| = ooy loge(e”)] — x(1) mod. £

Da schlieflich

Y1) _
o) L+ x(1)f(1) =1+ x(1)
also
_ Y@ — (1)
x(1) o)

ist, w.z. b. w.
Hiernach kénnen wir jedem a =1 mod. [ aus K ([) folgende eindeutig durch
« bestimmten ,,logarithmischen Differentialquotienten’ zuordnen:

a

fala) = S logwle)]

mod. ¢ fir a=1,...0—2

d£—1

b—i(a) = ﬁloggo(ev)o

LW =D,
dv

1

111, 18
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wenn « = ¢(¢) in irgendeiner rationalen Darstellung durch ¢ vorliegt, in der
Zahler und Nenner prim zu [ sind.

1,19 Satz 3. Ist a =1 mod [*!, d. h. mod. ¢, so ist
ly(a) =0 mod. ¢ fir a=1,2,...¢0—2,
und wenn sogar o =1 mod ¢, d. h. mod £l ist, auch

li—1(a) =0 mod. ¢.

Beweis: Es kann im ersten Falle

a=1+x(¢) (1)

gesetzt werden, wo x((¢) fiir den Beweis von [ ganz ist, also etwa als ganze
rationale Funktion von ¢ gewéhlt werden kann. Dann ist

p(e”) = 1+4x(e")
und
1

oag(er) = S e

%logw(ev) _ Z(*l)u71€VXV71(ev)X/(ev)ev (6)

Hierin sind alle Differentialquotienten der Glieder rechts durch ¢ teilbar, also fiir
v = 0 speziell ebenfalls. Das gibt die Behauptung fiir den ersten Fall, da ja hier

das Normierungsglied cp(l[? ~L nicht in Betracht kommt. Ist ferner sogar o = 1
mod [¢, so ist bei Benutzung obiger Darstellung fiir a

x(¢) = 0 mod.l[,
x(1) = 0 mod. Y,

also
w =x(1) = 0 mod.¥,

sodaf auch ¢y_; (o) =0 mod. £ wird.

11,20 Satz 4. Esist Ly(af) = Ly (a)+£,(8) mod. £ fir irgendzwei o, 6 = 1 mod. [
unda=1,2,... £—1.
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Beweis: Ist p(ev) eine o und 1 (e?) eine [ zugeordnete Funktion, so kann ¢p(ev)-
1 (e?) als zugeordnete Funktion fiir a - 3 verwendet werden. Es gilt dann

log p(e”) +logy(e”) = log p(e”) - (e”) (¢)

identisch in v. Also stimmen alle Differentialquotienten fiir v = 0 beider Seiten
iiberein. Da auch

p(1) -1 9(1) -1 _ o(My() —

¢ T 7

mod ¢

fiir (1) = ¢(1) =1 mod. ¢ gilt, folgt unmittelbar die Behauptung.

Satz 5. Sind o, 3 =1 mod [ und

a=4 mod ‘!,

S0 ist
Lo(a) =Lo(B) mod l; (a=1,2,...¢—2)

Ist sogar a = [ mod [,
so ist auch

li—1(a) = €p—1(B) mod. ¢.

Beweis: Es ist % =1 mod. [*"! bezw. mod. [*. Hieraus folgt nach Satz 4 und 3
die Behauptung, wenn man noch (fiir die Division) die Bemerkung

l,(1)=0mod. ¢; a=1,2,... £ —1

hinzufiigt.
Satz 6. Es ist fir « =1 mod. [:

Lo(sa) = r, () mod. £

Beweis: Zu sa gehort die Funktion ¢(e™). Entwickelt man ¢(e*") nach Potenzen
von vr, so entstehen die logarithmischen Differentialquotienten von «. Die von
sa entstehen dann indem r abgespalten wird; also bekommt ¢, («) den Faktor
r®. Dies gilt auch fiir a = £ — 1. Denn das Normierungsglied % ist fiir @ und
sa dasselbe, und der Faktor ist r¢~1 =1 mod. ¢.

111, 21
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Satz 7. Es sei (w;) ein festes System von f linear unabhéingigen Zahlen von
R(¢,w), ferner, wie bei Takagi:

wo s und r die oben angegebene Bedeutung haben. Dann bilden die
f(l — 1)+ 1 Einseinheiten

= (1 + wiAa)ga(S) y 1 + )\Z = Ko

ein FPundamentalsystem fiir die multiplikative Darstellung in K(I)
mit den Eigenschaften

Kei = 1 4+ w;A* mod (@1

R =1 ()
Ist
-1 f
a= H anwgmg
a=1i=1

die Darstellung einer Einseinheit durch jenes System, so gilt
(Z cmwz> . )%a! mod. ¢

Beweis: Da sA® = r?\* mod [t! ist, und die w; bei s invariant sind, ist
Kai = 14+ g(r)w;\* = 14+ w;A* mod [*1,

denn g(r*) = 1 mod. £. Daher bilden die k4; mit £ zusammen ein Fundamen-
1, 22 talsystem fiir die Darstellung aller Einseinheiten von K(I). Dafs an_’"a =1(
ist, folgt aus
ga(s)(s —r¥) =s"1—1=0.

Um schlieflich die letzte Behauptung zu beweisen, ist nach Satz 4 und 3 nur
noch

(=1)*alw; mod. £ noa =a

. il ,
Caliars) = {O mod. ¢ ir a #a
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Zu zeigen.
Nun ist

o) = ta (14 wma’)g“/(s) = gur (1)t (1 + wiX)

nach Satz 4 und 6. Da g, (r*) = 0 fiir a # o’ folgt der erste Teil. Fiir a = a’ ist
9o (r*) =1 mod. £, also

Lo(Kai) = Lo (1 +w;A") mod. L.
Die 1 + w;\* zugeordnete Funktion ist 1+ w; (1 —e?)" = ¢(e?) und (1) =1,

sodak fir a = £ — 1 kein Normierungsfaktor auftritt. Es ist

ogo(e’) = S - ey

v
v=1
oo av
(71)1/71 v avy
D w2 (e
v=1 v pn=0 ®

Der a—te Diff. Quot. von e bei v = 0 ist u®, also

2 (-1t E av

Ea at) — —wy —1HH .
(500 Tt >0 ()

v=1 pn=0

Nun ist die Y die av—te Differenz von 0%,1%,2%, ... also fiir v > 1 sicher Null,
“w

nur fir v = 1 gleich (—1)%a!, daher

lo(Kai) = (—1)%lw; mod. ¢, w.z.b.w.

Es seien nun im folgenden alle zu betrachtenden Zahlen aus dem absolu-
ten Korper K gewéhlt, und zwar so, dafs sie neben der (als Kongruenzen nach
geniigend hohen Moduln aufzufassenden) Bedingungen in K(I), die wir néher
angeben, fiir alle von [ verschiedenen Primteiler von ¢ in K der Bedingung ge-
niigen, daf sie nach geniigend hohen Potenzen = 1 sind. Dann gilt fiir zwei
(zueinander kernprim zu ¢ prime solche Zahlen «, (3:

) - e

*) Bei den Umkehrsymbolen sollen ferner die beiden Komponenten durch geeignete Wahl
in geniigend hoch festgelegten Restklassen mod [V kernprim zu einander sein.

111, 23
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Mit dem genannten Sinne gilt dann:

Satz 8. Es ist stets:

(Kaisko) = 1
(Kaiskpj) = 1 wenn a+b#/

Beweis: Die erste Beziehung habe ich in Z.V. bewiesen. Die zweite folgt, wie
bei Takagi so:
$(Kai, Kbj) = (Kai, Kbj),  weil der Wert eine Potenz von ¢ ist.

$(Kais Kbj) = (SKai, SKbj) = (Kas, Kbj)" a+b, weil [ bei s invariant und

nach Satz 7. Da
ot 2 mod. £ fiir a4 b#Y,

11,24 (im Def. Bereich der a,b), folgt die zweite Behauptung. In dem a. S. 23E| oben
genannten Sinne gilt

Satz 9. Fir o, =1 mod [ ist
(v, B) = (Zazi CaSulta(a)le-a(8))

wo Sy, die Spur in R(£,w) bezeichnet, und die C, nur von a abhdin-
gige rationale ganze Zahlen sind.

Beweis: Sei

-1 f

— Cai .Co ¢
R
a=11:=1
-1 f

g = HH’% k6085 (1)

b=1j5=1
und seien die Faktoren mit gleichem a bezw. b in «,, 0, zusammengefaft, sodafl

o0 = op...00_ mo“ag 0

8 = 51...,357150 50 (N
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mit

Q
S

Il

==

&

8
g

~—~
=

ﬁ
Il
-

By =

—

=
S
.o

g

—

—
=

<.
Il
-

geschrieben wird. Dann ist nach Satz 8:

(o, B) = (a1, Be—1)(az, Be—2) - - (-1, 1)
Nun ist nach meiner Arbeit Rez. Ges

’ ag—1 Bog—aq—1
CaSw( Aa A—a

(aaa 557a) = C

mit einem festen, also nur von a abhéngigen, ganzen rationalen C!. Da nun 111, 25

Oéa—l_f ﬂ@—a_l_f
e = izzlcaiwi; W = ‘;df—a,jwj mod. [

ist, folgt nach Satz 7

L (o) Lo—a(B) )

4
(aaa /Be—a) = CCGSW ( (Zh%al (—pf-ae—a) , W.z.b.w.

Um noch den Zusammenhang zwischen den C! und der Cy des Satzes zu finden,
ist die Relation
C! = —al(l —a)!C, mod. ¢

umzuformen. Nun ist

¢ 1 1/¢ -1
= —— " 1 - = .
<a> a(t—ay’ *° £(a> (e —ay oL

C’a1<€)C(’l mod /.
?\a

und somit

*) S, von Zahlen in K () bedeutet, daf die Spur in R(¢,w) ihrer Kongruenzwerte mod. [
zu nehmen ist.
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Ferner ist

Somit gilt:

Satz 10. Es ist C!, = (—1)*"1aC, mod. ¢, wo C, durch Satz 9 und C’, durch
die Formel a.v. S| unten definiert ist.

Weiter beweisen wir:
Satz 11. Es ist C}, = —a mod. ¢, also C, = (—1)* mod ¢.

Beweis: Sei

ag=14+g\"+--- inks; ¢g#0 mod.?
Broa=14uX"4+--. inK; S,(u)#0 mod./

Dann ist nach Hilfssatz 2 meiner Arbeit iiber die log. Diff. Quot.
(Oéa, ﬁlfa)K = (Oéa, n(ﬁéfa))]%a
wo n die Relativnorm nach k¢ ist und der angehdngte Index den Korper be-
zeichnet, auf den sich die Symbole beziehen.
Nun ist einerseits nach S. 24%] unten
(am ﬂ(—a)K = CC(;Sw(gu) = CCégSu,(u)_

Andererseits, etwa nach der Takagischen Arbeit mit Takagis k, im Kreiskorper:

(@as n(Be—a))y, = (LHgA" - T+ Sy (WA -0 )

Wegen ¢S, (u) Z 0 mod. £ ist also C/, = —a mod. ¢, w.z.b. w.

Damit wird jetzt Satz 9 zu:
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Satz 12. Fir o, =1 mod [ (unter den a. S. 2@ oben genannten anderen
Bedingungen) ist

(0, B) = (e (DS (Ca(@)e-a(8)

Hierin kann nétigenfalls, mit Vorzeichenumkehrung, die Sy, durch
die Sy, d. h. die Spur in K(I) ersetzt werden, da allgemein

Si(u) = =Sy, (u) mod. ¢,

wenn u in R(¢,w).
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3.6 Normierung des Hilbertschen Normenrest-
symbols. (31.5.1924)

Hilbert’s definition of the (global) norm residue symbol was defined via power
residue symbols. Hasse constantly tried, partially in collaboration with Hensel,
to give a more conceptual definition of the norm residue symbol, based on local
considerations. The main problem is the local definition of a normalization such
that Hilbert’s product formula holds. Hasse notes here that this can be achieved
in the field of £-th roots of unity. In his paper |[Has25d| he extends this to more
general fields. But for arbitrary fields this will be achieved later only, after local
class field theory had been established [Has33al.

31.V.24.

In meiner Arbeit N.R. II. zeigte ich, daft das Symbol (agﬂ) fiir alle o, § aus
k() bis auf die einmalige Auswahl der zugrundegelegten primitiven Einheits-
wurzel ¢ eindeutig bestimmt ist.

Eine weitere Normierung kann natiirlich nur den Sinn haben, relativ zu einem
fest vorgegebenen ( die Definition jener Symbole zu geben, sodaft nachher bei
festem ¢ Symbole fiir verschiedene [ nebeneinander betrachtet werden kénnen.

Jene Normierung wird auf Grund des Hilbertschen Reziprozititsgesetzes ge-

liefert, indem
-1 _
(Oé}ﬁ> = H (0;5) iiber alle zu ¢ primen p
P

gesetzt wird, wo @ fiir den Bereich von [ hinreichend nahe an « liegt, fiir die
Bereiche der iibrigen Primteiler von [ jedoch hinreichend nahe an 1, und @, 8 in
k sind.

Nach dieser Normierung haben bei fest vorgegebenem ¢ die Symbole (%)
auch fiir beliebige «, 3 aus k(I) einen eindeutigen Sinn, da solche «, 3 beliebig
nahe durch Zahlen aus k approximiert werden kénnen. Fiir «, 8 aus k gilt nach
jener Normierung

H (a,{ﬁ) =1 erstreckt iiber alle p.
P
Fiir den Fall, dafs [ eine zu ¢ prime Ordnung e hat, 146t sich nach den Ergeb-

IEs handelt sich um [Has24b).
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nissen meiner Arbeit iiber das Reziprozitédtsgesetz (Crelle 153, S. 195 ff)ﬂ jene
Normierung auch allein vomn Bereich k(l) aus angeben, und zwar so:
Man wihle ein Fundamentalsystem:

A=005 NyesNms Mo = Nmt1 (M =ef)

fiir die multiplikative Darstellung in & (I) und bestimme eine Bilinearform L(z|y),
sodafs fiir

a = [[na6
117266

sy
I

gilt:
L(zly) =0 mod. £ dann und nur dann, wenn (O‘—[ﬁ) =1

Diese Bilinearform ist bis auf einen konstanten, zu ¢ primen Faktor mod. /¢
eindeutig bestimmt. Man normiere nun L(x|y) so, daf der fiir

a = 1—|—u£7 3[(u):u+u£+...+u£f717‘é0mod.€
B = ¢

resultierende Wert
L(zo|yo) = esi(u) mod. ¢

wird.

Dies ist wegen (11%4¢) £ 1 und e # 0 mod. £ moglich. Dann ist die hierdurch

implizierte Normierung der (O‘—[ﬁ) identisch mit der Hilbertschen.

2Es handelt sich um [Has24al.
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3.7 Der zweite Erganzungssatz in gewissen Ober-
kérpern des Kreiskorpers. (5.6.1924)

The second supplementary law of the £-th power reciprocity law deals with power
residue symbols of the form (%) for X\ = 1 — (. Here Hasse considers more

generally symbols (%) for elements A of an extension of Q(¢) divisible by primes
above L. This is preparatory work for Hasse’s paper [Has25b].

111, 29
5. VI. 24.

Ich gehe aus von der in meiner Arbeit R. G. III erhaltenen Formel

o\ (8 -1 " Si{Zﬁ;ﬁ 2600 5i(CTlom0) | (a1’ 5008 ) _si(?)eﬁ-(lzgw}
al N =
6) \a

Dabei ist £ eine ungerade Primzahl, k ein solcher Oberkérper von k¢, daf
[= (/\) = (1 — C) = [1[2 SN [n; ([L vom Grade fz)
in k gilt. S;, s; sind:

si = Spur von ki, nach Koeflizientenkorper Ry(w;)
S; = I i Ry(w;) nach rat. f—adischen Korper Ry.

« und [ befriedigen die Bedingung «, 6 =1 mod. [
Es werde die Funktion im Exponenten so bezeichnet

A\ (B _ s e
(5)(2) =emmeen,

-1
&P — C@z‘(aﬁ)
l;
ist.

Der zweite Ergénzungssatz stellt die Aufgabe, fiir ein beliebiges, durch Prim-
teiler I; teilbares

sodafs

A~ ra



2. Ergénzungssatz in Oberkorpern d. Kreiskorpers. (5.6.1924) 227

A

a) zu machen. Ohne Beschriankung darf

Aussagen iiber (

a=1 modIl

f

1 fn _ . .
angenommen werden, da sonst o ! dies leistet.

Es sei nun « aukerdem so beschaffen, daf a kernprim zu « ist. Dann gilt: 111, 30
H Aol § a -t B H A« -t
b p - \a a N ; l; '

-1 . .
Um (%) zu bestimmen, zerlegen wir

Ao\ T AT e T
) U ;

-1
Wir bestimmen zunéchst (A—O‘) . Nach einer fritheren Arbeit von Artin und

l;
mir ist fir « =1 mod. [

—1
@ 1] (A[a> _ (S - S s (25)

wo S\, die Spur S;s; in ki, bezeichnet. Wenn nun « fiir alle von [; verschiedenen
[, eine {-te Potenz ist, folgt

-1 -1
)

e

da dann fir die [,
log & = 0 mod. [6+?

ist. Daher gilt allgemein in k, flir o =1 mod [;:

-1
(Ara> = ¢ (589,

Denn jedes solche a aus ki, kann durch ein den obigen Bedingungen entspre-
chendes a aus k so ersetzt werden, daf der multiplikative Unterschied nur eine
{—te Potenz in k, ist, fiir die das linksstehende Symbol wegfillt und ebenso der
rechtsstehende Exponent.
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—ag -1 . . . .
Ferner ist (AA » ’0‘) zu bestimmen. AA™% ist prim zu [;. Seine (ff'i - 1)fte

Potenz ist also = 1 mod. [; und

AN 0\ T (AN o
—a; -1 o Llfifla
(A)\ ,a) . %((W) : )

9

Daher wird

Hieraus folgt nun durch Zusammensetzung die Formel

(A) <O{) —1 _ C—Z?:1 Wz[(ﬁ)eh_l’a] _Z?:1 H‘ZS[i (Cl;%)

« a

Diese gilt unter folgenden Voraussetzungen:

1.) k Oberkorper von k¢ in dem der Primteiler [ = () von k¢ so zerfallt
[=1...1,; (I vom Grade f;)

2) a=1 mod.!

3) (A)=11"...¢ra; (a,0) =1

4.) a kernprim zu .
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3.8 Darstellung endlicher Gruppen durch Matri-
zen. (Juni 1924)

Matriz representation theory of finite groups. This entry and some of the later
entries document Hasse’s interest in the representations of (finite) groups by
matrices. This appears motivated by his contact with Artin who was interested
in the proof of his reciprocity law which came up in connection with Artin’s new
L-functions belonging to characters of representations of the Galois group.

Juni 192/

Sei & eine endliche Gruppe der Ordnung g, deren Elemente mit F, R, S,
T,P,Q,... bezeichnet werden.

Ferner sei k ein beliebiger Korper der Charakteristik 0. Dann suchen wir
Darstellungen von & durch Matrizen aus k, die wir mit Ag, As,...,Bg,...
bezeichnen. Wir setzen die Determinanten der Matrizen # 0 voraus.

Satz 1. Ist ' = {ARr} eine Darstellung von & durch Matrizen in k, so ist
auchT = {A’R_l} = {ZR} eine solche vom selben Grad und T =T
(die adjungierte Darstellung zu T').

Beweis: Klar.

Zwei Darstellungen I', A heiflen dquivalent in k, wenn eine Matrix C nicht
verschwindender Determinante in k existiert, sodafl

C'rc =A

ist, d. h. diese Gleichung fiir alle entsprechenden Matrizen aus I' und A gilt.
Die Darstellung I' heiflt irreduzibel in k, wenn sie keiner solchen Darstel-
lung in k dquivalent ist, deren Matrizen sdmtlich in ein— u. derselben Weise
in Partialsysteme zerfallen. Jede Darstellung lifst sich dann in k in eine solche
transformieren, die in eine Summe irreduzibler Bestandteile zerfallt:

FN’IL1F1+TLQFQ+"'+TLTFT

Ob dies auf nur eine Weise moglich ist, bleibt fiirs erste dahingestellt.
Satz 2. Mit ' ist auch T irreduzibel oder reduzibel in k.
Beweis: Aus C~T'C' = A folgt C 'TC=2A und umgekehrt.

111, 32
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Die Summe der Diagonalglieder einer Matrix A heift ihr Charakter x(A),
die Funktion

xr(R) = xr(Ar)

der Gruppenelemente R, die aus einer Darstellung I' entspringt, heifft der Cha-
rakter von I'. Der Charakter von I' besteht aus g Elementen von k. Es gilt

Satz 3. Der Charakter von T ist invariant gegen Transformation in k, (sogar
gegen Transformation in beliebigen Oberkdrpern von k).

Beweis: Der Beweis beruht auf der rein algebraischen Identitét
\(4) = x(C1AC)

fiir eine beliebige Matrix A und eine beliebige Matrix C' nicht verschwindender
Determinante.

Satz 4. Ist ' ~n 'y +--- 4+ n..I'y, so ist
xr(R) = nixr, (R) + -+ + nyxr,. (R).

Beweis: Klar.

Satz 5. Ist I' eine Darstellung der speziellen Form:

_(Br 0
4= oy @)

(halbreduzible Darstellung), so bilden die Matrizen Br,Cg selbst
Darstellungen, wéihrend die Dy sich gemdfs

Drs = DrBs + CrDg

komponieren.

Beweis: Klar.

Satz 6. Jede halbreduzible Darstellung in k ist reduzibel in k, ndmlich
A — Br 0\ (Br 0
B~ \Dr Cg 0 Cgr)"

1
F=-% DgsBg
9 S

Beweis: Wir setzen
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und
E 0
= <F E> ’

F und C sind Matrizen aus k. Es ist flir jedes R:

c-iac—(E O\(Br 0 (E 0)_ Br
R -F E)\Dr Cr)\F E Dg+ CrF — FBpg

und

1 1
DR+CRF7FBR:DR+§ E CrDsBg-1 75 E DsBg-1BpR
S S

1 1 1
=Dg+ EZ DrsBs-1 = > DrBsBs-1 — 5 > DsBs-in
S

S S

Nimmt man nun den sogleich zu erbringenden Nachweis hinzu, dafl

BgBg-1 = Bgg-1 = Bp = E

sein muf, so wird

1
- ZDRBSBSA = Dg.
9 S

Ferner ist
Y DrsBg-1 =Y _ DsBgs-ip,
S S
woraus

Dp+CgrF — FBg =0

folgt, w.z.b. w.
Satz 7. Zu jeder Darstellung in k ist

Ap=FE

die Finheitsmatriz, also auch Ag—1 = Agl.

0
Cr

)

111, 34
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Beweis: Die Matrix Ag muft der Bedingung geniigen
ApAp = App = Ap.

Nennt man ihre Koeffizienten e;x, so muft also gelten:
n
E €iveur = Cin; (L,k=1,2,...,n)
v=1

Fiir festes k sind das n inhomogene Gleichungen fiir die n ,Variablen® ey, . . ., €
mit der Matrix Ag, fiir die |Ag| # 0. Sie haben also eine und nur eine Losung,
und diese ist ersichtlich

v =1, €4, =0; i#kKk.
Da das fiir jedes k = 1,2,...,n gilt, ist Ag die Einheitsmatrix.

Satz 8. Sind I';A zwei irreduzible Darstellungen in k der Grade n,m, so
folgt aus dem Bestehen der Identitdit

I'FA=F
fiir irgendeine rechteckige Matrix F aus k vom Typus n - m, daf
entweder
F=0
oder n =m und
[F| #0,

sodaf$ dann

T~A und T ~A

1.5t.
1, 35 Beweis: Bekanntlich lassen sich zu F, falls F' # 0 ist, zwei Matrizen C, D
aus k von nicht verschwindender Determinante angeben, sodafs

C'FD = E,

die r-reihige Einheitsmatrix ist. Dabei ist C' vom Typus n - n, D vom Typus
m -m, und r ist der Rang von F.
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Es ist dann auch
(Cc'T'c’ "y (C'"FD) (D"'AD) = C'FD = E,
d.h.
(c7'rC) E, (D7'AD) = E,

Es ist also keine Beschréankung, wenn wir I'; A von vorneherein so durch in &
dquivalente Darstellungen ersetzt haben, dal F = FE,. ist. Dann gilt also fiir
jedes Ar aus I' und Bg aus A:

"“E,Bp=FE,, d.h E.Bgr=AgE,

Ist hierin nun r < n oder r < m, so folgt in bekannter Weise die Koeffizientenver-
gleichung die Halbreduzibilitét von I' oder A, also nach Satz 6 die Reduzibilitét
von I' oder A, was mit der Voraussetzung in Widerspruch. Also ist r =n =m
und A ~T, w.z.b. w.

Satz 9. ist k algebraisch abgeschlossen und ' irreduzibel in k, ferner F' eine
solche Matriz aus k, dafl identisch FI' = T'F ist, so ist F = aF, so
a Zahl aus k ist.

Beweis: Nach Voraussetzung iiber k£ hat die algebraische Gleichung
|F—aE|=0

in k eine Losung a. Aus der Voraussetzung iiber I' folgt fiir die Matrix F' — aF
dann die Identitét

I'Y(F-aE)YI = F—aFE
dh. T(F—aE)l = F-—aE
Nach Satz 8 folgt dann aus der Irreduzibilitdt von I' in k, dafs

F—-aE=0

sein mufs, w.z.b. w.

Satz 10. Ist & eine Abelsche Gruppe, m das kleinste Vielfache der Ordnun-
gen threr Elemente, und enthdlt k die m—ten Einheitswurzeln, so
sind die irreduziblen Darstellungen von I' vom Grade 1, also Ein-
heitswurzelgruppen.

111, 36



234 Tagebuch III

Beweis: Ist T" eine in k irreduzible Darstellung und Ap eines ihrer Elemente, so
gilt identisch
Apl' =TAp.

Nun sind die m—ten Potenzen der Wurzeln von
|AP - (EE| =0

die Wurzeln von
|AE —yE| =0

also wegen A} = Ap = E samtlich gleich 1, d.h. die Wurzeln der ersteren
Gleichung séimtlich m—te Einheitswurzeln, die nach Annahme in k liegen. Aus
dem Beweis zu Satz 9 folgt also, dafs

APZQE

ist, wo o eine m—te Einheitswurzel ist. Die Matrizen Ap von I' miissen also den
Grad 1 haben, da sonst ' reduzibel wére.

111,37 Satz 11. Sind T = (Ag) = (all) und A = (Bg) = (bl) zwei in k irreduzible
Darstellungen und A o T, so gelten fiir die inneren Produkte der
Stellenzeilen von I' und A die Relationen

2 : RiR _
a"mbp,u_

Ist ferner k algebraisch abgeschlossen und T irreduzibel in k, T =
(AR) = (@f) die adjungierte Darstellung, so gilt

0, wenn (i,K)# (u,v)
Zam MV_{ %, I (i, k) = (1, v).

Dabei ist f der Grad von T.

Beweis: Sei C' = (c,,,) eine beliebige Matrix aus k& und

D =) ARCBg
R

Dann ist
»DBp =Y AfpCBrp = D.
R
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Die Matrix D erfiillt also die Voraussetzungen von Satz 8, sodak wegen I' £ A
folgt:

D =Y ARCBg =0,
R

was auch C sei. Nun ist

D =Y ARCBg = (Z > aficwaﬁ>
R

R pv

Setzt man alle ¢, bis auf eins gleich Null, dies eine aber etwa gleich 1, so folgt
2 il =

fiir alle 4, k, u, v, also der erste Teil.
Zum Beweise des zweiten Teils muft k£ algebraisch abgeschlossen sein. Dann
bilden wir wieder

D = ZA CAp, sodak also DAp = ApD ist,

mit beliebigem C aus k. Nach Satz 9 folgt dann:
D= acE,

mit ac aus k. Um ac zu bestimmen, setzen wir wieder alle c,, bis auf eins 1II, 38
gleich Null, das eine gleich 1. Dann wird

(Z a;u um) = aNVE
Diese Gleichung gibt zunédchst
Z ;@ M =0, wenn i# K;

ist aber i = &, so wird fiir alle ¢
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Nun ist

weil ja a,, von ¢ nicht abhingt und Apg zu A, reziprok ist. Damit ist auch der
letzte Teil bewiesen.

Satz 12. Ist A eine von der identischen Darstellung verschiedene irreduzible
Darstellung in k, so ist die Summe der Matrizen von A gleich Null.

Beweis: Wir wenden Satz 11 an auf den Fall T = (1), die sogenannte identische
Darstellung und ein davon verschiedenes irreduzibles A, sodaf also A ¥ T =T
ist. Dann sagen die ersten Relationen von Satz 11 aus, daft die Summen aller
Stellenzeilen von A gleich Null sind, w.z. b. w.

Satz 13. Sind I', A irreduzible Darstellungen in k und A A T, so gilt
> xr(R)xa(R) =0.
R
Ist ferner k algebraisch abgeschlossen, so gilt fiir ein in k irreduzibles

T
E xr(R)xg(R) = g.
R

Beweis: Setzt man in den ersten Relationen von Satz 11 speziell i = Kk, u = v,
so folgt nach Summation iiber 7, u:

SN By B =3 xr(R)xa(R) =0.
R Iz R

Ebenso folgt fiir algebraisch abgeschlossenes k aus den zweiten Relationen von
Satz 11 fir i = k, u = v:

PSS ST
R i “w iy f

> xr(R)xp(R) =g,

R

w.z. b.w.
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Satz 14. Ist k algebraisch abgeschlossen, so sind zwei irreduzible Darstellun-
gen in k dann und nur dann dquivalent, wenn ihre Charaktere iiber-
einstimmen.

Beweis: Stimmen die Charaktere {iberein:

xr(R) = xa(R) fiir alle R,

und wére I' /¢ A, so wére
> xr(R)xa(R) =0.
R

Es ist aber

> xe(R)xa(R) =Y xr(R)xr(R) =g.
R R

Ist umgekehrt I' ~ A so ist xp(R) = xa(R) fiir alle R nach Satz 3.

Satz 15. Ist k algebraisch abgeschlossen, so ldfst sich eine Darstellung auf
eine und nur eine Weise in in k irreduzible Bestandteile zerlegen.
Zwei beliebige Darstellungen sind dann und nur dann dquivalent,
wenn thre Charaktere ibereinstimmen.
Beweis: Sei
F~eily+ -4l ~ Ty + -+ T,

wo durch Aufnahme von Koeffizienten Null beiderseits dieselben irreduziblen
Bestandteile erzeugt sind. Dann gilt

xr(R) = Zcm (R) = Zcsz)

Multipliziert man beiderseits mit xz (R) und summiert {iber R, so folgt nach
Satz 13 ¢, = c..

Hieraus folgt, dak das Ubereinstimmen der Charaktere zweier Darstellun-
gen das Ubereinstimmen ihrer irreduziblen Bestandteile zur Folge hat, also ihre
Aquivalenz in k. Das Umgekehrte folgt aus Satz 3.

Satz 16. Ist k algebraisch abgeschlossen, so geniigt der Grad f einer in k
irreduziblen Darstellung der Relation

fF<y.

Es gibt nur endlich viele, nicht dquivalente irreduzible Darstellun-
gen. Die Stellenzeilen einer irreduziblen Darstellung sind linear un-
abhdngig n k. (siehe auch S. 44 Mitte!ﬂ
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Beweis: Sei T eine irreduzible Darstellung in k£ vom Grade f. Bestiinde zwischen
ihren f? Stellenzeilen eine lineare Relation in k:

Z aficm =0 fir alle R,

K

so folgte durch Multiplikation mit dem Koeffizienten 65,/ der Darstellung I' und
Summation iiber R nach Satz 11:

cuw = 0.

Da es hochstens g linear unabhéngige Stellenzeilen von g Grofen in k& geben
kann, muf f? < g sein.

Ist nun Ap eine Matrix von I' und A = E, so ist bekanntlich x(Ap) die
Summe der Wurzeln (Spur) der Gleichung

Die m—ten Potenzen dieser Wurzeln geniigen
|E —yE| =0,

also sind jene Wurzeln m-te Einheitswurzeln. x(Ap) ist also eine Summe von
f m~ten Einheitswurzeln. Wegen der Beschrénktheit von f kommen also fiir
X(Ap) und damit fiir xp(P) nur endlich viele Werte in Betracht. Nach Satz 14
gibt es also nur endlich viele irreduzible Darstellungen von & in k.

Satz 17. FEs seien €q,...,¢&,. die Klassen von & und im Sinne der Komplex-
multiplikation

¢,¢, = Z Cin[¢£~
=1
Ist dann T' irreduzibel in k, wobei k algebraisch abgeschlossen, und
f der Grad von T', h; die Elementzahl von €; so gilt:

h; h, - he
—xr(€) - —xr(€) = ) cine—xr(&e)-
f T f I ; A f I 7

111, 41
Beweis: Natiirlich ist xr(€;) eindeutig definiert, da die Elemente einer Klasse

¢; entsprechenden Matrizen aus I' durch Transformation auseinander hervorge-
hen, also gleiche Charaktere haben.
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Sei nun C; die Summe der Matrizen, die €; entsprechen. Dann gilt offenbar
auch

Cicm = XT: cirdCZ~
=1

Denn die entsprechende Komplexgleichung besagt, daf die h; - h, Produkte
¢, - €, dieselben sind, wie die 22;1 Cirehy Summanden rechts. Also sind auch
die Glieder rechts und links in der Matrizengleichung dieselben, also auch die
Summen.

Ist dann Ap eine Matrix von I, so ist offenbar Ap mit C; vertauschbar, denn
es ist

AP'CiAp = ARt Y ApAp= > Apagp= Y Ar=C;,
R in €; R in €; R in €;

weil P1RP mit R die Klasse €, durchlduft. Nach 9 ist also
Ci = U,iE.

a; bestimmt sich dann leicht:

X(Ci) = fai= > xr(R)=hixr(&),

R in €;

a; = %XF(Qi)-

Aus obiger Relation fiir C; - C folgt dann durch Einsetzen von
hi

Ci = TXF(Q:i) D

sofort die Behauptung.

Satz 18. Sind I' = (al), A = (b2) zwei Darstellungen der Grade n, m in k
s0 ist auch

A = (aibfy) ; EZ:Z)) } =(1,1),...,(n,m)

eine Darstellung vom Grade n-m in k. Es ist dabei

xra(R) = xr(R)xa(R).
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Beweis: Seien (afl), (bi), (afu), (bfu) die R und S entsprechenden Matrizen in
I" und A. Dann ist das Produkt der R, S entsprechenden Matrizen in T'A:

s
(afz bI}jV) (aiu bgu)?
N2 AN
wo die Bogen die zu Zeilen und Spalten gekoppelten Indexpaare andeuten. Nach
den Regeln des Matrizen Produktes ist dies gleich
(S afy b, ag 05,) = (5 afyaf, - % 05 05,)
er NATONSTT e N TS

0 en e Teon Ko “ov

= (afI5 bEY).
N

Die Komposition in I'A verlduft also isomorph zu &. Man hat nun noch zu
zeigen, dafs die Determinanten von I'A nicht verschwinden. Es wére leicht zu
zeigen, dak sie die Produkte der von I' und A sind. Jedoch geniigt auch der
Hinweis, daf offenbar dem Element E in I'A die nm reihige Einheitsmatrix
entspricht, und daher die Determinanten in I'A nicht verschwinden, weil sie in
hinreichend hoher Potenz gleich 1 sind.

Satz 19. Ist T'y,...,T'w ein vollstindiges System irreduzibler Darstellungen
in k und definiert man die Zahlen g;.¢ durch die Relationen

’

DT~ Y giwelr,
=1

so gilt

p
xr. (R)xr,. (R) = ginexr, (R)
(=1

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 4 und 18. Die Frage, ob es nur endlich
viele T'; in beliebigen k gibt, und ob die Zerlegung in irreduzible Bestandteile
eindeutig ist, hat hiermit nichts zu tun. Jedenfalls l&t sich jedes Produkt I';T',
in irreduzible Bestandteile in k£ aufspalten, und dann gilt eben die genannte
Relation.

Fiir die irreduziblen Darstellungen 1. Grades der Abelschen Gruppen in Kor-
pern geeigneter Einheitswurzeln geben die Multiplikationstheoreme von Satz 17
und 19 die bekannten Multiplikationstheoreme der Charaktere Abelscher Grup-
pen. Das Produkt zweier Klassen (Elemente) ist hier ein bestimmtes drittes
Element, und das Produkt zweier Darstellungen eine bestimmte dritte.
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Ist I' = (Ag) eine Darstellung von & und zr den Gruppenelementen ent-
sprechende Variable, so bezeichnen wir mit I" auch die Matrix aus Linearformen

= ()

die die Gruppenmatriz von I' heifst.

Satz 20. Die durch hintere Multiplikation der Elemente von & mit einem
bestimmten FElement gelieferte Permutationsdarstellung von &, die
in Matrizen geschrieben offenbar eine Darstellung im Korper der
rationalen Zahlen ist, und die die requldre Darstellung von & heifst,
hat die Gruppenmatriz

F = (Z’P—lQ),

wo P die Zeilen, @@ die Spalten von T' auf die Gruppenelemente
bezieht, die in einer festen Reihenfolge vorliegend anzusehen sind.

Beweis: Dem Gruppenelement R entspricht eine Matrix, die in der durch P
bestimmten Zeile an derjenigen Stelle eine 1 besitzt, fiir die P~1Q = R, d.h. Q =
PR ist, wihrend immer alle anderen Elemente der betr. Zeile Null sind. Das ist
also eine Permutationsmatrix, und sie entspricht gerade derjenigen Permutation
der in einer festen Reihenfolge vorliegenden Gruppenelemente, die durch hintere
Multiplikation mit R erzeugt wird.

Satz 21. Ist k algebraisch abgeschlossen, so enthdlt die requlire Darstellung
von & jede irreduzible Darstellung in & und zwar so oft, als deren
Grad angibt. Fir die Grade f; der v’ irreduziblen Darstellungen in
k gilt somit

d =y
i=1
Beweis: Sei I' die regulére Darstellung. Da k sicher den Korper der rationalen
Zahlen enthélt, ist I' Darstellung in k. Es sei nun
'~ ’I’L1F1 + - +nr’rr’

die nach Satz 15 eindeutige Zerlegung von I' in k, wobei die sémtlichen irredu-
ziblen Bestandteile in k, notigenfalls mit dem Koeffizienten Null aufgeschrieben
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sind (Nach Satz 16 sind es nur endlich viele). Es ist dann

XF(R) = Z niXT, (R)

Nun ist ersichtlich

xr(R)=0, wenn R#FE

Multiplizieren wir also obige Gleichung mit XF, (R) und summieren iiber R, so
folgt nach Satz 13

9xt. (E) = gfx = nkg, also

Ny = fr-

Die Tatsache, daf es nur endlich viele irreduzible Darstellungen geben kann,
folgt {ibrigens mit aus diesem Schluf, sodafs Satz 16 mit Beweis erspart werden
kann. Denn wére ein 'y, nicht in I" enthalten, so folgte hier der Widerspruch

gff@ =0.

Satz 22. Es sei K der Kérper aller algebraischen Zahlen, k irgendein algebra-
isch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0, also Oberkdrper
von K. Dann ist ein vollstindiges System irreduzibler Darstellun-
gen in K auch ein solches in k, sodaf es fiir die Darstellungstheorie
gentigt, K zugrundezulegen.

Der Beweis ist so nicht rich-
tig und erfordert ndhere Aus-
fiihrung mit den Charakter-
Relationen fiir K und k.

Beweis: Die sdmtlichen irreduziblen Darstellungen in k, K folgen durch Zer-
legung der reguldren Darstellung in k, K in irreduzible Bestandteile. Ist diese
Zerlegung fiir K bereits ausgefiihrt, so ist also auch fiir k& (als Oberkorper von
K) eine teilweise Zerlegung gewonnen. Wire diese noch nicht die vollstandige,
so miifste jedenfalls nach dem Eindeutigkeitssatz die vollstdndige Zerlegung in
k durch weitere Aufspaltung der irreduziblen Bestandteile von K in solche von
k entstehen. Hierbei wiirden sich die Grade der Bestandteile in K gegeniiber
denen in k erniedrigen. Damit ihre Quadratsumme g bleibt miifite sich also ihre
Anzahl vergrofern, d. h. es konnte nicht jeder irreduzible Bestandteil in K nur
ein gewisses Vielfaches eines irreduziblen Bestandteiles in k sein.
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Im néchsten Satz wird sich aber ergeben, daf die Anzahl »’ der irreduziblen
Bestandteile der reguldren Darstellung, also die Anzahl der verschiedenen irre-
duziblen Darstellungen iiberhaupt fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Kérper

gleich der Anzahl r der Klassen von & ist. Daher kann in & keine Zerféallung mehr
eintreten.

Satz 23. Ist k algebraisch abgeschlossen, I'y,... T ein vollstindiges System
irreduzibler Darstellungen der Grade f1,..., fr ink, €,...,C,. die

Klassen in & mit den Elementzahlen hq, ..., h,, so gelten die Rela-
tionen
- [0 wenn T,#T,
;thFu (cz)XFM(sz) - { g I 1-\ Nf
r’ —
| 0 wenn € #¢C,
Shan@nwie) =1y @ lE

Dabei bezeichnet €, die zu €, reziproke Klasse. Die Matric
1=1,2,...1
(hHXr,.,(Qn)), < k=1,2,...7 >

hat den Typus -7, d. h. r = r’ und von Null verschiedene Determi-
nante.

Beweis: Ist €; die aus den reziproken Elementen von ¢; gebildete Klasse, so ist

QZEZ =hi& +---, d.h Cii1 = h;
Ist dagegen €, # &;, so ist
¢, =0-¢€14+---, d.h ¢ =0.

Nun ist nach Satz 17

hiXF,, (Q:z) hﬁXF fl/ Z CudthF (Q:Z)

111, 45
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Durch Summation iiber v folgt:

Zh huxr, ( ZcmehszuXF (€)

= Z Cinehoxr(€e),

{=1

nach Satz 21, wenn I' die regulére Darstellung bezeichnet. Da xp(€,) nur fir ¢;
von Null verschieden und gleich g ist, folgt

G\ (&l

- B B 0 wenn €, #
Zhihﬁxf,(%)xn(@ﬁ) = 9k = { gh ¢ =

Damit sind die zweiten Relationen bewiesen. Die ersten sind einfach die von
Satz 13.

Aus den beiden Relationensystemen folgt nun ohne weiteres, dafs die Zeilen
und Spalten der rechteckigen Matrix

1=1,2,...,7
(hHXF1(¢I€))a ( K = 1 2 r )

g Ly ooy

linear unabhéngig sind. Denn bestiinde eine Relation

ZpuhinV(Q) =0 fir alle ¢,

so folgte durch Multiplikation mit xp (¢;) und Summation iber i: gp, = 0,
d.h. p, = 0. Bestiinde eine Relation

Zpihz‘Xru (¢;) =0 fir alle v,

so folgte durch Multiplikation mit xr,(€,) und Summation iiber v: gp, = 0,
d.h. p, = 0.
Also ist r = v' und |h.xr,(€e)| # 0, w.z.b. w.

Es bezeichne fortan K den Kérper aller algebraischen Zahlen, auf den und
auf dessen Unterkdrper wir uns nach Satz 22 nunmehr beschrinken kénnen.
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Satz 24. Die Grade f; der r irreduziblen Bestandteile in K sind Teiler von g.

Beweis: Nach Satz 17 gilt, wenn zur Abkiirzung

T; = %XF(Q)

gesetzt wird, wobei I eine in K irreduzible Darstellung f-ten Grades bezeichnet:

r
Tl = § CirtTy
{=1

mit ganzzahligen Koeffizienten ¢;.,. Das bedeutet, dak fiir jedes feste x das betr.
x,, Wurzel der algebraischen Gleichung

|Cw — 2 E| =0

ist, wenn C; die Matrix

bedeutet. Diese Gleichung fiir x,; ist ganzzahlig und der héchste Koeffizient +1.
Dabher ist x,, eine ganze algebraische Zahl aus K.
Nun ist

T 1 s
D rexr(€) = 5 D hexr(@xe(€) =
k=1 k=1

Da nun die Charaktere x(€,) als Summen von Einheitswurzeln ganze algebrai-
sche Zahlen sind, ist % algebraisch ganz, dh. ganz rational, w.z.b. w.

Uberdies hat sich ergeben:

Satz 25. Ist I' eine irreduzible Darstellung in K, € eine Klasse von & mit h
Elementen und f der Grad von T, so ist %XF(QZ) eine ganze alge-
braische Zahl.

Wir fithren nun hyperkomplexe Zahlen ein, indem wir Ausdriicke

SZZGRR
R
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bilden, wo die ar irgendwelche Zahlen aus K sind. Definiert man fiir
§ = D R
R
) = e
R
Summe, Differenz und Produkt durch

fi’l] = Z(aRibR)R

R

£ = ) arbsRS

R,S

so gelten die gewohnlichen Rechenregeln der Addition und Multiplikation bis
auf das kommutative Gesetz der letzteren. Zwei hyperkomplexe Zahlen heiflen
dann und nur dann gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen.

Ist I' = (Ag) = (af) eine Darstellung in K, so definiert sie ein System

hyperkomplexer Zahlen
fm = Z aﬁgRa
R

deren Koeffizienten die Stellenzeilen von I' sind. Die Matrix = der &, ist

B = (i) = (Z aﬁR> => AgR.
R R

Satz 26. Ist ' eine Darstellung in k, = die zugeordnete Matrixz hyperkomple-
xer Zahlen, so gilt fiir eine beliebige Matriz Agr aus I':

EAR' = ER
AR'E = RE

Beweis: Es ist

(1]

= Y AsS
S
EAR' = Y AspS=) AsSR=ER
S S

AR'E = ) ApsS=) AgRS =R=
S S
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Dieser Satz lafit sich auch so aussprechen:

Satz 27. Bei rechtsseitiger Multiplikation mit R erfahren die Zeilen von = die
Substitution Ag.
Bei linksseitiger Multiplikation mit R™1 erfahren die Spalten von =
die Substitution Ag.

Ist ndmlich Z; die i—te Zeile, H,, die k—te Spalte von = so folgt aus Satz 26
ZiAR' = ZiR
ApH, = R 'H,.

Die zweite Relation gibt unmittelbar die Aussage des Satzes, da AgrH, die der
Substitution Ar unterworfenen Elemente H, bedeutet. Die erste Relation ergibt

ApZl = ZIR

wenn Z! die Zeile Z; als Spalte bedeutet, und hat somit die Bedeutung der
ersten Aussage des Satzes.

Satz 28. Zwischen den hyperkomplexen Zahlen, die einer in K irreduziblen
Darstellung I' entsprechen, bestehen die Beziehungen:

Gin & = 0 firs#p
. — Y.
&ir * Erw ffw

wenn f der Grad von I ist.

Sind ', A zwei in irgendeinem Unterkorper von K irreduzible Dar-
stellungen und T' o0 A, so bestehen zwischen den hyperkomplexen
Zahlen &;,c von T’ und n;,; von A die Relationen

&ww =0

Beweis: 1.) Ist T irreduzibel in K und = = (;,;) die zugeordnete hyperkomplexe
Matrix, so ist

ER=EAR", also = <Z aﬁDR> =E (Z aEVAI_;)

111, 49
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d.h.

Efuu == (Z aﬁly (aﬁ)/> .
R

Nun ist nach Satz 11 die Matrix (i Zeilen, x Spalten)

/
_ — g
Safhiaty - (St ) - 4.,
R R

wo I, die Matrix bezeichnet, die nur in der v—ten Zeile und p—ten Spalte eine
1, sonst iiberall Nullen hat. Es ist dann

g = - g v te Spalte von =
fu v f an Stelle der p—ten Spalte /|

Daraus folgen sofort durch Koeffizientenvergleich die Relationen des Satzes.

2.) Sind T, A irreduzibel in irgendeinem Korper k, (wobei es geniigt k auf Un-
terkorper von K oder K selbst zu beschrinken), so folgt genau ebenso aus Satz
11 und 26:

EEMV =

= — =aA-1
SR = EZAj

= (Z bff,,R) = Zngu =2 0 (k)
R

I
(1]
(]
’;@
K
8l
5=
N——
I
(11
e}

]

o

wenn I' £ A.

Satz 29. Ist I'y,..., T das vollstindige System der irreduzibeln Darstellun-
genin K; =Zq,...,2, die zugeordneten hyperkomplexen Matrizen, so
sind die g Stellenzeilen der I'y, oder was dasselbe bedeutet, die g
(p)
KR

hyperkomplexen Zahlen &, der =, linear unabhdngig in K.

Beweis: Bestiinde eine Relation

> el ~o.

4,K,P
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so folgte durch Multiplikation mit Q(qu) nach Satz 28
i ZC(Q)g(‘Z) =0
fq - i Siv

d. h. eine Relation zwischen f,; Stellenzeilen von I';. Diese sind aber linear unab-
héingig, wie schon aus den Relationen von Satz 11 folgt, und in Satz 16 bewiesen
wurde.

Satz 30. Ist I" die reguldre Gruppenmatriz, N die aus den g Stellenzeilen der
samtlichen irreduziblen Bestandteile in K gebildete Matrix, so ist
NT N~ die vollstindig reduzierte Gruppenmatriz.

Beweis: Die reguldre Darstellung I' entsteht als die Substitutionsgruppe,
die die Gruppenelemente F, R, ... bei hinterer Multiplikation mit einem festen
erfahren. Ersetzt man die Gruppenelemente durch die g aus den Stellenzeilen der
irreduziblen Darstellungen gebildeten Linearformen (hyperkomplexen Zahlen),
so erfahren diese Linearformen die mit N transformierten Substitutionen bei
hinterer Multiplikation mit den Gruppenelementen: In Formeln:

Sind Ry, ..., R4 die g Gruppenelemente, und

R;S = As(Ry)

die durch hintere Multiplikation mit S erzeugte Permutationssubstitution Ag
von I, so ist

&S =N(R;) - S=N(R;S)=NAs(R,) = NAsN"'(N(Ry)), also
fzS = NASN_l(gm)

die Substitution, die die g hyperkomplexen Zahlen &; erfahren, wenn N die
Matrix ihrer Koeffizienten, d. h. die Matrix der g Stellenzeilen der irreduziblen
Darstellungen in K ist.

Denkt man sich nun die g Stellenzeilen nach den irreduziblen Darstellungen
und innerhalb dieser nach deren Zeilen geordnet, so folgen hintereinander 1. —
f1 te Zeile von I'y, 1. — f5 te Zeile von I's,... d.h. 1. — fi—te Zeile von =1,

—_

1. — f5 te Zeile von EZ,,... Die f, Zeilen jedes Z, erfahren nun bei hinterer
Multiplikation mit S gerade die Substitution Zg/) aus I',,. Daher ist NAgN~!

zerlegt in genau die irreduzibeln Bestandteile I'y,...,T,, jeder so oft als sein
Grad angibt, gesetzt, also ist I" vollstdndig reduziert, w.z.b. w.

111, 51
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Satz 31. Sind T’ = (all), A = (b)) zwei dquivalente irreduzible Darstellun-
gen vom Grade f in K und

U™TU = A,

so berechnen sich die Koeffizienten u;x von U aus
g Z R R
}uiﬁu#l’ - Ay b,u/-c
R

eindeutig bis auf einen gemeinsamen Faktor, wenn U1 = (u;,) ist.

Beweis: Sind Z = (§;;) und H = (1;,) die zugehorigen Matrizen hyperkom-
plexer Grofsen, so mufs sein

U~'EU =H,
d. h.
Z U?'ué.puuun = Nix
v

Es wird dann also nach Satz 28:

g
Nin&em = ? Z uiufumuén-
m

Wir bilden rechts und links den Koeffizienten von E:

R _R! g
E by oy = ZUim Uy,
= f

da §um = ) afme nur flir 4 = m einen von Null verschiedenen Koeffizienten
af =1 hat (Ag ist die Einheitsmatrix). Durch Umschreibung der Indizes
folgt sofort die Behauptung. Natiirlich ist nach Satz 9 U bis auf einen Faktor
bestimmt. Um U zu berechnen, suche man eine Summe ), aﬁ_lbﬁ'ﬁ # 0, setze
dann u,,, = 1 und berechne bei festgehaltenem p, v durch Variation von 7, x alle

anderen ;.
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Satz 32. Es sei H eine Untergruppe von & vom Index n und

n

6 =) 9T,

i=1

Sei dann
A=(Agr); Rin9

eine Darstellung von §) in k vom Grade f. Ist dann fiir ein Element
S aus & allgemein

7,8 =R9T, ; R® ing; (i=12..n)

und ordnet man S diejenige Matriz vom Grade n - f zu, die, in n
Teilzeilen und Spalten der Ausdehnung f zerlegt, in der i—ten Zeile
und p;—ten Spalte die Matrix AR(S) hat, und sonst lauter Nullen,

so entsteht eine imprimitive”, transitive” Darstellung T'an von &
in k vom Grade n - f, deren Teilmatrizen nach Konstruktion aus
A stammen. Ist A die requlire Darstellung, so auch T'a. Ist A die
identische Darstellung, so ist I'a eine Permutationsgruppe.

Die Gruppenmatriz von I'a Ist in symbolischer Bezeichnung
Ta = (T;'AT,); (i,k=1,...,n),

wo

T, AT, =T, ! ( Z ARmR) T = Z AR”:T[IRTN

Rin $ Rin $
gesetzt istE
Beweis: Wir weisen den Isomorphismus von I'n mit & nach. Ist
1.8 = RO, ; T,7=RDT,; (i=12,... n)
so liefert das Produkt der beiden Matrizen von I'a, die S und T entsprechen

in der i—ten Zeile nur an der Stelle etwas von Null verschiedenes, wo in der
T entsprechenden Matrix eine Spalte etwas an p;,—ter Stelle enthélt, also beim

1Randbemerkung von Hasse: Artin Hambg. Abh. 3, L-Reihen—Arbeit
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inneren Produkt mit der g,,—ten Spalte von T'. Und an dieser Stelle steht
s . oo
RE ). Rg) in Zeile i, Spalte gp,

Andererseits steht an dieser Stelle in der ST entsprechenden Matrix dasselbe,
und sonst in der i—ten Zeile nichts. Denn es ist

7,57 = R'T, T = RYRDT, .

Damit ist gezeigt, dall I'a eine Darstellung von & in k& vom Grade n- f ist, deren
f-reihige Teilmatrizen aus A stammen. Daft der identischen Darstellung so eine
Permutationsgruppe I'a, und zwar die durch die Permutationen

HT;

nT;S
erzeugte, entspricht, ist klar. Um auch die Behauptung beziiglich der reguléren
Darstellung zu beweisen, weisen wir zuerst nach, dafs

I = (T, 'AT))

in erklartem Sinne ist. In der Tat ist der Koeffizient von xg hierin eine Matrix,
die in der i—ten Zeile nur fiir das « eine Matrix stehen hat, fiir das T[lRTN =5,
d.h. T;S = RT, ist, und zwar dann die Matrix Ag, wie es sein mufs. Ist nun
speziell

A:(IP*IQ); P,Q in $

so wird einfach

P,Q in $
ta=(erran) s (0000 )

Da aber QT und PT; so gerade die ganze Gruppe & durchlaufen, entsteht
gerade die reguldre Darstellung von &, w.z.b. w.

Satz 33. Es sei I' eine solche Darstellung von & in k, die in n transitiv ver-
bundene, Systeme der Imprimitivitit vom Grade f zerfdllt, und $
diejenige Untergruppe von &, bei der etwa das System der ersten
Zeile auch in der ersten Spalte steht. Dann ist I' der aus derjenigen
Darstellung A von $) entspringenden Darstellung I' A dquivalent, die
durch die genannten Teilmatrizen von I' geliefert wird.
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Beweis: Sei

®:Z~6Ti7 (T].:E)
=1

sodaf der Nebengruppe $H7T; in I' Matrizen entsprechen, die in erster Zeile nur an
der 1—ten Stelle besetzt sind, und seien speziell C; die dort stehenden Matrizen
fiir die T;. Dann transponieren wir I' mit der Matrix aus k:

E
Cyt

C—l

sodaf nunmehr die T; entsprechenden Matrizen in der ersten Zeile an i—ter Stelle
E haben.

Sei nunmehr A = (Ag) die durch die linken oberen Teilmatrizen gelieferte
Darstellungen von $ in k, (die iibrigens bei der Transformation ganz unberiihrt
blieb), und S ein Element von & mit

7,8 = ROT, .

S habe an ¢ — k—ter Stelle die Matrix B. Dann hat T35 an 1 — k—ter Stelle B,
und da es gleich R!

)

S)Tpi ist, mufs p; = Kk und B = AR@ sein. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Satz 34. Ist I'1,...,T',. das System der irreduziblen Darstellungen von & in
K, Aq1,...Ag dasselbe fiir $ und bezeichnet allgemein I'a,, die nach
Satz 32 erzeugte imprimitive, transitive Darstellung, Ar, die auf $
beziiglichen Matrizen von T, so gilt gleichzeitig

FAV = klwr,u+"’
Ar, = kA + -+

d. h. zusammenfassend:

Ta, = kuwl,

p=1

Ar, = Z KA.
v=1
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Beweis: Fir S aus & ist:
Z XTa, (S)XfM (S) = kuugv
S in &

wenn I'a, =k, Iy + - -+ gesetzt wird. Die Summe links 1&fst sich aber noch auf
eine zweite Art berechnen. Es ist ja

Ta, = (I7'AT,) = ( Z ARxTilRTK>

R in §

wenn & = Y1 | 9T, die Zerlegung von & nach der A, zugeordneten Gruppe
$ ist, und A, = (Ag) gesetzt wird. Damit hier eine Matrix in der Diagonale
steht, mufs

T, 'RT, = S

sein, wenn die dem Element S von & entsprechende Matrix von I'a,, betrachtet
wird. Die i—te Zeile liefert also alle und nur die A als Beitrag zu den Diagonalen
der Elemente S von &, fiir die S in T[lf_)Ti liegt. Wir zerlegen nun

Z XTa, (S)Xf# (S) = Z Z[Beitrag der i-ten Zeile zu xr,, (S)]Xfu (S).
Sin ® i=1 S

Fiir den Beitrag der i—ten Zeile kommen nur die S in Ti_ljﬁT i in Frage, und jedes
solche S = T, ' RT; mit dem Beitrag Ag, also mit dem Charakter xa,(R). Also
wird

dooxa g, (8) = > > xa, (TSTT) xg, (5)

F
S in & =1 SinT;l.ﬁTi

> Y xa, (TSTTY) xp, (TiST )

=1 SinT, ' HT;

Yo xa By, (B)=n Y xa,(B)xag, (R).

i=1 R in $ R in $

Nun ist offenbar AFM = Ar,, also die letzte Summe

> xa, (R)xa,, (R) = h-k,,
R in
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wenn k:“, angibt, wie oft A, in Ar, enthalten. So folgt

gk, = nhkllw

kuw = Ko

w.z. b.w.

111, 56
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3.9 Der Basissatz fiir Abelsche Gruppen. (12.Juli
1924)

Schreier’s proof that every finitely generated abelian group is isomorphic to the
direct product of finitely many cyclic groups, each being either finite of prime
power order or infinite.

12. Juli 1924.

(Beweis von Dr. Schreier, Hamburg).

Es sei & eine Abelsche Gruppe von endlich oder unendlich vielen Elementen, die
aus endlich vielen Elementen Ay, ..., A, erzeugt werden kann. Es sei ferner ein
vollstindiges System von Relationen gegeben (bei endlichen Gruppen geniigt
die Gruppentafel, sonst moglicherweise unendlich viele), aus denen alle anderen
Folgen sind. Diese Relationen haben sémtlich die Form

Af LAY — B i=1,2,.

und definieren eine n spaltige Matrix

i=1,2,...
A= (aik); ( k=1,2...n )

In dieser Matrix A darf offenbar jede Zeilen— und Spaltenvertauschung ausge-
fihrt werden, da sie nur auf Vertauschung der Relationen oder Vertauschung
der Produktreihenfolge hinausléuft. Letzteres ist erlaubt, weil & Abelsch ist.

Ferner diirfen die Operationen: Addition einer Zeile zu einer anderen und
entsprechend fiir die Spalten, sowie dasselbe mit Subtraktion, also auch mit
beliebigen ganzen Faktoren, ausgefithrt werden. Denn das bedeutet nur Uber-
gang zu einem &aquivalenten Relationensystem bezw. zu einem aquivalenten
Erzeugenden—System.

Man kann also alle ,elementaren Transformationen ausfithren, und so die
Matrix A in die Normalform

ai

Ag =
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transformieren (PAQ = Ap). Das bedeutet also, daff man Relationen und Er-
zeugende so transformieren kann, daft Ay die Relationen—Matrix wird. Die neuen
Erzeugenden seien Si,...,S,. Dann lauten die neuen Relationen

S =F, ... 8% =E.

Ist hierin ein a; = 0, so kommt S; in den Relationen nicht vor, hat also die
Ordnung co. Ist a; = 1, so ist S; = F, kann also fortgelassen werden. Die a; > 1
liefern Elemente der endlichen Ordnung a;. Die allgemeinste Relation lautet
jetzt, nachdem die S; = E fortgelassen und die von der unendlichen Ordnung
an den Schluf gestellt sind, wenn Sy, ..., S, endliche Ordnung haben:

§par . §emem = F

Die Faktorgruppe des Relationen—Normalteilers (s. S. ﬂ in der freien Gruppe
von Si,...,S, (,Abelschen” freien Gruppe) wird dann durch
STL. L SEm SISy (@, @y, mod ay,..., Q)
reprasentiert, in eindeutiger Darstellung, d.h. jedes Gruppenelement lafst sich
eindeutig auf diese Form bringen.
Will man noch die Elemente der Basis in solche von Primzahlpotenzordnung
aufspalten, so behandle man ein S der Ordnung

a=pt-pr =pltQr=py?Qa = -

so, daf man
S@ ., 89

fiir S einfiihrt.

Die Invarianz der vorkommenden p” folgt aus der Invarianz der zahlentheo-
retischen Elementarteiler der Matrix A bei Transformation. Die Elementarteiler
fiir p sind eben die Gesamtheit der in den a; steckenden Potenzen von p.
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3.10 Theorie der hyperkomplexen Zahlen. (Juli
1924)

On hypercomplex numbers and their matriz representations, following Frobenius
[Fro03].

Juli 192/,

(Nach Frobenius, Berl. Ber. 1903)

Es seien e1,¢e9,...,e, n Rechenzeichen, von denen beliebige lineare Kombi-
nationen
o = Z a;&q,
i

mit Koeffizienten (aus irgendeinem Integrititsbereich oder im Sinne der spéte-
ren Anwendungen besser gleich) aus irgendeinem Koérper, nach den Regeln der
gewohnlichen Addition gebildet werden moégen. Ferner werde den e; der Cha-
rakter der linearen Unabhéngigkeit verliehen, d. h. zwei solche Gréfsen

a:ZaiEiQ ﬁzzbﬁi

dann und nur dann gleich genannt, wenn alle ihre ,Koordinaten“ {ibereinstim-
men, d. h.
a; =b;, kurza=>

ist.
Fiir die Produkte der ¢; werde das Bestehen der folgenden Formeln festge-

setzt:
ik = E AikeEe,
V4

wo die a;x¢ wieder Elemente des Koeffizientenkorpers sind. Damit ist fiir irgend-
zwei ,hyperkomplexe Grofen

a= Zaisi; B = Zbigi
ihr Produkt eindeutig definiert zu

af =y = E cig; = E € E @by,
i A p

%
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d.h.

(1) ¢ =Y aruiaaby
A p

Man kann das alles auch ohne Benutzung der €; ausdriicken, als einen Formalis- 111, 60
mus, nach dem beliebige Vektoren a = (a;), b = (b;) aus dem Koeffizientenkorper
zu einem bestimmten neuen Vektor ¢ = (¢;) zusammenzusetzen sind.

Fordert man fiir diese Komposition das assoziative Gesetz, so kommt das auf
das Bestehen der n* Gleichungen:

(2) g aikeaiuuzg @i0y Ayt
¢ ¢

zwischen den Koeffizienten der dreidimensionalen ,Kompositionsmatrix“ A =
(aike) hinaus.

Diese Relationen moégen vorausgesetzt werden. Dann gilt stets

(@B)y = a(Bv),

d. h. die definierte Komposition ist assoziativ. Dafs das distributive Gesetz der
Addition und Multiplikation gilt, ist klar. Denn man hat:

a(ﬁ—l—’y) = ZaiZaAmaA(b#-i-c#)
% AL

af+ay = Zei a,\maAbu—i—ZeiZaAmaAcﬂ.

4 A, i Ap

Wir haben dann:
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Satz 1. Es sei k ein beliebiger Korper. Im Bereiche der n—komponentigen

Vektoren a = (a;), b= (b;), ... dieses Korpers sei aufler der in ele-
mentarer Weise (komponentenweise) erkldarten Addition und Zahl-
multiplikation von Vektoren die Komposition zweier Vektoren allge-
mein durch

(1.) ab=c, wo ¢ =Y aruiarby
Al

erklart, wo die dreidimensionale Matriz A = (a;x¢) aus k irgendeine
den Bedingungen

(2) Z Qi Qppy = Z Aipy Ayl
14 4

unterworfene Matriz ist. Dann besteht fiir diese Komposition das
assoziative und distributive Gesetz. Fafst man die Vektoren durch
Einfiihrung von n Rechenzeichen e1,...,e, gemaf

o = E a;&;
i
zu neuen Rechenzeichen zusammen, mit der Festsetzung, daf

a=[F dann und nur dann, wenn a =D,

so kann man immer die Vektoren a durch die zugeordneten a und
umgekehrt ersetzen, wenn man mit den o nach den elementaren Ad-
ditionsregeln und nach den Formeln

(3-) Eifk = Zaikéfe
[

rechnet. Der so definierte Bereich A heifit ein Bereich hyperkomple-
xer Gréfien uber k.
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Definition 1: Fin System von Matrizen A,, das den hyperkomplexen Gré-
Ben a = (a;) eindeutig zugeordnet ist, heifit eine Darstellung
des Bereiches A, wenn fir beliebige a,b aus ihm

Aa + Ab = Aa+b
Ay Ay = Ay

gilt. Ist dann
(4. v(a,b,...)=0

eine beliebige ganz rationale Gleichung mit Koeffizienten aus
k zwischen den hyperkomplexen Groflen, so gilt auch

(5.) o(Au, Ay, ... ) = 0.

Ist die Zuordnung gegenseitig eindeutig, so heifst die Dar-
stellung einstufig isomorph. Dies ist dann und nur dann der
Fall, wenn aufler Ag = 0 keine Matriz A, verschwindet. In
diesem Falle folgt auch umgekehrt (4.) aus (5.)

Beweis: Es ist nach den Zuordnungsgesetzen
0=A0=Au(ap,..)=0(Aq,Ap,...).
Dafs Ag = 0, folgt unmittelbar aus
Ao+ Ay = Aot = Aop.

Ist ferner die Zuordnung gegenseitig eindeutig, so ist einzig und allein Ay = 0.
Aber auch umgekehrt, wenn nur Ay = 0 ist, ist die Zuordnung gegenseitig
eindeutig. Denn wére dann

Ag =4y, d.h. A, =0,
so folgte a — b =0, a = b. In diesem Falle folgt dann (4.) aus (5.)
0=p(Aa, Ap,...) = Ay

b..)s also ©(a,b,...)=0.

39y
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Satz 2. Es bezeichne allgemein

Ax = (@) ( k Spalten

die Matriz, die aus A durch Festhalten des mittleren Index \ ent-
steht, und es werde

1 Zeilen )

Aa:ZAAa)\ fir a=(ay)
A

gesetzt. Dann bilden die A, eine Darstellung, die sogenannte requ-
lare Darstellung von .

Beweis: Ay + Ay = Ayt ist nach Definition klar. Ferner ist

g AZE axpearb, = g aAb#E ik O
¢ A A 4

Aab

= Z axb, Z airneQeuk | = <Z Z Aireay - Z amk%) = A A
A p 4 I o

Definition 2. Der durch Vertauschung der ersten beiden Indizes von A
entstehende Bereich B heifit zu dem urspringlichen 2 an-
tistroph. Diese Beziehung ist gegenseitig. Die Koordinaten
von ab im antistrophen Bereich sind die von ba im urspring-
lichen und umgekehrt.

111,63  Satz 3. Fs sei allgemein

1 Zeilen
By = (axik); ( K Spalten )

und es werde
B, = ZB’\G)‘ fir a=(ay)
A

gesetzt. Dann bilden die B, eine Darstellung des antistrophen Be-
reichs B, die auch die antistrophe Darstellung von 24 heifit.

Beweis: Die B, sind offenbar die reguldre Darstellung des Bereichs 9B nach
Definition desselben. Auf Grund der Beziehung beider Bereiche (Definition 2)
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folgt noch:

Satz 4. Es gilt allgemein B, + By = Batb; Ba - By = By -

Satz 5. Die Matrizen der reguldren Darstellung von A sind mit denen der
antistrophen (reguldrer von B) vertauschbar:

AuBy = ByA,.

Fiir die Matrizen

1 Zeilen )

Cx = (airr) ; ( k Spalten )’ Cy= ;CAG/\Q a = (ay),

die die parastrophe Darstellung von A heiflen, gilt die Kompositi-

onsregel:
A,Cp = CyBY.,.

Beweis: Diese Kompositionsformeln brauchen offenbar nur fiir die Ay, By, Cx
bewiesen zu werden. Dann sind sie aber identisch mit dem Assoziativ—Gesetz
(2.) in Satz 1.

Natiirlich ist die Bezeichnung antistrophe und parastrophe ,Darstellung®
nicht direkt zu verstehen, denn die parastrophen Matrizen C, sind weder Dar-
stellungen im Sinne der Definition 1 von 2l noch von B, und die antistrophen
zwar an ‘B aber nicht von 2.

Satz 6. Ist |A,| # 0, so ist die Gleichung
ra=2>

fir jedes b aus A eindeutig losbar, ebenso, falls |B,| # 0, die Glei-
chung
ax =b.

Beweis: Die Losung dieser Gleichungen erfordert nach (1.) in Satz 1 die Auflo-
sung eines linearen Gleichungssystems mit Determinante |A,| bezw. |B,|.

111, 64
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Satz 7. Existiert in A ein p, fir das
A £0, Byl £0,
so gibt es in A (also auch in B) ein e, fir das
ae =ea =a

fir jedes a aus A gilt. Dies e ist eindeutig bestimmt, und heifit
Haupteinheit von A (und B). Es gilt dann

A, =B.=E.

Beweis: Nach Satz 6 existiert ein e, sodaf
ep=p

und ein €/, sodafy
pe' =p

ist. Ferner existiert zu jedem a ein g sodafs

und ein r, sodaf

ist. Fiir jedes a folgt dann:
epqg=pq, d.h. ea=a

rpe/ =rp, d.h. ad =a

Danach ist speziell
e/ =e=¢.

e ist nach Satz 6 eindeutig bestimmt. Die Eindeutigkeit folgt natiirlich auch aus
111, 65  der bewiesenen Eigenschaft ae = ea = a fiir jedes a. Aus

A -A, = A, =A4A,
B.-B, = B,.=B,

folgt dann durch hintere Multiplikation mit A; L B, L daf
Ac.=B.=F
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sein muf.

Satz 8. Die Voraussetzungen von Satz 7 sind sicher realisiert, wenn nur die
Ezxistenz eines p mit |Cp| # 0 feststeht.

Beweis: Sei |Cp| # 0. Dann hat das System

k A

d.h. die p; sind Losung eines Gleichungssystems mit der Matrix A, — F. Wir
bilden nun

AC, = <Z aiuk6u> (Z akiAPA) = Zeum Zaiueckz,\
v A [Z9N 14

Z EvPAGAARie | = (Z akiéPe) =C,
¢

VAL
Durch Multiplikation mit C’,; ! folgt also:
A.=FE.
Auf dhnlichem Wege, oder aus Satz 6:
C,=A.C,=C,B.

folgt dann auch
B.=EF.

Es erfiillt also p = e die Voraussetzungen des Satzes 7 und ist offenbar gleich- 111, 66
zeitig das Element e, das dann nach Satz 7 existiert ((1.), Satz 1).

Satz 9. Bestehen die Voraussetzungen von Satz 7, so sind die Darstellungen
{A.} von A und {B,} von B einstufig, d. h. aus

A, =A, oder B, =B,

folgt
a=b.

Die Matrizen Ay und die Matrizen B), sind linear unabhdngig.
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Beweis: Ware fiir ein a # 0: A, = 0, so folgte

E aizpaxe; = 0,
i

also

a=-ea=>0.

Genau ebenso folgt aus B, = 0, daf a = 0 sein mufs. Das geniigt zur Einstufigkeit
von {A,} und {B,}.

Satz 10. Auch aus jeder der Gleichungen:

A =By, Co=Cy, C, =G,

folgt
a=nh.

wenn die Voraussetzungen von Satz 7 gelten.

Beweis: Die Relationen A, = B. = E sagen ausfiihrlich

E AiNEEX =  €Eik
A
§ axik€x = Cik-
A

Sei nun A, = By, also

g AirkOA E axikby
) X

so folgt fiir jedes k

E AiNEONE; = E axirbre;
W i
E axexk E brexk
\ h\

ap = bk.

Ebenso folgt aus C, = Cy:
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E aik,\aA:E airaby
\ \

fiir jedes k

E AiAONE; = E airabre;
By By
g axepn = E brexx
\ )

ap = bk.

Genau ebenso schlieft man fiir C, = Cj.

Satz 11. Unter den Voraussetzungen von Satz 7 gilt: Ist U mit allen A, ver-
tauschbar, so ist U ein By. Ist U mit allen B, vertauschbar, so ist
U ein Ap.

Beweis: Es geniigt nach Definition 2, dies fiir die A, zu zeigen. Sei also fiir
U = (ui):

UA, = AU,

d.h.

g AN ANUG = E AiNeANULE
Al Al

so folgt, wenn

E Use; = by,
i

gesetzt wird,

E AiNeCiAN\ULK

ML

= g EXCANUL
AL

= g AN\UNE,
A

E agaraxbe
bW
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und da dies fiir alle a gilt,

use =Y anwbe
0
U = B,

Satz 12. A und B heiffen dann und nur dann Systeme hyperkomplezer Zahlen
mit Haupteinheit, wenn ein e existiert, fir das

Ac=B.=FE

18t.
Ist dies der Fuall, so sind die Voraussetzungen von Satz 7 erfiillt,
und es ist e die eindeutig bestimmte Grdfle, fir die

ae =ea=a fir jedes a

gilt. Sind umgekehrt die Voraussetzungen von Satz 7 (oder, was das-
selbe bedeutet, auch nur die von Satz 8) erfullt, so sind A, B Syste-
me hyperkomplexer Zahlen mit Haupteinheit.

Fiir Systeme mit Haupteinheit gelten Satz 9—11.

Beweis: Ist A, = B, = F, so sind natiirlich die Voraussetzungen von Satz 7 fiir

p = e erfiillt. Dafl dann e die eindeutig bestimmte Haupteinheit ist, folgt aus

dem ja dann giiltigen Satz 9, oder aus den Multiplikationsformeln (1.) von Satz

1, die ja lehren, daft dann e den Bedingungen ae = ea = a fiir jedes a geniigt.
Der Rest des Satzes ist nach Satz 7 klar.

Wir beschrianken uns fortan auf Systeme 2(, 8 mit Haupteinheit e.
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3.11 Eine Knoppsche Frage aus der elementaren
Zahlentheorie. (Nov. 1924)

A problem by Knopp from elementary number theory. It appears that Hasse was
not satisfied with his solution which in the end requires factorisation of ma-
ny numbers. Therefore he later posed (jointly with I. Schur) this problem as a
question in the “Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung”, vol.36
(1927) p.38. A solution of that question was then given jointly by A. Brauer and
R. Brauer and published in the same volume, p.90. That solution runs essen-
tially on the same lines as here but it required finding the representation of
numbers by certain quadratic forms instead of factorising. We do not know whe-
ther Hasse was more satisfied with the Brauer solution. Hasse refers to a letter
by R. Schmidt of 21 November 1924. We did not find this letter among the Hasse
papers.

November 1924
(Angeregt durch Brief v. R. Schmidt v. 21. XI. 24).
Fiir welche natiirlichen Zahlen x,y sind

224+ m y2+m
und

ganz,

wobei m 2 1 eine natiirliche Zahl ist, und (z,y) relativ prim.
Man erkennt sofort, da® jede Losung (x,,, z,+1) eine ganze Losungskette
ey =2, Tn—1,Tn, Tn41, Tn42y- - -

die beiderseits ins Unendliche erstreckt ist, nach sich zieht, derart dafl jedes
benachbarte Paar Losung ist, und die Formeln gelten

2 4+m=1x, 12,11; (n=-00...400).
und zeigt dann, daft diese Kette den Ungleichungen
(a) ST > T >r <X < Tp < -
oder

(b) > T 9>T 1 >r0=1l=x1<T<23< """

111, 69
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geniigt, wenn der Nullpunkt geeignet gewéhlt wird. Dabei stellt sich im Falle
(a) noch

r1 <m

r_1<m

heraus, wenn m > 1 (fiir m = 1 liegt notwendig Fall (b) vor)

Wenn es nun gelungen ist, alle reduzierten Losungen zu finden, d. h. im Falle
m = 1 die Losung (1,1), im Falle m > 1 alle Losungen mit 1 < x,y < m,
was stets durch endlich viele Versuche erreicht werden kann, so ergeben sich aus
ihnen alle Losungen durch Bildung der zugehoérigen Ketten, wobei auch mehrere
reduzierte Losungen derselben Kette angehoren kénnen, wie z. B. fiir m = 11 in
der Kette

"'7187572337m7"'

wo im rechten Zweig die beiden Losungen 2,3 und 3, 10 reduziert sind.
Jede Kette hat die Grofe

2 2
ke — Ty +Tp1 +M Tpog + Tnga

TnLn+1 T

)

die sich als ganze Zahl 2 3 erweist, zur Invariante, und geniigt dann der linearen,
homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung

Tny2 = kxn+1 — Tn.
Nach dem bekannten Auflésungsschema hierfiir resultiert so die Darstellung

/
y—¢x Y—ET m
Ty = —e™ — —e' (n=—00... 4 00)
e—¢ e—¢

fiir die Kette, wenn (nicht notwendig wie oben in (a) und (b)) das beliebige,
benachbarte Paar x,y als xg, r; bezeichnet ist.

Dabei bedeuten &,¢’ in irgendeiner Reihenfolge die Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung

2> —kx+1=0,

also Einheiten mit n(e) = +1 des reell-quadratischen Korpers R(vk? — 4), des-
sen Diskriminante kein Quadrat sein kann (k = 3). Die Losung lafit sich dann
unter Verwendung des Zeichens §(«) fiir die Differente a@ — o/ der Zahl « in
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R(Vk? — 4) auch in der Form:

yd(e") —xd(e" )
5(¢) ’

Ty = (n=—00...4 )

schreiben.
¢ ist die niedrigste Einheit der Diskriminante k? — 4 mit n(¢) = +1, d. h. die
kleinste positive Losung von

u? — (* — 4)v* = 4.

Falls k2 — 4 quadratfrei, bezw. # quadratfrei ist, also die Grundeinheit des

Strahles der Korperzahlen mit n(a) > 0, sonst, wenn
k* —4 =1
und d die Korperdiskriminante ist, die Grundeinheit des Strahles:

a = rat. zu ¢ prime Zahl mod. ¢
n(a) > 0.

Fiir den Typus (b) ist die Kette symmetrisch und von der Form
coeom+1L,1L,1m41,. ..
Im Falle (a) kann Symmetrie eintreten, wenn nédmlich
T_1=x1
also
x%er:z%, x%+m:xox2,
und dies findet dann und nur dann statt, wenn

m+1=/2
oder m+4=7¢?

ein Quadrat ist. Sonst sind die beiderseitigen Losungen alle verschieden. Zur
Aufstellung der reduzierten Losungen fiir m > 1 zerlege man die ¢(m) Zahlen

2
x5 +m, wo xo<m, (xg,m)=1

111, 72
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auf alle moglichen Arten in Faktoren

waim=2_12.; (1Zz <4/ agi+m)

und priife, ob

22 4+m=0 mod zg

ist. Dann und nur dann, wenn dies der Fall ist, liefern zq, z; eine Kette.

Im Falle, dal die Losungen x,y nicht mehr untereinander u. somit zu m
prim vorausgesetzt werden, werden die Untersuchungen modifiziert. Vermutlich
kommt man mit dhnlichen Methoden durch.
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3.12 Zur Theorie der verallgemeinerten Kum-
merschen Korper. (20.12.1924)

Kummer theory for prime power erponents.

20. X11. 1924

Satz 1. Es enthalte k die ¢¥—ten FEinheitswurzeln (£ Primzahl, v 2 1) und
es sei a eine Zahl aus k, die nicht f—te Potenz in k ist. Dann ist
k ( %/a) zyklisch vom Relativgrad £° tiber k.

Beweis: Es ist nur zu zeigen, daf k ( 4/a) den Rel. Grad ¥ hat, d. h. daf 2" —a
in k irreduzibel ist. Wéare nun ein Faktor m-ten Grades vorhanden, so wére
sein absolutes Glied als Produkt der Konjugierten “/a,(, 4/a,..., wo (, eine
primitive ¢“—te Einheitswurzel ist, von der Form

(Vo) =y ink

Es folgte also

Hier mufs m = m1/ sein, da sonst « eine /-te Potenz in k wére, und da die /~ten
Einheitswurzeln selbst £“~!'~te Potenzen in k sind, folgt

a™ = ’Yfl/71
Daraus weiter: m; = mof und
- ’y§u72
I

und m,_1 = m,¥£, also m = m,£”. Daher kann kein irreduzibler Faktor niedri-
geren als ¢“—ten Grades von z*° — « in k existieren, w.z.b. w.

Zusatz. Enthdlt k als hochste die £2—ten E. W. (0 £ o < v), so folgt nur,
dap k (\/a) entweder den Grad (¥ hat, oder o = ~v* - (% ist, wo (
eine (2—te Einheitswurzel ist.

111, 73
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11, 74  Satz 2. Fs enthalte k die (¥ —ten und ¢"'—ten Einheitswurzeln (v,u 2 1), und
es seien «a, 3 keine {—ten Potenzen in k. Dann folgt aus

k(4/B) <k (Va),
dafl p £ v und
B=a"v"; 20 mod.l, v ink

1st.

Beuweis: k (“v/P) ist als Teilkérper des rel. zyklischen k (4/a) iiber k mit
dem einzigen Unterkorper gleichen, namlich ¢#—ten Grades k ( %4/«) identisch:

k(W/B) =k (WVa).
Daher ist auch p < v, weil k ( 4/f) sonst kein Teilkorper wire. Fiihrt man die

erzeugende Substitution ( 4/a : ¢, “/a) von k ( 4/a) aus, so muf auch 4/3 in
eine konjugierte %/ iibergehen. In der Darstellungsgleichung

=1

VB = Z%(‘”a)i; v in k
=0
gibt das
B = ek (Va) =Yy (Va)',

also wegen der Eindeutigkeit (Grad ist ¢#):
v, =0 fluri#z,
d. h.

oM /8 :’Y,E ( o O[)m
f=a’y,

Da 3 keine {-te Potenz in k ist, muft x Z 0 mod. ¢ sein.
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Satz 3. k enthalte die (¥ —ten Einheitswurzeln, und es sei I, 75
1 §H7V1,-~-,Vs §V~
Ferner seien oy, ..., as unabhdngig in Bezug auf {—te Potenzen und

G keine £—te Potenz in k. Wenn dann
k(\/ﬁ) <k("Yar, ..., “/as)
ist, besteht eine Relation
B=at .. oty

wo T1,...,Ts nicht samtlich = 0 mod. ¢ sind, und vy eine Zahl aus
k ist.

Beweis: Fiir s = 1 ist das in Satz 2 bewiesen. Es sei richtig bis s — 1. Wenn
dann k (4/B) schon in

K=Fk ( KU%/EL B ZUS_\l/ 045,1)

enthalten ist, besteht eine solche Relation. Sei das also nicht der Fall. Ware nun
/as mit 1 £ p < v, schon in K enthalten, so folgte aus demselben Grunde
eine Relation

aszaﬂfl...a‘ziEl,yép; sz

die nach Voraussetzung iiber aq,...,as unmoglich ist. Also ist K ( s forg ”)
vom Grade ¢¥= iiber K. (Es geniigt nach Satz 1 natiirlich schon dieser Schlufs
fiir p =1). Da K (4/B) darin enthalten ist, ist nach Satz

ZVB _ Oé;cspf”_q7 zs Z 0 mod. ¢
wenn 4/ die hochste in K mogliche Wurzel von S ist, also

f=aptT?

Wir betrachten nun k(T') = k ( Z\H/ﬁas_“eq) Sei zunéchst ¢ > 0. Dann ist TIII, 76

*) Es ist ja K(“/B) dann = K ( Wﬁ({/ lz/ﬁ) wo /B keine f—te Potenz mehr in K ist.

Und da die £9—ten E. W. /¢~ 9—te Potenzen in K sind, ist die Normierung einerlei.
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Ba~?!" keine /-te Potenz in k, da 8 keine ist. Dann folgt also nach Annahme
fir s — 1:
Bay ™! = aft - ap ",

weil I'in K =k ( v, ..., Z"S‘}/ozs_l) liegt, also

_ T Ts—1 w07, 0"
B=a]"...a T al" ",

und das ist eine Relation, wie behauptet. Wenn ¢ = 0 ist, also 4/Ba~% =T
in K liegt, so sei die £"-te Wurzel die hochste aus Sa~%s in k ausziehbare
(0<r<p). Firr = pist 8= a®~". Fir 0 <r < p ist

r="14%Ba"* inK

wo 4/Ba~%s keine f~te Potenz in k ist, also nach Annahme:

WBamm = aft .l

—x _ $1A€T Is_lfﬂ o
Ba"" = aof'" ..oy

wie behauptet.

Daf in den gefundenen Relationen nicht alle Exponenten der ag,...,as
durch ¢ teilbar sein kénnen, folgt aus dem Beweise, ist aber auch nach An-
nahme klar, dafl 3 keine /-te Potenz in k ist.

Satz 4. Es enthalte k die ¢¥—ten und ¢"—ten FEinheitswurzeln, (v,u 2 1),
und es seien aq,...,a beliebige Zahlen aus k, O eine solche Zahl
die keine {—te Potenz in k ist.

Wenn dann

k ( \/B) < k(%an,..., Yan) =K
ist, so besteht eine Relation
e = adt oyt

(wo tber die x1,...,xs nichts Niheres ausgesagt wird).

Beweis: Wir betrachten die Gruppe aller Potenzprodukte

ot a% Ayt (yin k)
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mit mod. £ genommenen Exponenten. Diese Abelsche Gruppe hat eine Unter-

gruppe derjenigen Elemente, die “—te Potenzen in k sind. Es sei ( TIL--- T >

Lyl ... Lpg
die Matrix der Exponenten einer Basis der zugehorigen Faktorgruppe, und
b1, ..., 0 die entsprechenden Potenzprodukte, die also Représentanten der Ele-

mente der Faktorgruppe sind:
S
Bi =[] aii*vf
k=1

Die §; haben bestimmte Ordnungen in der Faktorgruppe, namlich die frithesten
Exponenten £2, sodaf 3" ¢*—te Potenz in k ist, und es ist 0 < g; < v. Wir

denken uns diese Basiselemente nach fallenden Ordnungen geordnet:

By Bry Ordnung ¢
ﬁn+1a---;ﬁr1+r2 I Zy_l
Broetry 1415+« s B, 3 t
(Im Falle der Unabhéngigkeit von aq,...,as wie in Satz 3 konnen ag, ..., a;

selbst als Basis genommen werden).
Sei (; ein solches Basiselement der Ordnung ¢2; (0 < ¢ £ v). Dann ist also

B ="
d.h.
v—o
ﬂi = ’Vf )
weil die /2—ten E. W. f*~2-te Potenzen der ¢“—ten E.W. sind. Daher kdnnen
aus obigen Komplexen ja die £°-ten, ¢!ten, ... £~ !-ten Wurzeln ausgezogen
werden. Es seien in der entsprechenden Reihenfolge o, ..., ). die irgendwie
normierten derartigen Wurzeln aus i,. .., 5,. (Auf die Normierung kommt es,

wie man sich leicht iiberlegt, nicht an, da daraus nur Ubergang zu konjugierten,
identischen Korpern entsteht). Nunmehr zeigen wir, dal K mit dem Korper:

! e/ =1/ el A
K —k( vai, ..., \/O‘r1+1"" \/ar1+---+r,/71+17"‘)

identisch ist. In der Tat ist nach Konstruktion K’ bei gleichzeitiger Normierung

:k(’\/ﬁT ﬂ(/ﬁi)

ITI, 78
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also in K enthalten, da die f3i,..., 3, bis auf /*—te Potenzen Potenzprodukte
der aq,...,a, sind. Andererseits aber haben «q,...,a, als Elemente unserer
urspringlichen Gruppe Darstellung durch die (i, ..., s als Basis der Faktor-
gruppe bis auf £“—te Potenzfaktoren, sodaff K in K’ enthalten ist.

Nun sind of, ..., al. in Bezug auf /-te Potenzen unabhingig. Aus
11 1T 0
ot dl =1y

folgt ndmlich durch Potenzierung mit ¢~ ~*:

-2
xlzv—l mrl+121’ Ty, 41 A
1 '”/67’1+1 ...... ﬂr1+---+7‘y71+1 =0
also da die fy,..., 3, eine Basis unserer Faktorgruppe sind, daf jeder einzelne

Faktor links ¢“—te Potenz in k ist. Fiir ein §; der Ordnung ¢¢ folgt also eine

Gleichung
G

d.h. 2 = 0 mod. £. Somit miissen z1,...,2, = 0 mod. ¢ sein. Da nun k ( 4/B)
nach Voraussetzung in K, also in K’ enthalten sein sollte, folgt nach Satz 3:

’ ’
Ty 1Ty OH
IB_al ...ar"y R

d.h.
—1 ’ v—2 !/
el e Ty 41t Loy 4y _1+1 ortn—1
Jéi =0 B Ce BT ey i
Ersetzt man hierin die (31,..., 0, durch die Potenzprodukte in aq,...,as, so

folgt eine Relation
v—1 v
BY =afr . atAt
wie behauptet.

Anmerkung 1: Wenn Potenzprodukte 3; der Ordnung ¢ existieren, so ist das
gleichbedeutend damit, daf sich aus gewissen Potenzprodukten der asq, ..., a;
die ¥~ 2-te Wurzel ausziehen lafst, ohne daf alle Exponenten durch £ teilbar sind
(sonst wire (; kein Basiselement). Setzt man nun voraus, daf sich aus keinem

Potenzprodukt von ar, ..., as eine hohere als die £F~te Wurzel ausziehen 1iRt,
wenn nicht alle Exponenten durch £ teilbar sind, so gibt es nur Basiselemente ;
der Ordnungen ¢, ¢*=1, ... ¢*7% aber keine solchen von niedrigerer Ordnung.

Dann folgt wie eben eine Relation

’
ﬁek i 5I/1lk o BJL‘T1+,.,+N€+1 . [kJr;L
- M rit TR
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und durch Ubergang zu den ay, ..., ay:
gt = ooyt wom = Min(k + p, v)

Zusatz. Ist in Satz 4 aus keinem Potenzprodukt von o, ...,as eine hohere
als die 0% —te Wurzel ausziehbar, wenn nicht alle Exponenten durch
{ teilbar sind, d. h. folgt aus

k1
T zs _ A
oyt oot =y ,

S
daf$ 1, ..., =0 mod. £ sind, oder auch sind aq,...,as in Bezug
auf die (*+1—ten Potenzen unabhdingig (0 < k < v — 1), so besteht
im Sinne von Satz 4 eine Relation

5”“ = . a%y"" mit Min(k + p,v) =m

Anmerkung 2. Beim Beweis blieb der Fall unberiicksichtigt, daft die betr. Fak-
torgruppe die Einheit ist. Dann sind alle a7 ... a%s “~te Potenzen und K = k.
Der Satz besagt dann, daf ﬁZWI =~ also 3 eine (-te Potenz in k ist. Aus
dem Beweise folgt aber sofort, was auch an sich klar, dafs 3 eine ¢#—te Potenz
in k sein muf. Im iibrigen widerspricht aber dieser Fall der Voraussetzung, dafl
0 keine {—te Potenz in k sein soll, und somit ist obiger Beweis richtig verfahren,
wenn er voraussetzte, daf die Faktorgruppe nicht die Einheit ist.

Satz 5. Sind a,...,as in Bezug auf die Gruppe der {—ten Potenzen in k
unabhingig, enthdlt k die (¥ —ten Einheitswurzeln (v 2 1) und ist
1<v,...,us S v, so ist

K =k("Yai,..., "a)

relativ—Abelsch diber k vom Grade ("1 Vs und einer Gruppe vom
Typus (€1, ..., 0=) .

Beweis: Es ist nur zu zeigen, daf der Grad ¢“**": ist. Dann folgt das an-
dere aus der Galoisschen Theorie fiir die Komposition zyklischer Kérper. Nun
ist nach der Galoisschen Theorie das Kompositum zweier teilerfremder Relativ-
korper, deren einer Galoissch ist, vom Produktgrade (Satz tiber akzessorische
Irrationalitdten). Sei nun

K, =k(*Yai,..., Vo), also K=K,
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so ist

Kit1 = (Ki, k(i) )

Da ;1 keine /-te Potenz in k ist, hat k ( e““}/aiﬂ) als einzige Teilkorper iiber
k die Korper k ( f,‘-’/aiﬂ); 1 £ 0 £ v;1. Wire nun der kleinster & (,/»’/aiﬂ) auch
in K; iiber k enthalten, so wire nach Satz 3

T xi L
Qg1 =yt 0ty

entgegen der Voraussetzung. Daraus folgt alles mittels Satz 1.
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3.13 Konstruktion von zyklischen Korpern ge-
wisser Eigenschaften. (21.12.1924)

Hasse uses class field theory to prove the following result: if a number field
k contains the (-th roots of unity (or i = /=1 if £ = 2), then there exist
infinitely many cyclic extensions K|k with degree £¥ whose relative discriminant
1s divisible by a only one prime ideal, and this of degree 1 and coprime to £.

21. XII. 1924.

Es enthalte k die #—ten E. W. als hochste dieser Art (u = 1, und 2 2 fiir £ = 2),
und es sei K der {iber k dann relativzyklische Korper #“—ten Grades, der durch
die Adjunktion der primitiven £ t#—ten E. W. (v = 1) erzeugt wird. Es sei ferner
fiir den Korper k das System:

Co&5 €1y B0 O1sen -y Oe

das bekannte Basissystem von Einheitswurzeln ¢ (Ordnung ¢#), £ (Ordnung
prim zu ¢), Grundeinheiten &1, ...,e, und unabhingigen (-ten Idealpotenzen
01, -, 0, das auch zur Konstruktion der e singuldren Primérzahlen (nach ¢)
benutzt wird, (indem eben die Untergruppe der {~ten Potenzreste nach dem
Modul [§ des Kreiskorpers der /~ten Einheitswurzeln den Rang e hat). Dann
betrachten wir den Koérper

K=K (", e,

Waire
o= ... =A" inK,

so wire entweder A in k und dann bekanntlich x4, ..., y;, ... durch ¢ teilbar, oder
aber k ({/@) mit dem einzigen zyklischen Unterkorper ¢~ten Grades k (\’E ) von
K iiber k identisch, also

0=C"": 20 mod. L.

Daher mufs unter allen Umsténden zi,...,%1,... durch ¢ teilbar sein. K er-
fillt also die Voraussetzungen von Satz 3 und 5 der vorigen Noteﬂ Er ist also
relativ-Abelsch vom Grade ¢("+)(*+1) jiber K, d.h. Klassenkorper nach einer
Klassengruppe H in K von diesem Index nach einem Modul €, der nur Prim-
teiler von ¢ enthalt.

I, 81
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Satz 1. In H gibt es Ideale A mit

N(®)#1 mod 1+t

Beweis: Wire stets N(A) = 1 mod £*T++L fiir A aus H, so wire H in
derjenigen Klassengruppe enthalten, nach der der Korper der £#+#*1-ten Ein-

heitswurzeln K (\ﬁ) Klassenkorper nach K ist. Dann wére aber letzterer Un-

terkorper von K und somit nach Satz 3
Z=c"... 0" .. A" AnK,
wo nicht alle x1,...,y1,... =0 mod. £ sind, sodaf also
o=ceit... ol .
nicht ¢—te Potenz einer Zahl in k ist. Dann wére aber

K (x‘ﬁ) =K (Yo) = (K, k(¥/0)),

d. h. der zu k relativzyklische Korper K (\ﬁ) aus zwei zu K relativ—zyklischen

Korpern der Grade ¢ und ¢, die teilerfremd sind, komponiert, was unmdoglich.
Nach Satz 1 und Takagi gilt:

Satz 2. Es gibt unendlich viele Primideale 1. Grades Q in K, sodafl Q in
H und

N(Q)=q=1 mod £“** aber #1 mod ¢*Tr+1

Satz 3. Die Restklassen mod q liefern eine Gruppe von Idealklassen mod
q, die einen direkten Faktor der Ordnung ¥ enthdlt, und sonst nur
Klassen mit zu ¢ primem Exponenten.

Beweis: Die Ordnung der durch Hauptideale, also die ¢ — 1 primen Restklas-

sen mod q gelieferten Gruppe von Idealklassen mod q hat die Ordnung ﬁ,
wo (E : Ey) den Index der Gruppe Ej aller Einheiten = 1 mod ¢ zu der Gruppe
E aller Einheiten von k bedeutet. Nun haben &, €1,..., ¢, zu £ prime Exponen-

ten mod q, weil sie £“T#—te Potenzreste mod q sind, ¢ — 1 genau durch £“*#
teilbar ist, und die Restklassengruppe zyklisch ist. ¢ hat genau den Exponenten
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(¥, da q nur Teiler von ¢* — 1 sein kann, wenn ¢* — 1 = 0 ist, (¢ prim zu ¢). Da-
her hat die Faktorgruppe von Ej in E aufser der durch ¢ bestimmten zyklischen
Untergruppe /#—ter Ordnung nur Elemente mit zu ¢ primer Ordnung, d.h. ihre
Ordnung ist genau durch ¢# teilbar, d. h. % genau durch ¢ teilbar. Die Ide-
algruppe der Hauptideale mod q hat daher einen direkten Faktor der Ordnung

£ (zyklisch), dessen komplementérer Faktor zu £ prime Ordnung hat, w.z. b. w.

Nun sei (v) ein Hauptideal aus der Basisklasse der Ordnung ¢, ferner
t1,...,t. ein System von Idealen aus den absoluten Basisklassen mit Expo-
nenten £¥:.

Ferner sei (§) ein Basisideal fiir die Hauptidealklassen mod ¢, mit zu ¢ primem
Exponenten m, und t;,...,t, ein System von Idealen aus den absoluten Basis-
klassen mit zu ¢ primem Exponenten. Dann besteht fiir jedes Ideal a aus k, das
zu ¢ prim ist (auch alles {ibrige prim zu g, d.h. q so gewiihlt), eine eindeutige
Darstellung

a= (7))} et (a),

wo @ = 1 mod q und die Exponenten nach den betr. Moduln reduziert sind.
Die t1,...,t; mit den (absoluten) zu ¢ primen Exponenten mg,...,m, seien
noch durch passende, zu q prime Hauptidealfaktoren so normiert, daff ihre Ide-
alklassen mod q zu ¢ prime Exponenten haben. Das geht immer. Denn es sei

Ist nun

(i) = (N (0% (); ai=1 modg,
so hat man nur t;(5;) mit einem solchen (5;) fiir t; zu setzen, daft
() (%) = ()" (af); af=1 modg

wird. Setzt man nun, wenn m;m, =1 mod ¢” ist:

/

(8) = (o,

so wird
(B ) (75) = () ~ememictes — ()et”.

Das letztere ist aber sogar die Hauptklasse mod ¢, weil (y) die Ordnung ¢* hat.
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Sind die ty,...,t; so normiert, so ist ersichtlich durch
(0t eget]t . th(a); a=1 modq

eine Gruppe G mod q definiert. Denn die Produktbildung fithrt nach Wahl der
t1,...,t; und da (1) = t{ ', ... sdmtlich £**#—te Potenzreste mod q sind, also
zu ¢ prime Exponenten mod q haben, nicht aus diesem System heraus.

Daher ist die Gruppe (7)* ein direkter Faktor der Gruppe aller Idealklassen
mod q, und ihr Komplement die eben bestimmie Gruppe G vom Index (¥.

G ist ersichtlich nicht mod. 1 erklarbar. Also hat der zugehdorige Klassen-
korper den Primfaktor q in der Relativdiskriminante, und zwar als einzigen

Primfaktor, und ist zyklisch von der Ordnung ¢ iiber k. Also gilt:

Satz 4. Enthdlt k die {—ten und fir { = 2 die 2%2-ten Einheitswurzeln, so
gibt es unendlich viele verschiedene relativ—zyklische Kdrper £¥—ten
Grades tber k, in deren Relativdiskriminante je nur ein einziges
Primideal 1. Grades q von k aufgeht, das nicht in £ aufgeht.

Um die Schwierigkeit der Normierung der ti,...,t, zu vermeiden, darf man sie
von vorneherein durch ihre ¢“T#-ten Potenzen ersetzt denken, sodaf dann die
m;—ten Potenzen von selbst /¥+#—te Potenzen von Hauptidealen werden. Dies
sei fiir das folgende als geschehen vorausgesetzt, sodaf jetzt die t; fest gewéhlt
sind, und g prim zu ihnen zu bestimmen ist. Dann ist ohne Normierung

ot ekt Lt (0)Y(e); a=1 modg

eine Gruppe.

Soll nun ein vorgegebenes, zu £ primes Primideal p von k im zu konstruieren-
den zyklischen Korper ¢“—ten Grades in verschiedene Primideale ¢*—ten Grades
(0 £ k £ v) zerfallen, und ist

_ T Te (Y1 Y
p=rtret)t Lt (),

wobei nun alles auch zu p prim angenommen werde, so muf p** in G, aber p**
(falls & > 0) noch nicht in G liegen. Das bedeutet aber nach dem a.d.S. oben
bemerkten, daR (7)¢" in (§)¥(c), aber (W)Zn_l noch nicht sein muff. Nun besteht
(6)¥(c) aus allen Hauptidealklassen mod ¢, die zu ¢ prime Exponenten haben.
Es geniigt, wenn wir

=" mod g

fordern. Andererseits muf (7r)eﬁ_1 in einer Klasse mit durch ¢ teilbarem Expo-
nenten liegen. Da nun die sdmtlichen Klassen mit zu £ primem Exponenten aus
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den ¢/**#—ten Potenzresten unter Hinzunahme der Einheiten enthalten, geniigt

es zu fordern
eu«#u

r—1
ot £ e mod q.
Wir haben demnach, wenn wir in K zu £ iibergehen, zu fordern:
—prtu—r
r==f mod £,
v—r41 _pvtn—rt1 . _
VA =t mod Q fir z=0,1,... "1,

wo Z """ eine primitive £#+"~1-te Einheitswurzel ist. Das bedeutet, daf Q in  III, 87
der Klassengruppe P von

k().
aber nicht in den ¢#t%~! Klassengruppen Py, Ps, ... der Kérper

K (7 g

vorkommt, und es ist die Frage, ob dies mit den bisherigen Bestimmungsforde-
rungen vereinbar ist.

Es sei nun
C die Idealgruppe N(A)=1 mod (*Trt! von K
H 1 zZu K(’f"ﬂ\‘/aw.. 2”{‘/@7,...) I I
P I zu K (4T TR

ovtp—rt1 —
P, I zZu K( VrZzt +1) I I

Wir bezeichnen nun mit K den Koérper der ¢#*2¢—ten E.W. iiber k und K,
relativ—zyklisch iber K vom Grade ¢, ferner setzen wir

K = K ( £V+\u/€1, ce £U+\“/ O1,.-- £V+M7C/7?)
K ( Zu+\u/€1, e EU+«“/ O1,.-- [V+H7N+1\/ szey_rd—l)

und mit K und Ky die entsprechenden Kérper iiber K, wobei zu bemerken
ist, daR die K, sich wegen HTTITZe T~ %/7° velativ K nicht mehr
unterscheiden, sodaf also Kg zyklisch vom /-ten Grade iiber K ist. Ferner sind
relativ zu K die Kérper K und K bzw. K, teilerfremd. Sonst wére nimlich v/Z
in K bzw. K, enthalten, also wegen der leicht zu zeigenden Unabhéngigkeit der
Radikanden von K und K, (7 enthélt keine /—ten Idealpotenzen in K)

Ka

V—K z
Z=ci'opoit (ﬂer +1) A*
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was ebenso als unméglich erwiesen wird. Daher sind K, Ky iiber K teilerfremd
komponiert:

K = (K,K)

Ko = (K,K,) fiir alle = }

Weil Ky grofer als K ist, gibt es in K Primideale, die in K vollstéindig zerfallen,
in Ky nicht, und zwar unendlich viele vom 1. Grade. Deren Relativnormen ha-
ben dieselbe Eigenschaft beziiglich K und K bzw. der K, wie leicht einzusehen.
Also sind sie in H, P, nicht in P;, P», ... enthalten, leider aber noch naturge-
maf in C. Jedenfalls ergibt sich aber, daff die in H, P und nicht in Py, Ps, ...
enthaltenen Ideale von K eine nicht leere Gesamtheit von Strahlklassen nach
einem geeigneten Modul bilden. Es ist nun nur noch zu zeigen, daft darunter
auch nicht in C befindliche Ideale vorkommen.

23. XII. 24. Mit denselben Hilfsmitteln wie im folgenden, stellt sich heraus, dafs
eine derartige Bestimmung unmoglich ist, indem alle Ideale, die in H, P, aber
nicht in Py, Ps, ... sind, notwendig in C' liegen. Der obige Ansatz von 7 erweist
sich als zu speziell, das Beispiel k = R(v/-3), u =1, v =1,k = 1, p = 5,
q = 19 zeigt vielmehr, daf die bei 7¢" auftretende ¢*—te Einheitswurzel nicht
vernachlissigt werden darf. Wir wéhlen sie jetzt im Gegenteil sogar primitiv,
erhalten also folgende Forderungen:

relativ K.

K v —prti
o = z77t=t mod 9
Kk—1 _ v _ v4p
nt £ 7 ==t mod 9
d.h.
_Zufn’_‘eu«l»p—m
T = Z = mod

_pv—rtl_prdp—rtl
T # 77% = mod 9.

Wir bezeichnen nunmehr abweichend von vorhin die auftretenden Kérper und

Gruppen so:
I e e Vo
zugeordnete Gruppe H

vhp—kK vtp—r+1
v+ +u 2 / v—r ¢ / v—r+41
Ka::K(Z \H/El,..., ey O01y---, 7rZ€ s WZIZ

I I H,
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Es sind dann die H, Untergruppen von H, und unsere Forderungen kommen
darauf hinaus, dafs 9 in H, aber nicht in den H, und nicht in C' liegen soll.
Die Radikanden, die bei K auftreten sind von einander unabhéngig, wie leicht
zu zeigen. Aus demselben Grunde kann K nicht K enthalten. Daher ist der
Durchschnitt (H,C) eine Untergruppe vom Index ¢ von H. Ferner ist K, vom
Relativgrad ¢#*! iiber K. Es ist nimlich

K, = K ( RV v Zm)

v -k -
wobei 7y/m = ( S VWZZ”7“> -Z~! in K liegt und natiirlich auch Z**. Wire

nun K, von niedrigerem Grade, so wiire * v/7Z®, also auch " "y/7 selbst (te
Potenz in K, d.h. auch noch **~"*{/7 in K vorhanden.

Dann wére aber auch .
vn
A /ﬂ-zé—n
gy*ﬁ«{»\l/*
T

in K enthalten, was wie eben gesagt, nicht der Fall ist. Daher haben alle H, den
Index ¢#+! unter H. Wir denken uns nun H nach einem so hohen Modul erklirt,
daf auch alle H, und C danach erklarbar sind. Dann zéhlen wir ab, der wie-
vielte Teil aller Nebengruppen nach der Strahlhauptklasse von H durch die H,
und den Durchschnitt (H, C') geliefert wird. Im allerhéchsten Falle wird nun der
Teil /% von H durch die H, eingenommen, weil genau ¢* verschiedene Koérper
K, vorhanden sind, und jedes H, genau einen Teil ﬁ aller Nebengruppen
ausmacht. Da die H, ferner simtlich eine Untergruppe, ndmlich den Durch-
schnitt (H, Hq, Ha,... Hpu) gemeinsam haben, ist der Bruchteil < Zf% = %.
Der Bruchteil von (H, C') ist genau %, also der von beiden zusammen eingenom-
mene < % < 1, also < 1, womit gezeigt ist, dak es Nebengruppen nach dem
obigen Modul fiir H gibt, die nicht in den H, und nicht in C enthalten sind.
Sonach gilt:

=Vz

Satz 5. Enthdlt k die {—ten (2%—ten) Einheitswurzeln, so gibt es unendlich
viele relativ—zyklische Kérper ¥ —ten Grades tber k (v beliebig 2 1),
in deren Relativdiskriminante nur ein einziges zu £ primes Primideal
1. Grades q aufgeht, und in denen ein vorgegebenes Ideal p von k
in Faktoren €% —ten Grades zerfillt, wobei 0 < k < v beliebig und p
prim zu L.
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3.14 Ableitung der Partialbruchzerlegung von
“— nach Herglotz. (9.10.1925)

sin” 7wz

This deals with the “Herglotz trick”, communicated to Hasse by Artin. See
[Els98].

9.X.1925
(Nach brieflicher Mitteilung von E. Artin).
+oo
™ \2 1
Satr. (7)1 = §5 L
a2 \sinme DZZ—:)O (z —v)?
. - 2 oo 1 . .

Beweis: o(2) = (555)" — 2 =py2- Diese Funktion ©(z) hat folgende 3

Eigenschaften:
L) ¢(z+1) = ¢(2)
2.) ¢(z) ist tiberall stetig.

denn fiir z # v ist das trivial, fiir 2 = v hat " einen Pol 1. Ordnung mit dem

Residuum 1, d.h. ist —=— = -1 4 ... (lim Z&=2 = _©__ — 1),

sin Tz zZ—V 2—U sSin Tz T COosS TV

003 (+0) o (45))

z r \° 1 2 = 1
D (—) = — = 4 - -
ERAY" (Sin ’;) 2 v sin” Z2 V;m (z — 2v)2
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Nach 1.) und 2.) ist ¢(z) im Reellen beschrénkt: |¢(z)| < C.
Nach 3.) folgt dann fiir reelle z:

() < 7(C+0) = §

Also |p(z)] < jedes &, also |p(2)| =0, d.h. ¢(2) = 0.

Fiir komplexe z entweder funktionentheoretisch direkt oder durch Operieren

mit Kreis, der so grofs, daf mit z auch 5 und Z'QH darin, zweimalige Integration
liefert das Produkt.




111, 92

290 Tagebuch IIT

3.15 Ein Satz iiber die Korperdiskriminante.
(9.10.1925)

Hasse gives Stickelberger’s proof of his congruence for the discriminant. See
[Lem00].

9.X.1925

ickelbergers Beweis, mitgeteilt durch Bessel-Hagen).
Stickelb Bewei itgeteilt durch Bessel-H
(siehe Ber. ii. d. intern. Math. Kongr. Ziirich 1897).

Satz. Ist d die Diskriminante eines algebraischen Zahlkdrpers, p eine unge-
rade, nicht in d aufgehende Primzahl, n der Grad des Kdrpers und m die Anzahl
der Primfaktoren von p in thm, so gilt

(§)-or

Ferner ist stets (%) =1 (d-h. d =0 oder 1 mod.4) und, falls 2 nicht in d
aufgeht, (also d =1 mod 4) ist,

(5) =

wenn 2 in m verschiedene Primfaktoren zerfdllt.

Beweis: Es sei K der zugeordnete Galoissche Korper, & seine Galoissche
Gruppe, die wir uns durch Permutationen der n konjugierten dargestellt den-
ken. Geht die (gerade oder ungerade) Primzahl p nicht in d, also auch nicht in
der Diskriminante von K auf, so ist bekanntlich jede der zu p gehorigen (kon-
jugierten) Zerlegungsgruppen & zyklisch. Es sei o die erzeugende Substitution
einer solchen Zerlegungsgruppe. Dann gilt nach einem Satz von Frobenius, der
in der folgenden NoteE hergeleitet ist, eine Zerlegung

o=0GC---Cm

in m Zyklen (3, ..., (, ohne gemeinsame Elemente.

a.) ® enthilt nur gerade Permutationen. Da dann vd = |w§k)| bei allen Per-
mutationen von & invariant bleibt, ist v/d rational, d.h. d Quadratzahl, also
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(%) =1 bezw. (g) = 1. Andererseits ist sgn ¢ = ¢(/~!, wenn f der Grad von ¢

ist. Da nun nach Annahme o gerade ist, ist
1 =sgno = (71)f1+f2+---+fmfm = (=1)"™.

b.) & enthilt auch ungerade Permutationen. Dann bilden die geraden Permuta-
tionen einen Normalteiler $ von & vom Index 2. Zu $ gehort ein quadratischer
Unterkorper L von K, der durch die genau bei § invariante Groke v/d erzeugt
wird. (%) bezw. (%) gibt an, ob p in L zerféllt, oder nicht. Wie unter a.) ist
wieder sgno = (—1)""™. Ist nun sgno = (—1)"™ = 1, so gehort o zu §, also
ist &5 < 9, d. h. der Zerlegungskorper Kz > L. Also kann p in L nicht unzerlegt
bleiben, d. h. es ist (%) bzw. (g) = 1. Ist umgekehrt letzteres der Fall, so zerféllt
pin L in verschiedene Primideale 1. Grades. Nach einem in der zweitfolgenden
Notelﬂ hergeleiteten Satz iiber den Zerlegungskdrper ist also L < Kz, &z < 9,
also o gerade, d.h. (-1)"™™ = 1.

Daf d = 1 mod. 4 sein mufs, folgt daraus, daf fiir d = 3 mod 4 sicher 2 in
der Diskriminante von L, also von K aufginge, was nach Annahme nicht der
Fall.

c.) Es bleibt noch zu zeigen, daf, wenn 2 in d aufgeht, sogar d = 0 mod. 4 ist.
Im Falle a.) ist das klar. Im Falle b.) (sowie iiberhaupt) kann d = 2'dy mit
(do,2) = 1 nur so zustande kommen, daf 2 = p2py---p,, mit p; vom Grade
1 ist. Da dann aber der Exponent e; = 2 von p; durch 2 teilbar ist, ist die
Verzweigungsordnung €; > 2, d.h. d durch mindestens 22 teilbar, (nimlich
durch 2¢171).
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3.16 Ein Satz von Frobenius. (9.10.1925)

The prime decomposition of an unramified prime can be read off from the cycle
decomposition of a generator of its decomposition group. This is a theorem of
Frobenius, and Hasse extracts its proof from Artin’s paper on zeta functions

[Art23].

9.X.1925.
(Aus E. Artin, Ann. 89, S. 147 ff).

Satz. Ist k ein algebraischer Korper tiber kg K der zugehorige Galoissche Kor-
per, & die Galoissche Gruppe von K, pg ein nicht in der Relativdiskriminante
von k (also auch von K) aufgehendes Primideal von kqy. Stellt man & durch die
Permutationen der zu k konjugierten dar, und zerfillt die Erzeugende o einer
der zu po gehorigen (konjugierten) Zerleqgungsgruppen (die ja zyklisch sind) in
m Zyklen ohne gemeinsame Elemente der Grade fi1,..., fm, so besteht fiir py in
k eine Zerlequng

Po=p1Pp2- - Pm; (pi vom Relativgrade f;).

Beweis: k gehore zur Untergruppe g von &. Wir wenden g auf die Primfak-
toren P von po in K an. Dadurch moégen diese in m Gruppen Bi1, ..., Bir,
(i=1,...,m) zerfallen, derart, daf immer alle und nur die Primfaktoren einer
solchen Gruppe durch g auseinander entstehen. Dann sind die Ideale

pi=PBi...Pir, GE=1,...,m)

Primideale in k. Denn erstens gehoren sie zu k, weil sie bei den Substitutionen
der Galoisschen Gruppe g von K nach k invariant sind (Ist p =B - 2P ... 0B
die Zerlegung eines Primideals p eines Kérpers & in einem Galoisschen Oberkor-
per K, und ist 2 ein bei der Gruppe von K invariantes Ideal aus K, so enthilt
2L mit P auch 02°P, ... alle in derselben Potenz, d. h. enthélt genau eine Potenz
von p, d.h. ist Ideal in k), zweitens sind sie Primideale, weil kein Teiler von

ihnen in £ liegt. Wegen
po = H PBik
ik

ist auch

bo = HPi-
i=1
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Es sei f; der Relativgrad von p; und 7319 = ;. Dann werden die konjugierten
Zerlegungsgruppen durch
Ok = 7'1-7610714;.c

erzeugt. Es seien &;; diese Zerlegungsgruppen, dann sind g;x = [®x,g] die
relativ zu k. Sind f, f;, f; die Relativgrade der P;r zu ko, p; zu k, Pix zu k,
so gilt bekanntlich f = f;f,. Da &, zyklisch von der Ordnung f ist, und g
zyklisch von der Ordnung f,, muf g;; durch ozf,é erzeugt werden. Somit ist alfé
die niedrigste Potenz von oy, die zu g gehort, d. h. die die k zugeordnete Ziffer
1 festlaft. Die Ziffer 1 liegt also in oy in einem Zyklus von f; Elementen. Somit
enthélt auch die transformierte o einen Zyklus von f; Elementen.

Wiirden nun o;; und o, auf diese Weise auf denselben f;—gliedrigen Zyklus
in o flihren, so miifite zunéchst f; = f; sein. Sei etwa

Uik:(lag...afi)...,O'jh:(lbg...bfi>...
o Ci Co... Cfyvnn
7-Zk_<1 as. .. afi...>
also

o= TikUikTﬁcl =(c1ca...cp) -
Sollte nun aus o5, derselbe Zyklus in o entstehen, so miifte 7;, von der Form

sein
o Cot1 Co42.-+ Cygfy-..
Tﬂh<1 by...  by... )

i

wo oben die Indizes mod f; geschrieben sind. Dann wére also TilejhO'}/h ei-

ne Permutation, bei der 0, as,...,ay, zunichst durch 71;1 in cp,...,cyp, diese
durch 75, in bi—p, ..., by, (b1 =1 gesetzt!), und diese durch a}’h in by,...,bg
d.h. 1,bo,...,b, iibergehen. Es bleibt also 1 bei TJCITjhU;’h invariant, d. h. diese

Permutation liegt in g. Dann folgte aber
-1
Ti TihO 5 Bik = Tino 1, B = 07, Bjn = Pjn

d.h. P und B, hdngen durch eine Permutation aus g zusammen. Dann wére
aber ¢ = j. Daher entsprechen den verschiedenen p; auch verschiedene Zyklen
von f; Elementen in 0. Da bekanntlich Z;Zl fi = n der Relativgrad von k iiber
ko und somit die Anzahl der Ziffern unserer Permutationen ist, sind damit alle
Zyklen von o erschopft.

111, 96



294 Tagebuch III

3.17 Ein Satz tiber den Zerlegungskorper. (9.10.1925)

A remark on the decomposition field which Hasse extracts from Hilbert’s Zahl-
bericht.

I, 97
9.X.25

Satz. Es sei k ein algebraischer Korper, K ein relativ—Galoisscher Kdérper tiber
k, p ein Primideal aus k und K ein solcher Korper zwischen k und K, dafi p in
K einen Primfaktor 8 vom Relativgrade 1 bekommt, der nicht in der Relativ-
differente von K nach k aufgeht. Dann ist K Unterkérper der zu B gehérigen
Zerlequngskéorper von K nach k.

Beweis: Nach Satz 76 des Zahlberichts ist zunichst K Unterkorper der zu P
gehérigen Trigheitskorper Kr. Sei ferner Kz ein zu P gehoriger Zerlegungskor-
per, Bz das entsprechende Primideal, sodafs [‘Bz,ﬁ] ein von 1 verschiedenes
Ideal des Kompositums (K7, K) ist. Man zeigt leicht, daf jede fiir p ganze Zahl
aus diesem Kompositum mod [m Z, ﬁ] einer Zahl aus k kongruent ist, weil dies
fiir die fiir p ganzen Zahlen aus Kz mod Pz und aus K mod P der Fall ist.
Somit ist [%Z,ﬁ} ein Primideal 1. Relativgrades nach k dieses Kompositums.
Da nun (K7, K) nach dem schon Bemerkten zwischen K7 und K7 liegt, muf
notwendig (Kz,K) = Kz, d.h. K < Kz sein. Denn sonst wiire (Kz, K) einer
der relativ zu Kz zyklischen Zwischenkdrper zwischen Kz und K7, in denen ‘B
notwendig seinen Grad erhoht, also keine Primteiler 1. Relativgrades besitzen

kann.



Eine Arbeit von Tschebotareff. (9.10.1925) 295

3.18 Eine Arbeit von Tschebotareff. (9.10.1925)

Hasse works out the details of Chebotarev’s paper [Isc24]. The aim is Satz 4
which gives a congruence condition for primes dividing the class number of a
cyclotomic field, under certain conditions. Hasse had met Chebotarev recently
at the annual meeting of the German Mathematical Society in Danzig, Septem-
ber 1925, and apparently Chebotarev had informed him about this result. Later
Chebotarev had generalized this result on the suggestion of Hasse [Tsc29|. See
also [Met07] and [FROS|, section 11.3.1.

9.X.1925

Satz 1. Es sei K ein absolut—-Galoisscher Korper. Dann ist das Kompositum
aller Tragheitsgruppen von K die Galoissche Gruppe von K.

Beweis: Nach Zahlbericht, Satz 76 ist eine Primzahl p dann und nur dann nicht
in der Diskriminante eines Unterkorpers k& von K enthalten, wenn alle Trég-
heitskorper zu p Oberkérper von k sind, wenn also alle Tragheitsgruppen zu p
Untergruppen der Gruppe g sind, zu der k gehort. Es sind also dann und nur
dann alle p nicht in der Diskriminante von k enthalten, wenn alle Tragheits-
gruppen von K Untergruppen von g sind. Da nach Minkowski k£ dann und nur
dann rational ist, wenn seine Diskriminante kein p enthélt, ist also k dann und
nur dann rational, wenn alle Tragheitsgruppen von K in g enthalten sind, an-
dererseits natiirlich dann und nur dann, wenn g = ® ist. Somit sind dann und
nur dann alle Tragheitsgruppen in g enthalten, wenn g = & ist, d.h. & ist de-
ren Kompositum. Satz 2. Es sei K der Kérper der {™—ten Einheitswurzeln (£
ungerade Primzahl), K1 ein Unterkorper von K vom Grade ny und K1 ein Ga-
loisscher, relativ zu Ky Abelscher, unverzweigter Oberkorper von K. Ist dann N
ein in allen Trigheitsgruppen von K, enthaltener Normalteiler der Galoisschen
Gruppe & von K von der Ordnung v, so ist v ein Teiler von ny, und der zu
M gehorige Unterkorper Ko von K ist relativ-Abelsch, unverzweigt iiber dem
Unterkérper Ko von K1 vom Grade ny = % und es entsteht durch Komposition
der relativ zu Ko teilerfremden Kérper K und Ko der Korper K.

Beweis: Da ¢ in K in n;-te Potenzen verschiedener Primideale zerfillt, ha-
ben die konjugierten Trigheitsgruppen von K; die Ordnung n;. Somit ist die
Ordnung von D ein Teiler v von ni. K; ist iiber Ko vom Grade v. Dies v ist
gleichzeitig die Relativordnung der Primteiler von ¢ in K nach K. Denn jene
Relativordnung ist die Ordnung des Durchschnittes [N, &r] = 91 von 9 mit

111, 98
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einer Tragheitsgruppe von K. Folglich haben die Primteiler von ¢ in K, die
Ordnung ™ = ny. Somit hat der Durchschnitt K35 = [Kl,Fg] hochstens den
Grad nag, es ist also der Grad von K7 tiber K} mindestens v. Andererseits ist
der Grad von Fll = (K1, K3) iiber Ky héchstens gleich dem Grade v von K
iiber FQ.

K5
> K,
K1 v

Nach dem Gradgesetz bei der Komposition von Galoisschen Koérpern ist also der
Wert beider Gradzahlen genau v, d.h. es ist K} = Ko, F’l =K, also

K2 - I:Kla?Q] ) Fl = (Kla?Q)-

Daraus folgt sofort der Rest der Behauptungen. Denn die Relativgruppe von
K, iiber K, ist bekanntlich isomorph zu der von K iiber K1, also Abelsch,
und K5 ist unverzweigt iiber K, weil schon im Unterkérper Ky die Primteiler
von ¢ die endgiiltige Ordnung no erreichen.

Satz 3. Ist in den Bezeichnungen von Satz 2 der Kérper K1 der absolute Klas-
senkérper zu Ky, ferner M der Durchschnitt aller Trigheitsgruppen zu K1, so
ist Ko der absolute Klassenkérper zu Ko, und es ist Ko der engste Unterkdrper
von K1, dessen Klassenzahl gleich der von K ist.

Beweis: 1.) Nach Satz 2 hat K, iiber Ko denselben Relativgrad, wie K iiber
K7, also die Klassenzahl h; von K. Andererseits ist wegen Satz 2 jener Relativ-
grad Teiler der Klassenzahl he von Ks. Also ist hq|hy. Umgekehrt ist aber nach
einem Satze von Furtwéingle halhy. Also ist hy = hi, d.h. Ky der absolute
Klassenkorper iiber K.

2.) Ist K irgendein Unterkdrper von K; mit der Klassenzahl hy, so wére nach

*) Vergl. dessen Verallgemeinerung in der folgenden Note.
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dem Beweis des Furtwiinglerschen Satzes ™) fiir dessen absoluten Klassenkorper
7.
Ky = [Ki K| 5 Ry = (K Ky).

Ist nun 9V die F; als Unterkorper von K; zugeordnete Gruppe, so ist die Ord-
nung v/ von M sowohl der Grad von K, iiber F; als auch der von K uber
K}. Da nun von F; nach K, eine volle Verzweigung der Ordnung +/ eintreten
muf, damit in K; die Verzweigung der Ordnung n; zustandekommt, muf die
Ordnung v/ von M gleichzeitig die Ordnung des Durchschnittes [V, &] sein.
Daraus folgt 2V < &, d.h. V' < N. Es ist dann also v’ Teiler von v, d.h.
offenbar K > K,. Es existiert also ein engster Unterkorper von K, dessen
Klassenzahl noch h; ist, und dieser ist gerade unser Kérper K5, dessen Klas-
senkorper Ko zum Trigheitsgruppendurchschnitt 91 gehort.

Satz 4. Es sei Ky ein Kérper wie in Satz 2 vom Grade ni und der Klassenzahl
h1 und p eine Primzahl die in hy, aber nicht in den Klassenzahlen der Teilkdr-
per von K aufgeht. Besitzt dann K1 eine bei seinen Substitutionen invariante
absolute Idealgruppe vom Index p, so ist

p=1 mod n;.

Beweis: Nach den Voraussetzungen besitzt K, einen relativ—Abelschen, unver-
zweigten Oberkorper K| vom Relativgrade p, der absolut-Galoissch ist, auf den
also Satz 2 anwendbar ist. Ist also v die Ordnung des Durchschnittes aller Tréag-
heitsgruppen von K, so existiert ein Unterkérper K von K1 vom Grade =L der
einen relativ—Abelschen, unverzweigten Oberkdérper vom Relativgrade p besitzt,
dessen Klassenzahl also durch p teilbar ist. Nach der Voraussetzung muf dann
K, = K;, d.h. v = 1 sein. Die Trigheitsgruppen von K sind also teilerfremd.
Ihre Ordnung ist n;, und sie sind konjugierte Untergruppen der Galoisschen
Gruppe & von K. & besitzt demnach eine einstufig isomorphe Darstellung als
Permutationsgruppe der Nebengruppen einer solchen Tragheitsgruppe &1, de-
ren Grad gleich dem Index von &1, d. h. gleich "n—llp = p ist. Da & als Galoissche
Gruppe eines auflésbaren Korpers auflosbar ist, ist jene Permutationsgruppe
vom Primzahlgrade p linear, d. h. Teiler der vollen linearen Gruppe p-ten Gra-
des, deren Ordnung p(p — 1) ist. Wegen der einstufigen Isomorphie hat dieser
Teiler dieselbe Ordnung wie &, also die Ordnung pn;. Daher ist pnq|p(p — 1),
d.h. ny|p— 1.

Anwendung.

111, 101
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Satz 5. Ist Ky ein quadratischer Korper, dessen Diskriminante nur eine einzige
ungerade Primzahl £ enthdlt, so ist die Klassenzahl von K, ungerade.

Beweis: K, ist Unterkorper des Korpers der /~ten Einheitswurzeln. Sei p ein
Primfaktor der Klassenzahl von K. Dann ist Satz 4 auf diesen Fall anwendbar
weil in K fiir jede Idealklasse C gilt: C = C~1 (wegen C - 0C = N(C) = 1),
d. h. jede Idealgruppe von absoluten Idealklassen bei der erzeugenden Substitu-
tion ¢ von K invariant bleibt. Also folgt p = 1 mod. 2.
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3.19 Die Idealklassengruppen relativ-Abelscher
Korper. (10.10.1925)

Hasse derives a criterion for an abelian extension K|k that the class number of
k divides the class number of K. Furtwdingler had shown that this is the case
when K is a subfield of the ¢¥-th cyclotomic field [FurO8|. Hasse’s result here
generalizes this for an arbitrary number field k, with the sole condition that the
Hilbert class field of k is k-linearly disjoint to K. At the end of this entry Hasse
refers to a later letter of Artin who had independently found the same criterion,
even more general for arbitrary galois extensions K|k, not necessarily abelian.
The criterion was rediscovered several times. See [EROS|, section 11.3.1/2.

10. X. 25.
(Verallgemeinerung eines Satzes von Furtwéngler).

Satz 1. Es sei k ein beliebiger algebraischer Korper, K ein relativ-Abelscher
Korper iber k vom Relativgrad n, h und H die Klassenzahlen von k und K und
k und K die absoluten Klassenkérper im weiteren (oder engeren) Sinne zu k
und K. Wenn dann [E, K] =k ist, so ist k < K, und h|H.

Beweis: Wir betrachten den Korper K = (E, K), der nach der Voraussetzung
relativ-Abelsch vom Grade nh iiber K ist. Um zu zeigen, daf i’¢ Unterkorper
von K ist, woraus die Behauptungen folgen, betrachten wir die durch

Nk () = (), (wo «a total positiv)

definierte absolute Idealgruppe 9% in K. Ihr Index ist gleich der Anzahl der
weiteren (engeren) Idealklassen in k, die Relativnormen aus K enthalten. Nun
sei 5’),(60) die Idealgruppe der (a) (wo « total positiv) in k, $; diejenige Ideal-
gruppe mod. m, nach der K Klassenkorper zu k ist. Nach Voraussetzung ist

dann (ﬁ,go),ﬁk) die Gruppe aller Ideale aus k. Jedes (zu m prime) Ideal aus

k ist daher einem Ideal aus $); im weiteren (engeren) Sinne dquivalent, d.h.
in jeder weiteren (engeren) Idealklasse aus k gibt es Ideale aus £, also nach
dem Satz von der arithmetischen Progression auch Primideale aus $;, d. h. Re-
lativnormen aus K. Daher ist der Index von $ gleich h und die zugehorige
Klassengruppe einstufig isomorph zur Idealklassengruppe im weiteren (engeren)
Sinne von k.

111, 104
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Nun liegen die Relativnormen aus &' nach K simtlich in K, denn ihre
Relativnormen nach & sind als Relativnormen von K nach k auch Relativnor-
men aus k, also in 5:)1(@0)- Dabher ist der Index der K in K mod. 1 zugeordneten
Idealgruppe im weiteren (engeren) Sinne = h, also = dem Relativgrad von
K iiber K. Daraus folgt, daf jener Index = h, also H% die I’¢ zugeordnete
Idealgruppe mod. 1 und somit i Klassenkorper zu jener Idealgruppe sein muf.
Weil 3 die Gruppe 1«3&8) aller Hauptideale von K im weiteren (engeren) Sinne
enthalt, ist dann %' in K enthalten. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 ,zerfdllt“ jede Idealklasse ¢ von
k in K in % Idealklassen C mit N 1, (C) = c.

Beweis: Das stellt nur eine andere Ausdrucksweise fiir die oben bewiesene
Tatsache dar, daf die Klassengruppe nach £’ in K zu der nach 5’),&0) in k
einstufig isomorph ist.

Zusatz. Ist speziell (n,h) =1, so ist die Voraussetzung [E K] =k von Satz 1

realisiert. Dann liefern die Idealklassen von k beim Ubergang zu K eine einstufig
isomorphe Untergruppe der Idealklassengruppe von K.

Beweis: Das ist trivial. Denn aus a ~ b in K folgt dann durch Relativnorm-
bildung a” ~ b™ in k, also a ~ b in k.

Ist aber (n,h) # 1, so kann ,der Hauptkomplex“ in K sehr wohl ,reduziert*
werden, d. h. in eine engere Klassengruppe in K als in k {ibergehen. Stets jedoch
enthélt die Klassengruppe von K eine zu der von k isomorphe Faktorgruppe,
(wobei der Isomorphismus durch Satz 2 dargestellt ist), also bekanntlich auch
eine zu der von k isomorphe Untergruppe, die aber nicht mit dem Hauptkomplex
zusammenzufallen braucht.

Siehe auch Brief von Artin vom 26. VII. 27.
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4.1 Vier Theoreme der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung (12.10.1925 und 25.9.1927)

This entry contains 4 theorems belonging to the foundation of probability theo-
ry. He refers to the book of Hack [Hacll] on probability theory but he criticizes
the exposition there. We see that the entry carries two dates: the first is Octo-
ber 12, 1925 in line with the other entries of this notebook, and the second is
September 25, 1927. It appears that at the later date Hasse had changed several
statements in this entry but it is not evident which corrections have been made.
We remark that in September 1927 Hasse prepared a paper (jointly with Tornier)
in which he tried to apply probability arguments to density problems in algebraic

number fields. See [HT28].

(Exakt ausgearbeitet nach der schlechten Darstellung
bei Hack (Slg. Goschen), 12.X. 25 und 25.1X. 27)

1.) Das Theorem von J. Bernoulli.

Es seien E| F zwei einander ausschliefende Ereignisse mit den Wahrschein-
lichkeiten a priori p,q (p + q = 1). Dann sind fir die Wahrscheinlichkeiten a

posteriori -, -~ wo bei n—maligem Versuch E in «, F in 3 Fillen eingetroffen

ist (a + 3 =n), die Werte ¢ =p, Bo — ¢ die Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit, dafs dien Wahrscheinlichkeiten a posteriori in den
Grenzen
elgn

R
n P N

ﬁ_ elgn
n Vn

wr(n) = G (f/l%’;) +0 (lgjg) ,

wo G(z) = % Iy e~V dt die Gausssche Fehlerfunktion ist.

bleiben, ist

Beweis: a.) Die Wahrscheinlichkeit, dafy bei n-maligem Versuch E in a, F in
[ Fillen eintritt, ist nach dem Multiplikations— und dem Additionstheorem

n!

_ a
Tapt v

w(a, B)

TAnm.d.Hrsg.: Bei den ,Wahrscheinlichkeiten a posteriori“ handelt es sich wohl um das,
was man heute ,relative Haufigkeiten nennt.

IV, 3
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Daraus folgt

g p
1,6-1)= =
w(a+1.8-1) =~ Lua,9
Daraus geht hervor, daf w(«, 8) mit wachsendem « wéchst, solange
B p
-1 >
e Bp 2 ag+q

oder nach Addition von ap
npZa+q asnp—q
ist, und mit wachsendem « fillt, solange
aznp—q
ist. Die Umkehrstelle ist durch
agZnp—q, a—1=np—q
d.h.

np—qgSagSnp+p

charakterisiert. Hierdurch ist ag hochstens zweideutig, fiir hinreichend hohes n
sogar sicher eindeutig, charakterisiert, und zwar ist

o & Po_ &
—=pt=, —=q-=
n n n n

ES)

Das ist der (hinsichtlich der notwendigen Ganzzahligkeit von ag, 5p) genauere
Sinn der ersten Aussage des Satzes.
b.) Wir setzen jetzt
@ A A
a_ A B_ A
n vnloon n
Dann ist nach dem Additionstheorem

wjg(n) = Z w(a, 3),

[A<elgn
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wo lber alle ganzzahligen Wertepaare «, § mit |A\| < elgn zu summieren ist. IV, 5
Um diese Summe in ein Integral zu verwandeln, benutzen wir die Stirlingsche

Formel
1
n! =+vV2mnn"e " (1 + O(n)) .

Aus ihr ergibt sich

\/m(anrA\F)anﬁ —pn—Ayn <1+O(1gnn>)

al =
Vo A\
= 2apn(pn)P" | 1 + —= n)‘\/ﬁ(1+>
V p(p)< on (pn) e
lgn
Lo PN AV 8
e e <1+O(\/ﬁ)>.
Nun ist
pn /\> )\2 <1g3n>
g1+ —— =pnlg {1+ — | =AVn— —+0| ==,
( pf) P g( pvn vn 2p NG
also

ferner ahnlich

(egem) = (o ol5)

folglich

al

2 1 3
VErp(pn)P N 3 () Ve e e AV <1 + o(g"))
2 1
= VEmon g (140(50)

Ebenso ist IV, 6
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5 3
B = v/2mqn(gn) ™ (qn) Ve et (1 " 0(%) |

Damit wird

w(a, ) m;vo‘q

/27 nnefnppnp)\\/ﬁqqan)\\/ﬁ .
2 2
VIR () (pr) e 3 \Frgi(gn)in (gn) - Vae-me

Wir haben also

)= e Y B (),
v o Ag;gne " |A§gn0 "
zu summieren iiber alle ganzen
a=pn+M\/n mit |\ <elgn
Daher ist zunédchst

> 0(%?”‘) = O(Igj)z > 1:0(1‘331)0(\/5@71)

[A|<elgn [A|<elgn

Wird ferner \\/n = v, also

a=pn+v mit || <ey/nlgn
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gesetzt, so wird v, 7
= e Y e ro (2
w n)= e pan
—€ V2mpgn vn )’
|lv|<evn

wo v eine Zahlenfolge mit den Absténden 1 in den genannten Grenzen durch-
lauft. Wir setzen nun

22
fla) = e
und bilden fiir (nicht notw. ganzzahliges) v mit |v| < ey/nlgn
v+1

R, = /f(:c)dgc—<f(’/+1;+f(y))

f(qut)dtf/{f(v)+t(f(1/+1)—f(y))} dt
0

t[f/(V —+ 7'1) — f’(l/ —+ Tz)} dt,

S O~ <

wo 71, To Zahlen zwischen 0 und 1 sind. Da nun
‘f’(”+71)—f/(V+72)‘ = ’71—7'2Hf”(V+T3)‘
< ’f/I(V"‘TS)‘

ist, wo 73 zwischen 71 und 75 liegt, so wird jedenfalls
1
|Ry| S 5Max|f"(x)].

Nun ist
T T

/ 7 _ 2 1
Fa) =2 g, 10 = (s = ) ()
und fiir |z| < ey/nlgn somit, wegen 0 < f(z) < 1:

)

n

Daraus folgt v, 8
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R, _O(lgn>
n

und somit, wenn v, und v, die Grenzwerte von v bezeichnen,

Zf(x)dx = Vilfy+1 f(V)JrO(l\g/Bg)

_ flw) f(w) Ig°n
= 20 (Va+ 1)+ -+ f(rp— 1) 2b (\/ﬁ>
= > fw+o@)

und da v, von —ey/nlgn, v, von +e4/nlgn hochstens um 1 abweichen,

+ev/nlgn

fleyde= Y fx)+0(1),
—eynlgn lv|<ey/nlgn

+ey/nlgn

1 _ a2 lg*n
+e e — 2pgn d O [ .
w=z(n) 2mpgn / ‘ v < vn >
—ey/nlgn

\/2:;W =t wird jetzt

v, 9 wie behauptet.

2.) Das Gesetz der groften Zahlen.

Zu jedem § > 0 und jedem £ > 0 existiert ein ng(d, ), sodafs die Wahrschein-

[e%

lichkeit dafir, dafi die Wahrscheinlichkeiten a posteriori < 8 won den Wahr-

n’'n
scheinlichkeiten a priori p,q um weniger als 5\1/%" abweichen:
‘7 _ ‘ slgn é _ elgn
) n \/ﬁ b}
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grofler als 1 — § ist, wenn nur die Versuchszahl n = ng gewdhlt wird.

Das folgt unmittelbar aus dem Bernoullischen Theorem, weil bekanntlich

lim G(z) =1,

xr——+00

also bei jedem festen € > 0

ist.

Bemerkung: Im Gesetz der grofien Zahlen sind p, ¢ als fest gegeben gedacht.
Die Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf £, % in einer Anzahl von Versuchsreihen,
deren jede eine Lange n = ng hat.

3.) Das Theorem von Bayes.

Es seien E, F zwei einander ausschlieffende Ereignisse mit den durch n—-maligen
Versuch festgestellten Wahrscheinlichkeiten a posteriori 5, % (a+ 5 =n). Dann
sind fiir die Wahrscheinlichkeiten a priorip,q (p+q = 1) die Werte pg = %, qo =
% die wahrscheinlichsten.

Die Wahrscheinlichkeit, dafs die Wahrscheinlichkeiten a priori in den Gren-
zen

’ 7g’<5lgn 7@ elgn
P vn n vn
liegen, ist
Ign lg4n
wize =6 (J) +o (7))
+(n) 2poqo Vvn
wo

die Gausssche Fehlerfunktion ist.

Beweis: Nimmt man zunéchst an, daf fiir p nur die Werte ¥ (v = 0,...,7)

moglich und alle gleich wahrscheinlich seien, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
einen bestimmten solchen Wert % und die Wahrscheinlichkeit, daf dieser Wert

Z vorliegt und daf dann die Reihe von n Versuchen a—mal E ergibt, nach dem

IV, 10
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Multiplikationssatz +1 (%)a (1 — %)6 (Einer strengen Begriindung scheint die-
se Anwendung des Multiplikationssatzes nicht fihig, vielmehr mufs man es als
Axiom genommen denken, daf man so ansetzen darf). Nach dem Additionssatz
ist jetzt weiter die Wahrscheinlichkeit, dal 0 < a < p < b < 1 ist und das

genannte Versuchsergebnis resultiert,
S ()0
r+1\r r
14
wo % alle Briiche vom Nenner 7 im Intervall a...b durchliuft. Nimmt man

nun an, daft p beliebig hohe Nenner haben kann, so wird die entsprechende
Wahrscheinlichkeit der Grenzwert fiir r — oo, d. h.

b

/p“(l—p)ﬁdp

a

Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit, dafs iiberhaupt, d.h. mit irgendeinem p,
die Versuchsreihe a—mal E ergeben hat.

1
/p p)?dp.
0

Nach dem Multiplikationssatz (strenge Begriindung wieder anscheinend nicht
moglich) ist aber jetzt die Wahrscheinlichkeit, dal zunéchst dieser Tatbestand
vorliegt und daf dann a < p < b gewesen sei, gleich der Wahrscheinlichkeit, daf
das Versuchsergebnis unter der Grundwahrscheinlichkeit a < p < b zustande
gekommen ist:

1 b
/p p)ldp- W} = /p“(l - p)’dp,
0 a
also
‘ fo ﬁdp

Nimmt man diese Deduktion axiomatisch hln, so ist das folgende exakt.

a.) Am wahrscheinlichsten ist hiernach derjenige Wert von p, fiir den die Ele-
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mentarwahrscheinlichkeit
“( )fj dp

fo p)Pdp

moglichst grof wird. Differentiiert man p®(1 — p)” nach p, so erhilt man (von
den Grenzstellen p = 0,p = 1 abgesehen, wo ein Minimum 0 vorliegt)

« (0%

a+8 n

Po =

als Extremum, das man leicht als Maximum erkennt.

b.) Wir berechnen zunichst das Nenner-Integral:

/ 8 sttt B 1 +1 a1
o1 — = (1- 2 petl(1 = p)B-
I e R e

0 0
6 1
— a+1 ,Bld
a+1/p P
0
B-(B-1-1 |
= A "
(a+1) - (a+2) n/p P
0
111 o
T on+41 (g)_nJrl n!

Folglich ist die im Satz genannte Wahrscheinlichkeit

pot+elEl o +el8n
e f;vo El\g;/l? ( —p)ﬁdp n! pore Ve . 5
Wi = =gy [ e
O P 100*6M
Vo
+e
n! lgn lgn\“ lgn\”
Wte(n) = 1)—— =" t== —t=2 ) at
e = gt (B2 (a0 eBE

+e
lgn n! 5/< t lgn>a< t 1gn>f"
= n+1 o 1+ —=2) (1-==2) a
\/ﬁ( ) 'ﬁ!poqo po vV %0 Vn

IV, 13
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Wir haben nun

1
n! = V2mnn"e™ (1—|—O()>
n
g = "
@ = 4"
o —Q 1
al = V2raae (1+O())
n

= VEmmtmn e (1400
8 = Vemantanme o (1400))

also fiir den Ausdruck vor dem Integral:
len
vn

Ferner ist

! 1
(n+ l)n—p“q’g = ﬂ(n +1

1 1
alprodo = )\/W (1+0(n)> =0O(lgn)

t lgn>a (t lgn  t2lg’n g®n )
g1+ ——== = n|l——="=— +0
g( p() \/ﬁ pO po \/ﬁ 2p% (fg)

lg°n
— il ——1
tv/nlgn gn—i—O(\/ﬁ)

tlgn>5 (gn)
lge[1—-— == = —t ln——l n+0
g( qo V1 vrlg 8 Vn

t lgn>a< t lgn>ﬁ t2 (lg n)
1+— 2= (1-—=2= = - n+0 :
( po V/n q V/n 2p0Q0 Vn

« 3 5
t lgn) < t lgn> LI ( lg n )
1+ — == 1——22) =¢ Zom® 1+0
+2 R 13
=e 2rod lg*n + O (%/;LL) )

weil der vordere Faktor < 1 ist. Da nun der Faktor vor dem Integral O(lgn)
ist, kommt bei Vernachlédssigung des Restes unter dem Integral ein Fehlerglied

Iv, 14
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@) (lgt?). Somit folgt

+e

lgen n+1 1 12n lg"n
wte 0] 2P0q0 £t + O
=50t (1vo) [ o).

und weil das Integral selbst O(1) ist, kann O (%) in das letzte Fehlerglied gezogen
werden, ebenso auch n statt n 4+ 1 geschrieben werden. Also folgt

+e
Ign 1 lg*n
Wiin)= ——=— [ e 2Poqog"dt+0( .
:(n) V2mpoqo vn
—&
Wird jetzt die Integrationsvariable geeignet transformiert, so kommt

clgn

, Ve 1
W*e(n) )= / tdt+o(%ﬁ>
0

wie behauptet.
4.) Die Umkehrung des Gesetzes der grofien Zahlen. v, 15

Zu jedem § > 0 und jedem e > 0 existiert ein no(6,¢), sodaf die Wahrschein-

lichkeit dafiir, daf8 die Wahrscheinlichkeiten a priori p,q von den Wahrschein-

lichkeiten a posteriori <, B um weniger als 8 o hweichen:
n’n \/ﬁ

p- 2| < 22 ‘_ﬁ clgn
\/> ) \/ﬁ )

n
grofer als 1 — 0 ist, wenn nur eine Versuchszahl n 2 ng vorliegt.

Das folgt unmittelbar aus dem Bayesschen Theorem, weil

) elgn )
lim G =1
n—o00 <\/2p0q0
ist.

Bemerkung: In der Umkehrung des Gesetzes der grofen Zahlen sind ¥, 5 als

fest gegeben gedacht. Die Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf p, ¢ in einer Anzahl
von Versuchsreihen, deren jede eine Lange n = ng hat.
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4.2 Uber die Klassenzahl imaginir—quadratischer
Korper. (13.10.1925)

On Dirichlet’s class number formula for imaginary quadratic fields. See also the
entry of April 1927.

(13.X.25)

Es sei p = 4n+3 (n > 0) eine positive Primzahl. Dann gilt fiir die Klassenzahl
h von R(y/—p) bekanntlich

0 ho Sb-Ya

p

wo b alle 21 kleinsten positiven quadratischen Nichtreste, a alle 2 1 kleinsten
positiven quadratischen Reste mod. p durchlauft. Ich beweise:

(1) e e DNk

Beweis: Aus

folgt zunéchst

-1 2
p=P— > _ <
2 D

(daff >~ a =0 mod. p, folgt elementar aus

1p
ZQ—ZV Ti =0 mod.p, weil p>3.

Die obige Formel zeigt ﬁbrigens auch die bekannte Tatsache h = 1 mod. 2).
Wir erzeugen nun die £5= L Zahlen a aus den 251 inkongruenten quadratischen

Resten 12,22, ..., (7”2—1) durch Subtraktion der entsprechenden Vielfachen von

p. Wie man leicht nachrechnet, fithrt das zu
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Sa = 30— (Wa - Bl — (V30— /)2 — -

_ p—l_ p—3
2 1L P

Lo L=Vl m)+ [va] +
- p43p _(p—1)8(p—3)
| e Sy oy

Durch Einsetzen in obige Formel gibt das die Behauptung (IT). Ferner zeige ich:

b2
(I11) D Db Y
p?
Beweis: Da (_71) = —1 ist, erhélt man die b als p — a. Folglich ist

2= et = Y pma =) at =) p W) a
-1 -1 2
= p2]?2—2p2a:p2<pz—p2a>

= p?h.
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4.3 Zum Hilbertschen Hauptidealsatz. (27.9.1926)

Part of Furtwingler’s work [Furl6] on the capitulation of ideal classes in the
unramified quadratic extensions of number fields with 2-class group of type (2;2)
is generalized to fields with £-class group of type (¢, 0): Hasse shows that the ideals
from k with order £ capitulate in the Hilbert class field K.

(Nach Ph. Furtwéngler, Monatshefte fiir Math. u. Phys. XXVII (1916)).
(27. IX. 26).

Es sei £ eine Primzahl, k ein algebraischer Zahlkorper, dessen absolute Ide-
alklassengruppe i. e. S. genau zwei Basiselemente der Ordnung ¢ (aber keine
weiteren von Ordnungen ¢¥) enthélt. Ferner sei K der Klassenkorper tiber k zur
Idealgruppe der absoluten Idealklassen i. e. S. mit zu ¢ primen Exponenten, also
K vom Typus (¢,¢) iiber k. Dann gilt:

Satz. Die Ideale von k haben in K zu ¢ prime Exzponenten i. e. S.

Beweis: Es sei K; einer der in K enthaltenen relativ—zyklischen Koérper ¢—ten
Grades iiber k. Dann ist nach der Klassenkorpertheorie die Anzahl der Ge-
schlechter in K7 gleich der Ordnung der Gruppe der ambigen Klassen in K7 und
gleich dem ¢—ten Teil der Klassenzahl von k. Dabei kann, weil K; unverzweigt
iiber k ist, das ,Hauptgeschlecht in K7“ nach dem Strahl mod. p, (abs. i. e. S.)
erklart werden, d. h. als die Gesamtheit der Strahlklassen mod. ps, in K7, deren
Relativnorm in den Strahl mod. ps, in k fallen. Die ,ambigen Klassen in K7
sind dann diejenigen Strahlklassen mod. p, in Ky, die bei der erz. Subst. o1 von
K / . invariant sind, und die ,Klassenzahl von £“ ist die Strahlklassenzahl mod.
Poo VON Nach Voraussetzung ist die letztere genau durch ¢? teilbar, sodaf
also die Anzahl der Geschlechter in K7 und die Anzahl der ambigen Klassen in
K, beide genau durch ¢ teilbar sind. Da nun die Klassen von k£ in K; lauter
ambige Klassen liefern, sind nur die folgenden beiden Falle moglich:

a.) Die Klassen aus k liefern in K lauter Klassen mit zu £ primem Exponen-
ten.

b.) Die Klassen von k liefern in K eine unabhéingige Klasse vom Exponenten

L.

*) Im folgenden bedeutet ,Klasse* stets ,Strahlklasse mod. pso“, d. h. ,absolute Idealklasse
i.e. S
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Im Falle a.) gilt dasselbe erst recht in K, und der Beweis ist erbracht. Im Falle
b.) bedenken wir, daf die Anzahl der ambigen Klassen von /£ / K, gleich dem ¢~
ten Teil der Klassenzahl von K ist. Insbesondere muf daher die Klassengruppe
von K7 in K eine Reduktion auf einen Teil erfahren, der ein Multiplum von £ ist,
d. h. die Gruppe derjenigen Klassen aus K7, die in K die Hauptklasse werden,
hat ein Multiplum von ¢ zur Ordnung. Daher gibt eine Klasse C; der Ordnung
¢ in K4, sodafs C; =1 in K wird. Da nun

(1—01)" = tp(or)

ist, ist
e
c = =1 in K.

Sei dann n der kleinste Exponent, sodafs

ct =" =1 i K,
ist, so ist jedenfalls n = 1 nach Wahl von C;. Fiir die Klasse C; = 01(1701)"—1
gilt dann:

Ci#1 im Ky, C. =1 in K, C,=1 in K,

letzteres, weil K relativ—Galoissch iiber k, also o1 K = K ist, sodaft mit C4
auch CY (*) in K die Hauptklasse ist. Natiirlich hat auch C; die Ordnung ¢, weil
— n—1 J— —
C’f = C’f(l_ol) =11in Ky, aber C; # 1 in K ist. Die Klasse C ist also eine
ambige Klasse der Ordnung £ in K. Da aber die Anzahl der ambigen Klassen
in K3 genau durch £ teilbar ist, kann C; als die in b.) genannte unabhingige
Klasse verwendet werden, d.h. C; wird schon durch eine Klasse aus k erzeugt.
Da C; =1 in K ist, fallen dann nach b.) die Klassen aus k in die Hauptklasse
in K, w.z.b.w.

IV, 20
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4.4 Formeln fiir die Klassenzahl
imaginar—quadratischer Korper. (April 1927)

Formulas to compute the class numbers of imaginary quadratic fields, according
to the arithmetic properties of the discriminant. See also the entry of October 13,
1925.

(April 1927)

Es sei d # —3,—4 die Diskriminante eines imagindr—quadratischen Korpers.
Dann ist seine Klassenzahl

Id|

=32 (5

(&) =+1-10
p

entsprechend den 3 Zerlegungsformen von p.
Fiir die numerische Rechnung bequemer sind folgende Formeln in denen
bezeichnet:

Dabei ist

do  den ungeraden positiven Bestandteil von d = —2%dy (6 = 0,2, 3)
n; alle Zahlen =4 mod. 2° mit 1 < n; < d02_1 und (n;,do) = 1.
h:Z(Z—;) fir d =1 mod. 8

h= % (5) fir d =5 mod. 8

h= ) - )

() + ()] fir d= 22y, dy =1 mod.4

) - (3 - (32) + (3)
h=2% [(3) + (3) - (%)
) - (32) - (32) + (32)

p=25 () + () - (@) -

Damit sind alle Moglichkeiten fiir d erschopft.

} fiir d = —23dy, do = 1 mod. 8
(3)| fir d = ~2%do, dy =5 mod. 8
} fiir d = —23dp, do = 3 mod. 8

(ZT?)} fiir d = —23dy, dy = 7 mod. 8
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4.5 Dyadische Losung des Kirkmannschen Pro-
blems. (26.9.1927)

See also the entry of 2 May 1924 in Book III where Hasse had written down
the solution of Kirkman’s problem by Schreier.[*| There Hasse said that he did
not know whether there may be other solutions. Now here he gives two different
solutions. We observe that Hasse refers to his own notes from the year 1916. At
that year Hasse was serving in the navy (it was war time). It seems that even
during his days of military duty he had found time to work out mathematical

problems.
1 2 3
4 8 12
5 10 15
6 11 13
7T 9 14
1
2
3
5
7

Andere Losung (nicht dyadisch)

2 3
9 15
12
10 14
8 13

N O Ut =
—_
=

Oy UL W N~

10
4
13
9
8

8
12
4
10
11

1
2
3
6
7

11

6
14
12
15

1
2
3
6
7
9

14

7
13
15

4
8
12
9
11

15
10
14
12

W

1
2
3
4
5
12 13
) 7
8 11
10 14
9 15
1
2
3
4
)
12 13
4 6
8§ 11
9 14
10 15

6
8
2

9
11

—_

10
15
13

STt W N

S W N

(Nach Aufzeichnungen aus 1916)

N W N

—_ =
= Ot

12

N W N

10
13
12

8
12

11
10

— =
w o

© o Ot

(26. IX. 27).

9
14
6
15
13

11
15

14
12

IV, 22
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4.6 Elementare Theorie der Funktion ! im An-
schluff an Gauss. (26.9.1927)

Elementary discussion of the Gamma function following Gauss. (The idea of
evaluating a divergent series by summing it until the terms begin to diverge was
often used by Fuler.) This is a copy of a manuscript by Hermann Wolff, the
school teacher of Hasse. That manuscript is dated by Hasse to the year 1915,
which is the year when Hasse got his “Abitur” and left school. It appears that the
young Hasse got that manuscript as a gift from his school teacher. Hasse kept
friendship with his teacher throughout his life; the Hasse papers in Gdottingen
contain more than 200 letters from Wolff during the years 1915-1942. It appears
that Hasse copied this manuscript since he had to lecture on the Gamma function
in his course and he wished to recall Wolff’s elementary treatment. Compare
with Artin’s completely different introductory treatment of the Gamma function
[Art31] which Artin also had written for use in his lectures, and which Artin
sent to Hasse in 1931; see [FROS].

(Nach einem Manuskript von H. Wolff, Sommer 1915)
(Wortlich tibertragen 26. IX. 27).
Fiir ganzzahlige positive = ist die Funktion z! bekanntlich definiert durch

das Produkt 1-2-3--- 2. Um zu einer Erweiterung des Definitionsbereichs zu
gelangen, schreiben wir jenen Ausdruck in der Form

1.2...n
(x+1)(x+2)---n’

z! =

wo n eine beliebige positive ganze Zahl > x bedeutet, die also auch beliebig hoch
sein kann. Diese Darstellung gibt fiir x = 0: 0! = 1 und fiir x = —1,-2,-3,...
oo von der ersten Ordnung,.

Die gegebene Darstellungsweise versagt jedoch fiir gebrochene x. Denn der
mit den nicht ganzzahligen Faktoren x 4+ 1,x 4 2, ... beginnende Nenner kann
nicht mit dem ganzzahligen n schliefen.

Zur Beseitigung dieser Schwierigkeit betrachten wir obigen Quotienten zu-
néchst wieder fiir ganzzahlige positive x, multiplizieren ihn mit m
und lassen n dann unendlich werden. Hierdurch wird fiir ganzzahlige positive x

nichts an obigem Quotienten gedndert, denn fiir solche ist nh—{go m =1.
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Zugleich ist aber der hervorgehende Ausdruck:

x'_lim nx.142.a.n
" nsoo (w4 1)--- (x4 n)

nun auch fir nicht ganzzahlige positive oder negative  (auch fiir komplexe )
definiert. Daf er fiir solche x konvergiert, wird spater dadurch gezeigt, dak lg !
konvergiert. Fiir x = 0 ist er nach wie vor 1 und fiir t = —1,—2,—3,... ist er
einfach unendlich.

Diese Definition von z! hat Gauss gefundenﬂ Was die Terminologie betrifft,
so spricht er jedoch von der Gamma—Funktion T'(z) im Anschluft an Legendre.
Fiir ganzzahlige positive z ist I'(z) = (z — 1)!. Legendre definiert I'(z) durch
das bestimmte Integral

oo
I(z) = /efttzfldt,
0
welches zugleich mit verwandten Integralen zuerst von FEuler, spater von zahl-
reichen Mathematikern untersucht wurde.
Erste Haupteigenschaft: (z + 1)! = z!(x + 1).

Diese fiir ganzzahlige positive z wohlbekannte Eigenschaft beweisen wir, wie
folgt: Es ist

n*t1n!
= 1
(z+1) e @ h2) @t ntl)
z )
z! = lim o

also durch Division

(z+ 1) ~ lim n(x + 1)

=x+ 1.
z! n—oo xr +n-+1

Die erste Haupteigenschaft gibt den Verlauf von z! in einem beliebigen In-
tervall von der Léange 1, wenn der Verlauf in einem solchen Intervall bekannt
ist.

T
sinwx °

Zweite Haupteigenschaft: z!(—x)! =

LAnm.d. Hrsg.: Diese Definition findet sich schon im ersten Brief von Euler an Goldbach
(13. Okto. 1729).

IV, 24

IV, 25
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Beweis:

! = lim nn!
' n—oo (x+ 1)+ (x+n)

—x

n=*n!

(o)t =
Die Multiplikation beider Gleichungen gibt

z!(—z)! = lim (nt)*

I .
no (—z + 1) (—z +n)

n—oo (12 — 22) -+ - (n? — a?)

oder durch Kiirzen mit (n!)?

Nun ist bekanntlich

also
2 2
sinwazzwx(l—i) <1—§2) ,
mithin
T
1(—p)l — )
(=)t sin 7wz

Diese zweite Haupteigenschaft gibt den Verlauf von ! im Intervall 0. ..

1
— 3

wenn sie im Intervall 0... + % bekannt ist, und reduziert somit (in Verbindung
mit der ersten Haupteigenschaft) das Problem auf die Kenntnis von z! in einem

beliebigen Intervall von der Lange %

Da lim =%
x—0 s T

nahezu reziprok sind.

=1 ist, so sieht man noch, daf fiir sehr kleine z 2! und (—z)!
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Wir machen eine Anwendung, indem wir x = % setzen. Es wird %! (—%)! =3, IV,26

und da nach der ersten Haupteigenschaft %! = ( %)' . % ist, so wird

(-BP=r. (-}=v

(-3t d) =5 ~ 15,

Reihenentwicklung fiir lg ! und numerische Auswertung der

Funktion x!.
Logarithmiert man die Definitionsgleichung fiir z!, so erhalt man
lgz! = lim (xlgn +lgn! —lglx4+1)—-- —lg(z+ n))
Hieraus erhilt man durch Differentiation[)]
= (e - o)
dPlgz! 1 1
T = ot T
d"lg x! "
B = (= DD (G e )
also fiir x =0
d*1g x! 1 1
1 =D —4+—+-].
) | e (g )

Diese Gleichung gilt aber, wie aus der Entwicklung zu entnehmen ist, nur fiir
uw=2,3,4,..., wihrend fir u = 1 ist:
dlg x! 1 1
2 =1 lgn—~-—=-—--- .
@ iz i (g” 173 )
Es laft sich zeigen, dafs sowohl die in auftretende unendliche Reihe fiir 1v, 27

w=2,3,4,..., als auch der in auftretende Limes konvergiere Der ent-
gegesetzte Wert des letzteren heifst Eulersche Konstante. Sie ist definiert

z=0

durc L1 )
C = lim (++-~-+—lgn)
1 n

n— 00 2

*) Bem. b. d. Ubertragung: Sachlich sind diese Differentiationen in Ordnung, nur ungeni-
gend motiviert! Man bestétige sie riickwarts durch Integration!

) Die Reihe % + % + - -+ divergiert; sie heifit harmonische Reihe.

) Fiir ganzzahlige « ist auch C = %—I— % +-- -+% - % (endliche Reihe, s. Serret-Scheffers
S. 209). (Beweis ohne weiteres nach voriger Seite!)
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(Aus diesem Limes lassen sich merkwiirdige Folgerungen iiber bedingt konver-
gente Reihen ziehen, s. Weber—Riemann Bd. I, S. 53).

C =0,57721 56649 015328 ...

Die Summen S, = 1% + 2% + --- sind von Legendre fir p = 2,...,35 auf 16

Dezimalen angegeben.
Mit Benutzung der Zeichen C' und S, und des Wertes 1g0! = 0 wird die
MacLaurinsche Reihe

2

T X
F(@) = $0) + PO 5+ 1O0) 5+
fiir die Funktion lg z!
2 3
(3) lgx!:70x+52%753%+...

Das Verschwinden des Restgliedes ist leicht nachzuweisen. Die Reihe selbst 16st
im Prinzip das Problem der numerischen Auswertung der Funktion lga! und
durch Ubergang zum Numerus das der Auswertung von ! selbst.

Eine besser konvergierende Reihe erhélt man, wenn man zu die freilich
nur im Intervall |z| < 1 giiltige Reihe

z2 28

xT
=1 1 B T
0 g(:c+)+1 2+3

hinzufiigt (Bem. b. d. Ubertragung: konvergiert auch nur im Intervall |z| <
1). Dies ergibt

—1 -1
(@ lgat=lgle+ )+ (-t 2l BTy

Um die Konvergenz noch weiter zu verstdrken, subtrahieren wir von die
Reihe

So—1 , S3—1 .
2 et

lg(—z)!=-lg(l—2)— (1-C)z+ 5 3

und erhalten

1+

S5 —1
lgaz! — lg(—z)! = —lg 7 5 5

Ss—1
33 3 =2 3 z° =

xr
2(1 — -2
L 2(1-Cpe
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Nun ist nach der zweiten Haupteigenschaft

T

lgz! +1g(—x)! = 1g —
sin rx

Addiert man daher die beiden letzten Gleichungen und dividiert durch 2, so

erhilt man die im Intervall |z| < 1 giiltige und im Intervall 0 < z < 1 sehr

2
schnell konvergierende Reihe:

1 X 1. 142z S3—1 43 S;—1 ¢
5 lgx!= =1 — =1 1-C)x— — —
(5) lgx Qgsinﬂ'z lefx—’_( ) 3 v 5 o
Diese Reihe kann auch dazu dienen, die Konstante C' aus S3, S5, ... zu be-

rechnen. Setzt man ndmlich x = 1 und = = % und beachtet, dafs 1g1! = 0 und
lg (3)! =lg 1/ ist, und daf ferner Ig -™2— +1g(1 — z) fiir # = 1 verschwindet,
so hat man

1 S3—1 Sy —1
1-C = =lg2
g8t T3 Tyt
3 S3—11  S;-11
=0 = ot =5t~

Asymptotische Werte fiir z! liefern fiir jedes positive x
2rzate ™ <zl < V2mzate vt

(siehe Serret—Scheffers, S. 238), konnen auch aus der Stirlingschen Reihe gefol-
gert werden (siehe ebenda, S. 251).

C = 0,57721566...
S; = 1,20205690...
Ss = 1,03692776...
S; = 1,00834928...
Sy = 1,00200839...
Si1 = 1,0005...
Si3 = 1,00012...
Sis = 1,00003...
Si» = 1,00001...

Funktionentheoretischer Aufbau der Funktion x!

IV, 29
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Vom funktionentheoretischen Standpunkt besitzt die nach S.2315| definierte
Funktion z! die Stellen —1,—2,—3,... zu einfachen Polen und das Unendli-
che als wesentliche Singularitdt. Die Funktion % hat daher —1,—-2,-3,... zu
einfachen Nullstellen, und gestattet somit als ganze transzendente Funktion die
Weierstrasssche Produktentwicklung

S H [( et _iw}

wo v so hoch zu bestimmen ist, dafl

o0
1 1 T v =2
Z S T
z+n n  n? nv—1
n=1
konvergiert. Es geniigt nicht, v — 1 = 0 zu nehmen, da > -, = + bekanntlich
divergiert. Wohl aber geniigt es, » — 1 = 1 zu nehmen, denn es konvergiert
>, % und also auch > 07, (ﬁ - %) = —x) " 75 3=, da simtliche
Faktoren — unter einer festen Grenze bleiben. Wir haben also in

+z

g s Tl [ 5)e

zunéchst eine Funktion mit den gewiinschten einfachen Nullstellen.

Die ganze transzendente Funktion G(z) bestimmt sich nun aus den Bedin-
gungen z! = 1-2- ..z fiir ganzzahliges z, wie folgt: Wir logarithmieren und
erhalten

Clga! = i{—l ”*x]
(2) — G(z) - lim [x<1+1+...+1>_

n— oo 2 n
_lg(ﬂc—l—l)---(x—i—n)]
1---n

Setzen wir nun an

G(x) = ag + a1x + agax® + -+,
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so erhalten wir fiir = 0 aus (2): G(0) = 0 und daher
ap =0,

fiir x = 1 aus (2)):

1 1
0=a; — lim {1+2+---+n—lg(n+1)}

n—oo

ap=C (Eulersche Konstante),
fiir x = 2 aus (2):
—lg2! = 2C + 2%ay + a3 + - - - —

lim [2<1+;+---+71L)_1g(n+1)(”+2)]

n—oo 1-2
—1g2! = 2C + 2%ay + 2%a3 + --- — 2C — 1g 2!,
d. h.
0=2%a +2%a3+---,
fiir x = 3,4, ... ebenso

0=3%y +3%3+ -
0 =4%as +4%az + - - -

Allen diesen Gleichungen geniigt
CLQZO, a3:07 a4:0,...

also 1V, 31

und somit ist

® =IO 7))
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die gesuchte ganze transzendente Funktion. Diese Entwicklungen lassen die nahe

Verwandtschaft der ganzen transzendenten Funktionen % und sin 7wz erkennen.

Letztere hat aufter den Nullstellen von % noch 0,1,2,... zu einfachen Nullstel-
len.
Aus folgt
l— e Co TT 2 ets.
zl=e nl;[l ey e

Um die Identitéit dieses unendlichen Produktes mit dem Limes a. S. 23%] auch
formal darzutun, brauchen wir nur umzuordnen:

lim (g;lgn_%_..‘_ﬁ)

!l = en—oo lim |: 1-2---m €%+...+%
== 11m e . = lim ,
n—00 (x+1)---(z+n) n—oo (z+1)---(x+1)

in Ubereinstimmung mit S. 2@ Mit dieser Identifizierung ist zugleich die Giil-
tigkeit der Gaussschen Darstellung fiir komplexe = dargetan.

Summation der Sop, =1 — 2% + 3% + .-
und die Bernoullischen Zahlen.

Multipliziert man das zunéchst aus endlich vielen n Faktoren bestehende Pro-

dukt
1 1 1 1 1 1
22 12)\a2 22) \g2 n2

aus, so erhalt man eine Entwicklung

1 1 1
$7n+a1x2n—2 +a2x2n—4 tetan,

wo die a; die mit dem Vorzeichen (—1)? versehenen el. symm. Funktionen i-ter
11 1

Dimension der Briiche iz, 57,..., ;7 sind. Multiplizieren wir die beiden Ent-
wicklungen mit 22", so wird
2 2
x x
(1) (112>(1712)1+a11.2+a2x4++an1,2n
Zwischen den a; und den Potenzsummen
1 1

12¢ n2i
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bestehen dann die bekannten Newtonschen Formeln:

0 = s1+ar
0 = sg+ais;+ 2as
(2) _
0 = S3 + a182 + a251 +3a3

Wir machen nun mit Euler die kithne Annahme, dafs diese Beziechungen auch
noch fiir n = oo ihre Giiltigkeit behalten. Dann geben aber die beiden Seiten
von die Produkt— bezw. Reihenentwicklung fiir *27*. Wir erhalten also aus

sin 7w x? x? w22 gt
={1— — 1-=)=1—-—4+—— -,
T 12 22 3! 5!

wenn wir nunmehr mit S die unendlichen Reihen

1 1

Sak = 12k T 92k

bezeichnen, zu deren rekurrenter Berechnung die Formeln:

2

0 = $-=
7\'2 7T4
0 = SG—%?S4+%?S2—3%T
Aus ihnen folgt z. B.
7T2 7T4 7T6
=T 5 =T T
2 6 ) P4 90 y 6 945 )

Man sieht, daf allgemein Sp aus 72¥ durch Multiplikation mit einer rationalen
Zahl entsteht. Die 2(22,5,); —fachen dieser Faktoren heiften die Bernoullischen Zah-
len Boy. (Bernoulli stiefs 1713 bei Wahrscheinlichkeitsproblemen und bei den
Bernoullischen Polynomen 1™ 4+ 2™ 4. .+ n™ von endlicher Gliederzahl zuerst
auf diese Zahlen). Dieselben sind also selbst rational definiert durch

22k—1

@ 2k

Sar, = By,

1V, 33
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oder
(2F)! Sap
Bak = 93t=1 2v-
Die ersten Bernoullischen Zahlen heifen By = %, By = %, Bs = 5, By = %,
Big = 6—56, Bis = %, By = % und wachsen dann bald ins Ungeheure. Aus

den rekurrenten Formeln kann man ebensowenig eine auch formal allgemeine
Darstellung der Sy; und der damit zusammenhéngenden Bsy gewinnen, wie das
bei den Formeln mit den s; moglich ist. Fiir die By kann man iibrigens noch
ein zweites, von Irrationalitdten freies System rekurrenter Formeln herleiten. Die
oben gegebene Theorie der Funktion x! gestattet ndmlich ohne Schwierigkeit
folgende Reihe abzuleiten (s. Serret-Scheffers, 11, S. 243 ff.):

1 1 1 1\ _Bs Bi, Bs
5) (__>_2!_4!x T

giiltig fiir alle komplexen |z| < 27

Multipliziert man links und rechts mit dem Produkt der Nenner der linken
Seite und setzt fiir die Exponentialfunktion ihre Reihenentwicklung ein, so erhélt
man durch Koeflizientenvergleich das System:

1 _ 1 Bs
321 — 3t A

1 _ 1 B B
a4l — T 3!22! - AT?

(6)

1
2-6!

_ 1 B B B,
= wtsm st G

das zur Berechnung der Bsj, wohl geeignet ist. Endlich kann man fiir die Funkti-
on auch eine MacLaurinsche Entwicklung ansetzen und durch Koeffizienten-
vergleich auf eine etwas umsténdliche Art auch eine independente Darstellung
der Bernoullischen Zahlen und damit der Sai gewinnen (s. Serret-Scheffers, 11,
S. 257).

Es gelingt nicht, durch &hnliche Untersuchungen wie die iiber sin 72 zu Sum-
menformeln fiir die S, mit ungeradem Index n zu gelangen. Man kénnte an
Betrachtungen iiber sin7z?, sin 722 u. a. denken. Es resultieren jedoch keine
Ergebnisse. Die Entwicklung von cos 7z fithrt zur Summation der Partialreihen

ﬁ + 3% + 5% + .- . Aber diese 1aft sich auch ohne Weiteres aus Soj ableiten.
Denn es ist: 1
—2k _
2 SZk — ﬁ + 47’{? + RS
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und also hat man

_ 1
52]@—2216521@:1%4‘3@4-"'
Auch die Reihe 12% — 2% + 3% — ... mit alternierenden Vorzeichen 14ft sich so

ohne weiteres gewinnen.
Die Stirlingsche Reihe.

Jacob Stirling gab 1730 eine Untersuchung iiber die Summation von Logarith-
men heraus, deren Numeri eine arithmetische Reihe bilden. Hierin wiirde der
auch schon von Moivre behandelte Spezialfall 1g ! fiir ganzzahlige = gehdren.
Heute nennt man Stirlingsche Reihe folgende auch fiir nicht ganzzahlige x gel-
tende Entwicklung:

lgx!:11g27r—m+(w+1>lgm+321
2 2 1-2 2
Bs 1 B 1 (=1)™0 Bap o
3423 "5.625 " (2n+1)(2n+ 2)a2ntl

wo 0< ¥ <1 ist.

Die Reihe ist dadurch interessant, dafs sie divergiert, gleichwohl aber bei recht-
zeitigem Abbrechen zur Auswertung von lgx! sehr geeignet ist. Siehe dariiber
Niheres bei Serret—Scheffers, S. 249 ff.

Ny

Sark

1,64493407
1,20205690
1,08232323
1,03692776
1,01734306
1,00834928
1,00407736
1,00200839

0 1,00099458

22 1,00000024

= © 00 O Ok Wi

IV, 35
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4.7 Der Hilbertsche Irreduzibilitatssatz. (26.9.1927)

Hasse gives an exposition of the proof of Hilbert’s irreducibility theorem, based
on his notes from the course by Schmeidler. Hasse had attended Schmeidler’s
course on Galois theory in Gdttingen in the spring of 1919. At the end Hasse
refers to recent work by Dérge (a student of Schur’s) which contains substantial
simplifications [Dor25), [Dor26al, [Dor26b|. Much later Hasse had a Ph.D. stu-
dent investigate arbitrary fields in which Hilbert’s irreducibility theorem holds.
Those fields are today called “Hilbert fields”. See the thesis of W. Franz [Fra31].

1V, 36

(Nach Kolleg Schmeidler, Galoissche Theorie, Gottingen Friihjahr 1919)
(Neu bearbeitet 26. IX. 27)

Satz. Sei F(x,y,...,w; q,r,...,t) eine ganze rationale ganzzahlige Funktion
ihrer Argumente und irreduzibel in allen Variablen. Dann gibt es unendlich viele
ganzzahlige Wertsysteme q,r,...,t, durch deren Einsetzen die Funktion F in
z,Y, ..., w irreduzibel bleibt.

Beweis.

1.) Ist g(z,t) ein Polynom in z und ¢, so definiert die Gleichung g(z,¢) = 0
eine algebraische Funktion z(t). Ist

g(z,t) = 2"+ S1(1)2" 7+ -+ Su(t),

so ist z(t) n—deutig. Seien
z1(t), ..., zn(t)

die Wurzeln der Gleichung, so haben diese n Werte unserer algebraischen Funk-
tion im Unendlichen Entwicklungen

Ba . Bx2

h h—1
Zyx = Qx0T 4 axiT +eotaonwt—+—F+,
T T

wo T =t mit positiv—ganzzahligem r eine fiir alle n Zweige gleichzeitig brauch-
bare Uniformisierende sei (r als kleinstes Multiplum der zu den Einzelzweigen

v, 37 gehorigen ry). Ferner sei C' so bestimmt, daf alle n Reihen fiir |7] > C, d. h.
|t| > C" konvergieren. h sei geniigend groft gewihlt, sodal man fiir alle n Reihen
mit dem gleichen Anfangsexponenten h auskommt.
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2.) Angenommen g(z,t) sei fiir jedes ganzzahlige ¢y reduzibel. Wir wahlen
dann ein 79 > C' so, dafl 7§ = to ganzzahlig ausfillt. Die n Potenzreihen kon-
vergieren dann fir 7.

Der in g(z,to) steckende ganzzahlige Faktor sei

p(z)=(z2-2,) - (2-2;) (l=ms=n-1),

wobei die z;,, ...,z gewisse der Potenzreihen aus 1.), fiir 79 gebildet, sind. Fiir
die Auswahl dieser Wurzeln, d. h. fiir die Abspaltung irgendeines echten Faktors
gibt es formal (711) + -4 (nﬁl) = 2" — 2 = a Moglichkeiten. Wir bezeichnen
die ihnen entsprechenden Faktoren mit 1(z2),...,pq(2), und haben fiir diese

Darstellungen

or(2) = 2+ B (10)" 4+ B (7o),

wo die Koeffizienten als elementarsymmetrische Funktionen gewisser z) wieder
Potenzreihen in 7y sind.

Entsprechendes gilt, wenn wir o7y fiir 79, also o"tq fiir ¢y setzen, wo o =
1,2,3,... Die Koeffizienten der méglichen Faktoren von g(z,0"ty) sind dann

_ k=1,2,....a
‘B;(@l)(UTO)v ml(f)(m-o),...,q;%](C )(UTO){ =129 }

Bei festem 7 ist

Y (om) = B ()
eine Potenzreihe in o. Nach unserer Annahme gibt es dann fiir jedes ganze
positive o einen Index k, sodafs alle ﬁ” (o) (A =1,...,n) ganzzahlig ausfallen.

3.) Es sei k, ein zu o entsprechend 2.) gehoriger Index. Wir zeigen dann
zunéchst, dak es m — 1 ganze Zahlen

0<1 <dg <+ <bm_1

gibt, sodaf
km k,u+51 ) k,u+52’ B k,u+5m—1
fiir unendlich viele i denselben Wert & haben. Dabei ist m eine beliebige ganze
positive Zahl.
Da ein k, nur die Werte 1,...,a haben kann, sind in einem Intervall der
Linge 1 + (m — 1)a fiir 0 mindestens m Werte k, einander gleich, etwa gleich
k’. Die ersten m der o, fiir die dies im Intervall wirklich zutrifft, seien

o=p <p +86 <<y 46,

1V, 38
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In einem weiteren Intervall der Lange 1 + (m — 1)a fiir o sei fiir
o= <y +8 <<y + 8,

immer k, = k”. U.s. f. Die Werte k', k", ... liegen sdmtlich in 1,...,a. Auch
die Anzahl der Wertsysteme {0%,...,d,,_1}, {6¢,...,8) _1},... ist beschrénkt,
da die ¢ sémtlich der Ungleichung 6 < 1+ (m — 1)a geniigen. Daher ist auch die
Anzahl der Kombinationen aus der Folge &/, k", ... und der Folge {47, ...,0,,_1},
{8Y,...,82 _1},... zu Paaren beschriankt. Es kommt also mindestens ein solches
Paar unendlich oft vor. Sei & und {d1,...,d,,—1} ein solches. Dann ist in der
Tat fiir unendlich viele Zahlen p (ndmlich die den p/, ;. .. entsprechenden aus
der ausgesonderten ,Diagonalfolge®)

ku = ku+61 == ku+5m71 = k.
Das bedeutet dann, daf fiir alle diese unendlich vielen
G:/Lau+517~-~7u+6m—1

stets ein— und dasselbe Teilsystem der Wurzeln von g(z,t) einen ganzzahligen
Faktor ¢k (z) von g(z,0"tg) liefert, ndmlich mit den Koeffizienten

P (0), ... B (0).

4.) Es sei nun m—2 nicht kleiner als der Exponent des héchsten in mindestens
einer dieser Reihen vorkommenden Gliede sodafl geschrieben werden kann

_ 1

B0 = Ao A B B E
ey

(o) + B, (o)

Wir bilden dann aus den Hauptteilen ﬁ,(c)\) (o) fiir 0 = py e+ 01,y o+ 01
die Taylor-Entwicklungen:

2
|
Q/—\

e

g

() (A) ok 572 () =1
W (nt+01) = A7 () + A () -+ 2 (w)

by 5O S (V) sm=? —(y(m=1)
(bt 0m-1) = A (0)+ 57U () + o+ 5 Q)ﬂl (1)
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Dann existieren ganze Zahlen uy, ..., Uny_1, sodaf

—(\ —(\ —(A
0 = wll (1) + A (14 61) + g A+ )

ist fiir alle ausgewdhlten p und alle A =1, ..., 7. Dann wird also
m—1 o m—1 o] ) 1
u; B +4;) = Uy By ——
; mk (/‘ ) g ; ko (M+5i)g

eine Potenzreihe mit nur negativen Potenzen. Nun ist fiir hinreichend grofe p,
1 1 1 1 —0\ 4 —0\ 67
(n+d:)e  pe (1 I Q) % L) p 2 ) p
I

(und die Koeffizienten (7?) = Coten-(to-ton) _ (=1)v(¢*~") sind

1-2---v
ganzzahlig). Damit wird

m—1 m—1
S w80 =23 B0 (U S T e
=0

=0 o=1v=0

Nach Bestimmung der u; ist nun
> widy =0 fiir v=0,1,...,m—2

=0,...,m
=0,...,m
produkt von 0 = dg < d; < - -+ < 01, SO ist sicher

m—1
> w0
=0

Weil aber die Determinante |67 | # 0 ist __11 ), als Differenzen-

Ist ferner als erstes Bl(:‘z 5 7 0, so haben wir
Ok

—» m—1 ) oo B(/\)(g+u 1\ m—1
P () = Zul‘ﬁk (n+6;) Z Z M9+: 2%5’/

=0 o=o0M

IV, 40
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Wir bestimmen den ersten Koeffizienten dieser nach negativen Potenzen von pu

fortschreitenden Reihe, also den von —57—— A)lJr - Dieser ist
o) m—
ek

W _ ey (A Am -1\
bko = Bkggf) ( m—1 ) ; w0
Es wird also o o
bio bia

(A
P =
k (,U) M.Qi./\)+m—1 ‘ug,(f)-‘rm

Nun ist auch Pff) (1), wegen der Ganzzahligkeit der u; fiir unendlich viele p
eine ganze Zahl. Weil nun lim P?) (n) = 0 ist, wird diese ganze Zahl Null sein,
/,LAPOO
wenn g hinreichend grofs ist. Andererseits ist
A
by

— X)
P (e =t = pf) 4 2L

und der Rest vom zweiten Glied rechts ist fiir hinreichend grofses p beliebig
klein. Fiir hinreichend grofse 11 ist aber nach dem eben Gezeigten die linke Seite

Null, sodafs ein Widerspruch mit b,(c)(;) # 0 herauskommt. Daher kann kein erster
Koeffizient B](:;g?) # 0 existieren. Es ist daher notwendig g;j‘)(g) =0, d. h.

TV) = ANV (o) ganz rational in o.
= A" A

Diese Polynome in ¢ sind nun fiir unendlich viele o ganze Zahlen. Daher sind die
Koeffizienten A,(:i‘)rational (Auflésung von m — 1 Gleichungen mit verschiedenen
o nach den Koeffizienten).

5.) Ferner ist bewiesen, dafs identisch in o

(M) A m— A
pUA (O—):Agﬂ)g 2+"'+Al(~m)z

gilt, weil ja bewiesen ist, dafs alle folgenden Koeffizienten verschwinden. Setzen
wir also o7y = 7, so gilt nach Konstruktion

m—2
—(N) T T
T (Z) =00 = AR (Z) +ral)

70 7o

*) m muR korrekterweise unabhingig von der Auswahl des unter Verwendung von m defi-
nierten Potenzreihsystems definiert werden. Ersichtlich geniigt m — r 2 (n — 1)h, wo h die

Bedeutung von S. 3615/37'5 hat.
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identisch in 7. Folglich ist der dem Index k entsprechende Faktor von g(z,t)
ein Polynom in z, dessen Koeflizienten identisch in 7 = tr ganz—rational sind
mit rationalen Zahlkoeffizienten. Ahnlich wie oben kénnen wir nun zwei ver-
schiedene 79,79 > C finden, sodaf fiir sie der im vorhergehenden resultierende
wZerlegungsindex k derselbe ist. Denn fiir £ stehen nur endlich viele Werte
1,...,a zur Verfiigung. Uberdies koénnen 7,7, auch noch so gewihlt werden,
dafs 7§ = to, 7§ = to Primzahlen werden. Es gilt dann identisch in T

() _ g () ,
T0 T0

m—2
(2) - 2(5) e

70

A (M)
Nr) =Py

wobei

mit ebenfalls rationalen Zahlkoeffizienten ist. Somit ist dann

i Lo L _
AkQ ,f_(;nfg - Akg T(r)rn—g (Q - 2a ,m),
oder
"()\) — m—p
Ay, wT T
N o m—e T m—e
Akg T tO T

Geht nun  nicht in m — p auf, so ist nach Wahl von tg, ¢y die rechte Seite eine
irrationale Zahl. Die linke Seite dagegen ist (sofern nicht Zahler und Nenner ver-
schieden und die Betrachtung so nicht durchfiihrbar ist) rational. Daher miissen

alle Koeffizienten A;@Z),Aéz), fiir die r nicht in m — p aufgeht, verschwinden.

Dann ist aber ersichtlich ‘13](;\)(7') identisch rational in ¢ = 7" mit rationalen Ko-
effizienten, und somit auch der Faktor von g(z,t), der dem Index k entspricht,
von dieser Art, also g(z,t) reduzibel.

6.) Damit ist zunéchst festgestellt: Besitzt ein ganzzahliges Polynom g(z,t) =
2"+ S1(t)2" "t + - + S, (t) fiir jedes ganze tg einen echten ganzzahligen Tei-
ler in z, so besitzt g(z,t) einen echten rationalzahligen Teiler in z,¢. (Dieser
ist dann iibrigens nach dem verallgemeinerten Gaussschen Satz sogar ganz-
zahlig). Hat g(z,t) nicht den héchsten Koeffizienten 1 in z, so hat jedenfalls

IV, 43

IV, 44
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(So(t))nflg(z, t) = g(So(t)z,t) diese Eigenschaft in So(t)z, wenn Sy(t) der
hochste Koeffizient in z ist. Ist nun g(z,t) fiir jedes ganze ty reduzibel in z,
so ist sicher auch g(So(t)z,t) fiir jedes ganze ¢y reduzibel in Sy(t)z, weil ja fiir
t =ty z und Sp(¢)z nur um eine ganze Zahl als Faktor unterschieden sind. Also
ist §(So(t)z, t) nach unserem Beweis reduzibel in Sy(t)z, t. Es besteht dann eine
Zerlegung

g(So(t)z,t) = So(t)" *g(z,t) = @1 (So(t)z,t) - w2 (So(t)2,1).

Hier ist die linke Seite teilbar durch Sp(¢)"~1. Folglich kann jeder Primfaktor von
So(t)"~1 einzeln aus einem der beiden Faktoren links weggehoben werden, und
zwar sowohl die Zahl- als auch die Funktionsfaktoren (eindeutige Primzerlegung
im Integritdtsbereich der ganzzahligen Polynome in z,t). Daher ist dann auch
g(z,t) selbst reduzibel in z,t.

Schliefilich zeigt unser Beweis, daf es geniigt, die Reduzibilitét fiir alle hin-
reichend grofien ganzen ty vorauszusetzen. Ist also g(z,t) irreduzibel in z,t, so
existiert {iber jeder Grenze T noch ein ganzes tg, fiir das g(z,to) irreduzibel in
z ist, somit unendlich viele tg, wie behauptet.

Die Ausdehnung des Beweises auf Polynome in mehr als 2 Verénderlichen
14t sich jedenfalls nicht ohne weiteres durch vollstéandige Induktion fiihren. Man
muf vielmehr den den bisherigen Beweis von Grund aus verallgemeinern.

(Siehe die Arbeiten von Ddirge).
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4.8 Die Dichte der Primzahlen p, fiir die a pri-
mitive Wurzel ist. (27.9.1927)

This is the first document which contains the celebrated Artin conjecture on pri-
mitive roots. Artin had visited Hasse on September 13, 1927. Originally they
wished to discuss the implications of Artin’s reciprocity law which he had suc-
ceeded to prove just two months ago. But apparently they talked also about other
things, as this and the following entries show. See in particular the entry of Sep-
tember 28, 1927 where Hasse notes some more ideas towards the problem.lﬂ In
these entries Hasse mentions the three “Axioms of Tornier”. This refers to their
joint paper [HT28| where they stated 3 azioms which guarantee the existence of
density and a limit formula for its value. That paper had been submitted on Ju-
ne 15, 1927, hence only a few weeks before Artin’s visit. It appears plausible that
Hasse had told Artin about this new paper, and Artin had provided on the spot
his problem on primitive roots as a test whether the Hasse-Tornier axioms could
be used successfully to solve the problem. See also the entry of September 28,
1927,|E| — Note that already here there appears the error in the computation of
the expected density. The point is that the fields K, (in Hasse’s notation) are
not necessarily independent. It was many years later only that Artin discovered
this error following a letter of Emma Lehmer who had informed him that the
numerical evidence did not comply with Artin’s expected density, so that Artin
had to modify it. See [Ste03].

(Nach miindlicher Mitteilung von Artin 13. IX. 27)
(27. IX. 27)

Es sei a > 1 eine positive ganze Zahl, die nicht Potenz einer kleineren positi-
ven ganzen Zahl ist. Damit ¢ primitive Wurzel fiir eine Primzahl p ist, die prim
zu 2, 3, a vorausgesetzt wird, ist notwendig und hinreichend, dafs die Kongruenz

2?7 =a mod. p

fiir keine Primzahl ¢g|p — 1 eine Losung besitzt. Da diese Kongruenz fiir ¢|p — 1
mit einer Losung stets ¢ verschiedene Losungen besitzt, und fir die ¢ t p—1 und
q # p stets eine aber auch nur eine Losung besitzt, kann man das Kriterium
auch so aussprechen:

1V, 45



IV, 46

340 Tagebuch IV

Eine zu 2,3,a prime Primzahl p hat a dann und nur dann zur primitiven
Wurzel, wenn die Kongruenz

29 =a mod. p

fiir keine Primzahl q # p q verschiedene Lésungen besitzt.

Dann und nur dann, wenn jene Kongruenz fiir ein zu 2,3, a primes p # ¢
q verschiedene Losungen besitzt, zerfallt p in R(/a) in verschiedene Primideale
1. Grades, kurz: p zerfdllt voll in R(/a). (Die Diskriminante von R(+/a) hat
héchstens ¢ und Primteiler von a zu Teilern, und kein davon verschiedenes p ist
Teiler der Diskriminante von z9 — ). Dann und nur dann, wenn das letztere
flir ein zu 2,3, a primes p # q der Fall ist, zerfallt ferner p voll im zugehorigen
Galoisschen Korper R((y, ¢/a), wo (, eine primitive g—te Einheitswurzel ist. Da
nun ¢ selbst sicher in der Diskriminante von R((,, ¢/a) aufgeht, wenn ¢ # 2 ist,
und da p = ¢ wegen p prim zu 2 nur fiir ¢ # 2 vorkommt, kann die Einschrinkung
p # q fallen gelassen werden, wenn man das Kriterium in R((,, ¥/a) formuliert:

Eine zu 2,3,a prime Primzahl p hat a dann und nur dann zur primitiven
Wurzel, wenn p in keinem Korper Kq = R((q, ¥/a) voll zerfdllt.

Es seien nun P,(N), Py, .. 4, (N) die Anzahlen der Primzahlen p < N, die in
K, bezw. in Ky, ..., K, , d. h. im Kompositum K, 4 = (Kg,...,K,,) voll
zerfallen. Da K, den Grad ¢(q — 1) und K, 4, wegen der Unabhéngigkeit der
K,, den Grad []}_, ¢i(¢; — 1) hat, so gilt bekanntlich

1
P,(N)~ — - LiN,
o) q(q—1)
n 1 )
Pq1...qn(N)NHm'L1N.

=

Dividiert man das durch die asymptotische Formel
P(N)~LiN

fiir die Anzahl aller Primzahlen p < N, so erhilt man:

Py(N) 1 Py g (N) ﬁ 1
P(N) ql¢-1)"  P(N) e —1)
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Hiermit ist fiir die in den Py(N), Py, .. 4, (IN) gezdhlten Ereignisse E,;, némlich
das volle Zerfallen von p in K, und die Folge aller Primzahlen p (prim zu 2, 3, a)
als Grundfolge das erste Torniersche Postulat (multiplikatives Verhalten der
LPrimdichten) festgestellt. Auch das zweite Torniersche Postulat, daf jedem
Element p nur endlich viele E; zukommen, ist erfiillt, weil ja g|p — 1 sein muf,
wenn Fy p zukommt. Fraglich ist nur das dritte Torniersche Postulat:

Pq(N) < Cq
P(N) ~q(g—1)

fiir alle N 2 Ny und alle ¢, wo die ¢, eine Zahlfolge,
sodafs zq: ﬁ konvergiert.

Dessen Bestétigung wiirde die Untersuchung der Abhéngigkeit der Restabschét-
zung in der obigen asymptotischen Formel fiir P,(N) von ¢ erfordern.

Setzt man dieses dritte Postulat als bewiesen voraus, so folgt nach dem
Tornierschen Schema fiir die Dichte der Primzahlen p, denen keine Eigenschaft
E, zukommt, und das sind eben gerade diejenigen p (prim zu 2,3, a), fiir die a
primitive Wurzel ist, die Relation

roo (- )

Dabei bezeichnet also P(IN) die Anzahlen der Primzahlen p < N, fiir die a pri-
mitive Wurzel ist, P(N) die Anzahl aller Primzahlen p £ N (die Einschrinkung
prim zu 2,3, a ist jetzt natiirlich entbehrlich).

Man findet ibrigens
1 1 )
- 1———— ) < —.
4<1;[( q(q—1)><12

Von der Einschrankung, daft a nicht Potenz einer kleineren Zahl sei, ist nur
insofern Gebrauch gemacht worden, als von der Zerlegung von z¢ — a mod. p
in verschiedene Linearfaktoren auf das volle Zerfallen von p in K, = R({,, ¥a)
geschlossen wurde. Ist nun a eine ¢'—te Potenz, so zerfillt ein zu 2,3, a primes
p dann und nur dann voll in K}, = R((y), wenn ¢'|[p — 1 ist, und dann und

nur dann hat 29 = @ mod. p ¢’ verschiedene Losungen. Anstelle von K, tritt
also fiir solche ¢’ einfach der Kérper K|, vom Grade ¢’ — 1. Daher fiihrt dieselbe

Uberlegung zu der allgemeinen Formel

ron = (1 game) (- 53)

q

IV, 47
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wo ¢ im ersten Produkt alle unendlich vielen Primzahlen durchlauft, fir die a
keine g—te Potenz ist, wihrend ¢’ im zweiten Produkt alle endlich vielen Prim-
zahlen durchlauft, fir die a eine ¢~te Potenz ist.

(Siehe auch S. 58]
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4.9 Beweis des Hauptsatzes der Idealtheorie.
(27.9.1927)

This is the simplified version of Emmy Noether’s exposition which Artin had

presented in his lecture in Hamburg. Artin on his visit to Hasse had told him the

essentials of the proof and Hasse now writes down the exposition. We note that

this proof has later been included in van der Waerden’s book “Moderne Algebra”.
For, van der Waerden had attended Artin’s lecture.

(Nach miindlicher Mitteilung von Artin, 13. IX. 27)

(27. IX. 27).
Es sei J ein Integritétsbereich, in dem die E. Noetherschen Axiome erfiillt
sind:

(I.) Doppelkettensatz: Jede Teiler—Vielfachenkette
-+ la—z|a_ilaolarfaz|-- - |a

von Idealen aus J, die simtlich Teiler eines festen Ideals a # 0 aus T sind, bricht
nach oben und unten dadurch ab, daf$ alle Ideale der Kette von einer Stelle an
gleich sind, und zwar tritt dies nach endlich vielen Gliedern ein.

(I1.) Ganz—algebraische Abgeschlossenheit: Geniigt ein Element p des
Quotientenkdrpers K von J einer Gleichung

,U/n‘f‘OQ/l«n_l‘i""—‘rOZn:O

mit hochstem Koeffizienten 1 und Koeffizienten aq,...,a, aus J, so gehort u
2u J.

Ich nenne im folgenden die Elemente aus J ganz, die nicht zu J gehorigen
aus K gebrochen.

Hilfssatz 1. Jedes Ideal a aus J besitzt eine endliche Basis
a=(0q,...,04).

Beweis: Es sei ay ein Element aus a. Entweder ist dann a = (o), oder es ist
a; = (o) ein echtes Vielfaches von a, und es gibt noch ein nicht zu a; gehoriges

IV, 49
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Element oy in a. Dann ist as = (a1, ag) echter Teiler von a;. Entweder ist jetzt
a = as, oder as ist echtes Vielfaches von a; und es gibt noch ein nicht zu as
gehoriges Element ag in a. Dieses Verfahren mufs nach endlich vielen Schritten
mit a = a, = (a1, ..., ) schlieken, da sonst in

al -+ ao|ay

eine unendliche Kette echter Teiler (die iiberdies sdmtlich echte Vielfache von a
sind) resultierte, entgegen Axiom (I.).

Hilfssatz 2. Ein Ideal p aus J ist dann und nur dann Primideal im E. Noether-
schen Sinne, d. h. aus plaf folgt pla oder p|B, wenn es Primideal im gewdhnli-
chen Sinne ist, d. h. keinen vom Einheitsideal 0 und von p verschiedenen Teiler
besitzt.

Beweis: a.) Es sei p Primideal im gewohnlichen Sinne. Ist dann plag, aber p 1 «,
so ist (p, a) echter Teiler von p, also (p, ) = o, (p3, af) = 5. Da aber p|p und
plas, so folgt hieraus auch p|S.

b.) Es sei p Primideal im E. Noetherschen Sinne. Ist dann a ein echter Teiler
von p, so gibt es in a ein nicht zu p gehdriges Element a. Die Vielfachenkette

(a7p)|(a2,p)| |p

von Teilern von p bricht dann nach endlich vielen Schritten ab:

(@",p) = (a"*,p).
Dann besteht eine Gleichung
" =y +7, d. h pla”(ya—1)
mit ganzem « und 7 aus p. Da aber p t « ist, folgt p|ya — 1, also erst recht
ajya — 1 und wegen ajo somit auch a|l, d. h. a = o.

Hilfssatz 3. Ist p ein Primideal aus J, so gibt es im Ideal p~', d. h. in der
Gesamtheit aller p aus K, fir die pla ganz ist, ein gebrochenes p.

Beweis: Wir stellen zunéchst folgende Bemerkung vorweg: Ist ein Ideal ¢ kein
Primideal, so gibt es zwei echte Teiler a,b von ¢, sodafs c|ab. Zunéchst gibt es
dann ndmlich Elemente «, 3, sodal ¢|a aber ¢ { «, ¢ { §. Dann leisten aber
a=(a,¢), b=(0,¢) das Verlangt

*) Hier wird Teil b.) von Hilfssatz 2 angewandt, wenn man Primideal im gewdhnlichen Sinne
versteht!
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Sei nun 7 # 0 ein Element aus p. Entweder ist () Primideal. Oder es gibt
zwei echte Teiler a, b von (), sodak 7|ab. Entweder sind ferner a, b Primideale,
oder man kann mit ihnen verfahren, wie eben mit (7). Dies Verfahren mufs
nach Axiom (I.) nach endlich vielen Schritten abbrechen, sodaf also Primideale
p1,..., P, resultieren, fiir die 7|p; ...p, ist.

Insbesondere ist dann auch p|p; ...p,. Also ist p Teiler eines p; und nach
Hilfssatz 2 dann p = p;. Hier wird benutzt, daft aus der E. Noetherschen Prim-
idealdefinition auch die Eigenschaft folgt, dak aus p|ab folgt p|a oder p|b. Wire
némlich p 4 a und p 1 b, so gébe es a in a, B in b, sodafl p f @ und p t 3, also
p taf und somit auch p { ab wire.

Wir wihlen nun eine Primidealfolge p1, ..., p, obiger Art mit moglichst klei-
nem 7. Sei dabei etwa p; = p. Dann ist 7 { pa...p,. Ist demgemé a Element
aus pa...p,, sodak 7 { « ist, so ist u = < gebrochen und up = pp; = ozpl';r'p"'
ganz, weil w|py...p,.

Satz 1. Fiir jedes Primideal p aus J gilt pp~! = o.

Beweis: Nach Definition von p~! ist pp~! ganz. Da ferner 1 zu p~! gehort, ist
pp~!lp. Also ist pp~! = o oder pp~! = p nach Hilfssatz 2.

Wire nun pp~t = p, so sei p = (7q,...,7.) gemiR Hilfssatz 1, und u ge-
brochen aus p~! gemif Hilfssatz 3. Da dann die pm; zu pp~' = p gehoren,
folgte

T
U = Zaijﬂj mit ganzen «;;.
i=1
Daraus ergébe sich eine algebraische Gleichung in J mit hochstem Koeffizienten
1 fiir das gebrochene p, im Widerspruch zu Axiom (II.).

Satz 2. Fiir jedes Primideal p aus J sind die Potenzen p° = o,p,p?,... alle
verschieden.

Beweis: Wire p™ = p™ mit m > n = 0, so folgte nach Satz 1 p™~" = o, also
p=o.

Satz 3. Jedes Ideal a # 0,0 aus J besitzt eine Zerlegung a = py ..., in Prim-
ideale aus J.

Beweis: Nach Axiom (I.) und Hilfssatz 2 existiert ein Primideal p;|a. Man setze
apl_l = a;. Dann ist a = a;p; nach Satz 1. Nach Definition von pl_l und weil
p1|a ist a; ganz. Ferner ist aq|a, weil 1 in pfl liegt. Schlieklich ist a; # a. Wéare
nidmlich a; = a, also a = apy, so folgte a = ap], d. h. p7|a fir jedes r = 1. Es

1V, 52
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wéare dann

p1lpElpg] -l
eine unendliche Vielfachenkette von Teilern von a, die nach Satz 2 aus lauter
verschiedenen Idealen besteht, entgegen Axiom (I.). Folglich ist a; echter Teiler
von a. Auf a; wende man dieselbe Schlufsweise an: a; = asps, ... Dies Verfahren
bricht nur ab, wenn einmal a, = o wird, und muf nach Axiom (I.) wirklich
abbrechen. Also resultiert a = p;...p,.

Satz 4. Die in Satz 3 genannte Zerlegung ist eindeutig.

Beweis: Aus
P1...Pr=0q1...9s

folgt p1]q1 ... gs, also etwa p1]q1, p1 = g1, und dann nach Satz 1

P2...Pr=40q2...4s.

So fortfahrend ergibt sich die Behauptung.

Satz 6. In einem Integrititsbereich J gelte Hilfssatz 2, und die Sdtze 3,4. Dann
gelten die Aziome (I.) und (IL.) in J.

Beweis: a.) Aus a # 0 und b|a folgt a = bec. Ist namhch a = pi*t...phr,
b=p...p¥ und v; > 0, so gilt p7*|pi*ai, wo a; = ph? ... p#r den Faktor p;
nicht mehr enthélt.

Nach Hilfssatz 2 ist nun (p1,p2) =o0,..., (p1,pr) = 0. Folglich auch (p;,a;) = o.
(Aus (a,b1) = 0 und (a,b2) = o folgt (a,b1b3) = o elementar). Daher ebenso
(p7*,a1) = o, und daraus (p7*,pf a1) = pMm(“l’Vl). Denn zufolge der eindeutigen
Bestimmtheit der Exponenten ist p} echter Teiler von p7*, wenn n < m, also

(p¥r, pht) = phtinurn) (Aus (a,b) = o folgt elementar (a,bc) = (a,¢)). Daher
folgt p7* | pMm(‘“’Vl) d. h. v; £ Min(py,v1), also v; < py. Das ergibt, auf die
pa, ..., P, ausgedehnt, in der Tat a = bc. Daraus entnimmt man zufolge Sétzen

3,4 ohne weiteres Axiom (I.).

b.) Sei p gebrochen, geniige aber einer algebraischen Gleichung in J mit
hochstem Koeffizienten 1. Dann

betrachten wir das Ideal m = (1, u, 2, ... ). Dieses ist gebrochen. Es besitzt
aber eine endliche Basis 1, i, ..., u"~%, wenn r der Grad der Gleichung fiir u. Es

ist also demgemaﬁ wenn [ = mlt ganzen B,yist my"l =a ein ganzes Ideal

inJ,d h.m= . Nun ist ersmhthch m? = m. Also folgt 2(7 7 = Wa*l oder

a?=a-""! Wegen Sitzen 3,4 folgt hieraus (y"~1) = a, d. h m = o, wihrend
doch m gebrochen ist. Also muff Axiom (II.) gelten.



Integraltheorem f. Polynome einer Verdnderlichen. (27.9.1927) 347

4.10 Das Integraltheorem fiir Polynome einer
Veranderlichen. (27.9.1927)

This is the local-global theorem for roots of irreducible polynomials with coef-
ficients in a number field. Hasse mentions that the proof was the outcome of
a conversation between R. Brauer, H. Prifer and himself in September 1927.
(This conversation took place during the annual meeting of the “Deutsche Ma-
thematiker Vereinigung” in Bad Kissingen in September 1927.) At the end Hasse
writes down a counterexample showing that the result does not hold for reducible
polynomials. He had obtained this counterexample from Artin. (Artin had not
attended the meeting in Bad Kissingen.) Some years later Hasse published this
local-global theorem in the “Mathematische Annalen” [Has32|. The reason for
publication was a paper (by Udo Wegner) where it was erroneously claimed that
the said local-global theorem holds without the irreducibility assumption. Hasse
corrected this statement. He first gave Artin’s counterexample which he recalled
from this entry, and then presented the proof from this entry.

(27. IX. 27).

Satz. Es sei f(x) ein irreduzibles Polynom in einem algebraischen Zahlkorper
k endlichen Grades. Dann und nur dann, wenn die Gleichung

f(z)=0(p)
fiir jede Primstelle p von k lésbar ist, ist auch die Gleichung
flx) =0

in k losbar (d. h. f(x) linear).

Beweis: a.) Ist f(z) = 0 in k 18sbar, so auch f(x) =0 (p) fiir jede Primstelle p
von k. (f(z) ist dann linear).

b.) Sei f(z) = 0 (p) fiir jede Primstelle p von k lésbar. Sei K der durch
f(x) = 0 bestimmte Relativkérper iiber k, und K der zugehdrige Galoissche
Relativkorper, & seine Gruppe. Wird & durch die Permutationen der n konju-
gierten Kérper K zu K, wo n der Grad von f(z) ist, dargestellt, so gehort
K zu der Untergruppe, die das Permutationssymbol K festlafit. Der Typus der
Zerlegung eines nicht in der Relativdiskriminante von K aufgehenden Prim-
ideals p von k in K ist dann bekanntlich gleich dem Typus der Zyklenzerlegung

IV, 56
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der p beziiglich K zugeordneten Klasse von &. Nach Voraussetzung haben nun
alle diese p in K einen Primfaktor 1. Grades. In der zugeordneten Klasse von &
besitzt also die Zyklenzerlegung stets einen eingliedrigen Zyklus. Nach Tsche-
botareff (ibertragen auf Relativkorper) kommt nun jede Klasse von & wirklich
bei unendlich vielen Primidealen p vor. Somit &8t jede Permutation von & min-
destens ein Symbol ungeéndert. Sei g die Ordnung von &. Da f(z) irreduzibel,
ist & transitiv. Folglich ist die Anzahl der Elemente, die ein bestimmtes Symbol
festlassen, gleich £. Uberdecken sich diese Elementsysteme nicht, d. h. 158t jedes
Element von & auch nur eins der n Symbole fest, so liefert diese Abzdhlung den
richtigen Wert n - £ als Anzahl der Elemente von &, sonst einen kleineren. Da
aber das Einheitselement alle Symbole festlaft, kdme ein Widerspruch heraus,
wenn nicht trivialerweise g = 1 ist. Also ist g = 1, d. h. f(x) linea

Von der Voraussetzung wurde hierbei sogar nur der auf die Nichtdiskriminan-
tenteiler beziigliche Teil ausgenutzt, und auch hier nur soweit, als noch endlich
viele Ausnahmen zugelassen werden kénnen.

Folgendes Artinsche Beispiel zeigt, daf die Voraussetzung, f(x) sei irreduzi-

bel, wesentlich ist:
fla) = (2® = p)(2® — q)(«* — pq),

wo p, q verschiedene Primzahlen mit den (vertriglichen) Eigenschaften:

(p) = (q) =1, p=1 mod.8.
q b

*) Der gruppentheoretische Schluf entstammt einer gemeinsamen Uberlegung von R. Brau-
er, H. Prifer und mir auf der Fahrt nach Kissingen, 18. IX. 27.
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4.11 Reduktion der Frage betr. primitive Wur-
zeln. (28.9.1927)

This is a continuation of the entry of September 27, 1927 on primitive rootsE.
The result is a reformulation of Artin’s conjecture in terms of estimates on the
order of magnitude of certain sets of prime numbers. Hasse had written this to
Artin and he replied: “One should check again the whole prime number theory
with (x) <7 with estimates as good as possible. ..”. See [FRO§|, section 17.2.

(28. IX. 27).

Im AnschluR an S. 45%] ff noch folgendes:
Um die a. S. 47E| herausgeschélte Relation

Py(N) Cq Cq
< , ————  konvergent
P(N) “qlg—1) g q(g—1)

zu bestéatigen, geht man zweckméfig nur darauf aus ein von ¢ und N unabhén-
giges ¢ zu finden, sodaf

Py(N) < c

P(N) ~q(g—1)
fiir alle ¢, N ist. Das geniigt ja. Es macht nichts aus, wenn das Argument N
geandert wird:

mqg(x) = Anzahl der p < z, denen E, zukommt, d. h. die in
K, = R((y, ¥/a) voll zerfallen.
m(x) = Anzahlder p< .

Dann ist zu zeigen:
g c
/) _
m(x) qlg—1)
Da E, einem p nur zukommt, wenn g|p — 1 ist, ist 7y(z) = 0 fiir < ¢, sodaf

es geniigt, die Relation fiir ¢ < z zu beweisen.
Nun ist bekanntlich

fiir alle g, x.

1 . Cy T
@) = DM@ < =1 vee

. x
|7w(x) — Li(z)| < 076\97@ .
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IvV,59  Dabher:

()_; (z) cEtC
T T S dlg— 1) Ve

mq(2) 1 ‘< C+Cy x <BC+Cq lgx
m(z)  qlg—=1)| " qlg—1) n(z)eVe 2  eView

wo B eine neue, von ¢ unabhéingige Konstante. Also:

7q(2) - 1 C+C, lgx .
m(z) ~qlg—1) q(q—1) eVigw

Um nun die rechte Seite < ﬁ zu bekommen, muf

lgx
1+B(C+Cq)e3ﬁ <c
sein. Es kommt also darauf an, die Beschranktheit von C, % zu beweisen,
e x

d. h. wegen g < x auf:

o =0
T lgq |

Gilt diese Tatsache, so ist die Artinsche Formel richtig.
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4.12 Eine Ostrowskische Aufgabe. (28.9.1927)

It appears that Hasse had learned this problem during the meeting of the “Deut-
sche Mathematiker Vereinigung” in Bad Kissingen in September 1927. Same for
the problems in the next entries.

IV, 60
(28. IX. 27).

(Siehe dazu J. B. d. D. M. V. 34 (1926), S. 157 und 35 (1926), S. 89).

LEir alle komplexen z ist |lg(1 4+ )| = 1g(1 + |x|), wo links eine be-
liebige Bestimmung des Logarithmus, rechts der reelle Logarithmus
zu nehmen ist. Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir z = |z|.“

Beweis: Mit 1g(1 + =) = y lautet die Behauptung
ly| 2 1g(1 + [e” — 1),
d.h.

elvl

eV =1

o0 yV
2

1+ |e¥ —1|

elvl — 1

o |y|”

A IV

A
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4.13 Eine Knoppsche Aufgabe. (28.9.1927)

v, 61
(Mitgeteilt in Kissingen, September 1927)

(28. IX. 27).

,Die Ungleichung 1?11 + -+ 1% < 1 ist moglichst gut, d. h. mit
moglichst grofem Wert der linken Seite, bei gegebenem n durch

natiirliche Zahlen k, zu l6sen. Vermutet wird, dafs dies fiir jedes
n durch die Folge

kh=2, k,=ki--k,_1+1
geleistet wird.“

Es ist leicht zu sehen, daf dies fiir n = 2, 3,4 richtig ist. Ferner, daf k,, nicht
besser gewahlt werden kann, wenn ki, ..., k,_1 wie angegeben bestimmt sind.
Herr Grandjot soll im Besitz einer von anderer Seite gegebenen Losung sein.

P.S. 4. X. 27. Auskunft Grandjots: die Aufgabe riihrt eigentlich von Kellogg
her. Sie ist gelost durch Curtiss, American Mathem. Monthly 29, 380—387.

(Siehe genaue Ausarbeitung in Tagebuch V, S. QEED
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4.14 Eine Brandtsche Aufgabe. (28.9.1927)

IV, 62
(Mitgeteilt von H. Brandt, Kissingen, September 1927)

(28. IX. 27).

,Einen Kreis mit Zirkel und Lineal in n inhalts— und umfangsgleiche
Teile zu teilen.”

Loésung:

I | | | | | | |
F T T T T T T 1

Die Inhalte der Teile eines Halbkreises verhalten sich wie die ersten Differenzen
von

0%,12,2%, ..., n?

d. h. wie
1,3,5,...,2n— 1

Je zwei komplementére zusammengenommen ergeben also inhaltsgleiche Teile.

Die Umfénge der Teile eines Halbkreises, von den nachher nicht zu berticksich-
tigenden geradlinigen Stiicken abgesehen verhalten sich wie

0+1,1+2,...;,(n—1)4+n

d. h. wieder wie
1,2,3,...,2n — 1.

Daraus folgt die Umfangsgleichheit wie eben.
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4.15 v.d.Waerdens Losung einer Baudetschen
Aufgabe. (28.9.1927)

It appears that van der Waerden had talked about this topic at the DM V-meeting
in Kissingen, September 1927 and Hasse had taken notes. Van der Waerden
published this proof in [vdW2T|. It has been included in the book by Chintchin
“Three Pearls of Number Theory” [ChibI|. Later van der Waerden reported how
he had obtained this proof in [vdW98.

(Mitgeteilt in Kissingen, September 1927)

(28. IX. 27).
Die urspriingliche Baudetsche Aufgabe lautete:

st irgendeine Einteilung aller natiirlichen Zahlen in 2 Klassen gege-
ben, so gibt es in mindestens einer der beiden Klassen eine arithmeti-
sche Progression von einer vorgeschriebenen Anzahl ¢ von Gliedern.*

Zum Induktionsbeweis wird die Behauptung folgendermafien erweitert:

»Zu irgendzwei natiirlichen Zahlen k, ¢ existiert stets ein ng(k, £), so-
daf, wenn irgendeine Einteilung aller natiirlichen Zahlen bis ng(k, ¢)
in k Klassen gegeben ist, in mindestens einer Klasse eine arithmeti-
sche Progression von ¢ Gliedern vorkommt.*

Beweis: Die Behauptung stimmt fiir £ = 2 und beliebiges k, némlich mit
no(k,2) = k + 1, weil bis k 4 1 sicher ein Zahlenpaar in einer der k Klassen
vorkommt. Angenommen, die Behauptung sei richtig fiir £ — 1 und beliebiges k.
Dann zeigen wir ihre Richtigkeit fiir £ und beliebiges k so:

Wir betrachten, wenn nq, ..., ng_1 beliebige natiirliche Zahlen sind, mit de-
ren Verwendung gebildete Systeme 1-ter, ..., (k — 1)-ter Ordnung. Unter dem
System 1-ter Ordnung S((Il) sei die Folge der natiirlichen Zahlen {a,a+1,...,a+
(ny—1)} verstanden, unter dem System 2—ter Ordnung S((IQ) die Folge der Syste-

me 1-ter Ordnung {Sél)7 Séi)l, R S((li)(nrl)}7 u. s. f. Dabei bedeutet a jeweils
irgendeine natiirliche Zahl. Ist nun eine Einteilung der natiirlichen Zahlen in &

Klassen gegeben, so bewirkt diese zunéchst eine Einteilung der Systeme 1-ter
Ordnung in k™ Klasse wenn ndmlich S((ll) und S lgl) dann und nur dann in die

*) Genauer: hichstens k™1 Klassen. Wir zéhlen aber leere Klassen in beliebiger Anzahl mit.
Beziiglich der Behauptung und der Induktionsannahme macht das gar nichts aus.
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gleiche Klasse gerechnet werden, wenn a+v und b+v fiir jedesv = 0,1,...,n1—1
in derselben Klasse sind. Ebenso wird dadurch eine Einteilung aller Systeme 2—
ter Ordnung in k™™ Klassen bewirkt, wenn namlich S((lz) und 5152) dann und

nur dann in die gleiche Klasse gerechnet werden, wenn S((lﬁz,, und S&)V fiir jedes
v=0,1,...,n9 — 1 in derselben Klasse sind, u. s. f.Die Systeme einer Ordnung

sind den natiirlichen Zahlen eineindeutig zugeordnet. Es hat also einen Sinn,
bei ihnen von einer arithmetischen Progression zu reden und die Induktions-
annahme auf sie anzuwenden. Wir wéhlen nun die Léngen nq,...,ng_1 dieser
Systeme folgendermafsen:

—1
2”0(k>€ - 1)3 na Z

-1
e M1 z m 0(]4;"1"2"'"""2,6— 1).

mié no(k™,0—1),...

Nach der Induktionsannahme gibt es nun zunéchst eine Klasse unter den Syste-
men (k — 1)—ter Ordnung, in der eine arithmetische Progression ¢ — 1 Gliedern
vorkommt. Thre Differenz sei dj_.

Wir bezeichnen sie symbolisch mit

SV v adir (ko1 =0,...,0-2).
In S,(li;l ) gibt es ferner nach Wahl von ny_; eine Klasse von Systemen (k—2)—ter
Ordnung, die eine arithmetische Progression
k-2 _
Stgk_g) + Vg _odi_o (Vk;,g =0,... ,5—2)
von Systemen (k — 2)-ter Ordnung enthilt. Nach Definition der Aquivalenz von
Systemen sind nun, weil die Progression (k — 1)~ter Ordnung in einer Klasse
liegt, die Systeme der Progression (k —2)—ter Ordnung im ersten System St(lﬁ;l )
in einer Klasse mit den homologen, durch Verschiebung um vy _1dj_1 entstehen-
den Systemen (k — 2)—ter Ordnung, und weil die Systeme (k — 2)—ter Ordnung
Séﬁj ) + vi_odi_o selbst in einer Klasse liegen, natiirlich auch miteinander. Es
gehoren also zu ein— u. derselben Klasse alle Systeme:
SHE=2) 4y odi—o + vp_1dp_1 (Vk—2,V%-1=0,...,0—2).

Ak —2

Wegen des Faktors ﬁ:—é bei der Definition von ng_; gehéren auch noch die

)

Systeme dieser Art mit vp_o = ¢ — 1 zu den St(lijll + vk _1dr_1 und sind daher

1V, 65

1V, 66
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in der gleichen Klasse, aber nicht notwendig in derselben, wie die iibrigen.

So fortfahrend kommt man schlieflich zu einer Klasse von Systemen O—ter
Ordnung, d. h. Zahlen, die eine arithmetische Progression

ao + vody (vo=0,...,0-2)
von Zahlen enthélt. Uber den ,,Anfang*:
A(vg, ..., vp—1) = ag + vodo + vidy + -+ - + Vg—2d—2 + Vp_1di—1
dieser Progression gilt dann nach der Konstruktion folgendes:

1.) Die Zahlen A(vy,...,vx—1) mit vy, ..., v5—1 = 0,...,¢—2 gehoren sdmtlich
ein— u. derselben Klasse & an.

2.) Die Zahlen A(¢ — 1,v1,...,vp—1) mit v1,...,v5—1 = 0,...,¢ — 2 gehoren
samtlich ein— u. derselben Klasse R, an.

3.) Die Zahlen A({ — 1,0 — 1,vq,...,Vk—1) mit vo,..., 051 = 0,...,£ — 2
gehoren sédmtlich ein— u. derselben Klasse R3 an.

k.) Die Zahlen A(¢{ —1,£—1,...,0 —1,vp_1) mit vp_1 =0,...,¢ — 2 gehoren
samtlich ein— u. derselben Klasse & an.

1.) Ist B2 = Ry, so enthéilt &; die arithmetische Progression ag + vodp mit
vg=0,...,£—1 von £ Gliedern.

2.) Ist Ry # R1, so kann K3 = Ry oder K3 = Ko sein. Ist K3 = Ky, so enthilt K
die arithmetische Progression ag+vy(dp+dy) mit vy = 0,...,¢{—1 von £ Gliedern.
Ist &3 = Ro, so enthilt Ky die arithmetische Progression ag + (¢ — 1)dy + v1dy
mit v; =0,...,¢—1 von ¢ Gliedern.

3.) Ist Ry # &1 und K3 # Ry, Ra, so kann Ry = K; oder By = Ry oder Ky = R;
sein. Ist R4 = K1, so enthélt K, die arithmetische Progression ag+vy(do+di+da)
mit vy = 0,...,¢£—1 von £ Gliedern. Ist 84 = Rs, so enthélt K> die arithmetische
Progression ag 4+ (¢ — 1)dg + v1(dy + d2) mit 1 = 0,...,¢ — 1 von ¢ Gliedern.
Ist R4 = Rs, so enthilt K3 die arithmetische Progression ag + (¢ — 1)dg + (£ —
1)d; + vods mit v5 =0,...,¢ — 1 von £ Gliedern.
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1,...,£ —1) doch in einer der k Klassen K1, ..., R liegen. Dann enthélt diese
Klasse die arithmetische Progression von ¢ Gliedern:

(lo—|—l/0(d0—|—d1—|-"'—|—dk_1), mit 19 =0,...,4—1,
wenn sie K ist,
a0+(€—1)d0—|—1/1(d1—|—-~-—|—dk,1), mit V1:0,...,€—1,

wenn sie Ry ist,
ag + (E — l)do + -+ (é - 1)dk_2 4+ vp_1dg_1, mit vp_1=0,...,0—1,
wenn sie Ky, ist,

Damit sind alle Moglichkeiten erschopft und daher ist der Beweis erbracht. Es
eriibrigt sich, die nach dem Beweis jedenfalls, wie fiir die Induktion erforderlich,
nicht von der Klasseneinteilung abhéngige Grenze ng(k,{) abzuschétzen. Zu
dem Zweck bemerken wir zunéchst, daf die obigen Abschitzungen (S. 65|ED wie
folgt verschérft werden kénnen:

n = no(k,l—1)+ [%}
ny = mno(k™,0—1)+ [%}
ng—1 = mno(k™ ™20 —1)+ [”o(knl'”’;’i?,zfl)ﬂ] .
Fiir die Differenzen dy, ..., d;_1 hat man ferner
dy < %
d, < %}

no(k™ k=1 0—1)—1
dkfl g |: o 7—2 ) ] .

Dies bezieht sich natiirlich durchweg nur auf ¢ > 2, wihrend der triviale Fall 1v, 69
¢ = 2 als Ausgangspunkt fiir die Rekursion zu nehmen ist. Da die maximal weit
erstreckte Progression von ¢ Gliedern beim Beweis das letzte Glied

a0+(€—1)d0+~--—|—(€—1)dk_1
hat, ist also nur noch ag nach oben abzuschéitzen. Man hat nun ersichtlich

ak—1 = no (kM 0= 1) — (0= 2)dg—a
ap—2 = ap—1+ (ng—1 — 1) — (0 — 2)dix—2
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Das ergibt also:

no(k‘,ﬁ) §’I’L0 (knl"'nk71,€ — 1) + (nk_l - 1) + -+ (’I’Ll — 1)
—(0=2)(do+--+dp—1)+ (L —=1)(do+ -+ dip—1)
no(k,f) é’ﬂo (knl”‘nk_l7f — 1) + (nk_l — 1) + -4 (77,1 — 1)
+ (do + -+ +dp—1),

und somit als mogliche Wahl

nO(kvg) =N (knlmnkilae - ]-) + no (knlmnkizvg - 1) + g (kae - 1)

ng (k™m0 —1) —1
—(k—-1
-1+ | —
ng (K™Mm=2 0 — 1) —1 no(k,0—1)—1
2 ([ - L ,
wo die Exponenten nq,...,ni_1 sich nach S. 6&5 bestimmen, und wo die Re-
kursion nach ¢ mit

beginnt.
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5.1 Ein Satz iiber das m—te Normenrestsymbol.
(3.10.1927)

Hasse verifies the formula describing the behavior of the Hilbert morm symbol
with respect to addition. Today this is well known, and in the case of a prime
exponent £ it was also well known to Hasse. But we note that the norm residue
symbol as considered here belongs to an arbitrary exponent m. The possibility
of dealing with an arbitrary exponent arose after Artin had obtained his general
reciprocity law. That had happened three months prior to this entry, in July 1927.
Artin had immediately informed Hasse about his achievement. They had then
arranged that Hasse should develop the general theory of the norm symbol, based
on Artin’s reciprocity law. Hasse did so and his paper appeared in 1927 in Crelle’s
Journal [Has2Th|, almost at the same time as the appearance of Artin’s paper in
the “Hamburger Abhandlungen” [Art27|. But the formula as given here does not
appear in the cited paper of Hasse. Instead, it appears in Hasse’s later paper of
1929 on the explicit reciprocity law [Has29]. The proof given there in §1 is almost
verbatim the same as in this entry. We can regard this entry as the blueprint of
§1 of that paper. The rest of that paper is modeled after the next entry,ﬂ

(3. X. 1927).

Sei k ein algebraischer Zahlkérper, der die m—ten Einheitswurzeln enthdlt
und «, 3,7 irgend drei Zahlen # 0 aus k, die durch die Relation

at+ =2

verbunden sind. Bezeichnet dann (...,...), das m—-te Normenrestsymbol nach
irgendeiner Primstelle von k, so gilt die Relation

(@, B)m = (@, 7)m (Vs B)m(=1,7)m -

Beweis: Sei zunéchst € eine beliebige Zahl = 0,1 aus k, und sei
§=¢&  (m=pm)

mit maximalem p, sodal k( 3/€) = k({/&) vom Grade [z iiber k ist. Bezeichnet
N die Relativnorm von diesem Korper nach k, so ist

N(1—{/&)=1-¢&
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und folglich
(1—-¢&, &)z =1

Bezeichnet nun ¢, eine beliebige p1~te Einheitswurzel, und ersetzt man hierin &g
durch (&, so darf im rechten Glied wieder einfach &, gesetzt werden, weil ja
(u eine fi-te Potenz in k ist. Somit ist auch

(1 —Cuéoé0)p =1

fiir jedes ¢, . Daraus folgt

(1=&6m=01-&,&)m=0-& &)m=]0- G &) =1
Cu

(Einfacher lautet der bisherige Schluf so: Weil 1—(,,&p fiir jedes ¢, Relativnorm
aus k({/&y) = k( R/€) ist, gilt dasselbe auch fiir 1 — ¢ = ng(l — uéo)-)

Setzen wir nun 5= £, sodafs % =1 — ¢ ist, so folgt
(%)
Y V) m

(a,ﬂ)m(a’y)nzl (776);3 (777)7)7, =1
(@ B)m = (@, 1) m (7 B)m (7, V)

also

Es sei nun

T=2  (m=un)
mit maximalem fx, und N bezeichne die Relativnorm aus k( x/7) = k({/70)-
Dann ist, wenn (3 eine primitive zi-te Einheitswurzel ist,

mE=—1)

N(¥v) = G 7 2w=(=D""%n
N(TA") = Gy = (—1pF Dy = (—1)(—1)h= 1 (=)

Nun ist erstens (—1)*# = N(—1)*. Zweitens ist auch (—1)*~ stets Relativnorm;
fiir ungerades p ist das klar, ebenso fiir gerades p und ungerades 7i; sind aber
p und & beide gerade, so enthélt ja k eine primitive 2i-te Einheitswurzel (o
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und es ist —1 = Cgﬁ wieder Relativnorm. Zusammengenommen folgt also, dafs
—~ stets Relativnorm aus k( g/7) ist. Daher ist

(V?’Y);nl = (7777)7;1(71’,7)7711 = (7177);3 = (71’,-)/)7”7

was die Behauptung ergibt.
Fiir ungerades m kann natiirlich der Zusatzfaktor (—1,7),, weggelassen
werden.

(Einfacher lautet der SchluR iiber (—1)*~! so: Es ist stets (—1)*~1

N (ggl) Denn Cﬁgl ist ersichtlich stets in & und N ((5{1> = gﬁ(“_l) =

4= — (—1)#~1. Demgemik ist also stets

—y =N ((~0rch ! 73") )
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5.2 Zum expliziten Reziprozitatsgesetz im Kor-
per der ("—ten Einheitswurzeln. (4.10.1927)

This is the attempt of Hasse to deduce explicit formulas for the reciprocity law
with respect to an arbitrary prime power ™, in the field of £™-th roots of unity.
He uses the Hilbert symbol which he had defined in his paper [Has27h] on the
basis of Artin’s general reciprocity law. The method in this entry goes back to Fi-
senstein [Eisb0]. It was Artin who had pointed out Eisenstein’s method to Hasse.
Although Hasse was able to obtain explicit formulas he was not quite satisfied
because there appeared a certain operator S which is not canonicalEl Therefore
Hasse postponed publication while trying to get better formulas. Apparently he
did not succeed, and one year later, in November 1928, he sent his manuscript
with essentially the same formulas to Artin who accepted it for the “Hamburger
Abhandlungen” [Has29). See also [FROS8|, section 17.5. See also the entry of Oc-
tober 16, 1928.%]

(4. X. 27).
(Siehe hierzu weitgehend schon Eisenstein, Crelle 39 (1850), S. 351-364).

Sei £" eine ungerade Primzahlpotenz, ¢, eine primitive £"—te Einheitswurzel,
An = 1 — (, der Primteiler von ¢ im Korper k,, der £"—ten Einheitswurzeln.
Ich setze fiir jedes a = 1
Na=1— /\7(11

Dann gilt ersichtlich
Na+b = b + )‘I;an

Bezeichnet also (14, m) den Umkehrfaktor fiir das ¢"—te Potenzrestsymbol in
kn, d. h. als Normenrestsymbol geschrieben:

1
(Na, ) = (n(;:nnb> )

so gilt nach dem in der vorigen Eintragung bewiesenen Satz

(A2 70 m6) = (A2 Tatv) (Mastbs M),

also

(Mas ) = (Mas Natb) Matvs M) (A Matn) (Ao, mp) 71
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Da A, prim zu den 7 ist, gilt nach der Produktformel

Ao N AN AP
= (22). ot (5)- ()

Folglich ist

A\
(Ma> M) = (N> Natb) Natb, M) ( ) ;
MNa+b

und hierin ist auch noch der Zusatzfaktor (n’\:b

Wenn diese Formel iteriert wird, bis die rechts auftretenden Umkehrfaktoren
samtlich eine /"—priméare Komponente enthalten, so entsteht:

An Plata’d
o) =T1 ()

. Npa+qb

b
) =1, wenn a + b prim zu £ ist.

Es handelt sich jetzt um die Bestimmung derjenigen Paare positiver ganzer p, q,
die hier auftreten. Von diesen brauchen dann immer nur die beibehalten zu
werden, fiir die pa + gb = 0 mod. ¢ ist.

Da der Ubergang von (a,b) zu (a,a + b) und (a + b,b) je eine Modulsubsti-
tution ist, entstehen jedenfalls nur teilerfremde Paare p,q. Wir haben nun das
folgende System fiir die Entstehung der Zahlenpaare p, g:

(10 01) 0
[0 11) (11 01)] 1

[0 21) (21 11)] (a1 12) (12 01)] 2

ANANANA

[o31) (3121)] [(2132) (3211)] [(1123) (2312)] [(1213) (13 01)] 3

Dabei stehen in der O-ten Zeile (Numerierung rechts) die beiden Ausgangs-
paare (10 01) entsprechend (la + 0b,0a + 1b), dann in der 1-ten Zeile die
[(la + 0b,1a + 1b) (la + 1b,0a + 1b)] entsprechenden Paare, u.s. f. Je zwei
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zusammengehorige Paare, die durch runde Klammern verbunden sind, mégen
ein ,Quadrupel” heifsen und je zwei Quadrupel mit demselben ,Stammquadru-
pel“, die durch eckige Klammern verbunden sind, ein , Biquadrupel“. Ich beweise
nun folgendes iiber die in der r—ten Zeile stehenden Biquadrupel

[(0"q" pa) (pa P'd)],

wo
p:p//+pl q:q1/+ql
ist:

Die Zahlenpaare p,q durchlaufen alle und nur diejenigen Paare positiver
ganzer teilerfremder Zahlen, fir die der gewdhnliche Kettenbruch

1
gzal—i—il:[al,...,a,,] (a1 2 0,a0 2 1,...)

gerade die Quersummen
ar+---+a,=r

hat. (Das ist unabhingig von der Zweideutigkeit der Kettenbruchentwicklung
von %, die ja stets mit einer geraden oder mit einer ungeraden Anzahl v von
Teilnennern geschrieben werden kann, indem man einen Schlufinenner 1 beifiigt

/ "
oder wegschafft). Ferner sind dabei % und % die vorletzten Ndherungsbriiche,
’ 1
und zwar Z bei gerader, % bei ungerader Teilernenneranzahl v, wodurch dann

p',q undp”,q" eindeutig bestimmt sind.

Die Reihenfolge bestimmt sich nach abnehmender Grifle von g (und zwar

. pf/ p//
sogar inkl. der & )

7 q//

Wir beweisen diese Behauptungen durch Induktion nach r. Fiir r = 1 gibt
es nur die beiden Zerlegungen

1=1=0+1

mit den erforderlichen Bedingungen, die den beiden Darstellungen

7 =[] =1[0,1]

V,9
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entsprechen. Die zugehérigen Schemata fiir die Ndherungsbriiche lauten

1 1
0 0

1
1
1

[
=] Ren)

0 0
1 1
Demgemaifs sind die Behauptungen fiir » = 1 richtig.

Seien sie schon fiir 7 — 1 bewiesen (r > 1). Dann betrachten wir die Entste-
hung eines Biquadrupels der r—ten Zeile aus seinem Stammquadrupel:

(p//q// p/q/ ) 7,, _ 1
("' pa)  (pa P'd")] r
p=p"+p’ a=q"+q

und unterscheiden die beiden Fille, dak p’, ¢’ oder p”,q” in der Mitte des Bi-
quadrupels der (r — 1)—ten Zeile steht.

a.) p',q steht in der Mitte des Biquadrupels der (r — 1)—ten Zeile.

Es bezeichne matrizenméifig:

0 1 0 1
(1 0) ()
Vordere bezw. hintere Multiplikation mit T" bedeutet Zeilen— bezw. Spalten—

Vertauschung.
Nach Annahme hat der Kettenbruch mit ungerader Teilnennerzahl:

/

]il = [al,...,agu_l]
q

die Quersumme
ap+ - tag1=r—1

und den vorletzten Ndherungsbruch % Bekanntlich bedeutet das die Matrizen-

gleichung
11 /
(Z,, 7;,) =TAa, .. Aay,_,-
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7

Daraus folgt:

)

11
0 1

<p// p> _ (p// p// +p/> _ (p// p/> (1 1)
q// q q// q// + q/ q// q/ 0 1
1 1 0 1
- TAa1 e Aa2y—1 <0 1> - TAal e Aﬂzu—z (1 Aoy —1
0 1
= TAa1 - Aa2V72 1 agy i +1 = TAa1 <. A(l2V—2A(l2u—l+1
p/ P _ p/ p// +p/ _ p// p/ 0 1
q/ q q/ q// + q/ q// q/ 1 1
0 1
= TAu o Aag i (] 1) =TAw o Aay AL
also die Relationen
E = [ala ceeyQ2p—2,02,-1 F 1} = [ala sy A2p—1, 1]

1
mit den Quersummen r und den vorletzten Naherungsbriichen % bezw.

gerade in der Weise, wie behauptet.

b.) p”,q" steht in der Mitte des Biquadrupels der (r — 1)—ten Zeile.

P

Q

Nach Annahme hat dann der Kettenbruch mit gerader Teilnennerzahl

die Quersumme

7
) a2u]

q// = [al,..

a4+ ---+agy =r—1

und den vorletzten Naherungsbruch fl’—j. Also ist jetzt

/ //
(0 1) =T

Daraus folgt dhnlich wie vorher:

p//
q//

/
("

p
q

p
q

)
)

(p// p//+p/>
q// q// +q/
TA,, ... A, Ay
_ (p/ p/l er/)
q/ q// +q/
TA,, ...A

‘ a2y —1

p/
((f
p/
<Q’

Aaz;ﬂr

A, .

p// 1 1
q// 0 1

1

’
)

Vv, 11
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also die Relationen

p
6 = [a17~~';a21/71} = [ala"'aa2v—laa2v+ 1}

" ’
mit der Quersumme 7 und den vorletzten Naherungsbriichen % bezw. %, gerade
in der Weise, wie es sein soll.
P
!

Da ferner in beiden Féllen nach Annahme Z—:,, > L ist, folgt ohne weiteres

/! /

>=>

3
[SHRS
Q|3

1

q

was die Behauptung iiber die Reihenfolge ergibt, wenn man bedenkt, dafs 2—::

fiir das vorangehende Biquadrupel der r—ten Zeile die Rolle von z—;, und % fiir

das nachfolgende Biquadrupel der r—ten Zeile die Rolle von p—:; ibernimmt.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daf wirklich jedes Paar p,q mit Ket-
tenbruchquersumme 7 in der r—ten Zeile vorkommt. Auch das folgt aus der
vorstehenden Induktion. Denn der Kettenbruch 2 146t sich stets in einer (und
nur einer) der beiden Formen a. S. 10%] o. 11%] unten schreiben, je nachdem
er, auf den Schlufinenner 1 gebracht, eine gerade oder ungerade Teilnenner-
zahl hat. Da aber in der (r — 1)—~ten Zeile nach Annahme das Paar p’, ¢’ mit
- [a1,...,a2,—1] bezw. p”,¢" mit Z—:: = [a1,...,a2,] als mittleres Paar vor-
kommt, folgt dann das Vorkommen von p, ¢ als mittleres Paar in der r—ten Zeile,
eben nach obigen Rechnungen.

Es sei noch bemerkt, dafl p, g als mittleres Paar eines Biquadrupels auch an
nur einer Stelle des Schemas vorkommt. Denn die Zeile ist durch die Quersumme
des Kettenbruchs g eindeutig bestimmt, und die Stelle dann durch die Grofe

des Bruchs g.
Ich kehre jetzt zu der Formel a. S. 7|E|oben zuriick. Durch das Vorhergehende

ist gezeigt, dafs dort p, g alle Paare positiver, ganzer teilerfremder Zahlen durch-
laufen und p’, ¢’ jedesmal den vorletzten Naherungsbruch % bei Entwicklung

von % in einen Kettenbruch

p 1
§:a1+7:[a17~o~7a2y]
as + -.
2 ._’_7
azy

mit gerader Teilnenneranzahl.
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Unter Anwendung der Ergebnisse meiner gemeinsamen Note mit Artin
(Hamb. Nachr.) folgt dann

S (=52 (P atq'b)logn
(na’ nb) = C’rf ( A’n’ P pa+(Ib)7

oder auch

_ 1 plata’d _1\i,,((Patab)m
X (maty=1 77 Xprg Taren 2 p=oeny (D u(PHI™)

(Na> ) = Cn ,

wo iiber die oben genannten p, ¢ nebst den zugehorigen p’, ¢’ zu summieren ist.
Es kann iiber alle diese p, q summiert werden, oder aber auch nur iiber solche
fiir die

pa + gb =0 mod. ¢

ist. Die Summation tiber m braucht ferner nur iiber das Intervall

" < m(pa+gb) < nl™ — (n— 1)t
erstreckt zu werden, wodurch dann auch die Summation iiber p, g auf endlich
viele Paare beschrankt wird.

In der Formel a. S. oben kann wegen (n’\—ib)b = (5‘—%)71}7 weil ja A2\ =

a8 =1 mod. 1,4 ist, auch —(p”a + ¢"'b) statt +(p’a + ¢'b) geschrieben wer-
den, sodaf also in Anderung der Bezeichnungen auch (—1)"(p’a + ¢'b) statt
p'a+ ¢'b geschrieben werden kann, wo p’, ¢’ sich aus p, g durch beliebige Ketten-
bruchentwicklung bestimmen und v die Anzahl der Teilnenner bezeichnet, d. h.
bekanntlich (—1)" = |pgp),

So erhalten wir also:

v platq’b i, (m(patgb
(D" Bl X mty=1 7z 2 o (omy (= DH (M)

7217,11
(77a777b) = Cn )

summiert iiber alle teilerfremden positiven p,q und alle zu ¢ primen positiven
m mit

pa+ gb =0 mod. ¢
" < m(pa+gb) < nl™ — (n— 1)

wobei jedesmal 2 der vorletate Néaherungsbruch von % und (—=1)¥ =

q’ /

p p
q q
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Schliefslich kann man noch m in p, ¢ hineinziehen:

_ 1 . platq’d _1\H,,(Patab
pa |p p:| pa+qb Z;LEU(E")( 1 “( W )
aaq

(Ma>Mb) = Cn )

summiert iiber alle Paare positiver p, ¢ mit (p,q,¢) =1 und

pa + gb =0 mod. ¢
" <pa+qgb <l — (n— 1)

wobei jedesmal 2 der vorletzte (voll gekiirzte) Niherungsbruch von £ ist.

Man sieht dieser Formel die triviale Tatsache

(77(1’ 7711) =1

an. Fiir a = b geniigen namlich immer gleichzeitig p,q und ¢,p den letzten
Bedingungen. Ist nun erstens p # ¢ und etwa p > q, so ist

[a1,...,a,] a1 =1

= [0,a1,...,a,]

VIS

Da dann

v

/
<Z, g) ~TAg, .. A, = AgAa, ... Ay

ist, folgt durch vordere Multiplikation mit 7"

!
(;, ]‘D ~TAyAg, ... Ay,

sodak ¢',p’ zu q,p gehort, wenn p’, ¢’ zu p,q gehort. Da fiir je zwei solche Lo-
sungen p,q und ¢,p alle Glieder im Exponenten, die Determinanten aber nur
bis aufs Vorzeichen, iibereinstimmen, heben sich alle solchen Glieder weg. Ist
zweitens p = ¢, so ist etwa (p,¢’) = (1,0) und im Exponenten stets

1 a 2pa

- — —H# .

P 2pa 2. Y M( M>
pu=0 (¢n)

Da hier der stérende Nenner a sich heraushebt, wihrend p ja prim zu £ ist
((p,p7 0 = 1), ist das = 0 mod. ¢", fillt also ebenfalls heraus. Speziell fiir
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n = 1 erhilt man einfach:

b platq’b
P:q |p p’/
qq’

(Na>m) = ¢ ,

summiert iiber alle positiven Losungen p,q von

pa+qb="/
und den vorletzten Néherungsbruch 5—; von g. Wir kénnen das so umformen:
Aus
pa+gb = £=0 mod./
b _ P p/
pg —qp q q
folgt
/
p(pla+qb) = b z 5, mod. ¢
/
qpla+qb) = —a g p/ mod. ¢

p P

also, da p, ¢ von selbst prim zu £ sind, ebenso ,

)

‘a+q'b b
%E*E—g mod. ¢.
e p q

Folglich gilt:
> b - e
(Nam) =¢ " =G ‘,

summiert iiber alle positiven Losungen p, g von

pa+ qgb=1~¢.

Diese Formel ist zur schnellen numerischen Berechnung der Umkehrfaktoren

(Na, ) im Falle n = 1 besonders geeignet. Die Summationsbedingung v, 18
pa+qb="{

1aft sich noch vereinfachen. Wir unterscheiden zwei Falle:
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1.) (a,b) > 1.

Dann gibt es keine Losungen p, q. Folglich gilt:
(Nasm) =1, wenn (a,b) >1  (n=1).

2.) (a,b) =1.

Dann sei ag, by die kleinste positive Losung von

<
bag — abg =1, also {0:a0<a}

0 § bo < b
Ist dann p, g eine Losung, so folgt
a(p + bof) + b(q — apl) = ap + bg — (bay — aby)l = 0,

also die Existenz eines ganzen r, sodafs

S =

p+bl = rb (also mod. /)

hSERSY

—q+al = ra

ist. Fiir dies r gilt dann, weil p, ¢ > 0 sind,
b
Dp<r< Dy
b a

Umgekehrt folgt aus der Existenz einer ganzen Zahl r in diesem Intervall die
Existenz zweier positiver p, ¢ mit pa+gb = £. Und die p, g sind den r eineindeutig
zugeordnet. Folglich gilt

1

(novm) = (7, wemn (a,b)=1  (n=1),
summiert tiber alle ganzen r im Intervall

bo

ag ; = T

Ich will jetzt speziell fiir n = 1 aus den vorstehenden Formeln meine frithere
allgemeine Formel herleiten (Crelle 154, S. 105). Das braucht natiirlich nur fiir
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die Umkehrfaktoren (74,7) zu geschehen. Dazu bemerke ich, daf fiir positive
P, q gilt

=0 fir pa+qgb</?
b—1
<pa—;—q1 ) =1 fir pa+qgb="/¢
a =0 mod. ¢ fiir pa-+gb> /L.

Da die Formel, auf die ich hinaus will, fiir ¢ = 1 oder b = 1 trivial ist, werde
a > 1 und b > 1 vorausgesetzt. Es durchlaufe dann zunéchst p, ¢ alle positiven
ganzen Zahlen mit

sodafs insbesondere p,q prim zu ¢ sind. nach S. 17|E| unten und dem eben Ge-
sagten ist dann
L{a,b
(naﬂ?b) = Cl (@0)
mit

B b (pa+qgb—1
L(a,b):Zp( -1 )mod.é.

p,q

Mit einer bekannten, auch im ,leeren” Gebiet giiltigen Binomialkoeffizientenfor-
mel ist aber

GO I ST PR (G

kzg__lqb (pka ) ((gb - 1>qf?el— 1)+ k)

pa+qb—1\ = pa gb—1
(-1 A BTk

~
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Damit wird

L(a,b)

—ZlZZi(pa)( qb )k mod. /¢

pa P4m1 k t—k

= 1 (pa 1/ qgb
_;kzp<k>2q:q(f—k) mod. /.

p

Wegen 1 <pa</—-1,1Sgh</{—1giltnunfirl1 <k</-1

S = Ofl“”“(m) :“”k(pka>

p=h () a
0...4—1
1 L (ab k[ ab
ey = (M) = o0
v=—k (¢)

Folglich wird

{—1

L, (¢ 1, (kAP
L(a,b) = k-ZZSl <11> -ZZS& < 171 ) mod. ¢
P a

p q

e M) L [y A
Sl Cl Z ? . ZSl Cl Z 7 mod. g
p

q

S
=

k-
k=1

~ | =

Da nun wegen a > 1 und b > 1 die Spuren von Gliedern mit pa = £ oder gb = ¢
durchweg herausfallen, kann die Summation {iber alle positiven p,q erstreckt
werden. Das gibt aber

-1
1 1
L(a,b) = > k- 581 (¢ log ma) - 581 (¢ log i) miod. £,
k=1

also meine frithere Formel.
Fiir beliebiges n kann man die storenden p’, ¢’ ebenfalls loswerden, nach ganz
dhnlichem Muster, wie a. S. 17E| fir n = 1.

1.) a und b prim zu {.

Dann sind in der Formel a. S. 1@ unten p und ¢ prim zu £. Ist ferner pa + ¢b
genau durch ¢¢ teilbar, so kommt es im Exponenten nur auf p’a + ¢’b mod. £¢
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an. Wie a. S. 17E|folgt daraus

b1 +qb
~ X p patqb ZMEO (Z")(fl)ﬂﬂ(muq )

(Ma>m) = Cn
oder

1 i, (patab
+X 00 & Fatas 2 pzo ey (D H(PUET)

(7711» nb) =(n
und noch etwas einfacher:

_ Zp,q % Z“EO (en)(_l)u(pa;rgb;1)
(Mas M) = Cn wenn a und b prim

oder .
zu £ sind,

(na nb) = C:Zp,q % ZuEU (@”')(_1)“(pa/+tzb171)
summiert iiber alle positiven p, ¢ mit

(p,q,¢) =1 (nicht entbehrlich)
pa+gb=0 mod.¢ (jetzt nicht entbehrlich)
" <pa+gb <l — (n—1)0""'  (entbehrlich).

Aufer dem Fall 1.) interessiert fiir die beabsichtigte Anwendung nur noch
der folgende Fall 2.): v, 22

2.) a prim zu ¢, b= (™.

Dann ist jedenfalls ¢ prim zu ¢, weil sicher p = 0 mod. £ ist. Also libertragt
sich jedenfalls die zweite der obigen Fassungen:

+ a s (1M pq+ql™—1 ) )
(MasMen) = Cn i R uzo @ (D (5T wenn a prim zu £ ist,
summiert iiber alle positiven p, ¢ mit

(¢,¢) =1 (nicht entbehrlich)
p=0 mod. ¢ (jetzt nicht entbehrlich)
" S pat gl <l — (n— 1" (entbehrlich).

Ich gebe jetzt fiir beliebiges n im Falle
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a und b prim zu /

die entsprechende Umformung, wie oben fiir n = 1. Dazu bemerke ich zunéchst,
dafs in der Formel a. S. 21|E| die Summationsbeschrankung pa + ¢b = 0 mod. /¢
nebst (p, ¢, ¢) = 1 ersetzt werden kann durch die einfachere (p,¢) =1, (¢,¢) = 1,
wobei zwar iiberfliissige Glieder hineinkommen, aber nunmehr p und g unab-
hdngig von einander laufen, denn unsere Umformung klappt wegen (p,¢) = 1,
und die Glieder mit pa+ ¢b #Z 0 mod. ¢, wo (p,¢) = 1 ist fallen identisch heraus.
(Die Einschrankung (g, ¢) = 1, die nur aus Symmetriegriinden und im Interesse
des spéteren mitgefiihrt wird, ist vorldufig sogar entbehrlich). Wir haben also

(770,77717) = L@ it

Zoo Z - <pa + qbl_ 1) mod. 7.

(r0)=1 (@,0=1 L u=0(em) H =

pa+qgb—1 _Z pa qgb—1
p—1 N —~\k/\p—1-k ’
wo die Summation iiber k von —oo bis +o00 erstreckt werden darf. Diese Formel
folgt unmittelbar aus der Identitét

V, 23 Nun ist

(1 + x)par‘rqb*l _ (1 + x)pa(l + x)qbfl

durch Binomialentwicklung beiderseits. So ergibt sich

sen=- 3 130 3y (y)

(p,6)= (q =1 p=0(L") k
b—1

N d. e

- (u—l—k> e

PSSRl R RN

IH
Mé

auch fiir das Glied mit p — k = 0, weil (M‘ﬁ’:k) dann auch 0 ist. Weiter kon-
nen wegen (p,¢) = 1, (¢,¢) = 1 alle Multipla von ¢" fortgelassen werden, also
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zundchst der Faktor p, ferner k£ durch mod. ¢ kongruente ersetzt werden. Das
ergibt

=Yk Y Ly (™)

k=0 (p,6)= 1P =k (bn)
Z T (™) mod. e
e Ju

Nun ist

> (™) = s e,

v=Fk (L")

wo S die Summe iiber alle ¢!, (i =0,...,¢" — 1) bedeutet. Also wird

-1 1...00 1...00
D@ 1 \ab
(p,6)=1 (g,0)=1

n_1
= kZ:O k- ginS ((;k [log(l — AN = %log(l - /\ff)}) :

-Eins <g’,§ [1og(1 —aby — élog(l — A%)D mod. £,

Schlieflich gehe ich noch zu den Basiselementen

1...00

w(m)
Ta = H Nam'

(m,£)=1

iiber. Fiir sie wird V, 24

1.

w(m) ()
o= T1 T G 252

(m,0)=1(4,0)=1

Nun ist
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so folgt

(7ay7) = (om0 B ArS(CEND) FrS(CIAD)
as - 5n

fiir zu ¢ prime a, b.
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5.3 Losung der Knoppschen Aufgabe. (28.10.1927)

Solution of a diophantine problem which Hasse had heard from Knopp on the
DM V-meeting in Kissingen in September; see the entry of September 28, 1927
The problem is due to Kellogg [Kel21]. Hasse copies the solution given by Curtiss
[Cur22].

V, 25
(Nach Curtiss, 1. c. Tagebuch IV, S. 61|ED
(28. X. 27).
Unter einer n—Folge ¢, = (1, ...,2,) sei eine Folge natiirlicher Zahlen ver-
standen, fiir die
1
fn (In) = 1 1
T F——
endlich und positiv ist. Die Glieder einer n—Folge sind sdmtlich 2 2, und wenn
n 2 2 ist, ist hochstens ein Glied = 2.
Die zu beweisende Behauptung lautet dann:
Der Ausdruck f(xn) besitzt im Bereich aller n—Folgen t,, ein Maximum. Dies
wird einzig und allein fir diejenige n—Folge ¢, = ¥, angenommen, die durch die
Rekursionsformeln
kv—1=1, kyjy1—-1=(k,—Dk, (v=1,...,n—-1)
definiert wird, und hat den Wert
knt1 — 1= (kn, — Dk,.
V, 26

Satz 1. ¢, ist eine n—Folge mit f,(¢,) = kny1 — 1.
Beweis: Fiir n = 1 ist das richtig. Sei es fiir n — 1 schon bewiesen. Dann ist

1 1 1 1 1 1 1

fn(en) - fn—l(gn—l) Bl kn - kn -1 B kn (kn - 1)kn - kn-‘rl -1
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Fiir n =1 ist die zu beweisende Behauptung ersichtlich richtig, da fi(zr1) =
1_% im Bereich aller 1-Folgen r; = (21), d. h. aller natiirlichen Zahlen x; = 2
das 1Maximum 2 = ko — 1 hat, das einzig und allein fiir die 1-Folge 11 = ¢ =
(k1) = (2) angenommen wird. Ich setze daher im folgenden durchweg n = 2
voraus.

Ich nenne dann eine nach steigender Grofe geordnete n—Folger,, = (T1,...,Tx)

reduziert, wenn
(]-) f1§§2§"'§f1171<fn

(2) Tp = fn—l(infl ] +1

ist. Dabei bedeutet hier und im folgenden r,,_; = (Z1,...,Zp—1) den (n — 1)—
gliedrigen Anfangsabschnitt von X,,, der ersichtlich (unabhéngig von (1.), (2.))
eine (n — 1)-Folge ist.

Satz 2. Zu jeder n—Folge v,, existiert eine reduzierte n—Folge t,, derart, dafs

In =%, [foltn) = fu(t,), wenn g, reduziert,
InF Ty fn (ch) < fn (in)v wenn r, nicht reduziert.

Beweis: Es sei 1, nicht reduziert)} Dann ist entweder (2.) nicht erfiillt oder
(1.) nicht erfillt.
Ist (2.) nicht erfiillt, so ist auch

o= (21, 1,2 — 1)
eine (nicht notwendig nach steigender Grofe geordnete) n—Folge mit

fa(En) < fulrr,)-
Nach Definition der n—Folgen ist ndmlich

1 1 1
—— >0, also foo1(tn-1) < Zn,

Fatn)  fooi(tn-1)  an
d. h. auch

[fn—l(?n—l)] < Ip.

*) Alle vorkommenden n—Folgen seien, wo nichts anderes bemerkt ist, nach steigender Gréke
geordnet vorausgesetzt.
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Wenn nun (2.) nicht erfiillt ist, ist sogar

[fnfl(;nfl)} < Tp — ]-7

also auch
fn—l(?n—l) < ZTp — 15
d. h.
! L
fn(?ln) fn71(In71) Ty —1 ’
also ], eine n—Folge, und V, 28
1 1 1 1 1 1

fn(?%) - fn—l(?:n—l) B Ty —1 < fn—l(?n—l) Tn fn(xn) ,

also fp,(tn) < fu(x,)-
Ist auch fiir ¢, (2.) noch nicht erfiillt, so erhdlt man durch Verkleinerung eines

groRten Gliedes von r], um 1 eine neue n—Folge r) mit f,,(x),) < fn(zl), u.s. L.
Nach endlich vielen Schritten muf hierbei eine (2.) geniigende n—Folge erreicht
werden, da bei jedem Schritt die stets positive Summe aller Folgenglieder um 1
verkleinert wird.

Ich bezeichne die von g, zu dieser (2.) gentigenden n—Folge fithrende Opera-
tion mit V. Durch V entsteht also aus einer (2.) nicht geniigenden n—Folge r,
eine (2.) geniigende n—Folge Vr,, mit

falen) < fu(Vin).
Ist (1.) nicht erfiillt, so sei unter der Operation D der Ubergang zu
Dy, = (2a 221, .. 2Xp -2, xn—l)

verstanden. Das ist wieder eine (nicht notwendig nach steigender Grofe geord-
nete) n—Folge mit
fa(en) < fn(Dn).

Denn wenn (1.) nicht erfiillt ist, ist 2,—1 = z, , also
1 RS SANE SRS S N N 0 S
fn(Dxn) B 2 2331 2l‘n N 2 2 T Tn

BTN T
22 fn(En) S 2 fultn)’
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also

Fulen) = 5 - Ful Do)

Falls (2.) erfiillt ist, moge V, und falls (1.) erfiillt ist, moge D die Identitét
bedeuten.

Auf die nicht reduzierte n—Folge r,, mégen nun abwechselnd die Operatio-
nen V und D angewandt werden, d. h. sukzessive die n—Folgen Vi,, DVi,,
VDVy,,... gebildet werden, wobei natiirlich vor der Anwendung einer neuen
Operation stets nach steigender Grofe zu ordnen ist. Dies Verfahren werde so
lange fortgesetzt, bis eine reduzierte n—Folge f,, entstanden ist. Ich zeige, daf
dies nach endlich vielen Schritten wirklich eintritt, d. h. dak (V D)™ Vg, fiir hin-
reichend grofses N reduziert ist. Dazu beweise ich durch Induktion, dafs die

ersten N Glieder von (VD)NVy, die N ersten Potenzen von 2 sind:
(VD)YNVy, = (2,22%,...,2;..),

wenn (V D)N~1Vg, noch nicht reduziert ist.

Fir N = 1 ist das richtig. Denn ist Vg, noch nicht reduziert, so beginnt
nach obigem DV, mit 2, und folglich auch VDV, weil ja alle Glieder einer
n—Folge 2 2 sind.

Sei es schon fiir N — 1 bewiesen und (VD)¥ =1V, noch nicht reduziert.
Dann ist also

(VD)N vy, = (2,2%,...,2V 7 L)
und fiir diese n-Folge ist (1.) nicht erfiillt. Die auf 2V ! folgenden Glieder sind,
da (3 + 5 + -+ 3v=1) + gv=r = 1ist, > 2V~ (sonst keine n-Folge), also
mindestens in der Anzahl 2 vorhanden, d. h. N —1 < n — 2 (weil (1.) nicht
erfiillt), und

(VDYN "y, = (2,22, .28 X, o, X, X ).
Es ist dann
D(VD)YN "'V, =(2,2%,...,2V; 2X N, ..., 2X 0 Xnl1)

(nicht notwendig nach steigender Grofe geordnet). Da dies n—Folge ist, sind alle
auf 2V folgenden Glieder > 2V (wie oben), soda das grokte Glied unter den
n — N letzten vorkommt, und dies muf aus demselben Grunde bei jedem der
Einzelschritte von V so bleiben, sodaf in der Tat auch

VD(VD)N "Wy, = (VD)NVr, = (2,22%,...,2N; ..)



Losung der Knoppschen Aufgabe. (28.10.1927) 383

ist. V, 31
Hiernach ist entweder (VD)N Vi, schon fiir ein N < n — 2 reduziert, oder
das ist nicht der Fall und dann

(VD)"*Vy, = (2,2°,...,2"% X1, X01)
D(VD)" 2V, = (2,2%,...,2"7% X,,1)
(VDY YWy, = (2,2%... 277t 2anl 4,

also (VD)" 1V, auf alle Fille reduziert.

Da bei jeder Operation V oder D f,, vergréfert wird, wenn sie nicht die Iden-
titdt bedeutet, und da fiir nicht reduziertes r,, mindestens eine der sukzessiven
Operationen nicht identisch ist, ist damit die Behauptung bewiesen.

Fiir eine (n — 1)-Folge r,,—1 = (21,...,2n—1) werde

On1(tn-1) =1 Tn_1 (foo1(Ea1) +1)
gesetzt.
Satz 3. Fir eine reduzierte n—Folge t,, gilt
(3.) TISTeS STp1 = fao1(Tho1)

(4) fn(in) é wnfl(fn—l)'
Beweis: a.) Nach (1.) ist
Tp—1 < Ty,

und nach (2.) ist
Tn = [fa—1(Fn_1)] + 1.

Zusammen ergibt das

Tpn-1 § [fn—l(infl)] § fn—l(gn—l)a

also (3.). b.) Weil ﬁ als Bruch mit dem Nenner 7 ...T, und positiv ganz- V, 32

zahligem Zé&hler geschrieben werden kann, ist
fn(®,) ST1... T,
und folglich nach (2

)
fn(in) g f1 .. -Enfl([fnfl(in_l)] + 1) g @nfl(in—1)7
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also (4.).

Bemerkung: Durch Satz 2 und 3 wird eine obere Abschétzung von f,(z,)
gegeben die nur von der (n — 1)-Folge ,,_; abhingt, die zu der nach Satz 2
zur n—Folge r,, gehorigen reduzierten n—Folge r,, gehort. Die (n — 1)-Folge t,,_;
braucht natiirlich nicht reduziert zu sein. Das folgende kommt nur fiir n = 3 in
Frage.

Satz 4. Zu jeder (3.) geniigenden (n — 1)-Folge ¥,,_; existiert eine (3.) geni-
gende reduzierte (n — 1)—Folge ,,_, derart, dafs

in—l = En—l ) (Pnfl(in_l) = (Pnfl(in_l); wenn in—l reduziert,

in—l 7& fn—l ) @n—l(in—l) < wn—l(in—l)a wenn in—l nicht reduziert.

Beweis: Es sei f,,_; nicht reduziert, also dafiir (1.) oder (2.) nicht erfiillt.
Ist (2.) nicht erfiillt, so sei die Operation V wie im Beweis zu Satz 2 erklért.

Ist (1.) nicht erfiillt, so sei unter der Operation H der Ubergang zu

B (F1,. o Tns, 52 4 1, T22 (5"2*2 + 1)) fir Tp_o=0(2)
Hxn—l -

Tty Tz, 22 7, T2y fir 7, 5 =1(2)

verstanden. Das ist wieder eine (nicht notwendig nach steigender Grofe geord-
nete) (n — 1)-Folge mit

fn—l(in—l) = fn—l(Hin—l)'

Denn es ist wegen Z,,—o = Tp,—1

1 1 2
= + = ==
Tp—2 Tn—1 Tn—2
1 1
In 2 (1’ )
o 1 1
Ty 2+1 + Ty_oF1
e T2

Falls (2.) erfiillt, mége V, und falls (1.) erfiillt, mége H wieder die Identitét

bedeuten.
Auf die nicht reduzierte (n — 1)-Folge T,,_; mdgen nun abwechselnd V' und
H angewandt werden, d.h. sukzessive die (n — 1)-Folgen V7, ,, HVT, 4,
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VHVE,_i,... gebildet werden, wobei natiirlich wieder jedesmal vor der An-
wendung einer neuen Operation nach steigender Grofse geordnet wird. Dies
Verfahren werde fortgesetzt, bis eine reduzierte (n — 1)-Folge T,,_; entstanden
ist. Ich zeige, dafs dies nach endlich vielen Schritten wirklich eintritt, daf also
(VH)NVE, _, fiir hinreichend hohes N reduziert ist, ferner, daf die Bedingung
(3.) bei V und H invariant ist, schlieklich, dal ¢,,_1 bei V und H, sofern nicht
identisch, vergrofert wird.

Der Endlichkeitsbeweis erledigt sich hier einfach. Ich zeige ndmlich, dafy N =
1 geniigt, d. h. dafs spétestens VHVT, _; reduziert ist. Sei ndmlich Vg, _; noch
nicht reduziert, also

Vin—l = (Yh R aXn727yn72)
(Krsoo X, X2 41, 552 (B2 1)) i X2 =0(2)

HVin_l -

(Yl, c ,Yn_g, Xn52+1,yn_2 X"722+1) fiir Yn_g =1 (2)
(letztere Folgen nicht notwendig nach steigender GroRe geordnet). Weil X,,_o >
3 sein mufs (sonst VT, _; keine (n — 1)-Folge), ist

Xn—2 Yn_g + 1 —_

+1< yn_g bezw. # <X, o
also (nach den Formeln a. S. 33ED
Xn—o (Xn- — X2+l —
- (22 +1> >X,_o bezw. X,H% >Xos.

Folglich ist das letzte Glied in HVT, _; das grofite, und an ihm beginnt daher
die Ausfithrung der erneuten Operation V, falls HVy,_; noch nicht reduziert.
Falls nun Diese Reduktion des grofiten Gliedes von HVE,,_; (unter Beibehal-
tung der iibrigen Glieder) bis auf einen Wert < X,,_» durch V erfolgen wiirde,
so entstiinde dabei eine (n — 1)-Folge ( nicht notwendig der Gréfe nach ge-
ordnet), in der jedes Glied < als das entsprechende in VT, _, das zweitletzte
sogar < als das zweitletzte in Vz,,_; wére. Weil aber nach Definition von V' das
letzte Glied in Vg, _; keiner Verkleinerung mehr fahig ist, ohne die Eigenschaft,
(n — 1)-Folge zu sein, zu zerstoren, so zerstort (das letzte Glied ist = als alle
anderen) erst recht jede Verkleinerung irgendeines Gliedes oder mehrerer diese
Eigenschaft. Denn dabei féllt m ja mindestens um den gleichen Betrag,

wie bei Verkleinerung des letzten Gliedes um 1. Somit kann keine (n — 1)-Folge

V, 35
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existieren, deren Glieder samtlich < und eins wirklich < als das entsprechen-
de von Vr,,_; ist, und hiernach muf bei Anwendung von V auf HVf,_; die
sukzessive Verkleinerung des letzten, groften Gliedes mit einem Wert > X ,,_o
enden, der dann nach wie vor der einzige grofte in der entstehenden Folge ist.
Daher ist V' hiermit schon beendet, und liefert eine reduzierte Folge VHVT, _; .

Zum Nachweis der Invarianz von (3.) bei V und H beweisen wir zunéchst,
daf (3.) bei V invariant ist. Das ist klar, weil f,,_1 bei V' vergrofert wird (oder
jedenfalls nicht verkleinert, falls V' identisch), wihrend die Folgenglieder hoch-
stens verkleinert werden. Um ferner zu beweisen, daf (3.) bei H invariant ist,
geniigt es wegen der schon festgestellten Invarianz von f,,_1 bei H zu zeigen,
daf das grofste Glied von HVE,,

Y71—2 Yn—Q
2 2

Xn—2 +1
2

+ 1) < fae1(VE,_1) bezw. X, o S fae1(VEa1)

ist. Weil nun Vf,,_; der Bedingung (2.) geniigt, ist

Xn—2 § f?L—Q(Vinfl) + 1

Nun ist
1 1 1
f’fl—Q(V?n—l) Y77,72 fn—l(vin—l) ’
also
_ 1
fn—Q(Vxnfl) = 1 T 1 )
Yn—2 fnfl(vfn—l)
und damit
_ 1
Xn72 é 1 1 + 11
yn_g + fn—l(vfnfl)
X, o 1 1
1+ -——r2 <4 4 S
fnfl(vxn—l) Xn—2 fnfl(VFn—l)

—2 _ —_
X'n,—2 g le*l(Vxn—1> + X’I’L727

Yn72(Xn72 - 1) g fnfl(vin—l)'
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Es geniigt also,

bezw.

zu zeigen. Wegen X,,_o = 2 im ersteren, X,,_o = 3 im letzteren Falle ist das
aber richtig.

Zum Nachweis, daf ¢,,_1 bei V und H, sofern nicht identisch, vergrofiert
wird, beweisen wir zunéchst, daf ¢,,_1 bei nicht identischem V' vergrofiert wird.
Wir betrachten dazu einen der Schritte von V', der von einer (n — 1)-Folge

xn—l = (Xla s 7Xn—1)7

die (2.) nicht geniigt und fiir die (3.) erfiillt ist, zu einer (nicht notwendig nach
steigender Grofe geordneten) (n — 1)-Folge
=X, X0, Xpm1 — 1)
fithrt. Wegen
1 1 1

Foc1Xns1)  faar (X)) Xao(Xao — 1)

ist
Xn—l(Xn—l - 1)fn—1(xn—1)
anl(anl - ]-) - fnfl(xnfl) .

fn—l( /,n—l) =
Daraus ergibt sich
On—1(X), 1) — Pn-1(Xn_1) = X1 - Xn—Q{(Xn—l = 1) (fa1(X_1) +1)

- Xn—l (fn—l(xn—l) + 1)}

2
R XHQ{;?—;(giill— 11)—f;n—11(?:£n—13) -
~Xn1fn1(Xno1) — 1}

— Xy X,y
anl 3—1(-’{71*1) - (X’I2L—l - anl - 1)fn71(%n71) - anl(anl - 1)

Xno1(Xpo1—1) = fro1(Xn-1) )
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Der Nenner dieses Bruches ist positiv, als Nenner des obigen Ausdrucks fiir
fr—1(%/,_1) mit positivem Zahler. Der Zahler ist quadratisch in f,—1(%,_1),
und seine Ableitung nach f,—1(%,_1) ist

2Xn71fn71(%n71) - (X727,71 - anl - 1)7
diese wird fiir f,—1(X,-1) = Xn—1 2u
X2 +X,m1+1>0,

also auch fiir alle f,_1(%X,-1) 2 X,—_1, d. h. die quadratische Funktion wéchst
in diesem Bereich. Da sie fur f,—1(X,-1) = X,,—1 den Wert

X?L—l - (Xr%—l = Xp—1— 1)Xn71 - (XZ—l - nfl)
=2X,-1>0

hat, ist sie also fur alle f(X,_1) = X,,—1 positiv. Die letztere Tatsache ist aber,
weil X,,—1 (3.) genligend angenommen wird, erfiillt, und damit

On-1(X,_1) > on-1(Xn-1)

bewiesen, also auch
Pn—1 (Vxn—l) > Pn—1 (:{n—l)y

wenn V' nicht identisch und X,,—1 (3.) geniigt, wie es im bendtigten Zusammen-
hang der Fall ist.

Schlieflich zeigen wir, dafs ¢,—1 auch bei nicht identischem H vergrofert
wird. Ist an der einzigen Stelle, wo H angewandt wird, H nicht identisch, so ist

V}tn = (X17"-ay’ﬂ727

<

n72)

I G (NS o
HVE, = (X1,..., Xnog, —22 41,5072 2 4+1))
2 2 2
_ — Xp o+l — Xpo+1
bezw. (X15-~-7Xn73a 22+ aXn72 22+ )

Wegen der bewiesenen Invarianz von f,_o bei H geniigt es zu zeigen, daft
— 2 —
2 X 2 X —92
X, 5 < < g + 1> ’;

2
X, _ 1\ —
bzw. (" 22+ ) X2
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ist. Nach Wegdivision von X,,_» fiihrt das auf

2

— — 2
— X X,
2Xn1<( 1+1> , d.h 0<( ; 1—1)

2
baw., 4X, 1< (Xp2+1)?, dh 0< (X, 2—1)°

was beides richtig ist, weil X, _; wie schon a. S. 34E| gesagt, = 3 ist.
Damit ist Satz 4 bewiesen.

Satz 5. Fir eine reduzierte (n — 1)—Folge X,_1 mit der Eigenschaft (3.) gilt

(5.) T ST < STno S fuo(Fn o)

(6) Sonfl(:{nfl) g Qpn72(§nf2) (‘pn72(§n72) + 1) .

Beweis: a.) Wie unter a.) im Beweis zu Satz 3 folgt (5.).
b.) Wie im Beweis zu Satz 3 unter b.) ist

also

Tp1(Tr o Tpo1 + 1)

Wegen der Reduziertheit von §n—1 ist nun

En—l = [fn—Z(gn—Q)] +1 g fn—2(§n—2) + 17

also

On1(Zn-1) STi - Tooo(froo(Fnoa) + 1)
'(51 - '§n72(fn72(§n72) +1) + 1)

= @n72(§n72)(4pn72(:{n72) + 1)7
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Beweis des Hauptsatzes: Ich wende das mit den Sétzen 2—5 begonnene Ver-
fahren solange an, wie moglich. Sitze 2,3 kommen fiir n 2 2 in Frage, Sétze 4,5
fiir n = 3,... Aus der vorgegebenen n—Folge X,, entsteht

dabei eine Serie von (n — v + 1)-Folgen X,,_,4+1 (v = 1,...,n — 1) nebst de-
ren zugehorigen (n — v)-Folgen X,,_, (nédmlich den ersten n — v Gliedern) mit

folgenden Eigenschaften

v

(7) Xn_vy1 st reduziert

v

Sanfu%»l n7u+1) é Sanfu+1(xnfy+1) § Sonfu(xnfu) (Sanu(xnu) + ]-)

(8) B
fn(xn) g fn(xn) g @nfl(:{nfl)
(X

v=2,...,n—1)

(9) X1 § ce é -Tnufu § fnfu(§nfl/) (1/ = 17' sy — 1)
(10)

v—1
Dann und nur dann, wenn X,, bzw. X ,_,4+1 reduziert ist, ist X,, =

— v—1 v
Xn bzw. X ,_,41 = X,—,, und dann und nur dann steht in den
Relationen an der betr. ersten Stelle das Gleichheitszeichen

n—1 _
Nun ist X; = (1 ) wegen der letzten Bedingung der Relation

n—1 n—1 1
v = fi(X) = :
1— 4
n—1
Ty
also
—1
nl'l § 2
unterworfen, und somit
n—1
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Damit wird

n—1

<p1(3€1 ) = nle(fl(yff_ll) + 1) =2-3= k3 -1

Nach den a. S. 25E| angegebenen Rekursionsformeln fiir die k, — 1 und den
Formeln wird daher sukzessive

fn(:{n) g fn(gn) g (pnfl(?nfl) g kn+1 -1

Damit ist zunéchst gezeigt, dak f,,(X,,) fiir jede beliebige n—Folge X,, den Wert
kn+1 — 1 nicht Ubertrifft, daf also f,,(X,) im Bereich aller n—Folgen wirklich ein
Maximum besitzt, welches < k, 11 — 1, und wegen Satz 1 sogar = ky 1 — 1 ist.

Es bleibt noch der Nachweis, daft dies Maximum nur fiir die n—Folge X,, = ¢,
angenommen wird. Daf f,(¢,) = kn41 — 1 ist, wurde bereits in Satz 1 gezeigt.
Soll f(X,) = kn+1 — 1 werden, so ist nach dem Vorhergehenden erforderlich, Vv, 43
daf in den Relationen durchweg das Gleichheitszeichen steht.

— n—2 n—1
Dazu miissen nach 1' neben auch X,,,X,,_1,..., X2 reduziert sein ( X1

ist nach obigem reduziert, ndmlich = (2)), wobei dann gilt V, 44
X, =X,
infl = infl
n—2 n—1
Xy = Xo,

was einfach besagt, daf jeder Anfangsabschnitt von

X, =(x1,...,2n)
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reduziert sein muf. Daraus folgt aber sukzessive

Tl = 2 = ]61
Ty = [fi(t1)] +1 = ko
I3 = [fQ(EQ)] + ]. = kg

weil ja nach Satz 1 allgemein

[fV(EV)} = fu(Eu) = ku+1 -1

ist.

also X, =¢,

v=12,....,n—1)

Damit ist die Behauptung a. S. 2515 vollstandig bewiesen.
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5.4 Die durch eine primitive quadratische Form
darstellbaren Zahlen. (30.12.1927)

Ideal theoretic characterization of those integers which are represented by pri-
mitive binary quadratic forms. Nothing is said about the motivation for this
investigation. But since the result is used in the next entryE we may assume
that the present entry is meant as a preparation for the next, although the result
here is also of independent interest.

(30. XII. 27)

Ich suche die durch eine primitive quadratische Form axz?+bxy+cy? darstell-
baren Zahlen m idealtheoretisch zu charakterisieren. Es sei D = f2d = b? — 4ac
die Diskriminante der Form, dabei d die zugehorige Korperdiskriminante und
die Form sei ohne Einschrénkung positiv—definit vorausgesetzt, falls D < 0 ist.
Fiir D > 0 sei ferner die Form von vorneherein so transformiert, dafs a > 0 ist.
Auf alle Fille wird also

a>0

vorausgesetzt. Ferner natiirlich D als Nichtquadratzahl, insbesondere D # 0,
sodaf d einen Sinn hat und # 1 ist. Schlieflich kann die Form auch noch von
vorneherein so transformiert werden, dafs

(a,f):l

ist. Ist das ndmlich nicht der Fall und sind p, g, r die Primteiler von f und zwar
p1ta, qla aber g1 ¢, r|la und r|c also r 1 b, so bestimme man teilerfremde «, 5 so,

dafs

=0 (p)
1 (q)

a=1(r) B=1(r).

Das ist ersichtlich moglich, weil diese unabhéngigen Bedingungen auch kei-
nen gemeinsamen Teiler von «, 0 implizieren. Eine unimodulare Transformation

(g g) fiihrt dann die Form in eine neue mit dem ersten Koeffizienten

ac® +baf+cf? =4 c(q , also prim zu f

V, 45
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iiber. Durch passende Wahl von «, 8 kann dieser natiirlich zudem wieder po-
sitiv gemacht werden (« hinreichend grofs, zuvor g fest). Durch die genannten
Transformationen werden D und die m und die Primitivitdt nicht geédndert,
sodaf es keine Einschrankung ist, fiir die zu lésende Aufgabe diese speziellen
Voraussetzungen einzufithren.

Wir betrachten also jetzt eine quadratische Form

az? + bay + cy?
mit den Eigenschaften
(a,b,e) =1, a >0, (a,f)=1
WO
D =b? —4dac = f?d, d Korperdiskriminante.

Wir setzen

sodal der Modul [1,w] = R der Ring aller ganzen Zahlen des zugeordneten
quadratischen Korpers ist, und ebenso [1, fw] = Ry der Ring aller mod. f einer
rationalen Zahl kongruenten ganzen Korperzahlen.

Es ist

: o (oot 2P) (0 +252) )
ax® + bxry + cy” = . =0

wobei

D —
a:ax—l—b+\/>:ax+(b 2fd

5 +fw)y

ersichtlich eine ganze Korperzahl, sogar eine Zahl aus Ry ist (fd = fld=1v? =
b mod. 2). Hierbei ist nun der Modul

[ b—rd
_[a, '

ab+\/ﬁ
D)

+fw} =ay

ein Ideal in Ry.Denn die Multiplikation der Basiselemente mit fw liefert nach
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leichter Rechnung:

fw.a_b2fd.a+a.(b2fd+fw>

fw(b_fd—i-fw) :—c-a+<b_2fd+fd>-(b_fd+fw>.

2 2
(a,b_fd—i—fw):a

Sei nun

2

das zugeordnete Ideal in R, d. h. der grofste gemeinsame Teiler der Basiselemen-
te. Nach dem verallgemeinerten Gaussschen Satz folgt dann, weil die quadrati-
sche Form primitiv ist,

N(a)=a

Dies a hat keinen ganz-rationalen Teiler, weil ein solcher in @ und f aufginge.
Daher ist a = N(a) das kleinste ganz-rationale Multiplum von a.

Hieraus ergibt sich, dafl ay der Durchschnitt von a mit Ry ist. Einerseits
gehort ja nach obigem jedes a = ax + (% —l—fw) y aus ar zu a und Ry.

Andererseits fithrt fir ein

a=r+sfw=0 mod.a

aus a und Ry der Ansatz

b— fd
azr—i—sfwzaa:—&—( 2f —|—fw>y
auf
y=s
ax r—b_fds
= 5
und wegen
b— fd
2f s = —fws mod. qa,

r=—fws mod. a
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ist

b— fd

s =0 mod. a, also nach obigem mod. a,

sodaff wirklich z,y ganzzahlig ausfallen, also a zu ay gehort.
Aus dem Vorhergehenden ergibt sich jetzt, daft die Gesamtheit aller

N(«)

m = az? + bry + cy = N (@)

erhalten wird, wenn man « alle zu Ry gehorigen, durch a teilbaren Zahlen durch-
laufen 1afst.

Setzt man noch
ac =«

so wird
m = (sgn.N()).N(c)

und ¢ durchlduft alle ganzen Ideale, fiir die ac = o in Ry liegt, und nur diese.
Daraus ergibt sich, unter Beschriankung auf zu f prime m, was auch « und
¢ prim zu f bedeutet, folgendes Resultat:
Die ganzzahlig durch eine primitive quadratische Form ax? + bxy + cy® mit
a > 0 der Diskriminante D = f2d darstellbaren zu f primen ganzen positiven
Zahlen m sind identisch mit den Idealnormen aus einer Idealklasse nach der
Idealgruppe

« = rat. Zahl. mod. f . ..
{ N(a) >0 } im Kérper der v/d,
und 1m Falle D > 0 die entsprechenden negativen m mit den negativen Ideal-
normen aus einer anderen solchen Idealklasse.
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5.5 Herleitung des Gauss’schen biquadratischen
Reziprozititsgesetzes (zweiter Erginzungs-
satz) aus dem allgemeinen Gesetz. (1.1.1928)

Hasse and Artin had recently composed a joint paper on the so-called 2nd sup-
plement to the reciprocity law for arbitrary prime powers £™ in the field of ™ -th
roots of unity [AH28|. Hasse had sent the manuscript to Artin at the end of No-
vember 1927, hence about one month prior to this entry. Here, Hasse discusses
that general result in the special case of {™ = 4 with the aim of obtaining from
this the well known Gauss’ rational criterion for 2 to be a biquadratic residue
modulo a prime number p. Many years later Hasse published a generalization,
replacing 4 by an arbitrary power 2", and accordingly studying the general sym-
bol (2),, in the field of 2"-th root of unity [Has58|.

on

(1.1.28)

Satz. Ist p eine Primzahl = 1 mod. 4, so ist 2 dann und nur dann biquadra-
tischer Rest mod. p (im Kérper der rationalen Zahlen), wenn p in der Form
2% + 64y? darstellbar ist.

Beweis: Damit 2 biquadratischer Rest mod. p im Korper der rationalen Zah-
len ist, ist notwendig und hinreichend, daf 2 biquadratischer Rest mod. 7 im
Gauss’schen Zahlkorper ist, wo 7 einer der beiden Primfaktoren 1. Grades von
p im Gaussschen Zahlkorper ist. Nach meiner gemeinsamen Arbeit mit Artin
(Hamb. Abh. 1928) ist nun dieser biquadratische Charakter

6= -(5) (5)-(5)

Car
:i_zs(ﬁlogﬁ), wo 7wl =p

Also ist 2 dann und nur biquadratischer Rest mod. p, wenn

S ! 1og1 =0 mod. 16
1 i

—1

V, 50
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ist. Nun ist

) s ) )
S( - log /) = —— (logm —log7') — 1+i(10g7r—10g7r')

1—1 T 1—1
1 1
=1 - — —log 7’
Z(l—i 1_~_i>(0g7r og7')
=logn’ —logm

Folglich ist notwendig und hinreichend
log 7’ = log m mod. 16,
und das ist gleichbedeutend mit

7' =i’7 mod. 16.

Hierin muf zunachst v gerade sein, weil aus 7’ = dim mod. 16 folgte 7 + 7’ =
(1 +4)7 nicht durch 2 teilbar, wihrend noch aus © = x + yi, #’ = x — yi folgt,
daf ™+ 7’ = 2z ist.

Ich zeige nun, daf die hiernach notwendige und hinreichende Bedingung

(1) 7' = (=1)*7 mod. 16
gleichbedeutend ist mit der Bedingung

(2) 7 = i*r mod. 8 (r rational).

Einerseits folgt ndmlich aus und einer der beiden Relationen
T+ = 2z
T = 2y,
dafs
27 = 2x mod. 16, 7 =2 mod. 8 (n=0)
27 = 2iy mod. 16, 7 =iy mod. 8 (n=1)
ist. Andererseits folgt aus
y =0 mod. 8 (k=0,2)
z =0 mod. 8 (k=1,3),
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was ohne weiteres ergibt. Die Bedingung (2|) bedeutet nun die Zugehorigkeit
des Hauptideals (7) zum Ring R{ (siehe S. 46™)), der hier mit Rg zusammenfllt.
Dieser Ring entspricht nach dem Satz a. S. 4@ der Form z? + 64y2, sodaf
in der Tat p = 22 + 64y? notwendige und hinreichende Bedingung ist (was
iibrigens auch aus dem eben gefithrten Beweis direkt, ohne Vermittlung der
Ringklassentheorie entnommen werden kann).
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5.6 Theorie der Funktion x*" (30.1.1928)

We do not know Hasse’s motivation for this entry. Perhaps he wished to hand
out this problem to his students, since on one point he refers to his lecture
course on analysis. Already Eisenstein, who had studied this function when he
was 15 years, had said in his paper [Eisdd] that this would be a good exercise
for beginners.

(30. 1. 28)

Diese Funktion ist als die Grenzfunktion der Folge

fo(x) =0, fl(x) = xfO(m) =1, f2(x) = xf1($) =z,
fa(z) = 22 = %, ...,

allgemein

fapr(@) =27 (n20) nebst fo(z) =0

erkldrt, wenn eine solche vorhanden. Als Argumente kommen a priori nur > 0
in Frage.
Es gilt nun der

Satz. Die Grenzfunktion y = x®  existiert dann und nur dann, wenn
1

ORETES

[
ist, und sie ist dann der durch die Nebenbedingung

L<y<e

e = =

eindeutig bestimmte inverse Zweig von
1

T =1yv.

Beweis: 1.) Eine elementare Diskussion der Funktion z = y% ergibt folgenden
Verlauf:
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o |-
—

Die Funktion wachst monoton i. e. S. von 0...e und fallt monoton 1i. e. S. von

e...+ o0o. Dabei

1 1
limyy =0 lim yv = 1.
y—>0y ) y~>+ooy

Bei e hat sie ein Maximum. Bei 1 ist sie gleich 1 mit Steigung 1. Die Wende- V, 54

punkte ergeben sich als die beiden Losungen von

1
1-lgy=y+Vy+y?, ungefihr 0,58...0,59 > —
e
1-lgy=y—+Vy+y?, ungefihr 4,36...4,37>¢

(Siehe dazu Ubungen zur Integralrechnung vom 16. XII. 25).
2.) Wenn y = lim f,(x) existiert, so folgt

lim fn, 1 (1)

y= lim f,(z) = lim &/»1@ = zn

=Y,

also sicher y > 0, weil ¥ = 0 und weil 0 = 2° = 1 nicht sein kann, und daher

@ =

T =yv.

Welchem Zweige der inversen Funktion das angehort, steht zunéchst nicht fest
Fiir z < 1 ist natiirlich Eindeutigkeit vorhanden, nicht aber fiir z = 1.

3.) Sei & > e=. Nach 2.), 1.) kann dann kein Grenzwert existieren.

4.) Sei 1 < x < e=. Dann ist die Folge f,(z) monoton in n. Denn

folz) =0< fi(z)=1
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und aus

fa1(@) S falz)  (n21)
folgt wegen x = 1

Jalw) = 2P 2P = f )

Somit existiert ein Grenzwert, aber ev. +00, (wie z. B. in 3)) Wegen = < et
folgt nun aber

fn(@) S e
Denn
folz)=0<e
und aus
foaa(@)se  (nz1)
folgt

Somit existiert ein endlicher Grenzwert y < e. Damit ist zugleich der inverse
Zweig, wie im Satz angegeben, festgelegt.

5.) Sei (%)e < x < 1. Dann ist die Folge f,(x) alternierend in n, ndmlich

0= folz) < fol@) < -+ < fa(z) < fi(z) =1

Zunéchst ist ndmlich

Aus der Annahme
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folgt ferner wegen z < 1
fonga(x) = &l @ > glanirl®) — fo o ()
und daraus
fonta(x) = aforit@ < glane2l@) — f 4 o(a)
also die Allgemeingiiltigkeit jener Annahme und iiberdies der Tatsache

fons1(z) > faniz2(2) (n20)

Um obige Ungleichungen festzustellen ist dann nur noch
fon(@) < fons2(@),  fonss(x) < fonta(z) (R 20)
zu beweisen. Die erstere ist fiir n = 0 richtig:
folw) =0 < fola) = x.
Wird sie fiir ein n 2 0 angenommen, so folgt
fons1(z) = pf2n (@) S pfenge(z) — fonis(z),

also die zweite, und daraus

fonya(w) = 2l () < planesl@) — £, (),

also die Allgemeingiiltigkeit beider.

Hiernach existieren

y1 = lim fo,(z), y2 = lim fo, ()
n—oo n—oo
0 < Y1 é Y2 < 1a

und es geniigt ihre Gleichheit

Y1 = Y2

Il
<
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zu beweisen. Nun ist jedenfalls

li n—
y1 = lim fo,(z) = lim plan—1(@) — o fan—1(z) _ Y2
n—oo n—oo
. . lim fon(z)
Y2 = nlggo f2n+1($) = nll»rréo :Ef2n(m) = g oo’ Y= l.y17

also weiter y1,y2 Losungen von

u

¥ =u (0<u<),
also auch von
1 1
z'lgx =lgu, d.h. z'lg— =lg—,
x u
oder auch
1 1 1
—ulg— +1glg— =1glg—.
x T U
V, 57 Wird noch 1g% =&, % = v gesetzt, so geniigt es also zu zeigen, daft die Gleichung

o(v) =lglgv + % —lg& =0,

wo £ fest im Intervall 0 < £ < e ist, im Intervall v > 1 nur eine einzige Losung

hat. Dazu bilde ich
1 ¢ 1/1 ¢
/ o _ S _ - _5)
SO(U)_vlgv v2 W <1gv v)

Das Vorzeichen von ¢’ (v) stimmt mit dem von

Y(w) = ¢ ~lgv
iiberein. Nun ist
11 <0 fir v<¢
7/1/(1))25*; =0 1 wv=¢

>0 1 v>¢
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also
fallt fir v<¢
P(v) 9 Minimum 1 v=¢§
wéchst nov>¢

Ist nur a.) 0 < £ £ 1, so ist ¢(v) wegen v > 1 stets wachsend, und da (1) =
% > 0 ist, gilt allgemein
P(w) >0, dh $()>0 fir v>1.

In diesem Falle hat also ¢(v) = 0 nur eine einzige Losung. Ist aber b.) 1 < £ < e,
so fallt das Minimum v = £ von 9 (v) in das Intervall v > 1. Es hat den Wert

B(E) =1-1gE 21 —1ge =0,
sodafs auch hier stets
P() 20, d.h $(v)20 fir v>1
gilt, und somit wieder ¢(v) = 0 nur eine einzige Losung hat.

6)0 <z < (%)e Angenommen, es existierte ein Grenzwert, so wére dieser
nach 1.), 2.) < 1. V, 58
Also gélte insbesondere

1
fania(z) <= (n 2 no).
Ich zeige im Gegensatz dazu:
1
fony1(2) 2 ° (n20).
Zunéchst ist ndmlich
h@)=1> -
xT) = -
! e

Wird ferner die Richtigkeit fiir ein n 2 0 angenommen, so folgt

1\ fonga(®)
; - 1 (e f2n+1(m)>
fongs(z) =2 > (ei f2"+1(‘”)>

1 1
=e¢ font1(@) ¢ z 6_1,
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wenn nur gezeigt wird, daft

z

p(x) =1z (n>0)

sein absolutes Minimum fiir z = e~ 7 annimmt. Das bestétigt man aber ohne
Schwierigkeit durch Betrachtung der 1. und 2. Ableitung.
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5.7 Analytische Behandlung von 2 — Dy? = —1.
(18.7.1928)

Analytic treatment of the negative Pell equation, jointly with Bessel-Hagen.

(Gemeinsam mit Dr. Bessel-Hagen).
1.) Sei D eine quadratfreie positive ganze Zahl. Wir bilden aus der Thetafunktion

Hz) = szz (konv. fiir |z] < 1)

m

die beiden Funktionen

IHrz) Zrm22m2 (konv. fiir |z| < r~1)

53
T~
w3
U‘O
~
|

ZTD"QZ_Dnz (konv. fiir r < |z]).
n

Dabei sei
0<r<li,

sodafs beide Reihendarstellungen den Ring

r< |zl <rt

zum gemeinsamen Konvergenzgebiet haben. Es ist daher

2 2 1 b
P(r) = Z pm DR — 5 / Hrz)d <2D> dz.
|z

m2—Dn2=—1 =1

2.) Zur Abschétzung des Integrals sei auf |z| = 1 eine Farey—Teilung der Ordnung
N zugrundegelegt. Ist g einer der Farey—Briiche, so sei V, 60
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e=¢ (p) = e?™4 der zugehorige Teilpunkt
q auf |z| =1

z=e®, -0 <0< 40"
die Parameterdarstellung des
zugehorigen Bogens, der durch die Radianten begrenzt ist, d. h.

2 ! 1 2
ﬂg(y:%(l?_ﬁf?/):% _
¢ q+q ql¢+¢q) gN

2 4 1 2
iﬁ@"z%r <p+p+p//> :27T7”<77r
¢ q+gq q(q+q") qN

/ 1"
wenn %, % linker und rechter Nachbar von % in der Farey—Reihe
sind.

Es werde ferner eine Scheidung in kleine und grofe Bégen vorgenommen:

grofse Bogen: 1<qg< NP
kleine Bogen: NP < ¢ <N,

wo [ eine noch ndher zu bestimmende, den Ungleichungen
0<pB<1

geniligende Zahl ist.
Schlieflich sei

o=N""
mit einem noch néher zu bestimmenden a > 0 gesetzt.

V, 61 3.) Es werde noch gesetzt:
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Dann ergibt die Thetatransformation:

q—1
o(rz) = Z g™’ e~ (e-iO)m? Z e Z o0 (0=i@)(m+1)?

= ﬁ Z h? ZeQWMn— m2

q \/_72 m

q—1

= \/>Hl¥ + ﬁ ! €h2 e?ﬂ’zm— {nz

q \/m q 0 — 'L@ Pt ooy

VT 1

= —H—=+MN,

q Vo—1i0

ebenso

19<7“D) _ \/15\/%1 L vr 1

zD q 2\/Q+Z@ VD ¢ Vo+i®
qg—1
&\—Dk2 e27rzmazgn,2
k=0 m#0
1 1
I Sl T,

D ¢ ‘Voti®

4.) Es entspreche jetzt g einem grofien Bogen, und es sei z auf diesem variabel.
Dann ist

|21] } = exp <7r ¢ ><e Xp - 79

|22] ¢* 0*+ 62 @ 0%+ 47 oy
7.(.2

= exp|————F—

q29+47r2N129

7.‘_2
< exp (— Nt 47r2Na2) .

Fiir N — oo geht dies — 0, wenn nur

[ V)

20 < a < 2.

V, 62
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Dann gilt also

m? 2mimk 7T2
Z 21" e 7| <ailz| < a1 exp ~ N AN 2
m#0
wenn nur N > Ny, wo a; und Ny abso-
lute Konstanten sind,

und somit fiir jedes € > 0
Z z’fﬁezmm% < Aye N,
m#£0
wo A; eine nur von & abhéngige Konstante und
= Min(a — 23,2 —a) > 0.
V, 63 Daraus folgt

1 e
R < ﬁ—que_N

also auch
Ebenso folgt
|%2\ < A4€_N“75.
Fiir den Integranden ergibt sich daraus

TD ™ G1G2 1
Hrz)d | = | = —= + R
2) <2D> VD @ Jg+er

|Ga| 1 |G1] 1
N Y 1 RN Sy T
i Rz - V7 . Jo |PR1] - [Ra]

T o=
e NI L Age2NTE

Jr
|3| |1| \/5
1 e 1

A5 e A6
Vave Vave

A
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1

\/E\/E<ﬁ:N% wieder

also wegen

|Ms| < Age V.

5.) Es werde weiterhin ein grofier Bogen betrachtet. Das Integral iiber ihn
ist

1 e G1G 1 1 e
~_~ (P ™ 1G2 . i© RA1C)
JzJ():,/ cie d@—l——,/%geze doe
27 D g2 2 2 27
q s VD @ \/o®+© )
V, 64
Mit
p 27
b=b|= 2—
(q> qN
sei die Lange des Bogens bezeichnet. Dann ist
GGy 1 ©dO
g- £ GG 1 / _eTdO L,
vD ¢ 2 \/o®+6?
wo
1 v b b
_ |t . i© < 0 Yo —N#E
|R4] 5] /9‘{3616 de| < o |Rs] < 27TA86 .
—O/

Es werde nun erstens das

+e”"
1 / ©de
2 . /92+@2
durch das
Jr(—)//

}/ do
27@/ /g2+@2
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ersetzt. Der dabei an J auftretende Faktor ist seinem Betrage nach

1"

1 ©_1
[R5 = ‘5 e ~_—_de
VD ¢ L VeP+ 62

V, 65
Da nun, wie schon oben benutzt,

IGi| S V2yq, |Gal £ V24,

so folgt
2 1 e |sin 9|
sin
Rs| < —7-/7d®
2 1 1+®” ©
< if.f/#d@
vDq 2 / 02 + ©2
2 1 1+®” 2 1 b
< —=--= de = — - =
VD q 24 VD q 2
< 2 1 2n 1 1
L A g =
VDq ¢N  °N ¢
Zweitens werde das
+@//
1/ dO
2_@/ /92+@2

durch das
1 / do
2) \o?+ 62
ersetzt. Der dabei auftretende Fehler ist seinem Betrage nach

ER:
% // g+®2

X
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T

™

e

= log

= {1og gN + log

Wird nun

gewihlt, sodaf ogN < N=o+B+1 . 0 mit N — oo, so wird hiernach

de de
o /0% + ©2 <

JEi e

vy
qN

T+ 92_’_71—2

2
av T+ Fxe

B+1<a

T+ Q2+7T2
T+ \/(0gN)? + 72

MR < loggN + O(1) < (14 B)log N + O(1)

Dagegen hat das volle Integral

den Wert

T

+m
1 / do
2J \e*+0?

= log

doe
0/\/92+62 0

= logo ' +0(1)

7T+\/m

alog N + O(1),

sodal obiger Fehler jedenfalls in der Konstanten vor log N kleiner ist. Die Be-

dingungen
0<p<l,

a>0, 206<a<?2,

sind miteinander vertraglich.

Wir erhalten somit:

e G1G
5 122
q

S

o de
| + %
/\/92+@2
0

B+1l<a

+Rs + R,

Vv, 67
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Jetzt werde iiber alle grofien Bogen summiert. Fiir den zugehorigen Beitrag
P1(r) zu (r) gilt dann:

M~ e GG [ [ dO
wl(r):; 75 ;22 o/\/er% + Ry,
WO
|R7| = ZI%HZI%I
q,p q,p
< a2]1,;@q(2q)+1;§6_1w5§b

1 1 NH—e
< ag— — + Age™
v

log N
N

< as
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6.1 Invariantenkorper. (3.10.1928)

Let K be a field and suppose that Hilbert’s irreducibility theorem holds over K
(for instance, K = Q). Emmy Noether has observed that it would be possible to
construct field extensions LI K with a given permutation group G as Galois group
provided the field of invariants of G is rational over K [Noel7|. Hasse mentions
this rationality property (for an arbitrary group G) as a conjecture, referring
to a coversation with Artin. (Hasse had met Artin at the annual meeting of
the “Deutsche Mathematiker Vereinigung” in Hamburg in September 1928.) We
observe that later in 1930 Wolfgang Franz, one of Hasse’s students, submitted
his Ph.D. thesis where he developed a general theory of fields over which Hilbert’s
irreducibility theorem holds [Fradl]. (Today such fields are called “Hilbert fields”).
It can be assumed that Franz had obtained the topic of his thesis from Hasse who
remembered the conversation with Artin. The general rationality conjecture for
the field of invariants has been refuted in the meantime. See [Swa69|. The papers
by S. Breuer which Hasse mentions are concerned with the field of invariants for
certain metacyclic groups (see, e.g., [Bre24] ).

(3. X. 28)
(Nach miindlicher Mitteilung von E. Artin).

Sei K beliebiger Grundkérper, L = K(z1,...,2,) mit x1,...,2, als Unbe-
stimmten.

Sei & eine beliebige Permutationsgruppe (oder endliche Substitutionsgruppe
in K) fir z1,...,z,. Dann gehort dazu ein invarianter Unterkorper J von L.

Es besteht die Vermutung, dafs j/K > L/K ist, d. h. daf$ es genau n alge-
braisch unabhdngige Invarianten zu & in L gibt.

Ist speziell & die symmetrische Permutationsgruppe, so stimmt das bekannt-
lich.

Ist jene Vermutung richtig, so gibt es iiber K Ko6rper mit der Gruppe &,
sofern die Anwendung des Irreduzibilitéitssatzes klappt, also z. B. wenn K ein
endl. algebr. Zahlkorper ist.

Uberdies bekommt man Parameterdarstellungen der betr. Gleichungen
durch die n algebraisch unabhéngigen Invarianten.

Literatur hierzu: E. Noether, S. Breuer
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6.2 Projektive Geometrie und Schiefkérper. (3.10.1928)

Projective geometry and division algebras according to Artin. Hasse cites Hilbert
[Hil99] and Hessenberg [Hes04]. Compare with Artin’s later book on Geometric
Algebra [Art5T]. Like the foregoing entry this is entry has been written after
Hasse had met Artin on the annual meeting of the “Deutsche Mathematiker
Vereinigung” in Hamburg at the end of September.

VI, 4
(3. X. 28)

(Nach miindlicher Mitteilung von E. Artin).

Wenn ein Schiefkérper K gegeben ist, so 1aft sich zu ihm eine ebene projek-
tive Geometrie bilden, indem man in {iblicher Weise die Elementtripel (z,y, z)
aus K Punkte und die Linearformen uz + vy + wz aus K Geraden nennt. Es
geniigt dabei vollig, sich auf die Ebene zu beschrénken, da sich eine ebene pro-
jektive Geometrie nur auf eine einzige Art in den Raum fortsetzen lafst etz. Man
iiberzeugt sich, daf bei der genannten Deutung alle Inzidenz—Axiome der ebenen
projektiven Geometrie, insbesondere das Desarguesche, erfiillt sind. Umgekehrt
laft sich auch jede Realisierung dieser Axiome in der angegebenen Weise aus
einem eindeutig bestimmten Schiefkérper K herleiten.

Dem kommutativen Gesetz in K entspricht dabei der Pascalsche Satz.

Literatur: Hilbert, Grundlagen der Geometrie
Hessenberg, Acta Mathematica
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6.3 Holder’s Satz iiber Gruppenerweiterung. (3.10.1928)

Extensions of an abelian group with a cyclic factor group. This note resulted
from a coversation with Otto Schreier. Apparently this note is preparing the
note 6.6 on Artin’s reciprocity law.E

(3. X. 28)
(Nach miindlicher Mitteilung von O. Schreier).

Gegeben sei eine Abelsche Gruppe $). Damit durch Hinzunahme eines Ele-
mentes S eine Gruppe & entsteht, die §) als Normalteiler mit von der Ordnung
n zyklischer Faktorgruppe (15/ § enthdlt, mufs gesetzt werden:

(1) S"=A aus 9
(2) ST1A;S = A,, aus $ fiir jedes A; aus $.
Dann und nur dann wird das angegebene Ziel auf diese Weise erreicht, wenn

( ;‘4: ) ein Automorphismus von $) ist, dessen Ordnung Teiler von n ist, und bei

dem A fest bleibt.
Fiir unendliches n fallen die beiden letzten Zusatzbedingungen einfach fort.

Literatur: Die Arbeiten von O. Schreier
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6.4 Zum expliziten Reziprozitatsgesetz der /(—ten

Potenzreste im (—ten Kreiskorper. (16.10.1928)

This connects to the earlier entry of October 4, 192’7E| There, Hasse had used
the method of Eisenstein to obtain an explicit formula for the general reciproci-
ty law for the prime power " in the field of £"-th roots of unity. Here, Hasse
applies this method to the special case n = 1 where the formulas and the compu-
tations are much simplified. This yields a partial improvement of Hasse’s paper
[Has25al]. Hasse mentions that it was Artin who had suggested to write down this
new version. We note that Hasse had met Artin in September 1928 at the annual
meeting of the “Deutsche Mathematiker Vereinigung” in Hamburg. It seems that
on that occasion Artin had also suggested to prepare the paper with the gene-
ral formulas for (™ which Hasse had obtained in his earlier entry of October 4,
1927. At that time Hasse had sent the manuscript too to Artin but refrained
from submitting it for publication since he was not yet quite satisfied with the
form of his formulas (see [FRO8|, section 17.3). Now he followed Artin’s sug-
gestion. He submitted the manuscript on November 4, 1928, to the “Hamburger
Abhandlungen” [Has29]. See also the entry 7.3 of December 1931,|E|

(16. X. 28)
(Einer Anregung Artin’s zufolge ausgearbeitet).

Sei ¢ ungerade Primzahl, ¢ primitive /-te Einheitswurzel, A = 1 — ¢ und k der
Korper der /-ten Einheitswurzeln.

« sei eine fiir A ganze Zahl aus k,

a=(()

eine Darstellung als Polynom in ¢ mit fiir £ ganzen rationalen Koeffizienten.
Dann werde

gesetzt. Ist auch

VI, 6
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so gilt

xf—1

r—1

p(x) = p(x) + 9(z),

wo g(z) ein Polynom mit fir ¢ ganzen Koeffizienten ist. Also

-1
£ a(0) = w0) mod. 5

P(Q) = () + <

Somit auch

wenn o sogar prim zu A ist.

Fiir zu A prime o hat also % mod. % einen eindeutigen Sinn. Es gilt daher

auch
/ /
Q10 «o Y4
u =14 mod. — .
Q10 ar oo A

/
@2

Nun sei

-1
Na=1—\", (%;\ﬁb) = (lname]

gesetzt. Dann gilt nach Tagebuch V, S. 13E|c

1
[, m6) = Z (p'a+ q’b)zS (—i log npa+qb) mod. .
(p,9)=1

Es seien @ und b prim zu £ vorausgesetzt. Dann verschwinden mod. ¢ die Glieder
mit p = 0 (¢) oder ¢ = 0 (¢), ferner die mit pa + gb # 0 (¢), wihrend in denen
mit pa + gb =0 (¢) gilt

mod. ¢.

pa+qb=

= o
SRS
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Also

—al ¢
[Masm] = Z 7?8 <)\log17pa+qb> mod. ¢
(p,q)=1
(p,():1
(g,6)=1

I Sl SR PN

(p.q)=1m=1

(p,0)=1

(¢,0)=1
Die Summation kann auf (m,#) = 1 beschrinkt werden,weil pa + ¢b = 2 und
201 C/\22271

%z, ... durch (? teilbare Spuren haben. Also:
Nasm] = *S ¢ Z Z L I W
(P0)=1(Q.0)=
= fsgz APMZLQb mod. ¢
(P6)=1 (Q,0)=1 Q

Ist b > 1, so kann die Summation nach @ dhnlich wie eben, jetzt wieder {iber
alle @ erstreckt werden. Desgleichen kann die Summation nach P stets iiber alle
P erstreckt werden, weil die ), =0 mod. A2 ist. Somit:

1 o0
[Mas ] = ZS (C T—a Z APa=t. —1ognb> mod. ¢

P=1
Nun ist
[e%e] [e%e] o Pa
—ay (1—z)P! % > ( P> - fd—log(lf (1—x))
P=1 P=1
—a(1- (1 —2))
1—-(1-2x)°

VI, 8
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und da logn, = 0 mod A2, so geniigt diese Bestimmtheit mod. % unter dem
Spurzeichen. Es resultiert also:

1 Ta
[%v 776] = ES . 77* . 10g M mod. ¢

fiir a,b prim zu ¢, b > 1.

Daraus ergibt sich sofort:

|

[, B] = S’(Cj-logﬁ) mod. ¢

fir a=1 mod. ), §=1 mod. \2.

Man mufs dazu nur noch zeigen, daff der Ausdruck rechts fiir @ oder 5 = ny
verschwindet mod. ¢. Fiir 8 = 7, ist log 8 = 0 mod. £\, also diese Behauptung
richtig. Fiir a =y =1 -\ ist 2’ = —¢-\~1 =0 mod. § , also % =0 mod. § ,
woraus wiederum die Behauptung folgt. Schlieklich ergibt sich noch, daf die
Annahme o = 1 mod. A entbehrlich ist, und durch « prim zu A ersetzt werden
kann, auf ganz dhnlichem Wege.

Also

[, ]

1 /
=S (( e -logﬁ) mod. ¢
l «
fir @ prim zu A, =1 mod. \°.

Auch fir o = X gilt

1 N
A, 5] = ZS <C~ N log5> mod. ¢
flir (=1 mod. A,

gesetzt wird.
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6.5 Arithmetische Theorie der kubischen Zahl-
korper auf klassenkorpertheoretischer Grund-
lage. (Oktober 1928)

Hasse develops the theory of cubic number fields on a class field theoretic ba-
sis. Already in September 1927 Hasse had sent a manuscript on this to Arnold
Scholz. In April 1929 he sent the manuscript to the “Mathematische Zeitschrift”
for publication where it appeared 1930 [Has30a|. Parallel to this Hasse had one
of his Ph.D. students, H. Reichardt, develop the theory of cubic fields generated
as Kummer fields over a biquadratic subfield (Cardano’s formula!). This was
completed in 1930 in [Rei33).

(Oktober 1928)
Bezeichnungen.
k rationaler Zahlkorper.
K, Ky, K, drei konjugierte kubische Zahlkorper, die als ver-

schieden vorausgesetzt werden. (Im Folgenden ist
kubischer Zahlkérper” stets in diesem Sinne ge-
meint, d. h. es sind die Galoisschen, also zyklischen
ausgeschlossen).

ihre Diskriminante.

— K \/E) der zugehorige bikubische Galoissche Koérper.

D seine Diskriminante.
k=Ek(VD) der in K enthaltene quadratische Korper.
d seine Diskriminante, also auch k = k(v/d) und

D = df?
mit ganzem, rationalem f.
(Vd — —V/d) wird durch Striche angedeutet: T = o/, Ta = d'.
§2 die Relativdiskriminante von 5 / k
5 die Relativdiskriminante von & / K.
Es ist
D| = [dPN(§)>,

[D| = [DI*N(3).

V1, 10
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H die Idealgruppe in k vom Index 3, zu der K Klas-
senkorper ist.
VI 11 Es ist

f ihr Fiihrer.

Die Anwendung der Hilbertschen Theorie der relativ—Galoisschen Zahlkéor-
per verbunden mit der Takagischen Theorie der relativ—Abelschen Zahlkorper
fihrt, wie gleich néher erlautert wird, zu den in der umstehenden Tabelle zusam-
mengestellten Moglichkeiten und Bedingungen fiir die Zerlegung der Primzahlen
aus k in K, k, K und ihre Beitrige zu D, f,d, g, D.

Erlauterungen zur Tabelle.

Es bezeichnet:

G} die symmetrische Gruppe von drei Elementen.
A die alternierende Gruppe, die in & als Normalteiler
steckt. ) o
%,%1,%5 die drei verschiedenen konjugierten Untergruppen
von &.
¢ die identische Untergruppe von G.

G ist die Galoissche Gruppe von F/ k- Den Untergruppen
¢ 5 A ; T; Tla T? 5 G

von G sind im Sinne des Fundamentalsatzes der Galoisschen Theorie die Teil-
korper
F 5 k 5 K7 Klv K2 5 E

von K zugeordnet.
In Spalte 1 sind alle Moglichkeiten fiir die ,,Hilbertsche Untergruppenreihe

in F/ k der Primideale aus K aufgefiihrt. Es sind das alle Untergruppenreihen:

VI, 12 (Fortsetzung S. 14D
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Hilbertsche Primidealzerlegung von p in
Untergruppenreihe K k K
& [ &, [ &1 [ 3% [ [ Sy, [ ®V1/+] Faktoren [ Grad | Fakt. [ Gr. | Fakt. [ Gr.
BP.PB, /
1 ||ele |e |e ¢ ¢ P 1P 1 1 1
T pp PP1P2
2 HED ¢ ¢ ¢ ¢ BTP 3 pp’ 1 B 3
3 el |e |e @ ¢ BE. B 2 p 2 PP1 1,2
L e [ |e ¢ ¢ FE)> 1 o’ [1 | %3 1
5 el |a |e ¢ ¢ bk 2 p 2 by 1
6 e | |e ¢ ¢ (BE,. T2 |1 p? I I D 1,1
7 [e]a [oa [« A ¢ (B> 1 pp’ 1 B3 1
8 sl |2 | A ¢ bk 2 p 2 P> 1
9 [l |6 |2 A @ B° 1 p> 1 P> 1
wlle|ls |z |2 T ¢ (BP,P,)? | 1 2 1 pP: 1,1
| 1 | 2 { 3 { 4 \
VI, 13
Bedingungen fiir p Moégliche
und seine Primfaktoren Werte
pin k von v
1 - G =+1] ppinH -
2 — (9) = +1 | p,p’ nicht in H —
3 - (4)=-1 pin H —
4 |p=+1(3) | (§) =+1 -
5 lp=-13)| () =-1 —
6 2 (@) =0 pin H -
7 p= (%) =+1 1
s p-s @)= i
9| p=3 | (= 1,3
10 p=2 (4) = pin H 1,2
e 7 ] s

*) Es ist genauer: v = 1, wenn 3|d und 4 =1 (3).
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Beitrag von p zu

D | f [Np|l d] 5 |[N®| D
1 — — _ _ — _ —
2 — — - — — |1
3 _ _ — _ _
4 | pt | e | PP | 1 1 1| p?
5 pt p p? 1 1 1 p? || II
6 | p° 1 1 D B p D
7 3% | (pp")? | 3* 1 1 1 34
8 38 p? 34 1 1 1 34
9 |35 | putl | guvil | 3 B 3| 3vt2 || II1
10 23v+3 1 1 2v+1 varl 2v+1 2v+1

B 10 |11 12 13 |

I-—Nicht-Diskriminantenteiler
IT—Regulére Diskriminantenteiler
ITT—Irreguldre Diskriminantenteiler

VI, 14
62@;@226’]“2@‘/12§®szﬁvu+1:€7

By, >¢&, wenn v>0,

die den Bedingungen gentiigen:

&1 und die &y, sind Normalteiler von &
6Z/Q5T ist zyklisch, Q5T/Q5V1 ist zyklisch,
die ®v, /@,  sind Abelsch.

In den weiteren Spalten ist dann in leicht versténdlicher Weise tabelliert,
welche Form die Zerlegung einer Primzahl p aus k in K, k, K hat, welche Bedin-
gungen fiir p und seine Primfaktoren p in & sich ergeben, und welche Beitrage p
zu D, f,d, g, D liefert, wenn die Hilbertsche Untergruppenreihe eines Primteilers
von p in K die in Spalte 1 aufgefiihrte Form hat. Fiir diesen Zweck brauchte in
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Spalte 1 von verschiedenen, zu einander konjugierten Untergruppenreihen im-
mer nur eine als Reprasentant beriicksichtigt zu werden. Die ihr entsprechenden
Primteiler von p in K, k, K sind mit 9, p, B ohne Index bezeichnet.

Es ergeben sich alle in den weiteren Spalten aufgefiihrten Tatsachen als Fol-
gen aus den Elementen der Klassenkorpertheorie (mein Bericht Ta, §§ 8,9), bis
auf die folgenden Ausnahmen:

1.) Spalte 5, Zeile 5. Hier folgt so nur ,,p # 3, nicht ,p = —1 (3)“

2.) Spalte 8, Zeile 9. Hier folgt so nur ,v = 1,2,3% nicht ,v # 2“ und ,v =1
fiir 3|/d und 4 = 1(3).

Die drei Ergénzungen: ,p = 1 (3)“, ,v # 2%, v = 1 fiir 3|d und % = 1(3)“ ergeben
sich, wenn man beachtet, dafs f der genaue Fiithrer von H ist. Daf ,ju # 2° ist,
folgt {ibrigens auch schon, nach Vollendung der Tabelle, aus D = df?.

Aus der Tabelle folgt die wichtige Tatsache:

f=r

Wenn man demnach d und H als klassenkdrpertheoretische Invarianten des ku-
bischen Korpers K betrachtet, so bestimmt sich aus ihnen die Diskriminante D
von K als

D = df?,

wo f der Fiihrer von H ist. Und umgekehrt sind d und f durch D bestimmt,
d. h. die Vorgabe der Diskriminante eines kubischen Korpers K ist gleichwertig
mit der Vorgabe der Invariante d und statt der Invariante H nur ihres Fiihrers
I

Durch die Invarianten d, H bestimmt sich nach der Tabelle das Zerlegungs-
gesetz in K (und auch in K ) folgendermafien:

Geht p nicht in D auf, so liegt Zeile 1, 2 oder Zeile 3 vor, je nachdem (%) =+1
oder (g) = —1 ist; und im ersten Falle Zeile 1 oder Zeile 2, je nachdem die beiden
Primfaktoren p,p’ von p in k zu H gehoren oder nicht.

Geht p # 2,3 in D auf, so liegt Zeile 4 oder Zeile 5 oder Zeile 6 vor, je
nachdem (%) = +1 oder (%) = —1 oder (g) =0 ist.

Geht p = 2 in D auf, so liegt Zeile 5 oder Zeile 10 vor, je nachdem (%) = —1
oder (g) = 0 ist.

Geht p = 3 in D auf, so liegt Zeile 6 oder Zeile 7, 8, 9 vor, je nachdem 3 in f
nicht aufgeht oder aufgeht (d.i. auch: je nachdem 3 in D nur zur ersten Potenz

oder zu einer hoheren aufgeht); und im letzten Falle Zeile 7 oder Zeile 8 oder
Zeile 9, je nachdem (%) = +1 oder (%) = —1 oder (g) =0 ist.

VI, 15

VI, 16
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Das Zerlegungsgesetz ist, bis auf die Unterscheidung von Zeile 1 und Zeile 2,
allein durch d und f, d. h. allein durch die Diskriminante D von K bestimmt.
Nur fiir jene Unterscheidung braucht man H heranzuziehen.

Auf Grund des in der folgenden Eintragungjﬂ bewiesenen Satzes folgt sofort,
dals H eine solche Idealgruppe mod. f ist, die alle rationalen Zahlen enthélt,
also eine Gruppe von Ringklassen mod. f, deren Fihrer f ist, und daf umge-
kehrt jeder solchen Idealgruppe mod. f vom Index 3 ein kubischer Korper K
der Diskriminante D = df? entspricht. Daraus bestimmt sich die Anzahl der
kubischen Kérper vorgegebener Diskriminante D = df2.

Um sie genau zu bestimmen, wihle man in k& = k(v/d) zunichst eine zu § pri-
me Basis tq,...,; fiir die absoluten Idealklassen, deren Ordnungen 3—Potenzen
sind. Man beachte ferner, daf f die Gestalt haben muf:

f=p1---pp3°° o=0o0derl, n=0

D = (d> mod. 3
Y23

wo die Primzahlen

sind und
2 fir 3td
w=1{ loder2 fiir 3|d, %=-1(3)
1 fir 3|d, 4=1(3).

Man wahle dann je eine primitive Wurzel g; fiir den bezw. einen Primteiler von
p; in k und mache zudem

gizlmod.il.

K2

Fiir den Faktor 3" wihle man entsprechend den genannten drei Fallen:

a.) 31d eine Zahl gy, sodaf jede zu 3 prime Zahl « in der Form
— a3 2
a = o5y°r mod. 3°  (r rat.)

darstellbar ist, und zudem

o0 =1 mod. =
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b.) 3|d, £ = -1

Wi

00=1+Vd, @051+3\/8m0d.32

Falls w =1
00,00 = 1 mod. o3 nehme man
den Fall c.)

c.) 3|d, g =1 (3) nur das eben genannte go.
VI, 18

Dann besitzt jedes zu f prime Ideal a aus k eine Darstellung

Qyo 0

_ T T YLy 0 _ oS

a_tl Ty 01 an|: yoyo:| c et
90 Qg

r rational
v =1 mod. f
In dieser sind die z; mod. 3 eindeutig, die y; dagegen nicht notwendig, wegen
der von den 3—ten Idealpotenzzahlen

Yok 0 _
2 } ad oy, (k=t+1o)

— Yk . HYnk —
€k 01 On |: ngzc,?é/ok (tO = 0 oder 1)

herriihrenden Relationen. Es darf ndmlich eine beliebige Linearkombination der
yik zu den y; hinzugefiigt werden.
Jede der gesuchten Idealgruppen wird nun durch eine lineare Kongruenz

L(z;,y;) =0 mod. 3

definiert, d. h. a gehdrt zu H, wenn seine Exponenten dieser Kongruenz geniigen.
Nicht proportionalen L entsprechen verschiedene H. Sei

L(wi,ys) =Y Xiwi+ Y Yii .

Damit L wirklich eine Idealgruppe definiert, mufs L fiir die ¢ identisch ver-
schwinden, d. h.

L0, yir) = ZYiym =0 mod. 3

sein fiir alle k. Und damit H wirklich den Fiihrer f bekommt, miissen die VI, 19
Y; # 0 mod. 3 sein (bis auf Y, sofern Y vorhanden, d. h. w = 2).

Daraus ergibt sich dann durch Abzéhlung die Anzahl der kubischen Kérper
mit der Diskriminante D = df?.
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6.6 Eine Frage aus Artin’s Reziprozitatsgesetz.
(Okt.1928)

Hasse investigates how to decide from the class group whether an abelian exten-
sion L|K is abelian over a subfield k (or at least galois), where K|k is cyclic. The
corresponding group theoretic question was covered in the entry of October 3|E|
The special case of cubic class fields over a quadratic field has occurred in the
foregoing entryE Later in 1929 Hasse included the content of the present entry
in his class field report [Has30c|. Still later, Hasse studied extensively similar
problems on the basis of Kummer theory instead of class field theory, and also
in more general settings. See, e.g., [Has49)|

(Oktober 1928)
Satz. Es sei
ko ein algebraischer Zahlkorper
k ein uber ko zyklischer Zahlkorper
T eine erzeugende Substitution von k/ko
K ein tber k Abelscher Zahlkorper
H die Idealgruppe in k, zu der K Klassenkérper ist

Dann und nur dann ist K Abelsch tber kg, wenn die Klassen nach H bei T
invariant sind.

Beweis: a.) Damit & / ko Abelsch ist, mufs K / k, jedenfalls Galoissch sein. Dafiir
ist notwendig und hinreichend, daft H bei 7 invariant ist.
b.) Es sei also H bei 7 invariant, somit /& / ko Galoissch. Es bezeichne dann

& die Galoissche Gruppe von K /f
® die Galoissche Gruppe von K/

6/ ® ist zur zyklischen Gruppe {7} isomorph. Dieser Isomorphismus kann
dargestellt werden, indem einer Nebenschar aus 6/ ¢ die durch ihre Substitu-
tionen bewirkte Substitution fiir die Zahlen aus k zugeordnet wird. Auf diese
Weise entspreche die Erzeugende T der Nebenschar 7&. Dann ist 6/ & ={76}.
K / ko ist Abelsch dann und nur dann, wenn ® Abelsch ist, d. h. wenn

Tor ' =0
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fiir jede Substitution o aus & ist.

Nach dem Isomorphiesatz der Klassenkdrpertheorie ist & isomorph zur
Gruppe der Klassen nach H. Und nach dem Artinschen Reziprozititsgesetz
kann dieser Isomorphismus dargestellt werden, indem einer Klasse C' nach H
diejenige Substitution o aus & zugeordnet wird, die fiir jedes Primideal p aus
C die Relation

AN®) = A mod. p

fiir alle ganzen Zahlen A aus K befriedigt. Weil aus dieser Relation folgt
FAYNP) = 7677 H(FA) mod. Tp,

so ist der Klasse 7C' = 7C auf dieselbe Weise die Substitution 7o7 ! zugeordnet.
Wegen der Eineindeutigkeit der Zuordnung ist also dann und nur dann 7o7 1 =
o fiir jede Substitution o aus &, wenn 7C' = C fiir jede Klasse C nach H ist.
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6.7 Zur Hauptidealisierung in Unterkorpern des
(—Klassenkorpers bei imagindr—quadratischem
Grundkorper. (Dez.1928)

Furtwdngler’s proof of the principal ideal theorem of class field theory was already
known to Hasse when he wrote down this note; see [FRO8|. Here Hasse studies
the capitulation of ideals in an unramified cyclic extension K|k of odd prime
power degree £". The base field k is supposed to be imaginary quadratic. Hasse
shows that there are precisely " ideal classes which capitulate in K. In the case
n = 1 this had been proved by Arnold Scholz whose proof was known to Hasse.
The theorem was later included in Hasse’s class field report [Has30D].

VI, 22
(Dezember 1928)

Sei k ein imagindr—quadratischer Grundkérper und /¢ eine ungerade Primzahl. In
k sei die Einteilung in die absoluten ,/-Klassen“ zugrundegelegt, also alle und
nur die absoluten Idealklassen von zu ¢ primer Ordnung in die Hauptklasse ge-
rechnet. Es sei K der zugehorige Klassenkorper, der absolute ,,/—Klassenkorper
zu k.

Satz. Es sei Ko ein relativ—zyklischer Teilkorper tiber k des absoluten £—
Klassenkorpers K zu k, vom Relativgrade ™. In Ko wird genau eine Untergruppe
der Ordnung €" der absoluten {—Klassengruppe von k {—hauptidealisiert.

Beweis: Die /-Klassen aus k liefern ambige /—Klassen aus Ky, d. h. bei der
Substitution Sop von Ky (und ihren Potenzen) invariant. Nach der Geschlech-
tertheorie der allgemeinen Klassenkorpertheorie hat die Gruppe der ambigen
VI, 23  {—Klassen in K genau den {"—ten Teil der {—Klassenzahl in k zur Ordnung.
Der Satz wird also bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dafs auch umgekehrt jede
ambige /-Klasse aus Ky durch eine (~Klasse aus k geliefert wird.
Sei nun C' eine ambige —Klasse aus K. Fiir ein Ideal 2 aus C gilt dann

A5 1,
d. h. es gibt ein zu ¢ primes ¢ mit
A1 =50) = (A).
Daraus folgt fiir die Relativnorm

N(A) = +1,
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weil in k& keine anderen Einheiten enthalten sind. Da ¢ ungerade, kann ohne
Einschrankung

N(A) =1
angenommen werden; denn N(—1) = —1. Dann ist aber
A =B,

Also

(5) "

Da K iiber k unverzweigt ist, sind bei Sy invariant allein die Ideale aus k. Daher
gilt:

A7 = (B)a mit a aus k.
Hiernach wird C'? durch ein Ideal aus k geliefert, also auch C selbst, w. z. b. w.

Es sei jetzt ® die Galoissche Gruppe von & / k. Den iiber k relativ—zyklischen
Teilkorpern Ky von K entsprechen dann die Untergruppen &y von & mit zykli-
schen Faktorgruppen.

Um die Hauptidealisierung gruppentheoretisch darzustellen, sei & die Ga-
loissche Gruppe des zweiten (~Klassenkorpers K/, und 2 die von K/, also
(’5/ 91 = &. Es ist dann A die Kommutatorgruppe von &. Den Untergruppen

& von & entsprechen eineindeutig die Gruppen B zwischen 2 und &. Es sei
2y die Kommutatorgruppe von &y, also eine gewisse Untergruppe von 2(. Die

{—Klassen von k entsprechen dann isomorph den Elementen von & =2 95/ 9, und
die (—Klassen von K den Elementen von 60/ Ap- Ist ®/ &, Wie vorausgesetzt,

zyklisch, also auch 6/ &, zyklisch,

VI, 24
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so sei

& = {50, 80} .

Die /-Klassen in k, die den kleinsten SR aus &y = 60/ 9 entsprechen, kurz
,die /—Klassen S“, enthalten die in K voll zerfallenden Primideale aus k. Diese
Klassen gehoren in Ky zu den Elementen

1+Sg+--+SL" 1
Sl+Sot-455" " op

von 60/ 2,- Die -Klasse So von k enthilt die in Ky unzerlegten Primideale aus
k. Sie gehort in Ky zu

S5 Ao.
Allgemein gehort die /-Klasse S*°S von k daher in K zur /~Klasse

vol™ 1 4So+- 455 !
SOO S 0 0 Ag.

Die S¢°S, fiir die diese f~Klasse die Einheit 2 ist, miissen nun nach dem obigen
Satz eine Gruppe genau von der Ordnung ¢ bilden. Jeder Untergruppe &g
von &, mit zyklischer Faktorgruppe der Ordnung ¢", ist so eine bestimmte
Untergruppe der Ordnung ¢™ von & (nicht notwendig zyklisch) zugeordnet.
Ich studiere diese Zuordnung néaher fiir die einfachsten Fille, die & darbieten
kann.
Ist zunéchst & selbst zyklisch, so ist

& ={S,}.

Da aber 2 die Kommutatorgruppe von & sein soll, muk 2 = 1 sein; siche die
Furtwénglersche Arbeit zum Hauptidealsatz. Es gilt also:

Satz. Ist die {-Klassengruppe von k zyklisch, so ist die {-Klassengruppe von K
die Finheit.

Es sei jetzt
6 == {Sl, 52, Ql}

und zwar & = 6/QJ' vom Typus (¢, ¢). Wird

S;1571S,5, = A (aus A)
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gesetzt, so besteht (nach der genannten Furtwénglerschen Arbeit) 2 aus der
Gesamtheit der symbolischen Potenzen A¥(51:52) Es sei insbesondere

S{ _ AF1(S1752)7 Sg — AF2(51,52)

Nach Schreier, Gruppenerweiterung, geniigen dann Si,Ss und Fi, Fy den sym-
bolischen Kongruenzen:

Si=1, Sb=1
5152 = 5251
(51—1)F150, (Sg—l)FQEO

(S —)Fy=1+Sy+---+S51 —(Syg—1)Fi =145, +---+571
deren Sinn ist, daft im Exponenten von A nach ihnen gerechnet werden darf.

Die Untergruppen von & mit zyklischer Faktorgruppe werden jetzt selbst zy-
klisch von der Ordnung ¢ und durch Angabe eines erzeugenden Elements S{* S5?
bestimmt, bei dem es natiirlich fiir (uy, p2) nur bis auf mod. £ proportionale Sy-
steme ankommt. Entsprechend werden die Untergruppen der Ordnung ¢, die den
eben genannten durch die Hauptidealisierung zugeordnet sind, durch S7*S5? mit
ghnlich bestimmten (14, v2) représentiert. Jedem (y1, p2) ist dann also eindeu-
tig ein (v, v2) zugeordnet durch die Beziehung, daf im Korper zu {S{*S5?} die
Klassen zu {S7*S5?} hauptidealisiert werden.

Sind g1 und po beide # 0 mod. ¢, so entsprechen im Korper zu {S}*S5*}
den Klassen S; und Sy die Klassen

S€ — AF1(51752)7 Sg _ AF2(51,52)’
also der Klasse S7*S5? die Klasse

AV (S1,S2)+v2F2(S1,52) )

Ist u3 = 0 mod. ¢, also us # 0 mod. ¢, so entspricht der Klasse S; wieder die
Klasse

S{ — AF1(51,52)’

der Klasse So dagegen die Klasse

£—1
148144551 —ke ck
S, =[] si"s2st
k=0

VI, 27

V1, 28
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Nun ist allgemein

sYl_1sh2 1
SVQSM — SVl SV2A5117,1 5227,1
2 ~¥1 T ~1 2 )

also speziell

sk—1
S7kS,Sh = SyAsiT

-1 1 sk_1 Eilsﬂ‘_l_kslf_l
1+4S14---+S5~ 1- 2 Si—1
S, T = [ S:A%TT =ShA = '
k=0

£—1 sk _q
Fo(S1,S2)+ ¥ S5 g
k=0

=1 gk,
F3(S1,S2)+ > 51_1
k=0

= A
~ A

VI, 29 letzteres fiir die zu {595’2‘2,9[} = {Sy,A} gehorige Kommutatorgruppe, d. h.
So =1 im Exponenten von A. Ist py # 0 mod. ¢, yus = 0 mod. ¢, so folgt analog,
dafl der Klasse Sy die Klasse

Sg — AF(SMSZ)

und der Klasse S; die Klasse

Si+s2+~-+s§*1 NAF1(51»52)—k s

entspricht.
Alles zusammengefafit ergibt sich, daff die Klasse S7*S5? aus k im Kérper zu
Si1Sh? iibergeht in die Klasse

1 gk, =1 gk
vi| F1(S1,52)—=dou, kzosr‘;i,l +va| F2(S1,52)+00u, 5171

k=0
P 1 fir j=1i )
YST1L0 o0 gZa ) [
Hierbei kann im Exponenten von A nach der Vorschrift

MH1QH2 —

)

wobel
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gerechnet werden.

Faft man alle Rechenvorschriften zusammen, die fiir den Exponenten von A
bestehen, so ergibt sich ein bestimmtes Ideal, sodaf AF(152) dann und nur dann
1ist, wenn F'(S1,S2) zu diesem Ideal gehort. Fiir dieses Ideal gelten jedenfalls die
bisher gegebenen Kongruenzen, ev. aber noch mehr. Fiir jedes S/ S5? resultiert
natiirlich ein besonderes Ideal.

Diese Ideale lassen sich als bestimmte Ideale des Korpers der /~ten Einheits-
wurzeln realisieren, wenn man

S1 =", Sy =¢"

setzt. Dann entsteht (weil 2 eine /~Gruppe) ein Ideal der Form A\"w#1w2tl
wo A = 1 — (. Nach obigem Satz ist es dadurch eindeutig bestimmt, daf der
zuletzt bestimmte Exponent von A genau fiir eine Untergruppe der Ordnung
¢ aller (v1,v2), d. h. genau fiir ein System zueinander proportionaler (vq,vs)
kongruent Null nach ihm sein mufl. A™#1#2 ist also der grofite gemeinsame
Teiler der Faktoren von v; und v5 in jenem Exponenten, wenn

Si=(, Sy=(n

gesetzt wird.Die Richtigkeit dieser Tatsache ergibt sich daraus, daf nach den

Relationen a. S. 27%] oben auf alle Fille die A-fachen der Faktoren von v; und

v in jenem Exponenten = 0 nach dem Ideal des Kreiskdrpers A™#1.#2 1 sind.
Man kann jene Exponenten wegen

5 Zi;%) (=D _ 1 ¢t _q
ij /¢ L (-1
auch so erhalten:

156 —1¢ask—1
Gl(Sl,Sz) = F1(51,52) - z S, —1 Z So —1

k=0
- 1S5—1caSh—1
Gg(sl,SQ) = FQ(SlaSQ) - z S, —1 kz::() S;—1 :

Das sind gebrochene Polynome in S, S,, die aber bei obiger Realisierung

S1 =", Sy =¢"

VI, 30

VI, 31
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in ganze Zahlen des Kreiskorpers, namlich gerade in die gesuchten Exponenten
iibergehen. Wird dementsprechend

Gl(C_Ma(:m) = agm’ﬂz))\mmwz mod A.et+l

Go(CTF2, (M) = aéﬂl’ﬂz))\mmwz mod \.met+1

gesetzt, so bestimmen sich die gesuchten vy, aus pj, ps durch die lineare
Kongruenz
Vlagul”w) + Vgag“”“) =0 mod. /.

Der einfachste Typus liegt vor, wenn F3(S1,S2) und F5(S1,S2), nach Poten-
zen von

A;=1-5, Ay =1-59

entwickelt, nicht beide mod. ¢ verschwindende Anfangsglieder haben. Sei also:

Fl(Sl,SQ) = aq mod. (Al, AQ)
FQ(Sl, Sg) = a2 mod. (Al, Ag)
(al,a2,€) =1

Faft man F3(S1,S2) und F5(S1,S2) als Potenzreihen mit Koeffizienten aus
dem /—adischen Zahlkorper auf, so besitzt daher mindestens einer ein Rezipro-
kes. Mit diesem darf im Exponenten von A gerechnet werden, weil A" und
A0=S)" 40-59)™ fisr hinreichend hohes N gleich 1 sind (2 ist £~Gruppe). Ist
etwa a1 # 0 mod. ¢, sodafs F1_1 existiert, so folgt aus

(S1—1)F;, =0, dal S;1—1=0
ist, und aus
(1-So)Fi=1+S; +---+S7t =,
dafs
1—Sy=(F!
ist; schliefslich ist

14+Sy+---+S51= (S, - 1), =0,
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also

J4 4 0—2 0—1 _
(s (| ot a0 =

Y + (i)ZFll 4 (EZ 1>£€—2(F11)€—2 4 é@—l(Flfl)é—l =0

Da nun
1 4 <§) Fl_l e (6 f 1>££_3(F1_1)E_2 T g[—Q(Fl—l)Z—l

ein Reziprokes besitzt, mufs

sein, daher schlieflich auch

52 —1=0.
Hiernach ist 2 = {A} zyklisch von der Ordnung ¢ (2 = 1 ist mit der Vorausset-
zung nicht vereinbar), und die gesuchten vq, v5 bestimmen sich fiir alle pq, g
aus ein— u. derselben Kongruenz

viay + veae = 0 mod. /.

Der néchst einfachere Typus ist:

F1(51,S2) = anli+ado+---
F5(51,S2) = a211+aglo+---
Dabei sei
a2 # 0 mod. /.
a21 Aa22

Die Realisierung

S1 =", Sy =¢M"

VI, 34



440 Tagebuch VI

ergibt

Fy(¢7H2,¢M) (—poa11 + praz) A mod. A2

FQ(C_#Q ) C‘ul)
Nach Voraussetzung sind nun jene beiden Koeffizienten rechts nie beide =

0 mod. ¢, wenn (1, o) nicht identisch mod. ¢ verschwindet. Also folgt (fiir
VI, 35 £ > 3, wo die Zusatzglieder fortfallen):

(—p2a21 + p1a2)\ mod. A2,

My s = 1 fiir alle  pq, po.
Und vy, 5 bestimmen sich aus
vi(—poaq + p1a12) + ve(—pgas1 + prass) =0 mod. £,
d. h.

151
1)

H1a22 — H2a21 mod. /.
—p1a12 + p2a11

Setzt man

so besteht hiernach zwischen vy, 5 und p1, po die Beziehung

(Mla MQ) = A(l/h VQ) mod. Eu

da es ja auf Proportionalitdtsfaktoren nicht ankommt.
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6.8 Der Fundamentalsatz aus der Geschlech-
tertheorie quadratischer Formen von n Va-
riablen. (Dez.1928)

Genus theory of quadratic forms in n variables.

Dezember 1928

Der Satz lautet:

Quadratische Formen desselben Geschlechts kénnen durch unimodulare fiir
ein beliebiges M ganze Transformationen ineinander tibergefihrt werden.

Ich beweise diesen Satz im Folgenden fiir die speziellen Ordnungen

01,...,0r_1 ungerade .
O01y...4,0k—1 — 1
(in den Minkowskischen Bezeichnungen).
Zunéchst einige Vorbereitungen. Es geniigt, den Satz fiir Multipla M von
01...0k—1 zu beweisen. M sei durchweg von dieser Beschaffenheit. Eine belie-
bige Form obiger Ordnung kann dann ganzzahlig unimodular in eine charakte-
ristische Form F' fiir M transformiert werden, d. h. in eine solche, fiir die die
Hauptunterdeterminanten

A07 A17 A2017 A30?027 R Anflo?iz crOp—2, Ano?il ctrOp—1
der O-ten, 1-ten, ..., n—ten Ordnung auf eine Reihe
Ag=1,A1,4,,...,A,_1,A, =1

von positiven ganzen Zahlen fiihren, die zu M und je zu ihren Nachbarn tei-
lerfremd sind. Dabei darf den Zahlen Aq,..., A, _1 auch noch jede Kongruenz-
vorschrift mod. 4 gemacht werden, die bei irgendeinem Hauptrest mod. 4 der
Ausgangsform vorkommt. Ist n = 4, so kann auf diese Weise, wie ich zeigen
werde,

A =1mod.4,...,A,_3=1 mod. 4

erreicht werden. Es geniligt dazu zu zeigen, dak fiir ¥ = 4 jeder Hauptrest
mod. 4 der obigen Ordnung einem solchen mod. 4 durch unimodulare ganz-

V1, 36

VI, 37

V1, 38
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zahlige Transformation kongruent—équivalent ist, der an der ersten Stelle der
Hauptdiagonale durch +1 mod. 4 besetzt ist. Dies ist nur fiir den Hauptrest

-1 1
-1 1 1
-1 mod. 4 nichttrivial. Durch 1 1
-1 0 1
1 -1 -1 0 1 1 1
-1 -1 1
geht er in 1 -1 ) iiber. Diese Form ist vermoge 1
1 0 0 0
0 2 -1 0
kongruent-dquivalent zu 8 Bl 3 01 , diese wiederum leicht durch
entsprechende Riicktransformation des Abschnittes aus der zweiten, ... Reihe
zZu
1
1

also in einen Hauptrest der verlangten Beschaffenheit.
Die in der iiblichen Weise vollzogene Transformation der charakteristischen
Form F' auf die Diagonalform:

Ay A,
f=A] + Eolxg et A:,Q

2 2
01...0n_2xn_1+ 01”'0”—1‘2:11

Anfl

ist fiir M ganz. Es geniigt also, Formen in dieser ,Normalgestalt® zu betrachten.
Nicht fiir jedes System ganzer, positiver, zu M und je zu ihren Nachbarn
teilerfremder Zahlen

AO:17A17"'7A77,717ATL:1
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wird die Form f in der genannten Weise aus einer charakteristischen Form F' der
betrachteten Ordnung entstehen. Eine notwendige Bedingung fiir dies Faktum
ergibt sich aus den bekannten Unterdeterminantenrelationen zu:

{ _AllflAI/ﬁ*lOV

(1) D }zl v=1,...,n—1).

Dabei ist {—} zur Abkiirzung fiir das System aller Legendreschen Symbole des
wZahlers* nach den verschiedenen Primfaktoren des ,Nenners“ gesetzt.
Fiir n = 2 reduziert sich diese Bedingungsserie auf die einzige Bedingung

0 )

Diese ist nun zugleich hinreichend dafiir, daff die bin&re Form

1
© = A2 + A—lolxg
aus einer charakteristischen Form & fiir M der Ordnung ( 011 0) in obiger

Weise entspringt. Nach (1) gibt es ndmlich eine Lésung oy von

ag—kolEOmod.Al,

etwa
ozg + 01 = Aiag
Wird
a=ap+tA;
und

a®+o0, = A4Aja
gesetzt, so berechnet sich die ganze Zahl a als

a=ag+ 2tag + t2A; .

VI, 40
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Jetzt kann durch passende Wahl von t erreicht werden, dafs a prim zu M ist. Ist
némlich p eine Primzahl, die in M aufgeht, und geht erstens p nicht in ay auf,
So setze man

t =0 mod. p.

Geht zweitens p in a¢ auf, dann setze man

t %0 mod. p
2
t#£ f% mod. p.
1

Die zweite Bedingung ist sinnvoll, da p als Teiler von M nicht in A; aufgeht.
Sie ist mit der ersten vereinbar, auch fiir p = 2, wo sie mit ihr zusammenfallt.
Beide Bedingungen ergeben:

2tag + t2A; = t(209 +tA;) Z 0 mod. p

Immer wird dann

a # 0 mod. p,

also zusammengenommen ¢ prim zu M. Also ist

eine fiir M ganze unimodulare Transformation. Durch sie geht in der Tat ¢ iiber
in die ganzzahlige bindre Form

P = Ale +2(4) —a)ziza + (A1 — 2+ a)x%

01

der Ordnung ( 1

O> mit den Hauptunterdeterminanten

Aoil, A17 A201:01,

also eine charakteristische Form fiir M, aus der ¢ in der genannten Weise ent-
steht.
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Diese Betrachtungen seien jetzt angewandt auf die bindre Form
2 1 2
o =A127 + —Az0173,
Ay

die aus f durch 3 =0,...,x, = 0 hervorgeht. Nach der ersten Bedingung
ist fiir sie das Analogon zu (1°) erfiillt. Also ist ¢ Normalgestalt einer charakte-
A201

1 0) gehort.

Es werde nun eine zu M prime Primzahl p mit den Eigenschaften

® {Afol } N {Afél }

bestimmt, d. h. also, es soll p dieselben Geschlechtscharaktere besitzen, wie der

A2101 O) . Ich betrachte

ristischen Form & fiir M, die zur Ordnung (

erste Koeflizient A; von @, bezogen auf die Ordnung (

dann die bindre Form

1
P = pr + ;Agolxg.

Die Bedingung dafiir, dafs auch sie Normalgestalt einer charakteristischen Form
der betrachteten Ordnung ist, lautet

(3) ("‘;201) =1

Um diese Bedingung zu erfiillen, werde fiir n = 4 noch

(4) p =1 mod. 4

vorgeschrieben. Dann ist in der Tat:

() - () - () - (2)

wegen A; = 1 mod. 4 und nach 7 .

VI, 43

VI, 44
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Fiir n = 3 hat man nach 7 :

—A201) p—1 —Ago;—1 ( P >
— —1) 2 2
< p ( ) —Az01

p—1 —Agoy—1 Ay
= (=1)7=T ——= .
(-1) &

R e S e
Ay

pA1—1 —Ajo;—1
2 2

(=1

(=5°)
p
Wird also hier statt vorgeschrieben:

(4" p = A; mod. 4, falls —A301 = —1 mod. 4,

so ist wiederum erfiillt. Ich zeige, daf diese zunéchst von A;, A; abhén-
gige Vorschrift nur vom Geschlecht der Ausgangsform abhéngt, also von den

Charakteren
A Az
01 ’ 02 '
In der Tat folgt aus :

_A201 ] —A102 B (_1)1+7A2;171‘—A120271
—A102 —A201 n

—A —A
= ( 201) . ( 102) = Geschlechtsinvariante,

02 01

also die Invarianz von

—A201 -1 —A102 -1
2 2

mod. 2.

Hiernach ist sowohl die Kongruenz % = 1 mod. 2, als auch — wenn sie
erfiillt ist — der Wert A; mod. 4 geschlechtsinvariant. Damit ist in allen Fallen
durch eine geschlechtsinvariante Vorschrift fiir p gesichert.

Ich setze nunmehr die Behauptung fiir n = 2 als bewiesen voraus — sie folgt
da in bekannter Weise aus der klassischen Theorie der bindren quadratischen
Formen —, und verwende dann vollstandige Induktion. Die Induktionsannahme
soll sogar folgendermafen lauten: Zwei ,Normalgestalten®, fir die Ordnung und
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Geschlechtscharaktere iibereinstimmen und die Bedingungen erfiillt sind, au-
Rerdem bei mehr als terndren Formen die ersten n — 3 Koeffizienten = 1 mod. 4
sind, sind durch unimodulare fiir M ganze Transformation auseinander herleit-
bar, ungeachtet ob sie aus charakteristischen Formen entspringen, oder nicht.
Fiir n = 2 ist das nach dem Bewiesenen nicht allgemeiner, also nach der Vor-
aussetzung richtig. Fiir n > 2 fiige ich noch die Einschrankung hinzu, daff die
Koeffizienten A;, B; zueinander prim sein sollen, was stets (durch passende Wahl
des M bei der zweiten Form) erreichbar ist. Die zweite Normalgestalt sei:

2 Bn—l

By
= Biai + —-o125 + -+
g 1 B, 2 B, 5

2 1 2
01+ 0p_2%Ty_1+ 501" 0p_1%,

B,

Die Geschlechtscharaktere stimmen mit denen von f {iberein:

(5) {ﬁ:}{i}, (v=1,...,n—1)

Da zudem As, By zueinander prim sein sollen, so kann p zu f und g gemeinsam,
den Forderungen entsprechend bestimmt werden. Da auch die iibrigen For-
derungen , (4’) geschlechtsinvariant sind ( nach Konstruktion)7 so kann
also die Bestimmung von p iiberhaupt vollsténdig fiir f und g gemeinsam durch-
gefiihrt werden.
Nach dieser Konstruktion ist nun ¢ mit @ im gleichen Geschlecht, also nach
Voraussetzung fiir M ganzzahlig dquivalent, also auch f mit
T=pad+ 2 | Aaad + 22 (pon)ad + -+ ——(poa) - -0u 10
P Ao An—1

ebenso auch g mit

G = pr? 4+ — |Byxs + (po2) - - - on_lxi

— o
f=pw§+;1fo

01
g=pai+—go
»

gesetzt. Dann sind fy und go Normalgestalten der Ordnung

po2, 03, ..., Onp-1
1 1

5 B ey

VI, 47

VI, 48
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In der Tat sind nach alle Bedingungen dazu erfiillt bis auf ev.

Das folgt aber aus (1)) nach (2). Ferner gehoren fy, go zum gleichen Geschlecht.
Denn nach sind alle Bedingungen dazu erfiillt, bis auf ev.

(5)-(%)
p p)
Das folgt aber aus . Schlielich geniigen fj, go nach Konstruktion auch den

Zusatzvoraussetzungen der Induktionsannahme. Also sind, nach dieser, fo und
go fiir M ganzz. dquivalent. Damit sind es auch f und g, sowie f und g, w.z. b. w.
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6.9 Normentheorie in Ringen. (Feb.1929)

These are Hasse’s notes of a colloguium talk of Heinrich Grell (a Ph.D. student
of Emmy Noether). The topic is the definition of norms in a finite extension of
a Dedekind ring. Grell had published this 1927 in the “Mathematische Annalen”
[Gre27].

(Nach Vortrag von H. Grell, Februar 1929).

I.) Es seien zunéchst vorgegeben:
0, ein Ring, in dem die ersten vier der E. Noetherschen Axiome gelten

3, ein darin enthaltener Ring, in dem die fiinf E. Noetherschen Axiome gelten
und zudem jedes Ideal Hauptideal ist. Es soll o ein 3-Modul von endlichem
Range n sein.

Ist a ein Ideal in 0 und
n
ai:Zaikwk (izl,...,n)
k=1

die Darstellung einer 3-Modulbasis von a durch eine solche von o, so werde
definiert

N(a) = |aik|3,

also gleich dem aus der Determinante |a;;| abgeleiteten Hauptideal in 3. Das ist
von der speziellen Auswahl der Basen unabhéngig. Allgemein werde bezeichnet
mit (ab, b) das aus der Ubergangsdeterminante von einer Basis von b zu einer
von ab abgeleitete Hauptideal in 3, das wieder von der speziellen Wahl der Basen
unabhéngig ist. Also N(a) = (a,0).

Satz 1. Ist a = q1 - - - qs die Primdrzerlequng eines Ideals a aus 0, so gilt
N(a) = N(q1)---N(qs).

Beweis: Es ist

N(a) = (a,0) = (41~ ds, 91 - - ds—1) -~ (12, 1) (d1, 0).

V1, 50
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Zum Beweis geniigt es, zu zeigen, dafl immer
(ab,b) = (a,0)
ist, wenn a und b teilerfremd sind:
a+b=o
ist. Nun gilt die Isomorphie
a+bla——blanb

fiir beliebige a und b, wenn allgemein ¢/0 den Restklassenring von ¢ nach dem
Vielfachen 9 bezeichnet und a N b den Durchschnitt (kl. gem. Vielfache). Es
ist das der zweite E. Noethersche Isomorphiesatz (Verallgemeinerung meines
Reduktionsprinzips).Sind a und b teilerfremd, so ist in 0 nach der Voraussetzung
aNb = ab, also gilt dann

o|a<l_> blab.

Nun ist allgemein b/ab eine verallgemeinerte Abelsche Gruppe beziiglich der
Addition mit 3 als Multiplikatorenbereich. Ist (1, ..., 3, eine 3-Modulbasis von
b und 74, ..., v, eine solche von ab, ferner

n
Vi =Y CinBr, (i=1,...,n)
k=1

so sind die Relationen

n
% =Y cikBr =0 (ab)
k=1
erzeugende Relationen jener v. Ab. Gruppe. Nach der Voraussetzung iiber j
lassen sich diese Relationen in der bei den gew. Ab. Gruppen bekannten Weise
auf die Normalform

Vi =€} =0 (ab)

transformieren. Die e; sind die Elementarteiler der Matrix (c;). Sie (besser:
die aus ihnen abgel. Hauptid. e;3) sind charakteristisch fiir die Struktur der
v. Ab. Gruppe, ebenso wie bei den gew. Ab. Gruppen. Die beiden isomorphen
v. Ab. Gruppen o|a und blab haben also gleiche Elementarteiler. Das Produkt
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der Elementarteiler ist nun aber die Determinante der Ubergangssubstitution
zwischen den betr. Basen. Also folgt in der Tat

(Clb, b) = (aa 0)7 w.z. b.w.

Satz 2. Ist q ein Primdrideal aus o, ferner p das zugehérige Primideal und A
die Linge der Kompositionsreihen (aus Idealteilern) der v. Ab. Gruppe o|q, so
gilt

N(a) = N(p)*

Beweis: Zunéchst gilt fiir die Kompositionsreihen aus Idealteilern das Analo-
gon zum Jordan—Hélderschen Satz, wie man leicht mittels des zweiten Isomor-
phiesatzes von E. Noether (siehe oben) beweist. Also ist die Lange A durch q
eindeutig bestimmt. Sei nun

0=4dqo, P =4d1,92,---,9=4qx

eine Kompositionsreihe von ¢. Dann ist

N(q) = (q7 0) = (q)n q)\—l), s (qla qO)
Nach den Schliissen aus dem Beweise von Satz 1 geniigt es, die Isomorphie
+
qilqi+1 < olp
zu beweisen.

Dazu muf zunéchst der folgende Hilfssatz bewiesen werden:

Hilfssatz: Ist q primdr p das zugehérige Primideal und a ein unmittelbarer
echter Teiler von q (d. h. zwischen a und q kein Ideal mehr), so ist q : p Teiler
von a, also

q:plag.

Beweis: Bekanntlich existiert ein g, sodaf ¢|p?, also q : p? = 0. Wegen q : p? =
ola aber q: p° = q 1 a gibt es einen echten positiven Exponenten o, sodaf

noch q:p°'fa, aber ¢ :p7la.

D.h.
noch qfp° 'a, aber q|p%a.

Aus a|q und a|p®~ta folgt nun

(1) alg+p°'a,

VI, 54
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andererseits ist
(2) q+p° talqg und zwar echt,

weil aus q + p°~la = q folgte q|p°la. Nach der Voraussetzung ergibt sich aus

und :

q+p7 la=a,
also

pg +p%a = pa.
Wegen q|pZa ist daher

qlpa, d.h. q:pla, w.z.b.w.

Fortsetzung des Beweises von Satz 2. Es sei m; eine Zahl aus o mit den Eigen-
schaften

™ =0(di), Z0 (dit1)
Um die obige Isomorphie zu beweisen, geniigt es, nach dem zweiten E. Noether-
schen Isomorphiesatz, die beiden Feststellungen

L) T30 + Qi1 = s

2) 0N gip1 = TP
zu machen; denn daraus folgt

+ +
QilGit1 < Ti0 + Qit1|qi1  ——  mo|mo N qiy1
‘l.’ m0|mip ‘i’ o[p.

ad 1.) m;0 4+ g;+1 ist ein Ideal zwischen ¢; und q;41, und von q;11 verschieden,
nach Wahl von 7;, also gleich q; wegen der Eigenschaft der Kompositionsreihe,
aus lauter unmittelbaren echten Teilern aufgebaut zu sein.

ad 2.) m;p ist Vielfaches von m;0 und q;1, letzteres nach dem Hilfssatz, der
ergibt, daf g;41 : p Teiler von q;, also von m;, also q;41 Teiler von m;p ist.
Umgekehrt sei 0 eine Zahl aus m;0 und ¢;4+1. Sie hat die Form § = m;y mit
ganzem 7y, und es ist

iy =0 (qig1)-
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Wire

T#0 (p),
so ware « kein Nullteiler mod. q;41, also folgte

i =0 (dit1),

was falsch. Also folgt

7=0(p),
und somit

0 =0 (mp).

Damit ist der Beweis von Satz 2 erbracht. Satz 3. Ist auffer 3 und o noch ein VI, 57
Ring v zwischen 3 und o gegeben, tber den die gleichen Voraussetzungen gelten,
wie tGber 3, so gilt fir a aus o:

Ni(a) = N; (Ne(a)),

wo der an das Normzeichen gesetzte Ring den Grundring angibt, in bezug auf
den die Norm zu nehmen ist.
Bewets: Es seien

a= (oq,...,an)t

0= (w1, ,Wm)e (mr =n)

‘C:(017~~~>Qr)3

Modulbasen in bezug auf die angegebenen Ringe. Durch Transformation auf die
Normalform darf ohne Einschrankung angenommen werden, dafs die Ubergangs-
substitution von o nach a in bezug auf v so beschaffen ist:

Q; = ;W (i=1,...,m)
mit e; aus v. Nun ist

a= (ai9k>z
0= (wiok); -
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Die Ubergangssubstitution von o nach a in bezug auf 3 findet sich dann so:
- i=1,...,m
€iok =Y ike0s (k':f.“,’/‘)
o Sees
T
Qi 0k = €i0kW; = Z AikeWi Q¢
=1

Die Ubergangsmatrix sieht, wenn man zuerst nach i und bei festem 4 nach k
bzw. ¢ ordnet, so aus

(a1ke) 0 0
0 (aire) 0
0 . (amkz)
€1
entsteht also aus der urspriinglichen , indem e; durch die Matrix
€r

(asre) ersetzt wird. Hieraus folgt:
Ny(a) = |atke| - - [@mrel3-
Nun ist
Ni(eiw) = lairels,  Ne(a) =e1---emt

also

N;(a) = N,(eir)--- N;(emt)
= Ny(e1--ept) = Ny(Ny(a)).

Dabei ist zu bedenken, daf im Ring ¢ nach Satz 1 und Satz 2 die Formel N (ab) =
N(a)N(b) allgemein gilt.

I1.) Es soll jetzt gezeigt werden, daf in den Sétzen 1—3 die Voraussetzungen
iiber 3 und v gelockert werden konnen. Es braucht namlich nur vorausgesetzt zu
werden, daf in 3 und t die fiinf E. Noetherschen Axiome gelten, nicht daf jedes
Ideal Hauptideal ist.

Es geniigt, die Definition von N(a) zu verallgemeinern; die Durchfiihrung
der Beweise gelingt dann ohne Schwierigkeiten.
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Sei dazu mj ein beliebiges Vielfaches von a3. Dann sei 3/ der Ring aller Quo-
tienten mit zu m primem Nenner aus Zahlen von 3 und ebenso o’ der Ring aller
Quotienten mit zu mt primem Nenner aus Zahlen von o. Dann sind bekanntlich
in 3’ alle Ideale Hauptideale. Ferner ist

o' = (wi,...,wpn);, wenn 0= (wi,...,wp);

o =(ag,....on)y, I a=(ai,...,an);

ist, d. h. die alten Modulbasen konnen iibernommen werden. Schlieflich entspre-
chen sich hinsichtlich aller Idealoperationen isomorph die Teiler von a in o und
die von ao’ in o/, sogar die von mo in 0 und die von mo’ in o/, ebenso die von
m3 in 3 und my’ in 3. Jetzt werde definiert:

N;(a) = Ny (ao’) N 3.

Diese Definition erweist sich als unabhéngig von der Hilfszahl m, eben weil die
Basen tibernommen werden kénnen.

Auf diese Weise wird der allgemeine Fall I1.) auf den speziellen Fall 1.) zu-
riickgefiihrt.

II1.) Es bleibt noch die Identitit der Normdefinition mit der {iblichen (Pro-
dukt der konjugierten) nachzuweisen. Voraussetzung dabei ist aber, daff auch
in o die fiinf E. Noetherschen Axiome gelten. Ferner, dafs der Quotientenkérper
zu o relativ—Galoissch 1. Art iiber dem zu j ist. (Im allgemeinen 14t sich o in
einen solchen Galoisschen Erweiterungsring einbetten). Dann gilt

N(a) — aa(l) e a(n71)7

wenn obere Indizes die in Bezug auf 3 konjugierten bezeichnen. Durch das Ver-
fahren von II.) fiihrt man die Behauptung auf den Fall zuriick, daf 3 und jetzt
auch o Hauptidealringe sind. Dann sei

a=ao
Es ist dann
a=(awi,...,awy);, wenn 0= (wWi,...,Wn);

ist. Aus

n
awi:Zaikwk (i=1,...,n)
k=1

V1, 60
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folgt nun durch Ubergang zu den relativ—konjugierten:
n
a(”)wl@) = Z aikw,(cy)
k=1

und daraus:

(k)

a® o™ = |ag] - W)

Da o von der 1. Art, ist |w£k)\ # 0, also

N(a) = |aik|2) — a(l) . ..a(”)a — (1(1) . Cl(n).
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6.10 Uber eine Frage von Z.Suetuna. (29.7.1929)

The question concerns permutation groups. Suetuna had sooved the question
for certain special groups and Hasse now provides a general proof, valid for
arbitrary permutation groups. The Japanese mathematician Suetuna was visiting
Gottingen and Hamburg in the years 1927-1931. He also had a joint paper with
Hasse [HS31]. 1936 Suetuna became the successor of Takagi at Tokyo University.

29.7.29.

Suetuna vermutet folgendes: Gegeben eine endliche Permutationsgruppe &
vom Grade n und der Ordnung g. Mit e(S) sei die Anzahl der Zyklen bezeichnet,
in die das Gruppenelement S zerfillt. Dann ist die Summe

(1) A@) =23 ®

9 Sin &
fiir jedes ganze a ganz. Noch allgemeiner gilt dasselbe fiir jede Summe

(2) A@) =2 3 xi(9)as®,

gSinQS

wo x;(S) irgendeinen Frobeniusschen Gruppencharakter von & durchliuft.
Suetuna beweist die spezielle Vermutung fiir zwei Félle, erstens fiir die
allgemeine lineare Gruppe von Primzahlpotenzgrad:

( v ) (s=0,....,p5 = 1; (r,p) = 1),

rv+ s

zweitens fiir den Fall ¢ = n, der der Galoisschen Gruppe eines Galoisschen
Zahlkorpers n—ten Grades entspricht.

1.) Ich fiige nachstehend den Beweis von fiir den Fall g = n! hinzu, der
der Galoisschen Gruppe eines affektlosen Zahlkérpers n—ten Grades entspricht.
& ist dann die symmetrische Gruppe n—ten Grades.

Ist nun S eine Permutation mit v; Zyklen i—ten Grades (i = 1,...,n), so
bleibt S bei genau v1!1%* - 151272 .. - v, In"» Permutationen der Ziffern in den
Zyklen invariant; denn es kénnen ja die v; i—gliedrigen Zyklen auf v;! Arten
angeordnet und dann die Ziffern in jedem einzelnen noch auf ¢ Arten gesetzt
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werden. Folglich entstehen aus S insgesamt W Permutationen des
gleichen Typus (11, ..., v,) der Zyklenzerlegung. Daher ist die zu untersuchende
Summe: vt
a”l V21T lVn
An(a) = .
’I‘L( ) Z _ l/l!ll/l .V2!2V2 ...yn!nl’n
V12024 Fnv,=n
v; 20

Hierin kénnen ohne Anderung statt der endlichen Folge v, ..., v, von Sum-
mationsbuchstaben deren unendlich viele vy, 1v5,... mit der Nebenbedingung
v1 4 2v5 + - - - = n eingefiihrt werden:

1 a1 ra\»
Aofa) ey Ly
(a) > 1\2
v1+2va+--=n
v 20
Jetzt bilde ich die erzeugende Funktion der A, (a) und finde:

- n 1 a\t v 1 a\"v2 2v:
> Aula)z ZZ!(I) f”yj(g) z=

n=0 v; 20

- ) L ()
Vi 1/1! 1 1/2! 2

Also

f:An(a)x”=§: (a—l—n—l)xn

n
n=0 n=0

A, (a) = (aJrnl)’

n
woraus die Ganzzahligkeit folgt.

2.) Die allgemeine Formel &Rt sich flir die symmetrische Gruppe n—ten
Grades ® aus den Resultaten der I. Schurschen Dissertation folgern. (Berlin
1901).
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Es sei m 2 n fest. Die nicht singulidren Darstellungen I' von & stehen dann
nach I. Schur, L. c. in eineindeutiger Korrespondenz mit den Darstellungen M der
reellen Matrixalgebra m—ten Grades 91 aus einem Korper der Charakteristik
0 durch nicht durchweg singulére Matrizen, die homogen von der Dimension
n sin in den Elementen der Matrizen aus 90t. Aquivalenten I' entsprechen
dquivalente M und umgekehrt, reduziblen I' reduzible M und umgekehrt.

Um I" von M aus zu erhalten, denke man zunéchst M unter dquivalenten so
ausgewahlt, daf Diagonalmatrizen aus 991 Diagonalmatrizen in M entsprechen,
was nach Schur, L. c. stets moglich ist. Nunmehr sei P eine Permutation aus &.
Diese kann als Permutationsmatrix n—ten Grades gedacht und zu einer Matrix
m~—ten Grades durch Nullreihen aufgefiillt werden. Dann entspricht diesem Ele-
ment P aus 2 ein bestimmtes Element ¢(P) aus M. Wegen der Homogenitat ist
©(P) nur in einem ganz bestimmten, zur Hauptdiagonale symmetrischen Feld
besetzt und hat dort von 0 verschiedene Determinante. Diese verkiirzten o(P)
bilden dann eine Darstellung I" von &, die nicht singulér ist.

Umgekehrt gibt Schur, L. c. bei gegebenem I' ein Verfahren um M zu kon-
struieren.

Nach Schur, 1. c. gilt nun bei dieser Zuordnung fiir die Charaktere y von I’
und ® von M die Formel:

)= X P () ()

v142vs+---+nrv,=n Vl! Vn! n
V; 20
Dabei bezeichnet A eine Matrix aus 9, ¢(A) ist Bild in M, s1,...,s, die
Potenzsummen der charakteristischen Wurzeln von A, d.h. die Spuren von
A, A% ... A" und P., ..., eine Permutation aus derjenigen Klasse von &, de-
ren Permutationen je v; Zyklen i—ten Grades haben. Man kann diese Formel,

weil W die Anzahl der Elemente dieser Klasse ist, auch so schreiben:
1 v1(P v
o) = L 5 P
Pin &
wo also v1(P),...,v,(P) die Anzahlen der Zyklen 1-ten,...,n-ten Grades von

P bedeuten.
Wendet man das auf die a—reihige Einheitsmatrix A = E, an, die durch
Nullen m-reihig gemacht ist (m kann ja beliebig grofs sein), so entsteht wegen

81:"':Sn:a/

*) Jede nicht homogene Darstellung ist nach Schur, 1. c. reduzibel in homogene Darstellun-
gen, deren Determinanten nicht identisch 0 sind, und eine Nulldarstellung
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rechts die zu untersuchende Summe, wihrend links eine ganze Zahl steht. Denn
die charakteristischen Wurzeln von ¢(A) sind Produkte von je n der charakte-
ristischen Wurzeln von A.

Damit ist die Formel im Falle der symmetrischen Gruppe bewiesen.

3.) Fiir eine beliebige Gruppe & ergibt sich (2)) jetzt leicht, weil ® Untergrup-
pe der symmetrischen Gruppe ist. Man braucht nur fiir die symmetrische
Gruppe und den durch x; induzierten Charakter anzusetzen.
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7.1 Maximalordnungen in einfachen Algebren
und deren maximalen Teilkorpern (Mai 1931)

Comparison of the arithmetic of a central simple algebra with that of a maxi-
mal subfield. Hasse writes that he had done this investigation jointly with Artin.
At the end we find a remark that later, in January 1932, Chevalley had given
another proof. Chevalley’s proof appeared 1934 in the “Hamburger Abhandlun-
gen” [Che34]. Hasse’s proof appeared in the same year in the volume dedicated
to the memory of Jacques Herbrand [Has34]. There was a third proof, by Emmy
Noether, which also appeared in that memorial volume [Noe34].

Im Anschluff an Untersuchungen mit Artin.

Mai 1931.

K sei eine einfache Algebra iiber einem algebraischen Zahlkorper €2 als Zen-
trum. n sei der Grad von K . k sei ein maximaler Teilkérper von K , also vom
Grad n. o sei eine Maximalordnung von k.

Satz 1. Es gibt Maximalordnungen O von K, die o enthalten. (Satz von Artin,
Beweis von einem seiner Schiiler)

Beweis. Ist 9D* eine beliebige Maximalordnung von K, so ist 09* Rechtsideal
in ©* also Linksideal in einer gewissen Maximalordnung 9, und dabei 0 £ O
wegen 0.09D* = 00*.

Satz 2. o ist dann der Durchschnitt von O mit k.
Beweis. Dieser Durchschnitt ist eine Ordnung in %k, die o enthalt.

Satz 3. Ist a ein Ideal in o, so ist a3 ein Rechtsideal in O , und zwar ein solches,
dessen Linksordnung O’ ebenfalls o enthilt.
Dabei bezeichnet 3 irgendein gleichseitiges Ideal in O.

Beweis. Es gilt 0a3 = a3

Satz 4. Ist 2 ein Rechtsideal in O , prim zur Differente von O , dessen Links-
ordnung O’ ebenfalls o enthilt, so ist A vom Typus a3 (sogar a).

Beweis. (von mir) Ich betrachte die p-Komponenten 2, O,, K, O, 05, kp, Q2

VIL, 3
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fiir irgendein Primideal p von 2. Nach der Voraussetzung geniigt es, die in O
unverzweigten p zu betrachten. Fiir ein solches kann K, als das System aller
n-reihigen Matrizen aus €2, dargestellt werden. Ohne Einschréinkung kann O,
als das System aller ganzzahligen Matrizen aus €2, angenommen werden. 2, ist
Hauptideal in O, . Sei

Ap = A0, .

Dann sei o gleichzeitig Zeichen fiir eine Basiszeile von o, also auch von o,. 0,
in seiner Einbettung in O, ergibt sich dann durch Bildung der Darstellung

apo = o0M,, (ap beliebig in o)

in Gestalt der Matrizen M,, aus §2,. Die Transformation auf die neue Basis
oA, ergibt:

ap - 0A, = oA, - AT M, A, .
Weil 0 £ O/ = AO0A!, ist 0, < O, = le{)pﬁ;l = AprAljl, d. h. A;lopAp <
Oy . Daher sind die Matrizen A 1M%Ap alle ganz. Das bedeutet aber, daf oA,
Idealbasis bezgl. o, ist. Da auch in o, jedes Ideal Hauptideal ist, gilt also:

oA, = apo = oM, mit festem «, aus ky,

daher
A, = M,, aus k, (bei seiner Einbettung in K,),

d.h.
Ap =ap,

wo a,, ein Ideal aus k, bezgl. 0, bezeichnet.
Durch Zusammensetzung von 2 aus seinen Komponenten ergibt sich dann
die Behauptung.

Bemerkung. Chevalley (Brief vom Januar 1932) hat einen anderen Beweis fiir
diesen Satz gegeben, und iiberdies gezeigt, daf der Satz nicht mehr allgemein
gilt, wenn die Einschréankung ,2( prim zur Differente von O“ aufgehoben wird.
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7.2 Unméglichkeit der Gleichung x®+y°+2°% = 0.
(Nov. 1931)

Dirichlet’s proof |[Dir28| modernized, that the quintic Fermat equation does not
have nontrivial rational solutions. Hasse had written down this for use in his
seminar.

Moderne Fassung von Dirichlets Beweis,
prapariert fiir das Seminar.
November 1931.

Fall I, z, y, z prim zu 5, erweist sich durch Betrachtung mod. 52 als unméog-
lich

Fall II, z, y prim zu 5, z durch 5 teilbar, fiihrt nach Umbenennung auf einen
der beiden Typen:

5 5 em_\5 ) T, ¥y, z ganzrational, positiv, prim
() " — (Fy)” = (5"2) { zu 5 und zueinander, m > 1.

1.) Identitdt in x, y .

25—y
=(x—vy) [(x —ey)(z — 5_1y)] [(x —&2y)(z — E_Qy)] e=e%F
w=1=Y5
2 b
= (x —y) (2% + wry + ¥?) (22 + 2y + 3?) wHw =1,
ww' = -1

2.) Vorbereitende Reduktion von (1.).

(5" = 2= (4y)°
= (¢ Fy)(@® twry +y°)(a® £ 'zy + v7)
d ganzrat., pos.
!/

= d . @ . @ a, o ganz, konj. in

R(V5), pos.

VII, 7
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-
CY/ d 2 :F\/gwivy (d7 «, O/) = \/57
o —d? = +VBuw Ty . 1.
o —a = +/5ay a,a’ je nur durch v/5 teilbar.
s s w ganzrat., pos., &, £’ ganz,
d = 5" w konj. in R(v/5), & pos., w,
a = —V/bhw’e® &, & prim zu 5 und zuein-
o = V5 w”’g"r’ ander, (ev. Einheitsfaktor —1
kann zu £ gezogen werden).
« = a—d?>= :F\/gwxy mod. 55m—1
w’e® = 4wzy mod. 5™ 2, also mod. 5
w’~! = rat. Zahl mod. 5
v = 1 mod.5, 0.B.d.A. v=1.
d = 5im—ly5 w ganzrat., pos., £, & ganz,
a = —Bwe konj. in R(v/5), beide pos.,
/ s _
o = V5o §,5 w, &, ¢ prim zu 5 und zu
einander.
d2 — 510m—2(w2)5 1
a = —/bwf W' +
o = \/gw/ 5/5

0 = _51Om72(w2)5+\/5§5_\/g§/5
(2-) 55 —5'5 _ (\/g4m_lw2)5 _ (\/52k+120)57 { w

4dm — 1

2

20 5
2k+1.

VIL, 9 3.) In sich zuriicklaufende Reduktion von (2.)

(VB*20)" = (e - €€ +wte +€7)(€ + wee +¢?)

= 51 . (65} . 0/1
Wie vorher:
10k+3
& = Vb w} wy ganzrat., pos., {1, & ganz, konj. in
a; = —Vhwé R(V5), pos., wy, &, & prim zu 5 und zu-

of = \/gw’gf einander.
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5 5 dk+1 \® 2ki+1_\° dk+1 = 2k +1,
(21.) &&= (\/5 wl) = (\/5 21) ) w? = 2.
4.) Gréfenabschitzung.
t+sv5 t1+s1Vb
£ = ; b =—57—
2 2
=¢—-¢=5V5>0, Gr=& -8 =5V5>0
s>0, s1 >0

10k+2 &
s =15 wy,

5 15
20k+4 —
52 — \/5 w%o — 51 \/51

2152 = 551 (1 + 10257 4 5s7)

425% > 5257,

t4 4+ 10t2s7 + 55
24

= 581

s> 81.
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7.3 Beweis der Vennekohlschen Binomialkongru-
enzen. (Dez. 1931)

Vennekohl was a doctoral student of Hasse. He got his degree in 1931. In his
thesis he gave another proof of Hasse’s explicit formula for the reciprocity law
with respect to an odd prime £ in the field of £-th roots of unity. See the entry 6.4
of October 16, 1928.|E| While there the proof rested on the method of Fisenstein,
Vennekohl used here another method based on a paper by Hensel and Hasse about
local norms. In the course of the proof it was necessary to use and prove certain
congruence relations for binomial coefficients. The present entry contains the
proof of those relations. Vennekohl’s thesis appeared 1932 |[Ven32].

Dezember 1931.

Sie lauten:

Gy = Z (=H (m) =0 mod. %,
1

p=r (en)

wenn m = 0, n = 1, r beliebige ganze Zahl, und
{m — E”_l}
a=|——|.
e(lm)
1.) Ist ¢, eine primitive £"~te Einheitswurzel, so hat man

o1

Fm,n,r _ Z g;w’ (1 Z C VTZ ( )CV,U«
v=0

() g o)

Iz p=r (Ln) H
= Gunr-

Es geniigt also zu zeigen:

mnr—ZC vr y _0 mod.ﬁ“*”.



Die Vennekohlschen Binomialkongruenzen. (Dez. 1931) 469

2.) Bezeichnet S,(...) die Spur im Koérper K,, der {"—ten Einheitswurzeln,
so ergibt sich durch Zerlegung der Z nach (v, £"):

Fm,n,r = Sn(@:r)‘?) + Sn—l(grrl—l)‘?—l) +oeet Sl((l_rxln) .

Dabei ist A, = 1 — (,, der Primteiler von ¢ in K,,. Es kommt also auf die
Untersuchung von S, (¢, " A7) an.

3.) Nun ist
Sn(Gr"AR) = Sn(L*A1vn)
mit ganzem 7, aus K, , weil m = ap(£™)+£"~! nach Definition von a. Zunichst

ist die Relativspur Sp1(...) in bezug auf K :
Snl(c—r/\nm) = Snl (fa)q’yn) = Ea)\lSnl(*yn) =0 mod. fa+n_l/\1 .

n

Denn es ist
Sn1(n) =0 mod. 71,

weil die Relativdifferente von Kn/ K,_, nach der Theorie der Kummerschen
Kérper ~ ( ist, also die Relativdifferente von Kn/f ~ "1,
Setzt man dementsprechend

Sp1 (G AR = €a+n71>\1%
mit ganzem ~; aus K7, so folgt:

Sn(C AR = S1(Sni (¢ mAT)) = €477 1S (A1) = 0 mod. 4™

n n

Beachtet man, daf
m 2 ap(f™) + ¢t ale(f™) + 072> ...

al™p(l) + 1,

IV 11V

so folgt hieraus:

S 1(¢7A™ ) = 0 mod. £¢*+" =1 also sicher mod. (2™
S1(¢7"A) = 0 mod. 0" +1 also sicher mod. £t

Nach obigem ergibt sich jetzt in der Tat:

Frpnr =0 mod. et

VII, 11
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7.4 Davenport’s Beweis der Losbarkeit von ax™+
by" + ¢ = 0 mod p und Bestimmung der
Anzahl der Losungen.

This entry shows that Hasse had become interested, through Davenport, in solu-
tions of congruences modulo a prime, which was the motivation of Hasse’s later
work on the Riemann Hypothesis for curves over finite fields. The entry is not
dated but the evidence points towards January 1932. Davenport had visited Has-
se in early January 1932. At that occasion Hasse had asked Davenport for the
detailed proof. The present entry is a precise copy of Davenport’s letter which
he had sent Hasse immediately after his return to Cambridge. At the end of the
entry Hasse mentions another proof by Mordell. The latter had visited Hasse at
the end of January 1932. Mordell’s proof appeared 1933 in the “Mathematische
Zeitschrift” [Mor33]. See also [Roq04], Roq12].

Ohne Einschrinkung seien m und n Teiler von p — 1. Seien x1, ..., Xm—-1
bzw. 11,...,1%,_1 die vom Hauptcharakter verschiedenen m-ten bzw. n—ten
Potenzrestcharaktere mod. p. Da dann die Kongruenz z™ = ¢ mod. p genau
14+ x1(t) + -+ + xm-1(t) Losungen hat, und entsprechend fiir n, folgt fiir die
Losungsanzahl N der zu untersuchenden Kongruenz:

N:;{1+X1(t)+~~+Xm_1(t)}{1+w1 (at;rc> 4o
s (_at;—c) v

wo die Summe, wie alle folgenden unbezeichneten Summen, {iber ein volles Rest-
system mod. p zu erstrecken ist.
Hieraus folgt:

Vot S (—“t:c> .

r=1 s=1 1t

Die ), kann nun leicht durch verallgemeinerte Gaussche Summen
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ausgedriickt werden. Diese haben ja die Eigenschaft: VII, 14

2miup
X)) =D x(we 7
“w
Daraus folgt:

2mi(atdc)y —

> xlat+c) = d xtye v ()

: ") %
= TS e
= T ) )
Daher ist I e
Ve Xy e ) )

Da || = /p, folgt also:
N=p+d/p(m—-1)(n—-1) mit |9 <1
Insbesondere:
N >0, wenn p> (m—1)*(n—1)2

Bemerkung. Siehe auch den Mordellschen Beweis, der zwar ein nicht ganz so
scharfes Resultat liefert, aber dafiir frei von Gaussschen Summen, somit vollig
elementar ist. (Eingereicht bei der Math. Zeitschr. im Mérz 1932.)



VII, 15

472 Tagebuch VII

7.5 Hardy-Littlewoodscher Beweis des Prim-
zahlsatzes nach Landau. (Feb. 1932)

The proof of the prime number theorem due to Hardy and Littlewood, given
by Landau. The meaning of the reference to Landau is not known. Perhaps
Hasse, who wvisited Géttingen in the days February 29-March 2, 1932, had a
conversation with Landau there. Or maybe he extracted this proof from Landau’s
book on prime numbers.

Februar 1932.

Der Primzahlsatz ergibt sich in der gewohnten, elementaren Weise, wenn nur
der folgende Satz bekannt ist (der dann auf f(s) = —%(s)—((s) = 3., ap_

¢ m,p pms

>, - anzuwenden ist):

n ns

Satz. Sei

eine fiir o > 1 konvergente Dirichletsche Reihe mit reellen Koeffizienten a, =
—1, und sei

fls)y=0 (elt‘) gleichméfig fiir o > 1,

sowie
f(s) regulir auf o =1
(oder auch nur Ugﬂof(s) gleichmdpig
auf jeder festen t—Strecke vorhanden).
Dann gilt

Zan =o(x).

Beweis. Fiir y > 0 und 6 > 0 gilt
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(Der Beweis dieser Mellinschen Formel wird am einfachsten durch Differenzieren VII, 16
erbracht.)
Durch Anwendung dieser Formel folgt in gewohnter Weise:

- 1
e = [y T(s)f(s) ds,
> = g [ v as
" (1+4)
Zur Konvergenz beachte man:
I'(s)=0 (e*% Il |t\C)

also
oo 1
> W= I=sr d
Yy ﬂane 9 / Yy (s)f(s)ds
"= (1+6)

Nach der Voraussetzung iiber f(s) kann der Integrationsweg bis zur Geraden
(1) verschoben werden:

= 1
-ny _ - 1-s
Y Z ané = o Y F(S)f(s) ds
n=1
(1)
1 r itlog 1 ;
= — [ "%y (s)f(s)dt (s=1+1it)

27

Rechts die Fourier-Konstante einer absolut integrabeln Funktion I'(s)f(s) vor,
die bekanntlich fiir log % — 00, dh. y — 0 zu 0 strebt.
Es ist also

oo
yz ane”™ =o(1) fir y —0.
n=1
Nach dem Satz von Karamata folgt daraus

Zanzo(m) fir z — 0.

n<z



VII, 17

VII, 18

474 Tagebuch VII

7.6 Verscharfung eines Satzes von Minkowski
nach Landau. (Feb. 1932)

A lower bound for the non-zero values of a binary quadratic form with discri-
manant 1 is given by %

Februar 1932.

Es sei f(z,y) = ax? + bzy + cy? eine reelle quadratische Form der Diskrimi-
nante b> — 4ac = 1. Es handelt sich um die untere Grenze

p:p(f) :p(a,b,c)

der Werte von f fiir ganzzahlige x,y # 0,0.

stp< L

Satz. Es ist p < 7

Beweis. p(f) hingt nur von der arithmetischen Klasse von f ab (ganzzahli-
ge Substitutionen der Determinante +1) und ist auch fiir £f dasselbe. Daher
kann ohne Einschrinkung vorausgesetzt werden, daf a irgendeine positive, ei-
gentlich (mit teilerfremden ganzen x,y ) durch f darstellbare Zahl ist. Nach der
Definition von p kann insbesondere fiir a eine beliebig nahe oberhalb p gelegene

Zahl vorgeschrieben werden.
1
pSa<y/p?+ 1

Wir schreiben vor:
Ferner kann b mod. 2a beliebig abgedndert werden.
Wir schreiben vor:

—2a++/1+4ap < b < +/1+4ap.

Um hieraus eine beiderseitige Abschétzung fiir

_b2—1
T 4a

herzuleiten, weisen wir zunéchst nach, daf die untere fiir b festgesetzte Schran-

ke
—2a++/1+4ap >0
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ist. In der Tat ist nach der Vorschrift iiber a:

2a < /1 +4p2 < /1 + 4ap.

Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache folgt jetzt einerseits:

c<p,
andrerseits:
2
—2a ++/1 4+ 4a -1
cz( 1 P) =a+p—+/1+4ap.
a
Daf hiernach VII, 19

c>—p

ist, folgt riickwérts aus der Kette:

a+p—+/T+4ap > —p
a+2p > \/m
a?+4p* > 1
5p2 > 1,

wenn nur die letztere Relation gilt.
Da ¢ > —p einen Widerspruch mit der Definition von p ergédbe (némlich
|£(0,1)] = |¢| < p), muk notwendig

a+p—+/1+4ap < —p

sein. Das ergibt weiter:

a+2p < \/1+4ap
a?+4p? <1
5p2 <1
1
< —.
P = \/5
2’ +ay—y®

Bemerkung. Fir f(x,y) = ist ersichtlich p = % Die Abschitzung

des Satzes ist also die bestmogliche fiir alle f giiltige.
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7.7 Modifikation des Beweises von h = n in der
Theorie der zyklischen Koérper. (Méarz 1932)

This entry is written after Artin’s celebrated lectures in Géttingen (February 29—
March 2, 1932). Hasse had attended these lectures. Artin had presented the new
foundation of class field theory which had been recently achieved with ideas from
Herbrand, Chevalley and himself. Lecture notes were prepared by Olga Taussky
and distributed among the interested people. (Years later they appeared in print
[Coh8].) In one of the footnotes of those lecture notes it is mentioned that in the
meantime Hasse had found a new short proof of one of the two main inequalities
of class field theory: h > n. Here we find that new proof. On the last page of the
present entry Hasse refers to a letter from Artin of May 2, 1932. For this see
[FROS8]. The ideas of this entry found their way into Hasse’s “Marburg lectures”
on class field theory [Has33b).

Méarz 1932.

K sei ein zyklischer Kérper vom Grade n iiber dem algebraischen Zahlkorper
k. Es sei S eine erzeugende Substitution fiir £/} und

N = 1+S+---4+S"! (Norm)
A = 1-5

Es moége durchweg die Gleichheit fiir Ideale in dem modifizierten Sinne verstan-
den werden, daf Primteiler des Fiihrers f von K / L als 1 gelten. Entsprechend ist
der Begriff der Einheit zu modifizieren. f ist dabei als das Produkt der p—Fiihrer
fp gemeint.

Wir betrachten den Quotienten

Ideale aus k

Ideale aus K
Zahlen aus K
Normenreste mod. f
von K in k.

B [a:QlN(V)] _h
7= [VNAN D AN] T s

R >ea

(NB. Es ist keinerlei Bedingung ,prim zu f* gestellt.) Der Zdhler von ¢ ist
offenbar der Index der Takagischen Gruppe mod. §f von K in k, wahrend der
Nenner die Abweichung von der Giiltigkeit des Normensatzes fiir /& / L mift.
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Erste Umformungsserie (Abspaltung der Klassenkorpertheorie im
Kleinen)

[a : QlN(I/)]
[vNAN : AN]
[a: (V)]
RV () : ()] [(w) AN : (AN)] [vNe: ON]

e  Einheiten aus k
© Zahlen aus K, fiir die ©~ Einheit

[a: (v)]
RN (A)N] [vne: OF]
[a: ()] [(a) : ()]
[NV (A)N] [vne: OF]
) a: (0)] i
RN (AN] [e:vne]l [vne:ON]
[a: ()]

= BN e en @ Tl

= QO'ana

plf

wo ny den p-Grad von K / k (Grad von K‘n/ kp) bezeichnet, wiahrend ¢y der
verbleibende Ausdruck ist.

Zweite Umformungsserie (Theorie der ambigen Klassen). VII, 22

[V (AN = [ AR(A)]
]

G
A(A): (A)]

= [% : (A)] B Ideale aus K, fir die B2
Hauptideal (ambige Klassen).

Dritte Umformungsserie (Berechnung der Anzahl der ambigen
Klassen).
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[% : (A)] = [(@) : (AA)} [a: (B)] B Zahlen aus K , fiir
die (B) Ideal ist
= [@ : AA E] {; :. (O(jE)% E Einheiten in K
[@N : EN] .
= W [a : (Oz)] H Einheiten in K, fiir
die HY =1.

VII, 23

Resultat der zweiten und dritten Umformungsserie fiir den
Restfaktor qo

_ o (o)
T RV AN 6N
[H : EA} B [H : EA]

[£:ON [ON EN] _ [¢:EN]

Wird dieser Quotient mittels des Herbrandschen Ubergangssatzes zu einer Un-
tergruppe, und durch Konstruktion einer geeigneten (reguliren) Einheitenbasis
nach dem Schema von Minkowski—Herbrand—Artin, zu

n

do =

JIES

plf
berechne so folgt also:

q=n
Dies bedeutet:
h=n-s

Die Analysis ergibt aber

Kombination gibt h = n (K/k ist Klassenkorper mod. f) und s = 1 (Normen-
satz).

*)Siehe dazu Brief von Artin vom 2. Mai 1932
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7.8 Davenport’s Abschatzung der kubischen Ex-
ponentialsummen. (Apr. 1932)

This is a reproduction of Davenport’s proof which Hasse had accepted for Crelle’s
Journal; see [Dav33|. At the end of this entry we find another proof, this time
of Mordell, which however yields only the estimate p3/* whereas Davenport had
improved it to p®/3. Such estimates were considered as a step towards the best
estimate p'/? given by the Riemann hypothesis for function fields which was not
yet known at the time.

April 1932

Satz. Fir jedes kubische Polynom mit ganzen Koeffizienten f(x) gilt

2mit

wenn e(t) =e » , p eine Primzahl, und ), die Summe tber ein volles Restsy-
stem mod. p bezeichnet.

Beweis. 0.B.d. A. (Parallelverschiebung von z) sei
f(z) = ax® + cx,

ferner p 2 5.
Wir setzen

VII, 24
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Dann ist
Sa.cl> = Z e(ay® — ax® + cy — cx)

T,y
= Z e(at® + 3axt® + 3ax’t + ct) (y=x+1t)

x,t

1 1

= Z e(3atz’® + - at® + ct) r=x — = t)

oy 4 2
_ ! 1 3 (251)? 3at Auswertung der
= p+ zt: (& (4 at +Ct> Z( 2 ) \/25 (p) ( Gausschen Summe )
= p + € Rb,c\/ﬁa B

VII, 25
wo |e| =1 und

Roe = (;) e(bt® + ct) (b - %) .

t

Erste Methode zur Abschitzung von Ry ..

IRy, = Z <92/> e(by® — ba® + cy — cx)

T,y
(y=z+1)
t
= > (”T(”TH> e(bt® + 3bt%x + 3bta? + ct)
p
x,t
(x = ut)

- -1+ 3y (W)e(b(l—l—?)u—l—i%uz)t?’—&-ct)
< p—l—z‘Ze{b(l+3u+3u2)t3+ct}‘

p+2Z’Ze(vt3+ct)’

1Hasse writes erroneouly t+ --- instead of p+4---.

N
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Nun ist
. 2
Z ’ Z e(vts + Ct)‘ =p Z e{c(t2 — tl)} (Mordell’s Methode) ,
vt 3 =13 (p)
also < 3p?,

somit nach der Schwarzschen Ungleichung

Rocl?<p+2 [p- > || <p+2\/3p3=0(p%)
v t

Hieraus folgt: VII, 26
Rye = O (p%>
Sie = O (p%)
Sec = O (p%) .
Zweite Methode zur Abschitzung von Ry .
(Direkte Anwendung von Mordell’s Methode)

Z|vac|4 =p? Z 1 :O(p4) .

b,c 4y =u+to
w3+y3 = 3408 (p)

Nun
IRb,c| = [Rasp,xcl AZ0 (p).

pZ/ |Rb,c
b,c

!/
wo E )., ur iiber nicht in der genannten Weise zusammenhéngende Paare b, ¢
N

Daher

420(104)7

erstreckt ist.
Hieraus

und dann weiter wie oben.
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7.9 Existenz einer regularen Basis fiir normale
Erweiterungen 1. Art. (Apr. 1932)

Deuring’s proof of the existence of normal basis was the first which worked in
both cases, regardless of whether the base field is finite or infinite [Deu32). In his
proof Deuring, who was a student of Emmy Noether, had used the terminology of
algebras, or “hypercomplex systems” in the terminology of the time. The present
entry uses essentially the same ideas but without explicitly referring to the theory
of algebras. Later, in the entry 7.30 of February 1934, there is another proof on
the existence of normal bases.[”]

Aus einem hyperkomplexen Beweis
von Deuring destilliert.

April 1932.
Satz. Ist K eine normale Erweiterung 1. Art von k von endlichem Grad, so

existiert stets eine k—Basis von K , deren Elemente aus einem von ihnen durch
Anwendung aller Automorphismen von K/k entstehen (sog. regulire Basis).

Beweis. Sei (w;) = o eine beliebige k-Basis von K und

wis = E Qik sWi , kurz 0° = Aso,
k

ihr Verhalten bei den Automorphismen S von & / k. Bezeichnen auch X, Y sol-
che Automorphismen, so folgt

SY E Y
W - ik, SWy
k

also
QPs = AsQ,

WO
Q= (w)), Ps=(exsy)

Da || # 0 (Erweiterung 1. Art), folgt die Ahnlichkeit der Darstellung As der
galoisschen Gruppe von K / L mit der Permutationsdarstellung Ps, d.i. die re-
gulédre Darstellung.
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Bezeichnet W eine Matrix in k mit der Eigenschaft
WPs = AsW
und |[W| # 0, wie sie in bekannter Weise aus der Existenz von Q in K folgt
so ist
t=W"lo
eine reguléare Basis. Denn
o= Wl =W tAs0 =W 1AW
Ps‘c .
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7.10 Elementarer Beweis des Artinschen Lem-
mas in der Klassenkorpertheorie. (Apr. 1932)

Artin had used a certain lemma in his proof of his general reciprocity law [Art27].
Chevalley in his thesis [Che33b| has given an elementary proof, not using class
field theory. Chevalley’s proof is still be simplified here by using arguments of
Vandiver and Birkhoff. In the summer of 1932 Hasse included this proof in his
Marburg lectures on class field theory [Has33b|, Satz (139). See also the entries
7.18 of June 8, 195’2E| and 7.22 of Oktober 1932.5 In the entry 7.14 of May
1932 Hasse uses Satz 1 from here.[”]

Vereinfachung des von Chevalley
gebrachten Beweises, der sich auf
Sétze von Vandiver und Birkhoff stiitzt.

April 1932

Satz 1. Es sei a > 1 eine natirliche Zahl und p¥ eine Primzahlpotenz. Dann
existiert stets eine Primzahl q , sodafl a mod. ¢ den Exponenten p¥ hat.

Beweis. q ist so zu wihlen, dak zwar gla?” — 1, aber ¢ { a?’" — 1 ist. Wir
betrachten dazu .,
a? —1
fola) =
und stellen fest: Falls nur v = 2 fiir a = 1(2) p = 2, ist f,(a) genau durch p®
oder p' teilbar.

Andrerseits ist

fula) = atr=r""

1

4_...4_ap"71+1>p7 weil a>1.

Daher hat f,(a) Primteiler ¢ # p. Jeder solche gentigt.

Satz 2. (Artinsches Lemma). Es seien a > 1 und n natirliche Zahlen. Dann
existiert stets eine zyklische Kongruenzklasseneinteilung der ganzen Zahlen, bei
der a den Exponenten n hat.

Beweis. Es sei n = [[, p;*. Dann existieren nach Satz 1 Primzahlen ¢; derart,
dafl @ mod. ¢; den Exponenten p;* hat.

Ist ¢;—1 genau durch p?"*" teilbar, und bezeichnet P; die Gruppe der p? ™"~
ten Potenzreste mod. ¢;, so hat a auch in bezug auf P; den Exponenten p;*. In
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bezug auf den Durchschnitt P aller P; hat dann a den Exponenten n = [[, p;*,

und dieser Durchschnitt P fiihrt zu einer zyklischen Kongruenzklasseneinteilung

(mod. m, wo m =[], ¢;) (der Ordnung [], p/**").
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7.11 Fast reeller Beweis der Riemannschen Funk-
tionalgleichung. (Mai 1932)

Proof of the functional equation of the Riemann zeta function according to Land-
au. Hasse had visited Gottingen in February 1932. We do not know whether
Landau had told him about this proof, or Hasse had extracted this proof from a
publication of Landau. See also 7.13.[%]

Nach Landau, Mai 1932

Satz 1. f(s) =

S—__

1 1 1 ® s—1
251 4z dqj—}—/x dzx ist fir o > —1
e*—1 x 2 e* —1
1
regular.

Beweis. Klar, da % — % der Hauptteil von e”ﬂ%l .

Satz 2. Fir s > 1 ist

1 1
_ = -T
F(8) = 5o+ — = T()C(5)
Beweis.
T'(s)¢(s) = i L(s) = i/ﬁlemdz = /i:ﬁlemdx
né
n=1 n=10 0 n=1
o 1 1
= / f_ldx—f(s)—i—/xs de—%/xs_ldx
0 0 0
1 1
- f(S) s — 1 - %
Satz 3. Fir —1 < s < 0 ist
1 1 2m)* 1
£5) - o G
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Beweis.

P n2 + 22
- /ms_1 Z 47r27122x+ x? do = /xé_l (ezl 1 é ;> de
N N 0
= f(s)—/xS*de+%/xS*1dz:f(s)+ sil —2—18.
1 1
Uralter Hilfssatz. Fiir a >0, A >0,
oo ot oo
o(A) = /e_’\(“H)m du, Y\ = F(a)/e‘“u_“du
0 b
ist
p(A) =v(A)

Beweis. ¢'()\) = —/ef’\(uﬂ)ua*ldu = —e AT (a) = ¢'(\)
0

P(A) = ¥(A) = p(00) = 1h(c0) = 0.
Folgerung 1. Fiir 0 < a < 1 ist

[ s du=0l0) = 4(0) =T@r1 -0 =

1+u sin ma
0
Folgerung 2. Fir -1 <s<1,n >0 ist
oo
s—1 £ s—1 ™ s—1
" dr=(2 _
/x 4m2n2 4 22 z = (2m) 2cos 7 "

0
Beweis. Man setze in Folgerung 1
s+1 x?
U= —7.
2 7 42y?

a =

VII, 32
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7.12 Beweis eines allgemeinen Satzes iiber ver-
schrankte Produkte. (Mai 1932)

Hasse studies the inflation map for the second cohomology and its interpretation
in terms of central simple algebras.

Verallgemeinerung eigener Untersuchung nach Anre—
gungen von Artin und E. Noether.

Mai 1932.

Es sei £ / () galoissch, & die Gruppe, ferner Zj ein galoisscher Teilkérper von
Z / Q, A seine Invariantengruppe, und

r=1[2:2), (Ordnung von 2A) .

Aus jedem Faktorensystem (a") = (a%s,mT) von Zy, bezogen auf die Dar-

stellung der Gruppe von ZO/ Q als Faktorgruppe &/2(, kann man eindeutig ein
Faktorensystem (a) = (as 1) von Z herleiten durch die Festsetzung

as,T = ag{S,QlT'
Dabei gilt dann:
Satz. Es ist
(Z,a) ~ (Zo,a),
genauer (Z,a) = (Zo,d),.
Beweis. ‘B sei eine Zy—Basis von Z |
28 =BM,

die durch sie vermittelte Matrizendarstellung r—ten Grades von Z in Z; . Ferner
sei

B = BPs

die durch sie vermittelte Darstellung von & in Z;. Sind dann ugls die den 2AS
aus & /2 zugeordneten Operatoren in (Zp, a®), so setze ich

0 p-1.
us = ugsPg
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das sind Matrizen vom Grade r mit Koeffizienten aus (Zy, a®). Ich zeige, daf
sie als Operatoren fiir die S mit den M, als Darstellung von Z zusammen gerade
(Z, a) mit dem oben definierten Faktorensystem (a) erzeugen.

In der Tat ist einerseits

also

also schlieftlich

und somit

andrerseits

wahrend aus

folgt

sodafs also in der Tat

ist.

ZS%S _ %SMZQLS

PBPs = BPsM®
= %Pgug_leug
S8 = BPsul  M.ulPg!

= %uglMZus ,

M,s = uglMZus;

_ .0 p-1,0 p-1
usut = uysPg ugrPT

_ .0 .0 p-Tp—1
= ugsugrPs P

_ 0 0 —Tp-—-1
= UQ(STanS,QlTPS Pt

= ustas TPsTPg TPT!,
B°T = BTP{ = BPrP{
Pst = PrPJ,

USUT = UST as, T

Hiernach sind die Relationen von (Z, a) innerhalb (Zy, a°), erfiillt, d.h. es
liegt eine homomorphe Abbildung von (Z, a) auf ein Teilsystem von (Z, a°),

VII, 35
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vor. Da (Z, a) einfach ist, muf die Abbildung isomorph sein (das Nullsystem
kommt nicht in Frage), und aus Gradgriinden ist dann in der Tat

(Z, a) = (Zy, ao)r.

Zyklischer Spezialfall.

Ist Z/Q zyklisch so sind die Faktorensysteme (a°), (a) durch Zahlen ay, o
aus {2 gegeben, und zwar ist, wenn & durch S erzeugt wird und die Operatoren
von (Zy, a®) = (ag, Z, S) in der iiblichen Weise als die Potenzen eines einzigen
uys mit ude’ = ap (no =Grad von Z;) normiert sind,

no _ (,0 p—1\70 _ —(S™0 T S+ 1)
ug® = (ungPs ) = ap Pg ,

also, wegen Pg”o = Ps, weiter fiir den Grad n = ngr von Z als Exponenten:

(sl 1
Ug:agps(s + +S+)7

withrend doch wegen B = 85" = ‘BP%JFS’*‘*S%1 der letzte Faktor 1 ist, also
us =«af, d.h a=qf
Damit folgt also die Identitét:

(ag, Z, S) = (ao, Z(), 2‘5)7.
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7.13 Haupthilfssatz zum vollig reellen Beweis der
Riemannschen Funktionalgleichung. (Mai
1932)

A lemma for a “real” proof of the functional equation of Riemann’s zeta function,
following Landau. See also 7.11.E]

Nach Landau, Mai 1932

Es kommt auf den reellen Beweis der Formel

(1) /xs_l 5 gy da = I'(s) €os T8 fir 0<s<1
0

sin sin 2

an.
Hilfssatz 1. Es seien s > 0 und § > 0 fest, ferner

oo

ply) = /x“ e~ Otz gy
0 5 fiir beliebiges reelles y .
I'(s —siarctg ¥
N 5
Dann ist
e(y) =v(y),
also insbesondere (y =1):
T o o T(5)  (uiarcte
s—1 (6+1i)x _ (starctg )
(2) /x e dx GEESH e 5),
0

Beweis. fooo z® e~ Otv)z g konvergiert gleichméfig in y. Also

VII, 37

VII, 38
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o'(y) = —i / 25 e~ Otvz gy
0
~(otyiz | .7 ,
R € : _ 51 ,/l‘s_l e—(é—i—yz)mdaj
0+ yi 0+ yi
0 0
—s1
= T e(y)

Ferner ist

) y — 1 std
/ = T —starctg 5 sY _ _ _
1/) (y) (s)e ° <(52 +y2)-§+1 (52 +y2)'§ 52 _|_y2
0 — i

(62 +y?)3H!

- _si F(s)e—si arctg ¥

—S1

= g Y(y)-
Zusammengenomimen:
(w)' _ve ey
( P2
p(y) =c-P(y), c=c(s,9)
Nun ist
p(0) = /xs_l e %dx :é (s)
0
1
v(0) = 5T,

also ¢ = 1, was die Behauptung ergibt. Hilfssatz 2. fooo x5~ e~ (02 gz konver-
giert bei festem s mit 0 < s < 1 fiir § = 0 gleichmafig.

Beweis. a.) Bei x = 0 ist dies klar.
b.) Fiir § 20, 0 < a < b ist nach dem 2. Mittelwertsatz

b 1
1 _sz COS 1 cos
/:Eb Lem02 ™7 zde|=a*"Le 5“/ rdzx|

sin sin
a a
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wo der Mittelwert £ = £(4, s, a, b) im Intervall a < & < b liegt, also

b
1 _sx COS _
7 e % U pdr| < 2¢571,
sin

a

unabhéngig von b.

Nunmehr folgt der Beweis von ohne weiteres, indem man geméf Hilfssatz
2 im Ergebnis von Hilfssatz 1 6 — 0 gehen laft.
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7.14 Ansatze zum elementaren Beweis des Satzes
von der arithmetischen Progression. (Mai
1932)

Ideas for elementary proofs of Dirichlet’s Theorem on primes in arithmetic pro-
gression. Here Hasse shows that there are infinitely many primes ¢ = 1 mod p.

Mai 1932

Ich kniipfe an den Beweis von Satz 1 auf S.29%] an. Das dortige a wihle ich
jetzt folgenden beiden Bedingungen geniigend:

1.) a # 1mod.p
2.) aP~' #£ 1 mod.p?.
Dann wird wegen 1.) nach dem friither Gezeigten
(1) fv(a) =1 mod. p”.

Denn f,(a) wird prim zu p, und jeder seiner Primteiler ¢ wird = 1 mod. p”.
Wegen 2.) wird ferner

2) fu(a) # 1 mod. p+.

Denn sonst folgte
v v+41
a® =da”  mod.p" T,

d.h.
a?” =) = 1 mod. pr L

und somit
a?~' =1 mod. p*.

p ist dabei als ungerade Primzahl vorausgesetzt.
Aus und folgt ein rein arithmetischer Beweis des Satzes:

Ist p ungerade Primzahl, so gibt es fiir jedes v 2 1 Primzahlen q, mit
¢, =1 mod. p”, ¢, # 1 mod. p* 1.
Insbesondere gibt es also fiir jedes v unendlich viele Primzahlen q mit

g =1 mod. p”.
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7.15 Hyperkomplexer Beweis eines Satzes aus
der Chevalleyschen Thése. (Mai 1932)

Chevalley’s thesis [Che33b| appeared in print in 1938 only but Hasse had got
a preprint. This entry gives a proof, using the theory of algebras, of a certain
result in cohomology which is used to transfer local class field theory from the
cyclic to the general abelian case. (In this process, also the result of the next
entrylﬂ is used.) Chevalley too wrote a separate paper, independent of his thesis,
containing this. [Che33al.

Mai 1932

Satz. Seien K, K' unabhdngige zyklische Korper erster Art vom Grade n iiber
k und K" ein zyklischer Teilkorper ihres Kompositums KK', der von K und
K’ unabhdngig ist.

Ist dann ein Element o aus k Norm sowohl aus K als auch aus K', so ist «
auch Norm aus K".

Beweis. Seien S, S’ Erzeugende der Gruppen von K, K’ und so, daf8 K’ bei S, K
bei S’ elementweise invariant bleibt. Die Gruppe von K K’ ist dann das direkte
Produkt der beiden durch S und S’ erzeugten Zyklen.

K" gehort zu einer derartigen Untergruppe mit zyklischer Faktorgruppe, daf
die Komposition sowohl mit S als auch mit S’ die ganze Gruppe ergibt. Eine

solche Untergruppe ist durch eine lineare Kongruenz ax + a’z’ = 0 mod n fiir

die Exponenten der Basisdarstellung S*S’® definiert, bei der jeder gemeinsame
Teiler von a und n auch in o’ aufgeht, und ebenso jeder gemeinsame Teiler von
a’ und n auch in a aufgeht:

(a7 n) - (alv n) - (av ala Tl) .

Denn sonst gébe es nicht Losungen mit zu n primem z , bzw. mit zu n primem
z'. Eine solche Kongruenz kann also nach Wegdivision des Teilers in der Form

aoz + apz’ =0 mod ng

geschrieben werden, wo
(a07 TL) = ((167 n) =1

VII, 42

VII, 43
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ist, und besitzt die Losung
r=a,, x=-ag

in der z und z’ gleichzeitig prim zu n sind. Somit enthélt (bei geeigneter Nor-
mierung) die fragliche Untergruppe das Produkt SS’. Es geniigt dann, die Be-
hauptung fiir den vollen Invariantenkorper K’ von SS’ zu beweisen, da sie dann
fiir Teilkorper a fortiori richtig ist. Soweit die Chevalleysche Vorbereitung.
Nunmehr sei A das zu KK’ gehorige verschrankte Produkt mit dem aus

bestimmten Faktorensystem (u < S, u’ < S’). Wegen der elementweisen Ver-
tauschbarkeit von v mit K’, v/ mit K , ist ersichtlich

A=(a, K,S)x (o}, K',S")

Da hier nach Voraussetzung iiber « beide direkten Faktoren ~ 1 sind, ist A ~ 1.

Nun besitzt aber A auch noch eine andere direkte Zerlegung. Fiihrt man

namlich u , uu’ als Operatoren statt u, u’ ein, so gehen die Relationen iiber in
n

' =a, (v )" =1, (uvu)u=u(uu').

Da v mit K’, uu’ mit K" elementweise vertauschbar ist, und KK’ auch als
K'K" geschrieben werden kann, erhédlt man

A = (a K", S)x (1, K',SS')
~ (a, K",S).

Wegen A ~ 1 folgt in der Tat, da o Norm auch aus K" ist.

Bemerkung. Genau so folgt allgemeiner: Ist fiir p-adische K, K’

() ()
p p ’
1
<a,K ) _1

p

wenn K" der zu SS’ gehorige Invariantenkorper in K K ist.

so ist
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7.16 Ein Satz iiber verschriankte Produkte. (Mai
1932)

A theorem on crossed products. See the foregoing entry.lﬂ. See also 7.23.|E|

Mai 1932

Es sei K/ galoissch, Gruppe & = 3 x ), wo 3 = {S} zyklisch, Ordnung n.

Ferner

Z der Invariantenkorper zu £, also }Z(/ Lk zyklisch, Grad n,
L I I N3, I / L I I

Das allgemeine verschrankte Produkt A zu K ist durch Relationen folgender
Form definiert:

TU = ua:s, Tut = Ut

u =a, uTu = uutbT, UTUT = UTT/CT,T/ -
Dabei bezeichnen z, bzw. T, T/ variable Elemente aus K , bzw. §, ferner a, b,
cr,1 feste Elemente aus K (das Faktorensystem) mit den (Schreierschen) Rela-
tionen (aufer den Assoziativiormeln fiir die ¢ allein):

-I—/
1-s _ 4 py — 1T S—1 __ bT by
L

wo zur Abkiirzung N =1+ S+ .- + S"~! gesetzt ist.
Ich schreibe kurz:
A= (a7 bT, (63 0 B K)

Satz. Es ist
An ~ (C%y,'r/, L) .

Beweis. Jedenfalls ist
A"~ (a", b, cf 1, K.

Sei ausfiihrlich entsprechend:

zU = st, zUt = UTxT
U™ = a”, UTU = UUTbn/ UTUT/ = UTT’C%T/ .

VII, 46

VII, 47
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Dann setze ich
N—n

1-S
U=wva, Ur=uv1by .
Nach den Schreierschen Relationen wird:
v = va:s, vt = vrT !

vt =1, VTV = VUT, VTUT = UTT/C-]|Y-|—/ .
Hiernach zerfallt A™ direkt:

A"~ (@ b, o, K) = (1, 2, S) x (Y, L) ~ (¥ ri, L).

Der Satz laft sich auch auf den Fall verallgemeinern, wo 3 nicht mehr
zyklisch, sondern irgendeine Gruppe der Ordnung n ist. Das allgemeine ver-
schrankte Produkt A zu K ist dann durch Relationen folgender Form definiert:

Tus = usx® TuT = Ut
usus: = Uss’as,s/ utus = usutbs T UTUT = UTT/CT,T/
Dabei bezeichnen x; S,S’; T, T’ bzw. variable Elemente aus K , 3, 8, ferner die

a, b, ¢ feste Elemente aus K (das Faktorensystem) mit den Relationen (aufer
den Assoziativformeln fiir die a allein und ¢ allein)

Ns _ 1-T Nt _ S-1
bsy =asg bst=cr1-

Dabei ist zur Abkiirzung fiir jede mit den S indizierte Zahlfolge ag gesetzt:
S/
als — Qg Qg
ass/

und entsprechend fiir die T .
Ich schreibe kurz:

A= (ass, bsT, cT1 | K).

NB. Siehe den vereinfachten Beweis
von Witt, S. 9d%]f.

Satz. Es ist
A" ~ (c;‘:T,, L) ,
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wo Y die Summe aller S bezeichnet, also C-%T, die Normen bezgl. L von den
cT, 7 sind.

Beweis. Zunachst ist wieder
n n n n
A"~ (ag s, b1, cf | K).

Seien U die diesem verschrankten Produkt entsprechenden Transformatoren.
Dann setze ich:

-1

Us = vs H aRr,s VT =vr (H bR,T)
R R
Dann wird, durch Ubergang zu den Transformatoren v,
A"~ (a?,s/ ([T ers) b 11 ars)' 1T br)
R R R
C'?,T/(HbR7T)NT | K) .
R

Nun ist nach den Assoziativrelationen fiir die a:

Ns
<H aR7S> = ag7sl .
R

Ferner ergibt sich unter Anwendung obiger Relationen:

(ILews)" (H bRTbST>1 = ([Tte)" ™ 53

brs,T
+NT +N- —
HbR *Hb T*HCTT/*CTT' T

Zusammengenommen:

A" ~ (1, 1, C-%“’T, | K) und daraus wie oben die Beh.



VII, 50

VII, 51

500 Tagebuch VII

7.17 Verschiedenes aus und zu Chevalley’s Theé-
se. (Mai 1932)

Chevalley’s thesis was the second great general presentation of class field theory
after Hasse’s report [Has26al, with essential simplifications and new ideas. These
were largely based on the work of Artin and Hasse, as well as of Herbrand and
Chevalley himself. In the present entry Hasse notes the basic steps of Chevalley’s
setup. The thesis appeared in print in the year 1933 only [Che33b); obviously
Hasse used here his mimeographed copy.

Mai 1932

1. Wenn K/k zyklisch vom Grade n und k die n—te Einheitswurzel { enthdlt,
ist K = k({/a).
Kurzer Beweis. Es ist (" = Nk (¢) = 1. Nach ,Zahlbericht, Satz 90“ ist also
¢ = A5, wo A Zahl aus K und S erzeugenden Automorphismus von K / k

bedeutet. Hierbei sind A, AS,..., AS""" verschieden, d.h. K = k(A). Und es ist
A"S — A" d.h A" = o in k.

I1. Zweckmdfiges Arrangement der Theorie der Kummerschen Korper.

L) [k(/a0) : k] = [aoa™ : a"].
2.) Wenn B in k({/ag) und B" in k, dann B = {/ag“3 mit 3 aus k.

3.) Hauptsatz: Ist y eine die o™ enthaltende Zahlgruppe in k, so ist
[k(/7) : k] = [v:a"]. (Dabei bezeichnet k( /) den durch Adjunktion
aller /7 zu k entstehenden Kérper.)

Beweis. Durch vollstéandige Induktion.

IIL. Ist ky, eine p—adische Erweiterung von k, K eine Erweiterung endlichen
Grades von k, Ky eine zugehiorige P-adische Erweiterung, und ist o = N (Ay,)
mod p™ mit A, aus K fir jedes n, so ist « = Nyp(Agp) mit Ap aus Kg , wo Ny
die Norm bzgl. k, bedeutet.

n

Kurzer Beweis. Sei AY = A,, mod P, = 1 mod. % (e Ordnung von 3 bzgl.

p), soist AQ eine beschriinkte unendliche Menge in Kg . Wegen der Kompaktheit
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von Ky besitzt sie Haufungsstelle Ay in Ky, also eine gegen Ay konvergente
Teilfolge Agy :

lim A) =Agp, dh Al =Ag mod P  mitn, — oo
v—oe und r, — oo
fir v — oo

Dann folgt
Ny(Ag) = Np(A% ) mod. P, dh. mod. pt*}.
Ferner ist
Np(AY )= N(A,,) = a mod. p™.
Also

Ny(Ap) =a mod pMi“("”’ &),

Da auch der Exponent von p mit v — oo gegen oo geht, folgt die Behauptung.

IV. Ist K/k abelsch, so nimmt das Artin—-Symbol (%) jeden Wert der Gruppe VII, 52

von K/k fiir ein geeignetes a an.

Beweis. Durch Betrachtung von K iiber geeigneten Teilkorpern reduziert sich
die Behauptung zunéchst auf den folgenden Satz:

Ist K / k zyklisch vom Primzahlpotenzgrad p¥, so gibt
es ein in K unzerlegtes Primideal aus k.

Gébe es nun kein solches, so wéiren in dem Teilkérper K; vom Grade p alle
Primideale aus k zerlegt, also dessen Takagi—Gruppe (nach beliebigem mod. m)
vom Index 1. Nach der ,fundamentalen Ungleichungsfolge® (rein arithmetisch
begriindet.“ ) ist das unmdoglich, weil diese h = p ergibt. —

NB. Es folgt iiberdies sogar die Existenz eines zu m primen unzerlegten Prim-
ideals im Spezialfall, also die Existenz eines zu m primen a mit (%) gegeben im
allgemeinen Fall, und damit insbesondere die Existenz unendlich vieler solcher
a.

V. Aus IV. folgt sofort der Anordnungssatz (speziell also der Eindeutigkeits-
satz) fur die Artin—Gruppen.

Beweis (des nichttrivialen Teils). Sei H < H' fiir die Artin—Gruppen zu K, K'.
Zu KK’ gehort nun [H, H') = H als Artin—-Gruppe. Nach IV. ist also der
Grad von K K’ ebenfalls nur der Index von H wie der Grad von K . Das ergibt
KK' =K ,also K' £ K.

VII, 53
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VI. Fiir zyklisches K/k ist die Artin—Gruppe H* in der Taokagi—Gruppe H
enthalten (beide nach beliebigem mod. m erklirt). Rein arithmetischer Beweis,
wenn fir zykl. rel. Kreiskérper bekannt.

Sei S erzeugender Automorphismus von & / k- Nach IV. existiert a (prim zu
m) mit (%) =S, d.h. Erzeugende d. Klassen nach Artin-Gruppe H* . Es wird
zunéchst gezeigt, dafs a auch Erzeugende der Klassen nach der Takagi Gruppe H
ist. Dazu geniigt es, beliebige (zu m prime) Primidealpotenzen p® ~ a* (H) zu
erweisen, wenn p® ~ a® (H*) bekannt ist. Dazu zwei zyklische Hilfskreiskrper,
fremd zu K und zu einander.

1.) K’/k von einem Grad, der Multiplum des Grades n von K/k ist. Dann
sei a von vornherein so gewahlt, daf a Norm eines Ideals ), aus dem Invarian-
tenkorper K, von SS’ in KK’ und

KK’
(5) -
Das geht nach IV. natiirlich auch.

2.) K H/ L so, dak p® nach der Artin=Takagi—Gruppe H" zu Klasse von
durch n teilbarer Ordnung gehort.

Sei
(K K) _ s
pa

Dann werde B} im Invariantenkérper K¢ von S*S'*S” in KK'K" so gewihlt,
daf

%O

Das geht wieder nach IV. B{ und b seien die Normen von B nach K{ und
k. (Ky £ K§, weil {SS', 5%} = {S*S'*S"}.) Dann ist Bf, ~ A" nach der
Artin-Takagi-Gruppe H)) fiir KK//K(’) ,also b ~a” (H).

Andererseits ist p* Norm eines 9 aus dem Invariantenkorper K zu S*S”
zufolge der Eigenschaften des Artin—Symbols (folgt daraus, dafs (KTK”) die Zer-
legungsgruppe von p fir KK erzeugt, also den Grad der Primteiler von p

bestimmt). Man hat also
KK//
(K s
0

Ist B Norm von B in K/ (wie oben ist Kj < Kg), so folgt wie oben B{ ~
0 (Hy), also b ~p® (H).
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Zusammengenommen: p* ~ a® (H), wie behauptet.
Ist nunmehr [[p® ~ 1 (H*), s0 a=® ~ 1 (H*), Y2 =0 (n), a=® Norm
aus K , also a= % ~ 1 (H), [[p*~ 1 (H).

VII. Nimmt man den p—adischen Verschiebungssatz und den p—adischen Iso-
morphiesatz fiir den zyklischen Fall als hyperkomplex bewiesen an, so folgt genau
wie in V. der p—adische Anordnungs— und speziell Findeutigkeitssatz fir den zy-

klischen Fall.

VIII. Berechnung des Index der p—hyperprimdren Zahlen nach der Her-
brandschen Methode.

k enthalte die n—ten Einheitswurzeln ¢, p sei ein (endliches) Primideal von
k. Der Index h der p—hyperpriméren Zahlen in der Gruppe aller Zahlen # 0 aus VII, 56
k kann auch dargestellt werden als:

h=[a:a"], wo a beliebig# 0 aus k.

Bezeichnet Ty und T5 die beiden zueinander inversen homomorphen Abbildun-
gen:
Ti=(a—a"), Th=(a—1)

der Gruppe «, so hat man fiir den Herbrandschen Quotienten:

[ : Tha]  Ja:a™ h

[ : Tho] ~ [C:1]  n’

Nach dem Herbrandschen Satz wird also:

R TCSY Y. LY

[B1 : T20] [Br:1]7
wo [ irgendeine Untergruppe von « von endlichem Index ist (fiir die dann ja
von selbst 77 und T3 zueinander inverse homomorphe Abbildungen sind). VII, 57

Wir wihlen 8 = 1 mod. p” in k, mit hinreichend groflem m , némlich so
groft, dafs

1.) B keine n—te Einheitswurzel ¢ # 1 enthélt. — Dann wird 8; = 1, also
[61:1] =1, und somit
h=n[3:0"].

2.) 8 im Henselschen Sinne Exponentialeinheit ist.
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Dann wird (8 durch Logarithmierung isomorph auf die Gruppe 7,, = 0
mod.* p” in k, abgebildet, und dabei entspricht ™ genau n7y,, . Durch Division
mit 7™ wird weiter -, isomorph auf die Gruppe 7y aller ganzen Zahlen aus k,
abgebildet, und dabei entspricht nvy,, genau nvy, oder auch 7”vy, wo p* der in
n steckende Bestandteil von p (7 genau durch p! teilbar), d.h. n+y,, entspricht
genau die Gruppe 79 = 0 mod. p¥. Somit

h=nly:y]=n-9%".

IX. Reduktion des Existenzbeweises der Klassenkdrpertheorie im Grofien auf
den Fall, daff der Grundkirper die notigen Einheitswurzeln enthdlt.

Sei k beliebiger Grundkdrper, H Idealgruppe mod m in k, n der kleinste
Exponent, fiir den H alle n—ten Idealpotenzen (prim zu m) enthélt, und ¢ eine
n—te Einheitswurzel.

H sei die Gruppe mod. m in k(¢), deren Normen nach k in H fallen. Zu
H sei bereits K als Klassenkorper bekannt, aukerdem natiirlich auch schon der
Isomorphiesatz bewiesen, wonach & / k(¢) abelsch, ferner auch der Eindeutig-
keitssatz. o

Ich zeige zunichst: Dann ist K / k abelsch. Sei in der Tat T ein Automor-

phismus von k(¢)/f . Dann ist zunéchst K= K, weil K" Klassenkorper zu

H -H ist, nach dem Eindeutigkeitssatz. Daher ist F/ k galoissch. Ferner
enthalt H alle a*~7 (ﬁ prim zu m in k(()) , weil deren Norm nach k ja 1 ist.

Dabher ist (%) = (EKT) =71 (%) T fiir alle zu m primen @ aus k({) ; denn weil

?/ k(¢) Klassenkorper ist, ist (etwa auf IV. und VI. gestiitzt) die Artin—-Gruppe
mit der Takagi—Gruppe identisch. Nach IV. ergibt sich jetzt, daf T mit allen
Automorphismen von ?/ E(¢) vertauschbar ist. Da k() / L selbst abelsch ist, al-
so die T" untereinander vertauschbar sind, folgt in der Tat, daf die Gruppe von
K / L abelsch ist, wie behauptet.

Nach dem Umkehrsatz ist nun weiter F/ L Klassenkorper zu einer Gruppe
H’ £ H ,und daraus folgt daff auch zu H ein Teilkérper von K als Klassenkorper
gehort.

X. Jedes verzweigte Primideal geht im Fihrer auf.
Das zeigt man in 2 Schritten:

1.) falls K / L zyklisch von Primzahlgrad, ist es Norm aus K , und zerfillt also
nach dem Zerlegungsgesetz voll.
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2.) falls K / k beliebig, vollstandige Induktion.
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7.18 Beweis des Existenzsatzes (0.3) in meiner
Annalenarbeit (E. Noether zum 50. Geb.).
(8. Juni 1932.)

This is a generalization of the lemma which Artin had used in his proof of his
reciprocity law. (For that see ’7.10.E[) When Hasse in March 1932 provided a
proof of Artin’s reciprocity law by means of the theory of algebras |[Has33a| he
used this generalization of Artin’s lemma, but its proof was sketched only. Here
he produces the full proof. Later, van der Waerdenave an elementary proof; see
7.22.[7]

8. Juni 1932.

Der Satz lautet:

Gegeben eine Anzahl Primzahlen py, ..., p,. und ithnen zugeordnet natirliche
Zahlen k1, ..., k.. Dann gibt es stets eine zyklische Kongruenzklasseneinteilung
der rationalen Zahlen, bei der p1,...,p, jeweils in Klassen von durch ki, ..., k.
teilbarer Ordnung liegen und zudem —1 in einer Klasse der Ordnung 2 .

Der Beweis wird so gefiihrt:
Sei k das kleinste gemeinsame Multiplum der Zahlen 2k; , p; und 8, und sei
Q) der Korper der k—ten Einheitswurzeln. Zuvor einige Hilfssétze.

Hilfssatz 1. Es sei a # 0,%1 eine rationale Zahl und m > 1 eine natirliche
Zahl. Fir keinen Primteiler £ von m sei a die {—te Potenz einer rationalen Zahl.

Dann hat P( %/a) den Grad m iber dem rationalen Zahlkérper P, d. h. 2™ —a
ist irreduzibel in P .

Beweis. Sei m = [],¢;" die Primzerlegung von m. Dann ist P( %/a) aus den
P(*\/a) zusammengesetzt. Fiir jedes i enthilt a mindestens eine Primzahl p;
mit einem zu ¢; primen Exponenten Fiir dieses p; ist dann P(%3/a) voll ver-
zweigt, also vom Grade ¢;*. Daher ist der Grad von P( %/a) teilbar durch £;.

Da dies fiir alle 7 gilt, ist er teilbar durch m , also gleich m .

Hilfssatz 2. Ist — unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 — P(%/a) ga-
loissch, so ist m = 2.

Beweis. Da, wie bereits gesagt, P( §/a) aus den P(*\/a) komponiert ist, kann

*) Stimmt nicht, da ev. auch —1 zu 2 primen Exponenten haben kann.
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jeder Automorphismus von P( %/a) durch ein System von Isomorphismen der
P(*\/a) beschrieben werden. Solcher Systeme gibt es genau m . Da P( {/a) den
Grad m hat, kommen also alle diese Systeme als Automorphismen von P( {/a)
vor, und bilden die Gruppe von P( ¥/a) .

Betrachten wir jetzt einen Teilkrper P(*4/a). Er ist vom Grade £, also

P( %/a) iiber ihn vom Grade % = HE;’j und erzeugt durch Komposition mit
LR %
den P(44/a) (j # i) . Die zu P( %1/a) gehérige Untergruppe wird also, analog wie

vorher, durch alle Systeme von Isomorphismen der P(%3/a) (j # i) gebildet.
Ganz entsprechend sieht man, daR die dem Teilkérper P(%'/a) zugeordnete

Untergruppe durch alle Isomorphismen von P(‘:i\/&) gebildet wird.

Hieraus geht hervor, daf diejenigen Systeme von Isomorphismen, bei denen
jeweils eine bzw. alle bis auf eine Komponente den identischen Isomorphismus
erfahrt, Untergruppen bilden. Die zugehorigen Teilkorper sind also galoissch, da
jeweils alle ihre Isomorphismen eine Gruppe bilden, und die Gruppe von P( {/a)
erscheint als direktes Produkt der Gruppen der P(%}/a).

Da jetzt auch die P(‘: V/a) als galoissch erkannt sind, geniigt es, den Fall des
Primzahlpotenzgrades m = ¢ weiter zu diskutieren, wobei also a keine ¢-te
Potenz ist.

Ist zunéchst ¢ # 2, so kann P( %/a) schon deshalb nicht galoissch sein,
weil sein Grad ¢“ nicht durch den Grad ¢“~(¢ — 1) des Korpers der £“—ten
Einheitswurzeln teilbar ist.

Ist ferner ¢ = 2, so enthélt P( 2/a) eine primitive 2“—te Einheitswurzel ¢, .
Angenommen, es sei v > 1. P( %/a) ist dann vom Grade 2 iiber dem Teilkorper
P(¢,) vom Grade 2"~1. Da bei der einzigen nicht-identischen Relativsubstitu-
tion S %/a jedenfalls einen Einheitswurzelfaktor (2 bekommt, und S? = 1 ist,
wihrend ¢, bei S invariant ist, folgt (?* = 1, (¥ = —1, sodak also 2" y/a bei
S invariant ist. Damit hat man dann P(2"y/a) = P({,), und insbesondere ist
jetzt auch P(2"7{/a) als galoissch erkannt. So fortfahrend folgt schlieflich, daf
P(y/a) = P(¢4) = P(y/—1) ist. Das widerspricht aber der Voraussetzung iiber
a, wonach a mindestens eine Primzahl p mit einem zu 2 primen Exponenten
enthalt. —

Ich nehme jetzt den Beweis des Hauptsatzes auf. Nach der schon angegebe-
nen Wahl von & enthélt €2 sicher die Zahlen |/p; (auch falls ein p; = 2 ist) und

&
¥/—1 (primitive k—te Einheitswurzel). Ich zeige, daf die Zahlen —1, py,...,p,
k—unabhéngig in €2 sind. Hatte man nédmlich eine Relation

(=D)%pft---pir = a”, ainQ,

VII, 63

VII, 64

VII, 65



VII, 66

508 Tagebuch VII

so ist « eine absolut—abelsche Zahl, also P(a)) gewift galoissch. Da andrerseits

“= f/(—l)“o pitpr

so folgt nach Hilfssatz 2, daf aq,...,a, = 0 mod. % sein missen, sodafs in der
Tat die angenommene Relation zur Folge hat, das jeder Faktor fiir sich k-te
Potenz in ) ist.

Ich betrachte jetzt den Kummerschen Koérper

K=Q V-1, ¥p1,.... ¥pr) -

Wegen der k-Unabhéngigkeit von —1, py,..., p, ist er vom Typus (2, g, ceey
g) iiber ). Es gibt daher ein Primideal q vom 1. Grade in 2, das in bezug auf die
Komponenten Q(/—1), Q(¥/p1), ..., Q(¥/pr) von K zu Frobenius-Substitutio-

nen der Ordnungen 2, g, ceey % gehort, dessen Primteiler in jenen Komponenten
also die Grade 2, %, cee % haben.

Wir betrachten nun die Einteilung nach den k—ten Potenzresten mod. ¢, wo
g = N(q) . Die Grade der Primteiler von ¢ in den genannten Komponenten sind
jeweils die Ordnungen von —1, py,..., p, in bezug auf die Gruppe der k—ten
Potenzreste mod. ¢, also mod. ¢, und daher sind diese Ordnungen 2, %, ey g ,
was wegen k = 0 mod. 2k; , % = 0 mod. k; die Behauptung ergibt.
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7.19 Beweis der Funktionalgleichung der L-Reihen

in algebraischen Korpern nach der Schlei-
fenintegralmethode. (Dez. 1932.)

Proof of the functional equation of L-series. Hasse gave this proof in his Seminar
on Thursday, Dec 8, 1932 (as he had written to Davenport in a letter of Dec 7).
At the end of the present entry Hasse refers to a letter of Siegel of December 5,
1932, concerning the algebraic structure of all proofs of the functional equation.
See also the entry 7.28 of February 1934 which is based on a conversation with
Artin on this point.[”]

Dezember 1932.

I. Die verallgemeinerte geometrische Reihe.

Q sei ein algebraischer Korper vom Grade n und Diskriminantenbetrag d
mit 71 reellen konjugierten (Indizes v1) und ro Paaren komplexer konjugierter
(Indizes vs).

t sei ein Vektor (¢,) der diesen r1 4+ 7o Indizes entspricht, und aus positiv
reellen Zahlen besteht. Zur Abkiirzung:

M) =[]t
ne = [t
=2

174 J—

,Wo ey, =1, e, ,
E evty
v

)
—

o~
N>

I

a = [o] und b = [3,] seien zwei komplementiire Ideale aus 2, also ab = 1 die
reziproke Differente, dargestellt durch komplementére Basen,

a= Zm,ﬁa,ﬁ, 8= z:n,.iﬂ,.i (my, N, ganz rat.)
K K

Die allgemeinen Zahlen aus ihnen und

= zpa,

VII, 67
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mit beliebig reellen z,, . Dann ist S(58) = >, nex, .
o sei eine beliebige Zahl# 0 aus €2, die zur Festlegung einer Signatur sgn g
VII, 68 dienen moge. Zur Abkiirzung:

c(6) = {1 fiir sgn& = sgn o

0 sonst.

Dann betrachten wir die verallgemeinerte geometrische Reihe in §):

F(t; & a,0) =Y e(€+ o) ME + al e 2mSEFeln,

[e3%

Sie ist periodisch in den z,; mit den Perioden 1. Sie gestattet daher eine
Fourier-Entwicklung (Berechtigungsnachweis durch Poissonsche Summations-
formel), die an der Stelle

50 = Z (E,(io)am

K

so lautet:

1
F(t; &, 0,0) = 26_2“5(65") / e /F(t; ¢, a,0) 2 SBO) d,

B

:Z —2miS( 550)/ /Z (€4 a)M|E+ale” S(|&+alt) is(ﬂﬁ)]dxm

B

1
also wenn ) mit [ --- [ vertauscht wird (Berechtigungsnachweis durch Pois-
0

sonsche Summationsformel):

1
_ Zefzms(ﬁﬁo)Z/.../g(nga) m1|£+a|6727r[5'(|5+a|t)7i5’(ﬁ§)]dl,ﬁ
B @ 0
“+oo
_ 26*27”5(/550)/.../5(£)m1|§|e*QW[S(\E\t)*iS(ﬁi)]dxn
B -0

VII, 69  Jetzt gehen wir von den x, durch die Substitution
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). S .
(v) _ (v) _ sgn o Uy in leicht verstidnd-
&= Zx'@an T eE2miew .y, licher Symbolik
K

mit der Funktionaldeterminante

¢ ()
ore | _ otz _ (m L,
8(“1/’ <)OV) ‘067() B mﬂf

zu den Variablen u,, ¢, iiber, die das Gebiet

bis auf Randmannigfaltigkeiten eineindeutig auf den vollen Raum der z,, abbil-
den. Damit wird:

F(t; 0,0,0) = ‘ﬁa\f Z s
H/uue_Qﬂ-uy(ty_SgnQ(V).iﬁ(U))duV

1110
1 oo

H//u o—dmuy (£, =i 3| cos 2mev) du,, dep,,

”20

(4m)"™ S~ ~2mis(g0) 1
Nav/d Z 1:1[ (27)2(t, —sgn 0@ - 302

1
H/ dwu
2(t, —i|B™)| cos 2w, )2
1% 0

Nun ist
1

1
/ __4 / _dy
t— zb cos 27r<p S dt zb cos 2mp

0
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und fiir reelles b > 0 hat ¢t — ibcos 2mp im oberen Halbperiodenstreifen genau
eine Nullstelle g . Es ist dann

1
o
t —ibcos 2mp t —ibcos 2wy

0
0—1

= 2mi - Residuum des Integranden dort.
Es ist
. d .
tiZbCOS@:(507300)'7@*“)00827@0) .
d(p Yo
= (p — o) - 2mibsin 2wy + - -,

also das Residuum = und daher das Integral

1
2mib sin 2w

1
/ de _ 1 _ 1
t —ibcos 2w o bsin 2mpq _bm
0
1 B 1
b\/l'i‘l% V2 + b2 .

Dabei ist das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen. Denn fiir 2mrpg = x+ iy
ist

e¥ + e Y Y -y

. . ) Ve
sin2mpy = sinzx — + dcosx SH—
el teV . V_ev

cos2mpg = COST —g T isinzS5

Ist nun, wie hier, y > 0 und cos 27wy negativ rein imaginér, so folgt cosx =0,
s

sinz >0 (also = §) und daher sin 27y > 0. — Jetzt folgt endlich

1

d 1 t
/ t—zbcostp) T oAt VeErr \/mg

0

und das gilt natiirlich auch fiir b=10.
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Damit wird:

1 .
F(t; &0, 0,0) = N o 2miS(860)
( EO Q) (271_)27‘1 (47-(-)7’2ma\/g %

1
11 (t, — sgn o) -i))?

vy

I—
' 53
e VBT PP

I1. Beweis der Funktionalgleichung.

Es sei L(s, x) eine L-Reihe des Korpers 2, gebildet mit einem Charakter
x mod. f, wo f alle reellen unendl. Primst. enthélt. Dieser Charakter soll eigent-
lich sein, was den endlichen Bestandteil fo von f angeht, dagegen braucht der
Fiihrer f(x) nicht notwendig alle reellen unendlichen Primstellen zu enthalten.
Wir setzen a,, = 0 oder 1, je nachdem die dem v—ten reellen konjugierten Koérper
entsprechende Primstelle im Fiihrer von x nicht vorkommt oder vorkommt.

Es ist
L(s,x) = > _ X(R)((s, R),
R

wo R alle Strahlklassen mod § durchléuft und

1
((s,R) = E (v ganz aus R)
MNns >

met () (c=MRs>1)

nganz
ist.

Sei ag ein ganzes Ideal, prim zu fy , fiir das agf in die absolute Hauptklasse

fallt, und apt = (p) . Dann wird:

1

C(S,ﬁ) = ‘ﬁag E :(a) m|a|s )

azgmod.Jraofo
Sgn av =sgn g

wo E(a) anzeigt, daf nur iiber nicht—assoziierte o zu summieren ist; es geniigt
aber, wegen der Bedingungen fiir v, zu sagen: es soll nur iiber mod. f nicht-
assoziterte o summiert werden, wobei ,mod f assoziiert“ den Zusammenhang

VII, 71

VII, 72
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durch eine Strahleinheit mod f bedeutet. Sind némlich zwei unserer « iiberhaupt
assoziiert, so auch mod. f.
Wir setzen nun fiir v = 14

I'(s+1)

00
[l L A | 15 727r|o¢(”)\t,,dt
(27‘{')3 |O[(D)|S 7T|OéV|/v 1/e v
0

fir v =1y
o0
F(2S) _ /t2s€74ﬂ\a(”)\tu dj
(47T)2$|a(u)|23 - v t, ’
und erhalten:
I'(s+ 1) T'(2s)

(2m)r1(s+1) (47)725 Nag

~ dt,,
$ e m1|a|/.../m(t)se—zwsua\t) at,,
0

1%
a=p mod.*uofo 2
sgn o =sgn p

- dt,
/.--/m(t)s Dt Mylale 2ol g, -
0

1%
a=pmod.Tagfo 2
sgn o =sgn p

Hier fihren wir die Substitution aus:

t, = H e v . zw, also z= N(t),

VIL, 73 wo die g,; ein System von Grundeinheiten des Strahls mod f sind. Die Funktio-
naldeterminante berechnet sich aus

dt e, dz
v (1/) v
ey —tv = EK e, log ‘EH |+ — -

]- R . ]._[Ul t’/HVth
z

= 5%

)

‘ kKyw=1,...,r
r=ri+ry—1

’ ot
8(yﬁ7 Z)

ey log [

WO R]t =
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der Regulator des Strahls mod. f ist (so normiert, daff Ry = 1 fiir r = 0). Und die
Abbildung erfolgt bis auf Randmannigfaltigkeiten eineindeutig auf das Gebiet:

—00 <Y < o0, 220.

Es wird also:

(s + 1) T(2s)"
(27)7 D) (477)2r250a

R 00 +o00
_ ﬁ/zsfl/.../ml(t) Zm) m1|a|e—2ws(|a\t) dy,.dz
0 —o00

a = p mod. agpfo
sgn o =sgn p

(s, R)

wobei natiirlich im inneren Integral ¢ = ¢(y,, z) aufzufassen ist.

Durch Abspalten von Strahleinheitsprodukten von o und Hinzufiigen dieser Pro-
dukte an t wird dies in bekannter Weise:

o) 1
R — —4T (03
= 2rz;f/zs 1//‘)‘1(15) Z Ny |a e 230D gy, dz |
0 0

a=p mod.+uof0
sgn o =sgn p

wo jetzt iiber Zahlen o statt Hauptideale (o) zu summieren ist; w; bezeichnet
die Anzahl der Einheitswurzeln im Strahl mod. §. Die ) ist jetzt gerade unsere
verallgemeinerte geometrische Reihe F'(t; 0, apfo, 0) . Also:

T(s+1)"T'(2s)™ 2725 ¢
(27’1’)“ (s+1) (47r)2r25s)’ta8 R

f

[e’s) 1
_ / o1 / / N, (1) F(t; 0, a0fo, 0) dyndz |

0 0

und nach unserer Summenformel, unter Abspaltung des Gliedes 5 =0

(s, 8)

NfoVdT (s + 1)1 T(2s)2 272y c
(2,”)”(571)(47T)T2(2sfl)ma8*1 Rf

00 1
1 1
o s—1
—/z // ;—!—‘ﬁl(t)z~~ dy.dz ,
0 0 B

(s, R)

VII, 74
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!/
WO Z 5 die auf S. 70 unten angegebene Bedeutung fiir a = agfy, also b = aolﬁ

hat, aber nur {iiber die 8 # 0 des Ideals ao}oa zu summieren ist.

All’ das gilt fiir o > 1. Wir zerlegen jetzt das Integral rechts:

/ d
— /Zsfliz
z
0
1 1
!
+/2571/"‘/m1(t)2 o dyedz
0 0 B
o) 1 1
s—1 !
e o By )
1 0 B
1

s—1

1
+ fir o > —5 reg. Fkt.

+ ganze Funktion.

Daf das zweite Integral fiir o > —% regulér ist, folgt daraus, daf der Integrand
an der kritischen Stelle z = 0 héchstens wie 2°~2 unendlich wird (man muf
natiirlich auch das innere Integral dabei beriicksichtigen!). Und dafy das drit-
te Integral iiberall regulér ist, folgt aus dem exponentiellen Verschwinden von
F(t; o, a0fo, 0) fiir t — oo.

Hiernach ist ((s, &) zunéchst bis o > —% fortgesetzt, und hat dort nur einen

L . @m"2R; [
Pol 1. Ordnung bei s = 1 mit dem Residuum Niovaw; I

Spaltet man jetzt das Glied mit 8 = 0 auch im dritten Integral ab, so hort
dies zwar auf, ganze Funktion zu sein, aber fir ¢ > f% gilt jedenfalls die so

*) NB. Das entspr. Resultat, wenn § nicht alle reellen unendlichen Primstellen enthilt, steht
in der Vorlesung vom S.S. 1932.
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entstehende Relation:

Nfo VAT (s + 1)1 T(2s)2 272w
(271-)7’1(571)(471-)7‘2(2571) ‘ﬂag_l Rf

O/Zs—l/.o../cnl(t) Xﬂ:' dy,dz

(s, R)

ausfiihrlich:

- s=1 [ .. ! —2mis(Be) ty
B /Z / / ; ¢ H (t, —sgn o) . zﬂ(l’))Q
0 1

oo ty
_ s—1 . ! —27iS(Bo) 1 B3]

[= )] %: ‘ Rl H(

0 V1

2
o] — S8l B o) . Z)

0
ty
18]
2 pop Tl

Da S(Bp) nur von der Restklasse 3 mod f, abhiingt und sgn ) o) jeden-
falls nur von der Restklasse 8 mod f, so kann 3 mit beliebigen Strahleinheiten
mod. f multipliziert werden, ohne das allgemeine Summenglied zu &ndern. Zieht
man diese Faktoren wieder zu t, so erhélt man in bekannter Weise:

[ee] —+o0 t,
_ s—1 [ ! _omiS(Be) L B3]
s [ [ [ e G T

0 — 00 (5) V1 (

2
Wt(il:')\ — sgn B(V)Q(V) . 7/)

wo jetzt iiber ein volles System nicht mod. f assoziierter Zahlen 8 # 0 aus

dem Ideal ao%oa zu summieren ist (hier kann aber die Bedingung ,mod §“ bei
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VIL, 76 ,assozilert nicht weggelassen werden). Indem man jetzt die y, 2z in ¢ zuriick-
transformiert, erhélt man weiter:

t,
_ow2 2/ / o—2miS(B E
e g ‘ﬂ|ﬂ| H (‘ t Z-)Q

B ~ sgn/[)’(l’)p(”) .

) H ‘@(L;/)‘ dtl,
3
2 t
VAT Cor-t o S

'LUTQTZ / / o —27iS(6p) 1 2%
= m P
m|ﬁ|175 ];[ (tl, - sgnﬁ(”)p(”) -Z')Q
H b dy
2 t12/ +1 ° ty ’

also nach Kiirzen beiderseits:

NfoVdT (s + 1)1 (25)"
(27-[-)7"1(5 1)(47T)7"2(23 DMa 5 1

—2miS(Bp) 1 ti
/ i / > s L

i (ty — sgn B0 p) i)

(s, R)

(8)
t23
. H Y dt,
v V12 +1

— Z —27miS(Bp) m|6|1 s H/ dt,,

t — sgn 6(V)p(l’) )

s t2s
'H/%dtw

vy Vi1

Dies gilt fiir o > —% , kann aber zu einer fiir o < 0 giiltigen Darstellung gemacht
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werden, indem man die reellen Integrale durch Schleifenintegrale ersetzt:

oo

s 1 slogt
/ = ‘ / © " _ar,
(tF1i)? 2isin s e (tF1)?
0 S

it 2 2slogt
t=s 1 e
—dt = - dt .
b/ 12+ 1 3 2i sin 27 s e27is /2 + 1 3
[

Damit ist dann (s, R) iiber die ganze Ebene fortgesetzt, und zwar als fiir o < 1
reguliire Funktion (unter Benutzung der fritheren Erkenntnis fiir ¢ > —1). Das
erste Integral 1afst sich bequem nach der Schleifenintegralmethode ausrechnen.

Man findet:
logt log t
J iy
(tF1i)? (tF1)? dt +i
= &
— —27Ti8€(s_1) log(+1)
_ _QWise(s—l)(ﬂii%)
= 2mise™ F T ,
somit
o0
ts TS pmils—1)
= e
(tF1i)? sinms
0
und

T oT1
TS
. 6_(T1_2nﬁﬂ)

tS

- dt, = ———— .
H/ (t, —sgn ) () - 7)2 (sinms)m
v 0

mi(s—1)
2

wo ng, die Anzahl der negativen unter den reellen konjugierten zu 3p bezeichnet.

Das zweite Integral findet man einfacher direkt durch die Substitution ¢? +
1= %, 2tdt = —%  die das Integrationsintervall 0 < ¢t < oo umkehrbar

us

VII, 77
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eindeutig auf 1 = v = 0 bezieht:

1
1 =3y gy — 1D(s+3)T(1-s)
= 5/(1—u) du = 3

I(s+3)I(1—s) I(25)0(1—s)

Nz T 92s—1 I'(s) ’

VII, 78  somit

F(Qs)r2 I(s—1)
H /t2 - 27‘2(28—1) 1—‘(8)7‘2 :
Durch Einsetzen dleser Werte und Kiirzen erhalt man:
MNfov/d (sinws)™ T'(s)"1T(s)"
71'”1(271')“(9 1)(271')”(29 Dr(1 - s)r2 Nag

Nn|p[-s
(8)

=7 ¢(5, R)

1
n|pft-s

— e 1 @ Zl e—2wiS(BQ)+n5Qm'(s—1) .
(8)

Multiplizieren wir beiderseits mit M(apfo0)*~! = MNag 'Nf5 " d*~! und setzen
(B)apfod = n, so wird (Bo) = =% = (v), und n durchliuft alle ganzen Ideale der

fod
absoluten Klasse zu %, wiahrend v alle nicht mod. § assoziierten Zahlen mit

(v) = fos durchléuft. Somit:

Nfgd*~ 2 (sinws)™ ['(s)" [(s)"
T (27T)T1(S 1)(2’/T) 2(25—1) F(l — S)TZ <(S;ﬁ)

6—7‘1@ E E e—2ﬂ'iS(v)+anri(s—1) . ;
MNnl-s

" (W=7
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Da der Exponent rechts nur von der Restklasse v mod § abhéngt, kann die
Summation tiber n nach den Strahlklassen mod f eingeteilt werden (wobei aber
auch die nicht zu fy primen ganzen Ideale auf die Strahlklassen zu verteilen
sind). Durchlauft also v’ ein volles Repréisentantensystem dieser Strahlklassen,

und 7 alle nicht mod f assoziierten Zahlen mit (7) = % ,

:e—y.le Z o= 2miS(r)Fn,wi(s—1) Z mnllis.

’ (T) - unwgtan(zf )

so erhalt man:

fos
Durch Zusammensetzen der L-Reihe aus den ((s, ) hat man jetzt:

Nfgds 2 (sinws)™ T(s) 1 D(s)™ L)
7T (27-(-)r1(s—1) (27-(-)7"2(25—1)1"(1 _ 8)7‘2 » X

:e—TlL(S‘;l)Z Z X(t)e—QwiS(T)-I-nTwi(s—l) Z mnllis.

v,v/ ()— xe/ n~v (f
() foo nu gar(lz)

Hier durchlduft v ein volles Reprisentantensystem der primen Strahlklassen
mod f und ¢ jedesmal ein volles Reprisentantensystem aller derjenigen (auch
nicht primen) Strahlklassen mod f, fiir die vt/ ~ ;0 gilt. Man kann dann auch
die Summation nach ¢’ vorannehmen, also ' alle (auch nicht primen) Strahl-
klassen mod f durchlaufen lassen, und v dann jedesmal diejenigen primen, fiir
die vt/ ~ fp0 ist. Dabei ist aber

Z Z X(t) 6727riS('r)+n.,.7ri(571) =0 fir (‘C/,fo) 7& 1.
T ’

— rr
(m)= fo?

Denn diese Summe bekommt den Faktor x () fiir jedes

v =1 mod. prim zu fo,

f v
(tla fO) 7
indem ()t und entsprechend 7 als neue Summationsvariablen eingefiihrt wer-
den. Weil x hinsichtlich fy eigentlich vorausgesetzt ist, ist aber nicht jedes zu-

gehorige x(v) =1.
Daher ergibt sich:

R SN Y x@) e Senemie (1 _ g, @),
Rl

’
v ()= ftotk’

VII, 79
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wo jetzt & nur alle gewdhnlichen (primen) Strahlklassen mod. f durchlauft,
ein Représentantensystem der & ist und t jedesmal ein Reprasentantensystem
derjenigen Strahlklassen mod. f durchlduft, die in der absoluten Klasse zu @
liegen.

Die als Koeffizient von (1 — s, &) auftretende Summe ist:

S DD DI et

ce’
Y (=14

_ e‘“% Z eZVl z,-mi(s—1) Z Z X(t) e—27riS(T)’
5 v/

v ()= ftot’

wo s = ((—1)*) alle Signaturen durchléuft; bei der Festsetzung z,, = 0,1 ist
dann jan, =, =z, fir sgn7 = 5. Indem man (7;)v und dementsprechend 57
mit

¥s =1 modfy, sgnvys =5

als neue Summationsvariable einfiihrt, erhélt man weiter:
mi(s—1) ris—
—e 1T Z eZV1 x, mi(s 1)X(75) . G(X,t/) 7
5

WO

GOoY) =Y > x(x)e ™50

T _xe/
(r)= foo
>0

die (allgemeine) Gausssche Summe zu Y ist.
Stellt man die s durch eine Basis dar:

o= [Tre modf: sgna® =1, sgnal) =1 (/ £w),
51
und ist

x(vw) =D (a,=0,1),

so wird
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also unsere Summe weiter:

1
_ wi(s—1) - _1_
— 1T E § : eT”ZVl (s—1-ay) | G(X7'Cl)

x,=0
s H (1 - 67”‘(57“”)> -G(x,v)
2
mi(s—1) m(s a,,) _
— Tz Xy —24)™ Hsm al, -G(x, )
= 2 Xuna Hsm _ a,, -G, ).

Hierbei gibt a, an, ob die v—te reelle unendliche Primstelle im Fiihrer f(y)
vorkommt (a, = 1) oder nicht (a, = 0). Leitet man aus x einen Zahlcharakter
xo und fo durch die Festsetzung ab:

also
W = Xo(—1) in bestimmter Normierung,
nédmlich
Xo(—1) =4P, wenn p unendliche Primstellen in
f(x) vorkommen.
So sei fortan y/xo(—1) verstanden. VII, 82

Zusammengefaft wird jetzt:

Nf§ d* 2 (sinws)™ T(s) 1T (s)"
(2m)ris(2m)r2@s=D T, sin T2 (1 — s)re

= Z Gx,v)¢(1—s,R).
Py

XO(_I) L(S7X)

VII, 83
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Hier wird rechts:

Ghv) = > Y x)e s

I
=l
ﬂ\

|

=
G

[
g
b

!
=l
ﬂ\
2
=

WO

>0
VII, 84 die reduzierte Gausssche Summe zu x ist. Daher bildet sich rechts:

= G() Y X(R)((1—s,&) = GO)L1—s,%) -
~

Links wenden wir noch die Formel an:

sinmsT'(s) i, ()
R — ()t 2 (4, =0,1),
sin m(s—ay) ( ) T (1—32—|-a1,) ( )
also: ( . )
sinws)"™ I'(s)™ [T I (2t
( ) Tr(s(,a)u) = xo(—=1)7 297 H 7F (1752+a1,) .
I, sin === v 2
Damit wird unsere Gleichung nach leichter Umgruppierung links:
1 s—4 +
RU (2" Nfo d)™ 2 11 L (H5~)  T(s)™
XO(_l) (27‘.)7‘1(57%) (271_)7"2(23—1) T (1*5%) 1_‘(1 _ 5)7"2

=G()L(1 - 5X).
Hiernach gilt fir die Funktion

stay s
e = o [LECEL T 2w

die Funktionalgleichung:

mf() _SaY)'

Dabei ist noch einmal gesagt:
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x ein eigentlicher Charakter mod. f(x)

fo der endliche Bestandteil von f(x)

f das um alle reellen unendlichen Primstellen erweiterte fg
MNf = 2"Nfy (Restklassenanzahl mod. f)

a, =1 oder 0, je nachdem die betr. reelle unendliche Primstelle in f(x)
vorkommt oder nicht

Xo der zu y gehorige Zahlcharakter mod. fo: xo(a) = x(a) fiir a > 0
VII, 85

Xo(—1) = iZn ™ =P wo p die Anzahl der in f(x) vorkommen-
den reellen unendlichen Primstellen

G(x) = Z Z x(v)e”?™5() die zu x gehérige Gausssche Summe

t (=553

>0

(v durchlduft ein volles System von (ganzen) Reprisentan-
ten der Strahlklassen mod. § aus der absoluten Klasse von
fo0; 7 durchléuft alle mod f (und dann sogar mod fy) nicht

assozilerten total positiven Zahlen mit (1) = ).

P.S. Uber die algebraische Struktur aller Funktionalgleichungsbeweise fiir
L-Reihen siehe Brief von Siegel vom 5. Dezember 1932.
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7.20 Ein Satz von Jacobsthal. (Nov. 1932)

Number of solutions of the congruence ax® + bx + ¢ = y? mod p according to
Jacobsthal. Already in February 1932 there was an entry on the number of so-
lutions of congruences of a diophantine equation modulo a prime number |E|
There, the diophantione equation was the (generalized) Fermat equation, while
here the equation is of genus 0. The corresponding number of solutions can be
extracted from the doctoral thesis of Jacobsthal [JacQT|. We observe that at the
end of November 1932 Hasse gave a colloquium talk at the University of Kiel
where he talked about the general problem of estimating the number of solutions
of congruences of diophantine equations. It appears that he had written down
this entry when he prepared that colloquium talk, although according to Hasse’s
lecture notes. Jacobsthal’s result was not discussed there explicitly.

(Nach Mitteilung von H. Davenport, November 1932)

Satz. Die Anzahl der Lésungen von

ar’ +br+c=y?> modp

- ()

Beweis. Die fragliche Anzahl ist gleich

Z<1+ (aaﬂ +pbx+c>> :p+z<ax2 +pbx+c> ,

x

ist gleich

erstreckt iiber ein volles Restsystem x mod. p. Nun ist

240 p—
(W>:(a$2+bw+0); mod p .
p

Bei Ausfithrung der Potenzierung rechts nach dem polynomischen Lehrsatz ent-
—1
steht ein Polynom in 2 vom Grade p — 1 mit ¢z = (ﬁ) als hochstem Koeffizi-

P
enten:

240
<am+fﬂ+0> = (a)x“ + AP 4+ Apy mod p.
P p
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Da ; |
n_ ) p-1=- ir p—1|n
ZI _{ 0 sonst } mod p,
folgt in der Tat
<ax2 + bx + c) <a>
Z —— ) =—(-| mod.p.
- p p

Hier mufs die Gleichheit statt der Kongruenz gelten, da die Summe dem Betrage

nach héchstens p und fiir quadratfreies ax? + bx + ¢ zudem notwendig ungerade
ist.
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7.21 Zur ,Theorie II* in der komplexen Multipli-
kation. (Nov. 1932)

Comments by Artin on Hasse’s second paper on complex multiplication [Has31].
It appears that Artin and Hasse had talked about this paper during Hasse’s visit
to Hamburg which took place at the end of November 1932. While Hasse’s first
paper on complex multiplication [Has26bh] assumed the basic properties of class
field theory, the second paper derived those properties in the case of imaginary
quadratic base fields by analytic means. The notations in this entry are taken
from Hasse’s second paper. Artin’s comments appear to lead to a simplification
of the proof that the singular invariants are abelian over the corresponding ima-
ginary quadratic field. We remark that some weeks later Artin wrote a letter to
Hasse explaining that there was an error in Hasse’s paper in the proof of the
principal tdeal theorem. That error could be corrected much later only, in 1959
by Reichardt. See [FROS], 47.1.

(Bemerkungen von E. Artin, November 1932)

1.) Beweis, daff @p(o1,a2), pp(ar,az) (und ebenso p(ai, as), Yp(ar, as)
— 12. Wurzeln) im Korper K = Q(j(€)) liegen.

Wenn festgestellt ist, daf die ¢p, (w1, ws) (bzw. ¢¥p, (w1, ws) einer Glei-
chung @, (tj(m)) (bzw. ¥, (t,j(m)) geniigen deren Zahlkoeffizienten ganzra-
tional sind, und daf im singuléren Falle die von den genannten verschiedenen
Wurzeln Einheiten sind, wéhrend die beiden genannten Hauptidealdarstellungen
von p'2, p*? (bzw. p, p) sind, so schlieRe man so:

Der in K irreduzible Faktor von @, (t,j({%)), dem ¢p (a1, a2) geniigt, hat
bezgl. K konjugierte Wurzeln. Da Q < K, miissen also die anderen Wurzeln
notwendig auch Hauptidealdarstellungen von p'2 sein, und das trifft fiir keine
zu. — Entsprechend fiir ¢p(aq, ag) .

2.) Jetzt folgt das gleiche fiir pr(aq, as), Yas(ar,as2), wenn der Transfor-
mationsgrad M aus nach 1.) zuléssigen Primzahlen zusammengesetzt ist, ein-
fach durch Zerspaltung in Multiplikatoren von Primzahlgrad. — Anwendung
beim Hauptidealsatz!

3.) Beweis des Isomorphiesatzes.

a.) Op (a1, ) = jP(0, o) — j(P(ar, 2))
liegt nach 1.) in K, da rationalzahlig durch ¢p(a1,as), j(a1, as) dargestellt.
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Daher liegt auch j(P(al,ag)) in K. Durch Iteration folgt daraus sofort, daf
H(t) galoissch ist. (Die Theorie von H (t) muf$ natiirlich in Theorie IT zunéchst
entwickelt werden.)

b.) Ferner sei geméfs 1.)

op(a1, az) = Ra(j(a)),

wo das Polynom R, Koeflizienten in 2 hat und mdglicherweise von a abhéngt.

Dann ist
@, (Ra(i(0)), (@) =0,

also wegen der Irreduzibilitit von H(t) auch

d.h. Rq(jj(b)) ist Wurzel von @, (¢, j(b)) . Als Konjugierte zu Rq (j(a)) bezgl.
ist auch Rq(;(b)) Hauptidealdarstellung von p'?, also notwendig mit der einzigen
solchen Wurzel von ®,,(¢,(b)) identisch:

Ra(j(b)) =Ry (j(b)).

Daher ist genauer
op (a1, ) = Ry (ji(b))

mit von a unabhéingigem Polynom R zu €.
Auf dem Wege iiber die (von a unabhingige) Darstellung von dp(aq, az)
durch ¢p(ay,as), jlar, as) folgt jetzt auch

.(fa . %[
J(p) ZJ(P(QLOQ)) =R (.7(‘1))
mit von a unabhingigem Polynom R*.

Das ergibt in bekannter Weise, dafs K abelsch ist und zur Klassengruppe
isomorphe Galoisgruppe hat.

VII, 89
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7.22 Elementarer Beweis des verallgemeinerten
Artinschen Lemmas. (Okt. 1933)

Here Hasse reproduces an elementary proof by van der Waerden of his genera-
lization of Artin’s lemma; for the latter see the 7,18,|E| This proof is published
1933 in Crelle’s Journal [vdW34]. As van der Waerden mentions in the intro-
duction to his paper, the use of multiplicative characters is due to Hasse.

Nach v.d. Waerden, Oktober 1933

Auf S.29%] wurde elementar bewiesen: Ist eine natiirliche Zahl a > 1 und
eine Primzahlpotenz £ (v 2 0; fir £ = 2 sogar v 2 1) gegeben, so gibt es eine
Primzahl p # £ mit

at’ #% 1 mod. p, =1 mod. p.

Es ist dann £“T1|p— 1, und fiir jeden ¢~Charakter xy mod. p mindestens von
der Ordnung ¢¥*+! gilt

vl

X@" #1, x(@" =1.

Ersetzt man v durch v+1, v+2,..., und y durch x¢, Xez, ..., so sieht man,
daf es zu a und ¢” auch unendlich viele Primzahlen p # ¢ gibt, sodaf jedesmal
fiir jeden /~Charakter y mod. p mindestens von der Ordnung ¢**! gilt

1

x@ #1, x(@" =1.

Seien jetzt natiirliche Zahlen a4, ..., a, > 1 und ¢ wie bisher gegeben. Dann
sel irgendein w = 1 gewéhlt (das nachher hinreichend grof festgelegt wird), und
dann gemé&f obigem Primzahlen pq, ..., p, und /~Charaktere x1, ..., X, zu ihnen
so bestimmt, dafs

v4w—1 vtw
(1) Xp(ap)é #1, Xp(ap)e =1
wird. Dabei seien noch die p, verschieden von den Primteilern der a4,...,a,

gewdhlt, was geht, da jedesmal unendlich viele zur Verfiigung stehen.
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Jetzt werde angesetzt:

x(@) = I xo(a)

mit zu bestimmenden ganzen c, mod. £», wo £» die Ordnung von x, ist. Wir
fordern

2) xla)" #1, (k=1,...,r).

2.),; ist verletzt dann und nur dann, wenn

(
(

). [Txoa) =1, dh xe(a)™ =[] xolan) ="
P pFR

Zu gegebener ¢, (p # k) bestimmt diese Relation entweder eindeutig ein ¢,
mod. /¢, wenn namlich die rechte Seite eine £“~te Einheitswurzel ist — y,(a,.)’
ist nach primitive ¢“—te Einheitswurzel —, oder ist durch kein ¢, erfiillt,
wenn néamlich die rechte Seite von héherer Ordnung als ¢ ist. (2.), ist also
hochstens fiir £+~ Restklassen ¢, mod. ¢¥~ erfiillt, bei willkiirlich gegebene
Restklassen ¢, mod. £*» (p # k), d. h. hochstens fiir

V=W H Vo — g% Hél/p
P

pFK

der zuldssigen Hé”” Systeme ¢, mod. £’». Fiir hochstens soviele ist also (2.),

p
verletzt. Daher ist l) insgesamt fiir hochstens 7 Hp ¢v» Systeme c, mod. £
verletzt. Wahlt man also w so grofs, daf ¢ > r ist, so sind das weniger als alle
zuldssigen [ | . ¢v» Systeme, d. h. es gibt dann mindestens ein System c, , bei dem
x die Bedingungen erfiillt.

X definiert dann eine zyklische {—Klasseneinteilung (nach dem kl. gem. Vielf.
der p, als Modul), bei der die a, mindestens die Ordnung ¢*" haben.

Ist £ = 2, so kann auch noch x(—1) = —1 erreicht werden. Denn ist
x(—1) = 1, so wihle man ein p,y; = —1 mod. 4, das von den Primteilern
der a, verschieden ist (existiert als Teiler von 4a,...,a, — 1) und setze

@) =) (55

- (22) -

Dann ist

VII, 92

VII, 93
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und ) }
X (@)% =x(ap)® #1, (¥21).

Ist jetzt k = [ ¢ statt £ gegeben und o.B.d. A. gleich k durch 22 teilbar,
so wihle man fiir jeden Primteiler £ von k einen {—Charakter y. derart, dafs

xe(an)” " #£1, (p=1,...,1); xo(~1) =1

x=]]x

ok

Dann hat

die Eigenschaften
X(a,) hat durch k teilbare Ordnung; x(—1)=—1.

Damit ist das verallgemeinerte Artinsche Lemma elementar bewiesen.

Die Seiten 94 und 95 im Tagebuch fehlen.
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7.23 Wittscher Beweis eines Satzes uber ver-
schriankte Produkte. (Nov. 1934)

Witt’s proof of a result on crossed products; see also ’7.16.E] Witt published this
1935 in Crelle’s Journal [Wit35D].

V11, 96
November 1934
Es handelt sich um den Satz auf S.49%]
Wir haben die erzeugenden Relationen:
Tus = usr® TuT = uta'
Usus = Uss/as s/ UTUT, = UTT/CT,T/
uTUs = usuTtbs T
eines verschriankten Produkts A zu einem Korper K (Elemente ), dessen Grup-
pe direktes Produkt aus zwei Gruppen & (Elemente S) und ¥ (Elemente T) ist.
Behauptung;: A"~ (c-,z-:-l-,7 L),
wo L der Invariantenkdrper von &
> die Summe aller S aus &
n  die Anzahl aller S aus & (Ordnung von &)
K1
L~ 6 R—%
x /
k—6x%
Beweis. Einflihrung neuer Operatoren: VII, 97
vg = u,;luRs T = ugluTuR (R fest in &)

Dann ersichtlich auch

TV = VST TUT = vT:cT7
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letzteres da R mit T vertauschbar. Ferner hat man also zugeordnetes Faktoren-
system:

— —1 -1 -1 -1
as s’ = VUgg,UsVsr = Urggs UR - UR  URS /\ UR  URS/
~——

—1 -1, -1
= URggs URSUS’ Ug, UR URS/

—1

= aRs,s’ OR s/
7 -1, -1 -1, -1 —1 —1 —1
bS,T = V7 US UTVs = UR Ut UR /\ U’RS UR * UR  UT UR * UR  URS
—— ——

-1, -1 -1, -1
= uR uT URUT ~u-|— uRSuTuRS

—1
= bR,T bRS,T

- -1 —10,,-1 R
CrT = UuppuTuT = ug (U UTUT UR = CT T -

Durch Multiplikation {iber alle R aus & ergibt sich ein Faktorensystem fiir A™,
und dieses hat die Form:

a;sl == HESS' == 1, b;)-r == H bS,T == 1, Cikr,T/ - C%T/ .
R R

Daraus liest man die Behauptung ab.
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7.24 Beweis der Residuennormalform zyklischer
Algebren vom Primzahlgrad p bei Charak-
teristik p. (Feb. 1935)

Witt’s residue formula applies to cyclic algebras of degree p over a power series
field with a perfect field of constants. It is contained in Witt’s paper on the
existence theorem of class field theory for function fields |Wit35a]. However
Witt does not give a proof there. Instead, he says that the proof is essentially the
same as the proof by H.L.Schmid of the residue formula for the morm symbol
of cyclic extensions of degree p over power series fields [Sch35|. It appears that
Hasse wished to write down Witt’s proof explicitly although, of course, he was
familiar with H.L.Schmid’s thesis which he had supervised.

Nach E. Witt, Februar 1935

Hilfssatz 1. Sei A eine Algebra iber k mit den Multiplikationskonstanten

<= ('ka)

in bezug auf eine Basis (e;) = e. Allgemein werde die Wirkung einer Basis-
transformation ¢ — Pe auf € mit € — €7 bezeichnet.
Sei dann bekannt, daf bei einem Automorphismus o von k gilt:

¢ — Q:S
wo S eine Basistransformation ist. Dann gilt:
(Q:P)cr — (Q:P)P_lsP".

Wenn also bei einer Erzeugung € von A die Anwendung des Automorphismus
o die Algebra A nicht dndert, so gilt dies bei jeder Erzeugung €F von A .

Beweis.
(QP)U _ (QU)P“ _ @SP7 _ gPPTISPT _ (QP)P*ISP‘"

Hilfssatz 2. Sei k ein Kdrper der Charakteristik p und

A= (a,8) = k(u,v)

VII, 98
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die durch

p

pu=ul —u=a, VY=0#0 vu=(u+1l)v

definierte zyklische Algebra iber k . Dann gilt fir beliebiges y aus k(v) die Formel

p(u+y) = p(u)+Spy = a+Spy

wo
Spy = (nf —mo) + B+ +nh_ 877,
wenn

y=no+mv+--+mn_10P"t (n; aus k).

Beweis. Setzt man w = u + y, so gilt auch
v = (T+ 1)v.

Hiernach ist k(@) ein komm. Teilsystem von A mit den p verschiedenen Auto-
morphismen 7 - uw+v (v =0, 1,..., p—1). Die Hauptgleichung fiir @, die
den Grad p hat, hat also die p verschiedenen Wurzeln @ + v, und ist somit von
der Form

ou = o
mit @ in k.
Um @ zu berechnen, geniigt es durch sukzessives Vorgehen, nur den Fall
y = nv¥ zu betrachten (v =10, 1,..., p — 1). Flir v = 0 ist natiirlich

pu+mn) =putpn=a+ @0 —n),

wie behauptet.

Firv =1,...,p—1ist & die reduzierte Norm von w ; als solche berechnet sich
@ als Determinante der Matrix My aus der absolut—irreduziblen Darstellung.
Mit 1, v¥, v, ..., v~V als Basis lautet diese:
u 1
u+ v
M, = , M, =

u+(p—1v B . 1
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Fiir w = u 4+ nv” wird

ut+v n
MﬂZMu+ﬂMvu: ’

np” u+(p—1)v
und daraus
@ =n(u) = [Mg| = pu+n"8" = a+ Spp”,
wie behauptet.
Hilfssatz 3. (a,8) ~k «— o= Spy mity aus k(v).
Beweis. a.) Sei &« = Spy. Dann setze man
u=u-—1y

und erhalt
A= (a,p8) = k(u,v)

mit (Hilfssatz 2)
pu=pu—Spy=a—a=0, =0, vu=(u+1)v,
d.h.
A=(0,08) ~ k.

b.) Sei (a, ) ~ k, also (o, 3) = (0,8). Der zweiten zyklischen Darstellung
entsprechend hat man in A = (a, §) Elemente @, U mit

pui=0, =0, vu=(T+1)7.
Ohne Einschrankung darf A einem solchen inneren Automorphismus unterwor- VII, 101
fen werden, dafl v = v gilt Dann ist © — uw = y mit v vertauschbar, also in
k(v), d.h.
u=u-+y,
a=pu=pu+Spy=>Spy.

*) Falls 8 = 33 in k ist, ist die Behauptung a = Spy trivial:
(—a)P — (— A
o= (o) = (=a) + (5)"6
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Sei jetzt k der Korper aller Potenzreihen in 7 iiber einem vollkommenen
Konstantenkorper kg der Charakteristik p:

k= k()(ﬂ') .
Hilfssatz 4. Ist o in ko, B Finheit in k, so ist (o, 5) ~ k.
Beweis. Bekanntlich ist dann § = n(z) mit x aus k(u) mit pu = ag

Hilfssatz 5. Invarianz des Residuums p(adf) fir a, 3 aus k bei den Automor-
phismen m — 7% = em (e Finheit aus k) von k.

Beweis siche meine Arbeit in Crelle 172 iiber Differentiale.

Hauptsatz. (a,8)=(p <a dﬁﬂ) , ).

Beweis. 1.) Sei zunédchst § = 7. Dann bleibt («, §) ungeidndert, wenn « additiv
um einen beliebigen Ausdruck der Form

plo+&m+ -+ 7P & in k

abgedndert wird. Sei
n
a:ZW—Z—i—al, a1 =0 mod. 7,
v=0
dann ist
2
a = (m—of)+(af —af )+
= —p(Har+of+---),
da +a;3 + af + - -+ konvergiert. Ferner ist fiir v = vop:

a, ab™! ab~t
Y ij<7r”0 '
Aufser dem Bestandteil oy kénnen hiernach auch alle Glieder mit v =0 mod p

sukzessive aus a durch Hinzufiigen eines geeigneten & entfernt werden. Die
Glieder mit v #Z 0 mod. p lassen sich ferner in die Form

p—1\ P
- (U) 7 asagy-n

v mh
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setzen, wobei v = kp — A\ gesetzt ist, konnen also durch Hinzufiigen geeigneter
§§7r)‘ entfernt werden. Danach wird auf Grund von Hilfssatz 3

(Oz,ﬂ') = (aOa 77) )

wo ag das konstante Glied in « ist. Dies ist aber gerade durch

gegeben.
2.) Wir wenden jetzt einen Automorphismus 7 — 7% = em (¢ beliebige
Einheit aus k) von k an, und zwar auf die bereits bewiesene Formel

(@)= (p(aZ) 7).

s

VII, 103
Wir erhalten:

oder nach Hilfssatz 5:

Nach Hilfssatz 4 ist aber

(r,m?) = (r,me) = (r,m),

dm o dm?

gesetzt ist. Nach Hilfssatz 1 ist somit auch

@1 =(ar) = (p(a®) )

wo zur Abkiirzung

oder also indem «“ wieder durch « ersetzt wird:

(aem) = (p <ad(€'”)) 7).

ET
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Dann ist die Behauptung fiir 5 = e bewiesen.

3.) Aus
@m) = (p(aZ) .7

™

folgt elementar

d v—1
(a, 7Y = (p (aﬁ) , ) fir alle ganzen v.

ﬂ-u—l

Multiplikation mit dem in 2.) erhaltenen Resultat liefert

(a,e”) = (p <ad(5””)) 7).

ey

Damit ist die Behauptung fiir jedes beliebige 8 = en” aus k bewiesen.
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7.25 Beweis eines Satzes von Albert iiber zykli-
sche Algebren. (Feb. 1935)

A central division algebra of prime index p is cyclic if it contains a splitting
field of degree p which is pure, i.e., generated by a p-th radical. It appears that
Witt had talked in Hasse’s seminar about it and produced a particularly simple
proof. Hasse was very interested in it since, if this would be true without the
assumption that the index is prime then it would be possible to avoid the theorem
of Grunwald in the proof of the Brauer-Hasse-Noether theorem on the cyclicity
of simple algebras over number fields. However Albert was able to produce a
counterexample in 1936 [AIb38]. See [Roq05].

Nach E. Witt, Februar 1935

Satz. Sei k ein Korper mit Char.#p, D eine normale Divisionsalgebra vom
Grade p tiber k mit einem reinen Zerfillungskorper k(¥/a) . Dann ist D zyklisch.

Beweis. Sei K der Korper der p-ten E. W. iiber k, n|p— 1 sein Grad. Dann wird
D durch K nicht reduziert, Dy ist also normale Divisionsalgebra vom Grade p
iiber K .

K (¥/a) ist zyklisch iiber K und Zerfallungskorper fiir D . Dementsprechend
besitzt Dk eine Erzeugung:

Dk = K(u,v) = (a, 3,€)

mit
uP =a, V=0 vu=C_Cuv,

wo (3 # 0 in K und ( eine primitive p-te E. W. Sei ¢ = (¢ — () ein erz. Autom.
fir K / k. Da Dg durch Erweiterung von D entsteht, bleibt Dy ungeéndert,
wenn auf die Erweiterungserzeugung o angewandt wird. Nach Hilfssatz 1 der
vorhergehenden Eintragungﬂ gilt dies dann auch fiir die obige Erzeugung von
DK :

Dg = (avﬁaa CS) :

Man hat also
(aa/807<s) = (a767<) .

VII, 104
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Andererseits gilt bekanntlich
(CL, ﬁsa CS) = (au /87 C)
Somit
(a7 605 CS) = (a/a ﬁsa Cg) )
oder daraus durch Potenzierung mit s

(a,67,¢) = (a, 5%, C) -

Daraus folgt leicht:
(a,8%¢) ~ K

fiir jedes Element S = 0 mod. (0 — s) des Gruppenrings von {o} iiber dem
Primkdrper mod. p.
Wir betrachten speziell das Element

1
C=— YoTV =1 d (o —
nEV:sa mod (o — s)

dieses Gruppenrings. Fiir es folgt:
(a7ﬁc7g) = (aa57 C) = DK .
Daher ist v = 8¢ # 1 in K . Fiir dies ~ gilt ferner nach Konstruktion

,YU:ﬂCU:ﬁCs:,ys in K
p

Daher ist bekanntlich K(¢/y) abelsch iiber k, und daher komponiert aus K
mit einem zyklischen Korper Z vom Grade p iiber k:

K(¢7) = ZK .

Da
DK = (aa v, C)

den Kérper K(¢/7) zum Zerfallungskorper hat, wird D durch K Z zerfillt, somit
auch durch Z allein, da KZ / 7 vom Grade n ist und daher Dz nicht zerfillen
kann.

D hat also einen zykl. Zerfallungskérper Z vom Grade p {iber k und ist somit
zyklisch.
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7.26 Bemerkungen Artins zur A. Weilschen Theo-
rie. (Feb. 1934)

Remark: We observe that Hasse dates this and the following 5 entries as of Fe-
bruary 1934. From February 5 to February 9, 1934 Hasse visited Hamburg and
delivered a series of 8 lectures about his new proof of the Riemann hypothesis
for elliptic function fields over finite base fields. He had been invited for this by
Artin. It appears that these last entries are the result of the discussions which
Hasse had during that visit. He may have failed to write down these notes im-
mediately after his return. This would explain that they appear in his notebook
after the entries of 1935.

The present entry contains some comments by Artin on the notion of “distri-
bution” in Weil’s thesis where it was proved what today is called the Mordell-Weil
theorem [Wei29).

(Februar 1934)

Sei K = k(z,y) ein algebraischer Funktionenkérper tiber einem algebraischen
Zahlkorper k als Konstantenkorper. Sei jedem bzgl. k konjugierten Punktsystem
P ein Ideal a(P) aus dem zu P gehorigen Restklassenkorper kp (Erweiterung von
k) zugeordnet.

Definition. a(P) ~ 1, wenn Z#hler und Nenner fiir alle P ein festes Ideal teilen.

Satz. Ist z(P) die einer Funktion des Korpers K entsprechende Idealfunktion
(Werte von z an den Stellen P als Hauptideale), so ist z(P) ~ 1.

Weiterer Satz. Ist K // K unverzweigt, so ist das Ideal der Relativdiskriminante
op~1.

Der erste Satz laft sich auch so aussprechen: Man betrachte die Divisoren-
klassen der Ordnung 0 von K . Dann existiert eine endliche multiplikative Ba-
sis. Durch Ubergang zu Idealklassen (Auszeichnung eines Integrititsbereiches)
kommt man zu Aussagen iiber rationale Punkte.

VII, 107
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7.27 Konstruktion von Korpern mit beliebig ho-
hem Klassenkorperturm. (Feb. 1934)

Scholz [Sch29] had shown that the length of class field towers are not bounded.
Here Hasse sketches Artin’s simple proof (unpublished) where, however, the base
field cannot be controlled and may be large. After many years it was shown in
1964 by Golod and Shafarevich that indeed there exist infinite class field towers
[GS64].

(Artin, Februar 1934)

Zu jeder gegebenen endlichen Gruppe & kann man einen algebraischen Zahl-
korper k mit einem galoisschen Relativkorper & / k. der Gruppe & konstruieren.
Seien pq,...,p, die Diskriminantenteiler von K/k Dann sind die zugehérigen
Korper K, / ky, metazyklisch. Man kann nun einen zu & / k fremden Korper k
SO konstruleren daf er fiir die Stellen p; mit den Kg, iibereinstimmt. Dann ist
K k/ L unverzweigt mit der Gruppe & .

So kann man Korper von beliebig hohem Klassenkorperturm konstruieren.
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7.28 Uber die Funktionalgleichung der Zetafunk-
tion. (Feb. 1934)

On the functional equation of the zeta function according to Artin. The func-
tional equation of the Hecke ¥-functions (for number fields) is interpreted as an
analogon to the Riemann-Roch theorem (for global fields of characteristic p). It
appears that already in 1934 Artin harbored ideas which later were formulated
more precisely in the thesis of Tate, and that Hasse was quite interested in this.
See also 7.19.%]

VII, 109
(Artin, Februar 1934)

Sei k ein algebraischer Zahlkorper, p eine Primstelle von &k, o # 0 aus k und
vp(a) die gewdhnliche Ordnungszahl (falls p endlich), dagegen —log ||, (falls
p unendlich). Wir ordnen « formal den Divisor

zu. Dabei gilt:
1.) Endlichkeit: fast alle v, (a

) =
2.) Summenrelation: 3, gpvp(ar) =0,

log M(p) (p endlich)
WO gp = .
ep = 1 oder 2 (p unendlich)

Beliebige Divisoren seien:

A = H pyp H p log Tp _Hpup

p endl. p unendl.

mit v, ganzz. (falls p endl.), v, = —log 7, bel. reell (falls p unendl.).
Ganze Divisoren gibt es aufler dem Einheitsdivisor definitorisch nicht. Ganz
im Endlichen bedeute, daf die endl. v, 2 0 sind. Fiir das Unendliche wird

oo () = Z e (cp geeign. pos. reell)

p unendl.
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als Mal der Ganzheit eingefithrt (Gaufssches Fehlergesetz!). Es ist gleich dem
Hochstwert 1 nur fiir den Einheitsdivisor.

Als Maf$ der Ganzheit einer Divisorenklasse C' wird die Summe der 1o (2)
fiir alle im Endlichen ganzen Divisoren der Klasse bezeichnet. Ist also a das
zugeordnete Ideal (endl. Bestandteil), so ist das Ganzheitsmaf der Klasse C' von
R

= X epryloglaly

Dies ist bei richtiger Normierung der 7, die Heckesche Thetafunktion. Die Be-
ziehung zwischen den Mafien zweier komplementérer Klassen gibt die Funktio-
nalgleichung der Thetafunktion (Analogon zum Riemann-Rochschen Satz). Als
Zetafunktion nehme man nun:

N pee(®)
= |3 e
0

(noch mit einem geeigneten Faktor bei ,uoo(Ql)) , iiber alle im Endlichen ganzen
Divisoren 21 summiert und nach den 7 integriert. Das gibt dann aus der Funk-
tionalgleichung der Thetafunktion die der Zetafunktion in einfacher Gestalt.

Bei der Reduktion auf die gewShnliche Zetafunktion stellen sich dann die I'-
Faktoren ein. Bei dieser Reduktion gehe man auf die Primérkomponenten und
die ihnen entsprechende Produktzerlegung aus.
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7.29 Zwei Bemerkungen zur galoisschen Theorie.
(Feb. 1934)

This entry comes from a discussion with Max Zorn. Let K|k be a finite algebraic
field extension. If there are only finitely many subextensions then there exists a
primitive element for K|k. Conversely: If there exists a primitive element then
there are only finitely many subextensions.

(Zorn, Februar 1934)

1.) Aus der Endlichkeit der Zwischenkérperanzahl folgt die Existenz des pri-
mitiven Elements (bei unendlichem Grundkorper).

Seien «, # zwei Elemente aus K und habe & / L nur endlich viele Zwischen-
korper. Dann erzeugen mindestens zwei Elemente v = o + 8t und v/ = o + 3t/
(t #t' aus k) denselben Zwischenkorper K. Dann ist

/

ty—ty _ =%

v oY Ty

es liegen also a und 8 in Ky = k() = k(7'), d. h. es ist

k(a,B) = k(7).
Ist also K / & endlich, so ist K / k einfach.

2.) Aus der Ezistenz des primitiven Elements folgt die Endlichkeit der Zwi-
schenkorperanzahl.

Sei ¢ primitives Element fiir £/§ und Ky ein Zwischenkérper, ¢(z) das zu
9 in Ky gehorige irreduzible Polynom, K{) = k(¢) der Korper der Koeffizienten
von . Dann ist K| < Ko und [K : Ko] = [K : K[|, da ¢ auch in K irreduzibel
ist, also K} = Ky . Damit ist K auf ein endliches Korpersystem beschriankt, da
das irreduzible f(z) in k zu ¥ nur endlich viele Teiler () hat.
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7.30 Existenz einer Normalbasis. (Feb. 1934)

The existence of a normal basis has already been the topic of the entry 7.9 of
April 1932.|E| At that time, Hasse recorded a proof by Deuring which worked
in any case, regardless of whether the base field is finite or infinite. This time
Hasse notes a very simple proof by Artin which, however, works for infinte base
fields only. For finite base fields Hasse refers to an old paper by Hensel of the
year 1888 |HenS8§|.

(Artin, Februar 1934)

K / L sei galoissch separabel, k unendlich, f(x) ein erzeugendes Polynom, «
eine seiner Wurzeln, und S durchlaufe die Gruppe von & / k. Sei

dann gilt
o(x)®=1mod.z —a®, =0 mod.z— o (S"#9)

also )
‘go(a:)STﬂ‘ =1 mod. f(z).

Folglich ist = in k so spezialisierbar, daff

ST ¢

[o(@)sT | 0

ist. Dann bilden die ¢(z)° eine Normalbasis.
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