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Transkription der Aufzeichnungen von Hasse iiber
Klassenkorpertheorie

Die handschriftlichen Originale dieser Aufzeichnungen finden sich im Hasse-
Nachlass in der Handschriftenabteilung der Universitéatsbibliothek Gottingen.
Leider habe ich dort keine Datums-Angaben gefunden. Es ist wahrscheinlich,
dass es sich um die Ausarbeitung fiir die Vorlesung handelt, die Hasse im
Sommersemester 1924 in Kiel gehalten hat. Er hatte dazu am 23.4.1923 an
seinen akademischen Lehrer Kurt Hensel geschrieben:

.- . Auflerdem habe ich gerade die Ausarbeitung eines Kollegs iiber die Klas-
senkorpertheorie von Takagi vor, die ich mit unseren Methoden sehr schon
darstellen kann.“

Mit ,,unseren Methoden“ meint Hasse die von Hensel geschaffenen p-adischen
Methoden, deren Fortfithrung im Rahmen der algebraischen Zahlentheorie
sich Hasse zum Ziel gesetzt hatte.

In jedem Falle sind diese Aufzeichnungen als Vorbereitung fiir den dreiteiligen
,Klassenkorperbericht“ von Hasse anzusehen, der im Jahresbericht der DMV
in den Jahren 1926, 1927 und 1930 erschienen ist. Daher diirften sie fiir die
historische Forschung wohl von einigem Interesse sein.
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Vorbemerkung

Die Symbolfolge LJUIL] steht stellvertretend fiir Text, der von Hasse ausge-
strichen wurde.!

Unleserlicher Text wurde durch [...] ersetzt.?

[ steht fiir ein schwer lesbares Zeichen Hasses, das an zahlreichen Stellen, u. a.
als unteres Argument im Normenrestsymbol, vorkommt.*

Hasses Fufsnoten werden hier mit Symbolen ausgezeichnet, bei der Transkrip-
tion hinzugefiigte Fulinoten mit Ziffern.

1
2
3

erreichbar mit \boxes
erreichbar mit \xxx
erreichbar mit \y
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Relativkorper und relativ—galoissche Korper 7

1.1 Relativkorper und relativ—galoissche Kor-
per

Es sei k ein algebraischer Zahlkérper vom Grade n und K ein algebrai-
scher Korper iiber k. Der Grad von K in Bezug auf k sei r. Dann ist K ein
algebraischer Kérper vom Grade M = nr.

Der Grad r heiltt der Relativgrad von K in Bezug auf k, die r in Bezug
auf k konjugierten Korper K, KW K® . K=Y die relativ konjugierten
Korper zu K. Die Normenbildung im Korper K an Idealen oder Zahlen werde
mit Ng bezeichnet, im Gegensatz zu der Norm N in k. Bei Ng sind also alle
nr = M zu K konjugierten Korper in Betracht zu ziehen, deren r erste die
relativ konjugierten sind. Die Ideale aus k£ mogen mit kleinen, die aus K
mit grofsen deutschen Buchstaben bezeichnet werden. Die Ideale aus k liegen
natiirlich auch im Oberkorper K.

Ist A oder 2 eine Zahl oder ein Ideal aus K, so heifen die entspre-
chenden, in den r relativ-konjugierten Korpern K, KM, K® . K=Y lie-
genden Zahlen A, A0 . AU=D bezw. A, AV AC=D die zu A bezw. A
relativ-konjugierten. Ihr Produkt heifst die Relativnorm, die mit n(A), n(A)
bezeichnet werde:

n(A) = AAW AT (el = )y,

n(A) und n(A) sind Zahlen bezw. Ideale aus k. Von n(A) ist dies als symme-
trische Funktion der Konjugierten klar. Wenn ferner F' eine Form aus K mit
dem Inhalt 2 ist, ist n(2) der Inhalt von F.F1) .. F=Y_ Die Koeffizienten
dieser letzten Form liegen aber als symmetrische

3
Funktionen relativ—konjugierter Zahlen in k.

Geht man von £ zu einem konjugierten Korper k; iiber, so geht die Glei-
chung in k fiir eine primitive Grofse von K iiber in eine Gleichung in k;.
Das Produkt aller dieser n Gleichungen ist eine rationale Gleichung vom
Grade M = nr, also die irreduzible Gleichung fiir alle nr konjugierten Gro-
flen unserer primitiven. Geht man also von k zu k; iiber, so gehen die r
konjugierten Korper K, K ... K=Y in die r anderen zu K konjugierten
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K;, Ki(l), cee Ki(T*l) iiber und man erhélt so jeden zu K konjugierten Korper.

Daraus folgt leicht:
Ni(A) =N(n(A)) und Ng(A) = N(n()).

Ist P ein Primideal in K und p die rationale Primzahl in der ‘B aufgeht,
so muf p in einem und nur einem der verschiedenen Primidealfaktoren p von
p in k aufgehen. Man erhélt also alle Primideale aus K, wenn man die aus k
in K zerlegt.

Sei etwa p = PA; dann ist
n(p) = p" = n(P) - n(A)

also n(P) eine gewisse Potenz pi f heifst der Relativgrad von 9 in Bezug auf
k. Ist § der Grad von p, so ist

also ff der Grad von B , schlechthin®. Ist ferner

p="B7"... B,

und f“ der Grad von B, so folgt:

n(p)DDD = pr = p}1€1+~~~+¥yeu

also
r:flel+---+¥yey.

Ist nun das Ideal a aus £ durch ‘B teilbar, so hat es mit p einen Faktor in
K, also auch in k gemein. Da aber p Primideal, muf a durch p teilbar sein.
Es ist also p selbst das kleinste Ideal aus k, das durch ‘B teilbar ist, somit
der Durchschnitt von P mit k.

Satz 1. Ist das in p aufgehende Primideal 8 gleichzeitig Teiler von a aus k,
so ist a durch p teilbar. p ist der Durchschnitt von P mit k.
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Es sei nun N(p) = ¢ (eine Potenz von p) und der Relativgrad von 3
(abweichend von der eben angew. Bezeichnung) f. Offenbar folgt aus der
Kongruenz[ L[]

([ a=[0 modp
auch

Qo a=F modP

aber nach Satz 1 auch umgekehrt («, [ Zahlen in k). Folglich kénnen die
Représentanten eines vollstandigen Restsystems mod p in k als Bestandteil
eines vollstdndigen Restsystems mod 3 in K genommen werden. Die Rest-
klassen mod ‘B bilden dann ein Galoissches Feld der Ordnung N (B) = ¢/,
welches das Galoissche Feld mod p der Ordnung ¢q in sich enthélt. Jede Pri-
mitivzahl o aus K mod P geniigt also mod P einer in k irreduziblen (mod
p) Kongruenz f-ten Grades, ndmlich:

5

P(z)=(z—o)(z—0") - (z—¢" )=0 modP.
Deren Koeffizienten in k liegen. P(x) ist Primfunktion mod p.

Mit ihrer Hilfe kann jede ganze Kérperzahl aus K nach dem Modul 3
einer ganzen Funktion von p kongruent gesetzt werden, mit ganzen Koeffizi-
enten in k, hochstens vom Grade f — 1.

Die Primitivzahl ¢ wihlen wir geeignet so, daf P(g) # 0 mod B? wird.
Sollte dies fiir p* noch nicht zutreffen, so wihle man eine genau durch P!
teilbare Zahl 7. Dann ist o = ¢* + 7 wieder Primitivzahl mod ‘B, doch ist

P(o) = P(¢" +m) = P(¢") + 7P'(¢") 0 mod P*

oM

da P(p*) =0 mod P, aber P'(¢*) Z 0 mod ‘P ist, weil ja P(z) Primfunk-
tion ist. Aus demselben Grunde ist auch das Absolutglied von P(z) nicht
durch p teilbar, also prim zu p. Ist nun p = PA, wo A zu P prim ist, so
bestimmen wir eine durch 2 teilbare zu ‘P prime Zahl o. Dann ist

a®x () = o0/ @1 =1 mod Dty
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Ersetzen wir also x durch o* = goﬂf(qf_l), so ist in P(p*), OOO nach Po-
tenzen von p entwickelt, jeder Koeffizient durch 2 teilbar, mit Ausnahme des
letzten der zu p also auch zu 2 prim ist. Es ist daher P(p*) prim zu 2. Ferner
ist

0" =0 mod P

also
P(0*) = P(o) #0 mod P? aber =0 mod ‘B.

6,

Folglich ist der grofte gemeinsame Teiler von P(p*) und p genau P
Ist also p* eine Primitivzahl, wie wir sie eben bestimmt haben und P(z) =
(x—0)---(x—07"") wo o Primitivzahl nach 9, sodah P(p) = 0 mod P aber
# 0 mod P2, so gilt:

T = (p, P(c"))

oder wenn 7y eine durch p teilbare Zahl aus k ist, sodafs Ple")

0 prim zu my ist,

B = (70, P(0"))-

Beim Beweise der Irreduzibilitétssatze fiir die Fundamentalgleichung etz.
im gewoOhnlichen algebraischen Korper iiber dem rationalen Korper wird le-
diglich von der Tatsache Gebrauch gemacht, dafs die Restklassen nach p ein
Galoissches Feld bilden. Diese Sitze gelten also unverdndert in jedem Galois-
schen Feld, speziell also fiir den hier vorliegenden Fall des Relativkorpers zu
k, wo die Restklassen mod p ein Galoissches Feld bilden.

Sei wy,ws, . ..,w)y eine Basis aus K und
E=Uw + - +Uhwy
eine Fundamentalform von K. Die Gleichung
F(X,2)=(X-2)(X —2W)...(Xx =21

liegt in £ und heift die Fundamentalgleichung von K in Bezug auf k.

Mit Hilfe unserer Primitivzahl ¢ (die wir kurz mit ¢ bezeichnen) kénnen
wir, da jede ganze Zahl aus K einer ganzen Funktion in & von ¢ mod ‘P
kongruent ist, etwa schreiben:
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7

E=L(o;Uy,Us,...,Uy) = L(p| U;) mod B

(indem wir die w; durch p ausdriicken).

Wir bilden dann den Ausdruck
(XU = (X — Lio | U (X = L(0" | Uy)--+ (X — L(e" " | U)) mod

Ist 0 = Ajwi + - - - + Apwiy, so wird, wenn U; = A; gesetzt wird:

(1]

(A;)) =0 mod P
Da nun ersichtlich
I(Z|U;)=0 mod P

ist, muf

Mo | A;)) =0 mod P
sein. Nun hat II(z | A;) den gleichen Grad wie P(z). Da P(x) den niedrigsten
Grad in k hat, (der fiir eine solche Beziehung vorkommen kann), mufs

(x| A;) = P(z) mod P

sein. Daf die Koeffizienten von II(x | u;) in k liegen, erkennt man daraus,
daf die symmetrischen Funktionen von g, 0%,.. ., QqH nach P Zahlen in k
kongruent sind.

Aus II(z | A;) = P(z) mod P folgt aber nach Satz 1.
(x| A;) = P(z) mod p

Also auch II(p | A;) = P(p) mod p. Wiren die Koeffizienten von II(X | Uj;)
durch ein von ‘3

oo

durch ein von ‘B verschiedenes Primideal, das Teiler von p ist, teilbar,
so gélte dasselbe fir II(p | A;) also von P(p) entgegen der Voraussetzung
iiber die Wahl von g (S. 6®). Ist ferner p teilbar durch B2, so ist aus dem
gleichen Grunde II(z | U;) nicht teilbar durch J3%. Sollte aber 8 nur einmal in
p aufgehen, so bestimme man eine durch P teilbare Zahl 7 so, daf 7 teilbar
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durch jeden anderen Faktor von p, dagegen nicht durch 9B?. Dann leistet,
falls TI(z | U;) durch p? teilbar sein sollte, II(z | U;) + 7 die gleichen Dienste
und ist nicht durch p? teilbar. Bei diesen Teilbarkeitsbetrachtungen denken
wir uns natiirlich immer X durch = ersetzt, da ja II(Z | U;) =0 mod ‘B ist.
Dagegen gilt die Kongruenz fiir kein anderes in p aufgehendes Primideal und
auch nicht fiir 2.

Es sei nun ®(X | U;) eine Funktion in 2, sodal ®(= | U;) =0 mod ‘P ist.
Weéire @ nicht teilbar durch I, so wéren sie prim, denn II(z | U;) ist nach dem
vorigen ersichtlich Primfunktion mod p. Also liefen sich in k& die Funktionen
Y, Z so wahlen, dafs

YO+ ZII=U modp

ist, wo U eine Funktion in k, die nur von den U; abhéangt, und nicht identisch
= 0 mod p ist. Fiir X = = erhielte man aber

U=0 mod*P alsoauch mod p,

was nicht der Fall sein soll; es ist also ® teilbar durch II nach dem Modul p.
9

Gilt sogar ®(Z | U;) = 0 mod P, wo P in p noch aufgeht, so ist
sogar durch I1% teilbar.

Beweis: Man setze ®(X | U;) = II¥F mod (p) wo F nicht teilbar durch II,
sodaf F(Z) nicht = 0 mod P sein kann. Dann ist, da der Inhalt von I1(Z)
nur durch B teilbar ist, der Inhalt der rechten Seite fiir X = = durch ¢
genau teilbar. Da B in p aufgeht, muk er mindestens durch P teilbar sein,
was € 2 e; ergibt.

Nun sei p = BT ... B und die Relativgrade fi,...,f,. Wir bestimmen
das zu P gehorige I1;(X | U;). Es ist vom f;—ten Grade, mit Koeffizienten aus
k und ef; + - - - 4+ e,f, = r. Ferner ist II; von I verschieden, da fiir X = Z;
die Inhalte zu B, resp. PB; prim sind. Nun ist

F.(Z|U;)=0 modp, also sicher mod PB;"

Somit ist F,.(X | U;) durch II;(X | U;) nach p teilbar; da die Grade stimmen
ist genau
F(X |U) =T ...11% mod p

Wir haben also den analogen Satz, wie fiir ,absolute” Korper.
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Wir bilden wieder die in K liegende Form:

0 . '
8—XFT(X | Ui)X:E = Fr(‘—' ‘ Uz) WO:

FE|U)=(E-EW).. (E-gC).

Wie in der absoluten Theorie weist man leicht nach, daf ihr Inhalt, der in K
liegt, von der Basis von K unabhéngig ist.

10 ,

Definition 1. Der Inhalt ©; der von der Basis unabhéngigen Form (= —
=W) .. (2 — ZY) heikt die Relativdifferente von K in Bezug auf k. IThre
Relativnorm (Ideal in k) heift die Relativdiskriminante

Esist F,.(X | U;) = 17" H+G, wo H eine Funktion in & ist und die Zahlen
von GG durch p teilbar sind. Man hat

F(E|U) =e ¢ T H AT H + &

wo rechts fiir X die Form = zu setzen ist. Man erkennt also wieder

Satz 2. Die Relativdifferente D), ist mindestens durch 5" teilbar, wenn
Ud  e; die ,,Ordnung” von ;. Ist e; prim zu p, so ist D genau durch
B~ teilbar, sonst durch eine héhere Potenz.

Beweis: Wire 11} (Z | U;) durch 3, teilbar, so setze man U; = A;, sodaf
(X | A;) = P/(x) mod p wird. Es miifite dann P/(p) = 0 mod P; sein,
was nicht der Fall ist. Daraus ist der Satz leicht zu entnehmen.

Bildet man die Relativnorm, so folgt leicht:
Satz 3. Ist p = P ... P und f; der Rel. Grad von B;, so ist die Relativdis-

kriminante mindestens durch p(e1=Dfi+-+e=D% teilbar. Sie ist genau durch
diese Potenz teilbar, wenn alle e; prim zu p, sonst durch eine héhere.

11

I

Ist also ein e; > 1, so ist Dy sicher durch p teilbar. Sind alle e; = 1, also
prim zu p, so ist Dy prim zu p. Also:

Satz 4. In der Relativdiskriminante Dy von K in Bezug auf k gehen alle und
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nur die Primideale aus k£ auf, die in K durch das Quadrat eines Primideals
teilbar sind (Verzweigungsteiler von K).

Damit sind fiir die Relativdiskriminanten und Differenten genau die ent-
sprechenden Sétze hergeleitet, wie fiir diese Begriffe im ,,absoluten” Korper.

Die zu k konjugierten Korper bezeichnen wir mit k, kq, ..., k,_1 und ord-
nen die zu K konjugierten Korper in n Serien Ki(y); (1=0,1,...,n—1; v=
0,1,...,7r—=1)

OO0 Analog sollen die konjugierten Formen bezeichnet werden:

Die Form

@(X,U) = (X = Z)(X = =) (X = 57)

7

ist eine Form aus k; und es ist:

Wenn irgendeine Form des Korpers k;: W(X) fir X = Egy) verschwindet,
ist W(X) teilbar durch ®;(X,U;). In der Tat, wenn etwa ¥(Z;) = 0 ist, und
wir gehen zu einem relativ—konjugierten Korper iiber, so dndern sich die
Koeffizienten von W(X) nicht, und es wird

(") =o.

]

Nun ist U(X) = U(X) — U(Z;) = (X — )T (X)
12,
Da ¥(X) fiir X = Egl) verschwindet Wy (X) fiir X = Egl) verschwinden, also
Uy (X) =" (X)— \Ill(EZ(-l)) = (X — Eil))\llg(X)l u.s.w. Damit ist der Beweis
erbracht.

Es sei nun ¢ die Fundamentalform fiir £ in den Variablen w;. Aus der
sabsoluten Theorie folgt, dafs sich jede Zahl aus K rational mit ganzen ra-
tionalen Koeffizienten durch eine Funktion von = darstellen ldfst, wenn man
sie mit einer Einheitsform mit ganzen rationalen Koeffizienten multipliziert.
Die Form ¢ laft sich also darstellen in der Form:

Lundeutlich
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mit ganzen rationalen Koeffizienten. Geht man zum konjugierten Korper K,
iiber, so geht unsere Gleichung, da die Koeffizienten von U und © ganz ra-
tional sind, iiber in

U, = O(Es)

Die Funktion ©(X) — U¢, hat Koeffizienten in kj, und verschwindet fiir X =
=;,. Sie hat also die Form:?

O(X) = Uh = (X = Z)(X = F) -+ (X = 5)D(w)
Setzt man X = = so erhalt man:
U = &) = Pn(E,U;)D(x)

Da der Inhalt von U gleich 1 ist, ist also der Inhalt von £ — &, teilbar durch
den von ¢, (= | U;)

Die Funktion @5 (X, U;) hat Koeffizienten in kj. Sie 1dft sich also, wenn
man sie mit einer rationalen

13 ,

Einheitsform u der u; multipliziert, rational ganzzahlig durch &, ausdriicken.
Sei

U@h(X, Uz) = A(X, fh, Ui, Ul)
= A(X7 5h)7

wo A(z,y) eine Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten ist. Geht man
mit dieser Gleichung zu einem konjugierten Korper iiber, so &ndern sich rechts
die Koeflizienten nicht, also:

ud;(X,U;) = A(X, &) insbesondere also:

W
Da nun (=, U;) = 0 ist, ist also A(Z, &) = 0 und somit

A(Ev fh) = A(Ev gh) - A(‘E? 5)

2undeutlich
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Sammelt man die Potenzen von &, und &, so stehen rechts Ausdriicke von
der Form (&}’ — &))p die durch & — &, teilbar sind. Also ist:

AE &) = (- &)G(E &) oder
u®y(Z,U;) = (§ — &)G(E, €, &)

Da nun u eine Einheitsform ist, ist also der Inhalt von ®,(=,U;) durch den
Inhalt von (£ —¢&p,) teilbar. Es sind also die Inhalte von (€ — &) und ®(=, U;)
identisch.

Die Relativdifferente ®; von K war nun der Inhalt der Form (= —
EW)... (2 - ==V, Die Differente ® von K ist aber der Inhalt der Form

(E—Zn1)... (E-ELD)

Nach dem Bewiesenen ist also, da der Inhalt von

(€—=&) . (§—&1)
die Differente 0 von k ist:*
D =09,

Satz 5. Die Differente © des Korpers K ist das Produkt aus der Differente
0 von k mit der Relativdifferente ®; von K in Bezug auf k.

Geht man zur Relativnorm {tiber, so folgt:

Satz 6. Die Diskriminante D von K ist bis aufs Vorzeichen:
D = +d"N(Dy,)

wo d die Diskriminante von k& und D) die Relativdiskriminante von K in
Bezug auf k bezeichnet.

Satz 5 lafkt sich unmittelbar verallgemeinern: Es seien K, Ks,..., K, eine

39 und ® sind optisch kaum zu unterscheiden.
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Reihe von iibereinandergeschachtelten Kérpern, 2; sei die Differente von K,
D, 1. die Relativdifferente von K; in Bezug auf K}, (i > k). Nach Satz 5 ist

gu = gu,uflgufl = QV,I/*l@V*l,V72©V72 == gu,yfl to ®21 : @1

15 ,
Andererseits ist wieder nach Satz 5:

@1/ = gu,lgl

also ©,1 = D31.9D32...9,,; und somit:

Satz 7. Sind K, K, ..., K, ineinandergeschachtelte Korper (K; Unterkor-
per aller folgenden), und bezeichnet fiir i > k ;. die Relativdifferente von
K; in Bezug auf K, dann gilt:

D1 =921.932...D,,1
Nehmen wir nur 3 Kérper Ky, Ky, K3, so gilt:
D31 =921.932

Bezeichnen wir die Relativdiskriminanten analog und ebenfalls die Rela-
tivnormen, ist ferner r der Relativgrad von K3 zu Kj, so ist:

n3,1(©3,1) = D3,1 =MN21 (n3,2(©2,1 : @3,2)) = DQ,I : n2,1(D3,2)

Satz 8. Sind K, K», K3 ineinandergeschachtelte Korper, so ist die Relativ-
diskriminante von K3 zu K durch die r—te Potenz der Relativdiskriminante
von Ky zu K; teilbar, wenn r der Relativgrad (K3, Ks) ist.

(Wir beweisen nun einen einfachen Diskriminantensatz, der aber erst spéter

Verwendung finden soll (2.) S.76™ f.)
16 ,

Es sei (a; )., eine Matrix von m?2, (b.s), eine von n? Elementen. ag(bs),
wo a; fest ist, bedeute die Matrix, wo jedes b, mit demselben a;, multipli-
ziert ist. Fir die in Bezug auf i, k gebildete Determinante |a;x(b,s)| gilt nun:

Satz 9. Es ist? |aiu(bs)| = |brs(ai)| = |aw|"|brs|™.

4Indizes undeutlich
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Beweis. 1.) Fiir m = 1 wird einfach |a11(b.s)| = aty|bys| = |a11||b,s|!, wie es
sein soll.

2.) Sei m > 1 und der Satz richtig bis m — 1. Wir multiplizieren die ersten
n Zeilen mit 7% und ziehen sie vom i—ten Komplex von von je n Zeilen ab.
Dann geht unsere Determinante iiber in:

a11<brs) alQ(brs) """ a1m<brs)

0 <a22 - a1a21al21> (brs) """ <a2m - alg;?l) (brs)

O (am2 - alé?lnﬂ) (brs) """ <amm - alzﬁm1> (brs)

= |a11(brs)| (aik — %) (bm)‘ , wo die 2te Determinante in Bezug auf i, k =

2,...,m zu bilden ist. Da fiir m — 1 der Satz als richtig angenommen wird,

ist dieses”
n n
: |brs|m_1 = (all ) |brs|m

a1pa;
= |a11(brs)| Lz
17 |

A1E041

Qi — Qi —

11 a1

Wenn wir nun in der m-reihigen Determinante |a;;| von der i—ten Zeile
die mit 22 multiplizierte erste abziehen, verschwindet die erste Kolonne bis
auf das erste Glied und es wird

Ai1A1k

|ax| = an |ax — (i,k=2,...,m)

a
Daraus folgt die Behauptung.)

Nun seien K1, Ky zwei Korper iiber k von den Relativgraden r,ry. £ sei
eine Basisform in K, n in K.  und y seien Variable. Wir betrachten die
Form:

F=af+yn
und setzen F),, = x§, + yn,, wo §,, n, die relativ konjugierten Formen
bezeichnet. Dann ist
ri—1ro—1
oX)= ][] []X - Fu)
pn=0 v=0

5Formel teilweise undeutlich
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symmetrisch in den ¢, und 7,, hat also Koeffizienten in k. Ferner hat ®(X)
keine Doppelwurzel, da die §, und 7, untereinander, also auch die F},, ver-
schieden sind.

Sei (£, n) irgend eine Funktion von £, 7 und Unbestimmten mit Koeffi-
zienten in k. Dann ist:

B(X) (;(_5—&++;IJ((§_”—;1>+) — H(X)

eine Funktion in k. Setzt man X = Fj, = F, so wird
18 |

V) =

wo der Nenner nicht verschwindet.

Es sei nun K3 der aus K; und K5 komponierte Korper. Die Zahlen aus
K lassen sich rational durch ¢ die aus Ky durch n, die aus K3 also, wie
eben gezeigt, rational durch die Form F darstellen. Also 1aft sich auch jede
Form in K3 rational durch F' darstellen. Ist r» der Relativgrad von K3 zu k,
so seien F| Iy, ..., F._; die relativ konjugierten zu F', die einen Teil der F},,
ausmachen, sodat ®'(F,) # 0 ist. Erweitern wir also mit ®'(Fy)...d'(F,_4),
so wird der Nenner rational in k. Mithilfe der Gleichung in k:

(X —F)-- (X = Fruy) =0

kann der Darstellungsgrad in F' auf den (r — 1)ten erniedrigt werden. Jede
Form in K3, also auch die Potenzen der Basisform = lassen sich darstellen in
der Form:

wo die A,; rationale Funktionen von Unbestimmten mit Koeflizienten in
k seien®. Gehen wir zu den relativ konjugierten iiber und bilden fiir v =
0,1,...,r — 1 die Vandermondesche Determinante der =, so ist:

ZGltrmn) = [Nl - [FGy

6vielleicht auch ‘sind’
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19 |

Rechts steht die Relativdiskriminante von =, die nicht verschwindet, also ist
auch

[Fl| # 0.
Nun ist |F| (ki)| ein Produkt der Grofsen

(Fr — Frr) = (260 +ymp) — (2€, + Y1),

die nicht verschwinden. Sie haben die Form:

(€ — &) +y(ns — no)

Als Inhalt kommen nur Primideale in Frage, die sowohl im Inhalt von (£, —¢,)
als von (ng — 1,) aufgehen. Da ev. eines von ihnen verschwindet, gehen also
im Inhalt von |Fi(k)| nur Primideale von [[(&, —&,) oder [[(ns — 1,) auf. Die
Inhalte der Quadrate sind aber gerade die Relativdiskriminanten D; und D,
von K und Ks.

Nun lafst sich jede Zahl aus K3 rational ganzzahlig mit Koeffizienten in k
durch Z vom (r — 1)-ten Grade darstellen, wenn man sie mit einer Einheits-
form, die fiir alle Zahlen dieselbe ist (in k liegend), multipliziert. Also 14ft
sich auch F* darstellen in der Form:

r—1
UF' = Z H,;,="
v=0

wo H;, in k. Geht man zu den relativ—konjugierten iiber und bildet die Van-
dermonde’sche Determinante, so folgt

U |[Fi " = 1 Hiol*| =iy

2 |

Da U eine Einheitsform und H;, diesmal ganzzahlig ist, geht der Inhalt von
|Eék)|, d.h. die Relativdiskriminante D3 von K3, im Inhalt von |F("k)|2 auf. In
D3 konnen also nur solche Primideale aufgehen, die entweder in D; oder in
Dy oder auch in beiden enthalten sind. Satz 8 lehrt, da K; und K, Unter-
korper von K3 sind, daf D3 sowohl durch D; wie Dy teilbar ist. Daraus folgt
unmittelbar:
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Satz 10. In der Relativdiskriminante D3 des aus K; und K5 komponierten
Korpers K3, alle auf einen gemeinsamen Grundkdrper k£ genommen, gehen
alle und nur die Primideale von k auf, die wenigstens in einer der Relativdis-
kriminanten D; und D, von K7 und K5 zu k aufgehen. Ds ist ferner sicher
teilbar durch D; und Ds, sodaf von jedem Primideal mindestens die hochste
Potenz in D3 aufgeht, die in D; oder Dy vorkommt.

Besonders einfache und wichtige Zerlegungsgesetze treten auf, wenn es
sich um einen Galoisschen Korper handelt.

Es sei also k ein algebraischer Grundbereich, dessen Ideale mit kleinen, K
ein Galoisscher Korper in Bezug auf k, dessen Ideale mit grofsen Buchstaben
bezeichnet werden.

21 |

n(A) bezeichne die Relativnorm, & sei die Substitutionsgruppe von K. Der
Relativgrad sei n, die Substitutionen von & seien og = 1,01,...,0,-1. [...]
und 0,2 bezeichnen die durch die Substitution o, aus A und 2l hervorge-
henden Grofen. Da alle Gleichungen zwischen Idealen auf solche zwischen
Zahlen hinauslaufen und auf diese die Substitutionen von & angewandt wer-
den diirfen, bleibt jede Gleichung zwischen Idealen richtig, wenn man die
Substitutionen aus @& auf sie anwendet. Zahlen und Ideale aus k werden
durch & nicht gedndert. Unsere Betrachtungen gelten natiirlich auch fiir den
Spezialfall, daft k& der rationale Korper ist.

Sei B ein Primideal aus K. Dann sind auch 0B, ..., 0,-1PB Primideale,
die ebenfalls in K liegen, da K Galois’sch ist. Statt ¢, schreiben wir auch
P, Ist § der Relativgrad von B, so ist

BP0 P=P- PO ...pr— = pf,

wo p das zu P gehorige Primideal aus k ist. Also ist auch der Relativgrad
eines jeden der konjugierten Primideale ) gleich f. Ist

p =P

die Zerlegung von p in K, so muf

DU .sqr_;(r—l)e’“‘lf - spsp(l) )
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sein.

22,

Also muB etwa
B = q3(1) _ . = qg(ef—l)

sein dagegen ‘P von jedem anderen konjugierten verschieden. Wenden wir
auf diese Gleichung alle Substitutionen an, so erkennen wir, daf die B in
Gruppen von je ef gleichen zerfallen. Es mufs also

€E=€1 =" ""=6_1
sein, sodafs
p=(PBPi...Br—1)"
die Zerlegung von p ist. Da ferner
eft+efi+- - t+eafrr=n
sein muf und die e, und f, alle gleich sind, muf
rfe =n

sein.
Satz 11. In dem Galoisschen Korper K iiber k zerfallt jedes Primideal p aus
k in r Primideale gleichen Grades f, gleicher Ordnung e, und es ist

efr=n

wo n der Relativgrad von k.

Jedes Primideal 8 in K gibt nun Anlafl zu gewissen Untergruppen von
&. Die Gesamtheit der Substitutionen, welche 8 ungeéndert lassen, bilden
ersichtlich eine Untergruppe & (). Ihr Grad ist nach dem vorigen offenbar
ef, also ihr Index r.

23
Ist P, ein anderer Teiler von p, so wird er, falls
0—1(']3 = ipl )

durch die Untergruppe

G2(P1) = 07 ' &z(P)o”
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ungeandert gelassen. Ist umgekehrt

O-gpl = 5}31’

so ist o 'oo; ! eine Substitution, die P ungeiindert lift, also zu &, (P) ge-
hort, sodak o zu o7 &2 (P)o* gehort.

Definition 2. Ist p = (PP, ...P,_1)¢ die Zerlegung von p in K, wo P
den Relativgrad f{ hat, so bilden die Substitutionen von &, welche B unge-
dndert lassen, eine Untergruppe &z () von & vom Index r und Grad ef,
die Zerlegungsgruppe des Primideals . Die Zerlegungsgruppen der iibrigen
Primideale B, sind die konjugierten Gruppen zu &z (B).

Eine weitere Untergruppe & () erhilt man offenbar durch alle Substi-
tutionen 7,7y, ... fiir die fiir jede ganze Korperzahl LU w gilt:

Tw=w mod ‘P
Es gibt also eine durch ‘B teilbare Zahl 7, sodafs:
TW=W-+T

ist. Ist speziell w selbst durch ‘B teilbar, so ist 7w auch durch P teilbar,
000 also w durch 7713, Jede durch 9 teilbare Korperzahl ist also auch
durch 775 teilbar, und da

24

beides Primideale sind

I = P.
Da 77! jede Substitution von &7 (B) bedeuten kann, lift also &7 () das
Primideal B invariant, d.h. &1 () ist Untergruppe von & ().

Da sich aus den Basiszahlen von K jede Zahl aus K zusammensetzen l&fst,
geniigt es, die Forderung 7w = w mod ‘P fiir eine Basis zu stellen. Dies ist
offenbar, wenn £ eine Fundamentalform von K bedeutet, mit der Forderung

7€ =& mod P

gleichbedeutend. Nun geniigt, wenn ¢, ... =D die relativ-konjugierten
zu & sind, £ der Gleichung in &:

Flz)=(z—§)...(e="D)=0
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Es sei ferner
N(p) =p" =q
Dann gilt fiir jede Zahl a aus k:

a’=a mod p, also erst recht mod PB.

Erhebt man nun F(x) in die p-te Potenz, so bedeutet dies mod p nach
bekannten Sétzen nichts anderes, als daf jedes Glied des entwickelten F'(x)
mit p potenziert wird. Gehen wir also bis zur p* = ¢g—ten Potenz und beachten
a? = a mod ‘B, so bedeutet mod ‘P das Erheben in die ¢-te Potenz nichts
anderes, als das Ersetzen der Variablen durch ihre ¢-te Potenz:

Z(n—1)

[F@)'=(2*=¢)...(a" =& ) mod P,

wo & aus ¢ hervorgeht, indem jedes u; durch uf ersetzt wird (€ = 3 w;w;).
2%

Setzen wir hierin x = £, so verschwindet die linke Seite; also muf einer
der Faktoren rechts durch ‘B teilbar sein, etwa

k—1)

= E( mod ‘B

Legen wir den Unbestimmten u; in § irgendwelche ganzen Zahlwerte bei, so
geht £ in jede Korperzahl w iiber. £ aber ist = w mod B, da fiir ganzzahliges
Ui

=wu; mod p also mod’.

q
U,

Also folgt fiir diese ganzen rat. u;
E=w=¢ mod P
ooga _ g(k-1)
und somit & =¢ } mod P

also wl = k=1

—(k—1

(Da offenbar aus w = & auch w*~ = ¢ ) mod B folgt).

Demnach ist fiir jedes ganze w aus K:

w? = w* D mod P,



Relativkorper und relativ—galoissche Korper 25

wo k eine feste Zahl ist, die von w nicht abhdingt, (da die Kongruenz auf dieser
Seite oben schon vor der Spezialisierung auf ein bestimmtes w gewonnen war).

Setzen wir w*~Y = gw, so sehen wir, daff es in & eine ganz bestimmte
Substitution o geben muf, sodak fiir jedes ganze w aus K gilt:

w?=ow mod P.

Sei nun p eine Primitivzahl nach P, dann zeigten wir frither, dafs es eine
in k ganzzahlige, ganze mod B irreduzible Funktion L]

O(z) = (x—o)(w— 0" (x— 0" ) mod P

2 |

gibt, sodaf
®(p) =0 mod P

Sei nun k irgendeine Substitution der Zerlegungsgruppe & . Da dann 3
und die (in & liegenden) Koeffiz. von ®(z) ungeéndert bleiben, wird:

®lk-0] =0 mod P,

sodak gelten mufs
ko= 07 mod P

Nun gilt fiir jede Zahl w aus K, die zu P prim ist:
w=o" modP
fiir einen gewissen Exponenten A. Also folgt:
rw = (ko)* = (07 = (6" =w”  mod P.

Zu jedem k aus &y gibt es also ein v zwischen 0 und f — 1, sodak fiir jede
ganze Korperzahl (auch fiir die durch 8 teilbaren, was ohne weiteres klar),

rw=w? mod P
ist. Wenden wir die Kongruenz, die eben gefunden war:

ow=w! mod P
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die ebenfalls fiir jedes ganze w aus K gilt, ¥ mal an, so wird:
o’w=w? mod P

also
kw=0c"w mod ‘P

L an, was wegen k | 87 also k8 = P geht,

Hierauf wenden wir einerseits kK~
so wird:

w=0"k'w modP

Andererseits ersetzen wir w durch x~w, das ja mit w alle Kérperzahlen
durchléuft, dann wird offenbar o”w durch s~ 'o”w zu ersetzen sein (nédmlich
das, was auf x~'w durch o” entsteht — zweckmiRiger wiren die Substitutio-
nen hinten anzuhéngen).

27 |
also

w=r'o"w modP.
Aus den beiden letzten Kongruenzen folgt, daR sowohl o¥x~1 als auch k1o
zu &1 gehoren.

Jede Substitution k von &, gehort also zu einer bestimmten der Neben-

gruppen:
SroGp; ... 0 Gy

Nun war ¢ definiert durch
ow=w! mod P

Ist also w durch ‘B teilbar, so ist auch ocw durch B teilbar, also, wie oben
(S.23% u.) B =P, d.h. o | 5. Daraus folgt, dak jede Nebengruppe o &
zu B4 gehort.

|

Daraus folgt also weiter, dafs
Gy =061 +06p +0 G+ -

die Zerlegung von &, nach & ist, wobei nur noch die Anzahl der Nebengrup-
pen zu bestimmen ist. Wegen der (S.27% oben) bewiesenen Tatsache folgt,
daf wenn die Substitution x aus &, gerade zu der v—ten Nebengruppe ¢" &
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gehort, dann auch x zur ebenderselben v—ten Nebengruppe &ro” gehort und
umgekehrt, daf
g V®T = @TO' v

ist. Daraus folgt, dafs &7 invariante Untergruppe von & ist. Um Grad und
Index zu bestimmen, nehmen wir an es sei p der niedrigste Exponent, fiir
den o* in &r liegt (o liegt sicher in &p, da es 1 ist)

28,

Dann ist fiir beliebiges w:
clw=w mod P
andererseits nach Konstruktion von o:
otw=w? mod P

also
m
w=w? modP

fiir beliebiges w. Ist dies umgekehrt fiir p erfiillt, so folgt aus c#w = W = w
mod ‘B, dak o zu &, gehort.

Nehmen wir nun einerseits w = o, so muft x mindestens gleich f sein, da
erst qu = o mod ‘B, andererseits ist fiir © = § die Relation

w=w’ mod T

nach dem Fermat’schen Satz sicher erfiillt, also ist o die gesuchte niedrigste
Potenz von o, die in &1 vorkommt, und somit

Gy =6r+ 08+ +0 &
Definition 3. Alle Substitutionen 7, fiir die fiir jedes w aus K gilt:
Tw=w mod ‘P

bilden eine Gruppe &1 (B), die Tragheitsgruppe des Primideals B. Diese ist
invariante Untergruppe der Zerlegungsgruppe &z () und hat in Bezug auf
diese den Index f also den Grad e. Die Faktorgruppe g—i ist ersichtlich zyklisch
vom Grade f.
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Dafs &1 wnvariante Untergruppe von & ist, kann man auch leicht so
einsehen:

Sei 7 eine Substitution aus &7, o irgendeine

29 ,

aus & und etwa o' = ‘B,

Wir setzen 0~ 'w = w;. Es ist 7w, = w; + 7, wo m durch P teilbar. Wegen

oB =P, ist or = m; = 0 mod P, also

clro-w=r10w =0(w +7)=w+m oder

1

o 10 -w = wmod *PB;

1

fiir jedes w. Es ist also 0770 eine Substitution aus &1 (B;)

also:

G (Pi) = 0~ ' &r(P)o.

Gehort o speziell zu &4, also o3 = B3, so folgt offenbar, dafs &, invariante
Untergruppe von & ist. Wir entnehmen dem:

Satz 12. Die Tragheitsgruppe eines anderen in p aufgehenden Primideals 3;
ist die in Bezug auf & konjugierte Gruppe, die mit einer B in B; iiberfiih-
renden Substitution transformiert ist.

Wir betrachten nun die iiber k liegenden Unterkérper K von K. Ein
solcher ist nach der Galoisschen Theorie vollstdandig charakterisiert durch die

zugehorige Untergruppe & von &, in dem Sinne, daf K aus allen und nur
den Elementen von K besteht, die bei & ungedndert bleiben.

Sei K der zur Gruppe & gehorige Unterkorper von K. Der Grad von &
sei 1, der Index m, sodak n = nm.

p sei ein Primideal aus k, das wir in K zerlegen wollen. In K sei
30 |

p=(BP...B)°

und n = efr, also f der Relativgrad von 3; in Bezug auf k.

In Bezug auf K ist K ein Galoisscher Koérper vom Grade 7 und der Gruppe
®. Wird auf ein Primideal aus K die Gruppe & angewandt, so geht es in alle
jene iiber, die in OO0 ein— u. demselben Primideal in K aufgehen (S. 21%).
Wenden wir also & auf P, B, ..., B, an, so zerfallen diese Primideale in
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gewisse Verbande, die durch§ nicht ineinander iibergehen. Nur die Ideale
jedes Verbandes gehen durch & (da Gruppe) alle in einander iiber. Es mégen
A Verbénde resultieren:

PBi, P2, - P
B, Porz, - B

7Zu jedem dieser Verbinde gehort ein Primideal q, aus k, und nach Satz
11 ist:

0 =B -Pur, )™ (B, vom Rel. Grad f, in Bezug auf K).

Dabei ist r,e,f, = m. Der Grad der Zerlegungsgruppe @(W)Z von ‘B,, in
Bezug auf K ist dann e, f,, der Index in Bezug auf & gleich r,.

6(1/#) » enthalt alle und nur die Substitutionen aus 6, die *B,,, ungedndert
lassen. Offenbar ist also

31,
6(%) z der Durchschnitt der Zerlegungsgruppe &,z mit 6 000
Offenbar sind die OO Zerlegungsgruppen

@(V1)27 @(u2),Z7 s 7@(V7'V),Z

der Primideale PB,1, Po2, ..., Pur, die in g, aufgehen als konjugierte Grup-
pen (in Bezug auf &, Definition 2, S. 23%) zu einander isomorph, sodaf das
Studium einer von ihnen geniigt.

Die Tragheitsgruppe 6(V”)T von B, in Bezug auf K ist ersichtlich wieder
der Durchschnitt der Triagheitsgruppe &,y von ‘B, in Bezug auf k mit 3.
Ihr Index in Bezug auf 6(1/#) 7 ist f,. Die Zahlen r,, f, und somit e, sind also
gruppentheoretisch bestimmt.

Die so festgelegten Primideale g, aus K sind alle verschieden, da die Bou
verschieden sind, und folglich relativ prim. Es sind alle Teiler von p in K. Sei
nun

p=q7"...q}.
Setzen wir fiir q,, die Zerlegungen ein, so tritt 3,,, mit dem Exponenten a,e,
auf. Es ist also
aye, = e
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und damit auch die a, bestimmt. Die Zahlen r, miissen natiirlich noch der
Relation
rtreto ="

geniigen, damit die Anzahl der B, stimmt.

Um schlieflich noch den Grad f/, von q, in Bezug auf k£ zu bestimmen,
bilden wir die Relativnorm

32,

von
qv = (‘BVl‘BVQ .- -SBVT,,)BV
erst in K in Bezug auf K OO0 , dies ergibt:

qf = K K) [(Bor - Bor, )]
dann die Relativnorm in K in Bezug auf k, dies ergibt:

pﬁf'u = (K k) [(mvl .- -‘Bwy)]e”
— prueu

Es ist also
nf, = frye,
Da ferner n = e, f,r, ist, folgt:
fuf, =1
Wir haben jetzt insgesamt folgende Vorschrift zur Bestimmung der Zerlegung

von p in K, wenn die in K bekannt ist:

Satz 13. Ist die Zerlegung von p in K gegeben:

p = (ml s ffpr)ev (g’pll vom Grad f)

so findet man die Zerlegung von p in einem Unterkorper K von K, der zur
Untergruppe & von & gehort folgendermafsen:

Man wende auf die 98, die Substitutionen von & an, wodurch sie in A
Verbiinde von je 7, Primidealen P,1,...,Bor,; (v = 1,2,...,A) zerfallen,
derart daf durch & nur die Ideale der einzelnen Verbidnde zusammenhéngen.
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Dabei ist also vy + 79 + --- + r, = r. Nun bilde man die Zerlegungsgruppe
von B, in Bezug auf £, die &, sein moge, und ihren Durchschnitt 6(1,“) 7
mit &. Dann ist @(yu) z die Zerlegungsgruppe von B,,, in Bezug auf K und
ihr Index in Bezug auf & liefert die Anzahl der mit B, in einem Verbande
vorkommenden Primideale, r,.

Ferner bilde man die Trégheitsgruppe &,,r von B,, in Bezug auf %k
und ihren Durchschnitt @(vu)T mit &. Er ist die Trigheitsgruppe von B, in
Bezug auf K.

Der Grad von 6(W)T sei e, der Index in Bezug auf 6(,,“) z sei f,. Dann
ist e,f,r, =7, wo 7 der Grad von & ist.

Setzt man weiter a,e, = e und f,f, = f so gilt:

qdv = ((']31/1 .. -SBVTV)EV

ist ein Primideal von K. Die Relativgrade der B, in Bezug auf K sind §,.
q, selbst hat den Relativgrad §, in Bezug auf k.

Ferner ist:
p=ai’...qy
die Zerlegung von p in Primideale in K. Ist also T der Index von & in Bezug
auf &, also der Grad von K in Bezug auf k, so muf die Relation:

arf) +--+ayfy=m

bestehen.

34

Diese Vorschrift haben wir nun anzuwenden auf die durch das Primideal
P erzeugten Unterkorper von K:

Definition 4. Der zur Zerlegungsgruppe &z von ‘P in Bezug auf k gehd-
rige Unterkérper Kz von K vom Relativgrad r in Bezug auf k heifst der
Zerlequngskorper des Primideals ‘.
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Wenden wir nach Vorschrift von Satz 13 die Substitutionen von &5 auf
P an, so geht durch sie nach Definition ‘B in sich tiber. P bildet also einen
Verband fiir sich, sodafk r; = 1 ist.

Da die Tragheitsgruppe &, von P8 Untergruppe von & ist, ist ihr jetzt
zu bildender Durchschnitt mit &5z wieder &1. Es sind also &z und &1 auch
die Zerlegungs— u. Trégheitsgruppen in Bezug auf K. Alsoist f; = f; e; = ¢;
a; = 1; f{ = 1. Somit ist

P =q
ein Primideal ersten IO Relativgrades in Kz und geht genau einmal in p
auf. Der Grad f; von B in Bezug auf K ist derselbe wie in Bezug auf k7,
namlich f.
Satz 14. Ist B¢ die hochste Potenz von B, durch die p teilbar ist, und § der
Relativgrad von B in Bezug auf k, so ist ¢ = P3¢ ein Primideal ersten Grades
in Bezug auf £ im Zerlegungskorper K.
35
Definition 5. Der zur Trigheitsgruppe von 8 in Bezug auf k gehorige Unter-
korper K von K, gleichzeitig Oberkorper von Kz, heifst der Trdgheitskorper
des Primideals 8. K1 hat den Grad rf in Bezug auf k, f in Bezug auf K,
und K den Grad e in Bezug auf Kr. Da die Faktorgruppe g—i zyklisch ist,
ist Kp relativ zyklisch vom Grade f in Bezug auf K.

Um nun OO0 die weitere Zerlegung von p bei Ubergang von K, zu Kp
zu verfolgen, wenden wir geméf Satz 13 & auf ¥ an. Da &1 Untergruppe
von &z bleibt P ungedndert, bildet also einen Verband fiir sich: r; = 1.
Der Durchschnitt der Zerlegungsgruppe &z von P in Bezug auf k mit &,
also & selbst, ist die Zerlegungsgruppe von ‘B in Bezug auf K. Ebenso ist
der Durchschnitt der Tragheitsgruppe & von B in Bezug auf k£ mit &1 die
Tréagheitsgruppe von ‘B in Bezug auf K. &1 ist also sowohl Tragheits—, wie
Zerlegungsgruppe von P in Bezug auf Kp. Es ist also:

n=1 ea=e fi=L a=1L fi=f
Somit ist wieder
q ="
ein Primideal in K7. Sein Relativgrad f; in Bezug auf k ist f (in Kz war er

noch 1), wiahrend P in Bezug auf K7 den Relativgrad f; = 1 hat (in Bezug
auf Kz noch f).

Tundeutlich; vielleicht auch ‘K’
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0od
36
q ist also:
1.) als Primideal in Kz : vom Rel. Gr. 1 zu &k
2.) I n Kp I I TR TR
3.) I TR TR I o f n Ky
stets g =4 =P°

Satz 15. Das Primideal q = 3¢ wird im Tragheitskorper nicht weiter zerlegt,
sondern bleibt Primideal. Sowohl in Bezug auf k als Kz hat jedoch q jetzt
den Relativgrad §. In Bezug auf Kr ist 8 nunmehr Primideal ersten Grades.

Der Vorgang ist also der:

1.) Durch Adjunktion von Kz zu k wird aus p ein Primideal q vom ersten
Grade abgespalten. Dieses zerféllt, wenn K jetzt als Oberkorper von
K7 betrachtet wird, in K in die e-te Potenz eines Primideals 8 vom
Relativgrade f zu Kz (und k).

2.) Durch Adjunktion von K zu k OO0 wird aus p ein Primideal f-ten
Grades q abgespalten. Dieses zerfillt in K in die e-te Potenz eines
Primideals ‘B vom Relativgrade 1 zu Ky.

3.) Beim Ubergang von K, zu Ky erhéht sich also lediglich der Grad von
g von 1 auf f.

Nun sei wieder ¢ die Norm von p in Bezug auf den rationalen Korper: N(p) =
p¥ = q. Da q in K1 den Relativgrad f hat, ist

N, (4) = ng,N(q) = N(p) = ¢

37 |
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In K zerfallen also die Zahlen mod q in ¢' Restklassen. Sind nun zwei
Zahlen aus K1 mod q inkongruent, so hat ihre Differenz mit ¢ keinen Teiler
gemein, [JU0] da g in K7 Primideal, also auch nicht mit . Da nun ‘B in
Bezug auf k ebenfalls den Relativgrad § hat, die Anzahl der Restklassen mod
B in K also ebenfalls ¢f ist, und wie eben gezeigt, zwei mod q inkongruente
Zahlen von Kr ebenfalls mod ‘3 inkongruent sind, folgt:

Satz 16. Die Restklassen von K7 mod g bilden ein vollstandiges System von
Restklassen auch in K mod ‘B.

Wir bestimmen jetzt die Gruppe &, () aller Substitutionen von &, fiir
die fiir jede Korperzahl w: 0O

w/v=w mod P

gilt. Thre Substitutionen seien v, v, .... Ersichtlich ist &, Untergruppe von
Br. Ist ferner oy eine Substitution von &, die P in P, iiberfithrt:

Blo =P

und setzen wir: w/o; ! = w;
soist:  w/v=w;+m (7=0modP?).
Da ferner m/oy = m = 0 mod B3

ist, folgt:

W/Ul_lvgl = wy/voy = (wy + ) /01 = w+ T = w mod ‘}3?

Es ist also

(71_1611(213)01 = ®v(m1)

38,

Ist oy eine Substitution aus &, oder Gr, so ist P/o; = P; = P also
0'6,(B)o; = 6,(P) und somit &, invariante Untergruppe von &, und
Sr.



Relativkorper und relativ—galoissche Korper 35

Es sei nun 00O
m = 0 mod B aber nicht mod ‘132} in K

(Von 7 diirfen wir ferner voraussetzen, daf es K erzeugt (prim. Element von
K ist), denn wére dies nicht der Fall und erzeugt § den Korper K, so hat
7 + [p? die gleichen Kongruenzeigenschaften wie 7, erzeugt aber K).

Durchlauft nun £ ein volles Restsystem mod ‘B, so durchlauft 7¢ alle
durch B teilbaren Restklassen mod 32, Ist also o = 0 mod ‘B, so ist die
Kongruenz

¢ =a mod P>
stets losbar.

Sei nun v eine Substitution aus & fiir die
m/v=m mod P>
ist. Ist w irgendeine Zahl aus K, so gibt es ein wy aus Kp (Satz 16), so daf
w=wy mod ‘P
ist. Wir bestimmen dann, wie eben gezeigt, £ aus der Kongruenz
TE=w— wy
da v zu &7 gehort und wy zu K ist:
wo /v = wy

und
E/v=¢ mod P
also

(7€) /v = 7€ mod P?

39 |
Also ist: OO
(Ww—wp)/v=w—wy mod P

und also
w/v=w mod P
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v gehort also zu &,. Ist umgekehrt v eine Substitution aus &, so ist sicher
7/v=7 mod PB?

und erst v zu &, gehorig.

Demnach 1aft sich &, auch erklaren als die Gesamtheit derjenigen Sub-
stitutionen von &, die nur die Bedingung

7/v=7 mod PB?

erfiillen, wo 7 eine bestimmte ,,Primzahl® zu @ ist.

Sei nun 7 irgendeine Substitution von &,%. Dann ist wenigstens
m/T=m mod P

also auch 7/7 durch P teilbar. 7/7 ist aber auch ,Primzahl® fiir 4. Denn
sonst ware
7/t ' =7 durch 7713? = P? teilbar.

Da 7/7 = 0 mod B, ist die Kongruenz
m¢ =7/ mod P

sicher 16sbar. Daher ist £ # 0 mod B, da sonst /7 = 0(B?) wire.

Ist nun o eine primitive Wurzel mod 8 und wie frither N(%3) = ¢', so
stellen die Zahlen
Lo o .., 0"
alle ¢f — 1 zu P teilerfremden Restklassen dar. Wir konnen also eindeutig

setzen:

£=0" mod P

40

Zu jedem 7 aus &, gibt es also eindeutig ein A, sodafs

m/r=m-0"mod P% (A=0,1,...¢' —2).

8uneindeutiges Schriftbild (auch an spiteren Stellen): 7 oder T' ?
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wird. Fir A = 0 gehort 7 zu &,,.
Unter allen vorkommenden Werten von A sei a der kleinste positive, der
etwa zu 7y gehort:
/10 = mo* mod P*
([

und demnach

/78 = 7T/T0/7'0 =7 0%/79 = 70°® mod JB?

(da ¢%/79 = 0 mod P, weil 79 zu Gr)

allgemein
7/7¢ = o™ mod P

Ist andererseits A ein vorkommender Exponent, so setzen wir:
A=va+d; (0=5d <a)

A komme bei 7 vor. Dann setzen wir:

sodaR

/T =7/t 't =70 /T = 700" =10 mod Dte

Es muf also nach Bestimmung von a der Exponent a’ = 0 sein, d.h. jedes
vorkommende A ist durch a teilbar. Es konnen also gerade die Exponenten
0, a,2a, ... vorkommen. a mufl Teiler von ¢' — 1 sein; denn setzen wir

41

¢ —1=va+d; (05d <a)

— — f_1— /
7T/7_ | Zg— T va — T q l—va — T a m d gp2

sodafs a’ = 0 sein mufs. Setzen wir also:
ah = qf -1
so kommen hochstens die A Exponenten

0,a,2a,...,(h—1)a
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vorkommen, diese aber auch sicher bei 1, 79,72, ... ,7'(?_1

Nun folgt aus
7/m =m/7) mod P>
auch:
/it =7 mod P

Ty ! ist als Substitution aus &y d.h. 7 gehdrt zur Nebengruppe &o7g ¥, Ist
umgekehrt 7 ein Element aus LU der Nebengruppe 6,7

T = UTy
so ist
7/m =7 /vry = /70 mod P

Da nun fiir jedes 71 aus &7 sicher eine Kongruenz
n/m=no"=n/ry (0Sv=h-1)

besteht, folgt somit, dafs die Nebengruppen durch &,7y gerade erschopft
werden:
G, =6, + &1+ +B,7) "

Da &, invariante Untergruppe von &, ist, geht aus der Zerlegung noch
hervor, daf der Index h von &, nach &, ein Teiler von ¢' — 1 ist. Die Fak-
torgruppe g—z ferner ist zyklisch vom Grade h.

42

Es ist schlielich noch der Grad g von &, zu bestimmen, der offenbar der
Bedingung gh = e gentigt (e ist Grad von &7).
Sei v eine Substitution von &,. Dann ist

m/v=7 mod P
Also ist nach entsprechenden Schliissen, wie S. 38>, die Kongruenz
¢ =r/v—n mod P>
sicher losbar. Wir konnen also setzen:

m/v=m+ 712 mod P

9undeutlich
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Da £/v = € mod ‘B, also (7%€) /v = %€ mod B3, wird

7 /v? T+ 272

7 /v3 T+ 3m%¢
................... mod 33
/P = 7+ pr3é

=7

([
Sei schon gezeigt, dafs
/P =m mod P2,
so bestimmen wir £ so, dafs
7/oP =71+ 772 mod P

Wiederholte Anwendung von v?” zeigt, daf

Die Formel:
m/v? =7 mod P2

ist also allgemein richtig. Da nun, wie wir frither zeigten,

43

die ,,Primzahl“ 7 als primitives Element aus K gewéhlt werden darf, konnen
die verschiedenen Werte

/o —m,

wo o zu & gehort, nicht durch beliebig hohe Potenzen von ‘B teilbar sein,
wenn o # 1 ist. Es muf also schlieRlich einmal v?* = 1 sein. Der Exponent
von v ist demnach eine gewisse Potenz von p, und da dieses fiir jedes Element
aus &, gilt, muf der Grad g von &, LU ebenfalls Potenz von p sein. Da
der Index h zu &, Teiler von ¢' — 1, also zu p prim ist, folgt aus

e =gh

dafs g die hochste in e enthaltene Potenz von p ist: g = p*
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Definition 6a. Die Substitutionen v aus &, fiir die bei jeder Korperzahl w:
w/v=w mod P2

ist, bilden eine Gruppe &,, die Verzweigungsgruppe von ‘. &, ist invariante
Untergruppe von &, und &, und die Verzweigungsgruppen der iibrigen in p
aufgehenden Primideale die in Bezug auf & konjugierten Gruppen von &,,.
&, hat den Grad p”, wo p” die hochste in der Relativordnung von B zu k
enthaltene Potenz von p ist, ferner in Bezug auf &1 den index h, wenn

e=7p"h

gesetzt wird. h ist notwendig Teiler von ¢' — 1 = Nx () — 1. Die Gruppe Qé—f
ist zyklisch vom Grade h.

44

Definition 6b. Der zur Gruppe &, gehorige Unterkérper K, von K heifst
der Verzweigungskorper von ‘B. Er ist relativ—zyklisch vom Grade h in Bezug
auf Kp, vom Grade fh in Bezug auf Kz, vom Grade rfh in Bezug auf k.

Um die Vorschrift von Satz 13 anzuwenden auf das Primideal q = ‘B¢ in
K7 und Kz, haben wir den Durchschnitt von &, mit &, und & zu bilden,
der beidesmal &, ist. &, ist also fiir ¥ in Bezug auf K, Trégheits— und
Zerlegungsgruppe. Also ist in der dortigen Bezeichnung

e 1;_ fi=1; fi=1f fir K oder Kz als Grundbereich
fi=1 fi=1 Kr als Grundbereich.

Also:

Satz 17. Das Primideal q = 3¢ des Zerlegungs— und Tragheitskorpers wird
in K, die h-te Potenz eines Primideals q; = 37":

q=0q

In Bezug auf K, hat B den ersten Grad; JOOJ das Primideal q; in K, hat
die Relativgrade:

1 in Bezug auf Kr

o I n Ky

foon I ok
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Beim Ubergang von Ky zu K, wird also q in die h-te Potenz eines Primideals
g1 in K, zerlegt.

45 |

So fortfahrend bilden wir die ,,hoheren Verzweigungsgruppen' OO ;. In
0, sollen alle die Substitutionen v; enthalten sein, fiir die

w/v; =w mod P

fiir jedes ganze w aus K gilt. Wie frither &t sich zeigen, daf ¥, invariante
Untergruppe aller vorhergehend gebildeten Gruppen &, &1, 8,05, U3, .. .,
0,1 ist und daf die Gruppe *U; eines anderen in p aufgehenden Primideals
aus U; durch Transformation (in Bezug auf &) hervorgeht. Als Untergruppe
von &, ist der Grad von ‘U; eine Potenz von p, er sei p"i. Da die definierende
Kongruenz fiir geniigend hohes ¢ nur fiir die identische Substitution stets
erfiillt sein kann, wird schlieflich U; = 1; k; = 0. Ferner kénnen mehrere
aufeinanderfolgende *U; miteinander iibereinstimmen.

Sei wieder 7 eine durch ‘B aber nicht durch B? teilbare Zahl. Ist v; eine
Substitution aus *U;, so bilden wir die Grofe & aus der wegen

w/v; =w mod P!
stets losbaren Kongruenz
w/v; = w+ Tt mod Pt
Dabei ist wegen &/v] = € mod P! sicher
enitl/yl = er*l mod P2

fiir jedes v] aus ;.

46

Gilt also fiir v;:
w/vi = w+nr'tt mod P2
so 1st:

w/v; = w4 (€ + )7 mod P
= w/v;v, mod P2
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1

1 -1 . .
oder, wenn man v; "v; = auf die Gleichung

/ /
w/vv; = w/vv; + Tite,
wo ;4o durch P teilbar, so folgt:
1 -1 ;
w/vw; T =w  mod P
. 1 -1 . . . .
Es ist also v;v/v; ')~ eine Substitution aus ;. Sind also v;W; 1 und v,V
zwei Nebengruppen folgt wegen v;v] = vjv;v;41 fiir sie
/ / /
(DI Uimi—l-l = Uz‘Uﬂ]H-l = UZ-Uz'Uz‘H‘nHl
/ /
= 01 = v; Vi1 - Vi Vigr
Ui

U1
Endlich folgt aus

Es ist also kommutativ.

w/v, = w+rTE mod Pt
w/v} = w+2r"E mod P2
w/t! = w mod P2

sodak v¥ stets eine Substitution aus U, ist.

Definition 7. Die Gruppe der Substitutionen v;, fiir die bei jeder ganzen
Kérperzahl w/v; = w mod P gilt, heift die i—te Verzweigungsgruppe U;
von ‘B. Sie ist invariante Untergruppe aller niedrigeren Verzweigungsgruppen
und von &z und &

A7
Ihr Grad ist eine Potenz p™ von p. Fiir geniigend hohe ¢ wird U; = 1. Die

Gruppe %"1 ist kommutativ und fiir jedes v; aus U; gilt, daf v} in U4y

enthalten ist. Endlich erhilt man das zu einem anderen in p aufgehenden
Primideal gehorige 2U; durch Transformation. Der zu U, gehorige Korper
heiflt Verzweigungskorper i—ter Ordnung und werde mit Ko, bezeichnet.

Aus Satz 13 folgt unmittelbar, dafs
iy = B
ein Primideal in Kgj, ist. Das Primideal

a =P
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aus Ky, , wird die p*—1~*ite! Potenz von ;11 in Kg,. In Bezug auf K, und

k hat ;41 den Grad §, in Bezug auf Kr, Ky, = K, Ko, ... Koy, , den Grad
1.

Da das Primideal p im Tragheitskorper K die Zerlegung p = g - a hat,
wo q = P° und a zu ‘P also zu q prim ist, enthilt also p das Primideal
q des Tragheitskorpers nur in der ersten Potenz. Daher geht g also auch
B in der Relativdifferente des Tragheitskorpers nicht auf. Dieser léft sich
iibrigens dadurch definieren. Es sei ndmlich K; ein zur Gruppe &; gehoriger
Unterkorper von K und seine Relativdifferente in Bezug auf & zu B prim.
Ist nach Satz 13 q; das 3 enthaltende Primideal in K7, so muf, damit die
Differente zu 3 also zu q; prim ist, notwendig a; = 1, also e; = e sein. e
ist aber der Grad der Trégheitsgruppe von K in Bezug auf K7, die sich als
Durchschnitt von &7 mit &, darstellt. Da &1 selbst

48,

den Grad e hat, muf also &7 in &; enthalten, d.h. K; ein Unterkorper von
K1 sein. Also:

Satz 18. Der Trigheitskorper Kp () ist der ,grofte Unterkorper von K,
dessen Relativdifferente zu P prim ist. Er umfafst alle Kérper dieser Art.

Da h prim zu p ist, ist nach Satz 2 u. 17 die Relativdifferente von K, in
Bezug auf Kt genau durch q?_l = PP (=D = pe=P" teilbar. Um gleich die
Relativdifferente von K zu k zu ermitteln, sei £ eine Fundamentalform von
K. Die Konjugierten sind &/oy, {/09, ..., /0,_1, wo o0; die Substitutionen
aus @& sind. Dann haben wir den Inhalt der Form:

(€ —=&/o)(§ = &/02)(§ —&/os) ... (§ = &/on)

zu untersuchen.

¢ = ¢/o; mod P gilt dann und nur dann, wenn o; zur Tragheitsgruppe
gehort. Da op = 1 nicht vorkommt, geschieht dies genau fiir (e — 1) Faktoren

¢ = &/o; mod P2 gilt nur fiir o; der Verzweigungsgruppe. Dies liefert
neu: (p® — 1)mal den Faktor 8. Endlich liefert ihn %; noch (p* — 1) mal. Im

Ganzen also:
fﬁp(efl)Jr(p“fl)Jr(p“?71)+---+(p"i71)+---

0yndeutlich
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Satz 19. Die Relativdifferente ®; von K ist genau durch

qg(e—l)+(p"—1)+(p”2—1)+-~~+(p”i—1)+~'

teilbar. Der Exponent bricht ab, da schliefslich einmal x; = 0 ist.

Fiir die anderen in p aufgehenden Primideale gilt genau dasselbe, da ja ihre
,Gruppenreihe” isomorph zu der fiir 8 ist (konjugierte Untergruppen).

49

Daher ist ®j genau durch

(spl .. .spr)(e—l)+(p“—1)+~-

teilbar. Daraus folgt daf die Relativdiskriminante Dy = n(®j) genau durch

prﬂ(efl)ﬂp“fl)ﬂp“? D+ (@i —1)+]

teilbar ist.

Einen besonders einfachen Ausdruck nehmen die entwickelten Satze an,
wenn es sich um relativ-Abelsche Koérper handelt. Da jede Untergruppe ei-
ner Abelschen Gruppe kommutativ und invariante Untergruppe ist, sind die
Gruppen &z, &, ... fiir alle in p aufgehenden Primideale die gleichen. Wir
erhalten also:

Satz 20. Ist K relativ Abelsch zu k und p = (B; ..., )¢ die Zerlegung von
p, so sind im Zerlegungskorper die B¢ Primideale ersten, im Tragheitskorper
f—ten (f = 5) Grades. Setzt man q; = ‘B¢, so ist in Kz und Krp:

P=4dqi...9q,

In K, ist q; = PP" Primideal, wo p* die hichste in e aufgehende Potenz von
p ist. Setzt man e = hp”, so ist in K;:

In Ky, ist ‘,]3?” = qu‘) Primideal und es ist:

p= (ol al))p
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50

Im relativ—Abelschen Kérper ist*! ferner Satz 13 einfacher zu formulieren.
Da es namlich nur eine Gruppe &, und & gibt, werden alle r,,e,, ., ., a,
einander gleich und wir haben:

Satz 21. Ist K relativ Abelsch zu k und K der zur Gruppe & gehorige
(Abelsche) Unterkorper, und ist die Zerlegung eines Primideals p aus k in K:

p=_P...L)5 (P; vom Grad )

bekannt, so findet man die Zerlegung von p in K so:

_ Zerlegungs— und Trégheitsgruppe von K und K ist der Durchschnitt von
® mit & und BS7. Sie sind also leicht angebbar und seien & und &. Es

sei ferner: . .
®,; vom Index 7 nach &

Gr I ]E nach &, und Grad €

ferner:
r=sr, e=uae, f=fFf

Wendet man auf die 93; die Substitutionen von & an, so zerfallen sie in
genau s Verbande von je 7 Primidealen: B,1, ..., P, (S.30*). Dann ist

qy = (SBVI cee ‘By?)g

ein Primideal in K vom Grade f' nach k. Der Grad von B, nach K ist f.
Fiir p gilt dann die Zerlegung in K:

p=(aq...95)% (q; vom Grade f)

51,

Satz 18 spricht sich hier so aus:

Satz 22. Im relativ—Abelschen Korper K (nach k) ist der Tragheitskorper
der in p (aus k) aufgehenden Primideale der grofte Unterkorper, dessen Rela-
tivdiskriminante in Bezug auf k prim zu p ist. Jeder Korper dieser Eigenschaft

Hyundeutlich
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ist Unterkorper des Tréagheitskorpers.

(Fir bel. Galoissche Korper léfst sich Satz 18 deshalb nicht auf die Rela-
tivdiskriminante formulieren, weil die Tragheitskorper verschiedener in p auf-
gehender Primideale verschieden sind).

Auch der Zerleqgungskdrper 1aft sich hier einfach charakterisieren, er ist
némlich der grofte Korper in dem p in lauter verschiedene Primideale ersten
Grades zerfallt.

Ist nimlich K ein solcher Kérper, so muf nach Satz 21 f =1, also f = f
sein. Die Grade der Zerlegungsgruppen von K in Bezug auf k£ und K sind
also gleich, denn es mufs auferdem auch a = 1 sein, und also:

Grad von 6, =ef
—  —= e
I I QSZ:ef:a-%:ef.
~ Da Gy = (6, B,) ist, muk also &, = &4, da &, Teiler von & sein, also
K Unterkorper von K. Also:

Satz 23. Fiir einen relativ-Abelschen Korper K nach k ist der Zerlegungs-
korper Ky der grofste Unterkorper von K, in dem p in lauter verschiedene
Primideale ersten Grades zerfallt. Jeder Korper, in dem dies der Fall ist, ist
Unterkorper von K.

Ist umgekehrt K Unterkorper von Kz, also &z Untergruppe von B, 50 st
Gy = (6,6,) = G, ferner &y = (&,Br) = G, also die Grade von &
und & gleich: e = e, a = 1, da weiter

52 .
die Grade von &, und G, gleich sind:
ef=ef
folgt B
f=1 f=1

Es zerfillt also dann in K p sicher in lauter verschiedene Primideale ersten
Grades.

Da fiir relativ—Abelsche Kérper die Untergruppen &, ... fiir alle Teiler
B, von p dieselben sind, wollen wir in diesem Falle von Zerlegungsgruppen,
... fr p selbst sprechen.
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1.2 Minkowskische Satze uber Gitter und Kor-

perdiskriminante.
53
Es seien &1, &, ..., &, n unabhéngige reelle Variable, die als ,kartesische

Koordinaten* eines Punktes (&) eines R,, interpretiert werden mogen.

Die ¢ seien ferner verkniipft mit n weiteren Variablen x4, ..., x, durch n
reelle, lineare, homogene Relationen mit nicht verschwindender Determinan-
te:

n
&:Zawxu; i=1,2,...,n; A = |lag|| >0
v=1
wo also A der absolute Betrag der Determinante ist.

Wegen A > 0 sind die £ und die = ein—eindeutig auf einander bezogen,
sodaf auch die = als Koordinaten in einem ,schiefwinkligen“ Koordinaten-
system aufgefaltt werden kénnen. Die z; heifen die ,, Gitterkoordinaten” des
Punktes (§). Wir bezeichnen sie symbolisch mit [z], schreiben also (§) = [z].

Zwei Punkte [z] und [2/] heifen kongruent,

wenn die Differenzen ihrer Gitterkoordinaten ganze Zahlen sind. Punkte mit
ganzzahligen Gitterkoordinaten heifsen ,, Gitterpunkte”. Diese sind also alle
untereinander und mit dem Ursprung kongruent. Ohne weiteres erkennt man
ferner:

Aus [z] = [2'] folgt [2] = [z]
Aus [z] = [2'] und [2/] = [2”] folgt [z] = [2"].
54

Die Menge der Punkte [z], fiir welche
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mit ganzzahligem festem k; heiflen eine ,, Gittermasche* des Raumes. Insbe-
sondere heifst die Menge der Punkte

die ,, Grundmasche®.
Unmittelbar erkennt man:

Jeder Punkt gehdrt genau einer Gittermasche an. Zu jedem Punkt gibt
es genau einen kongruenten Punkt der Grundmasche.

Unter einem ,, Korper K* des Raumes verstehen wir eine Punktmenge K,

fiir die
/;{--/dﬁld&...df

einen Sinn hat und endlich ist. Das Integral

V= [ [ dé.. . d¢
/-]

heifst das ,, Volumen“ des Korpers. (Dieses wird also ,kartesisch® gemessen,
nicht ,schiefwinklig®).

Wenn wir die Gitterkoordinaten [z] eines Korpers samtlich um feste ganze
Zahlen k; vermindern, erhalten wir wieder einen Kérper K’ mit den Gitterko-
ordinaten [z — k|. Wir wollen ihn einen , zu K kongruenten Kérper” nennen.

Kongruente Korper haben offenbar gleiche Volumina. Haben zwei Korper
K und K’ keinen Punkt gemein, so bildet die Vereinigungsmenge K + K’
wieder einen Korper und es ist:

VK+K’ = VK + VK’

55

Jede Gittermasche ist ein Kérper und alle Gittermaschen sind kongruente
Korper. Ihr Volumen ist gleich dem Volumen der Grundmasche. Es berechnet

] ]

0<z;<1

0 ||,
aik

dx, = A
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Ein Korper heifit beschrankt, wenn es eine Zahl g gibt, sodafs fiir alle
seine Punkte: |z;| < ¢ ist. Die Beschrianktheit mag mit in die Definition
aufgenommen werden. Dann folgt:

Die Punkte eines Korpers verteilen sich nur auf endlich viele
Gittermaschen.

Es sei &, eine in Betracht kommende Gittermasche. Der Durchschnitt
von &, und K werden K, genannt. Als Durchschnitt quadrierbarer Mengen
ist K, wieder quadrierbar, also ist K, ein Korper.

Da verschiedene Gittermaschen keine Punkte gemein haben, haben ver-
schiedene K, auch keine Punkte gemein. Da ferner nur endlich viele &, in
Frage kommen, haben wir eine Zerlegung von K:

K:K1+K2++KT

von K, so daf in einem K, immer nur Punkte derselben Masche liegen und
in verschiedenen K, verschiedene Punkte. Es gilt:

Vic = Viey + Vig, + -+ + Vi,

Wir nennen diesen Prozef die Zerlegung von K nach dem Gitter.
56

Wenn alle Punkte eines Korpers ein— u. derselben Masche, etwa &,,, an-
gehoren, so sagen wir K liege in &,,.

Wenn K in &, liegt, ist Vx < A. Beweis klar.

Wenn K in &, liegt, so gibt es genau einen kongruenten Korper K°, der
in B, liegt. Beweis klar.

Es seien K7 und Ky zwei Korper, die in den Maschen &; und &, liegen.
Wir bilden die kongruenten Kérper K und KY in ;. Dann gilt:

In K; und K, liegen dann und nur dann kongruente Punkte, wenn K
und K mindestens einen Punkt (£°) gemein haben.

Beweis. Ist (£°) gemeinsamer Punkt von K\” und K" und ist (£°) = (£01)
aus K; und (£°) = (£%) aus Ko, so ist (£°) = (£9%).

Ist umgekehrt (£°1) = (£92) und (£°) = (£°) aus By, so ist (£°2) = (£9).
Der Punkt (£°) gehort also sowohl zu KY als auch zu K39.
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Satz 1. Gilt fiir das Volumen Vi eines Korpers
Vie > A
so enthéalt K zwei einander kongruente, aber verschiedene Punkte.
Beweis. Wir zerlegen K nach dem Gitter:
K=K +---+K,.

und bilden die OO0 in der Grundmasche
57

gelegenen Korper K. Dann ist:
VK:VK?-l-“'-l-VKg > A

Also ist zuniéichst sicher r = 2. Denn fiir 7 = 1 wire, da KY in der Grundma-
sche liegt, Vo = A, also Ve = A.

Nun haben mindestens zwei der Korper K° einen Punkt gemein; denn
andernfalls kénnte der ganz in der Grundmasche gelegene Korper

K =K'+ ...+ K°

gebildet werden, fiir den also einerseits Vo < A andererseits Vo = Vo +
+o+ + Vgo = Vi > A wiire. Das ist aber unmoglich.

Also haben wenigstens zwei der Kérper K, etwa K und K einen Punkt
gemein; die Korper K; und K, haben also zwei kongruente Punkte. Da K
und K5 keinen Punkt gemein haben, sind diese kongruenten Punkte verschie-
den, w.z.b.w.

Es seien (£) und (¢’) zwei Punkte. Dann heifit die Menge der Punkte
(t& +t'¢’), wo die Parameter ¢t und ¢’ die Bedingungen 0 < ¢,¢ < 1 und
t +t' = 1 befriedigen, die ,, Verbindungsstrecke von (§) und (§').

Da kartesische und Gitterkoordinaten linear, homogen zusammenhéngen,
1st

(16 +1€) = [t + 1)
wenn (§) = [z| und (¢) = [2'].

58
Definition 1. Ein Korper K heilt konvexr mit Mittelpunkt im Ursprung,
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wenn mit zweien seiner Punkte (£) und (§') auch alle Punkte der Verbin-
dungsstrecke zu K gehoren, und mit (£) auch der ,,Spiegelpunkt (—¢) zu K
gehort.

Satz 2. Ist K konvex mit Mittelpunkt im Ursprung, so gehort mit [z] und
[2/] auch [%5 x] zu K.

Beweis. [%} = [L -2+ (—2')] ist ein Punkt der nach Definition zu K

gehorenden Verbindungsstrecke der beiden zu K gehorigen Punkte [z] und
[—'].

Satz 3. Ist a > 0 eine feste positive Zahl und durchlauft [z] die Punkte eines
konvexen Korpers K mit Mittelpunkt im Ursprung, so durchlauft [az| einen

ebenfalls konvexen Korper mit Mittelpunkt im Ursprung, der aK genannt
werden soll. Es ist V,x = aVk.

Beweis. [z] und [—z] sind gleichzeitig Punkte aus K, also: [ax] und [—az]
stets gleichzeitig Punkte aus aK. Ebenso ist:
[atx + at'z’] = [a(tz + t'2’)] Punkt aus aK,

also mit [az] und [az’] auch die ganze Strecke. Schlieflich ist

Var —/ /d§1 / / (a&) ... d(a&n) = a" Vi .

Ein Korper K heilst ,,abgeschlossen’, wenn alle seine ,, Grenzpunkte” zu ihm
gehoren. Ist K abgeschlossen konvex mit Mittelpunkt und liegt [z] auterhalb
K, so gibt es offenbar ein ¢ > 0, sodaf [z] auch auferhalb (1 + ¢) K liegt.

59 |

Hauptsatz. Es sei K ein (abgeschlossener) konvexer Korper mit Mittelpunkt
im Ursprung, fiir den

Vi = 2"A.

Dann enthélt K aufter dem Ursprung mindestens einen, also sicher zwei wei-
tere Gitterpunkte.

Beweis. Wir bilden %K , dessen Volumen

1 n
Vi = (5) Vi = A
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ist. Nach Satz 1 enthilt also 1K falls V1 > A, mindestens zwei verschiedene

kongruente Punkte Entsprlcht ihnen in K: [z] und [2], so sind also die
Differenzen éxl — —x ganze nicht sdmtlich verschwindende Zahlen. [”‘;I} ist
also ein vom Ursprung verschiedener Gitterpunkt. Nach Satz 2 gehort dieser

zu K und ebenso sein Mittelpunkt, womit der Beweis erbracht ist.

Dieser Beweis ist aber nur bindend, falls Vi > 2"A (Satz 1). Ist Vi =
2"A, so ist Viapogx = (1 +€)"Vkx > 2"A OO0, Fiir jedes noch so kleine
e > 0 enthélt also V{(i;.)x mindestens einen Gitterpunkt. Lige nun in K
aufer [0] kein Gitterpunkt, so miifste sich wegen der Abgeschlossenheit ein €
bestimmen lassen, sodafs auch in OO0 (1 + €) K kein weiterer Gitterpunkt
lage, dem Bewiesenen zuwider. Die Voraussetzung ,,abgeschlossen® ist also
nur notwendig, falls Vi = 2"A vorgegeben.

Von den Anwendungen greifen wir zwei fiir uns wichtige heraus.
60 |

Es seien n beliebige reelle oder komplexe, lineare Formen y; der Variablen
x; vorgelegt, doch solcher Art, daf zu jeder komplexen Form auch die mit
den konjugiert komplexen Werten der Koeffizienten vorkommt und daf ihre
Determinante # 0 ist. Wir denken uns diese Formen so geordnet, dak:

Y1, -.,Yr die reellen Formen sind (r; = 0),

IR .
Yritls oo Yritrs die komplexen Formen (r, 2 0),
Yritrat+1s -« Yri42ro

wobel immer: Yy, 4r,+i 20 Yr, +; konjugiert komplex ist. Es ist also n = r142r,.
Die Formen seien:
n
= g o, und A= “O‘WH > 0.
v=1

Als Gitterkoordinaten wéihlen wir die x; als kartesische die &;, die mit den
x; durch die Formen:

&=y, 1Sisn

(yrl+l+yrl+r2+z) }’ 1<Z§

S .

§T1 +i =

Eritrati (yrl +i = Yrq +r‘2+z)

3
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verbunden sind. Die Formen ¢; sind jetzt auch reell. Wir bestimmen zunéchst
das Volumen der Grundmasche, d.h. den Betrag ihrer Determinante. Dieser
ist gerade A. Denn die reellen Zeilen der Determinante der &; stimmen mit
denen der Determinante |« | der y; iiberein. Sind ferner U und V' zwei kon-
jugiert komplexe Zeilen der Determinante der y;

61 |
dann darf man sie sukzessive ersetzen durch
uv+Vv, VvV
Uu+Vv; V- %
Uu+v, -%%
U4V . 1UZV
V2 i i2

Da es nur auf den absoluten Betrag ankommt also durch
uv+v U-V
V2 T2
Jetzt stimmen alle Zeilen mit denen der Determinante der &; iiberein, das
Volumen der Grundmasche ist also A und nach Voraussetzung > 0.

Als konvexen Korper wéihlen wir nun die Menge der Punkte, fiir die:
yal 4 lyol + - + |yl = D,

wo h eine feste, positive Zahl. Der Korper hat einen Mittelpunkt, und zwar
im Ursprung, denn falls [z] zu ihm gehort, ist dies auch fiir [—x] der Fall, da
dann die zugehorigen y; in —y; libergehen, der Betrag also derselbe bleibt.

Er ist ferner konvex. Denn entsprechen zweien seiner Punkte OO0 [x]
und [z'] die Formen y; und y., so entsprechen dem Punkt [tz + ¢'2/] mit
0=<t,t' <1 und t+t =1 die Formen ty; + 'y}, und es ist

ty; + 'yl <ty + 1Y),

also . . .
S lty Y S il > i S (t+t)h =D
=1 =1 =1

62 |
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In den &; schreibt sich die Bedingung, die unseren Korper definiert, so:

&4+ €]+ 121 + )l o 2 + o) | S

(denn es ist offenbar
1 :
Yritv = E(@“H—V + &y tratv)

Yridro+r = E(éﬁJﬂ/ - i€T1+T2+V)

also

2
|y7"1+l/| + |yr1+r2+u| = E|\/€zl+u + 531+r2+1/ | )

Fiir das Volumen ergibt sich also:

Viim(h) = / / dfn:h"/---/d&...dg

61|+ /20 )+ Zh Shse
= hn‘/nﬁz( ) = hnOTl 2y WO

Come = [ [der. / s [ [ aa.

|§1|+ <1 -1 |E2|++ S1—|&1|

_ / Vi1 (1 — [€])dy

-1

Da nun allgemein V' (h) = A"V (1) oben gezeigt, wenn V' ein n faches Integral
ist, folgt hier:

+1 1
Crira = Cn-tr /(1 — &))" e = 2C,, 1, /(1 — &) G
2 9r1
= _Crl lrg — 7" — C()rg

nn—1)--(2ry + 1) Cora

wo also bei passender Bezeichnung ist:
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63

Cory = / / ds, ... dés,

|/ 2(E8+ )+ /2(€2,+ €5, )IS1

Setzen wir

. — 1 p .
& @Rz CoS i R >0
Ergti 7§Ri sin ;

so ist diese Bedingung bei der Integration einfach:
Ri+Ry+- -+ R, =1

Da ferner die &;, &, jeden Wert zwischen _\/Li und +\/L§ annehmen kdénnen,
in beliebiger Kombination, hat man ¢; von 0 bis 27 laufen zu lassen (mit an-
deren Worten: Die Integrationsbedingung ist unabhéngig von den ¢;, und da
das angegebene Intervall fiir ; gerade alle verschiedenen Wertepaare &;, &, 4
erschopft, ist dies die richtige Begrenzung fiir ¢;).

0od

Die Funktionaldeterminante der &; und &;,, nach den R; und ¢; wird, da
jedes bestimmte Paar §; und &;4,, nur von R; und ¢; abhangt, das Produkt
der ro Determinanten:

98 98 R;

1 .
o5 o | |2 2 cos g; — 5 Smei| R; B
Ritry  Hiry| = |1 Pging, —Licosy| 2 (i=1..m)
OR; Op; 2 Pi V2 Pi

Die Funktionaldeterminante wird also: Q%Rl ... R, Unsere Konstante Cj,,
wird damit:

2w 2

Cg7r2:2_r2/"'/Rl...erde...dRm/---/dg&l...dQOTQ

Ri+ Ry, <1 0 0
R; =0

64 ,
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o6
Cop, = 7" // Ry...R,,dR,...dR,,
Rl+"'+RT'2§1
R; 20
= / RydRy / / Ry...R.,dRy...dR,,7™ "
R2+ +R7‘2§1 Rl
R; >0
Setzt man im inneren Integral R; = (1 — Ry) R}, fiir ¢ 2 2, so wird
Cory, = /31(1 — R a7 R, / / Ry...R, dR,...dR.
Ry+-+R;, 51
R’>0
1
- / Ri(1 - R)?*2dR,Copys
0
1
= Cory1 -W/k?(l — k) 2dk
0
Da nun
1
9 9 (1 2’!‘2 1 27"2 1
1— k)2~ = -
/( k) wk 27”2 -1 +/ 27’2 -1
0 0
1 — )2 1
SR R C )
2’]"2(27"2—1) 0 2’]"2(27"2—1)
ist, folgt:
T ,ﬂ.rgfl
Cor Cory = C
02 T oy (2ry — 1) T2 ory(2ry —1)---4-3

Da schlieklich
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ist, folgt:
"2 ARY nk

CO,TQ = m und Cﬁﬂ"2 =

n!

Also

Viira(h) = 222 B0

n!

65 ,

Wenn nun das hiermit berechnete Volumen unseres Korpers:
Viira(h) = 2"A

ist, liegt nach unserem Hauptsatz im Inneren aufler dem Ursprung noch min-
destens ein Gitterpunkt (der Korper ist sicher abgeschlossen, da die Bedin-
gung fiir ihn lautet:

a4+ gl SR

mit Finschluff der Gleichheit. Daher ist der Hauptsatz mit Gleichheitszeichen
anwendbar).

Es gibt daher mindestens ein ganzzahliges Wertsystem x; das nicht iden-
tisch verschwindet, sodafs

a4+ gl S0
ist. Die Bedingung hierfiir:
Vh,rz(h) =2"A

ist nun dann und nur dann erfiillt, wenn

2r1 T2
T h" =2"A
n!
d.h. N
2n7r1 T
h" = nlA = <—> nlA
2 T

ist. Es gibt also ganze nicht sdmtlich verschwindende z;, fiir die:

4\"
il -+l £/ (2)
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1st.
Man kann nun nachweisen:

Sind a4, ..., a, reelle positive Zahlen, so ist:

ay+ - +a, ZnVar ... a,

66

Fiir n = 1 ist dies trivial, fiir n = 2 richtig, da stets

ay + ay — 2v/ara; = (\a; —\/az)* 2 0 ist.

Es sei bis n — 1 bewiesen. Von den n Grofen ist eine die grofte, etwa a,, (oder
eine der grofsten). Also

Nach Annahme ist nun, wenn »~a; ...a,_; = b gesetzt wird, sodal a,, —b =
0 ist,

ap+-+a,1 = (n—1)
also aj+- a1 = ap,+(n—1)0>
a+---+ap ap, — b
B by
(u>n > b4 (g, — b) = b a,
n
=ay...a,
Somit ay + -+ -+ a, Z nYar ... an, w.z.b.w.

Setzt man a; = |y;|, so wird also:

N/ gy oyl Sl 4yl

Erst recht gilt demnach fiir die y;

4\ " n!
™ n
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D.h. man kann stets ein nicht identisch verschwindendes Wertsystem von
ganzen Zahlen z; finden, sodafs diese Ungleichung besteht. Dabei ist n die
Anzahl der Formen, ro die der komplexen Paare, A die Determinante der
Formen v;.

67 |

Fiir die zweite Anwendung wéahlen wir bei gleicher Bedeutung der z;, y;
und &; den folgenden konvexen Korper:

Fire=1,2,...,r; seien k; > 0 beliebig gegeben
firi=r +1,...,7r + ro desgl.,

firi=mr +ro+1,...,7 + 2ry = n sei stets by 1rpir = ki

d.h. es ist zu konjugiert komplexen Formen y; stets dasselbe k; zu nehmen.

Der Korper sei durch

&l = ki

definiert. Fiir die |y;| ergibt sich daraus

il =&l S kiy (1=1,2,...,71)

) 3\
|yr1+l/| = |\/L§(£r1+u =+ Z€T1+r2+l/)‘
|y7"1+7“2+V| = |\/L§(€T1+V - Z£T1+T2+V)|
1
} - 75\/531” &t (v=1,2,...,19)
also:
’ynJrul = ’yr1+r2+u‘ = % =
= kritv = Kritroto )

Es gilt also fiir unseren Korper sicher:
il ki (i=1,2,...,n)

Der so definierte Korper ist konvex mit Mittelpunkt im Ursprung. Denn
ist |&] < ki [€]] < ki, so st

t& + 16| S G|+ UG S kit +t) =k
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fir 0 £ t,¢' < 1,t+t = 1. Ferner ist auch | ~ &| < k;. Schlieblich ist er
wegen des in die Definition eingegangenen Gleichheitszeichens abgeschlossen.
Sein Volumen ist:

k1 ko kn
V:/.../dglmdgn: /dgl/d§2---/dgn:Q"kl...kn
€| Sks —k1 —ko —kn
68 |

Wenn V = 2"A, d.h. ky---k, = A ist, gibt es in ihm sicher einen Gitter-
punkt. Die x; lassen sich also ganzzahlig, nicht sémtlich verschwindend, so
wahlen, dafs

wird.
Satz 4. Sind y1,ys, .. .,y, irgendwelche n linearen homogenen Formen der
Variablen x4, ..., z,, von denen ry reell und r, Paare konjugiert komplex sind

(r1 4+ 2ry = n), deren Determinante den Betrag A > 0 hat, so gilt:

a.) Es lassen sich die x; ganzzahlig und nicht sdmtlich verschwindend so

wahlen, dafs
4\ " n!
]yl...yn|§<—> A st

T n"

b.) Sind k; > 0 reelle, den y; zugeordnete Zahlen, so daf konjugiert komple-
xe y; dasselbe k; erhalten und aufserdem k; ...k, = A ist, so lassen sich
wieder die z; ganzzahlig und nicht sdmtlich verschwindend so wéhlen,
dafs

lyil < kas oo |yn| S ko st

(Dariiber hinaus gilt sogar

c.) Sind alle Formen y; reell, die k; also bis auf die Forderung k; ... &k, = A
beliebig, so gibt es sogar ein nicht identisch verschwindendes ganzzah-
liges Wertsystem z;, sodak:

1| = Fkus |yl < koi oo |yn| < Ky st
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69 |

Um c.) zu beweisen, gehen wir so vor: Es sei ¢ > 0 beliebig klein vorge-
geben. Wir wahlen
ko . ky,
I+’ " 1+4e

K = k(1+e)" Y k=

Dann ist k) ...k, = ky ...k, = A. Es lassen sich also die z; so bestimmen,
dafs

ko k
S k(14" h < oy £
1| = k(1 +¢€) \92_1+€ |ZU’_1+€
erst recht also:
1] S k(1 +e)" ol <koy oo [yl < ko

wird. Nun sind alle in Betracht kommenden Wertsysteme Gitterpunkte im
Inneren oder mit der Begrenzung des durch unsere friitheren Ungleichungen
bestimmten Korpers. Da er beschriankt ist, liegen nur endlich viele Gitter-
punkte in seinem Inneren. Es sei unter diesen endlich vielen Wertsystemen
x; das System Z; dasjenige, welches LJUJOJ der Form y; den kleinsten Abso-
lutbetrag erteilt. Dieser sei |7, |. Ist |g,| > k1, so wihle man ¢ so, dafs

7| > k(1 +5)n_1 > ky

Auch fiir dieses € haben unsere neuen Ungleichungen Losungen 7;, lieferten
also ein [y;| £ ki(1 +¢)" ! < |y, " entgegen der Annahme, da® |y,| schon
der kleinste vorkommende Absolutbetrag sei. Es ist also [7;| < k, w.z.b.w.

(Offenbar ist nur notwendig, daf$ die Form y; reell ist).

Bevor wir zu den Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Zahlen
iibergehen, beweisen wir einen einfachen Hilfssatz.

70
Hilfssatz. Wenn der Grad n und eine positive Zahl a gegeben ist, gibt es
nur eine endliche Anzahl ganzer algebraischer Zahlen n—ten Grades (deren

Korper hier ohne Bedeutung ist), die mit aller ihren konjugierten OO ab-
solut genommen kleiner als a sind.)

Lundeutlich
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(Beweis. Die ganzzahligen Koeffizienten einer solchen Gleichung n—ten Gra-
des miiften dem Betrage nach als symmetrische Funktionen der konjugierten
absolut unterhalb einer leicht angebbaren, nur von a und n abhéngigen Zahl
liegen. Hierfiir gibt es nur endlich viele Méglichkeiten.)

Nun sei k ein Zahlkorper n—ten Grades mit der Diskriminante d. k1, ..., k,
seien die konjugierten Korper in irgendeiner Reihenfolge und &k = k. Wir
betrachten die Basisformen

yi:w§i)x1+---+w7(f)xn; (i=1,2,...,n)

Sie gentigen den in Satz 4 gestellten Anforderungen. Nach Satz 4, a.)
lassen sich also die x; ganzzahlig und nicht alle verschwindend so wihlen,

daf
4\ " n!
Y12 - Yn| = (—> —A,
m n

wo ry die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Korper bedeutet und A die
Diskriminante der y; ist. Bekanntlich ist A? = |d|. Da ferner die z; nicht

71,

alle verschwinden und wir eine Basis vor uns haben, gehen die y; in lauter
nicht verschwindende konjugierte ganze Zahlen iiber, ihr Produkt also in die
Norm einer nicht verschw. ganzen Korperzahl. Da diese Norm rational ganz,
also mindestens 1 ist, muf also:

4\ " n!
1< (—) =Vl
T n

T 2ra n2n
dl = { -
—\4 (n!)?

(Ferner ersetzen wir die Formen y; durch andere: Ist y; reell, so bleibt es.
Ist es komplex und y, das konjugiert komplexe, so ersetzen wir etwa

und somit

sein.

y; durch %=

Yo I o
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Das ist iibrigens nichts anderes als die friitheren &;. Die neuen y; werden dann
alle reell und ihr A ist wieder |v/d|, da es ja erhalten bleibt. Nun wihlen wir
gemél Satz 4, c.) die k; so:

/4:1:|\/E\; Ko = Kg =+ = Ky, = L.
Dann gibt es ein System der x;, sodafs
il S IVf; Jyol < 1 oo Jyal < 1.

Diesem z;—System entspricht eine ganze Zahl o aus k = ky. Ist k reell, so ist

a—ao'

Y1 = «, ist k komplex und £&" der konjugiert komplexe Korper, so ist y; = v

72,

Um die Norm von « zu bilden, haben wir die den reellen Korpern ent-
sprechenden y; zu multiplizieren. Ist aber o; und «, konjugiert komplex, so
ist

oy — Oy L a oy
hmove o V2
Wit Y o — Wi+ Yk

Q; = ’ K —
V2 V2

also

Y24y

somit ;= =

Demnach ist
yi + s
IN(a)| = H [y |- H % (in leicht verstédndl. Beziehung)

Wire nun |y;| < 1, so wére, da die iibrigen |y;| < 1 sind und n = 2 ist,
IN(a)| <1, was wegen « # 0 ausgeschlossen.
Also ist |y;| > 1 und somit
Vd| >1; |d > 1.

Aus |y > 1; |yo| < 1; ... |ys| < 1 ist zu schliefen, dak a von seinen
konjugierten verschieden ist, also den Korper k erzeugt. Denn ist k reell ist
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y1 = « und alles ist klar, da die reellen konjugierten < 1 sind, unter den
imagindren aber keines mit « {ibereinstimmen kann, da sonst das konjugiert
imaginére auch iibereinstimmte, also |y.| = |%’ = |a|v/2 > 1 wire. Ist aber
k komplex,

73
so ist a komplex, da dann

a — /

!
iv/2
ist. Mit den reellen konjugierten stimmt es also sicher nicht iiberein. Mit den

a_l

tibrigen imaginéren aber auch nicht, da sonst < \/% ein zweites Mal vorkame,

=l >1#0

also noch ein |y;| > 1 wiére.

Wenn also der Korper n—ten Grades die Diskriminante d hat, gibt es eine
ihn erzeugende Zahl «, fiir die

yi| S VA5 Jwel <15 o5yl < 1,

also sicher jedes y; < [V/d| ist.

Fiir ein reelles a; bedeutet dies, dak |o;| < [v/d|, withrend fiir ein imagi-

néres: | “h8s | < |v/d| und %‘ < |V/d| also:
o + o o — Q; + Qe oy — Q.
|ai| = S
2 2 2 2
Vd Vd
s =+ ==V
V2 V2
und ebenso
o+ — Qe
|| = - = [v2d|
2 2
ist.

Auf jeden Fall ist also jedes |a;| = |v2d]

Nach Hilfssatz 1 gibt es aber bei gegebenem n nur endlich viele solcher
Zahlen. Es gibt also nur endlich viele solche Korper, die durch solche Zahlen
erzeugt werden, d.h. nur endlich viele Koérper gegebenen Grades und gegebe-
ner Diskriminante.

74,
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Gabe es namlich unendlich viele, so gébe es unendlich viele verschiedene,
diese Korper erzeugende Zahlen, die mit allen ihren konjugierten absolut
< 2|V/d| wiren, was nach Hilfssatz 1 bei gegebenem n unméglich. )

Kehren wir zu |d| = (%) ZTQ% zuriick.

Da 7 < 1 und 2ry < n ist, gilt also sicher

2 (5) G

) a1
Nun ist n! < V/2mnn"e "t 1zn. Also:

™ " 1 1 1 7T€2 " 1
d =[] —e* o = — | — Ton,
||_(4> omn" ' 27rn(4)66

Da 7F > 1 ist, wichst die rechte Seite mit n iiber alle Grenzen. Vereinigen

wir die erhaltenen Resultate, so haben wir die Satze:

Satz 5. Aufer dem Korper der rationalen Zahlen gibt es keinen algebraischen
Korper mit der Diskriminante 4+1. In der Diskriminante eines algebraischen
Korpers geht also mindestens eine Primzahl auf.

(Satz 6. Bei gegebenem Grade gibt es nur endlich viele Korper gegebener
Diskriminante.)

(Satz 7. Es gibt tiberhaupt nur endlich viele Kérper beliebigen Grades mit
gegebener Diskriminante. Ist n der Grad, ry die Zahl der konjugiert komple-

xen Korperpaare, so gilt
2r2 _9n
n
= (= )
4 (n!)?

Beweis. Gibe es unendlich viele Kérper mit der Diskriminante d, so kann
ihr Grad nicht beliebig hoch sein, da

1 (me\™" .
am\a) ¢ "=

sein mufs. Es kommen also nur endlich viele Grade in Frage, woraus nach
Satz 6 die Behauptung folgt.
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Fiir Relativkorper gilt Satz 5 nicht mehr. Wegen 1.) Satz 6 (S. 14*) folgt
aber aus unserm Satz 6 unmittelbar das Analogon:

Satz 8. Zu gegebenem Grundkorper und Relativgrad r gibt es nur endlich
viele Relativkorper gleicher Relativdiskriminante.

Besonders Satz 5 gestattet mannigfache Anwendungen, von denen wir auf
eine eingehen wollen.

Satz 9. Seien k; und ks zwei algebr. Korper der Grade n; und ns und der Dis-
kriminanten d; und ds. Ihre Basen seien wy,...,w,, und wy,...,w,,. Ferner
seien die Diskriminanten di, ds relativ prim. Dann hat der aus ihnen kom-
ponierte Korper k3 = (k1, ko) den Grad nins, die Diskriminante d = dj*d5!

und die Basis:
( _) i:1,2,...,n1
WiWg ) 5 .
F E=1,2,... 19

76

Beweis. k3 hat den Relativgrad ny in Bezug auf k;, d.h. die Gleichung fiir
eine positive Zahl aus ko ist in k; irreduzibel. Denn in k; wird, wie aus der
Galoisschen Theorie bekannt ist, die gleiche Zerfillung hervorgerufen, wie im
Durchschnitt von k7 und ko.

(Satz iiber Adjunktion akzessorischer Irrationalitéiten, die [...] mehr erreicht, als
Adjunktion natiirlicher Irrationalitdten).

Dieser Durchschnitt von k; und ko ist Unterkorper von ky und ko, seine
Diskriminante ist also nach 1.) Satz 6 (S. 14%), ein Teiler von d; und ds,
also n. V. £1. Nach Satz 5 ist also dieser Durchschnitt der rationale Korper,
in dem die Gleichung fiir eine primitive Zahl aus ks irreduzibel ist. Also ist
sie auch in kp irreduzibel, d.h. ks vom Grade ny zu ki, also auch k3 vom
Relativgrad ny zu kq, d.h. k3 vom absoluten Grade n; - ns.

Die Relativdiskriminanten von ks zu k; und ko seien D; und D,. Dann
ist nach 1.) Satz 6 (S. 14™):

d = £d{*n(D;) = £dy'n(D>)
Da (dy,dy) = 1 ist also d mindestens durch dj?d5* teilbar, also

|d| 2 |dy*dy'|
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Nun nehmen wir das System von nins ganzen Zahlen unseres Satzes:
w;w,.. Die konjugierten erhalten wir, wenn wir unabhéngig w; und w, alle
konjugierten durchlaufen lassen: w§” )w,(;’). Das Diskriminantenquadrat dieses
Systems ist eine Determinante der Form des Satzes 9 aus 1.) (S. 16™). Sie
hat also den Wert:

7

i@ = (W @y ™) = dirdg # 0

Nun ist nach der elementaren Theorie der algebr. Zahlen das Diskriminan-
tenquadrat eines Systems von nins linear unabhingigen Zahlen, wie sie hier
vorliegen, eines Korpers vom Grade nins durch die Kérperdiskriminante teil-
bar und der Quotient eine ganze rationale Quadratzahl. Es ist also hier sicher
zunéchst

d] < |y dy|
also

d = +dy'dy?

und weiter das Vorzeichen positiv, da —1 Nichtquadrat, also, wie behauptet:
d=dydy?

und gleichzeitig unser System w;wy eine Korperbasis, da sein Diskriminan-
tenquadrat die Korperdiskriminante ist. Damit ist Satz 9 bewiesen.

Durch vollstandige Induktion lafst sich Satz 9 unmittelbar verallgemei-
nern:

Satz 10. Sind kq, ..., k; algebraische Korper der Grade ny,...,n; und den
Diskriminanten dy, ..., d;, die zu je zweien relativ prim sind. Dann hat der
aus den k, komponierte Kérper k = (ky,...,k;) den Grad n = (n; ...n;), die
Diskriminante

n n n

d=d"d? ... d"

)

Eine Basis von k erhélt man indem man die Basiszahlen der k, untereinander
auf alle moglichen Weisen multipliziert, so dafs aus jedem Korper genau eine
Basiszahl in jedem solchen Produkte auftritt.
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1.3 Die Einheiten, der Strahl und der allgemei-
ne Klassenbegriff

78

Es sei k ein algebraischer Korper,
dessen Zahlen mit , o, aq, ..., 3, ... bezeichnet werden mogen. Seine kon-
jugierten Korper, unter denen k selbst vorkommt, seien mit:

kl? SRR km; kr1+17 SRR k?‘1+7‘2; kr1+7”2+17 SRR k?”1+21”2
bezeichnet, wo r{ 4+ 2ry = n ist, und die r; ersten Korper reell, die ry weiteren
Paare k., und k. 1., 1, konjugiert komplex sind. (r; = 0; ro = 0).
Wir setzen: r =ry +1ry — 1.

Der Fall r = 0 erfordert entweder:
rm=1, ra=0 also n=1 (rat. Kérper)

oder:
r1=0; rg=1 also n=2 (imag. quadr. Korper)

Die zu « konjugierten Zahlen seien oV, ..., o™, Wir setzen ferner d,, = 1
oder 2, je nachdem k, reell oder imaginér ist. Dann ist gerade:

r+1 r1 ri+r2
ZdH221+ Z 2=1r1+2rs =n.
k=1 k=1 rk=r1+1

Jeder Zahl a aus k ordnen wir nun r + 1 Zahlen zu, die wir ,,das System
konjugierter Logarithmen’ nennen, namlich:

l(a) = d, log |a(“)|

Wir haben dann:

79

r+1

S tula) = log|N(a)
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unter log immer den (reellen) Hauptwert des Logarithmus verstanden. Denn
fir K < ry ist:
le(a) = log |a™|

fiir r < K < 79 aber
l.(a) = 2log |a™)| = log|a™| 4 log |a"+72)|.

Eine ganze Zahl ¢ ist dann u. nur dann eine Einheit, wenn N(g) = +1 ist.
Also haben wir:

Satz 1. Eine Zahl ¢ ist dann und nur dann eine Einheit, wenn

r—+1
Z&(E) =0
k=1

ist.

Satz 2. Es sei r > 0. Ferner 7y, s, ..., irgendwelche reelle nicht sdmtlich
verschwindende Zahlen. Dann gibt es in k eine Einheit ¢, fiir die

Z'ngl/(g) #0

ist.

Beweis. Man bestimme r feste reelle Zahlen A\, Ao, ..., A, irgendwie so, dafs

i dy A, =1
v=1

ist. (Da nicht alle =, verschwinden, und r > 0, ist dies stets moglich). ¢ sei
ein noch naher zu bestimmender Parameter.

80 ,

Wir setzen:
v; = eMit (i=1,2,...,7)

Auf diese Art sind vy, vs,...,Vp 41rp—1 bestimmt. Ein eventuelles v, 14
mit ¢ > 0 werde durch

Ur4ro+i = Ury+i
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erklart. Die restlichen Glieder OO

Ur41 = Upy4ry und Uri42ry = Up

werden einander gleich gesetzt und so gewahlt, dafs
vy .. v, = |V

ist, wo d die Korperdiskriminante bedeutet. Nun wollen wir 2.) Satz 4 (S. 68%)
anwenden, und zwar auf die Formen

Yi = wy)xl +oe wg)xn

indem wir ihnen die bestimmten v; zuordnen. Diese Formen, deren Deter-
minante den Absolutbetrag |v/d| hat und unsere Zahlen geniigen den Bedin-
gungen des Satzes 4 (S. 68™). Es gibt also ein ganzzahliges, nicht identisch
verschwindendes Wertsystem (z;), d.h. eine von Null verschiedene ganze Zahl
« in k, sodaf

| a(ﬁ)| < v,

wird. Durch Multiplikation folgt:

IN()| £ |V

Nun ist
|Oé(m)| _ |N(Oé)|
B |a(1)| ce |a("i—1)||a(fi+1)| ce |a(”)| ’
also wegen [N(a)| = 1:
81 |
|oz(“)\ > 1 > 1 Uk

] (ohne [a]) -~ [a™] = V1 ... g 105s1 -V V4]

Im Ganzen ist also:
Vg

V4|

Uk

< o] <

also:
log v, — log |Vd| < log || < log v,
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Fiir K = 1,2,...,r also nach Multiplikation mit d,., wenn noch § = log |v/d|

gesetzt wird

At — dofB < Lola) < dpAt

Jedenfalls ist also
Mﬁ(a) - dn)\nt| g dnﬁ é 25

Setzen wir also:

L(O‘> = Z ’y,,ﬁ,,(a)

so ist wegen > d, A, =1

v=1

L) =t = > w(b(a)—d\t), sodak
v=1

L@) =t = > ullb(@) —dAt] S28) |l =B
v=1

v=1

wo B eine feste von ¢ nicht abhéangige Zahl ist.

Wir haben dann:
t—B=sLla)=st+B

Die so bestimmte Zahl x ist natiirlich von ¢ abhéngig. Nun bestimmen wir

sie fiir die Parameterwerte ¢t = B, 38,58, ... und nennen die entstehenden
82 |
Zahlen oy, as, . ... Fir diese gilt
0 < Lim)<2B
2B £ L(w) £4B
4B £ L(a) £ 6B

Also sind die Zahlen «; wirklich lauter verschiedene Zahlen und es ist fiir

i # k sicher L(a;) # L(ay).

Andererseits gilt fiir jedes o

IN(a)| < V|



72 Manuskript I

Nun gibt es aber nur endlich viele Ideale, erst recht also Hauptideale,
deren Norm unterhalb einer festen Schranke liegt. Unter unseren unendlich
vielen «; gibt es also sicher zwei verschiedene «y, «,., welche das gleiche Haupt-
ideal erzeugen. Ihr Quotient S+ ist also eine Einheit € und es ist

L(c) = L(ﬂ) = L(a;) — L(aw) 20, da L(ay) # L(aw)

Unser Beweis ist damit erbracht. Unmittelbar folgt:

Satz 3. Ist r > 0, so enthélt der Kérper unendlich viele von Einheitswurzeln
verschiedene Einheiten.

Beweis. Sei ¢ eine Einheit, fiir die L(g) # 0 ist. Wegen L(¢%) = aL(¢) ist auch
L(g%) # 0. Fiir a # b ist ferner L(e?) — L(%) = (a — b)L(g) # 0, sodak £* und

b verschieden sind. In €, €2, ... haben wir also unendlich viele verschiedene
Einheiten, was nicht moglich wére, wenn eine von ihnen Einheitswurzel
83 |

Satz 4. Damit eine Einheit ¢ eine Einheitswurzel ist, ist notwendig und
hinreichend, daf [¢*®)| = 1 fiir alle konjugierten.

Beweis. Der erste Teil ist selbstverstindlich. Ist andrerseits [¢*)| = 1, so ist
auch [¢®)“| =1 fiir jedes a. Nach dem Hilfssatz 1 (S. 70%) miissen also zwei
der Potenzen identisch sein, etwa * und *™*. Daraus folgt aber £ = 1.

Satz 4 lehrt in Verbindung mit dem eben benutzten Hilfssatz 1:

Satz 5. In jedem algebraischen Korper gibt es nur endlich viele Einheitswur-
zeln, deren Anzahl mit w bezeichnet werde.

Wir betrachten nun zunéchst den einfachen Fall:
1.)r=0.

Nach S. 78> ist dann k entweder der rationale Korper mit den einzigen
Einheiten +1, also w = 2, oder ein imagindr quadratischer Korper. Fiir
letzteren gilt:

Satz 6. Im imagindr quadratischen Koper gibt es nur die Einheiten =41,
sodals w = 2 ist, mit Ausnahme von

a.) k(v/—1) mit den Einheiten £1, +i, also w = 4
b.) k(v—=3) I I +1,£1,+1V/3, alsow =6
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Ein imaginédr quadratischer Korper hat also lediglich Einheitswurzeln zu Ein-
heiten.

84 |

Beweis. Jede Einheit € muf einer quadratischen Gleichung:
22— (e+e)x+e’ =0
geniigen. Da ¢ und ¢’ konjugiert komplex sind, ist
el = I€'],
ferner
N(e) = e’ = +1,

also
lee’| = €% =1

d.h. || =g =1
Daher ist nach Satz 4 ¢ Einheitswurzel. Ferner ist
le+&'| S el + €] =2
Es kommen also nur die Gleichungen in Frage:
2?+1=0; 22+2+1=0; 22+2x4+1=0.

Die Gleichungen 2242z —1 = 0 fallen weg, da ihre Wurzeln OO0 14+/2 und
—14+/2 sind, also nicht in einem imag. quadr. Korper enthalten. z24+2z41 =
0 liefert die trivialen Einheiten +1. 22 & 1 = 0 liefert &1 und =i.

22+ 2+ 1 =0 liefert & (—% + %\/5)7 22+ 2 — 1 = 0 liefert wieder die nicht
in Frage kommenden Werte + (—% + %\/5) Damit ist alles bewiesen.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall
2.)r>0.

Satz 7. Im Falle r > 0 gibt es ein System von r Einheiten, die Grundeinheiten
des Korpers, sodaft der Ausdruck
al .ag a

0ET €S ... e
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alle Einheiten des Korpers und jede nur einmal darstellt, wenn p alle w Ein-
heitswurzeln des Korpers und die a; alle ganzen pos. u. neg. Zahlen durch-
laufen.

85 |
Beweis. In Satz 2 wahlen wir:

1')71:1’72:73:‘..:71”:0
Dann resultiert nach Satz 2 eine Einheit 7, fiir die £,(m) # 0.
2) 71 :_62(771%72:61(771)7,}/3::/YT’:O

Dann ist wegen 1.) 75 # 0 und es resultiert eine Einheit 7y, fiir die

—La ()l (n2) + L1(m1)la(n2) # 0, d.h.

Ci(m)  La(m)
Ci(n2)  La(n2) 70

3.) Es sei allgemein fir v < r: ny,m2,...,m, so bestimmt, daf

Gi(m) - Ly(m)
61(771/) El/(nu)

Durch passende Wahl von 1,79, ..., 7,41 als Unterdeterminanten der Matrix

Clm) - b(m) Loga(m)

61(771/) gu(nv) fu+1(77u)

und 7,49 = --- = 7, = 0 erhilt man nach Satz 2 eine Einheit 7, , sodaft

()| #0; (i,k=1,2,...,v+1),

£0.

also schlieflich ein System von r Einheiten ny, ..., n,,
86

sodals
[C(m)| #0; (i,k=1,2,...,7)

Dann lafst sich, wenn H irgendeine Einheit aus £ ist, das System der r Glei-
chungen mit den r» Unbekannten &,

e(H) =Y &b
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eindeutig 16sen. Wir setzen
gu =m,+7,

wo m,, die grofte ganze Zahl < &, ist, ferner

CI'{ - Z TVEH(TIV)'
v=1

Dann ist

|G| = Z 7] - Mﬁ(nlzﬂ < Z Mﬁ(nV” =Sk,
v=1 v=1

also unterhalb einer von H unabhéngigen Schranke S,, also alle (,, unterhalb
einer von H und « unabhéngigen, nur von den festen 7; abhéngigen Schranke

S.

Ferner ist dann:

Co(H) =) myle(n) + s
v=1

Nun ist H
E=—+w
mone
ebenfalls eine Einheit. Fiir diese ist gerade
g,{(E) = Cx

also: ll.(E)] <S firk=1,2,...,r.
Da E eine Einheit ist, ist

> 1og [EM| =4 (E) + -+ + 11(E) = 0
v=1

Daraus ergibt sich fiir ¢,,1(E) die Abschétzung:
87 |

(B < D 1) < 7S,
v=1

Es gilt daher fiir alle Kk < r + 1:
|(.(E)| <rS.
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Da nun

|0.(E)| = |dilog [E™|| = |log [E™|| und

die konjugiert komplexen E®*) gleiche absolute Betriige haben, gilt fiir alle
kKSn

|log|E(“)|‘ <rS
oder |E®)| < erS

Nach dem Hilfssatz 1.) (S. 70%) stammt also E aus einem endlichen Werte-
vorrat. Es gibt also endlich viele Einheiten Eq, ..., Ey, sodafs jede beliebige
Einheit H mit ganzzahligen m,, in der Form

my

H=Emn"...n

darstellbar ist.

Sei Ex eine der N Einheiten Eq, ..., Ey . Die Potenzen 1, Eg, E%{, ... sind
wieder Einheiten. Denken wir uns diese in der eben angegebenen Form darge-
stellt, so mufs sicher bei der Darstellung zweier verschiedener dieser Potenzen
das gleiche E; auftreten. Thr Quotient ist dann eine von der nullten Potenz
verschiedene Potenz mit der Darstellung:

Jx Q1 qr
Ex =n"...0f

Ist 7 das kleinste gemeinsame Vielfache von ji, ja, ..., jn, so ist offenbar jede
beliebige Einheit H in der Form darstellbar

HJ :ni’l...nf’“

mit ganzz. b;. Demnach ist

le(H) = %;Mﬁ(m

88 ,

Insbesondere gibt es zu jedem v Einheiten, deren konj. Logarithmen von
der Form sind:

1 12
le(ey) = ;Z buli(n,), dajazB.n, selbst eine solche Einheit ist.
pn=1
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Es sei nun ¢, eine jener Einheiten, fiir die in dieser Darstellung:
1 v
le(e,) == Z byl ()
=

der Koeffizient b,, den kleinsten positiven Wert hat. Ist dann H, irgendeine
Einheit dieser Form:

1 14
le(H,) = = Z (M)
=

SO mufé_ a, durch b,, teilbar sein. Denn setzen wir a, = ¢b,, +7,* wo r, < b,,,
so ist H, = % eine Finheit mit der Darstellung
— 1
l(H,) = ; [erlu(m) + -+ coalu(nu—1) + 10lk(n)]

entgegen der Auswahl von ¢, wenn nicht r, = 0 ist.

Nun sei H eine beliebige Einheit, und
1 T
le(H) = = Zaugn(nu)
Y

Dann ist a, durch b,, teilbar: a, = b,, - ¢, und

it
ist eine Einheit mit der Darstellung
=
gn(Hl) == %ﬁn(m)
Ja
Dann ist @,_; durch b,_;,_; teilbar: a,_; = b,_1,-1 - ¢—1 und Hy = aq’"a%

T =r—1

eine Einheit, deren Darstellung nur bis ¢, (n,_2) reicht u.s.f. So gelangen wir
schliefslich zu einer Einheit

sodafy

Lundeutlich
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le(H;) =0

ist. Wegen ¢,,1(H,) = —¢;(H,) —--- = ¢,(H,) ist dann auch ¢, 1(H,) = 0 und
also
log|H7(f“)| =0, firk=1,2,...,n.

Daher ist |H,(n“)\ = 1 und nach Satz 4 ist H, eine Einheitswurzel p aus k. H
gestattet also die Darstellung:

— q1 q
H=pel'...er.

Da ¢ und die ¢; Einheiten aus k sind, ist auch umgekehrt jeder solche Aus-
druck eine Korpereinheit. Wir zeigen schliefslich die Eindeutigkeit. Gébe es
zwei verschiedene Darstellungen fiir H, so gébe es durch Division eine nicht
identische Darstellung der 1:

vr
T

1=pet...¢

wo nicht gleichzeitig alle v4,...,v, = 0 und also o = 1 ist. Durch Logarith-
mierung wiirden folgen:
0= Z l/ig,{ (81)
i=1

Hieraus folgt aber sofort, dafs alle ; = 0, und daher ¢ = 1 sein miissen, wenn
noch gezeigt wird, dafs die Determinante

10(e)|; (,k=1,2,...,71)

nicht verschwindet.

Nun lassen sich die friitheren 7 sicher in der Form darstellen:

— as1 as
775—@551 ...Err

also
.

le(ns) = Zasu&i(eu)

p=1
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Daraus folgt fiir die Determinanten

|65 ()] = lasul - |€s(e,0)]

und daraus folgt wegen |/, (ns)| # 0 auch ¢.(e,)| # 0, w.z.b.w.
90 |
Satz 8. Die von Null verschiedene r gliedrige Determinante

[ (e3)]

ist bis aufs Vorzeichen unabhéngig von der Wahl der Grundeinheiten ¢; und
der Reihenfolge der konjugierten Korper, soweit sie noch wahlfrei ist.

Beweis. Ist g; ein anderes System von Grundeinheiten (charakterisiert durch
die Darstellungseigenschaft von Satz 7), so miissen sich sowohl die &; durch
die ¢;, als auch die ¢; durch die g; in der Form von Satz 7 darstellen lassen.
Wie vorhin erhalten wir daraus:

6B = ais| - [€u(ei)]
[le(e)l = |binl - [€x(E:)]

wo (a;;) und (b;;) ganzzahlige r-reihige Matrizen sind. Also ist wegen
|0..(g5)] # 0 auch |€.(2;)| # 0 und also

|@ir - [bi| =1
also:
la;.| = +1
also

“@(@')H = HK,Q(Q)H (Betrag!).

Werden ferner die ersten r Korper permutiert oder durch ihre konjugiert
komplexen ersetzt, so dndert sich die Determinante nur im Vorzeichen, da
hochstens ihre Kolonnen vertauscht werden und die ¢, (g;) nur von den Be-
tragen der e; abhéngen. Wird ferner der Korper k, durch k,,; ersetzt, so
entsteht ebenfalls derselbe absolute Betrag der Determinante. Denn es gilt

Al =+l + -+ 1)
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sodafs also diese Ersetzung bis aufs Vorzeichen durch Addition der Kolonnen
1,0y, ... L._1 zu £, erreicht wird. Damit ist alles bewiesen.

91 |

Definition 1. Der absolute Betrag der reellen Determinante |, (g;)| * eines
Systems von Grundeinheiten des Korpers, der nach dem vorigen nur vom
Korper abhéngt, heifst der Regulator R des Korpers.

Dieser Regulator R ist ein Maf fiir die ,Dichtigkeit“ der Einheiten: Je
grofer R, umso weniger unter allen Korperzahlen sind Einheiten, sodafs
% = Dichtigkeit der Einheiten im Korper gedeutet werden kann. Man er-
kennt dies zunédchst deutlich am Beispiel des reellen quadratischen Korpers

(r =1; w = 2), wo jede Einheit H sich darstellen 1&ft:
H= £

Der Regulator ist: R = |logle]|

Je grofer R umso grofer ist (falls |e| > 1 genommen wird, was zuléssig,
da auch 1 Grundeinheit) |e|, umso weniger dicht liegen also die Potenzen von
¢ in der reellen Achse verteilt.

([

Im allgemeinen Falle deuten wir die ¢, (¢) als Koordinaten im r dimensio-
nalen Raum. Dann bestimmen die » Grundeinheiten ¢4, . . . , &, vermoge dieser
r Systeme von je r Koordinaten ein Gitter im Raum, dessen Gitterpunkte
die Einheiten reprasentieren. Jedem Gitterpunkte entsprechen dann genau
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w Korpereinheiten. Der Inhalt der Grundgittermasche wird offenbar gerade
R. Es ist also %, genauer % ein Mak fiir die Dichtigkeit der Gitterpunkte und
als solches als Mafs fiir die Dichtigkeit den Einheiten im Korper anzusprechen.
Die Groke ¢ wird uns spéter noch ofter begegnen.

Bei passender Integration bleiben unsere Ergebnisse auch fiir r = 0 rich-
tig. Hier ist R = 1 zu setzen, die Grundeinheiten sind als sdmtlich zu 1
geworden vorzustellen.

2undeutlich
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Wir haben jetzt die Rechenregeln fiir Kongruenzen auf gebrochene Zahlen
auszudehnen.

Definition 2. Sei m ein beliebiges Ideal (ganz). Zwei ganze oder gebrochene
Zahlen des Korpers heifsen kongruent mod m:

a = modm,

wenn « — (3, als reduzierter Bruch $ geschrieben, m im Zahler enthélt.

Es wird sich dann sicher eine ganze zu m prime Zahl v bestimmen lassen,
sodaf (o — B)v eine ganze, durch m teilbare Zahl ist; denn man kann 9y so
wihlen, daf 90; = (v) Hauptideal und 9; zu m prim ist. Dann ist auch v zu
m prim und

(u(a — ﬁ)) = CD1
ganz und durch m teilbar. Ist dies umgekehrt fiir ein
93 |

v erfiillt, also v(a — 3) ganz und durch m teilbar, so setze man

(via—B)) =0, (0 durch m teilbar)

[
(a—@)—m

und da sich der Faktor m im Z&hler nach Annahme nicht gegen (v) wegheben
kann, ist

a—f= < ; (reduziert, ¢ durch m teilbar).
0

Offenbar gilt:

Satz 9. Zwei ganze Zahlen des Korpers sind dann und nur dann in diesem
erweiterten Sinne kongruent mod m, wenn sie es im alten Sinne sind. Die
neue Kongruenz ist transitiv. Aus a = # mod m; v = § mod m folgt

a+ (G =v+0modm.

Bewelis.

a.) Sind «, 8 ganz und (o — ) = 5 (¢ durch m teilbar), so muf, wenn der
Bruch reduziert ist, ® = 1 sein, soda (o — ) = (y) wo v durch m
teilbar.
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b.) Sind o, # ganz und o — 3 = v wo 7 durch m teilbar, so ist (a — ) = {
wo ¢ durch m teilbar.

c.) Ista—p = ;—11; 06— =250 ¢, ¢y durch m teilbar JOIC] und vy, vy

03?7
durch 01, 05 teilbare, zu m prime Hauptideale

(1) = 01075 (1r2) = 0205
SO ist
v(a—P0)=ad] =0; (f—7) =0, =70
also

V1V2(§IJL - ’Y) = 101 — 1102

01 — 110
W —y = V201 T V102 wo der Zahler durch m teilbar,

)
Vv )
172 der Nenner nicht.

04 |

d.) Ist vlo = 5)) f le } 01, 02 durch m teilbar, so ist
= 02

nel(a£7) = (B+0)] = vim(a—B8) £ (v = )] = o1 £ 10
woraus wie unter c.) die Behauptung folgt.

Satz 9 zeigt, dals der Begriff der Restklasse vollstindig erhalten bleibt
und die Restklassen der ganzen Zahlen beibehalten werden. Wir zeigen jetzt,
daf zu diesen Restklassen der ganzen Zahlen auch bei der Zulassung gebro-
chener Zahlen jedenfalls keine zu m primen neuen hinzukommen, und dafs
die Gruppe der zu m primen Restklassen genau die gleiche bleibt:

Definition 3. Eine Zahl des Korpers heifst prim zu m, wenn in ihrer Dar-
stellung als reduzierter Idealbruch, m weder im Z&hler noch im Nenner vor-
kommt. Ebendasselbe soll fiir zu m prime Ideale gelten.

Wieder erkennt man:

Satz 10. Fiir ganze Zahlen und Ideale stimmt der neue Begriff mit dem al-
ten iiberein. Produkt und Quotient von zu m primen Idealen und Zahlen ist
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wieder prim zu m.

Satz 11. Ist a prim zu m, so gibt es ein ganzes zu m primes v, sodals va
ganz, prim zu m und
va=a modm

ist.
Beweis. Sei a = §, wo a und b zu m prim sind.
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Ist (bc) < (8) Hauptideal (¢ prim zu m), so bestimme man v aus den
Kongruenzen:

v = 0Omod

vy = lmodm

was wegen (3, m) = 1 stets moglich. Dann ist

v=pp
und prim zu m; wir haben dann
ac  acf
=— = b . acl =va
15} v

also acf’ ein zu m primes Hauptideal . So wird:
va =1y
eine ganze zu m prime Zahl. Wegen v = 1 mod m ist

v mod m

«

also a = vamodm

Satz 12 Ist o prim zu m und o =  mod m, so ist auch § prim zu m.

Beweis. Sind v, v Zahlen, sodafs v(a — (3) eine ganze durch m teilbare Zahl,
via = amod m im Sinne von Satz 11 ist. Dann ist auch v1v(a — ) eine
ganze, durch m teilbare Zahl, und da v,va ganz ist, auch v1v3. Ferner ist

nra = vl modm
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Da die Behauptung fiir ganze Zahlen richtig ist, ist auch v1v8 prim zu m,
also auch (.

Damit ist gezeigt, dak der Begriff der primen Restklasse erhalten bleibt.
Da ferner nach Satz 11 jede zu m prime Zahl einer ganzen Zahl kongruent
ist,

96 ,
die ebenfalls zu m prim ist, bleibt nach Satz 9 und 10 auch die Anzahl der
zu m primen Restklassen die gleiche: ¢(m), und ebenso die Einteilung der
ganzen, zu m primen Zahlen die gleiche.

Satz 13. Sind «a, 3,7, zu m prim. Dann folgt aus

a = [ modm
v =0 modm

ay = (66 mod m;

Es bleibt also die ganze Gruppe der zu m primen Restklassen dieselbe. IThr
Grad ist ¢(m), ihr Einheitselement die Klasse 1 mod m. Es gilt der Fermat-
sche Satz

a®™ =1 mod m.

Beweis. Seien vi(a — ) = o1 und va(y — 6) = g2 durch m teilbare ganze
Zahlen (v, vo prim zu m). v3 und v4 seien zu m prim und vso, v46 ganz. Dann
ist

navsvy(ary — B) = vivavsv|a(y — 0) + 6(a — ()]
= VU340 02 + Vol3140 01
Dies ist eine ganze durch m teilbare Zahl, also
ay =46 mod m.
Sei dann v prim zu m und
v(ay —36) = o
ganz durch m teilbar, v/ prim zu m, sodaf ,’;—; ganz ist. Dann folgt

/

(o B _ V. _an Y
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ganz und durch m teilbar, also

e = g mod m, w.z.b.w.
p
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Definition 4. Eine Menge von Koérperzahlen heifst ein Strahl, wenn in ihr
uneingeschrinkt und eindeutig Multiplikation und Division ausfithrbar ist.

Als Beispiel fithren wir etwa die Einheiten an.

Nun sei g eine Untergruppe der Gruppe der primen Restklassen mod
m. Die Zahlen aus g bilden dann offenbar einen Strahl. Ist oy, as, ..., a, ein
Représentantensystem der Restklassen von g, so gilt fiir jede Zahl des Strahls
eine Kongruenz o« = o; mod m. Als Gruppe enthélt g sicher die Klasse 1 mod
m, der Strahl also alle Zahlen = 1 mod m. Ist g die Gruppe der zu m primen
Restklassen selbst, so umfafkt der Strahl alle zu m primen Koérperzahlen.

Mit solchen aus Untergruppen der Gruppe der zu m primen Restklassen
entspringenden Strahlen sind noch nicht alle fiir uns in Betracht kommenden
Strahlen erschopft. Wir haben noch die ,,Signaturgruppen’ hinzuzuziehen.
Unter ,,Signatur” einer Zahl « aus k versteht man das System von r; Vorzei-
chen, das die zu « konjugierten in den r; reellen Koérpern aufweisen. Die 2™
moglichen Signaturen des Korpers bilden eine Abelsche Gruppe vom Grade
2™ vom Typus (2,2,...,2); (r; mal).

(Daf alle 2" Signaturen im Korper durch wirkliche Zahlen vertreten sind,
erkennt man so: Seien die r; reellen Basisformen

N = Wg)l'l + -+ Wizl)xn
Yri = wgrl)xl + ot Wr(zrl)xn
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Da ihre Matrix den Rang r; hat, kann man n—r; Unbestimmte x; beliebig
rational und die iibrigen r; zunéchst reell so wahlen, dafs ein bestimmtes
der y;, etwa y; negativ, alle anderen positiv werden. Durch geniigend kleine
Variation der z; in rationale Zahlwerte, bleiben die Vorzeichen der y; erhalten.
Damit ist die Existenz jeder Signatur, die nur ein —1 an bestimmter Stelle
hat gezeigt, und damit durch Komposition die Existenz jeder).

Wenn wir nun eine Untergruppe ¥ der Signaturgruppe nehmen, und aus
dem vorhin genannten, durch die Untergruppe g bestimmten Strahl nur die
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Zahlen herausgreifen, deren Signatur zu > gehort, so erhalten wir einen neuen
Strahl, dessen Zahlen aufer den vorhin genannten Kongruenzbedingungen
noch gewissen Vorzeichenbedingungen fiir die reellen konjugierten geniigen.

Wir zeigen zunachst, dak jede mogliche Signatur in den durch g defi-
nierten Strahl tatsdchlich vorkommt. Sei « irgendeine Korperzahl mit der
vorgeschriebenen Signatur, ferner m eine ganze positive Zahl so, dafs ma
ganz ist. Dann hat ma dieselbe Signatur wie «. Ist ferner o eine durch m
teilbare Zahl, so ist o? ebenfalls durch m teilbar und total positiv. ma? ist
also eine ganze, durch m teilbare Zahl mit der vorgeschriebenen Signatur.
Durch Multiplikation mit einer geeigneten ganzen, positiven rationalen Zahl
N kann man noch erreichen, daf® Nmao? beliebig hohe Betrige mit simtli-
chen konjugierten annimmt.
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Ist nun ¢ eine Zahl aus g, so ist auch & + Nmao? = £ mod m eine Zahl aus
g. Durch geniigend grofie Wahl von N > 0 erreicht man es, daR & + Nmao?
die vorgeschriebene Signatur erhélt.

Definition 5. Die Menge aller Zahlen des Korpers, die einer bestimmten
Untergruppe der Gruppe der zu dem Ideal m primen Restklassen mod m
angehoren, und deren Signaturen zu einer bestimmten Untergruppe der Si-
gnaturgruppe gehoren, bilden einen Strahl, genauer einen ,, Kongruenzstrahl
mod m'.

Da im Folgenden nur von Kongruenzstrahlen die Rede sein wird, bezeich-
nen wir diese auch kurz als ,,Strahlen” mod m.

Definition 6. Eine Einheit die in einem bestimmten Strahl vorkommt, heifst
kurz eine Strahleinheit.

Satz 14. Ist € eine Korpereinheit, S ein Strahl mod m, dann ist sicher £2¢(™)
Strahleinheit.

Beweis. Jede Signaturgruppe enthélt die Einheitssignaturgruppe, namlich
die Gruppe aller total positiven Zahlen = 1 mod m. Also enthélt jeder Strahl
sicher die Menge der total positiven Zahlen, die = 1 mod m sind. Als Einheit
ist ¢ sicher prim zu m, also e?™ = 1 mod m, £2*(™ = 1 mod m und total
positiv, aufserdem Einheit, also Strahleinheit.

100




Die Einheiten, der Strahl und der allgemeine Klassenbegriff 87

Ist €1,e9,...,¢6, ein System von Grundeinheiten fiir R, so gibt es in S
sicher Strahleinheiten der Form:

€i.

n; = 07t ... €5 (1=1,2,...,r)
Denn €?¢(m) ist eine solche. Sei nun 7; diejenige unter den Strahleinheiten
dieser Form, deren e; > 0 moglichst klein ist. Ist dann in S
H=gel. . e
eine Strahleinheit, so mufs offenbar h; durch e; teilbar sein, da man sonst eine
Strahleinheit mit kleinerem Exponenten von ¢; als e; finden kénnte. Daraus
ergibt sich in bekannter Weise:

Satz 15. Es gibt in S ein System von r Einheiten 1y, 7,,...,n,, sodal jede
Strahleinheit H sich eindeutig in der Form

H=on . (a; ganz)

darstellen 1aft, wo p eine Einheitswurzel des Strahles ist. Die Einheiten
M, -..,n heilen die Grundeinheiten des Strahls.

Ebenso zeigt man wie frither, daft der absolute Wert der reellen Determi-
nante |{,(n;)| eine von Null verschiedene, nur vom Strahl S abhéingige Zahl
Ry ist, die der Regulator des Strahls genannt wird. Da sich die 7; durch die
¢; mit ganzzahligen Exponenten ausdriicken lassen ist der Quotient % eine
positive, ganze Zahl.

Die w Einheitswurzeln des Korpers bilden eine Gruppe, ebenso die wg
Einheitswurzeln des Strahls; letztere ist also Untergruppe der ersteren, als
- ganz.
wg
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Wie alles dies im Falle r = 0 zu verstehen ist, ist klar.

Wir haben nun noch einen wichtigen Begriff einzufiihren, den des Finhei-
tenverbandes.

Definition 7. Sei ¢ eine beliebige, fest gewahlte Primzahl, E eine Strahlein-
heit. Dann heifit die Gesamtheit aller Einheiten EH¢, wo H alle Strahleinheiten
durchlauft, ein Einheitenverband nach ¢ des Strahls.

Satz 16. Zwei Einheitenverbénde E;H’ und E;H’ sind entweder ganz verschie-

den oder identisch, letzteres dann und nur dann, wenn E—; die /—te Potenz
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einer Strahleinheit ist.

Beweis. Sei (E;HY) = (E;HY); dann ist speziell:
EiH] = EoHj

also E—; = (E—f)e

Ist dies umgekehrt erfiillt, so folgt:

¢ Hy )
(E4H") = Eo [ —=H
H,
also die Identitét. Ist ferner auch nur ein Element gemeinsam:
EiH] = EoHj

so folgt wie oben die Identitét, w.z.b.w.

Damit also E; und E; dieselben Einheitenverbénde definieren, ist notwen-
dig und hinreichend, dafs, wenn

Ei=omit...n" Ex = 927711)1 s

ist, dann a; = b; mod ¢ und % die /~te Potenz einer
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Einheitswurzel des Strahls ist. Typisch fiir alle Einheitenverbénde sind also
die Einheiten

E=onl ..o

wo die a; je ein reelles Restsystem mod ¢ (etwa 0,1,...,¢ — 1) durchlaufen
und p alle jene Einheitswurzeln des Strahls, deren Quotient nicht die /—te
Potenz einer Einheitswurzel des Strahls ist.

Sind nun p; und g, zwei verschiedene solche Einheitswurzeln und enthielte
S keine primitive /-te Einheitswurzel, sodafs also die Grade m; und my von
01 und gy prim zu £ sind; dann kann

o0d

rimy + y1€ =1

oy + ol = 1 } gesetzt werden,
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und
o = o ™ = o
02 = o0y ™ = off
also

o _ (i)Z

02 N @"2’2
entgegen der Voraussetzung. Wenn also S keine primitive /~te Einheitswurzel
enthélt, ist nur o = 1 typisch fiir die Verbdnde und somit die Zahl der
Verbénde ¢". (Denn wiére auch nur eine von 1 verschiedene E.W. ¢ typisch, so

bildete diese mit 1 zusammen ein solches System o1, 0o dessen Unmoglichkeit
wir nachwiesen. 1 ist stets typisch, da alle 7, ..., n, Strahleinheiten sind.)

Wenn aber S eine primitive /-te E.W. enthélt und o eine primitive ¢*te
E.W. von méglichst hohem Exponenten ist, so léft sich jede E.W. p aus S
in der Form
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darstellen:
0=C¢0
wo 01 vom Grad my ist, und (my, ¢) = 1 ist. Da dann wie vorhin g, die (-te
Potenz einer E.W. aus S ist, brauchen fiir ¢ nur die Potenzen ¢* in Betracht
gezogen zu werden. ¢ ist dann und nur dann ¢~te Potenz einer Strahleinheit,
wenn i durch ¢ teilbar ist, ein Quotient % also dann und nur dann, wenn
1 = k mod ¢ ist. Wir haben also nur die Typen:

1,¢,¢%,... ¢ h

Satz 17. Die Anzahl der Einheitenverbande nach ¢ im Strahl S ist ¢ oder
"1 je nachdem S keine primitive /~te Einheitswurzel enthilt, oder eine
enthalt.

Multipliziert man alle Einheiten des Verbandes V = (EH’) mit allen aus
Vi = (E;HY), so erhilt man den Verband (EE;H), den wir das Produkt der
Verbdnde V' und V] nennen; analog der Quotient:

V'V, = (EEH")
1% E

- — [ =H*

= (27)

Daraus ergibt sich:
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Satz 18. Die Verbédnde der Einheiten in S bilden eine Abelsche Gruppe vom
Grade (" oder ¢"*!. Das Einheitselement bildet der Verband (H?) bestehend
aus allen /~ten Potenzen von Strahleinheiten. Ersichtlich ist der Gruppenex-
ponent
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eines jeden Elementes gleich ¢. Die Basisdarstellung der Gruppe hat also die
Form:

V o= V.. Ve

resp. V. = Vjoym.oL v

T

wo die a; von 0 bis £ — 1 laufen, und die Basiselemente etwa als:
Vo= (eH); Vi=(H); (i=1,2....r)
gewahlt werden konnen.

Um nun die Struktur aller Strahlen nach einem festen Modul m zu unter-
suchen, sei S ein solcher Strahl. Wir betrachten dann die Gesamtheit aller
zu m primen Zahlen und teilen sie in Komplexe ein, indem wir in ein— und
denselben Komplex alle und nur die Zahlen nehmen, deren Quotient zu S
gehort. Dak dies geht, sieht man so:

Ist % und g Zahl aus S, so ist auch % Zahl aus S. Gehort demnach  zum
Komplex von a und v zum Komplex von (3, so gehort auch v zum Komplex
von «. Es kann daher keine Zweideutigkeit in der Zuordnung entstehen.

Diese Einteilung moge zuerst fiir den Strahl Sy aller total positiven Zahlen
= 1 mod m geschehen. In einem Komplex kommen dann immer alle Zahlen ei-
ner bestimmten Restklasse gleicher Signatur. Nach dem Schluf auf S.98%> /99>
gibt es in jeder Restklasse mod m Zahlen aller moglichen Signaturen. Es zer-
féllt daher jede Restklasse
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in genau 2" Komplexe. Die Gesamtanzahl aller Komplexe ist somit N =
2" p(m). Seien Sy, S, ..., Sn_1 diese Komplexe. Ist nun S irgendein Strahl,
so enthélt er, wie gezeigt wurde, sicher Sy. Wenn also S eine Zahl «o; aus
S; enthalt, so enthélt S gleichzeitig den ganzen Komplex S;, denn es ist ja
S; = a;5p, und da a; und Sy zu S gehoren, gehort auch S; = ;S zu S. Nun
bilden unsere N Komplexe sicher eine Abelsche Gruppe, wenn die Multipli-
kation so definiert ist:

Si = a;S0; Sk = S
stk' = Oéi()ékSO.
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Es seien nun Sy, 51, ..., 9k _1 die in S liegenden Komplexe. Da S ein Strahl
ist, liegt auch S;Si in S, wenn S; und Sy in S liegen. Die Komplexe von S
bilden also eine Untergruppe der Gruppe aller N Komplexe.

Umgekehrt, fassen wir irgendeine Untergruppe der Gruppe aller N Kom-
plexe zu einem System S zusammen, so ist S der Gruppeneigenschaft wegen
ein Strahl, und da die einzelnen Komplexe nur durch Kongruenz— und Vor-
zeichenbedingungen entstehen, ein Kongruenzstrahl.

Wir erfahren also alle Strahlen nach m, wenn wir alle Untergruppen un-
serer Gruppe von N Komplexen aufsuchen. CICIC]

Diese Gruppe nennen wir die Komplexgruppe nach 5
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Die auf S. 104> definierte Zerlegung in Komplexe nach S ist dann nichts
anderes als die Zerlegung der Komplexgruppe Sy OO in Nebengruppen
nach S. Ist also K die Anzahl der Komplexe nach Sy aus denen S besteht,
so ist die Anzahl der Komplexe nach S gleich dem Index von S in Bezug auf
die Komplexgruppe nach Sy, also gleich 271 ¢(m) , also endlich. Jeder Komplex

K
nach S besteht dann aus gleich vielen Komplexen nach Sy. K ist Teiler von

2" ¢(m).
Alles dies gilt noch allgemeiner:

Seien S, SW, ..., S~ die Komplexe nach S. Sie bilden eine Abelsche Grup-
pe. Jede ihrer Untergruppen bildet wieder einen Kongruenzstrahl, und ihre
Nebengruppen sind die zugehdrigen Komplexe. Ist andererseits s ein Strahl
der ganz in S liegt, so besteht S aus einer gewissen Anzahl ny von Komplexen
nach s:

S:5+51—|—...+5n271
Jeder Komplex S zerfillt dann in ebenfalls ny, Komplexe nach s. Die Zahl
der Komplexe nach s ist dann nin,.

Mit Hilfe des Strahlbegriffs geben wir nun eine sehr weitgehende Verall-
gemeinerung des Klassenbegriffs.

Zu diesem Zweck betrachten wir die Gesamtheit aller zu m primen Ideale.
Definition 8. Ist .S ein Strahl nach dem Modul m, so heifien zwei zu m prime
(ganze oder gebrochene) Ideale a und b dquivalent, wenn ihr Quotient
107 |
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& gleich einem Hauptideal (a) gesetzt werden kann wo a Strahlzahl aus S
ist.

Auf Grund der Eigenschaften des Strahles S erkennt man unmittelbar,
daf die so definierte Aquivalenz transitiv ist, und daf ferner

aus a; ~ by
Qg v [12

fOlgt ajdy v [11 bz

a o b

as bo
Wir kénnen also alle zu m primen Ideale in Klassen untereinander dquivalen-
ter teilen und mit diesen Klassen eindeutig und unbeschréankt multiplizieren
und dividieren. Diese Klassen bilden eine Abelsche Gruppe, deren Endlichkeit
sich gleich zeigen wird. Wir nennen dies: Idealklassen nach S. Das Einheits-
element dieser Klassengruppe ist offenbar die Klasse aller Hauptideale, die
sich durch Zahlen aus S darstellen lassen, und soll ,, Hauptklasse” heifsen.

Unsere Definition umfafst offenbar [JULI die beiden in der elementaren
algebr. Zahlentheorie benutzten ,,Idealklassen im weiteren und engeren Sin-
ne’.

Die erste entsteht aus m = (1) und dem Strahl aller von Null verschiede-
nen Korperzahlen,

die zweite aus m = (1) und dem Strahl aller total positiven Korperzahlen.

Nun sei m beliebig. Als Strahl S; wihlen wir den Strahl aller zu m primer
Zahlen, d.h. den umfassendsten
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Strahl nach dem Modul m (alle primen Restklassen). Es sei R eine Idealklasse
im alten, gewohnlichen Sinn, b ein Ideal aus £7!. Wir wihlen ein zu m primes
Ideal a so, daf ab Hauptideal ist, dann gehort a zu K. Dies ist offenbar stets
moglich, denn ist b genau durch m” teilbar, so gibt es stets Korperzahlen ~
die genau durch m” teilbar sind. Dann ist a = { ein solches Ideal, wie wir es
verlangen. Damit ist gezeigt, dafs jede Idealklasse im alten Sinn zu m prime
Ideale enthélt.

Seien ay, as zwei zu m prime Ideale aus K. Dann ist ihr Quotient g—; auch
prim zu m. Sie sind also nach S; dquivalent. Dal umgekehrt zwei nach S;
dquivalente Ideale auch im , absoluten’ Sinne dquivalent sind, ist klar. Die
zu m primen Ideale einer absoluten Idealklasse K bilden also gerade eine
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Idealklasse nach S;. Ist h die absolute Klassenzahl, so gibt es mithin ebenfalls
h Klassen nach S; und die beiden Klassengruppen (nach S; und die absolute)
sind identisch. (Nur sind bei den Klassen nach S die durch m teilbaren Ideale
nicht mit zu den einzelnen Klassen zu rechnen, was jedoch fiir das Rechnen
mit Idealklassen ohne Bedeutung ist).

Sei jetzt S ein beliebiger Strahl nach dem Modul m. S, Sy, ..., Sx_1 seien
die Komplexe der zu m primen Zahlen nach S (die Nebengruppen der Zah-
lengruppe S in Bezug auf die Gruppe aller zu m primen Zahlen). Die Zahlen
aus diesen Komplexen erzeugen Hauptideale.
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Von diesen werden zunéchst alle Hauptideale eines Komplexes S; dquivalent,
da sie sich nur um Faktoren aus S unterscheiden. Dariiber hinaus werden aber
auch Hauptideale verschiedener Komplexe dquivalent sein kénnen. U]

Dazu geniigt es zu untersuchen, welche Komplexe solche Hauptideale ent-
halten, die zu den ,,Hauptidealen nach S“ dquivalent sind, d.h. selbst Haupt-
ideale nach S sind.

Wir beweisen:

1.) Enthélt ein Komplex S; ein Hauptideal nach S, so liefert der ganze
Komplex nur Hauptideale nach S

2.) Dies tritt dann und nur dann ein, wenn S; eine Einheit enthélt.

3.) Die Komplexe S,S5,..., 5,1, die aus Hauptidealen nach S bestehen
bilden eine Abelsche Gruppe, Untergruppe der Komplexgruppe nach S

4.) Alle und nur die Nebengruppen zu dieser durch 3.) definierten Unter-
gruppe im Bezug auf die ganze Komplexgruppe nach S liefern unter-
einander dquivalente (nach S) Ideale (absolute Hauptideale).

Beweis. 1.) 2.) Sei («;) ein Hauptideal (absolut) aus S;, das auch als Haupt-
ideal nach S geschrieben werden kann:

(as) = (a); (o aus S)

Dann ist g; = % Zahl aus S; und Einheit. Der ganze Komplex S; léfst sich
dann darstellen
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wo « alle Zahlen aus S durchlduft, alle Hauptideale (absolut) aus S; sind also
Hauptideale nach S. Damit ist 1.) u. 2.) gezeigt.

3.) Enthélt S; die Einheit ¢; und Sy die Einheit €, so enthalten:

S;S; die Einheit ;6
Si Ei

- Il I
S Ek
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Daraus folgt die Gruppeneigenschaft der Komplexe S; mit Einheiten. Thre
Anzahl ¢ ist ein Teiler von K.

4.) Ist (S) das System der ¢ Komplexe mit Einheiten und q = Kﬁl, so gibt
es K1 Komplexe OO0 S© = §; SM: ., S sodak das System (S) aller
K Komplexe sich darstellen lafst:

(S) = SO(S) + SW(S) 4 --- + SEI(S).

(Zerlegung nach Nebengruppen). Alle Komplexe einer dieser Nebengruppen
unterscheiden sich nur um Hauptideale nach S, da das System (.S) nur solche
liefert, und umgekehrt, wenn LI zwei Komplexe sich nur um Hauptideale
nach S unterscheiden, sind sie in derselben Nebengruppe (charakteristische

Eigenschaft der Nebengruppen).
Damit ist 3.) u. 4.) ebenfalls bewiesen. Es ergibt sich daraus unmittelbar:

Die zu m primen absoluten Hauptideale zerfallen nach S in K; = %
Klassen: o B
Ro=Ro+ K1+ + Ry,

die eben genau den Nebengruppen in 4.) entsprechen.

Ist nun R eine absolute Idealklasse, so enthilt sie sicher eine Klasse & nach
S. Sie enthilt dann gleichzeitig auch jedes R8&;; (i = 0,1,...,K; — 1) und
besteht nur aus diesen K; Klassen nach S, da ja jedes als Idealquotient bei
der Aquivalenz auftretende absolute Hauptideal in eine und nur eine dieser
K, Klassen féllt. Also zerféllt jede absolute Klasse in K nach S:

RA=RR+RA+ -+ RAk 1

Die Klassenzahl hg nach S ist also: hg = K1h und



Die Einheiten, der Strahl und der allgemeine Klassenbegriff 95

111

somit endlich.

Diese Satze gelten wieder allgemeiner. Seien S und s zwei Strahlen und
s in S enthalten. Es gelte die Zerlegung in Komplexe:

S=s+s1+ -+ 51

In s,s1,...,5,-1 mogen Einheiten vorkommen. Dann ist der Gruppeneigen-
schaft wegen p ein Teiler von K, Kk = pk; und je p unserer Komplexe erzeugen
immer untereinander dquivalente Ideale (Hauptideale) nach s.

Die Hauptklasse £ nach S zerfillt also in genau s, Klassen nach s:
Ro=b+8 + - +E, .
Ebenso zerfillt jede andere Klasse
Ry = b8+ B8+ BE, g,
sodals fiir die Klassenzahlen folgt:
hs = hgk .

Die Faktoren K; = % bezw. k1 = £ haben eine einfache Bedeutung.
Es ist ja jeder Strahl eine unendliche Abelsche Gruppe, deren Elemente die
Zahlen des Strahles sind. Ein in ihm enthaltener Strahl ist eine Untergruppe
und die Zerlegung in Komplexe die Zerlegung in Nebengruppen. Es ist also

K=(5:5)

wo 57 den Strahl aller zu m primen Zahlen und das Symbol den Gruppenindex
bedeutet, ebenso

Sei ferner E die Gruppe aller Einheiten in k, Fg die Gruppe aller Ein-
heiten in S. Die in den Komplexen S,S5i,...,S,-1 enthaltenen Einheiten
sind nichts anderes als die Nebengruppen von F nach Fg, ebenso die in
5,81,...,5,—1 vorkommenden Einheiten die Nebengruppen von Eg nach Ej,
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wie man sich leicht nach Definition der Nebengruppen klar macht.

Satz 19. Jede absolute Idealklasse zerféllt, (von den durch m teilbaren Idea-
len abgesehen), in gleich viel Idealklassen nach S, namlich in ( é:z)s) Ideal-
klassen nach S, wo S; die Gruppe aller zu m primen Zahlen, Fg, und Eg
die Gruppen der Einheiten in & (d.h. in S7) und in S bezeichnen und das
Symbol (P : @) den Untergruppen—Index bedeutet. Daraus ergibt sich als
Klassenzahl nach S:

(Sl . S)
(ESI : ES)
wo hg, = h die absolute Klassenzahl ist.

hs = - hs,

Ebenso gilt fiir die Klasenzahlen nach einem Strahl S und einem ganz in
ihm enthaltenen Strahl s, dak jede Klasse nach S in genau i éjSE)s) Klassen
nach s zerfallt, und also

(S:s)

he = e
(ES . Es)

- hg

1st.

Nun geben wir noch eine weitere kleine Verallgemeinerung des Idealklas-
senbegriffs.
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Definition 9. Jede Untergruppe H der Gruppe Gy aller Idealklassen nach S
heifst eine Klassengruppe. Ist

Gs=H+H +-- + H

die Zerlegung von GGg nach H, so fassen wir alle Klassen einer Nebengruppe
H; in eine Klasse in weitestem Sinne zusammen. Die Gruppe H spielt dann
die Rolle der Hauptklasse.

Ist R irgendeine Klasse nach S, so wird also der ganze Komplex KH als Klasse
in weitestem Sinne betrachtet. Die Klassenzahl ist gleich dem Index j4 von
H nach der Gruppe aller Idealklassen nach S. Ist also g der Grad von H, so
ist die Klassenzahl:
. hs

JH = —

g

Gehen wir von S zu einem in S enthaltenen Strahl s {iber, so zerfallt jede
Klasse nach S in gleich viel, etwa d Klassen nach s. Der Grad g von H erhéht
sich also auf das d—fache:

g = gd,
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ebenso auch die Klassenzahl hg: (Satz 19):
hs =hg-d

Die Klassenzahl jy in weitestem Sinne bleibt also dieselbe. Ebenso bleibt
auch die Klasseneinteilung selbst erhalten. In der Tat ist ja

R==0+86 + - +88,_,
wenn
Ro=8+& +---+81
Die Zerfillung der Hauptklasse nach S beim Ubergang zu s ist.
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Da nun H urspriinglich aus den K definiert war, ist

¢H=H (da ¢; zur Hauptklasse £ gehort)
also AH = ¢H = t¢,H

sodak also die Nebengruppen von H, die mittels der K gebildet werden, immer
mit je d Nebengruppen, die aus den k gebildet sind, identisch sind. (— Die-
ses System von einer bezw. d Nebengruppen bildet dann unsere allgemeinste
Klasse.)

Dieser weiteste Klassenbegriff ist also unabhéngig davon, ob wir vom
Strahle S zu einem in S enthaltenen Strahl s iibergehen.

(Die vorher ausfiihrlich behandelte Klasseneinteilung erhélt man aus die-
ser allgemeinsten, wenn man fiir die Untergruppe H die Hauptklasse K allein
nimmt).

Wegen der eben gezeigten Unabhéngigkeit vom Strahl erhdlt man auf
jeden Fall alle moglichen Klasseneinteilungen, wenn man als Strahl Sy den
Strahl aller total positiven Zahlen = 1 mod m nimmt, der in allen Strahlen
enthalten ist, und alle Untergruppen der Klassengruppe nach Sy bestimmt.

Andererseits braucht man nicht bei jeder Klasseneinteilung bis zu diesem
Strahl hinabzusteigen. Dies gilt insbesondere fiir die Klasseneinteilungen un-
gerader Klassenzahl. In der Tat, seien die Idealklassen nach Sy bestimmt, H
eine Klassengruppe von ungeradem Index, K, die Hauptklasse der Klassen-
einteilung nach dem Strahl Sy der Zahlen = 1 mod m,

Ro=t+&+-- -+,
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die Zerlegung von £y nach Sy. Dann ist € = g, da
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alle Klassen aus Ky nur absolute Hauptideale = 1 mod m enthalten, deren
Quadrate total positiv = 1 mod m sind. Wére nun &; nicht in H enthalten,
so wire £;H = H; eine von H verschiedene Klasse nach Sy und H? = H. Der
Grad der Gruppe der Nebengruppen H;, d.h. der Index von H, CIOIC] wére
also entgegen der Voraussetzung gerade. Also muft H alle in Ky vorkommen-
den Klassen ¢; enthalten. K ist also Untergruppe von H. Zerlegen wir nun H
in Nebengruppen nach der Untergruppe Ko, so sehen wir, dak H als Klassen-
gruppe nach Sy erkliart werden kann, OO (da eben H dann ein Aggregat
von lauter Idealklassen nach Sy wird).

Man erhdlt also alle Klasseneinteidungen mit ungerader Klassenzahl,
wenn man die simtlichen Klassengruppen nach dem Strahl S aller Zahlen
= 1 mod m bildet.

Sei nun a ein zu m primes Ideal. Dann gibt es in einem beliebigen Strahl
S nach m eine durch r teilbare ganze Zahl a, sodals ¢ prim zu einem belie-
big gegebenen Ideal b ausfillt. Es seien namlich qq, g, ... die verschiedenen
Primideale von b, welche nicht in m aufgehen; dann gibt es eine durch a teil-
bare Zahl g, sodal <2 durch kein g; teilbar ist. Nun bestimme man « aus
den Kongruenzen

a=qymod [...Jgq192...; a=1modm

und wihle noch « total positiv (S. 98%/99%). Dann ist « sicher Strahlzahl
und < prim zu m und qq . .. also prim zu b.
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Nun sei « eine durch a teilbare Strahlzahl und ( eine durch a teilbare
Strahlzahl, sodafs % prim zu ¢ ist. Dann ist a = (a, 3), also:

Satz 20. Jedes zu m prime Ideal kann als grofiter gemeinsamer Teiler zweier
Zahlen eines beliebigen Strahls mod m dargestellt werden.

Ist a irgend ein Ideal der Klasse 87! nach S, b ein vorgegebenes Ideal. In
S gibt es dann eine durch a teilbare Zahl «, sodak < = ¢ prim zu b wird. ¢
ist demnach Ideal aus K, prim zu b. Also:

Satz 21. In jeder Idealklasse nach S gibt es Ideale, welche prim zu einem
beliebig gegebenen Ideal b sind.
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Wenn wir daher in den Idealklassen nach S nur die zu b primen Ideale
beibehalten, dndert sich die Klassenzahl und Struktur der Klassengruppe
nicht. Daher werden wir zwei Idealklassen als nicht wesentlich verschieden
ansehen, wenn die eine aus der anderen dadurch entsteht, daf man die zu
einem gegebenen Ideal b primen Ideale allein betrachtet. Das Gleiche soll fiir
die Klassengruppen gelten. Allgemein setzen wir fest:

Definition 10. H; und H, seien zwei Klassengruppen nach den Moduln my
und msy. Hy und Hy werden als nicht wesentlich verschieden betrachtet, wenn
H, alle zu m; primen Ideale aus Hy und H, alle zu my primen Ideale aus H;
enthalt.
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Zur Rechtfertigung dieser Definition miissen wir nachweisen:

1.) Sind Hy und Hj, sowie Hy und Hj gleichbedeutend, so sind es auch H;
und Hs

2.) Struktur und Grad der Idealklassengruppe nach H; und Hj ist dieselbe.

Beweis. (Es bezeichnet allgemein S((]i) den Strahl mod m; aller tot. pos.
Zahlen = 1 mod m;)

1.) Hy enthélt alle zu my primen Ideale aus Hz und H; alle zu m; primen
Ideale aus Hs. Also enthéalt Hy alle zu m;my primen Ideale aus Hs. In jeder

Idealklasse O] nach dem Strahl Sé[' D von Hj liegen nun zu mym, prime
Ideale, ebenso in H; (Satz 21). Ist nun a ein nur zu m; primes Ideal aus Hj
und ist es etwa teilbar durch den zu my; und ms primen Teiler ¢ von msy, so
sei R die Klasse nach dem Strahl S(()l’?’) mod mymg, der ¢ angehort, und in ihr
0 ein zu mymyomgy primes Ideal. Dann ist % ein Ideal der Hauptklasse nach
S(()[' -] ), also ein Ideal aus Hs, sodaf a - % auch zu Hs gehort, aber zu mymsy

prim ist, also in H; liegt. % ist ferner Ideal der Hauptklasse nach Sél), liegt

also auch in H;.

Ood

Also liegt auch a in H;. Umgekehrt zeigt man, daf jedes zu mr ] prime
Ideal aus H; in Hj liegt.

2.) Sei Hgi) irgend eine Klasse nach H;. In ihr gibt es sicher ein zu m;msy

primes Ideal a;. Dann ist H§") = a;H;. Der Klasse HY) ordnen wir nun die
Klasse H(;) = a;Hy nach Hs
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zu. Dies ist moglich, da as prim zu my ist. Aus a;Hy = a;H; wiirde folgen,

dak 2t in H, also da es prim zu m, ist, auch in H; liegt. Es wiren also auch
J

Hgi) = ng ). Da nun umgekehrt auch von Hy ausgegangen werden kann und
vollstéandige Symmetrie besteht, sind also die Klassenzahlen in beiden Féllen

dieselben und jeder Klasse Hgi) ist eine Klasse Hgi) zugeordnet. Aus

a;Hp Hé“ = a;Hy
HY = aH, ; HY = a;H,

T

=S
&
|

folgt:  HYHY = a,a;H; = a,a;Hz = HY'HY

Daraus folgt leicht die Isomorphie beider Klasseneinteilungen.
Die aufgestellte Zuordnung HY) — Hg) ist noch derart, dak dabei HY’ alle
zum; primen Ideale aus HY und HY” alle zu my primen Ideale aus H!” enthilt.

Es sei nun H eine Klassengruppe, die im Sinne der Definition 10 sowohl
nach m; als auch nach my erklart ist. Der grofste gemeinsame Teiler von my
und m, sei m. Sy sei der Strahl aller total positiven Zahlen = 1 mod m, S, der
Strahl bestehend aus den zu mymy primen Zahlen von Sy. Es sei «y irgendeine
Zahl aus Sy, also = 1 mod m, total positiv, prim zu m;m,. Wir bestimmen
nun « aus den Kongruenzen

a = ap mod my

a =1 modmy,

die wegen ap = 1 mod (my, my) zu keinem Widerspruch fithren, und diirfen
« total positiv annehmen (S. 98%/99%). « ist dann sicher prim zu m;, ms.
Wegen o = 1 mod my und total positiv, ist « sicher Zahl aus H. Da nun H
auch nach my erklarbar ist und also mit einer Zahl sicher
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jede mod m; kongruente gleicher Signatur in H liegt, (da der Quotient dann
total positiv = 1 mod my ist), D00 liegt «p in H, also da g eine beliebige
Zahl aus Sy war, der ganze Strahl S|.

Werden nun von den Idealklassen nach Sy nur jene beibehalten, welche
Ideale aus H enthalten, so bilden diese eine Klassengruppe H; nach Sy mod
m. Sei a ein zu m; primes Ideal aus H; und b ein nach Definition von H; in
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derselben Klasse nach Sy vorkommendes Ideal aus H. Dann ist § Ideal der
Hauptklasse nach Sy, also Ideal aus Sj.

Auferdem ist § prim zu m;. Sollte es mit my den zu m; (und m) primen
Faktor ¢ enthalten, so sei 0 ein zu m;my primes Ideal derselben Klasse. Dann
ist ¢ % sicher Zahl aus Sy, also Ideal aus H. 5 ist prim zu m; und Zahl aus Sp.
Da man sich diese Operation im engeren Klassenbereich nach m; ausgefiihrt
denken kann, darf 9 noch so gewéhlt werden, dak ¢ der Hauptklasse in H
nach m; angehort. Also ist ¢ und somit auch a (da ja b zu H gehért) in H
enthalten. Andererseits ist nach Definition von H; jedes Ideal aus H in H;
enthalten. Es ist also im Sinne unserer Definition 10 H; nicht wesentlich von
H verschieden.

Also:

Satz 22. Wenn die Klassengruppe H erkldarbar ist nach den Moduln m;
und my, so ist sie auch erklarbar als Klassengruppe nach dem Modul m =
(my, my).
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Ferner folgt hieraus unmittelbar:

Satz 23. Zu jeder Klassengruppe H gibt es unter allen Moduln, nach denen
sie erkldrbar ist, einen kleinsten, den wir den ,, Fihrer” der Klassengruppe
nennen. Jeder Modul nach dem H erkldrbar ist, muf durch den Fiihrer von
H teilbar sein.

Beweis. [

Der in Definition 9 aufgestellte allgemeinste Klassenbegriff umfaft alle fri-
heren speziellen. Wie schon hervorgehoben, erhélt man die Idealklassen nach
S, wenn man als Klassengruppe die Hauptklasse nach S nimmt. Die weitaus
wichtigste Klasseneinteilung ist die nach einem beliebigen Strahle S (Definiti-
on 8), darunter wieder besonders die nach dem Strahl aller Zahlen = 1 mod m
mit oder ohne Vorzeichenbedingung.

Beweis. 00

Sei m der grofite gemeinsame Teiler aller Moduln, nach denen H erklarbar
ist. Dann ist jeder solche Modul Multiplum von m. (Der Modul m kann auch
1 sein).
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1.4 Transzendente Bestimmung der Klassen-
zahl. Begriftf des Klassenkorpers.

121 ,

Es sei im n—dimensionalen Raum ein stiickweise analytisch begrenztes,
beschrianktes Gebiet G mit dem Volumen V' gegeben. Ferner sei im Raum
ein Gitter, (nicht notwendig im Ursprung beginnend) mit Wiirfeln der Sei-
tenldnge § gegeben. Mit T bezeichnen wir die Anzahl der Gitterpunkte im
Inneren von G, mit Ty die Anzahl derer, deren Wiirfel ganz in G liegen, mit
O die Anzahl derer, deren Wiirfel Punkte mit der Begrenzung gemein haben.

Dann ist
To<T<Ty+0O

Ferner gilt fiir das Volumen:
Too" SV S Tpo" + O™,

(Man hat sich jedem Gitterpunkt nach einer bestimmten Vorschrift genau
einen der an ihn grenzenden Wiirfel zugeordnet zu denken).

Wenn nun die Begrenzung stiickweise analytisch ist, kann das Volumen
Oo™ abgeschitzt werden. Wir legen um jeden Begrenzungspunkt eine Kugel
vom Radius der Wiirfeldiagonale OO §4/n. Dann ist O0™ kleiner als das
Volumen des entstehenden Gebiets, und dieses kleiner als kod, wo k eine von
0 unabhéngige Schranke, o die Oberfliche des Gebietes ist. Es ist also:

ko
5n71

=

Wir haben also:

122

also
|To™ — V| < kod,
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oder unter u eine von § abhéngige Zahl verstanden,

I
~
3=

T=Y+:#: (lul<ko) | T=Vtto(...)

=

ko hangt dabei nur vom Ko&rper ab. Diesen Satz haben wir jetzt bald anzu-
wenden. Wir stellen uns nédmlich die Aufgabe, die Anzahl T'(¢) aller ganzen
durch ein Ideal a teilbaren Hauptideale eines Strahles zu berechnen, deren
Norm < ¢ ist.

Es sei Sy der Strahl der total positiven Zahlen = 1 mod m, .S; der Strahl
aller Zahlen = 1 mod m, a ein zu m primes ganzes Ideal’, a eine zu m pri-
me durch a teilbare ganze Zahl. Dann ist oy = a?*™ sicher eine durch a
teilbare, sowohl zu S; als auch zu Sy gehorige Zahl. Es gibt also stets ganze
Strahlzahlen (fiir Sy oder S7) «p, die durch ein beliebiges zu m primes Ideal
a teilbar sind. Aus einer solchen «q erhélt man fiir S; alle, indem man ir-
gendein ganzes Multiplum von am zu o addiert. In der Tat, sind ap und oy
durch a teilbar, ganz und in S; gelegen, so ist

l=a; =aymodm

also a1 — ap = 0 mod m und = 0 mod a, also = 0 mod am und ganz. Ist
andererseits 7y ein ganzes Multiplum von am und setzt man a; = ay + 7y so
ist ay ganz durch a teilbar und = oy = 1 mod m.

(Fiir Sp erhélt man aus einem durch a teilbaren aq alle derartigen, indem
man wieder irgendein Multiplum von am zu oy addiert und nur die total
positiven auswahlt).

Sei nun 91, 02, . .., 0, eine Basis fiir das Ideal am, und setzt man
y=oo+ 0121+ -+ 0y,

wo die x, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen,
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so durchlauft y alle ganzen Zahlen aus S; die durch a teilbar sind. Will
man nur die Zahlen aus Sy erhalten, so mufs man noch die total positiven
auswéhlen, (y; > 0 firi =1,2,...,nq).

'In diesem Abschnitt ist m optisch schwer von m zu unterscheiden, sofern nicht dasselbe
gemeint ist.
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Es seien jetzt die x, Variable, t ein positiver Parameter. Die n Korper
seien in der iiblichen Reihenfolge: r1, 2r5 geordnet. Wir setzen:

Yi = Oé(()i)t_% + gﬁ%l +---+Q7(f)xn; (1=1,2,...,n)

ferner unter d; die frither bei den Einheiten eingefithrten Grofen verstanden:
zi = d;log |yl

und wenn 7y, ...,n, ein System von Grundeinheiten fiir den Strahl Sy oder
S1 sind,

va&(ﬁu) +di&r =z (i=1,2,...,r+1).

v=1
Der Betrag der Determinante dieses Systems von r + 1 linearen Gleichungen
fiir die &, berechnet sich leicht, wenn man alle Zeilen zur letzten addiert und
beachtet, dak die Summe der (r + 1) konjugierten Logarithmen einer Einheit
verschwindet und daf S277 d; = n ist, zu

nRs # 0,

wo Rg der Regulator von Sy bezw. S7 bezeichnet. Ferner findet man durch
Addition aller Gleichungen:

1|_

1 J 1
= —log|y® ..yt | T
Erin = og |y .-yt - 0g |y - .- Yl

e e 1. m, .
Nun wollen wir fiir die z, alle Werte der Form % einsetzen, wo m, ganz

rational ist. Dann durchlauft

124
y; alle Zahlen der Form %/; , wo « die durch a teilbaren ganzen Zahlen aus S}
durchlauft, und wenn die Bedingung y; > 0 fiir ¢ = 1,2,...,r; hinzugefiigt
wird, nur alle durch a teilbaren ganzen Zahlen aus Sj.

1 _

%

Fiir assoziierte Zahlen dieser Form ist Z—; eine Strahleinheit, also z

0 r
ZZ-(2) = d;log |“55| von der Form " k,¢;(1,), (da es der konjugierte Logarith-
“2 v=1

mus ¢; dieser Einheit ist), wo die k, ganz rational sind. Die zugehorigen &,
unterscheiden sich also nur um die ganzen Zahlen k, (fir v = 1,2,...,r),
da die ¢, eindeutig bestimmt sind, wahrend &,; ungedndert bleibt. Umge-
kehrt kann man jedes vorkommende a immer mit einer solchen Strahleinheit
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¢ multiplizieren, dafs sich die zugehorigen &, (v = 1,2,...,7) um beliebig
vorgegebene ganze Zahlen k, &ndern, indem man € = ny" ... 70 wahlt, also

li(e) = dilog |e9| = 3 k,li(n,). Dann wird fiir das neue @ = ea:
v=1

a®

Zi — 2z = d; log = di(log |5(i)\)

a®)

= li(e) = > mli(ny)

v=1

also E, =6+ K, (v=1,2,...,7).

Fiir &,.,4 findet man dabei stets den invarianten Wert:

Eri1 = l log —|N(a)’ .
n t
Beschrankt man also die &, auf das Gebiet 0 £ &, < 1; &1 < 0, so OO0 wird
unter allen assoziierten zu « bis auf alle Strahleinheitswurzeln als Faktoren
eine einzige ausgewahlt, und auferdem [N(a)| < ¢ festgesetzt. Falls man mit
dem Strahl Sy operiert, kommen noch die Bedingungen y; > 0; (i = 1,...,77)
hinzu.
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Lafst man also die z, das System aller Zahlen ",}—”t mit ganzzahligem m,

durchlaufen und beschrankt sie dabei durch die Bedingungen

06, <15 (v=1,2,...,7);
€T+1 §0§
eventuell v >0; (1=1,2,...,1),

so durchlaufen also die z, die Gitterpunkte eines bestimmten Gebietes G; im
n dimensionalen Raum mit der Gittermaschenlénge § = %t . Jedem solchen
Gitterpunkt entspricht eine durch a teilbare ganze Zahl o aus S; bezw. Sy
mit |[N(a)| < ¢. Unter diesen durch die Gitterpunkte unseres Gebietes G
gelieferten a kommen keine solchen vor, die sich um andere Einheitsfaktoren
als um Einheitswurzeln aus S; bezw. Sy unterscheiden. Ist umgekehrt @ eine
durch a teilbare ganze Zahl aus S; bezw. Sy mit |[N(@)| < ¢, so entspricht ihr
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zunéchst eine ,normierte a mit ebenfalls |N(«)| < ¢, fiir die die aus OO0

000z = d;log |y etz. —

berechneten &, unsere Bedingungen erfiillen, gleichzeitig damit alle durch
Multiplikation mit jeder Einheitswurzel des Strahles hervorgehenden, fiir die
ebenfalls die &, die Bedingungen erfiillen, aber keine durch Multiplikation
mit einer anderen Einheit aus « entstehende, fiir die, wie aus unserer Herlei-
tung folgt, die &, die Bedingungen nicht mehr erfiillen. Jeder solchen ganzen,
durch a teilbaren Zahl @ des Strahles mit |[N(@)| < ¢ und ihren sémtlichen
assoziierten, (OO d.h. jedem ganzen durch a teilbaren Hauptideal (@) des
Strahles, mit N[(@)] < t entsprechen also genau wg verschiedene Gitterpunk-
te unseres

126 ,

Gebietes Gy und umgekehrt. Daher ist die Anzahl T'(¢) aller ganzen, durch
a teilbaren Hauptideale des Strahles, deren Norm < ¢ ist, gleich wis mal der
Anzahl der Gitterpunkte unseres Gebietes Gy mit der Gittermaschenléange
0= % Es ergibt sich also aus unserer Formel S. 122% wenn V' das Volu-
men des Gebietes bezeichnet, das sich von ¢ unabhéngig ergeben wird:

wsT(1) = v + b = Vet ™h wo || S K,
()" ()

und K, eine von der Oberfliche des Gebietes abhéngige Schranke ist, die wir
hier, da das Gebiet selbst von ¢ abhéngt, ebenfalls von ¢ abhéngig ansetzen
miissen. Wir konnen aber K; durch eine nur vom Ideal a und Strahl S; bezw.
Sp abhingige Schranke K ersetzen, wenn wir nachweisen, dafs das Gebiet G,
fiir t — oo gegen ein festes Grenzgebiet G konvergiert, und zwar gleichméafig.
Dies ist nun in der Tat der Fall.

Wegen &,..1 <0, 0= &, < 1 sind namlich zunéchst alle z; nach oben
beschrankt, etwa z; < M;. Daraus folgt:

und wenn M = max M;, gleichméfig:

|yl < M.



Transzendente Bestimmung der Klassenzahl. Begriff des Klassenkorpers. 107

Die z, ergeben sich durch Auflésung der n Gleichungen
n (1)
ZQ;(/i)ZUu:yi—ao ; (Z:17277n)
v=1

{L/z )

(i)
als lineare Verbindungen der y; und O‘%\/z mit Koeflizienten, die von der Basis

o)

des Ideals am abhédngen. Da die I fiir t — oo gleichméfig gegen Null gehen,
sind also die |z, | ebenfalls unterhalb einer nur von
127 |

den Idealen a und m abhingigen Schranke gelegen (e’ hiingt ja ebenfalls
nur von den Grund Einheiten des Strahles, also von m ab). Die x, sind also
fiir t — oo gleichméfkig beschrankt, so daf G; ganz im Endlichen bleibt. G
konvergiert LI ferner gleichméfig gegen ein festes, endliches Gebiet G,
das entsteht, wenn man in unseren Formeln ¢ = oo setzt, das also durch die
Gleichungen:

vi=> oM,z =dloglyl;
v=1

D o&bin) + diérn = 2

v=1

mit den Bedingungen:

056 < 1; (v=1,2,...,r)
£r+1 g 07
ev. y; > 0 (i=1,2,...,7r).

bestimmt ist. Denkt man sich ndmlich hier die z, durch die y; ausgedriickt,
so unterscheiden sich diese Werte der x,, nur um Grofen der Ordnung % von
den z,~Werten, die aus den Bedingungen fiir endliches ¢ in gleicher Weise
entstehen. Das gilt insbesondere fiir die Grenzen des Gebietes G und Gy,
sodal Gy also gleichméfig gegen G konvergiert inkl. Begrenzung.

Daher diirfen wir in unserer Formel S. 126 oben die Schranke K; durch
eine von ¢ nicht mehr abhéngige, nur vom Ideal a und Strahl abhéngige
Schranke K ersetzen:

wsT(t) = VE+ put'™ ;|| < K.
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Es bleibt also zur Bestimmung von 7'(t) nur noch die Bestimmung des Volu-
mens V von G; oder G, (was sich als dasselbe herausstellen wird), iibrig.

128

V:/.../dxl...danDD
Gt

Es ist:

Wir setzen:

Yritn = Upyr€™" ;o (k=1,2
Yritrotn = Uripr€ 7" 7 T

mit den Nebenbedingungen:

um—i—m ; 07
0= o, < 2.

Dann entsprechen sich die y; und die u;, @; gegenseitig eindeutig, LU also
auch die x; und wu;, p;. Fiir den Betrag der Funktionaldeterminante finden
wir:

d(xy,...,2y)

‘d(ul, ey Upy gy Pl e s Prg)

d(z1,...,2,) ‘d(yl, e Un)

Cdy sy || d(us )

_ 1 . ‘d(yl,...,yn)

el 1 dlu )

- 1 ) d(yr1+17y7“1+7"2+1) o ‘d(yrﬁ-ma yr1+2r2)

B N(am)|\/c_l| d(um—l-l: 901) d(urﬁ-mv 90T2)
1 72 eltpv e~y

"~ N(am)[vd| Ll b, peiee —iug, et
1 T2 27”2

= W Vl:Il 2Upy 4y = Wumﬂ v Uy g

(|

(Fir die Volumenbestimmung kommt es nur auf den absoluten Betrag der
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Funktionaldeterminante an).
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In die Grenzbedingungen gehen von den Grofen ¥, ,i1,...,y, nur die
absoluten Betrage ein, die ¢, also nicht, sodaf jedes ¢, von 0 bis 27 lauft.
Wir finden demnach:

27 27
272
V:—/d /d TQ/---/UTI e Uy gy AUy
N(am)!\/ﬁlo ©1 J ® ) +1 + 1 +

Schon hier sieht man, daf V' unabhéngig von ¢ wird, da sich das in den Substi-
tutionsgleichungen vorkommende ¢ bei Bildung der Funktionaldeterminante
herausgehoben hat. Es wird weiter:

272 (2m)"
V= Upy41 -+ - Upy Uy - Uy gy -
(am) |\/_ |

Handelt es sich um den Strahl Sy so ist ug,...,u,, nur positiv zu nehmen,
andernfalls ist zu jedem positiven Wert dieser Grofen auch der entgegenge-
setzt gleiche moglich, da in die Grenzbedingungen nur die Betrige der y; = u;
eingehen. Spalten wir in letzterem Falle das Integral, so tritt der Faktor 2™
hinzu. Wir haben also:

.. . _ 92ragre
Fir Sy, @ V= (am\\ﬂl

. . o 2r1+2r27r7'2
Fir S, : V= Nam)[val I
,wo I = /~~/ur1+1 e Upy oty o dUy, 4, und G(u) das durch
G(u)

u; > 0; (i:1,2,...,T1+T2)
0s& <1, (v=1,2,...,7)

gr—f—l < 0

bestimmte Gebiet ist (Zwischen u; > 0 und u; = 0 ist fiir die Integration kein
Unterschied).

2 2 i
Setzen wir also: z; = d;logu; oder u; = e% also du; = %edi dz;, so wird:
1
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130 ,
1 'r1+'r2
Y. dzi..dzpy g
duy ... dUp, 4r, = o2 i=1

— 9—T2 21+ +2r
Upy 41 -« - Upy AU < o AUy 4y = 2772€7 dzy oo d2ey gy

—T T
L L P A2, 1y

da zy + -+ 2,41 = n& 4 ist.
Die Bedingung u; > 0 ist wegen u; = ¢® und da z; reell, von selbst erfiillt.
OO0 Um schlieflich auf die [...] zu kommen bilden wir

d(z1y -5 2r41) 4 (ny) d;
OOd = v ‘|l =nR
‘d(fh <. 7£r+1) ET’-H(T/V) dr-i-l s
Also wird:
I = / .. / 2_T26”5T+1nR5d§1 . d§T+1
G(u)
1 1 0
— / dé, . .. / dé, / ne™r1dé, - 27 R,
0 0 —00
=2""Rg
und somit das Volumen:
) ' _ (2m)"2Rg
Fir Sy @ V= N(am)‘\/;?',
. . _oritragT2
Far S, : V= N(am)[vd]
Daraus ergibt sich fiir die Anzahl T'(¢):
. . o (27T)T2RSO 17%
Fir Sy : T(t) = —N(um)|\/a‘w50t+utt g
Fir S, - T(f) — 2r1tr2nm2 Rg, -1 ] = K
ur 1 - (t)—mt—f—,utt n

131
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Nun seien die Idealklassen nach einem dieser Strahlen definiert, K eine
dieser Klassen. Unter T'(¢,R) wollen wir die Anzahl der ganzen Ideale aus
£ verstehen, deren Norm < ¢ ist. Es sei a ein festes, ganzes Ideal aus £
Ist « eine ganze Zahl des Strahls, die durch a teilbar ist, so ist (a) = ab,
wo b zu R gehort und umgekehrt, wenn b ein ganzes Ideal aus R ist, ist
ab eine durch a teilbare ganze Strahlzahl a. Diese Beziehung ist gegenseitig
eindeutig, wenn man nur die Hauptideale () des Strahles betrachtet. Wenn
nun, wie verlangt, N(b) < ¢ ist, ist N[(a)] < N(a) - ¢t und umgekehrt. Es ist
also:

T(t,8) =T(t-N(a)).

Da nun aus jeder Klasse £7! nur ein Ideal a benutzt wird, liegen alle N(a)
unter einer festen Schranke. Also ist:

. 2m)"2 R _1
Fiir SO : T(t, ﬁ) = Wt + ,u(t, R)tl 711,
.. 2"1tr2nT2 R _
Fir S : T(t,8) = Govam Lt p(t R

wo p(t, ) unter einer nur vom Strahl abhéngigen festen Schranke liegt.
Nun fithren wir die ,,(—Funktion der Klasse K ein:

1
((s,R) = Z N(a) iiber alle ganzen a aus f.
|8

Wir ordnen nach der Grofse der Idealnormen. Es gibt in K genau T'(v, 8) —
T(v — 1, 8) Ideale der Norm v, wo v eine ganze, positive Zahl bedeutet.

132

Also wird:

(s, 8) = Z T(v, R) —g;(u -1, R) |

Wir setzen zur Abkiirzung
T(v,R) =g v+ u(u)yl‘%

wo g die Bedeutung:

. 2m)"2 Rg
Fuir Sy : _ _@mnRs,
0+ 95 = N(m)Vaws,
. or1tragr2 R
Fir S : gs, = =t

N(m)|Vd|ws,
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hat, und |p(v)| £ A, wo A nur vom Strahl abhéngt, ist.
Bedeutet ((s) die Riemannsche (—Funktion:

C(s) = Z — abs. konv. fiir 0 > 1; (s = 0 +it),

so ist bekanntlich )
1 p—
(1) = =+ f(s),

wo f(s) eine ganze Funktion ist. Setzen wir also:

¢(s) = ((s,8) — g¢(s)

so ist

Die Summe der ersten m Koeffizienten der Dirichletschen Reihe rechts ist
absolut kleiner als Bm!~#, die Reihe also fiir ¢ > 1 — % konvergent. ¢(s)
stellt also rechts von ¢ = 1 — % eine reguldre Funktion dar. Da ((s) fiir
o > 1 konvergiert, konvergiert dort auch ((s, 8) und da jedes Glied fiir reelle

s positiv ist, absolut. Ferner gilt nach unseren Resultaten:
133,

(s, %) =~ + (s, %)

wo (s, &) fiir ¢ > 1 — L regulér ist. ((s, &) hat also in s = 1 einen Pol erster
Ordnung mit dem Residuum g.

Zunachst wenden wir dieses Ergebnis zur Bestimmung der absoluten Klas-
senzahl h an. Wir wéhlen also m = 1 und den Strahl Sy, d.h. den Strahl aller
von Null verschiedenen Korperzahlen. Fiir ihn ist

2rtipgrz R
9= (/7>
[Vd|w
wo R den Regulator und w die Anzahl der Einheitswurzeln des Korpers
bezeichnet. Ferner fithren wir die Dedekindsche (—Funktion:

1
((s) = Z N(a)® tiber alle ganzen a aus k
a
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ein. (Eine Verwechslung mit der gleichbezeichneten Riemannschen (—Funk-
tion wird, wenn nétig durch die Bezeichnung ((s) fiir die Dedekindsche ver-
hiitet).
Es gilt:
C(s) =D _((s.8)
£

erstreckt iiber alle Idealklassen £, sodafs ((s) ebenfalls fiir o > 1 OO0 absolut
konvergiert. Ferner ergibt sich:

gh

C(s) = =7 +ols),

wo ¢(s) fiir ¢ > 1 — L regulér ist. In s = 1 hat also ((s) einen Pol erster
Ordnung mit dem Residuum gh. Fiir die Klassenzahl finden wir also:

= IV (s - 1)¢(0)

- E 2r+lar: g=

134 ,

Nun kehren wir wieder zum Allgemeinen zuriick. Die Bedeutung von
((s, R) liegt darin, dafs

C(s,8) = T + o5, %)

ist, wo g nicht von K abhéngt. Dies lafst sich nun unmittelbar auf den allge-
meinsten Klassenbegriff verallgemeinern.

Es seien die Idealklassen nach irgendeiner Klassengruppe H mod m er-
klart. Wir nennen diese Klassen K. Da man alle Klassengruppen sicher durch
den Strahl Sy erhélt, definieren wir aufferdem die Idealklassen nach Sy und
nennen sie €. Jede OO Klasse R zerféllt dann in die gleiche Anzahl d von
Klassen ¢:

R=tat+ bt - +e Y,

Fithren wir also die (—Funktion der Klasse K ein:

1
(s, R) :;W’
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so 1st
C(s,8) = Cs,ba) + -+ (s, 8 1).
Da nun ((s,€) = 25 + (s, £) ist, wo gy von € nicht abhéngt, und (s, £) fiir
o>1-— % regulér ist, haben wir, wenn g = dg, gesetzt wird:
Satz 1. Ist H eine Klassengruppe und K eine Idealklasse nach H mod m, so
gilt:
g
(s, ) = 17 o(s, R),

wo g von der Klasse & nicht abhéngt, und ¢(s, g) fir o > 1 — % reguldr ist.
135 |

Die Klassen nach H bilden eine Abelsche Gruppe. h sei ihr Grad, dann be-
sitzt diese Gruppe genau h Charaktere: y;(R); (i = 1,2,..., h), die entstehen,
wenn man an Stelle der Basiselemente der Abelschen Gruppe irgendwelche
Einheitswurzeln der gleichen Grade setzt, und die Exponenten der Darstel-
lung von K anbringt. Wir ordnen nun jedem Ideal aus K den Charakter seiner
Klasse zu: y;(a) = x;(&). Dann ist jedem Ideal (wir beschrinken uns auf die
ganzen) der gleichen Klasse auch fiir jedes ¢ der gleiche Charakterenwert x;
zugeordnet. Ist a; aus R, ao aus Ko, so ist a;as aus KRy, Also gilt wegen
der Eigenschaft der Charaktere:

Xi(a1az) = xi(a1)xi(az)

Da wir die Idealklassen nach m definieren, ist natiirlich so nur den zu m pri-
men Idealen ein Charakter zugeordnet. Wir nennen diese Charaktere ,, Klas-
sencharaktere nach H".

Definition 1. Ist y; ein Klassencharakter nach H mod m, so verstehen wir
unter der ihm zugeordneten L—Reihe die Reihe:

s v,) = Xi(a) _
L(s,x:) (a%:zl,\,(a)s

S (R)C(s. 8)

wo die erste Summe iiber alle zu m primen Ideale, die zweite iiber alle Klassen
nach H mod m zu erstrecken ist.

Die Richtigkeit der hingeschriebenen Formel ist ohne weiteres klar. Aus ihr
folgt unmittelbar, daft L(s, y;) fir o > 1
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absolut konvergent ist. Fiir die Charaktere x;(R) gilt bekanntlich:

h  fiir den Hauptcharakter yq,
D xi(®) = )
" 0 fiir alle anderen Y;.

Daraus folgt nach Satz 1:
Satz 2. Fiir den Hauptcharakter y; = +1 gilt:

h 1
L(s,x1) = g—l +¢(s);  @(s) regulér fir o > 1 — —
s — n
fiir jeden anderen Charakter ist L(s, x;) selbst regulér fiir o > 1 — % Insbe-
sondere hat also L(1, ;) einen endlichen Wert (der méglicherweise Null sein
konnte).

Da sich jedes Ideal eindeutig in Primideale zerlegen 1aft, beweist man leicht,
wie bei der Riemannschen (—Funktion:

Satz 3. Fiir 0 > 1 gilt fiir jeden Charakter

1
L<S7Xi): H 1 Xi(p)

(pym)=1 N(p)*

ebenso fir die Dedekind’sche Zetafunktion:

C(S)ZH%

p 1 N(p)*

Die Produkte konvergieren absolut fiir & > 1. Daher haben ((s) und L(s, x;)
in der Halbebene o > 1 keine Nullstelle.

([
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uog

Aus der letzten Bemerkung folgern wir sofort, dafs wir fiir o > 1 die Funk-
tionen log L(s, x) und log ((s) eindeutig dadurch erkldren kénnen, daf sie in
einem bestimmten Punkte dieses Gebietes einen ganz bestimmten Zweig des
Logarithmus bedeuten. Dadurch ist dann wegen des Nichtverschwindens fiir
o > 1 eine eindeutige Erklarung auch fiir jeden Punkt der rechten Halbebene



116 Manuskript I

gegeben. Wir wihlen den Punkt s = 400 der reellen Achse und setzen fest,
dafs dort log L(s, x) und log {(s) die Hauptwerte des log haben sollen. Dann
gilt:

log L(s, x) = Z —log (1 — lilcz(?))s)

(pym)=1

log¢(s) = ) —log (1 - ﬁ)

p

unter log rechts den Wert verstanden der in s = +o00 Hauptwert ist. Denn
flir s = 400 sind die Hauptwerte rechts alle Null, also hat auch die linke
Seite den Hauptwert. Aus

—lo x) o~ _Xi(P")
lg(l N<p>s) 2 N

und nach dem Weyerstrassschen Doppelreihensatz folgt dann:
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Definition 2. Durch die Reihen:
Xi(p™)
log L(s, x;) = . p,m)=1
00) =2 i ()

ist eindeutig ein bestimmter Wert von Log L(s, x;) fiir ¢ > 1 definiert. Die
Reihen konvergieren dort absolut. Ebenso ist durch:

log ((s) = ZW

p?m

ein eindeutig bestimmter Wert von Log ((s) fiir o > 1 erkléart und die Reihe
dort absolut konverg.

Wir bilden jetzt das Produkt aller L-Reihen L(s, ;) fiir i = 1,2,..., h.
Fiir den Logarithmus ergibt sich:

h h
0od Zlog L(s, xi) = 2&ymi + logH L(s, xi)

i=1 i=1
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da ein Vielfaches von 27¢ unbestimmt bleibt. Demnach ist

h h
. Xi(p™
log [T L(s,x) + 2timi = > mN((W
=1 =1 pm
> h 1
=Y. D> e =h ) e
m=1 (p,m)=1 mN(p ) p™ aus H mN(p )

p™ zur Hauptklasse H

0 wenn a nicht in H.

h :
h  wenn a in der Hauptklasse H
da Z xi(a) = {
=1

Der rechts stehende Wert ist fiir reelle s positiv reell, das Produkt links eben-
falls, da mit jedem komplexen y; das konjugiert komplexe X, = x; auftritt
und die reellen L(s, x) positiv sind fiir s — oo also iiberhaupt. Also ist €, = 0
zu setzen,
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wenn links der fiir reelles positives Argument reelle Wert des log verstanden

wird:
BT
mN(p)ms

™ aus H

h
tog T £(s.x) =
i=1 P

Nun sind (s — 1)L(s, x1) und L(s, x;); (i = 2,...,h) fir 0 > 1 — 1 regulir.
Wir schreiben dementsprechend

log [(s = 1)L(s,x1) - L(s,x2) -~ L(s, xn)] = log(s =1) +h Y W
p

™ aus H

Fiir reelle s > 1 ist das Produkt links positiv, und fir ¢ > 1 — % regular.
Ist es fiir s = 1 von Null verschieden, so bleibt die linke Seite endlich, wenn
s — 1, ist es aber fiir s = 1 Null, so strebt die linke Seite bei Anndherung
von s an 1 von rechts her zu —oo. Demnach gilt jedenfalls

1 1 1
Z mN(p)ms - ﬁlOg s—1 ()

p™ aus H

wo 1 (s) entweder fiir s — 1 einen endlichen limes hat, oder unter einer festen
positiven Schranke bleibt.
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Nun ist
1 1 1
Y = 2 N T D
ooy IN(p) oo N(p) pma;;HmN@)

Fir reelles s ist:

und da diese Reihe fiir o > % konvergiert, ist sie bei s = 1 reguldr. Also
ergibt sich:

Satz 4. Sei H eine Klassengruppe, h die Klassenzahl nach H. p bedeute jedes
Primideal aus H. Dann gilt fiir o > 1

Z ! —llo L—i— (s)
NG b Ss—177

wo ¢(s) fiir reelles s — 1 unterhalb einer endlichen positiven Schranke bleibt,
moglicherweise nach —oo strebt.

Greifen wir in dieser Summe die Primideale von hoherem als 1. Grad
heraus, deren Norm also mindestens p? ist, und beachten wir, dak zu jeder
Primzahl p hochstens n Primideale gehoren, so hat die zugehorige Summe

die Majorante
1
ny. %
p

die fiir s > % konvergent ist, in s = 1 also endlich bleibt.
Wir schliefsen also

Satz 5. Die Aussage in Satz 4 bleibt bestehen, wenn man unter ) nur die
p
Primideale ersten Grades aus der Klassengruppe H versteht.

Den Sétzen 4 und 5 haben wir Satze iiber relativ Galoissche Korper,
analoger Art an die Seite zu stellen.

Es sei K ein relativ-Galois’scher Korper tiber k. B die Primideale in K,
p die in k. Fiir jedes p gilt eine Zerlegung:

p:(ml--'%e)g; 513@ vom Grad f; efg=n
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wenn n der Relativgrad von K. U]
141

| E

Es ist dann Ng(3;) = N(p)/ wenn Ng die Norm in K bezeichnet. Ist also
((s) die (~Funktion in K, so ist

1 e
log ¢(s) :ZW:ZW

%’m p7m

Solange nun f = 2 ist, lakt sich wie vorhin eine Majorante angeben, die fiir
5= % konvergent ist. Wenn aber f = 1 ist, und wir von den endlich vielen
in der Relativdiskriminante aufgehenden Primidealen absehen, ist e = n.
Ebenso kann man fiir unsere Summe bei m = 2 eine Majorante angeben.
Andererseits ist (s — 1)((s) reguldr in s = 1. Es ist also:

log ((s) = log +(s)

s—1
wo 1(s) fiir s = 1 endlich bleibt. Daraus folgt insgesamt:

Satz 6. Wenn K ein relativ-Galoisscher Korper iiber £ vom Relativgrad n ist
und p alle Primideale aus k durchlauft, die in K in lauter lauter verschiedene
Primideale ersten Relativgrades zerfallen, so gilt fiir s > 1:

1 1 1
— Zlog ——
wo (s) fiir s = 1 endlich ist. Aus demselben Grunde bleibt der Satz richtig,

wenn p nur alle Primideale ersten Grades aus k mit der genannten Eigen-
schaft durchléuft.
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Nun haben wir einige weitere Begriffe einzufiihren. Es sei K wieder
relativ—Galoisscher Korper vom Relativgrad n. Die Idealklassen in £ seien
nach dem Modul m und dem Strahl Sy der total positiven Zahlen = 1 mod m
erklart. Die Gesamtheit der Idealklassen in k welche Relativnormen der Idea-
le des Oberkorpers K enthalten, bilden offenbar eine Klassengruppe H. Denn
enthélt € die Relativnorm n(2l;), & die Relativnorm n(2y) so enthéilt €€,
die Relativnorm n(2;2s).
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Definition 3. Die Klassengruppe H welche alle und nur die Klassen aus k
enthélt, in denen Relativnormen von Idealen aus K liegen, und der Galois-
sche Relativkorper K heifsen einander zugeordnet.

Satz 7. Der Relativgrad n des relativ Galoisschen Korpers K ist nie kleiner
als die Anzahl h der Idealklassen nach der zugeordneten Klassengruppe H
(Index der Klassengruppe).

Beweis. Nach Satz 4 gilt, wenn p die Primideale aus H durchléduft:

1

N g—lw() (p(s) = M) (fiir s — 1)

(Der Index h ist, wie auf S. 113%™ gezeigt, allein durch H bestimmt, von der
Strahlklassenzahl unabhéngig). Nach Satz 6 ist, wenn p; die Primideale aus
k durchlauft, die in K in lauter Primideale ersten Grades zerfallen

N gL +(s):  ((s) endlich fiir 5 — 1)

Wenn nun p; in Primideale ersten Grades zerfallt,
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ist p; Relativnorm eines Primideals aus K, also in H enthalten. Es ist also

ZN N

II\/

oder

v

1 1 1
(5= 2 ) los 2 + (o) — vto)] 20
Dabei bleibt auch ¢(s) —¥(s) unter einer endlichen, positiven Schranke. Da
log — positiv unendlich wird, wenn s — von rechts, folgt, dafé — % nicht
negatlv sein kann. Daher ist n = h w.z.b.w.

Fiir spatere Zwecke bendtigen wir noch den

Satz 8. Es sei H irgendeine Klassengruppe, K irgendein relativ Galoisscher
Korper iiber k. Der Index A von H sei > 2. Dann gibt es unendlich viele
Primideale ersten Grades in k, die weder zu H gehdren, noch in K in lauter
Primideale ersten Grades zerfallen.
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Beweis. Liegt p in H, so ist

1 1 1
=7 —_— . < . _
zp: N(p)s h log s—1 +¢(s);  (p(s) = M fiir s — 1)

Andererseits folgt aus Definition 2 leicht, daf

Z ﬁ = log S—Ll + f(s); (f(s) endlich fiir s — 1)

wenn p alle Primideale ersten Grades durchléduft. Durch Subtraktion findet
man,

1 h-1 1
NGy = b ool
p

wenn p jetzt alle Primideale ersten Grades bedeutet, die nicht in H liegen,
und ¢(s) fiir s — 1 endlich bleibt oder gegen +o0 strebt.
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Andererseits ist, wenn p; alle Primideale ersten Grades in k, die in K in
lauter Primideale ersten Relativgrades zerfallen, bedeutet, nach Satz 6:

1 1 1
Z N(p1)® T logs_—1 +(s);  (¢(s) endlich fiir s — 1)
1

Fiir h > 2 ist nun % > % Es mufs also unendlich viele Primideale p geben,
die nicht p; sind, w.z.b.w.

Definition 4. Ist der Relativgrad n eines relativ-Galoisschen Kérpers K
gleich dem Index h der zugeordneten Klassengruppe, so heifst K ein Klas-
senkdrper von k fiir die Klassengruppe H.

Satz 9. Seien H und H’ Klassengruppen in k, K und K’ Klassenkorper fiir
H und H’ von den Relativgraden h und A'. Ist H Untergruppe von H so ist
K’ Oberkorper von K.

Beweis. Sei K* der aus K und K’ komponierte Korper vom Grade n*. Dann
ist auch K™ relativ Galoissch. Ein Primideal p das in K und K’ in lauter
Primideale ersten Grades zerfallt, zerfillt auch in K* in Primideale ersten
Grades. Denn ist 3 ein Primteiler von p in K*, &4 seine Zerlegungsgruppe,
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so ist nach Satz 13 (S. 37) angewendet auf K, da p in K in Primideale
ersten Grades zerféllt, f/ = 1, also f = f,. Da e = ¢, = 1 ist (die Rela-
tivdiskriminante von K* enthélt nur die in der Relativdiskriminante von K
und K’ aufgehenden Primideale, die nicht in lauter verschiedene Primideale
1. Grades zerfallen), ist f der Grad der Zerlegungsgruppe von K* in Bezug
auf K und k. Die Gruppe zu der K gehort, hat also &, als Untergruppe, der
Zerlegungskorper enthélt also K, ebenso K'. Er enthilt also auch K™* und
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Seite nicht vorhanden

146 ,

ist somit mit K™ identisch. Da aber im Zerlegungskorper das zugehorige
Primideal vom 1. Relativgrad in Bezug auf £ ist, ist f = 1. Zerfallt umgekehrt
p in K* in Primideale ersten Grades, dann auch in K und K’ (Satz 13, S. 32%).

Bilden wir also die Summen ) @ = S, und zwar bei S; iber die
p

Primideale, die sowohl in K als K’ in Primideale ersten Grades zerfallen, bei
Sy die zwar in K nicht in K’ und bei S3 umgekehrt, so sind die in Satz 6
auftretenden Summen fiir die Korper K*, K, K’ gerade

Sl; Sl + SQ; Sl + 53

Satz 6 ergibt also, wenn die Funktionen Fj(s) fiir s = 1 endlich bleiben:

1 1
Sp = —log + Fi(s)
n p—
1
51+SQ E10g8—1+F2<8)
1 1
S1+ 83 = ylog — + F3(s)

also:




123

H enthaélt alle Primideale, die in K in Primideale ersten Grades zerfallen,
da sie dann als Relativnormen auftreten. Da H" Untergruppe von H ist, ent-
héalt H auch die in K’ zerfallenden Primideale, also alle 3 Kategorien. Satz 4
liefert

1 1 1
NGRS BT A (pls) S M fixs — 1)

wenn p die Primideale aus H durchlauft. Nach dem Gesagten ist also

1
> =5+ S5+ 5
pinHN<p)
also
I +o(s) = Fa(s) = 0
n* h/ g _ (10 4 =
147

Dies geht nur, wenn n—l* — % 2 0 ist, also A’ 2 n*. Als Oberkorper von K’
ist aber der Grad n* von K* sicher = I/, also h' = n*, K* = K', d.h. K ist
Unterkorper von K’ w.z.b.w.

Daraus folgt unmittelbar:

Satz 10. Zu einer Klassengruppe H kann es héchstens einen Klassenkorper
geben.

N

Denn gehort K zu H und K’ zu H als Klassenkorper, so muf K’ Unterkorper
von K und umgekehrt sein, also K/ = K.

Wir bemerken noch, daf die Schliisse des letzten Beweises richtig bleiben,
wenn man voraussetzt, dafl die in K bezw. K’ in zerfallenden Primideale
ersten Grades zerfallenden Primideale aus k bis auf endlich viele Ausnahmen
in H und H’ enthalten sind. Dies zeigt uns sofort, daf der Klassenkorper
auch unabhéngig davon ist, nach welchem Modul im Sinne von Definition 10
(S. 116™) die Klassengruppe definiert ist.

Satz 11. Zu einer Klassengruppe H gibt es (wenn iiberhaupt) nur einen
Klassenkorper, nach welchem Modul m auch H definiert ist.
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1.5 Die Geschlechter im relativ zyklischen Kor-
per von Primzahlgrad £.
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a) Allgemeine Sitze

Satz 1. Ist K relativ zyklisch von Primzahlpotenzgrad ¢ zu k und geht ein
zu ¢ primes Primideal p des Grundkérpers k in der Relativdiskriminante des
in K enthaltenen relativ zyklischen Kérpers vom Grade ¢ in Bezug auf k auf,
so ist die Relativdiskriminante von K nach k genau durch die (¢¥ — 1)-te
Potenz von p teilbar. Ferner gilt:

N(p) = 1 mod ¢,

und die Zerlegung p = P

Beweis. 1.) Jeder Unterkorper von K, Oberkérper von k ist eindeutig durch
seine Relativgruppe bestimmt. Die zyklische Gruppe vom Grad ¢“ hat nun
nur eine Untergruppe vom Grade ¢, namlich die zyklische. Daher kann es
auch nur einen solchen ,,Zwischenkorper K, vom Grade ¢ zwischen K und k
geben.

2.) OOO Geht p in der Relativdiskriminante von K, auf, so zerfillt es in
Ky in der allgemeinen Form:

p=(P . ﬁg)e; B; vom Rel. Gr. f
efg=1"¢
und es ist e 2 2 (Satz 3, S. 10%). Daher muk e = /¢, f = g =1 also

p= fg; B vom 1. Rel. Gr.

sein. Der Zerlegungskorper eines Primfaktors 8 von p in K ist also sicher
Unterkorper von Ky; denn in K, und jedem

149

weiteren Unterkérper von K (es gibt nur noch solche vom Grade £2, (3. ..,
¢"~1) zerfillt p schon nicht mehr in verschiedene Primideale ersten Grades.
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Der Zerlegungskorper ist also k selbst, die Zerlegungsgruppe die ganze zy-
klische Gruppe vom Grad ¢”. Der Primteiler 3 gestattet also alle ¢ Sub-
stitutionen, sodaf p = P ist. Da P den ersten Relativgrad hat, hat nach
Definition 5 (S. 35™) der Tragheitskorper von P den Grad 1, ist also eben-
falls k, der Verzweigungskorper von B den Grad h = ¢ (da ¢ prim zu p;
Definition 6a, S. 43%), ist also K. Nach der zitierten Stelle ist ¢¥ Teiler von

Nk () — 1 = N(p) — 1. Die Verzweigungsgruppe hat den Grad 1, also auch
alle hoheren Verzweigungsgruppen und es ist somit nach Satz 19, S. 48% die
Relativdiskriminante von K genau durch p* ! teilbar, w.z.b.w.

Satz 2. Es sei K relativzyklisch vom Primzahlgrad ¢ in Bezug auf k. Ferner
sei [ ein in ¢ aufgehendes Primideal von k. Wenn dann die Relativdiskrimi-
nante durch [ teilbar ist, ist sie genau durch die (v + 1)(¢ — 1) te Potenz von
[ teilbar, wo die Zahl v 2 1 dadurch charakterisiert ist, daf [...] fiir jede
ganze Zahl A aus K die Kongruenz besteht

ocA=A mod L',

wenn o die erzeugende Substitution der Gruppe von K und [ = Lf in K gilt
(nur diese Zerlegung ist iiberhaupt maoglich).

Ist ferner A ein ,Primzahl* zu L, so ist cA — A genau durch die (v+ 1) te
Potenz von L teilbar. Fiir v besteht die Ungleichung

st
(-1

1\V]
1\

v=1,
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wenn s der Exponent der hochsten in ¢ aufgehenden Potenz von [ (die ,Ord-
nung” von [) ist. Ferner ist v dann und nur dann durch ¢ teilbar, wenn

also speziell auch s durch ¢ — 1 teilbar ist.

Beweis. 1.) Da v die hochste Potenz ist fiir die oA = A mod L™ noch
allgemein gilt, und die Gruppe von K nur die Einheitsgruppe und sich selbst
zu Untergruppen hat, gibt es insgesamt gerade v Verzweigungsgruppen, die
den Grad ¢ haben. Nach Satz 19, S. 48> ist also die Relativdiskriminante von
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K genau durch
-+ ({—-1)+ -+ ({-—1)
[ ! | | — (D=1

(e—1) 1.V.Gr. v. V.Gr.

teilbar. v mufs mindestens 1 sein, da der Grad d. ersten Verzw. Gruppe nach
Def. 6a, S. 43% sicher / ist.

2.) Es sei A Primzahl fiir L und oA — A durch LV*? teilbar. Da L den
Rel.Gr. 1 hat, ist jede Zahl aus K einer Zahl aus k mod L kongruent. Sei A
irgend eine Zahl aus K, so konnen

[
wir A nach Potenzen von A mit Koeffizienten aus k entwickeln:
A=ay+ oA+ + ay AT mod LV
Dann ist
oA —A=ai(0A—A)+ -+ a1 (A = A*Y) mod LU+,
da oL = L. Da (cA)* — A* teilbar durch oA — A ist, ist A — A = 0 mod

L2 fiir jedes A aus K entgegen der Voraussetzung. Da andererseits oA — A
mindestens durch L*! teilbar sein muf, ist es genau durch diese Potenz
teilbar.

3.) Sei A genau durch L€ teilbar (e = 1). Dann bestimme man B aus der
Kongruenz:

A =B\ mod L*
fiir einen hinreichend grofsen Exponenten .
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Nun ist (e = 2)*

(me—ye)z[(:U—y)+y]e—ye=(w—y)e+(i)(w—y)e1y+~~

Sh (6 ‘ 1) (z—y)y

lFormelende undeutlich
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Hierin setze man = = oA; y = A. Ist nun e #Z 0 mod ¢, so ist das Glied

(e) (0A — A" AY

v

mindestens durch LtD(e=)47 also wenn v < e — 2, mindestens durch L?V*¢
teilbar, das letzte Glied aber genau durch L¥*¢ teilbar. Ist aber e = 0 mod /,
so gilt fiir die Anfangsglieder dasselbe, wiahrend das letzte Glied sicher durch
eine hohere Potenz als LVt teilbar. Fiir e # 0 mod £ ist also, da oL = L und

oA —A=BJ[(cA)° — A°]+ (6B —B)(cA)° mod L"

ist, das erste Glied rechts genau durch L*"¢ teilbar (B ist prim zu L); das
zweite Glied rechts ist sicher durch eine hohere Potenz von L teilbar, da

0B — B = 0mod L"**
(cA)® =0 mod L°
Da u beliebig grof sein kann, ist also dann cA — A genau durch L*¢ teilbar.

Dies gilt fiir e 2 2. Fiir e = 1 ist 0A — A ebenfalls genau durch L'*! teilbar
nach 2.).000

Wenn aber e = 0 mod ¢ ist, und etwa e = pf, und A aus k genau durch
[* also L° teilbar ist, so bestimmen wir B aus

A = B) mod L",
was stets mit zu L primem B moglich; dann ist
oA —A = \oB —B) mod L*

also A — A mindestens durch LVt!*¢ teilbar.

Ist also A genau durch L¢ teilbar (e = 1), so ist im Falle e £ 0 mod ¢
A; = 0A — A genau durch LV*¢ teilbar, im Falle e = 0 mod ¢ sicher durch
eine hohere Potenz von L. 0O
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Nun setzen wir:
A1:O'A—A; AQIO'Al—Al; ...... Ag,lzaAg,Q—Ag,Q

und fiithren folgende symbolische Bezeichnung ein:
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Ist F(o) =g+ a10 + -+ + a,0"; (a; aus k) so soll
F(o)A = apA + a1 (oA) + - + ay (c”A)
sein. Es gilt dann offenbar:

[F(0) + d(0)]A = F(o)A+ d(0)A,
F(o) - [p(a)A] = [F(0)¢(a)]A,
F(o)p(o) + ¢ (0)]A = [F(o)d(0) + F(a)p(a)]A,

also die formalen Gesetze der Addition und Multiplikation. Dann kann man
also schreiben:

Al=(0—1DA, Ap=(c—-DA =(@—1)>A; ... A= (—-1)"A

Da nun gilt:
o' —1=[z—-1)+1) -1 =Lx—1)+ (5) (x =1+ +l(z—1)" (-1

also:

14

1+x+---+xf‘1:£+(2

e

so folgt, wenn
S(A) =A+0A+---+07IA= (1+g+..._|_0-5*1)A

die Spur von A bezeichnet:

S(A) = [t + <§>(a—1)+---+<a—1)f—l]A:

14 14
= (A + (2)A1 + (3)A2+---+€Ag_2+Ag_1.

Nach der vorigen Untersuchung ist nun A; genau durch LT teilbar, wenn
keine der Zahlen e,e+v, ..., e+ (i— 1)v durch ¢ teilbar ist, andernfalls gewifs
durch eine héhere Potenz.

Setzen wir nun A = A, so ist e = 1 und das erste Glied rechts genau
durch die (s¢ + 1)-te Potenz von L teilbar wenn s die im Satz angegebene
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Bedeutung hat, also ¢ ~ [* OO0 ~ L* ist.
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Das letzte Glied sei genau durch L® teilbar. Da nun eine der Zahlen 1,1 +
v,142v,...,14 (¢ — 2)v sicher durch ¢ teilbar ist, wenn nicht v = 0 oder
1 mod ¢ ist, so ist abgesehen von diesen Féllen sicher a > 1+ (£—1)v. Da nun
die Spur von A in k liegt, also durch [ teilbar ist, wenn sie durch L teilbar
ist, die hochste in S(A) aufgehende Potenz von L also einen durch ¢ teilbaren
Exponenten haben muf, kann nicht der Exponent des ersten Gliedes, namlich
sl 4+ 1, der niedrigste vorkommende sein. LJJJ Da nun die Exponenten der
Glieder bis ¢A,_5 alle > sf + 1 sind, mufs notwendig a < sf + 1 sein. Daraus
folgt aber mit der vorhin gefundenen Ungleichung zusammen:

I+l —-1v<sl+1
st
(—1

Fir v = 1 mod ¢ ist ferner a = 1 + v(¢ — 1), also a durch ¢ teilbar. Wie
vorhin muk a < sf + 1 sein, diesmal aber sogar a < sf + 1, da a = sl + 1
wegen a = 0 mod ¢ unmoglich. Also gilt auch hier 1 +v(¢ —1) < sf+ 1, d.h.
v< 2L

Fiir v = 0 mod ¢ schlieflich ist wieder a =1+ v(¢ — 1) und @ = 1 mod ¢,
also nicht durch ¢ teilbar. OO Wie vorhin ist sicher a < sf + 1 sein, aber

sogar a = s{ + 1, da sonst die hochste in S(A) aufgehende Potenz L®, also
ihr Exponent nicht durch ¢ teilbar wére. Also ist hier

_sf
=1

Damit ist Satz 2 vollstédndig bewiesen.

v <

v

Nun sei K, relativ zyklisch vom Grade ¢? in Bezug auf k¥ und K, der
zyklische Unterkorper vom Relativgrad ¢. Das in ¢ aufgehende Primideal [
zerfallt in K, also
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(=L}

Der Zerlegungskorper von [ in K5 ist dann wie S. 149% oben k selbst, also
wie vorhin:
(=LY in Ky Ly=L.
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Es sei nun v die im vorigen Satz definierte Zahl fiir K; nach k, v, die fiir
K5 nach K. Sind Dag, D19, D91 bez. die Relativdiskriminanten von (K, k);
(Kl, k’), (KQ,Kl), so ist:

Doy ~ L§u1+1)(£—1)

die Relativnorm nach k also:
77,10(@21) ~ [(v1+1)(€—1)

ferner
@10 ~ [(v-l-l)(é—l)

nach Satz 8, S. 15™ also
Doy = ©€0n10<©21) ~ [(v+1)€(€—1)+(v1+1)(Z—1)

vy ist die Anzahl der von 1 verschiedenen Verzweigungsgruppen von K5 nach
K. Diese sind die Durchschnitte der Gruppe, zu der K; als Unterkorper
von Ky gehort, mit den Verzweigungsgruppen von K, nach k. Da die erstere
Gruppe die zyklische vom Grade ¢ ist, folgt dat v; auch die Anzahl der von
1 verschiedenen Verzweigungsgruppen von K, nach k ist. Unter ihnen seien
p vom Grade £2, sodal (v; — ) ? vom Grade £ sind. Nach Satz 19, S. 49> ist
also ®9y genau teilbar durch:

Doy ~ [((=1)+u(C=1)+(v1—p)(¢-1)

Es ist also:

(e + 1) = 1) + (o1 — ) (€ = 1) = (v + 1)L = 1) + (v + 1) (€ — 1)

oder
(p+1D)l+1)+ (1 —p)=(v+ D+ (v +1)
(p+ 1)l =+ 1)
p="uv
155 |

2undeutlich
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Es gibt also genau v Verzweigungsgruppen von K, nach k vom Grade £?
und v; — v vom Grade ¢, d.h. wenn ¢ die erzeugende Substitution von K,
nach k ist, ist v + 1 die hochste Potenz, sodak fiir jedes A aus K gilt

cA=A mod Ly

(da fiir hohere Potenzen die Verzweigungsgruppen nicht mehr alle Substitu-

. 2 _ . . . .
tionen 1,0,02,...,0" ! umfassen). o ist die erzeugende Substitution von

K5 nach K;. Es ist also v; 4+ 1 die hochste Potenz, fiir die:
o‘/A=A mod Ly

fiir jedes A aus K, gilt.?

Nun ist, wenn A, genau durch LY, A genau durch Ly teilbar ist, fiir beliebig

groftes u die Kongruenz
A, = A€ mod LY

durch ein zu Ly primes £ aus Ky losbar.

Wir haben ferner:

e

(GA)S — A® = (A — A)° + (i) (GA — A)TA 4+ 4 (e o,

) (oA — A)A!
Nun ist A — A mindestens durch Lyt teilbar, also (¢A)* — A* mindestens
durch LY. Wegen

ohy — Ag = €[(0N)" — A + [0€ — €](oA) mod LY
ist also auch oA, — A, mindestens durch Ly teilbar. Daher ist

(c — 1A  durch Ly

. 2 2v+1
(o —1)°A L mindestens teilbar
(o —1)"A I Lyt
Wegen o —1 = (0 —1)"+ (f) (c—1)f 4+ (ffl) o—1)ist also (¢ —1)A
mindestens so oft durch L, teilbar, wie ( gfl)(a — 1A,
156 |

3¢ und e sind im Folgenden optisch schwer zu unterscheiden, vor allem als Sub— und
Superskripte.
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also sicher durch eine hohere Potenz als Ly™. Da dies fiir jedes A gilt, ist
sicher v; > v.

Das léafst sich nun OO bedeutend verallgemeinern. Es gilt ndmlich:

Satz 3. Sei K, ein relativ zyklischer Kérper vom Grade ¢/, K, (fir p =
1,2,...,v —1) der Unterkoérper vom Grade ¢# iiber k. Der Primteiler [ von ¢
in k gehe in der Relativdiskriminante von K; auf, sodafs wie frither

(=L in K,
und £ der Zerlegungskorper fiir alle K, ist. Daraus folgt:
(=L in K,

Ist wieder v, die Anzahl der von 1 verschiedenen Verzweigungsgruppen von
K, +1 nach K, 00O so gilt:

stv
1§v<v1<---<vy_1§€ 1

und OO [ geht in der Relativdiskriminante von K, genau in der Potenz
von [ mit dem Exponenten:

o+ D) =-D)H o D= 4+ (v D)0 1)
=0 =)+ D P ol v, ]

auf.

Beweis. 1 S v < vy < vy < --- < v,_1 ist nach dem vorigen klar, da die
Bedeutung 0O z.B. von vy in Bezug auf K als Grundkorper dieselbe ist,
wie die von v; in Bezug auf k etz. Es ist ferner nach Satz 2 v,_; < % WO
s der Exponent der héchsten Potenz von L,_; ist, die in ¢ aufgeht. Nun ist
(=L{ =LY = =L und £ ~ [¥ also 5 = (!, woraus v,_; < 2%
folgt.
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Fiir die in der Relativdiskriminante von K, aufgehende Potenz von [
ergibt sich nach Satz 8, S. 15*: JOO

@y,o = @u—l,onu—l,o(@y,u—l)
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Nun ist unsere Formel nach S. 154™ Mitte richtig fiir v = 2. Sei sie richtig
bis v — 1, so ist:

D¢ Lo~ (1072 (041 (= 1)+ 73 (01 +1) (€= 1)+ +(vy—2+1) (E=1)]L
Ferner ist: OO
Dyt ~ LTI (nach Satz 2),

also
Ny—1,0(Dyy_y) ~ (1 FDED

Daraus folgt:
D, ~ [ A (1) 4+ (vp—1+1) (-1

und somit die Allgemeingiiltigkeit unserer Behauptung.

Auf Grund von Satz 1 und 2 kénnen wir speziell sagen:

Satz 4. Die Relativdiskriminante eines relativzyklischen Korpers K von
Primzahlgrad ¢ {iber k£ hat die Form:

D=/,

f:Hp_H[v+1

ist und p die zu ¢ primen, [ die in ¢ aufgehenden Primideale von ® durchlauft.

WO
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b) Normenreste
b.) Normenreste im relativ zyklischen Koérper von Primzahlgrad.

Definition 1. Sei k ein algebr. Korper, ¢ eine Primzahl, m ein Ideal aus
k. Dann heiftt die zu m prime Zahl o ¢~ter Potenzrest nach m, wenn die
Kongruenz:

X=a modm

in k losbar ist. (Dabei sollen hier wie im Folgenden alle Zahlen und Ideale
ganz sein).
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Satz 5. Sei m = p}*...p!" und alle p; prim zu £*. Damit « ein /-ter Potenz-
rest nach m ist, ist notwendig und hinreichend, daf o nach jedem Primteiler
pr...jvonm (—ter Potenzrest ist.

Beweis.
1.) Aus A = a mod m folgt erst recht \* = a mod p,.

2.) Sei A = a mod p*. Wir setzen \* = a+7¢ mod p**! wo 7 genau durch
p” teilbar ist. Dann ist auch

A+nn)f= 000 @ mod p~

und
(A + )" = X + ym mod p Tt

Wahlt man also 7 so, dak fn = —& mod p ist, was wegen (¢,n) = 1
moglich, so folgt:

(A +nm) = X+ g = a mod p=T

Ist also o /~ter Potenzrest nach p, so ist es auch /~ter Potenzrest nach
jeder Potenz p”.

3.) Sei A = a mod p%. Dann wihlen wir \ so, daf
A=), mod py
wird. Dann gilt A = a mod m, w.z.b.w.

Speziell ergab sich bei 2.)

159 |
Satz 6. Ist a {~ter Potenzrest nach dem zu ¢ primen p, so ist es auch /~ter
Potenzrest nach jeder Potenz p”.

Satz 7. Das Primideal [ gehe in ¢ auf. Dann ist jede zu ¢ prime Zahl {~ter
Potenzrest nach [.

Beweis. Es ist

14

of = ' = (a = B)" + (1)(a—ﬁ>f‘1ﬁ+---+ (ef 1) (a—B)8 "

4undeutlich
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Aus of = 8 mod [ folgt also, da rechts alle spiteren Glieder = 0 mod [ sind
(a—F)=0 modl
Da [ Primideal ist, muff dann

a—F=0mod I
a = [Fmod [

sein. Die ¢-ten Potenzen der Korperzahlen erzeugen also ebensoviel Rest-
klassen, wie die Zahlen selbst. Jede Zahl ist daher einer /—ten Potenz nach [
kongruent.

Nun sei K ein relativzyklischer Kérper vom Primzahlgrad ¢ in Bezug auf
k.

Definition 2. Eine Zahl a aus & heifst Normenrest von K nach dem Modul
m, wenn es eine Zahl A in K gibt, fiir die

n(A)=a mod m
ist.
Satz 8.

1.) Geht p nicht in der Relativdiskriminante von K auf, dann ist jedes zu
p prime a Normenrest von K nach jeder Potenz p¢ (e beliebig)

2.) Geht p in der Relativdiskriminante auf, und ist prim zu ¢, dann ist von
allen Zahlen des verkiirzten Restsystems mod p® genau der ¢~te Teil
Normenrest nach p¢ (e beliebig).
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3.) Das gleiche gilt auch fiir jedes I¢, wo [ in £ und der Relativdiskriminante
aufgeht, falls e > v ist. Fiir e < v ist jedoch wieder jede zu [ prime Zahl
Normenrest nach [¢. Dabei hat v die Bedeutung wie in Satz 2.

Bewelis.

Beweis fiir 1.)
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Wir unterscheiden 4 Falle:

a.) p = PB1...P , prim zu L
b.) p = P ;o TR
c) | = Ly...L, , Teiler von /
d) [ =L ;o TR

andere Zerlegungen konnen, da ¢ Primzahl, nicht eintreten.

a.) Die B; haben den Relativgrad 1. Es sei f der Grad von p also auch
der von ‘B; und p eine Primitivzahl nach p. Jedes zu p prime o aus k geniigt
einer Kongruenz:

a = p” mod p
Setzen wir also, a = ape” mod p°
S0 ist: ag = 1 mod p

also ag /—ter Potenzrest nach p und somit nach p©. Es sei
ap=~" mod p°
Nun bestimmen wir in K die Zahl A aus den Kongruenzen:

A = p mod P
A =1mod B3 ...

Gehen wir zu den relativ konjugierten iiber, so geht jedes B in alle anderen
iiber. Jedenfalls gilt dann:

A'=1mod P, A’=1mod P, ..., AUY =1modPS

Also gilt
n(A) = mod PT.
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Da aber n(A) — o in k liegt und die B; alle verschieden sind, folgt

n(A) =0 mod p°
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Also ist
a =n(yA”) mod p° w.z.b.w.

b.) Sei P eine Primitivzahl nach dem Primideal p in K. Ist wieder f der Grad
von p in k, so ist wegen n(p) = p’ der Grad von p in K gleich f/. Es sind
also die Potenzen:

1,P,P2 ... pri2

inkongruent mod p. Von der Zahl

pl+p! +p*/ oop=D7

ist also erst die (p/ — 1)-te Potenz = 1 mod p. Diese Zahl ist aber nach den
Ergebnissen von S. 4*/5® = n(P) mod p. Von der Zahl o = n(P) ist also erst
die (p/ — 1)-te Potenz = 1 (p), o also, da es in k liegt, Primitivzahl nach p.
Setzen wir wieder wie vorhin

o =age” mod p® o =1+" mod p°

so ist also:
a = n(yP") w.z.b.w.

c.) Nach Satz 7 ist auf jeden Fall (auch fiir d.)) o = +* = n(v) mod [, fiir
die erste Potenz von [ die Behauptung 1.) also richtig. Wir wéhlen die Zahl
© aus K so, dafs

©O=1mod L;; ©=0mod Ly...Ly,, also

fiir die Relativspur:
S(©) =1 mod Ly,
da S(©) in k liegt also
S(©) =1 mod L.
Ehe wir den Beweis zu Ende fiithren, zeigen wir, dak es auch im Falle d.)
stets ein O gibt, sodaf S(©) = 1 mod [ ist.
162 ,

d.) Sei P Primitivzahl nach [in K. [ hat den Relativgrad ¢ in Bezug auf k;
also geniigt P einer Kongruenz:
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die irreduzibel ist. Da der Relativgrad von K ebenfalls ¢ ist, geniigt also P
einer irreduziblen Gleichung /—ten Grades:

Pt P+ 4+ 8,=0 in &k

Wiéire nun fiir jedes v: S(P¥) =0 mod [, so lehrten die Newtonschen Potenz-
formeln, dafs 3, ..., Bs_1 durch [ teilbar wire, und somit

Pf=—3, mod

Ist ¢ gerade, so ist 3, = — 3y mod [, also §; = —n(P) (I) sonst ohne weiteres
Be = —n(P) mod [. Es wére also stets

P =n(P) mod I

Nun ist wie vorhin

Fag2f oo g(0=1)f
n(P) P1+Z +0°T -l HlOd [ K
F oy p@=1)f

also Pl = pl+-+DT o

/=1 gind, folgte

Da beide Potenzen kleiner als P
(=140 ... p-0f
was unmoglich ist. Es gibt also ein v, sodafs

S(P")#0 mod [

wird.
Sei S(PY) = £ modl | .
und £ = 1 mod } in K,

so setzen wir © = ¢’P¥. Dann ist da £ und £ in k liegen
SO)=¢'=1 mod [, wie behauptet.
In beiden Féllen c.) und d.) gibt es also in K ein ©, sodafs

S(O)=1 mod [

163 |
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Unser Satz sei nun richtig fiir [¢, also
a=n(A) mod I

Wir setzen dann
a=n(A) — A mod yt

wo A Primzahl fiir [ in k. Es ist
n(l+£OX°) =1+£S(O)A° mod M
=14+£X° mod [*M!
Also:”
n(A(1+£0X%)) = n(A)n(l+£OX°) = a+ (B + L)X (1)

Wiéhlen wir also ¢ so, dalt a& + 3 = 0 mod [ wird, was fiir zu [ primes «
moglich, so wird a = n(B) mod [¢™1. Da fiir e = 1 der Satz stimmt, ist damit
1.) fiir jeden der Fille a.) b.) c¢.) d.) bewiesen.

Beweis fiir 2.)°

Ist p ein zu £ primer Faktor der Relativdiskriminante, sodaf in K: p = 3*
ist, wo ‘3 vom Relativgrad 1, so ist

N (PB) = N(p), also Ng(P) = N(p),

also die Anzahl der Restklassen in K nach B¢ und in k nach p¢ dieselbe,
insbesondere auch die der zu p primen Restklassen LU mod B¢ und p°.
Denn es ist dann

B(p°) = b (P°) = Nic(F°) (1 - le(‘B)) = No") (1 } ﬁ)

1
— nef _ — ple=Dff
=p (1 pf) =p 0 -1)

Daher ist jede zu p prime Zahl A aus K nach jeder Potenz 3¢ einer Zahl «
aus k kongruent, also auch

A=a mod P

®Modulus undeutlich
Sspiitestens ab hier werden e und ¢ optisch kaum noch unterscheidbar, insbesondere im
Exponenten.
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Daraus folgt N(A) = of mod p°.
164 ,

Jeder Normenrest ist also {~ter Potenzrest. Das umgekehrte ist trivial.

Es sei nun p Primitivzahl nach p, soda wieder fiir jedes « eine Darstel-
lung:
a=ape” modp® ap=1 mod p;

(v=0,1,...,p/ —2) gilt, wo v durch « festgelegt ist. Es ist oy = v* mod p®,

sodafs es sich nun darum handelt, wann ¢” Potenzrest ist, wann also ¢” =

A mod p ist. Sei A = ¢# mod p. Dann muR uf = v mod (p/ — 1) sein. Nach

Satz 1 ist p/ — 1 teilbar durch ¢, also mu$ auch v durch ¢ teilbar sein, und

umgekehrt, wenn v durch ¢ teilbar ist p” /—ter Potenzrest. Normenreste sind
pf-1

also genau die Zahlen, fiir diev = 0,/,2¢,. .., ( 5— — 1) { ist. Dies ist genau

der /—te Teil aller primen Restklassen nach p, also auch nach p°.
Beweis fiir 3.)

Ist [ ein Primfaktor von ¢ der in der Relativdiskriminante aufgeht, also
nach Satz 2 genau in der (v + 1)(¢ — 1)~ten Potenz. Dann ist in K: [ = L-.
Wir bezeichnen im Folgenden mit A, bezw. A, Zahlen, die genau durch [©
bezw. L¢ teilbar sind. ¢ sei genau durch [® teilbar.

Fiir die Relativspur erhalten wir wie im Beweise von Satz 2:

S(A.) = (A, + (g

2>(0_1)Ae+"'+(0'—1)€_1/\e

Das erste Glied rechts ist genau durch die Potenz sf+ e von L, jedes folgende
aber, wie im Satz 2, durch eine hdéhere Potenz, ausgenommen das letzte,
das wenigstens durch die e + v(¢ — 1) te Potenz teilbar ist. Da die in S(Ae)
aufgehende Potenz von L durch ¢ teilbar sein mufs (Zahl aus k), ist wegen
der Relation

st 2 vl —1)

d.h.
sl+ezv(l—1)+e

165 |
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auf folgendes zu schliefsen:
Fir e<v ist sl+ezxe+v(l—1)>et+e(l—1)=c¢el

also S(A.) mindestens durch L®*!, d.h. mindestens durch L{TV¢ teilbar.
Somit
S(Ae) =0 mod M

Fiir e = v ist e + v({ — 1) = v{, also S(A.) mindestens durch L teilbar:
S(A)=0 mod I

Fire>viste+v(l —1) >v+v(l —1) =0l also S(A.) mindestens durch
LY d.h. durch LD = [v+1 teilbar:

S(Ae) =0 mod [°!

Wir haben also:

Ist A, eine genau durch L¢ teilbare Zahl aus K, so ist sicher

mod [ft! fiir e<w

(I) S(A)=0¢ mod [! I e=uv
mod "1 1 e>w
Mit si, So,... bezeichnen wir nun die Potenzsummen von A, und den
konjugierten, mit ay, as, ... die symmetrischen Grundfunktionen. Dann ist
S1 + a)p = 0

So + ay181 +26L2 =0

Se—1+a1Se—a+ -+ ap_a251+ (L —1)ai1 =0

1.) e < wv. Setzen wir i = [ﬂ, so ist sicher si,so,...,s;_1 durch

[+l e+l [0=Detl teilbar OO0, da (i — 1)e sicher noch < v ist. OO0
166 |
s; ist sicher durch [* und s;,1, ..., s, sicher durch teilbar. s; ist sogar
durch y“*! teilbar, wenn nicht ¥ = i (ganzzahlig). Da aber letzteres wegen
v > e nur mit 7 = 2 moglich, ist dann ei = e + 1; ebenso ist v + 1 > ¢ + 1,
also fir alle s,:

[v+1
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s, mindestens durch [t teilbar.

Daraus folgt, dafl a;, as, . .., as_; mindestens durch [**! teilbar sind. a, ist als
000 £+n(A,) genau durch L = [¢ teilbar. Es ist also

n(l+A) =1+ X\

2.) e = v. Dann ist s; durch [V teilbar, sy, ...,s, 1 durch ["T1. Also ist
a; durch [V teilbar, as,...,a,; sicher durch [**! @, genau durch L* = [*.
OO0 Wegen a; = £n(A.); a; = —S(A) ergibt sich also:

n(l1+A.) =1+ S(A.) +n(A.) mod ["

3.) e > w. Hier sind alle s, also auch alle a,, einschl. a, durch [*+1 teilbar,
also
n(l+A,)=1 mod ['T

Im ganzen also wird
(1) n(14+A) =1+ A fiire<w
(2) n(1+A) =1+ S(A,) +n(A,) mod [°T!
(3) n(1+A.) =1 mod ["*! fiir e > 0
Daraus folgt also, daft dann und nur dann
n(l+A.)=1 mod!”

gilt, wenn e = v ist, und daraus weiter:
167 |

Wenn A, B prim zu L sind und
n(A) =n(B) mod I,
so bestimme man I" so, daft BI' = 1 mod [, also
n(AT) =1 mod I°.
Daraus folgt dann nach dem vorigen, daf

Al'=1 mod L?
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also
A=B mod L’

ist. Das Umgekehrte folgt ebenso: Wenn A = B mod LV ist n(A) = n(B) mod
[v.
Aus (3) folgt, dafs aus der Kongruenz:

A=B mod L™
geschlossen werden kann:
n(A) =n(B) mod "

indem man wie oben schliefét.

Es soll nun bewiesen werden, daf fiir ["*! genau der /-te Teil aller primen
Restklassen Normenreste sind.

Wenn nun gezeigt werden kann, dal n(A) = 1 mod y**™ durch genau ¢
zueinander inkongruente Zahlen mod LV*! befriedigt wird, so liefern immer
¢ prime Restklassen nach L**! denselben Normenrest (zu [ prim). Denn sind
1 =A,...,A, diese £ mod L"™! inkongruenten (zu L prime) Lésungen, so
folgt aus:

n(B) =3 mod [t
gleichzeitig
n(A;B) =3 mod [°*,
Umgekehrt folgt aber auch aus

B=n(B)=n(') mod ["

daf sich B und ' nur um ein A; unterscheiden. Alle ¢ (L ™) zu L primen
Restklassen nach LY*! zerfallen dann also in genau ¢ Komplexe (Nebengrup-
pen zu den A;), sodaf jeder Komplex einen einzigen Normenrest $ mod [V}
liefert, und die verschiedenen Komplexe nach [V*! inkongruente Normenreste

3.
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Da nun @y (L) = ¢ (1*T1) ist, folgt, dak nur der ¢—te Teil aller primen
Restklassen mod [°™! Normenrest ist.

(DaR immer eine ganze Restklasse nach L'*! denselben Normenrest lie-
fert, folgt aus S. 167> Mitte).
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Zum Beweise unseres Satzes 3.) fiir ['*! geniigt es demnach zu zeigen, daff

die Kongruenz n(A) =1 mod [**! genau ¢ mal L’ inkongruente Losungen

A hat.

Wir erledigen ihn zunéchst kurz fiir alle niedrigeren Potenzen von [.

Aus n(A) =n(B) mod I’
folgt: A=B mod L*

und umgekehrt. Da ¢ (L”) = ¢p(I°) 7 ist, gibt es also ebensoviel prime
Restklassen nach [Y mit Normenresten, als es iberhaupt Restklassen mod [¥
gibt, d.h. jede zu [ prime Zahl ist Normenrest nach [Y also auch nach jeder
niedrigeren Potenz, w.z.b.w.

Um den Satz 3.) nun schlieRlich noch fiir y**! und héhere Potenzen zu
beweisen, haben wir die Kongruenz

n(A)=1 mod ['"!

zu betrachten. Ist A nicht gerade = 1 mod L'*!, so kann A nach (1) nur die
Gestalt haben:
A=1+A,.

Eine solche Losung gibt es aber auch, denn oA; — A; ist nach Satz 2 genau
durch L°! teilbar. Bringen wir nun den Bruch "Al in die Gestalt 22, wo
Zahler und Nenner zu L prim sind, und « in k hegt (dies ist stets moghch),
und bestimmen & aus

aé =1 mod [*; (u beliebig grof)

so diirfen wir nach Multiplikation von Zahler und Nenner mit £ offenbar
a =1 mod [* annehmen. Dann ist

oA - oA
Ay = aA—ll also o'Ay = « aiAll
169 |
und demnach:
(4) n(Ag) =a* =1 mod "}

Tundeutlich
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Andererseits folgt aus:
OéO'Al = AOA1

oder

AI(AO - Oé) = Oé(O'Al - Al)
dalt Ag — a genau durch LV teilbar und somit nach Annahme iiber a:
AO = 1 + AI(JO) .
Nach (2) gilt nun:

n(Ag) = n(1+AD) =1+ S(AQ) + n(A®) mod +!

v

also nach (4):
(5) S(ADY + n(AP) =0 mod '
Jede Zahl A kann nun in die Form

A=1+oA? mod L"*!

v

gesetzt werden, wo ¢ prim zu L und aufterdem, da die Zahl der Restklassen
nach L und [ gleich ist, in k liegend angenommen werden kann. Nach (3) und
(2) gilt nun, wenn wir den Fall ¢ = 0 (L) auch zulassen:

n(A) =14 0S(AD) + on(AY)  mod 1+

v

Es ist also dann und nur dann
n(A)=1 mod ['M!

wenn
0S(AD) + o'n(A®) =0 mod 1!

% v

ist, oder nach (3):

o 1= Dn(A®)=0 mod "

Da n(AY)) genau durch [ teilbar ist, muf also

00 —=1)=0 modI
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sein, was nach dem Fermat’schen Satze nur zutrifft, wenn
170
o0 einer ganzen rationalen Zahl nach [ kongruent ist. Dies gilt fiir o genau /¢
nach [ und somit nach L inkongruente Mdglichkeiten, fiir A also auch ¢ nach

L**! inkongruente Moglichkeiten. Damit ist nach dem Gesagten der Fall 3.)
fiir den Modul ["*! bewiesen.

Bezeichnen wir nun, unter p eine zu [ prime Zahl aus k verstehend, fiir
positives ¢t mit s, © die Summen der v-ten Potenzen von QAtAg,O), so ist s
durch [**?, 55, . .. durch hohere Potenzen, namlich s, mindestens durch [¥#+v+1
teilbar ((I), S. 165%). Also ist as, as, ... mindestens durch [***! teilbar und

auch a, = j:n(g)\t/\fjo)) mindestens durch [“17, also ["**+1. Es gilt also:
(11) n(1+ oANAY) =14 oA S(AY) mod P+
Nach (B) ist nun S (AS,O)) genau durch [ teilbar, sodaf

(6) n(1+ oMAY) =1+ p\y, mod [PHH

[U+1

ist. Es sei nun o Normenrest nach und zwar sei

n(A) = a+ BX,,, mod [

d.h. o auch Normenrest nach (%, Dann ist

)\/
n[A(1 + oAAD) =a + (ag + 8 A””) Aiyy mod [FHUH!
t+v

Ist nun 3 durch [ teilbar, so ist o auch Normenrest nach [V***! sonst wihle
man o so, dafs

)\/
apo + B% =0 mod]I
t4v

was wegen (a, [) = 1 stets moglich. Dann ist o auch Normenrest nach [+
also nach jeder noch so hohen Potenz von [.
171,

Da jeder Normennichtrest nach [**! erst recht fiir hohere Potenzen Normen-
nichtrest ist, und sich jede Restklasse (prim zu [) nach [**! in gleich viele
nach jeder hoheren Potenz zerlegt, ist somit 3.) vollstéindig bewiesen und

8y und v stellenweise optisch schwer unterscheidbar
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damit Satz 8.

Satz 9. Ist m = p7* ... p}" ein Ideal aus k, so ist OO irgendein o dann und
nur dann Normenrest nach m, wenn es nach der Potenz p;* Normenrest ist.

Beweis: 1.) Sei n(A) = a mod m, so gilt dies erst recht mod p}*.

2.) Sei n(A;) = o mod p;* und setzen wir
A=A, modp; fiir alle:

Da p; in k liegt, ist dann auch

oA
also n(A)
und daher n(A)

Hieraus und aus Satz 8 folgt unmittelbar:

otA; mod p;
n(A;) mod p;

a mod m, w.z.b.w.

Satz 10. ist K relativ zyklisch zu k vom Primzahlgrad £ und ® = {*!, wo § =
[TpIT®™" im Sinne von Satz 6 die Relativdiskriminante; gehen ferner in ®
genau d voneinander verschiedene Primideale auf. Ist dann m ein beliebiges,
durch f teilbares Ideal aus k, dann ist von allen zu m primen und nach m
inkongruenten Zahlen von k genau der /4-te Teil Normenrest von K nach m.

Beweis. Nach Satz 8 kommen nur die in ® aufgehenden Primideale in Frage.
Diese sind aber, da m durch § teilbar in m immer in einer solchen Potenz
enthalten, daf genau

172

der /—te Teil aller Restklassen nach dieser Potenz Normenreste sind. Da d
solche Potenzen in m aufgehen, folgt der Satz.

c) Einheiten

c.) Einheiten im relativ—zyklischen Kérper von Primzahlgrad.

Es sei in K ein Strahl O gegeben von der speziellen Eigenschaft, dafs
er gegeniiber den Substitutionen von K invariant ist, d.h. mit A auch oA
Strahlzahl ist. Die Gesamtheit der in k enthaltenen Zahlen von O, d.h. der
Durchschnitt von O mit k bildet dann auch einen Strahl o. Dann ist «q Zahl
aus o und oy = Ag mod I die Kongruenzbedingung, aus deren Bestehen die
Zugehorigkeit von g zu dem Strahl O mod 9 erschlossen wird, so kénnen
wir in jeder solchen Bedingung Ay durch aq ersetzen. Dies denken wir uns fiir
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alle in Betracht kommenden Restklassen getan. Ist dann « irgend eine andere
Zahl aus o und a = a9 mod M, ferner m das kleinste Ideal aus k, welches
durch 9 teilbar ist, so ist auch o = ag mod m. Ist andererseits @ = g mod
m, dann erst recht mod 9, sodaft nur noch die Vorzeichenbedingungen zu
priifen sind. Nun sind aber die konjugierten zu « in k und K die Gleichen,
die Vorzeichenbedingungen iibertragen sich also ohne weiteres.

Auf diese Strahlen O und o sollen sich die folgenden Séatze beziehen.

Es seien R und r die Anzahl der Grundeinheiten in K und k, also auch
in O und o.

Ist ¢ ungerade, so gilt folgendes: Ist k; ein reeller zu k konjugierter Kor-
per, so ist auch K; reell. Denn eine Gleichung ungeraden Grades mit reellen
Koeffizienten, hat mindestens eine reelle Wurzel, und da K; Galoissch zu k
ist, sind alle Wurzeln reell, also auch K;

173,

Ist aber k; komplex, so ist natiirlich auch K; komplex. Jedem reellen
k; sind also ¢ reelle konjugierte (zusammenfallende) Korper K; zugeordnet,
ebenso jedem komplexen k; ¢ komplexe K;. Es ist also

Rlzfrl R2:£T2
R:Rl—l—RQ—l:g(’f‘l—i—TQ—l)—i—é—l:f’l“—FE—l

Somit:
(1) R—r=(£-1)(r+1).

Ist aber ¢ = 2, also K = k( /), wo p ein Nichtquadrat aus k ist, so sei v
die Anzahl derjenigen reellen, zu k konjugierten Korper, in denen p negativ
ausfillt. Dann ist:

R2:27’2—|—l/ R1:2(T1—V>

also:
R=Ri+R—1=2(ri+re—1)+1—-v=2r+1-v

also:

(2) R—r=r+1-—v.
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Wir fiihren jetzt folgende symbolische Schreibweise ein:
AT (A) .. (A) = AT AF(E)
wo die a; ganze rationale (pos. od. neg.) Zahlen sind. Ersichtlich gilt:

— AF(U)+¢(U) : (da (O.f»eA>aN . (O.KA)bK — (O.KA)GN-H)N)

AF(O’) . Bli(a) — (AB)F(O’) : (da (O.EA)QN . (O'F”B)a“ — (O.HAB)CLK>
AF(@) AT
(O.'L'(AF(U)))” — (AaiF(a)))”
— Amo‘iF(o)
— (AP

also allgemein: (AF (U))¢(U) — AF(0)¢(o)

sodals mit den symbolischen Potenzen wie mit gewohnlichen gerechnet werden
kann.

174 |

Speziell ist:
n(A) = AlFotte
Satz 11. Im Strahl O gibt es ein System von n Einheiten Hqy, Hs, ... H,,
sodafs jede Einheit E aus O in der Form
(3) E=H}"...HH"=7 [¢]
darstellbar ist, wo die u; Zahlen der Reihe 0,1,...,¢ — 1 sind, die durch E

eindeutig festgelegt sind, H eine Einheit aus O und [{] eine Einheit aus o
ist, oder aber eine solche Einheit aus O, deren /—te Potenz in o liegt. Die

Einheiten Hq, ..., H, sind in dem Sinne voneinander unabhéngig, daft E =1
notwendig u; = - - - = u,, = 0 nach sich zieht. Die Zahl n ist:

n = r+1 wenn ¢ ungerade

n =r+1l—-v I (=2,

Beweis. Wie frither ist 1 + 0 + -+ + o't = + (6 — 1)Q(0) (S. 152%,
Mitte). Setzt man, wenn E irgendeine Einheit in O ist, E¥?) = E;, so ist
n(E) = EKEI(PU), also, da n(E) eine Einheit aus k£ und somit als Produkt der
konjugierten aus o ist,

e B g
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die £—te Potenz einer jeden Einheit ist also in der Form H'~7 [£] enthalten.
Ferner ist

Hi™7 [€] - Hy 7 [€] = (HiHa) "7 [¢]
Die Form H'~?[¢] bildet also eine Untergruppe der Einheiten in O, die den
Einheitenverband E¢ (Hauptverband) enthilt, und somit, da es nur endlich
viele Einheitenverbinde gibt, ebenfalls sicher einen endlichen Index haben
mufs.

175

Die Nebengruppen zu der Untergruppe H(=%) [€] bilden eine Abelsche
Gruppe von endlichem Grad. Da jede solche Nebengruppe zum Exponenten
¢ gehort, wie wir eben zeigten, ist der Grad der Faktorgruppe, also der Index

von H1=9)[¢] zu O gleich einer Potenz ¢", OO0 und der Typus (¢, 4, ...,¢);
(n mal). Jede Nebengruppe ist

N; = Hi(H"7[¢])

Bilden Ny,...,N, eine Basis der Faktorgruppe und sind Hy,...,H, erzeu-
gende Elemente von Ny, ..., N, so folgt leicht fiir jedes H unsere behauptete
Darstellung (3). Aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt die Unab-
hangigkeit der H;. Es ist also nur noch die Zahl n zu ermitteln.

Sei also E in der Form (3) dargestellt. Da sich die Einheit H wieder in der
Form

H=H . HAH O [

darstellen lassen muf, und [¢']'~7 nach Definition von [£] entweder 1 oder
eine primitive /—te Einheitswurzel ( sein kann,

(aus [')f =¢; [0€] =0c=¢ folgt ja ([5’]1‘”)Z =1)

und ferner sicher nur dann ein ¢ ist, wenn [£'] # o[¢'], also [¢’] den Kérper K
erzeugt, so dafs, da ¢ einer Gleichung (¢ — 1) ten Grades geniigt, dann ¢ in
k also als Quotient der konjugierten [¢'] und o[¢'] aus O in o enthalten sein
muf, so kann man setzen:

E— H11“+u,1(1_0) o Hzn—H/"(l_U)H(l_U)Q [5]

So fortfahrend kommen wir zu

E=H  HE@OHA-0" [¢]
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wo Fi(o) = u; + ul(1—o) + - 4 ul™?

176
und die u{™ Zahlen der Reihe 0,1,...,¢— 1 sind.

Wir untersuchen nun die Annahme, es sei

(1 — o) 2 ist,

1= Hfl(ff) . Hgn(U)H(l_O_)g_l [é]

Indem wir von Fj(c) den durch (1 — o) teilbaren Term zu HA=9)"" zichen,
folgt nach dem schon bewiesenen

uw=0; (i=1,2,...,n).

Also kann man fiir ¢ = 2 schon schliefen: F;(0) = 0. Fiir ungerades ¢ aber

folgt weiter:

(4 o)
wo Gi(o) =u+u/(1—0)+- - +u"?
Gestalt H=7 = [¢] zieht aber nach sich:

n(H'™7) =1 —n([¢])

Ist [¢€] aus o, so ist also [¢]° = 1. Ist aber erst [£]¢ in o0 enthalten, dann sind die
konjugierten zu [€]: [¢], C[€], C%[€], ... Also n[¢] = [€]° und ebenfalls [¢]° = 1.
Daraus folgt aber [(] = 1 oder (, also entweder H'"7 =1, also H = ¢H in o
enthalten, oder H'=% = (, sodak H® = oH’ in o enthalten ist. Jedenfalls ist
dann H ein [¢]. Daraus folgt, dafs

(1—0)"3 ist. Diese Relation von der

1= Hfl(a) o Hgn(a)H(l,U)e—z [fl]

Driickt man H durch (3) aus, so erhélt man eine Darstellung der Form:
1= Hf{(a)-i““-i-F,’L(a)H,(1_0)£71 [6}

wo Fl(0) =t + u/(1 — ) + -+ a2 (1 = 0)3 4 v,(1 — )2

Nun folgt wieder, wie oben
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177
So fortfahrend erhélt man also:

Aus 1 =HP | HIFOHO=D"" €] folgt Fi(o) = 0: (i = 1,2,...,n).
Das bedeutet, daf die n(¢ — 1) Einheiten

Hy, H™7)

in Bezug auf die Gruppe aller Einheiten H~2)""'[¢] unabhingig sind, ande-
rerseits aber jede Einheit darstellen (S. 175%™, unten).

(|
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Es ist also dieses System von n(¢ — 1) Einheiten eine Basis fiir die Fak-
torgruppe der Untergruppe HA=9""[¢] in Bezug auf O.

Nun ist, wie sich jetzt zeigen wird, diese Untergruppe identisch mit der
Untergruppe H’[¢] von O, sodaR also die Bestimmung von n zuriickgefiihrt
wird auf die Bestimmung der Anzahl der unabhéngigen Basiselemente der
Faktorgruppe zu der Untergruppe H¢[¢] von O.

Die Identitét der Untergruppen H=)""'[¢] und H’[¢] erkennt man leicht
80:

Einerseits ist nach S. 152® Mitte identisch in x
1—2)" =+ +z+-+2"h) + lp(z)
wo ¢(x) eine ganze rationale Funktion von x ist, also

(1—-0)' = £(14+0+---+071) +Lp(o)
HA-o)" = HtQ+ot+ot™h) (|-|so<a))f

= Hi[¢): ([€] aus o)
d.h. 1=~ [¢] = H[eg')
Andrerseits ist bekanntlich (Kreisteilungstheorie!)
(=(1-¢"" ()

(da ¢ durch (1 — ¢)*! teilbar), wo ¢(¢) eine ganze ganzz. Funktion von (.
Da nun der Kérper k(¢) mit dem Kongruenzkorper
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[...] (z,mod 1+ x+---+ 2*7) isomorph ist, gilt
also identisch in x, (was man auch leicht direkt nachweist):
(=(1=2)" o)+ (1ot +a" ()
mit ganzem ganzz. ¥(x). Daher

(=(1-0)"p(0)+(1+0o+ -+ (o)

HY = (H#(@))a=o)" (o)) itoteto™h _ gO=o)Then e aug o)

179 |
Damit ist die Identitédt der beiden Untergruppen gezeigt.

Wir zeigen jetzt weiter, daff die Untergruppe H’[¢] von O, die offenbar
mit einer Einheit H; aus O gleichzeitig den ganzen Verband H;H{ aus O
enthélt, genau ebensoviel Einheitenverbédnde enthalt, wie {iberhaupt solche
in o existieren.

Ist dies gezeigt, dann folgt unsere Behauptung leicht so: Die Zahl der
Einheitenverbinde in O und o ist £%*! und £"*! bezw. /% und /", je nachdem
O und somit auch o die Einheitswurzel ¢ enthalt, (¢ gentigt einer Gleichung
(£ — 1) ten Grades) oder nicht. Die Zahl der Nebengruppen von H¢[¢] ist
also dann =" und da jede Nebengruppe zum Exponenten ¢ gehort, (da die
(~te Potenz jeder Einheit sicher in H*[¢] enthalten ist), hat die Faktorgruppe
dann genau R — r Basiselemente. Es ist also dann

(5—1)<T+1> ; (f un erade)
n(f—l)ZR—T:{(g_1)(r+1—u) ; (f=2g)

also
[ r+1 : (fiir ¢ ungerade)

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daf die Zahl der Einheitenverbéande der
Form [€]H® genau so grof ist, wie die Zahl der Verbinde in o. Dazu ordnen
wir jedem Verband [£]H® in O gegenseitig eindeutig einen Verband in o zu.

Ist zunéchst in O keine Einheit vorhanden, deren /~te Potenz in o liegt,

so sind alle [¢] Einheiten ¢ aus o. Dann ordnen wir dem Verband ¢H’ in
O den Verband &7 in 0 zu und umgekehrt. Es bleibt zu zeigen, daf diese
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Zuordnung gegenseitig eindeutig ist. Sind & und & zwei Einheiten aus o,
die in O verschiedene Verbénde liefern, so liefern sie natiirlich auch in o
verschiedene Verbdnde. Liefern umgekehrt & und &

180
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in o verschiedene Verbénde, ist also 3 nicht /~te Potenz einer Einheit in o,
so konnte es a priori doch /~te Potenz einer Einheit in O sein, sodafs & und
& in O denselben Verband ergében. Dann existierte jedoch in O ein H, sodaf
H’ eine Einheit % aus o ergibe, entgegen der Voraussetzung.

&

Da ¢ jede beliebige Einheit aus o bedeuten kann, hat also O ebensoviel
Verbinde ¢HY wie o iiberhaupt.

Etwas komplizierter wird die entsprechende Betrachtung fiir den allge-
meinen Fall, daf in O Einheiten [¢] existieren, deren ¢~te Potenz in o liegt.

(|
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In diesem Falle ist der Kérper K offenbar gleich (k,/&y), wo &, eine Einheit
in o ist, und [§] = /& ist eine solche Einheit in O. Dann muf ferner jede
Einheit [¢] in O, deren ¢~te Potenz in o liegt, sich schreiben lassen: °

[€] = [So]™€s (& aus o)

Sei nun &, &, ..., & eine Basis fiir die Gruppe der Einheitenverbéande in o,
in die offenbar &, aufgenommen werden darf, so bilden demnach die Einhei-
ten [&], &0, &1, - - -, & eine Basis fiir die OO0 Einheitenverbiinde [¢]H¢ in O.
In dieser Basis darf noch das Element &; als /-te Potenz in O weggelassen
werden. Es ist dann noch nachzuweisen, daf die ¢**! Verbinde in O:

(o &t ... &iHY (u; =0,1,2,...,0—1)

samtlich verschieden sind. Ware dies nun nicht der Fall, so bestiinde eine
Relation:

[50]1)05;)1 C f:“ = [&)]Uoé — HZ
Qg
Da n[&)] = n(V&) = (1)1, ist, folgte fiir ungerades (:

&¢t = (M) = & ="
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was nur fiir vy = 0 moglich. Dann wire also:

E=&r ... =H

was nur mit v; = vy = --- = v, = 0 moglich, da sonst H nicht in o liegen
kann, und die K definierende Gleichung z* = £;°£ sein muf.

Fiir gerades ¢ = 2 versagt wegen n[{y] = —&y diese Schlufiweise. Auch hier

folgt aber aus

[€o]¢ = (V&) g = H?
aod
dafs vg = 0 sein mufs. Denn fiir vy = 1
182 |
kann zundchst H nicht in £ liegen. Es ware also die Zahl

H=+\/+v& €,

000 aus K eine Zahl mit 4 offenbar von einander verschiedenen relativ
konjugierten, was unmoglich. Es ist also vg = 0 und dann folgt alles wir
vorher.

Damit ist gezeigt, dak die Anzahl aller Verbinde [¢]H? in O genau mit

der Anzahl der Einheitenverbénde in o tibereinstimmt, (1] und damit nach
dem schon Gezeigten der Beweis fiir Satz 11 vollstandig erbracht.

Weiter gilt:
Satz 12. Machen die Relativnormen samtlicher Einheiten in O ¢%° Einhei-

tenverbénde in o aus, dann gibt es in O

) r+ 14— : (¢ ungerade)
S lr4l40—v—uv ; (=2

Einheiten E;, ..., E, mit der Relativnorm 1, sodaf jede Einheit E in O mit
der Relativnorm 1 in der Form:

E=E". . EYH"" (4;,=0,1,....0-1)

darstellbar ist, wo H eine Einheit in O ist. Aus E = 1 folgt notwendig u; = 0.
Die Zahl 0 ist = 1 oder 0 zu setzen, je nachdem o die prim. /~te Einheitswurzel
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o enthélt oder nicht.

Beweis. 1.) Ist 79 = n(H) so ist non® = n(Hn). Die Relativhormen von
Einheiten in O machen also immer ganze Einheitenverbiande aus. Die Gruppe
in o der Relativnormverbiande von Einheiten in O ist also Untergruppe der
Gruppe aller Einheitenverbénde in o und als solche von einem Grade £*.

2.) Die Gruppe aller Einheiten der Form H!'™? in O hat die Eigenschaft,
daf ihre Relativnormen siamtlich 1 sind. Wir betrachten diese Gruppe H!=
in O als Untergruppe der Gruppe aller Einheiten in O, deren Relativnhorm 1
ist. Da jede Einheit E in O nach Satz 11

183 |

in der Form darstellbar ist:
E=H .. HxH'[; (us; =0,1,...,0—1)

so gilt dies insbesondere auch fiir die eben genannte Gruppe, deren Rel.
Normen 1 sind. Soll n(E) = 1 sein, so ist wegen n(H!=?) = 1 offenbar n[¢]
auf das System der (" Grofen n(Hp)" ...n(H,)*") beschrankt; die in der
Darstellung unserer Gruppe vorkommenden [£] haben also die Eigenschaft,
daf n[¢] nur endlich viele Méglichkeiten hat. Daraus folgt aber daf auch [¢]
selbst nur endliche viele Moglichkeiten hat. Denn es ist

fir ungerades  / stets : nlg] = [¢f
i gerades (=2 und{ino : nlgl = [¢?
I I I I erst [(]2ino: n[¢] = —[¢?,

sodafs auch fiir [¢] selbst (ganz roh!) nur endlich viele Méglichkeiten bestehen.

Die Untergruppe H'=7 der Gruppe mit n(E) = 1 hat also einen endlichen
Index. Ferner gehort jede Nebengruppe E = H{* ... H“[¢]H!™? zum Expo-
nenten /. Dann, wie wir S. 174™ sahen, ist E’ stets von der Form:

E’ = Hy [

([
wo [§o] = n(E), also in o liegt. Daher folgt aus n(E) = 1 jetzt: [&] = 1, also
E‘ = Hj 7, sodaf E zum Exponenten ¢ in Bezug auf H'=7 gehort.

Aus dem Bewiesenen folgt, dafs die Gruppe der Nebengruppen von einem
endlichen Grade sein muf, der eine Potenz ¢¢ von ¢ ist, LJUC] und daf ihr
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Typus (4,4, ...,¢); (o mal) ist. Also existiert fiir jede Einheit E mit n(E) =1
eine Darstellung, wie die behauptete, und diese ist eindeutig in dem Sinne
des Satzes, da es die Basisdarstellung der Gruppe unserer Nebengruppen ist.
Es bleibt also nur noch der Satz iiber die Grofe von o zu beweisen.
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3.) ¢ komme in o und also auch in O nicht vor. Dann kann keine Einheit
[€] existieren, die nicht in o liegt, da sonst K durch eine ¢’te Wurzel in O
erzeugt wirde, deren (0 — 1) te Potenz  wére. Sei nun nach Satz 11:

E; = H{*.. . HiH'"7 ¢

([

Wiiren alle u; = 0, so folgte n(¢) = ££° = 1, also da o keine /~te E.W.
(umsomehr fiir £ = 2 keine 2¢ = 4te E.W.) enthilt, ¢ = 1; E; = H7°
entgegen der Voraussetzung, daft E; Basiselement fiir die Gruppe der Neben-
gruppen zu H'=7. Sei also etwa u; # 0. Dann kann in der Basis Hy, ..., H,
offenbar H; durch E; ersetzt werden. Nun sel weiter

Ey = ES'HY .. HUnH! ¢

Wiiren alle u; = 0, so wiire, wie vorhin & = 1, also E; = E{*"H'~7 was wegen
der Unabh. von E; u. E; in Bezug auf H'~“ nicht geht. Sei also etwa iy # 0,
dann kann Hy durch E; ersetzt werden. So kann man fortfahren, solange noch
E; da sind. Wéaren mehr als n E; vorhanden, so bestiinde zwischen ihnen eine
Relation, was unmdglich, also ¢ < n und H;...H, kénnen durch E;,...E,
ersetzt werden.

In
E=EP . EleH . HH! ¢

(welche Darstellung fiir jedes E aus O eindeutig moglich ist, Satz 11) kann

dabei E nur dann die Relativnorm 1 haben, wenn w44, ..., u, = 0 sind, da ja
ein solches E nach 2.) schon durch die Basis E;, ..., E, darstellbar ist. Setzen
wir also:

h = n(Hg-‘rl); covy Mn—p = n(Hn)

so gilt fiir jede Einheit E aus O:

185
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n(E) =mn/ oot (0 S u < 0)

und zwar eindeutig; denn wére dies noch auf eine zweite Weise moglich, so
existierte eine Darstellung

L=y g
Die Einheit E' = H{*"" ... H"¢' hitte also die Norm 1, und dann muf, wie
eben gezeigt vyi1,...,v, = 0 sein.

Umgekehrt ist jede in der obenstehenden Form dargestellte Einheit aus
o Relativnorm einer sofort angebbaren Einheit aus O. Die Relativnormen
machen also n — p unabhéngige Einheitenverbénde in o aus, sodak vy, =
r+1—wv

r+1—v—u was wegen 0 = 0 die Behauptung ist.

n—@@zn—mz{

4.) ¢ komme in o vor, jedoch in O sei OO0 nicht die (~te Wurzel einer
Einheit in o enthalten. Dann ist in Satz 11 [¢] wieder nur eine Einheit £ aus
0, es gibt keine Einheiten [¢] deren /—te Potenz erst in o liegt. Dann kann
auch nicht ¢ = H'™7 sein, JOO da sonst einerseits H aus O aber nicht aus
o wire, andererseits H* = o(H)*" seinen konjugierten gleich, also H ein [¢]
wire. Daher kann in 2.) das nicht in H!~ enthaltene ¢ als ein Basiselement
E, genommen werden denn n(¢) = ¢* = 1%, Seien E,...,E, ; die anderen.
Ist dann nach Satz 11:

E, = H{ .. HinH ¢

und wiren alle u; = 0, so wire n(E;) = ¢ = 1 also ¢ = 1 oder %, E; = HI=7(?
was wegen der Unabhéngigkeit der Basiselemente nicht moglich. Wir kénnen
also, wie vorhin Hy,...,H,—y durch E;,... E,_; ersetzen, und haben dann,
OO0 nach Satz 11 fiir jedes E aus O:

E=E/. . EM'He .. HinHI-o¢

“Eo1

Hat dann E die Rel. Norm 1, so ist es schon durch die Basis Eq, ..., E,—1,E, =
¢ darstellbar

E=E . EleyCiH

9undeutlich
0yndeutlich
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und durch Division:
1-o
L= BB T Y H (Hﬂ) gﬁ
also wegen der Eindeutigkeit nach Satz 11:
up —uy =05 ... upy —u, ;=0
Ug =+ =1U, =0
Fiir alle Relativnormen folgt dann
n(E) :7759...77;‘"5{; (u; =0,1,...,0—1)

und zwar eindeutig, da sonst eine Einheit mit Rel. 1 und u,,...,u, # 0
folgte, was eben als unmoglich erkannt. Umgekehrt ist jede solche Einheit
aus o Relativnorm. Also vg = n — o+ 1, was wegen § = 1 unsere Behauptung
ergibt.

5.) ¢ komme in o vor und in O existiere die /~te Wurzel einer Einheit 7,

aus o. Dann ist
K= (kv %)

Es sei

Ho = /no
Dann kann man in Satz 11 die Einheiten [¢] durch H§¢ (§ino,u =0,1,...,0—
1) ersetzen. Ferner ist ¢ = HJ™' = (Hio)lfa, also ¢ in der Gruppe H!™
enthalten.

|

187 |

Jede Einheit E aus O hat dann eine Darstellung:
E=H{HY . HUHY¢ (u; =0,1,...,0—1)

Diese Darstellung ist im allgemeinen ebenfalls noch eindeutig, sodaf aus
E =1 folgt up = uy = --- = u, = 0. Denn zunéchst folgt nach Satz 11 aus
E=1dak uy = =u, =0 ist, also:

1 = HpH!7¢
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Fiir ungerades ¢ folgt weiter durch Normbildung:
1 =o€’
also, da g als erzeugendes Element von K nicht /~te Potenz in o sein kann,

U(]:O.

Fiir £ = 2 ist n(Hy) = —no. Also folgte, wenn ug = 1 wére,

1= —noé?

oo

d.h. wenn K nicht durch v/—1 erzeugt wird, ebenfalls ein Widerspruch. Nur
falls K durch /=1 erzeugt wird, also 79 = —&2 in o ist, darf nicht so ge-
schlossen werden. In diesem Falle brauchen wir gleich, daf dann Hy = /—&3

nicht in der Form H!'~7 enthalten ist. Denn wire

_52: Oé‘i‘ﬁ\/ _53
Vol a— /=8

so folgte (a — B)v/—=& 2 = a — €2, also a = 3
V6= e = (it

000 also wire H = 1 +4&. Dies ist aber keine Einheit. Denn n(H) = 1+ &2
ist eine Zahl in o die mit ihren sdmtlichen konjugierten > 1 also deren Norm
in & nicht £1 sein kann. Es ist also tatséichlich Hy = H'™ unmdéglich.

Sei nun die Darstellung unseres Basiselementes E;
Ey = Hy°o .. HH'"7¢.

Dann konnen nicht alle ug, uy, ..., u, = 0 sein. Denn sonst wire n(E;) =1 =
€% und also ¢ = (. Da dann ¢ = ¢ in H'~7 hineingezogen werden kann, wire
E,=H 177 was unmoglich. kann also eins der H; durch E; ersetzt werden.

|
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So fortfahrend gelangen wir zu einer Darstellung fiir jedes E aus O:

E=E! .. EVHUH!! . HimH ¢

o+1
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In dem Spezialfalle ¢ = 2; ny = —&2 konnen wir es dabei sicher so einrich-
ten, daf Hy nicht mehr unter den H,0J0JOJ. .. H,, vorkommt. Denn dann darf

das Element Hy = \/—&2 ’als Basiselement E; gewahlt werden?,| da Hg
nicht H=7 ist, wie gezeigt.
Ist nun n(E) = 1, so folgt, dak

E=E". . EreH'™

also: , /

1=E"" B HYeH s L HEHT ¢
also jedenfalls u,,...,u, = 0 ist, OO da diese Darstellung im allgemeinen
nach Satz 11 eindeutig und in dem einzigen kritischen Falle ny = —¢&2; ¢ = 2
die kritische Einheit Hy nicht unter den H,, ..., H, vorkommt.

Nun ist jedes:
n(E) = mye ...
und zwar eindeutig, da sonst wie unter 3.) eine Einheit in O mit der Norm
1 existiert, fiir die die Exponenten von H,,...,H, nicht alle Null wéren.
Da andererseits jeder solche Ausdruck eine Relativnorm liefert, ist wieder
vg=n— o0+ 1, was wegen 6 = 1 die Behauptung liefert.

d) Anzahl der ambigen Klassen

d.) Die Anzahl der ambigen Klassen im rel.—zykl. Kérper von
Primzahlgrad.

Zunéchst sei bemerkt, daf wir das Rechnen mit symbolischen Potenzen
ohne weiteres auf Ideale iibertragen konnen, ebenso auf Idealklassen.

Definition 3. Ein Ideal 2 aus K heifst ambig, wenn es nicht in k liegt, und
A7 =1, also A = o2 ist. Eine absolute Idealklasse & aus K heifit ambig,
wenn R177 =1 d.h. R = o0& ist.

R ist sicher ambig, wenn es ein ambiges Ideal aus K oder ein Ideal aus k oder
das Produkt eines ambigen Ideals mit einem Ideal aus k enthélt.

189 |
Denn ist 2j ein solches Produkt, so entsteht die Klasse & von 2j durch
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Multiplikation von 20j mit allen absoluten Hauptidealen: R = Aj(A). Also
ol = o oj (cA) = Aj(cA) und (A) durchlduft mit (cA) die sdmtlichen
absoluten Hauptideale. Dasselbe gilt offenbar auch noch, wenn die Idealklas-
sen nach einem solchen speziellen Strahl O definiert werden, der mit seinen
konjugierten gleich ist.

Das Umgekehrte braucht nicht immer der Fall zu sein. Es kann sehr wohl
ambige Klassen ohne ambige Ideale geben.

Satz 13. Ein Primideal aus K ist dann und nur dann ambig, wenn es in der
Relativdiskriminante von K aufgeht, seine /~te Potenz also Primideal in k
ist.

Beweis. Sei 3177 = 1 und p das zugehorige Primideal von k. Dann ist nicht
p =P, da sonst P ein Ideal in k wire (Def. 3), auch nicht p = PP ... P,
da sonst o = Py = P wire. Also p = P Umgekehrt ist dann auch

T =oB.
Satz 14. Es seien By, . .., B, die d verschiedenen in der Relativdiskriminante

von K aufgehenden Primideale, die also alle ambig sind. Dann 1aft sich jedes
Ideal 2, fiir das A~ = 1 ist, eindeutig darstellen:

A =P ... Pla

wo a ein Ideal aus k ist und v; = 0,1,...,¢—1. Es ist weiter 2 dann und nur
dann in k£ enthalten, wenn u; = -+ = ug = 0 ist. Soll zudem 2 Hauptideal
in k sein, so muf a Hauptideal sein.
Beweis. Aus 2 = oA = 0?A = - - = o' 1A folgt:

n(A) = A

Es ist also 2 ein Ideal aus k. Ginge nun in 2 ein P> auf, wo P ein nicht ambi-
ges Primideal aus K und auch nicht Ideal aus k ist, sodafs p = ‘B’Bgo) e ‘,]391
wire, so ist A* durch B> teilbar und Ideal aus k, also durch p** teilbar. Somit
ist

190 ,

2A selbst durch p* teilbar. OO0 Jedem einzelnen Faktor P entspricht also
gleich der ganze Faktor p* aus k. 2 hat also die angegebene Form, in der die
u; in der angegebenen Weise reduziert werden diirfen, da B¢ in k liegt. Diese
Darstellung ist eindeutig, da die Zerlegung in Primideale in K eindeutig ist.
Liegt 2 in &, so muR P} ... Py¢ in k liegen, also durch p; = P teilbar sein,
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falls 3; vorkommt. Das geht nur fiir u; = 0. Alles weitere folgt daraus. Die
Darstellung gilt offenbar auch fiir gebrochene 2, dann ist auch a gebrochen.

Satz 15. Die Gruppe der Ideale 2 aus K, fiir die 241~ = 1 ist, hat in Bezug
auf die Untergruppe der Hauptideale (in absolutem Sinne) aus & den Index
0?h, wo h die absolute Klassenzahl und d die Anzahl der Diskriminantenteiler
ist. In Bezug auf die Untergruppe der absoluten Hauptideale (A) aus K, fiir
die (A)1=9 = 1 ist, hat sie den Index hf¢=¢ wo o die Bedeutung von Satz 12
hat, d.h. von der Gruppe '~ = 1 werden genau h - ?~¢ Idealklassen in K
im absoluten Sinne erzeugt.

Beweis. 1.) Der erste Teil folgt sofort aus Satz 14.

2.) Sei D die Untergruppe der Hauptideale aus K, die in unserer Grup-
pe A'~? = 1 vorkommen, Dy die der Hauptideale aus k, die sicher alle in
unserer Gruppe vorkommen. Ist dann (D : Dg) der Gruppenindex, so gilt
wegen der multiplikativen Eigenschaft des Gruppenindex, da 2A!=° = 1, D,
Dy ineinander geschachtelte Untergruppen sind

hgd =7 (D> DO)
wenn j der gesuchte Index unserer Gruppe A7 = 1 zu D ist. Es ist also
Jj= % und somit (D : Dgy) = ¢¢ nachzuweisen.

Wir beweisen zunéachst:
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Hilfssatz. Ist A eine ganze oder gebrochene Zahl aus K mit n(A) = 1, so
gibt es eine ganze Zahl B aus K, sodafy A = B!~7 ist.

Beweis. Wir wihlen m ganz rational so, daf
B =m(1l+A+ AT ... Al
eine ganze Korperzahl aus K wird. Dann ist

1+A FAFT A1+a+...+0272
B 1+ A7 + Ao+o? + -+ Ac+o24tol=1
_ 1+ A LAl o1 A1+a+...+0672
AL (A + Al+o 4 Alto+o? 4oL 4 A1+U+gz+m+alg_1)

1—0o

=A

(Es konnte B = 0 sein, siehe Zahlbericht!).
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Da nun die Einheiten E;,... , E, von Satz 12 fiir O = K, o = k samtlich die
Norm 1 haben, gibt es ganze Zahlen A;,..., A, in K, sodaf

Ei = Agig

ist. A; ist sicher keine Einheit, da OO0 nach Satz 12 E; von der Gruppe H' =
unabhéngig ist. Also ist, wenn 2A; = (A;) gesetzt wird:

A7 =1; A #1L
Wiére nun
A ... A = (a); () ink

so wiirde folgen

AT LAY = aH; H Einheit in K

o )
Also  E{'... E,2 =H!°

woraus, wie eben, u; = ug = - -+ = u, = 0 folgt.

Ist andererseits 20 = (A) ein Hauptideal aus K und 24'~7 = 1, so ist also
A= = E, wo E Einheit in K ist, fiir die

n(E) = Al-o)(tottot™h) _ Al—of _

ist. Demnach gilt:
E=E"... EZQHI_"

oder A7 = (AW .. AytH)'
192 |
Nun zieht aber A= = B~ nach sich:

B

é:a’(é> = ... = Zahl o aus k.

B B
Esist also A =A! .. A,’Ha
oder fiir die Hauptideale

0oo
A=A A% ()
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wo («) Hauptideal aus k und w; = 0,1,...,¢ — 1. Die Ideale 2y, ..., 2, ha-
ben also die Eigenschaft, dal sie LJUJJ eine Basis fiir die Gruppe D aller
Hauptideale 2 = (A) mit 277 = 1 aus K in Bezug auf die Gruppe Dy aller
Hauptideale in k bilden. Jedes Element der Basis gehort nach Satz 14 genau
zum Exponenten /, es ist also der Index (D : Dy) = 2, w.z.b.w.

Satz 16. Die Idealklassen von K und k seien wieder im absoluten Sinne
definiert. /¥ bedeute die Anzahl der Einheitenverbénde in k, die durch Rela-
tivnormen von Einheiten und gebrochenen Zahlen von K gebildet sind. Die
iibrigen Grofen seien wie bisher definiert, insbesondere fiir £ = 2 die Zahl v
wie frither. Ist a die Anzahl der ambigen Klassen in K, so gilt:

a=h - v rHieo) fiir ungerades ¢

a=h-2vtr=r42) fiir £ =2 (also § = 1)

Beweis. 1.) Ist n(f) = ¢, wo € Einheit in k, so ist fiir jede Einheit OO #:
en’ = n(6n). Unsere Normen machen also wirklich ganze Verbinde aus.
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2.) Die £ Y Relativnormverbinde in k bilden eine Abelsche Gruppe, in
der jedes Element den Exponenten ¢ hat. Aufer den vy*? nach Satz 12 in
k vorhandenen Basiselementen gibt es also noch v — vy davon unabhéangige
Einheiten in k, die als Normen gebrochener Zahlen geliefert werden. Es seien
dies:

e1=n(01); .5 Evvg = N(Op_yy)

Dann hat also, wenn wir die Normen von Einheiten zusammenziehen, ebenso
die /~ten Potenzen von Einheiten in k£ als Normen schreiben, jede Relativ-
normeinheit aus k£ die Gestalt:

__ _uq Uy —vg . Uizo,l,...,g—l
e=eta sy n(H); ( H Einheit aus K
in der die u; eindeutig festgelegt sind (Basis einer Abelschen Gruppe). Da

insbesondere 1 = n(1) ist, kann

L=cV e, 0n(H)

"yndeutlich
121, und v optisch tw. nicht unterscheidbar
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nur fiir vy = -+ = v,_,, = 0 bestehen.

Es sei nun symbolisch:

(&) =] %"

erstreckt iiber die verschiedenen nicht zu einander konjugierten Primideale
von O; in K. Wegen n(0;) = ¢; ist also:

al(@)] = [ e+t _

(|

Nun ist: OO
Fi(o)=¢i(c—1)-(c —1)+aq;

ist, wenn nach Potenzen von (o — 1) entwickelt wird, also
(I+0+- 40" F(0) = (' = Dgilo — ) +al+o+---+0")
und daher
1= H ;B(af71)@(071)ma¢(1+o+---+af—1) _ Hn<m)ai
also a; = 0 und F;(o) durch 1 — o teilbar. Es kann also gesetzt werden

(©;) =277
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wo 2; ein ganzes oder gebrochenes Ideal aus K ist. Setzen wir wieder

(=0+o0+ - +"Nplo) + (1 —o)(o) (S. 178%).

so wird

AL = n ()P (A7) = q,(6;) ¥

A A =A(A), wo A =1
und (A) Ideal aus K, so konnen nach dem eben gezeigten alle Exponenten
1

, ..., /—1 angenommen werden, da der Faktor a; unbeschadet A7 =
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1 zu 2 und der Faktor (0;)¥(") zu (A) genommen werden kann. Dann folgte
durch Erheben in die (1 — o) te Potenz:

O ...0, w0 =HA'"""; (H Einheit aus K)

v—1g

also durch Normbildung

e, =n(H)

Dann mufs aber nach dem vorhin gezeigten
Up = "= Uy—yy =0

sein. Das bedeutet aber, daf die durch die 2; definierten wegen ;7 =
(0;) offenbar ambigen Klassen OO in Bezug auf die ambigen Klassen mit
ambigen Idealen und untereinander unabhéngig sind.

Ist andererseits 2 ein Ideal aus einer ambigen Klasse, dann muf !~ = ©
in K sein, also

Somit

e=¢c". . g n(H); H in K

* T rV—v0

n(0) = n(O" .. @uV*UOH)

° V—19

Da aus n(B) = 1 nach unserem Hilfssatz B = A'~7 folgt, muf
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0 =07 ...6,  "HA!"?

v—1u0
d.h.
AT = (AP A AN

° V—v9

sein. Somit ist

A= (A .. A A, woRA 7 =1ist.

: V—0

Jedes Ideal einer ambigen Klasse lafit sich also durch die Basis 24, ...,
A, _, und Ideale 2 mit 51—0 = 1 darstellen.
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Zusammengenommen haben wir also:

Die Gruppe G aller ambigen Klassen ist in Bezug auf die Untergruppe der
Klassen, die aus ambigen Idealen entspringen von endlichem Index. Die Ne-
bengruppen bilden eine Gruppe vom Typus (¢,7,...,¢); (v — vy mal) sodaf
der Index ¢V~ ist.

Nach Satz 15 erzeugen die ambigen Ideale in K genau hf¢—¢ Klassen,
sodak die Anzahl aller ambigen Klassen

a= hfd—g—f—v—vo — hgv-l—d—(g—i—vo)

ist. Nach Satz 12 ist

o=r+14+0—1vg fiir ungerades /¢
=r+1+0—v—1 flir ¢ = 2.
Fiir ¢ = 2 enthalt k sicher die prim. 2. E. W. —1, also 6 = 1. Somit wird
a = hetrv=(r+iTo) fiir ungerades ¢

a=h- v+ fiir £ = 2

Unser Satz ist damit bewiesen.
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e) Die Geschlechter fiir £ # 2

e.) Die Geschlechter fiir ungerades £.

Definition 4. Es sei K relativ zyklisch vom Primzahlgrad ¢ (gerade oder un-
gerade) zu k. Dann heifst eine ganze oder gebrochene Zahl o aus k& Normenrest
des Korpers K nach dem Modul m, wenn es in K eine ganze oder gebrochene
Zahl A gibt, sodaf im Sinne von Definition 2 (S. 93*) o = n(A) mod m ist,
und a, A zu m prim sind.

Diese Definition wird gerechtfertigt durch den

Satz 17. Eine ganze Zahl « ist dann und nur dann Normenrest im Sinne der
vorigen Definition, wenn sie es im Sinne der Definition 2 (S. 159*) ist. Da
die Anzahl der zu m primen Restklassen fiir ganze oder gebrochene Zahlen
iibereinstimmt, gilt auch im Sinne unserer neuen Definition der Satz 8 und
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10 (S. 159%™ und 171%).

Beweis. Sei a ganz und Normenrest im neuen Sinne, also v = n(A) mod m,
wo A aber gebrochen ist und prim zu m: A = %, wo v ganz rational, prim
zu m ist. Dann ist v‘a = n(rvA) = n(B) mod m. Wihlen wir v; aus k so,
daff vv; = 1 mod m ist, so ist a = vin(B) = n(v1B) mod m, also a auch

Normenrest im fritheren Sinne, w.z.b.w.
Nun sei ¢ ungerade und f*~! Relativdiskriminante von K. Da immer eine

ganze Restklasse Normenrest oder Nichtrest ist, bildet die Gesamtheit der
Normenreste von
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K nach dem Modul f einen Strahl o in k. Nach diesem Strahl o seien die
Idealklassen in k definiert und ihre Klassenzahl sei A’ (Vergl. hierzu Satz 10,
S. 171%)

Ist h die absolute Klassenzahl, also auch nach dem Strahl oy aller zu f
primen Zahlen, so ist nach Satz 19 (S. 112%):

I (01:0)
h_(Ele)h

wenn £ und E die Gruppen der Einheiten in o; (in k) und in o bedeuten.

Nach Satz 10 (S. 171%) ist, wenn d verschiedene Primideale in f aufgehen
(d Diskriminantenteiler existieren), genau der (4-te Teil aller zu f primen
Restklassen Normenrest nach f, also in o, sodaf (o; : 0) = (¢ wird.

Hat ¢ die bisher benutzte Bedeutung (Satz 12, S. 182%), so liegen in 0;
nach Satz 17 (S. 103*) genau ¢"™° Einheitenverbinde. Ist nun € in o, und n
irgendeine Einheit aus oy, so ist auch en’ in o, das dieses mit ¢ Normenrest
nach f ist. In F liegen also immer ganze Einheitenverbénde von Fy; diese
haben (als Untergruppe aller Einheitenverbéande) eine OO Anzahl ¢". (Nach
Satz 17, S. 103™ ist zwar die Anzahl der Verbénde in [...] ebenfalls ¢"19, das
ist aber kein Widerspruch gegen die hiesige Anzahl ¢". Letztere bedeutet die
Anzahl der Verbénde in 01, die in o liegen. Diese Verbénde spalten sich jedoch
in o, im allgemeinen in mehrere, da en’, wo 7 in o, liegt und alle Einheiten
aus o; durchlauft mehrere Verbande in o darstellt, wenn nicht alle n auch
in o liegen, also o mit o; identisch ist). Der Index (F; : E) ist nun leicht
zu bestimmen. Er ist gleich dem Index der Gruppe aller Einheitenverbande
in 07 zu der Untergruppe aller Einheitenverbénde in o1, die in o liegen, also
gleich
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198 ,

9= Damit wird:
(1) h/ —h- €d+n—(r+5)

Die Idealklassen in K seien im absoluten Sinne definiert, aber nur die zu
f primen Ideale in Betracht gezogen (Def. 10, S. 116™)

Sind nun 2 und B zwei Ideale aus K und
A~B, also A= (A)B

wo A Zahl aus K, dann ist

Die Ideale n() und n(B) liegen also in der gleichen nach o definierten
Klasse von k, da ihr Quotient gleich dem Hauptideal (o) = (n(A)) ist, und
a als Zahlnorm erst recht Normenrest nach f ist. (« ist prim zu f, da 2 und
B so vorausgesetzt werden).

Infolgedessen ist jeder Klasse & von K eine Idealklasse £ von k£ nach o
zugeordnet, die wir die Relativnorm von K nennen:

(2) t=n(R).

Wie leicht ersichtlich, ist n(88;) = n(R)-n(R;), sodak die Relativnormen
der Klassen £ eine Klassengruppe H in k bilden, deren Index wir ¢ nennen (in
Bezug auf die Gruppe aller i’ Klassen nach o in k). Im Sinne von Definition
3, (S. 142™) ist die Klassengruppe H dem Korper K zugeordnet. Nach Satz
7 (S. 142%) ist also der Grad ¢ von K sicher 2 i. In H kommt sicher die
Hauptklasse £, vor, und es seien Ky, K1, ..., R_1 alle Klassen aus K, deren
Relativnormen £, sind. Auch sie bilden eine Gruppe Hy. Jede Nebengruppe
zu Hp enthéalt immer gerade alle und nur die Klassen,
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deren Relativnormen sich nur um £, unterscheiden, also identisch sind. Ist
also Gy die Gruppe aller Idealklassen aus K, so ist der Index (G : Hg) gleich
dem Grad der Gruppe H, da es eben soviel verschiedene Nebengruppen zu
Ho geben muf, als es Klassen K mit verschiedener Relativnorm gibt, und das
ist gerade der Grad von H. Der Grad von H ist nun hT, , da b’ Klassen nach o




Die Geschlechter im relativ zyklischen Kérper von Primzahlgrad £. 171

existieren und der Index von H gleich ¢ gesetzt wurde. Nach dem obigen ist
also
(3) (Go : Ho) =

Wl
-2

e\|b

Man bezeichne nun mit H® die Gruppe aller Klassen von K, die symboli-
sche (1 — o) te Potenzen von Klassen in K sind. Da 8 die gleiche Norm wie
R hat, ist die Norm einer Klasse H° die Hauptklasse, H° also Untergruppe
von Hg, also

(G() . H ) (GO HQ)

Ist andererseits £° eine Klasse aus H° und wird £° von £ erzeugt: 8° = 8177,
so wird K° auch von KR; erzeugt, wo R; eine ambige Klasse von K ist. Ist
umgekehrt 877 = &'77 so ist (2)1,(, = 1, also RR'"' eine ambige Klasse.
Ist also a die Anzahl der ambigen Klassen, so erzeugen immer genau a Klassen
aus K die gleiche Klasse von H°. Es ist also (G : H°) = a = hfd+tv=(r+1+9)
nach Satz 16 (S. 192%); denn alle gy Klassen von G zerfallen in £ Systeme
von je a Klassen, deren (1 — o)—te Potenz je ein und dieselbe Klasse von H°
bilden. Der Grad von H® ist also £, also der Index zu Gy ist g—g =a.

a
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Somit folgt aus (3) und (I):

(4) h - €d+v (r+1+96) (G He ) (G HO) z % — h£d+n*(r+6+1)7

Es ist somit:

1\

v n.

Nun ist v die Anzahl der unabh. Einheitenverbiande aus k, welche durch
Relativnormen von Zahlen aus K geliefert werden, n die Anzahl der unabh.
Einheitenverbédnde, welche Normenreste nach f sind (also nur = der Norm
einer Zahl aus K nach f) Daher ist:

woraus:

() n=uv
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zu schliefien ist.

Es muf daher in (4)) iiberall das Gleichheitszeichen gelten, also auch in
(3) und somit ist ¢ = £. Wir haben also:

) a="
(7) H° = H07
(8) i=t

Definition 5. Alle Klassen in K, deren Relativnorm ein und dieselbe Klasse
in k nach o bildet, fassen wir in ein Geschlecht zusammen. Insbesondere de-
finieren wir das Hauptgeschlecht durch alle jene Klassen, deren Relativhorm
die Hauptklasse in k ist. Das Hauptgeschlecht ist also die Klassengruppe Hy,
sodaf jedes Geschlecht eine Nebengruppe von Hy ist.

Dann gilt nach dem vorigen:
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Satz 18. Die Anzahl der Geschlechter von K ist gleich dem /—ten Teil ’%
der Klassenzahl b’ des Korpers k& nach o und gleich der Anzahl der ambigen
Klassen des Korpers K. Die Klassenzahl des Koérpers K ist teilbar durch die
Anzahl der Geschlechter (Index der Klassengruppe Hg), also teilbar durch

h/
7_

Wegen (7)) folgt noch:

Satz 19. Jede Klasse des Hauptgeschlechts ist die symbolische (1 — o) te
Potenz einer Klasse von R.

Aus (b)) folgt nach der Bedeutung von n und v:

Satz 20. Wenn eine Einheit in £ Normenrest von K nach dem Modul f ist,
dann ist sie wirklich Relativnhorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl von

K.

Satz 21. Wenn eine ganze oder gebr. Zahl « die /~te Potenz eines Ideals a
aus k ist, und aufserdem Normenrest nach f, dann ist die Relativnorm einer
ganzen oder gebrochenen Zahl aus K.
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Beweis. Sei (o) = a’ und @ Normenrest nach f. Dann gehort a zu o (« ist
nach Def. des Normenrestes, S. 196%™, zu f prim). Da ferner

ist, ist a zu einer Klasse des Hauptgeschlechts in K gehérig, also a = A177(0),
wo 2 und © Ideal und Zahl aus K sind. Durch Normbildung folgt:

wo ¢ Einheit in k ist. Da o Normenrest nach f ist, ist es auch ¢, folglich nach
Satz 20: € = n(A), also a = n(AO).

Aus (8) folgt noch nach Definition 4 (S. 144™), daf K ein Klassenkdrper
nach der Klassengruppe H ist. Der Modul war bei uns bisher f selbst. Nehmen
wir statt dessen irgendeinen durch f teilbaren Modul m, so dndert sich, wie
frither gezeigt an H nichts wesentliches. Ebenso, wenn man, statt vom Strahl
o, vom engeren Strahl aller Zahlen = 1 mod m ausgeht, der ja nach S. 114>
alle in Betracht kommenden Klassengruppen erzeugt (fiir ungerades ¢ spielen
die Signaturen keine Rolle).

Satz 22. Sei /! die Relativdiskriminante von K nach k und ¢ ungerade,
ferner m ein durch f teilbares Ideal aus k& und o der Strahl aller Zahlen
= 1 mod m aus K. Dann ist K Klassenkorper fiir eine Klassengruppe H vom
Index ¢ nach dem Modul m und dem Strahl o.
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f) Die Geschlechter fiir £ = 2

f.) Die Geschlechter im relativquadratischen Zahlkérper.

Es sei K = k(,/pt) relativ—quadratisch in Bezug auf k. v sei, wie friiher die
Anzahl der reellen, mit k£ konjugierten Korper, in denen die zu u konjugierten
negativ sind.

Als Strahl o legen wir die Normenreste nach der Relativdiskriminante
D = ! =[...] zugrunde, welche in den fraglichen v Kérpern positiv sind.
o enthélt also alle zu f primen Zahlen «, fiir die
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1.) a=n(A) mod f
2.) «a positiv in den v Kérpern, fiir die 1 negativ.

Dafs o ein Strahl mod f ist, ist unmittelbar klar. h’ sei die Anzahl der Ideal-
klassen von k (nach o definiert). Es ist
B (01 :0) b
(El . E)
wo h die absolute Klassenzahl, o, der Strahl aller zu f primen Zahlen, und
FE; und FE die Gruppen der Einheiten in 0; (d.h. k) und o sind.

Nach Satz 10 (S. 171%) ist genau der 2¢-te Teil aller zu f primen OO
Restklassen nach f Normenreste (d = Anzahl der Diskriminantenteiler, Tei-
ler von ® = f). Jede solche Restklasse hat Zahlen aller Signaturen, also
fiir die v ,kritischen” konjugierten 2 Moglichkeiten. Zerlegen wir also die
Normenreste nach o nach der Untergruppe mit nur positiven Normenresten
in den v kritischen Koérpern, so erhalten wir 2¥ Nebengruppen. Es ist also
(01 : 0) = 2017,

Zur Bestimmung von (E; : E) bemerken wir zunéchst, dak k stets die
prim. 2-te E.W. —1 enthilt, sodaf es in 0; genau 27! Einheitenverbinde
gibt. Ist € eine Einheit in o, also
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Normenrest mit Vorzeichenbedingung, dann gehort auch jedes en? mit be-
liebigem 71 aus o; wieder in o, da n? = n(n) und total positiv ist. Wieder
machen also die LJUO] Einheiten von o ganze Einheitenverbénde in o; aus.
Sei 2" die Anzahl der Einheitenverbénde (in 01), die E zusammensetzen, so
ist

(El . E) — 2r+17n

also:

(1) h/ _ h2d+u+n—(r+1)

In K seien die Idealklassen im absoluten Sinne (unter Beschrénkung auf
die zu f primen Ideale) erklart. Sind 2, B zwei Ideale gleicher Klasse aus K,
also 2 = B(A), so ist:

n(2A) = n(B) - (n(A))

Ist nun 4; negativ, der Korper K; = k;(,/1;) also imaginér, so ist n(A) = AA’/
sicher positiv OO0 in k;, also n(A) sicher Zahl aus o. Wieder haben also
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Ideale einer Klasse in K dquivalente Relativnormen (nach o) in k. Ist 2 ein
Ideal aus 8 und ¢ die Klasse nach o in k, der n(2) angehdrt, so setzen wir
wieder ¢ = n(R).

Die Klassengruppe H der Relativnormen von Klassen aus K ist dann dem
Korper K zugeordnet. Ist ¢ ihr Index so gilt, wie oben:

(2) i <2

Verstehen wir unter Hyp und H°, Gy dieselben Klassengruppen von K, wie
im vorigen Abschnitt:

Ho = Gruppe aller Klassen R, fiir die n(R) = €, die Hauptklasse
nach o in k.

H° = Gruppe aller (1 —0) ten Klassenpoten-
zen in K|

Go = Gruppe aller Klassen in K,
([
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so gilt wieder:

3) (Go:Hy) = >

h/
7 (Beweis wie oben),
i

und H° ist Untergruppe von Hy. Wieder ist (Go : H°) = a die Anzahl der
ambigen Klassen in K, also:

(Go: H°) =a=h- 24t

!/

>

_ 2d+u+n—(r+2)

(4) k20T = (G HO) 2 (Gt Hg) = ” >
]

b |

Also:
v 2.

Nun ist wieder v die Anzahl der unabh. Einheitenverbinde aus k, welche
Relativnormen von Zahlen aus K sind, n die Anzahl der unabh. Einheiten-
verbinde aus 0y (d.h. k) welche Normenreste nach f und der Vorzeichenbe-
dingung geniigen. Da jeder der v Verbande
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1.) Normenrestverband nach f,

2.) In den fraglichen Kérpern positiv (vorige Seite™!) ist, mufs auch: v < n
J0I0D sein, also

(5) v=n
h/
(6) a==
(7 H = H,
(8) 1=2

Definieren wir also die Geschlechter wie in Definition 5, so folgt:

Satz 23. Die Anzahl der Geschlechter ist gleich der halben Klassenzahl A’
des Korpers k nach o und gleich der Anzahl der ambigen Idealklassen in K,
namlich gleich:
h/
T3
Satz 24. Jede Klasse des Hauptgeschlechtes ist die (1 — o)-te symbolische
Potenz einer Klasse aus K.

Aus (5) folgt:
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Satz 25. Wenn eine Einheit von £ Normenrest nach f und in den v kritischen
Korpern positiv ist, so ist sie wirklich Relativnorm einer Zahl A aus K.

Satz 26. Wenn eine Zahl « aus k Quadrat eines Ideals a aus k ist, ferner in
den v kritischen Korpern positiv und Normenrest nach f, so ist sie die Norm
einer Zahl A aus K.

Beweis. Sei (o) = a?. Wegen n(a) = a® = () ist
~r~r~r o a Ideal des Hauptgeschlechtes, nach den Vorauss.
~r~r~ro~  {iber a. Daher nach Satz 24
a=A"7(0)

(@) = n(a) = (n(9))
a =en(0); (¢ Einheit in k)



Die Geschlechter im relativ zyklischen Kérper von Primzahlgrad £. 177

Da «, so ist auch £ Normenrest, [JUI[] ferner in den v kritischen Korpern
positiv, da dies von a und n(©) gilt. Also ist nach Satz 25: e = n(A); a =
n(A©).

Aus (R) folgt, dak K Klassenkorper nach k ist fiir die Klassengruppe H.
Der Strahl aller Zahlen = 1 mod f, welche in den v kritischen Kérpern positiv
ausfallen, oder auch {iberhaupt total positiv sind, liegt ganz in o, kann also
zur Charakterisierung von H ebenfalls benutzt werden, ebenso jeder durch f
teilbare Modul m.

Satz 27. f sei die Relativdiskriminante des relativquadratischen Zahlkorpers
K = k(\/p). m sei ein durch f teilbares Ideal aus k und o der Strahl aller
Zahlen = 1 mod m, die in jenen reellen konjugierten Korpern, in denen p
negativ ist, positiv sind (oder auch der Strahl aller total
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positiven Zahlen = 1 mod m). Dann ist K Klassenkorper zu k' fiir eine
Klassengruppe H vom Index 2 nach dem Modul m und Strahl o.

Daraus folgt OO in Verbindung mit Satz 22:

Satz 28. Jeder relativ—zyklische Kérper K von Primzahlgrad ¢ und der Re-
lativdiskriminante £~ in Bezug auf k ist ein Klassenkorper fiir eine Klas-
sengruppe nach dem Modul f.

Der eben bewiesene Satz, der uns noch gute Dienste leisten wird, ist ein
spezieller (JUIC] Fall eines allgemeinen Satzes, den wir erst spater herleiten
konnen, nach dem tiberhaupt jeder relativ Abelsche Kérper Klassenkdrper
fiir einen gewissen Modul m ist.
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g) Verallgemeinerung des Geschlechtsbegriffs

Hilfssatz 1. Sei q ein Primideal in k, welches prim ist zur Relativdiskrimi-
nante f~! des Kérpers K (¢ gerade oder ungerade). © sei eine Zahl aus K,
fiir die

(1) n(©) =1 mod q°
ist, wo e beliebig = 1. Dann gibt es in K eine zu q prime Zahl A, sodafs
(2) ©=A"" mod ¢

Byundeutlich
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1st.

Beweis. Sei G die Gruppe der primen Restklassen mod ¢° in K, H die Un-
tergruppe derselben, die (1) gentigen, Hy diejenige, deren Zahlen (2)) erfiillen.
(2) wird ersichtlich immer durch ganze Restklassen mod q°¢ erfiillt, fir (1)
folgt dies so: Ist © = ©; mod q°, so ist, da q° in k liegt: ¢¥O = ¢¥0; mod q°,
also n(0) = n(©;) mod g°.

Es sei umgekehrt n(0) = n(0;) mod ¢°. Dann ist n(@%) = 1 mod g°.
Die Normen der Zahlen einer Nebengruppe von H nach G sind also einander
kongruent und nur diese. Es gibt also genau soviel Nebengruppen, als es
Normenrestklassen OO0 in & gibt. Der Index (G : H) ist also gleich der
Anzahl der Normenrestklassen nach q¢ in k. Auf Grund von Satz 8 (S. 159%)

ist also
(G :H) = ®4(q°)
wo @, die Eulersche Funktion in k ist.
Aus © = A7 mod q° folgt andererseits, daf
209 ,
n(©) =1 mod g%, sodak Hy Untergruppe von H ist; daher

(G :Hp) =2 (G:H)

Wir haben also nur zu zeigen, dafs hier das Gleichheitszeichen stehen mufs.

Wenn nun fiir © aus Hy und die inkongruenten'* Zahlen A, ..., A, gilt:

O=A""=A7=---=A"" mod ¢°,

A, l1-0o
(A_i> =1 mod q°
A;

A A eine Zahl fiir die A’ =1 mod ¢°
1

ist. Die gleiche Restklasse © wird also von genau ebensovielen primen Rest-
klassen Aq, ..., A; erzeugt, als es prime Restklassen A gibt, fiir die A= =1

ist. (Zahlen A einer Restklasse liefern kongruente A'=?, da der Modul in &
liegt). Daher ist der Index (G : Hy) gleich der Anzahl dieser Restklassen A.

SO ist

also

Myndeutlich
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Es bleibt zu zeigen, daf diese Anzahl gleich ®r(q°) ist, d.h. dafl jedes prime
A, fiir das A'=° = 1 mod q° einer primen Zahl aus k nach q¢ kongruent ist
Da nimlich umgekehrt fiir jede prime Zahl o aus k: o' = 1 = 1 mod ¢°
ist, folgt dieses dann ohne weiteres.

1) q zerfalle in K: q = Q;...9Q in ¢ verschiedene Primideale ersten

Relativgrades, sodaf Nk (Q;) = Nk(n(QZ)) =NIL...]J(q:), also
O (Q7) = Pr(ai)
ist. Daher gibt es Zahlen o, o/, ..., sodafs
A=a modQf; A=d mod Qf

ist. Dann ist, wenn man o auf die erste Gleichung anwendet und A'=7 =1
beriicksichtigt!®
cA=A=a mod Qf
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ebenso A = o mod 13, . .. also fiir jedes i

A—a=0 modQf

also A=a mod q°
2) q bleibe Primideal in K. A gentigt einer Relativgleichung
fx)=(z =AYz —0cA)---(z—c"'A) =0

und, wenn f der Grad von q in k ist, also ef der Grad von Q in K, und q in
der Primzahl ¢ ' aufgeht, einer Kongruenz:

F@) =@ —A@x—A") - (z—A")=0 modq in k.
Bei passender Wahl von o ist also
oA =A" mod q,

also nach Voraussetzung
A=A"Y mod q.

5yundeutlich
16Bei q kommen zahlreiche Kombinationen von Grofle und Unterstrich zur Darstellung.
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Da A prim zu q ist, folgt
A”1=1 mod q

Nun hat die Kongruenz 291 =1 mod q die ¢/ —1 inkongruenten Restklassen
von k nach g zu Losungen und keine weiteren. Da q auch in K Primideal ist,
kann sie auch dort keine weiteren haben. Also ist A einer Zahl in £ mod ¢
kongruent. Daraus folgt das weitere durch vollstéandige Induktion.

Unser Satz sei fiir q° bewiesen. Es sei A1=7 = 1 mod q°*!, also auch mod
q¢, sodaR A = o mod q° gilt, wo « in k liegt. Gilt dann A = a mod g°*! so
ist alles bewiesen. Andernfalls sei 7w eine genau durch q° teilbare Zahl aus k
und A = o + 7B mod q°*!, wo B prim zu q. Wegen cA = A mod q¢*!, muR
0B = B mod g, also nach dem Bewiesenen B =  mod q (aus k) sein. Also
A= a+ 78 mod q°, w.z.b.w.
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Hilfssatz 2. Fiir die in der Relativdiskriminante von K aufgehenden Prim-
ideale gilt:
1.) Sei p prim zu £ und p =P’ in K; O sei eine Zahl aus K, fiir die gilt:

(3) n(®)=1 modp% (e=1)
Dann gibt es in K eine (moglicherweise durch B teilbare) Zahl A, sodafs
(4) O =A"7 mod Pl D

ist.
2.) [ gehe in ¢ auf und es sei [ = L*. Ferner sei im Sinne von Satz 2 (S. 149%)

[+ die genaue Potenz von [, die in der Relativdiskriminante aufgeht,
und n eine positive ganze Zahl. Ist dann © eine Zahl aus K, fiir die gilt:

(5) n(®)=1 mod [""",
so gibt es in K eine (moglicherweise durch L teilbare) Zahl A, sodafs
(6) ©=A"" mod LV

ist.

Beweis. Sei G die Gruppe aller primen Restklassen mod D1 bezw.
Lv+n€'
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Ist nun © = 1 mod PEVH dh. © = 1 + 11y wo Iy durch D!
teilbar, so ist n(©) = n(1 + Ily), also n(O©) = 1 4+ S(Ily) mod p€, falls e > 1
ist (wie man leicht bestitigt). Es ist S(ITy) durch 31 teilbar. Da S(Tlp)
in k liegt, mufs es durch p° teilbar sein, also

n(©)=1 mod p°

Fiir e = 1 ist aber, wenn © = 1 mod ‘B, sicher n(©) = 1 mod B,
212

also auch = 1modp. Ist also © = 6 mod PV 50 ist n(0) =
n(6;) mod p¢. Die Bedingung (3) wird also immer durch ganze Restklassen
mod PV aus K erfiillt. Nennen wir nun H die Gruppe aller Restklassen
(primen), fiir die (3) gilt. Dann ist H Untergruppe von G. Ferner liefern uns
wie oben gerade die Zahlen einer Nebengruppe zu H noch [...] kongruente
Normen und umgekehrt. Der Index (G : H) ist also gleich der Anzahl der
Normenrestklassen mod p®, nach Satz 8 (S. 159%) also: (G : H) = ¢ (p°).

Ist ferner © = 1 mod L', also wenn A eine genau durch [, Ay eine
mindestens durch LV teilbare Zahl bedeutet,

O =1+ \"A,

(X sei in k ein— fiir allemal gegeben, A, dadurch bestimmt). Dann lehrt die
im Beweis zu Satz 8 mit (II) bezeichnete Gleichung S. 170*

n(©) =1+ A\"S(A,) mod [*T"H!

da ja bei ihrer Herleitung die spezielle Eigenschaft des dortigen AY noch
nicht benutzt war.

Also gilt:
n(®)=1 mod ["™

Da nach (I) S. 165> S(A,) = 0 mod [V gilt.

Auch die Bedingung (5) wird also von ganzen Restklassen mod L+ erfiillt,

da ja wie oben
aus S ©; mod Lvt™

folgt n(©) =n(©;) mod "t

Bezeichnen wir wieder mit H die durch (5) gekennzeichnete Untergruppe, so
folgt wie oben, dafs (G : H) gleich der Anzahl der Normenrestklassen mod
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[vF" ist, nach Satz 8 also:

213 ,

(G H) = %m(wn).

Nun bezeichnen wir wieder mit Hy die Gruppe, fir die (4) bezw. (6)
erfiillt ist, wo aber A eine zu ‘P bezw. L prime Zahl bedeutet. Diese ist nach
dem Vorhergehenden wegen n(A'~7) = 1 Untergruppe von H. Es sei A genau
durch P bezw. L teilbar. Dann ist A'= prim zu P bezw. L und n(A'79) =1
Also ist A'7? Element von H. Dagegen ist (A'=7)” erst fiir v = ¢ Zahl aus
Hy. Denn aus

(AI_")” = (A”)l_" =A"" mod P bezw. L™

folgt, wenn A zu 8 bezw. L prim ist:

AV l1—0o
(K) =1 mod P bezw. L'

v, .
Da man &% in die Form %

A mit ganzem rat. m setzen kann, miifte es eine
ganze genau durch 8” bezw. L” teilbare Zahl A, geben, fiir die AL77 =
1 mod B bezw. L't also A, = oA, mod P! bezw. LT+, Fiir den Fall
L wurde nun auf S. 151™ unten gezeigt, dak A, — oA, fiir zu £ primes v
genau durch LV*" teilbar ist, was hier einen Widerspruch mit v < ¢ ergébe.
Also ist tatsdchlich v = £. Fiir den Fall P ist die Unmoglichkeit von A, —
oA, = 0 mod P’ darzutun. Es ist A, = BA”, wo B prim zu B. 00O
Da in diesem Falle die Tragheitsgruppe den Grad ¢ hat (S. 28%), also die
Gruppe 1,0,...,0" ! selbst ist, folgt B = 0B mod B. Nun ist B(A¥ —oA¥) =
(BAY —o(BA¥)) — o A¥(B — 0B). Also wire B(A” — gA¥) = 0 mod P, also
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A =oA” mod P!

oder
N =ocAN + 11,44

wo II,; durch PB*+! teilbar ist. Also:

A = (oA +TT, )
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([
Da oA” durch B teilbar ist, ist (*)(cA¥)* 1L}, durch Prr—r+Hlr —

P fiir 1 2 1 also durch ‘Bﬂl’“r teilbar, sodaf A* = oA*” mod P!
gilt. Sei nun 7 genau durch p = P teilbar (in k) und p so gewihlt, daR
pv = 1 mod ¢ (was fiir v < ¢ moglich), also yr = 1 + mf. Dann kann fiir
beliebig grofe n die Kongruenz A* = ™Ay mod P" geldst werden, wo dann

Ay genau durch P teilbar ist. Also OO wenn n grok genug gewéhlt war:
A¥Y — gAY = Hm(AO o O’AO) =0 mod ;I;ul/+1 — ;BméJrQ

d.h.
Ao —oAg =0 mod P?

Ay gehort nicht zu &, da es sonst durch p teilbar ware. Nach unseren Ausfiih-
rungen nach Satz 16 (S. 38™ Mitte) gehort o und damit die ganze Gruppe
1,0,...,0 " zur Verzweigungsgruppe. Denn dort war gezeigt, daff eine Sub-
stitution v der Tragheitsgruppe, die eine den Korper erzeugende Primzahl
7 mod B? invariant 1aRt, zur Verzweigungsgruppe gehort. Damit ist gesagt,
dak v < £ zu einem Widerspruch fithrt. Denn die Verzweigungsgruppe hat
hier den Grad 1 (héchste in der Relat. Ordnung ¢ von 8 enthaltenen Potenz
von p), kann also nicht ¢ enthalten. Es ist also auch hier, und somit stets
v=4e

Der Gruppen Index (H : Hp) hat demnach mindestens den Wert ¢, da es
ein in H enthaltenes Element A'~7 gibt, dessen Potenzen (A'~7)! (A79)%

..., (A¥79)*"Lsicher nicht in Hy liegen und in Bezug auf Hy unabhiingig sind.
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(HH())EK

Wenn noch gezeigt werden kann, daR (G : Hg) = ¢p(p?) bezw. ¢p(IVT7) ist,
so ware nach dem Obigen (S. 212*>/13%)

(HHo):g

nachgewiesen und sogar noch mehr, daf namlich die folgende Zerlegung in
Nebengruppen bestéande:

H= H0 + AI—UHO 4 (AI—U)QHO et (AI—U)E—IHO
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Fiir jedes © aus H wiirde also gelten:
0=AA" (0Zi<d)

wo A prim zu B bezw. L und unser Satz ware bewiesen.

Es kommt also auf den Nachweis:
(G : Ho) = ¢(p¢) bezw. ¢p(I")

an. OO0
(siehe S. 218% oben.)

1.) Sei P prim zu ¢. Da P ambig ist, gilt fiir unser A:

A=ocA=.---=0"1A o
also (A= S(A) } mod D
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Da ¢ prim zu B ist, ist fa = 1 mod p” fiir beliebig hohes n durch ein « aus
k 16sbar. Dann folgt

A =aS(A) mod D!

Da S(A) aus k, ist alles bewiesen.

2.) Fir L schlagen wir einen anderen Weg ein indem wir (G : Hg) =
o (1""™) direkt beweisen. Wegen @y (L) = @ () (da der Relativgrad von L
gleich 1) ist A einer Zahl o aus k£ mod L kongruent. Entweder ist nun

A=« mod Lt
oder aber es ist t < v+nf der hochste Exponent, fiir den A = o mod L also:
A=a+ A, mod L'

gilt, wo A; genau durch L! teilbar und « irgendeine Zahl aus k ist. Dann
kann ¢ nicht durch ¢ teilbar sein. Denn wére ¢t = pf und Ay eine genau durch
[* = L! teilbare Zahl, so wire A; = BAy mod L'+, wo B prim zu L. Setzen
wir dann B = ag + A, mod LT mit z > 1, so ist

A= o+ a \u+ M, = as + Ay mod LV
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entgegen der Bestimmung von t.
Aus oA = A mod LV folgt dann oA, = A, mod L'+

Nach S. 151™ unten ist nun aber wegen t Z 0 mod ¢ oA; — A; genau durch
LVt teilbar, sodak folgt:
nl < t.

Auf jeden Fall ist also, wenn A fest und genau durch L teilbar, fiir jedes
A, das unserer Bedingung geniigt:

A = oy + BA™ ! mod LVt

N

Entwickelt man B nach Potenzen von A:
B=0y+ A+

so wird:

217 ,

A= (7)) -+ ﬁlAne—H + BQAHZ+2 + ...+ 6v_1An£+®_1 mod Lné—l— [' : °]

wo « prim zu [ ist und wie die 3; zu k gehort.

Umgekehrt ist jeder solche Ausdruck eines unserer zu untersuchenden
A. Denn oA™*# — A"**# ist nach S. 151™ unten mindestens durch L™*#+v
teilbar, also sicher A = oA mod L*+L+ -1,

Ist
A/ = Oé{) + 51/\”“_1 44 ﬁ;_lAné—l-v—l mod LZ—H;

und A = A’ mod L™, so folgt in leichter Weise
ap = ajy mod L™ also  mod ™™

Wird andererseits in A fiir o ein mod ["*! = L+ kongruentes o}, gesetzt,
so kann man ersichtlich durch passende Wahl der f3; ein zu A mod L™*Y
kongruentes A’ dieser Form herstellen, das mit oy beginnt. Wir kénnen also
alle unsere A so transformiert denken, dafs ihr Anfangsglied oy einem festen
primen Restsystem mod ["*! angehért, dann folgt also aus A = A’ mod L™+,
dak ap = ay, also 1 = 8] mod L also mod [ ist. Wieder kann [ auf ein festes
Restsystem eingeschrankt werden etz. ..., sodal also schlieflich jedes A mod
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L™ in obiger Form darstellbar ist, sodak ag, 31, .., By,_1 samtlich feste
Restsysteme mod [ durchlaufen, (dabei ag prim zu ), und daf zwei mod
L™+ kongruente so dargestellte A identisch sind. Die Anzahl der mod L™*+?
inkongruenten A ist also: ¢ (I"*1)(¢/)*~1 wenn f der Grad von [ ist. Also:

1
(gf(n—i—l) _ Ef”)éf(“_l) — gf(n—&-v) <1 _ g_f> _ (I)k([n—&-v)’

da die Anzahl der fiir unsere A moglichen Restklassen mod L™*+? nach S. 218%
gleich (Go : Hp) ist, ist somit (G : Hg) = ®x(I*™™) auch im letzten Falle
gezeigt.

218 |

F Bemerkung zu S. 215>.

Genau wie beim Beweis zu Hilfssatz 1 sieht man nun ein, dafs (G : Hy)
gleich der Anzahl derjenigen primen Restklassen mod (¢~ D! bezw. Lyt
ist, fiir deren Zahlen A die Bedingung besteht:

A=oA mod PE V4 begw. LU

H

Fiir den Fall L werden wir in 2.) S. 216™ direkt nachweisen, daf diese Rest-
klassenzahl fiir die A gleich ¢ (I**") ist. Fiir 9 prim zu ¢ dagegen zeigen
wir, dal jedes dieser Bedingung geniigende (prime) A einer Zahl «a aus k
nach dem mod P~V kongruent ist ( 1.) S. 215%). Die Anzahl unserer A-
Restklassen ist also LI hochstens so grof, wie die der primen Restklassen
in k nach pe1*7, d.h. p’, also (G : Hy) < ¢ (p®). OO0 Da andererseits die
¢r(p°) Restklassen mod p° in & auch nach dem Modul 1! verschieden
sind (7m—adische Entwicklung), so liefert jede prime Restklasse mod p€ in k
eine Restklasse mod P~V in K, die offensichtlich der Bedingung auch
dieser Seite oben geniigt, womit nach dem schon Gesagten dann alles gezeigt
ist.

Die beiden bewiesenen Hilfssétze benutzen wir jetzt zur Aufstellung des
folgenden allgemeinsten Hilfssatzes in derselben Richtung:

219 |
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Hilfssatz 3. Es sei f*~! die Relativdiskriminante von K,
f=TpIr+t p=9% (=L und
m = fa ein beliebiges, durch f teilbares Ideal in k. Wir setzen
g = IIPII Lot
(jedes B und L einmal genommen) und
M=F-a

sodafs also 9 in K liegt.
Ist © eine zu M prime Zahl in K, welche der Bedingung

n(O©)=1 modm
geniigt, dann gibt es in K eine Zahl A derart, dafs
©=A"7 mod M

wird.

Dieses A ist unter Umsténden nicht prim zu 91, aber von der Art, dafs
(A>17¢7 — 22[170'

ist, wo 2 ein zu 9 primes Ideal in K ist.

Fiir £ = 2 kann A auch noch eine beliebig vorgeschriebene Signatur haben.

Beweis. Setzt man, unter q zu f prime Primideale verstehend,
m = Ip°II* " IIg°

so ist nach Voraussetzung

und
m = H;B(efl)EJrlHLernZqu/.

Erstreckt man IIq¢ nur auf die in m wirklich vorkommenden Primideale,
so kann auch ¢ 2 1 angenommen werden.
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Nach unseren Hilfssétzen 1 und 2 ergeben sich, wenn man noch die auf
S. 215™ angegebene Zerlegung von H in Nebengruppen nach Hy beachtet, fiir
© die Kongruenzen:

0 = (II*A)'° mod PV fiir alle P
O = (A’Ay)' mod LVt oo L
0 = Ay mod q¢ oo q,

wo II, A genau durch B, L teilbare Zahlen aus K und o, § Zahlen 0,1, ..., ¢—1
sind. Da II, A sonst beliebig sind, kénnen sie nach den Forderungen:

II =1 mod

m .
§B(e—1)£+1 ! = Ly+ng

unterworfen werden. A, As, A3 sind zu den betr. Moduln prime Zahlen, die
nach geniigenden hohen Potenzen von ‘B, L,q als Moduln durch beliebige
kongruente ersetzt werden diirfen, also noch den Forderungen:

A; =1 mod As; =1 mod

m
. As=1mod =
LU—HM 3 qe

Ple—DEr1 5

unterworfen werden diirfen.

Setzt man dann:
A=II°A)) ... (A°Ay)... As...
so wird:
A= =0©

nach jedem der Primidealpotenzmoduln, also mod 9)t. Dabei ist A nach einem
gentigend hohen Modul 9 beliebig teilbar, kann also jede Signatur erhalten.

Endlich sei
(I) =PA, ... ;. (A) =LAy ..

Dann ist, da nach unseren Forderungen II, A prim zu allen {ibrigen Faktoren
von I sind, Ay, A, ... prim zu M; und daher, wie leicht ersichtlich

(A)l—a — Qll—a

wo 2 prim zu 9 ist. (Dann P17 =1; L'77 = 1)
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Nun koénnen wir die angekiindigte Erweiterung des Geschlechtsbegriffs
geben:

Es mogen m und 9% die in Hilfssatz 3 erkldrte Bedeutung haben; dann
wahlen wir in k£ und K die Strahlen der Zahlen

lmodm wund fiir /=2 total positiv : Strahl o
1 mod 9 1 I I I I . Strahl O.

«
A
Wir definieren die Idealklassen in & und K nach diesen Strahlen.

Es seien nun die Ideale 2,8 aus K prim zu 91 und aquivalent. Dann
ist % = (©), wo © = 1 mod 9 ist, also auch nach jeder in 9 aufgehenden
Primidealpotenz. Wie im Beweise von Hilfssatz 1 und 2 gezeigt, ist dann
n(©) = 1 nach jeder zugehorigen Primidealpotenz von m, also n(©) = 1 mod
m. Im Falle £ = 2 ist © auch noch total positiv. Dann ist auch n(0) in k
total positiv, denn eine in reellen Korpern liegende konjugierte zu n(©) ist
entweder das Produkt zweier konjugiert komplexer Grofen, also > 0 oder
das Produkt zweier reellen, positiven da © total positiv, also auch dann > 0.
Es ist also n(©) in o enthalten.

Ist also & = (©) und © in O enthalten, so ist Z((g)) = (n(©)) und n(O)

in o enthalten, d.h. n(2() und n(*B) sind dquivalent. Die Relativnormen aller
Ideale einer Klasse & von K liegen also in einer Klasse € von k, sodaf wieder

k= n(R)

gesetzt werden kann.

Ohne weiteres sicht man wieder, daf n(8;R2) = n(8f;)n(RKs) ist. Die Re-
lativnormen der Klassen in K bilden also eine
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Klassengruppe H in k. Diese Klassengruppe besteht einfach aus allen Klassen,
die Relativnormen der zu m primen Ideale aus K enthalten und ist somit von
der frither in e.) f.) eingefiihrten Klassengruppe H (S. 198%, 204™) nicht ver-
schieden. Denn die eben ausgesprochene Definition lehrt ja, daft H gar nicht
von der Einteilung in Idealklassen in k£ und K abhéngt. Ihr Index (dieser
war stets invariant), ist also derselbe, d.h. gleich ¢. Unsere neue Definition
dieser Klassengruppe hat gegeniiber der fritheren in e.) und f.) den Vorzug,
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dak sie nicht mehr die Normenreste verwendet. Unsere Wahl des Strahles
o gewihrleistet, dafs jede Klassengruppe vom Index ¢ wirklich erscheint als
Gruppe von Idealklassen nach o. (Weil eben o der engste Strahl [...] m ist
und somit alle Klassengruppen nach diesem Strahl definierbar sind).

Wir haben nun wie friither die Idealklassen von K in Geschlechter, indem
in das gleiche Geschlecht alle Klassen K gleicher Relativnorm zusammenge-
falst werden. Insbesondere ist das Hauptgeschlecht der Inbegriff aller Klassen
aus K, deren Relativnorm die Hauptklasse von k nach o, d.h. o selbst, ist.

Haben zwei Klassen £K; und Ry gleiche Relativnorm, so hat ihr Quoti-
ent als Relativnorm o, liegt also im Hauptgeschlecht, und umgekehrt. Das
Hauptgeschlecht ist Untergruppe zur Gruppe aller Geschlechter, die als Ne-
bengruppen auftreten, also alle gleich viel Klassen enthalten. Jeder Klasse
von H entspricht ein Geschlecht und umgekehrt, sodaft die Anzahl der Ge-
schlechter gleich der Anzahl der Klassen nach o in H ist. Ist A die Klassenzahl
nach o, so hat H, da es den Index / hat, % Klassen, sodaft die Anzahl der
Geschlechter % ist.
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Da mit © auch 0O zu O gehort (M!~7 = 1), liegen, wenn 2 alle Ideale
der Klassen K durchléuft, auch die 0%l sdmtlich in einer Klasse oK, wodurch
das Symbol 877 = & erklart ist. Z.B. liegt 277 in 877. Da n(A'77) =1,
gehort 8177 zum Hauptgeschlecht.

Es gilt aber auch die Umkehrung: Jede Klasse K, des Hauptgeschlechts
st R = R,

Beweis. Fiir Ideale ausgesprochen bedeutet dies: Jedes zu 91 prime Ideal
2A aus K, dessen Relativnorm in o liegt, lifit sich in der Form 2 = 81776
darstellen, wo 8 prim zu 9t und © Zahl in O ist.

Die Satze 19 und 24, in dieser Form ausgesprochen, lehren uns nun schon,
daf fiir ein 2, dessen Relativnorm in o, also sicher in dem dort zugrundege-
legten Strahl, liegt, eine Darstellung

A= 77(A)

gilt, wo € prim zu f ist, und A prim zu f,
([
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¢ darf dann ohne weiteres auch prim zu 9 angenommen werden, da in
der Klasse von € (im Sinne von e.), f)) sicher zu 91 prime Ideale enthalten
sind. Dann ist auch A prim zu 9.

Dagegen wissen wir vorlaufig noch nicht, ob wir A so wahlen diirfen, daf
es in O liegt, womit unser Satz bewiesen wére.

Das zeigen wir so:
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Es ist n(A) = (a), wo a in o liegt, also
n(A) = ea; ¢ Einheit aus k.

Da nun @ = 1 mod m, also erst recht mod f, ist ¢ Normenrest nach f.
Ferner ist fiir £ = 2 « total positiv und n(A) wenigstens in jenen reellen
konjugierten zu k positiv, in denen die den Kérper K = k(,/x) bestimmende
Zahl p negativ ist. € ist dann also in jenen reellen Korpern positiv. Nach Satz
20 bezw. 25 ist also

e=n(B); Baus K.
Wie auf S. 193%™ gezeigt, folgt daraus

(B)=9'""7; 9B Ideal in K.

Die Zahl B ist nur bis auf einen Faktor A}~ bestimmt, da ja n(BA{™7) =
n(B) = ¢ ist. Infolgedessen darf B noch mit einer beliebigen Zahl A; aus
K multipliziert werden. Sei 28, der Faktor von 8, der LICIC] mit 9 Teiler
gemein hat, dann wihlen wir B, prim zu 90t so, daf 8,9, ein Ideal (A;) aus
O wird und ersetzen B durch —=. So erkennt man, daf B von vorneherein

(A1)
prim zu 9 angenommen werden darf.

Es ist dann auch B prim zu 991 und:

(6) =
n{=|] = ao; a 111 0.

A

99)

Nach Hilfssatz 3 ist also:

—= =
|
Q

mod .

w| >
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Da A und B prim zu 9, ist A;~ sicher prim zu 9, (nicht aber immer A,

selbst). Also ist

A
B = Al77Q; Qaus O
Da A; beliebige Signatur haben kann, darf im Falle { = 2 A; so gewéhlt
werden, dak Al™7 die gleiche Signatur wie % hat, also 2 total positiv wird.
Um dies genau zu begriinden machen wir folgende Uberlegung. Die Signatur

von Al77 ist so beschaffen, da® in zwei
225
reellen relativ konjugierten Kérpern K sicher A1~ gleiche Signatur hat, denn
die konjugierten sind OA—/QI und "A—All, von gleicher Signatur. LU In einem
bestimmten Paar reeller, relativ konjugierter Kérper K sei nun sgn (AcA) =

(—=1)°. Da « total positiv ist, ist in dem entsprechenden Korper k sgne =
(—1)°, also sgn(BoB) = (—1)¢, d.h. sgn(A - 0A) = sgn (B - oB)

A\ oA\ A
sgn(g ) =sen| 5 | =sgno(g

Es erfiillt also (é) die notwendige Bedingung zur Vorzeichenbestimmung von
A;.

Es liegt also dann in

®| >

=Al77Q
die Zahl € auch im Falle ¢ = 2 in O.
Nach Hilfssatz 3 kann ferner
(A7 =277

mit zu 9 primem 2A; gesetzt werden, somit

A =BA]°Q

(A) = (B2)' ()
wo By prim zu 9T und 2 in O. Schlieflich
A=B77(A) = (€BA)7(Q)

wo B2 prim zu 9 und Q2 in O, w.z.b.w.

Satz 29. Werden die Idealklassen in £ und K nach den Moduln m und 9 in
der angegebenen Weise definiert, und der Begriff des Geschlechtes, wie eben,
erklért, so gilt:
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a.) Die Anzahl der Geschlechter ist gleich dem ¢/~ten Teil der Klassenanzahl
h von k nach o.

b.) Jedes Geschlecht in K enthélt gleich viele Klassen in K mit gleicher
Relativnorm.

c.) Das Hauptgeschlecht ist der Inbegriff aller Klassen der Form &'~ und
ist eine Klassengruppe in K.
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1.6 Der Rang Abelscher Gruppen.
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a) Die Zerlegungsgesetze im ¢—ten Kreiskorper

a) Die Zerlegungsgesetze im Kreiskérper der ¢-ten
Einheitswurzeln

Im weiteren Verlaufe brauchen wir einige wenige Tatsachen aus der Theo-
2mi
rie des Korpers R((), wo ( = e ¢ eine {—te Einheitswurzel und ¢ eine unge-
rade Primzahl ist.

¢ geniigt der Gleichung (¢ — 1)—ten Grades
Fla)y=2""+2"%+ - +o+l=(x—()...(z=¢"H) =0

Der Korper R(() ist also Galoissch und hochstens vom Grade ¢ — 1. Wir
beweisen zunéchst, daf sein Grad genau ¢ — 1 ist, d.h. daf F(z) irreduzibel
ist.

In der Tat, setzen wir in obiger Identitdat x = 1, so wird

(= (1= —¢)...(1-¢

Wir betrachten nun das Hauptideal (1 — (%), wo a prim zu ¢ ist, und zeigen,
dafs es mit (1—() tibereinstimmt. In der Tat ist ja % = 14+(+3+ ¢!
ganz, da ¢ ganz, ferner aber auch, wenn aa’ = 1 mod ¢, also ¢ = (%'

1-¢  1-¢
1—¢+  1-¢o

gezeigt werden sollte. Nebenbei ist % als Einheit erkannt.

=1+ + ¢+ + "D gang, was

Es ist also, wenn (1 — () = [ gesetzt wird

(= ((1 . C)E—l) — [Z—l

Da nun eine Primzahl in einem Kérper n—ten Grades in hochstens n Primfak-
toren zerlegbar ist, und wenn dies der Fall ist, diese wirklich alle Primfaktoren
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sind, ist der Grad von R(() mindestens ¢ — 1, also genau ¢ — 1, also F'(z)
irreduzibel.

Gleichzeitig ist

(=11
die (¢ — 1) te Potenz eines Primideals [ in R(().
227

Daher mufs noch ¢ in der Diskriminante aufgehen.

Die Substitutionsgruppe von R(() besteht aus den Substitutionen (¢/(%);
(a=1,2,...,0 —1). Zwei von ihnen setzen sich so zusammen:

(C/Ca>(g/<b) = (C/Cab) =(¢/¢°) wenn ab=cmod/

Sie sind ersichtlich kommutativ, R(() also Abel’scher Korper. Sei g primitive
Wurzel mod ¢. Dann lassen sich die Substitutionen so ordnen.

2

00 =(C/C); o1 =(C/C7); o =(C/CT); o5 oea=(C/C0)

Dann ist ' .
giok = (C/¢)C/CT) = (¢/¢) = i

also 0, = of. Setzt man somit o = o1 = ({/(?), so sind die Substitutionen:

Die Gruppe ist also zyklisch vom Grade ¢ — 1, unser Korper also auch.

Da ¢ = [“1 ist, ist [ vom Grad 1. Eine Verzweigungsgruppe ist, da ¢ — 1
prim zu ¢, nicht vorhanden. Nach Satz 19 (S. 48%) geht also in der Korper-
diskriminante genau die Potenz /=2 von ¢ auf.

Nun betrachten wir das System der Zahlen:
w=¢ w=C . wea =

von denen wir nachweisen wollen, daf sie eine Basis des Korpers bilden. In
der Tat ist die Diskriminante dieses Systems gleich der Diskriminante der
Gleichung F'(z) = 0, d.h. gleich

S (o N (G (S S0 AP (SE o) LY (et S
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== =) (=N = O =)o (¢ = ¢
EDTTHE = O =) (¢ =)
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= (= 1)1+2+ TEEF(Q (). FICT

= ()T FQ).. P,

Nun ist (x — 1)F(z) = 2* — 1, also F(z) + (z — 1)F'(z) = £x*7! sodak
F(eld) = S = i

=T
Wir finden somit

S ) ey 1 g2

I=Q - (1=¢Y) ¢

Die Diskriminante des Systems wird also (—1)%55*2. Es ist also (/=2 die
einzige in der Korperdiskriminante aufgehende Primzahlpotenz. Da ferner
der Quotient jeder Gleichungsdiskriminante durch die Korperdiskriminante
ein Quadrat sein muf, ist letztere genau (—1)%%_2. Ferner ist das System
¢,C%,..., ("1 eine Basis.

Nun sei p eine von ¢ verschiedene Primzahl. Sei f der kleinste Exponent,
fiir den p/ = 1 mod ¢, soda nach dem Fermatschen Satz ¢/ — 1 = ef gesetzt
werden kann.

FQ).. F(¢) = e

Jede ganze Korperzahl ist mit ganzen a; in der Form darstellbar:
a=a(+- 4 a1
Da ¢! = —1—(--- — ("2 ist, kann o auch dargestellt werden:
o ="by+ b+ +b_oC2 (b ganz)

d.h. auch 1,¢, ..., ("2 bilden eine Basis. Erhebt man in die p-te Potenz, so
wird nach dem Fermatschen Satz:

a? = b+ b(P 4+ b (P mod p

= by +biC + -+ b oY mod p
= a modp, da p/=1mod¢!
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Es gilt also fiir jedes ganze a:
o” =a mod P

also erst recht: a” = a mod p, wenn p ein Primteiler von p. Ist nun f’ der
Grad von p, so gilt fiir jede Kérperzahl nach dem Fermat’schen Satz:

!

7
o =a mod p

Ware f' > f, so hétte die Kongruenz 2?" = 2 mod p vom Grade p/ mod p
mehr als p/ Wurzeln, was unméglich. Es ist also f/ < f. Andererseits gilt
nach dem Fermatschen Satz, da ( Einheit, also zu p prim ist,

Cpf/_l =1 modp

Wiére nun p/" — 1 prim zu ¢, so wére (Cpf/*1 — 1) = [, also nicht durch p
teilbar. Also ist p/" — 1 = 0 mod ¢, d.h. nach Definition von f: f’ > f. Es ist
also f' = f. Jedes in p aufgehende Primideal p hat den Grad f, und da p
kein Teiler der Korperdiskriminante, ist:

p=p1...pe; (pi vom Grad f,ef =¢—1)

und pq, ..., p, verschieden.

Um diese Primideale p; wirklich darzustellen, beachten wir, da F'(x) die
Korperdiskriminante zur Diskriminante hat. Es muf daher folgende Zerle-
gung in Primfunktionen mod p gelten:

F(z)= Pi(z)...P.(x) mod p
Dann ist einfach:

Plz(]%Pl(C)); cee pe:(,Pe(C)).

Zusammenfassend haben wir folgenden Satz:

230 ,

Satz 1. Der Kreiskorper R(() der primitiven {~ten Einheitswurzel ( = e™¢ ,
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wo ¢ eine ungerade Primzahl ist, ist ein zyklischer Korper (¢ — 1) ten Gra-
des. Seine Diskriminante ist (—1)27716“2. Die Zahlen 1,¢, ..., (" ! bilden eine
Basis. Die Zahlen

1—-¢*

1_—@ 3 (CL, b prlm zu g)
sind Einheiten.

Die Primzahl ¢ wird die (¢ — 1) te Potenz des Primideals [ = (1 — () :
(=11

Jede von ¢ verschiedene Primzahl p zerfallt so:

Ist f der kleinste positive Exponent, fiir den p/ = 1 mod ¢ wird, und ¢ —
1 = ef, so zerfillt p in das Produkt von e verschiedenen Primidealen f—ten

Grades:
p=pip2...Pe-

Da n(p;) = p’, gilt fiir jedes von [ verschiedene Primideal p:
n(p) =1 mod ¢

Es zerfillt F(z) = 1+z+---+2'"! mod p in e Primfunktionen f-ten Grades
(verschiedene):

F(z) = Pi(z)...P.(xr) modp
Dann ist der Primteiler p; von p dargestellt durch:

Damit sind alle fiir uns in Frage kommenden Eigenschaften des Kreiskorpers
R(() hergeleitet.
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b) Abelsche Gruppen

Sei zunédchst & eine endliche Abelsche Gruppe vom Grade N, A, ... A,
eine Basis, deren Elemente bekanntlich so gewahlt werden diirfen, dafs sie zu
Primzahlpotenzexponenten gehoren. Sei also p!» der ,,Grad” von A,, ferner
¢, eine Einheitswurzel des Grades p». Ist dann

B=A".. A
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ein Element von &, so ordnen wir B einen ,,Charakter” xg so zu:

Fiir jedes Element A = AY" ... AV sei

XB(A) — Cflyl . Cyﬂ;?{nym

Auf diese Weise erhilt man N Charaktere yg,, ..., xs,, deren jeder fiir jedes
Element A gebildet werden, also N Werte annehmen kann. Es ist iibrigens

N =pi*...pm
wobei aber die p, nicht notwendig verschieden sind. Es gilt offenbar:

XB(A) = XA(B) und { iil(ngil(a/g(B:B,X(AA/)

Es sei nun ¢ eine Untergruppe vom Grade n und Index j = % Wir

betrachten die Faktorgruppe:

g,a1g,...,0a5;-19

Sie besitzt j Charaktere. Ordnet man jedem dieser Charaktere einen Cha-
rakter von & zu, derart, dafs sein Wert fiir ein Element A gleich dem Wert
des Charakters von 22 fiir die Nebengruppe Ag ist, so erhilt man genau j
Charaktere, die fiir die Elemente von g den Wert 1 haben. LI
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(dafs diese Zuordnung méglich erkennt man so: OO
Definieren wir eine Funktion x(A) durch die gegebene Erklarung, so gilt

a) x(1) =1
b.) x(A)x(B) = x(AB)

Da beides wegen der ,Charaktereigenschaft” von y fiir %5 gilt. Ferner

c.) 2 x(A) =

{ 0 wenn Yy nicht identisch 1
Alg

N I X identisch 1

2@, g und g sind stellenweise optisch schwach differenziert.
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Denn

DA =D XA+ Y XA+ > X(A)

Alg Alg Algay Alga;—1

_ %{X(g) +x(a1g9) + -+ x(a;_19)}

= g > xl(aig)

a; g

und die letztere Summe ist % -0 oder % j = N, je nachdem y nicht identisch
1 oder identisch 1 ist.

Da aber jede a.) b.) c.) gentigende, fiir alle A aus g erklérte Funktion x(A)
nach dem bekannten Fundamentalsatz {iber Gruppencharaktere ein Charak-
ter fiir g ist, folgt die Moglichkeit der getroffenen Zuordnung.)

Ist umgekehrt x ein Charakter von &, der fiir jedes Element aus g den
Wert 1 hat, so hat er fiir je eine ganze Nebengruppe denselben Wert, sodaf
ihm ein Charakter von %5 entspricht. (Begriindung analog der obigen).

Es gibt also genau j Charaktere, sodat x(g) = 1. Diese bilden eine mit
der Faktorgruppe %5 isomorphe Gruppe.
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Es seien dies etwa:
X1y XB1y+ -+ XBj_1-
Da xg, X8, = XB;B, ist, bilden die Elemente 1,B;,...,B;_; ebenfalls eine mit
%5 isomorphe Gruppe, die die zu g reziproke Gruppe g genannt wird.
Es ist
Es ist xg,(Cx) = 1, wenn Cy in g, B; in g
also auch x¢, (B;)) = 1, 1 o,

Die Charaktere x1, xcy,-- -, Xc,_, spielen also fiir die Untergruppe g dieselbe
Rolle, wie x1,...,xs,_, fir g, d.h. es ist die zu g reziproke Gruppe wieder g.
Die Reziprozitit der Gruppen ist also gegenseitig und somit eineindeutig.

Jeder Untergruppe vom Grade n ist also genau eine Untergruppe vom
Grade j reziprok und umgekehrt. Also gilt:

Satz 2. Ist & eine Abelsche Gruppe vom Grade N, und n = % ein Teiler
von N, so ist die Anzahl der Untergruppen vom Grade n gleich der Anzahl
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der Untergruppen vom Grade j.

Unsern weiteren Uberlegungen sei nun zunichst eine beliebige Abelsche
Gruppe & (endlich oder unendlich) zugrundegelegt.

Es sei £ eine Primzahl. Wieder fassen wir, wie bei den Einheitenverbéanden,
die Elemente az’ in einen Verband zusammen, wo a ein festes Element aus
&, x aber alle durchlauft. Zwei Verbéande sind dann entweder identisch, oder
enthalten kein gemeinsames Element.
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Die Verbénde bilden wieder eine Abelsche Gruppe, in der jedes Element
den Exponenten ¢ hat. Uns interessiert nur der Fall, dal die Anzahl der
verschiedenen Verbinde endlich ist. Wie leicht zu sehen, tritt dieser Fall
sicher dann ein, wenn unsere Gruppe & eine endliche Basis Ay, . .., A,, besitzt,
sodak jedes Element in der Form AJ' ... A darstellbar ist, wo die x ganze
rationale Zahlen durchlaufen. Dann ist der Grad der Gruppe der Verbénde
eine Potenz ¢! von ¢, und sie hat genau ¢ Basiselemente, sodaf jeder Verband
V' sich so darstellen l&ft:

V=vV". ..V (a;=0,1,...,0—1),

und zwar eindeutig. Fiir die Elemente von & bedeutet dies, daft es ¢t Elemente
vy, ..., v in & gibt, sodal jedes A aus & sich eindeutig in der Form darstellen
1akt:

A=oft . omet (1;=0,1,...,0—1; &in &)

Die Zahl t heifse der Rang unserer Gruppe &.

Mithilfe des Ranges kann die Anzahl der Untergruppen vom [ICIC] Index
¢ ermittelt werden.

In einer solchen Untergruppe ¢ ist namlich die /~te Potenz eines jeden
Elementes aus & enthalten, da die Faktorgruppe die zyklische Gruppe vom
Grade ¢ ist. Daher ist der ganze ,, Hauptverband“ x* in g enthalten, ein ande-
rer Verband also entweder ganz oder gar nicht (d.h. keines seiner Elemente).
g kann also auch als Untergruppe der Verbiande—Gruppe vom selben Index
¢ aufgefaltt werden. CJCJO die Anzahl solcher Untergruppen vom Index ¢ ist
nach Satz 2 gleich der Anzahl der Untergruppen vom Grad ¢. Diese An-
zahl lafst sich aber fiir die Verbédndegruppe leicht angeben, da ihr Typus
(€,¢,...,0) (t mal) ist.
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Jedes von 1 verschiedene Element (Verband) gibt ndmlich zu einer zykli-
schen Untergruppe vom Grade ¢ Anlaf, und gerade die £ — 1 Potenzen eines
Elementes und keine anderen Elemente erzeugen den gleichen Cyklus. Wir
haben also % solcher Gruppen.

Satz 3. Hat die Abel’sche Gruppe & den endlichen Rang ¢ nach der Primzahl
¢, so gibt es genau 1?_;11 Untergruppen von & vom Index /.

Nunmehr kehren wir zu dem Ausdruck
A _ vzl ,Ua:tgf
= .

fiir die Elemente von & zuriick. Es seien die Elemente A durch irgendeine
Bedingung eingeschréankt, welche bei Multiplikation erhalten bleibt und der
alle /—ten Potenzen von Elementen geniigen. Dadurch ist eine Untergruppe ¢
definiert, die wieder den Hauptverband enthélt, und jeden anderen Verband
somit ganz oder gar nicht, sodaf ¢ als Untergruppe der Verbéndegruppe
betrachtet werden kann, und als solche eine Potenz ¢ zum Grad und eine
Basisdarstellung;: Vfl . .VZ"; (r; = 0,1,...,£ — 1) hat. Ist V ein nicht in
g enthaltener Verband, so ist erst V¢ in ¢ enthalten, dann aber V¢ = 1.
(Denn wiire V' fiir 1 < i < £ in g enthalten, und ik = 1 mod ¢, so ist auch
Vi* =V in g enthalten). Demnach ist V' ... V7 V? eine Untergruppe vom
Grade ¢"™! in ihrer Basisdarstellung. So weiterschliefend erhilt man, wenn
man diese Uberlegungen fiir die Elemente von & selbst ausspricht:
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Satz 4. Die Abelsche Gruppe & habe den Rang t nach der Primzahl ¢. Durch
irgendeine Bedingung, der alle /~ten Potenzen geniigen, sei eine Untergruppe
g von & definiert, die dann einen endlichen Rang n < ¢ besitzt. Die Elemente
von g gestatten dann die eindeutige Darstellung:

a=17" .. el 0z (-1

Dann lassen sich in & noch weitere t —n Elemente vy, ..., v;_, finden, sodafs
jedes Element von & darstellbar ist in der Form:

..z Tt—n—T1 —Tn L. —
A=t oo T 0SS a7, = 0—1

A gehort dann und nur dann zu g, wenn xq, s, ..., z;_, = 0 ist.
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c) Die prime Restklassengruppe
c.) Die Gruppe der primen Restklassen.

Es sei m ein Ideal aus k. Wir wollen dann den Rang R(m) der Gruppe der
zu m primen Restklassen bestimmen. Da die Gruppe endlich ist, ist ihr Rang
endlich. Es sei y = R(m). Dann muf es also y zu m prime Zahlen 74, ...,7,
geben, sodafs jede zu m prime Zahl « einer eindeutig bestimmten Kongruenz

azyfl...vﬁ“gé mod m; 0 xS 0—1.
geniigt. av ist dann und nur dann ¢~ter Potenzrest nach m, wenn z,,...,2, =
0 ist. Insbesondere sind also 7, ..., 7, selbst Nichtreste nach m. Wir nennen
sie ein System unabhdngiger Nichtreste.
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Bei festgewéhlten x; erhalt man alle dazu gehdrigen, inkongruenten a;, wenn
man alle primen inkongruenten Werte ¢¢ einsetzt. Nennt man deren Anzahl
v, und ist ¢(m) die Euler’sche Funktion in k, so ist also

o _ olm)

v

Lakt man nun in ¢ die Zahl € ein primes Restsystem mod m durchlaufen,
so erscheint eine feste Restklasse genau so oft, als es inkongruente Losungen
von £ = 1 mod m gibt (notwendig prim!). Ist deren Anzahl v, so ist also
v = %T), also vy = (*. Fiir den gesuchten Rang p = R(m) finden wir also,
da® ¢* die Anzahl der inkongruenten Losungen von £¢ = 1 mod m ist; diese

Anzahl soll jetzt ermittelt werden.
Ist m = p7*...pY, so gehort zu jeder Losung mod m genau eine Lo-

sung nach jeder Primidealpotenz p;* und umgekehrt. Die Losungszahl nach
m ergibt sich also als Produkt der Losungszahlen den den p;*. Fiir den Ex-

ponenten von ¢ geht dies in die Summe iiber. Also:

Satz 5. Ist m = p7'...pY", so ist
R(m) = R(py") + - - + R(p,").

Es ist also nur noch R(p”) fiir ein Primideal p zu ermitteln. Zunéchst sei p
prim zu £. Ist « eine zu p prime Zahl und p eine primitive Wurzel mod p, so
setzen wir:

a = ape” mod p”, sodals oy =1 mod p.
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Nach Satz 5, S. 158™ ist also ag ¢—ter Potenzrest nach p”.
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ap = A\ mod p”

« ist also f—ter Potenzrest oder nicht, je nachdem p* f—ter Potenzrest nach
p”, d.h. nach p ist oder nicht.

1.) n(p)—1 = ¢(p) ist prim zu £. Dann ist die Kongruenz fy = x mod ¢(p)
16sbar, d.h. ¢® stets {~ter Potenzrest nach p und p*. & durchliuft also alle
Restklassen, somit jede nur einmal. Die fragliche Losungszahl ist also 1, d.h.
R(p”) = 0.

2.)n(p)—1 = ¢(p) ist teilbar durch £: ¢(p) = if. Wenn ¢% = ¢¥* mod p sein
soll, muf y¢ = x mod ¢ d.h. x durch ¢ teilbar sein, was umgekehrt hinreicht.
Fiir # kommen also nur® die i Werte 0,¢,2¢,...,(i — 1)¢ in Frage, wenn ¢°
(—ter Potenzrest sein soll. Es ist also genau der /—te Teil aller Restklassen
(~ter Potenzrest nach p”. £ stellt also jede Restklasse genau /-mal dar, die
gesuchte Losungszahl ist ¢, d.h. R(p¥) = 1.

Satz 6. Ist p prim zu ¢, so gilt

p’) = 1 wenn ¢(p) =0 mod ¢
) =0 1w o(p)#0 mod/

Es bleiben noch die in ¢ aufgehenden Primideale zu untersuchen. Uber
sie gilt, wenn [x] = grofite ganze Zahl < x,

Satz 7. Geht [in ¢ genau zur s-ten Potenz auf und hat den Grad f, so ist:

R(¥) = [g — E_’] f,  wenn >g>0

S
l (-1

Wenn aber g > % ist, gilt folgendes:
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3undeutlich
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1) R()=sf,
wenn s #Z 0mod ¢ — 1
oder s=0mod?¢—1, jedoch &' = —¢mod [ unlosbar.

2) R(9) = sf +1,
wenn s =0mod/{—1
und 7' = —¢ mod [*+! l6sbar.

Enthélt k die /~te Einheitswurzel (, so tritt der
Fall 2.) immer ein, es ist also dann stets

R(¥) =sf + 1.

Beweis. Es bedeute A, eine genau durch [" teilbare Zahl (n = 0). In der
Entwicklung von (1+ \,)¢ nach dem binomischen Satz sind die Glieder (f) AV
fir v 2 2, v £ £ — 1 sicher OO durch eine hohere Potenz wie (f) A, oder
fiir n = 0, wie X, teilbar. Bis auf Glieder, die durch héhere Potenzen von I
teilbar sind ist also (1 4+ \,)* gleich 1 + ¢\, + Af. Das erste Glied ist durch
[*t" das zweite durch [* teilbar. Es ist s +n < nl fir n > %, s +n > nl
fir n < 7*;. Demnach finden wir

(1) fur n< 2 14+ X)) =1+ A\

(2) n n>2 1+ X)) =14 Aoyn

Ist endlich s =0 mod (£ —1): s = (¢ — 1)s, so wird:
(

(3) fir n= ;% =s9 14 X))t = 140X, + X, mod [0
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1.) Ist also 25 = g > 0, so ist fiir n > % sicher nl > g und s +n >

;_—Kl > g, also (1 + ),)" = 1 mod ¥, fiir n = 77 = S0, sicher nf = g und
n+s 2 galso (1+X,)" =1modl¥, fir n < ;& aber (1+ ),)" dann und

nur dann = 1 mod 9, wenn nf = g. Es ist also allgemein:
(1+X)'=1 modl9

dann und nur dann, wenn nf = g ist, dh. n = ¢ oder n = gy, wo go die
kleinste ¢ iibertreffende Zahl ist. Die Losungen der Kongruenz OO =1
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mod [9 sind also durch die Zahlen £ = 1 mod ¥ gegeben. Jede Restklasse

nach [9° zerfallt aber in :(([i)) = ((9790)f Restklassen nach 9, so daf diese Zahl

unsere Losungszahl ist, somit R(9) = (g — go)f = [g — %] f, w.z.b.w.

2.) a.) Nun sei ¢ > 5, aber s # 0 mod (¢ — 1). Fiir n < ;% ist dann

nl < g, 1+ )\, also keine Losung von &Y = 1 mod 9. Fiir n > 77 1st aber
1+, wegen (2) dann und nur dann Losung, wenn n+s = g oder n = g—s ist.
Unsere Kongruenz wird also durch alle u. nur [...] die Zahlen £ = 1 mod [9~*

welche offenbar £5/ Restklassen mod [ darstellen. Also ist R(I9) = sf.

b.) Ist aber s teilbar durch ¢ — 1 so kommt noch (3) in Frage. Ist nun
die Kongruenz ¢! = —¢ mod [**' unlésbar, so kann nicht X + €\, =
0 mod [*“*! statthaben, da dies
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At 4 0= 0 mod ™! zur Folge hétte (O00).

Also ist in diesem Falle (1+\,,)" = 14+ Ay ps,. Wegen s+s¢ = [ Sg] — <9
kann also 1+ A, nicht Losung sein, sodak wie vorher R(I9) = sf ist.

c.) Endlich werde noch die Losbarkeit von
¢l = —¢ mod FH!

angenommen. Da ¢ genau durch [* teilbar, muff auch £~! genau durch [°
teilbar sein, also s durch £ — 1 : s = (£ — 1)sp. £ muf dann ein Ay, sein. Sei

)\gé) eine Losung dieser Kongruenz. Dann ist

AD LD =0 mod 04+

S0

und demnach (1 + AL = 1 mod [#0¢+1,

Angenommen es sei:
O\l — sol+i
1+ AN =1 mod I*

Dann setzen wir: (1 + /\g?)é = 1 + NoAsyess mod [FoHH1
Ferner ist: (1 +nAy44)" = 1 + nlA,,4; mod [FoF++1

also, wenn (1 + )\g?)(l + o) =14+ AU gesetzt wird,

(1 + )‘gj—l))e =1+ (770)\50€+i + 776/\804—1') mod [50€+i+17
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Wahlt man 7 so, dafs
ng)‘soJri + 770)‘so€+i =0 mod [80€+i+17
was stets moglich, so ist:

(1 4 )\gf)—l-l))f =1 mod [SOZ—O—H-I

Durch Induktion finden wir also stets (fiir g > 25 = sgl ) ein ), etwa AD),
sodaf:
(1+ )\(Sg))é = 1 mod V.

¢
Jedenfalls ist dann é)\gg) + Agﬂ) = 0 mod 9, also mal [*“"! und demnach
0+ 207 = 0 mod ¢+,

also A\ 5 Losung unser Hilfskongruenz.
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Wir setzen By =1+ Aé?. Jede Zahl =1+ Ay, kann nun in die Form

=1+ fykgg) mod ¢

gesetzt werden. Soll 4 = 1 mod I9 sein, so muf, wie wir eben sahen, ’y)\g?))
Losung von €71 4+ ¢ = 0 mod +! sein. Da A\” Losung ist, folgt

)\(0)671(7[_1 —1) =0 mod [F!

50

oder
A 1=1 modlI
was nach dem Fermatschen Satz nur fiir v = ¢ mod [ stimmt, wo ¢ rational,

zu ¢ prim. Wegen g > ;_—gl = 5ol 2 5o + 1 ist jedenfalls

B=1+2Y =1+cA? mod 1ot

S0

Da nun 3§ = 1+ cAy, mod [ ist, muf

B = (35 mod 1!

4undeutlich
Sundeutlich
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sein. Setzen wir also:

8= 6514+ \,) mod 9,

so mufs A, OO0 durch die gleiche Potenz wie 8 — g5 UUO oder durch 19
teilbar sein, also auf jeden Fall n = sy + 1. Soll nun iiberdies 3 = 1 mod [®
sein, so muf wegen (5 = 1 mod ¢ auch (1 + )\,)* = 1 mod ¥ sein, und dies
ist auch hinreichend (Nach (2) u. 2.a.) ist die Losungszahl £57)

Sollen ferner zwei solche 3 kongruent mod ¢ sein, so miissen sie nach [0F?
kongruent sein, also die Potenzen 35 = 52 mod [ oder ¢; = ¢ mod /.
Da ¢ < (¢ vorausgesetzt werden kann, folgt ¢; = ¢o. Also miissen die zweiten
Faktoren mod 9 kongruent sein. Diese zweiten Faktoren haben aber nach

den vorigen Ausfithrungen genau £*/ mod [9 inkongruente Moglichkeiten. Mit

1, Bo, 32, . .. ,ﬁg_l kombiniert ergeben sie also £*/*! inkongruente Losungen.
(Die 1 entspricht dabei gerade den Fillen in 2. a.) b.).) Also R(I¥) = ¢5/*1,
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Ist schlieflich ¢ in & enthalten, so ist £ = ((1 —¢)*™"). Jedes in ¢ aufge-
hende Primideal geht also in (1 — (), etwa zur Potenz sy auf, in ¢ also zur
Potenz so(¢ — 1). Nun ist

— _ -1
(1 —i‘)z_l = (1 C()l _C()lé—lg ) = <1+C)(1+C+<2)...(1+C+...+Cf*2).

Danun 1+ ¢+ + ¢! =imod (1 — () ist, wird

#E(f—l)!mod(l—g)

Nach dem Wilsonschen Satz also: # = —1 mod (1 — (), also:
(+(1-=0""=0 mod (1-¢)*

also: £+ (1 —¢)*! = 0 mod I*** umsomehr noch mod [¥*1.

Unsere fragliche Kongruenz ist also hier stets 16sbar, wenn ¢ ungerade.
Fiir ¢ = 2 folgt sofort 2 + 227! = 0 mod 2? als Losung.

Damit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen.

Anm. Die Betrachtungen dieses Abschnittes lassen sich mit [...]ls multiplikativer Nor-

malform erheblich vereinfachen.
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d) Die Idealklassengruppe
d.) Die Gruppe der Idealklassen.

Es sei m ein Ideal aus k. Die Idealklassen seien nach dem Strahl der Zahlen
= 1 mod m definiert. G sei die Gruppe der Idealklassen, h ihre Anzahl. h sei
genau durch ¢¥ teilbar. Dann hat G eine Untergruppe Gy vom Grade ¢,
deren Elemente als Exponenten Potenzen von ¢ haben. (Diese Untergruppe
ist durch den Inbegriff aller Elemente von G definiert, die zu Potenzen von ¢
als Exponenten gehoren, wie aus der Basisdarstellung von G leicht folgt).

Bezeichnen wir mit D die Gruppe der Klassen, deren Exponent zu ¢ prim
ist, so ist G das direkte Produkt G = Gy - D.
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Nun betrachten wir die Gesamtheit der Idealklassen im absoluten Sinn,
welche mit Gy Ideale gemein haben. Sie bilden ersichtlich eine Gruppe &. Wir
stellen & durch eine Basis von Idealklassen im absoluten Sinn dar. CICIC]
t1,...,t sei ein System von Idealen aus diesen ¢t Basisklassen von &, so
gewahlt, dafs die t; in &q liegen, ferner untereinander und zu ¢ und m prim
sind. Dann ist jedes Ideal aus &, erst recht also jedes Ideal aus &, in der
Form

eindeutig darstellbar. (Ist 8 die absolute Klasse von t, also 8 = t(3), wo [
alle Korperzahlen durchlauft, so ist in K sicher jedes Ideal t(y) aus der Klasse
t nach m enthalten (7 = 1 mod m), es enthilt also & alle Ideale aus Gy).

Wegen G = G- D ist nun jedes Ideal aus GG, d.h. jedes zu m prime Ideal ¢
als Produkt eines Ideals aus Gy mit einem Ideal aus D darstellbar und diese
Darstellung in den Klassen eindeutig. Da die Exponenten der Klassen von D
prim zu £ sind, ist jede Klasse von D als /-te Potenz einer Klasse darstellbar.
Jedes Ideal aus D ist also mit der {~ten Potenz eines Ideals dquivalent.

Jedes Ideal t, das zu m prim ist, gestattet also eine eindeutige Darstellung
(eindeutig in den a;):

(1) v=1t ()5

wo a; =0,1,...,/—1und j zu m prim also auch # zu m prim angenommen
werden darf. Die v; wollen wir als ganz voraussetzen.
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Da t; zu Gy gehort, ist eine gewisse Potenz t!™* eine Strahlzahl. OO

Daher ist auch der Exponent, zu dem t; im absoluten Sinne gehort eine
Potenz von /; denn CIOIO dieser LICIC]
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ist nach gruppentheoretischen Sétzen ein Teiler von ¢*
([
Es mégen nun (1), ..., (0;) die niedrigsten Potenzen von v, ..., t; sein,

die absolute Hauptideale sind, also Potenzen von t; mit Exponenten £"::

" = (0:); (v 21, da v; kein absolutes Hauptideal.)

Zu den Grundeinheiten von k moge, falls sie vorkommt, die héchste Ein-
heitswurzel des Grades ¢, (d.h. v moglichst grofs), hinzugenommen werden,
welche in k enthalten ist. Dann seien also ey, ...,¢&,,5 diese Einheiten und
eben § = 1 oder 0, je nachdem die prim. {~ten Einheitswurzeln in k& vorkom-

men oder nicht.

Nun betrachten wir alle Zahlen der Form:

(2) a=cl e ol ol 0= w v S0— 1.
Soll eine Zahl « dieser Form /—te Potenz einer Zahl sein, so mu{é also zunéchst
[Tt die ¢-te Potenz eines Hauptideals sein, also itfuz Y Hauptideal.

ISa die t¢; als Elemente aus absoluten Basisklassen unabhéngig sind und die
Exponenten ¢ haben, mufs v; durch ¢ teilbar sein, d.h. v; = 0. Es bleibt dann
zu untersuchen, wann €1 ..., 75’ die {~te Potenz einer Einheit ist. Fiir die
gewohnlichen Grundeinheiten muf u; = 0 sein, fiir die ¢”—te Einheitswurzel
auch, da keine hohere in k liegt. (2) stellt also nur fiir u; = v; = 0 die (—te

Potenz einer Zahl dar.
Die Zahlen der Form:
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Die Zahlen der Form:
(3) 042611“...5??5‘5@?..@?5[; 0= ujv; S0—1,

wo & alle Zahlen aus k, die prim zu m sind, durchlduft, bilden also eine
Abelsche Gruppe vom Range r + § + t in Bezug auf £.
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Wir betrachten nun die Untergruppe aller jener Zahlen (3), welche (—te
Potenzreste nach m sind. Dieser Bedingung geniigen alle Zahlen £¢, sodaf
Satz 4 anwendbar ist. Ihr Rang sei n, sodak n < r + 6 + ¢, OO0 dann ist
offenbar ¢" die Anzahl der im System (2) enthaltenen /—ten Potenzreste nach

m. Die Basis dieser Untergruppe im Sinne von Satz 4 sei oy, . . ., a,, die {~ten
Potenzreste von (3) also die Zahlen:
(4°) o=al'as?. ..ot 0S 3 S0-1

Nach Satz 4 kann man dann noch r + 0 +¢t —n = N’ Zahlen ~, ..., v\
finden, sodafs sich alle Zahlen (3)) auch in der Form

(4) a= e atet 0Z my S0 1

darstellen lassen. Ein solches « ist dann und nur dann /—ter Potenzrest, wenn
alle y; Null sind. (O]

Die 7,...,7vns, die ja Nichtreste sind, sind ,junabhéngige Nichtreste*
0o [L..] daf kein Produkt aus ihnen /—ter Potenzrest ist. In der Tat
folgt aus

YN —

’yiJl...’yN/ :ggm()dm; <y1:O,7€—1>
nach (4), dak alle Exponenten y; = 0 sein miissen
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Die Zahlen
75731”.--7%'§Zm0dm; v =0,1,...,0—1

bilden eine Untergruppe der Gruppe aller zu m primen Zahlen vom Range
N’, in der alle Zahlen ¢ vorkommen.

Es lassen sich also, wieder nach Satz 4, wenn wie im vorigen Abschnitt
R(m) den Rang der Gruppe der primen Restklassen nach m bedeutet, N =
R(m) — N’ Zahlen 7y, ...,ny finden, sodafs jede zu m prime Zahl § in der
Form:

B=nit gt A% ¢ mod m
mit 0 £ z;,y; < ¢ — 1 eindeutig darstellbar ist. Die 7; sind dann ebenfalls
unter sich und von den ~; unabhingige Nichtreste. Es ist, wenn man:

B=nit . g okt setat,

a=1 modm, (dadien;, ;& prim zu m),
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also Strahlzahl.

Wendet man dies auf (1)) an, so sieht man, daf jedes zu m prime Ideal 1
in der Form:

5) = ) 0Sann S O—1
darstellbar ist. Denn die 7{",...,7%)" kénnen wir, da sie dem System (3)
angehoéren, 0O und somit mindestens ¢'~te Potenzen der Ideale ti, ..., 1,

sind, (s. S. 245™ oben) in j* hineinziehen, ebenso &‘. Dabei bleibt j zu m
prim.
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Ein Ideal (5) kann zunéchst nur dann absolutes Hauptideal sein, wenn

ai,...,a; =0 ist, da (1) eindeutig in den a; ist. Soll umsomehr ¢ ein Strahl-
hauptideal sein, so mu$ ai,...,a; = 0, also (n;* ... 70 a)j* Strahlzahl sein.

Zunéichst muk also j¢ Hauptideal sein. Setzt man der Zerlegung G = GoD
entsprechend:
j=ua-b; (aaus Go; baus D),

so mufl also der Unabhingigkeit von a und b wegen b* Hauptideal sein. Da
aber b zu D gehort, mufs b selbst Hauptideal () sein:

J=a(a).

Das Ideal a hat die Form: a = (aq)t]* ... tj", wo jetzt natiirlich die ¢; unbe-
schrankt sind. Da a’ Hauptideal sein soll, und die v; als Basiselemente ,ab-
solut* unabhéngig sind, mufs tfie Hauptideal, also eine Potenz von (g;) =t/
sein. Somit ist: j¢ = (' ... o2*€"). Hier kann 0 < b; < £ angenommen werden.

Soll nun t Strahlhauptideal sein, also (17" ... 7% @)j¢ Strahlhauptideal, so
mufs nach dem eben Bemerkten

21 ZN b1 bt A
Nty oyt 008 €

Strahlzahl sein, wo ¢ eine geeignete Einheit in % ist. Die Einheit ¢ werde durch
die r + § Grundeinheiten dargestellt und alle /~ten Potenzen aus ihr, speziell
also die [...] Einheitswurzel von zu ¢ primem Grade, in & hereingezogen.
Dann mufs also, da « Strahlzahl ist, der Ausdruck

21 zZN b1 by dq dr+§ 0
Ny 01 - 0fert e 58 =1 mod m
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sein, wo alle Exponenten zwischen 0 und ¢ — 1 liegen.
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Oad
Der Ausdruck

d,
A R

ist aber von der Form (3) und l&8t sich mithin in der Form (4) darstellen,

sodafl

z1 ZN Y1 YN/ . T1 Tn ¢l —
oy ot ot =1 mod m

sein muf, wo wieder 0 < y;, x; < £ — 1 gesetzt werden kann.

Die a; koénnen noch in & hereingezogen werden, da sie Reste sind. Da die
Nichtreste n; unter sich und von den 7; unabhingig sind, muf also insbe-
sondere z; = 0 sein. Damit ist gezeigt, daf ein Ideal (5) nur dann der
Hauptklasse nach unserm Strahl o angehoren kann, wenn alle Exponenten
a1,y ...,0421,...,2y = 0 sind.

Daraus folgt, dafs zwei in der Form (5) dargestellte Ideale nur dann nach o
aquivalent sein konnen, wenn ihre Exponentenreihen {ibereinstimmen, sodafs
jeder Klasse nach o eindeutig eine Exponentenreihe entspricht.

Umgekehrt liefert jede Exponentenreihe, wenn j ein beliebiges, zu m pri-
mes Ideal bedeutet eine bestimmte Klasse nach o vermége (5). Der Rang der
Gruppe G aller Klassen nach o ist also hiermit zu N +¢ =t + R(m) — N’
bestimmt. Setzt man fiir N” seinen Wert r 4+ & + ¢ — n ein, so findet man also
als Rang von G die Zahl: R(m) +n — (r +§).

Satz 8. Es seien die Idealklassen nach dem Strahl o der Zahlen = 1 mod m
definiert. Dann hat die Gruppe der Idealklassen nach der Primzahl ¢ den
Rang:

t=R(m)+n—(r+9).
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Darin bedeutet ¢" die Anzahl der /~ten Potenzreste im System der Zahlen

Tr46 Y1

et e Kot ol 0=y S0—1),

wo die g; und p; die erklarte Bedeutung haben; R(m) ist der Rang der Grup-
pe der primen Restklassen nach m.
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Fiir ungerades ¢ geniigt die in diesem Satz zugrundegelegte Idealklassende-
finition. Fiir £ = 2 kommen wir mit ihr nicht aus, sondern brauchen noch
Vorzeichenfestsetzungen.

Es mogen, fiir ¢ = 2, ry reelle Kérper vorkommen, sodaf 2™ Signaturen
denkbar sind. o sei, wie bisher, der Strahl der Zahlen = 1 mod m, und v;, o;
mogen die gleiche Bedeutung haben, wie bisher.

V sei irgend eine Signaturgruppe vom Grade 2" und ot der Strahl der
Zahlen aus o mit Signatur aus V. Wegen ¢ = 2 ist sicher § = 1.

Wir betrachten wieder die Gruppe der Zahlen (4°)
(6) it atng? x; = 0 oder 1.

Sie sind quadratische Reste, und mogen nun durch die Vorzeichenbeschran-
kung V eingeschrinkt werden. Da &2 total positiv ist, liegt £2 in der entste-
henden Untergruppe, sodaft Satz 4 anwendbar ist. Es sei ny der Rang dieser
Untergruppe, 2™ also die Anzahl der quadratischen Reste mit Bedingung V'
im System der Zahlen (2)% Die Untergruppe selbst sei 57" ... Bne0€2. Nach

Satz 4 gibt es in (6) genau n — ny Zahlen o, ..., aj,_, , sodak:
251 |
(7) ar’ BT Bees 0Sm,y S

wieder das System (6) darstellt. Eine Zahl in (7) hat eine Signatur aus V
dann und nur dann, wenn alle y; = 0 sind. Die Signaturen der o sind also
untereinander und in Bezug auf die Signaturen V' unabhéngig.

Da in der Restklasse &« = 1 mod m, die sicher quadratischer Rest ist, alle
2" Signaturen vorkommen, kann man weitere Zahlen 3y, ..., 3, die quadra-
tische Reste sind, so finden (p = (r1 — r9) — (n — ng)), dak durch
R .ﬁ’;”o/lyl .. .a;,noy%? : (zi,y: = 0,1)
alle von V' unabhéngigen 2"~ Signaturen dargestellt werden, jede nur ein-

mal. Nimmt man also noch i, ..., 3, hinzu, so wird jede Signatur darge-
stellt.

6undeutlich
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In (5) ist @ = 1 mod m. Bestimmt man die x;,y;,2; = 0,1 so, daf
1 Tng 1 Y1 / Yn— /21 1 Zp 1 . .
1 Brot o™ g, OB L B, die Signatur von o hat, so ist
— —Z1 /=Y / —Z1
o =af "oy TP

total positiver quadratischer Rest,

— I —y1 / —Yn—ng o —Z1 1 —2p
Qo =aa) 7 ...y, gy B,

quadratischer Rest mit Signatur aus V. Ist etwa @y = 2 mod m, und setzt
man oy = o2, so ist o = 1 mod m und hat eine Signatur aus V, ist also
Zahl aus o". Demnach kann man setzen:

a=a" oy, OB .ﬁl’f”a’é&

wo o/ in 0" liegt. Setzt man dies in (5) ein, und beachtet, daf die o Zahlen
des Systems (3)) sind, so folgt wie oben, daft
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jedes Ideal t (zu m prim) in die Form:

(8) =t (nfl NG .B];Zpo/) 52

mit 0 < a;,¢;,2; < 1 und o aus o", j prim zu m, gebracht werden kann.

Das Ideal (8) gehort nur dann zu o™, wenn a; = 0 und ¢; = 0, was wie
oben folgt, OO da die ] quadratische Reste sind, und anderes in unserem
obigen Schlufs fiir a nicht angewandt wurde.

Also muf (31 ...3,"a’);* Strahlzahl aus 0" sein, und da wieder, wie
oben, j? die Form (QI{1 e gi"fQ) haben mufs, eine Gleichung:

LB .67%;?@?1 o =1 modm
und Signatur aus V' bestehen. Da nun aber nach Konstruktion die Signaturen
der B! untereinander und von denen der o}, 3;, OO unabhéngig sind, und
weil, da alle 3! Reste sind, auch das Aggregat der ¢;, o; in unserer Kongruenz
Rest sein muf, also als Rest des Systems (3) sich in der Form (6)), d.h. (7)
darstellen lassen mufl, miissen die z; = 0 sein. Denn es muf eine Gleichung
bestehen:
Uy BT L €2 = Zahl mit Signatur V



216

Die Zahlen a;,¢;, z; in (8) sind also wieder durch die Klasse von t nach o
eindeutig bestimmt, sodals wie oben als Rang unser Idealklassengruppe nach
ot der Wert herauskommt: ¢+ N + p, der nun p = (r; —rg) — (n — ng) groker
ist, und sich auch darstellt als R(m) +ng +7 — (r+ 1o+ 1).
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Satz 9. Es seien die Idealklassen nach dem Strahl ot der Zahlen = 1 mod m
mit der Vorzeichenbedingung V' (Gruppe von 2" Signaturen) definiert. Das
System (2) dagegen sei auf Grund des vorigen Klassenbegriffes (nach o und
absolut) erklart. Der Rang der Gruppe der Idealklassen nach o™ bestimmt
sich dann fiir £ = 2 zu:

t=R(m)+no+r—(r+ro+1).

Darin ist 2™ die Anzahl der den Vorzeichenbedingungen V' geniigenden qua-
dratischen Reste des Systems (2), r; die Anzahl der reellen Korper, 2™ der
Grad von V.

Auf Grund von Satz 3 bestimmt sich jetzt leicht in allen diesen Féllen
die Anzahl der Klassengruppen vom Index ¢. Man findet nach diesem Satze

genau % Untergruppen der (JOO Gruppe aller Klassen vom Index ¢, wo ¢
die Zahl aus Satz 8 oder 9 bedeutet.

Es mag noch hervorgehoben werden, daf nach den Strahlen o und o™ alle
Klassengruppen mod m diberhaupt erhalten werden, wenn man alle Unter-
gruppen der Gruppe der Klassen nach o und ot bildet (o™ fiir total positive
Zahlen gebildet), ferner dafs die Forderung, daf der Index ¢ sein soll eine von
der Definition der Klassengruppe unabhéngige ist.
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1.7 Kummersche Korper.

254

a) Das Potenzrestsymbol

In diesem Abschnitt wird durchweg vorausgesetzt, dals k£ die primitive
(—te Einheitswurzel ¢ enthalt. Fiir £ = 2 ist dies selbstverstandlich.

a sei prim zum Primideal p und dieses prim zu ¢. Dann gilt
APl =1 mod p.

In £ ist nun R(¢) als Unterkorper enthalten. p gehe im Primideal p von

R(¢) auf. Bedeutet n und n, die Norm in R(¢) und die Relativnorm (k, R(¢)),
so ist:

n(p) =1 mod ¢
N(p) = nn.(p) = n(F") = (n(p)"
wo f, der Relativgrad von p zu R(() ist. Also ist

N(p)=1 mod ¢

und fiir jedes zu ¢ prime Primideal in k:

d(p) =N(p) —1=0 mod .

Setzen wir also voriibergehend N(p) — 1 = fv, so ist:

o =1 mod p oder:
(@ = 1) =¢)--- (= ¢*1) = 0 mod p.

Es muR also mindestens einer der Faktoren links' durch p teilbar sein. Da
die Differenz zweier der Faktoren:

gr _ Cr-l—s — Cr(l _ CS)

Lundeutlich
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stets nur durch den Faktor (1 — () von ¢ teilbar, also zu p prim ist, kann auch
nur ein Faktor durch p teilbar sein. Es gibt also genau eine ¢~te Einheits-
wurzel (¢, sodak:

N(p)—1

(1) a t =(° modp ist.

Definition 1. Die durch die Kongruenz (1) definierte /~te Einheitswurzel (°
heift der ¢~te Potenzcharakter von « nach p: O

«
—) =c-
5)
Unmittelbar klar ist:

e (5)0)- ()

Satz 2. Es ist (%) = +1 dann und nur dann, wenn « ¢—ter Potenzrest nach
p ist.

Beweis. a.) Sei @ = af mod p. Dann ist

o = (%) = agl(p)_l =1 mod p;

Da die Potenzen 1,¢,...,¢*"t mod p inkongruent sind (S. 254%) folgt
(¢) =1.
)

b.) Sei (%) = 1 und p primitive Wurzel mod p. Dann ist sicher (ﬁ) #1,da

QN(AT1 # 1 mod p. Sei (ﬁ) = (Y% (g # 0 mod /) und ¢* eine solche zu N(p) — 1

prime Zahl, daf gg* = 1 mod ¢. Das ist stets moglich; IO
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(Denn ist N(p) — 1 = vl = vpl*; (1, ¢) = 1 so bestimme man g* % aus:

1
g =~ mod ¢*
g
9" =1 mod vy.

24 ist hier und an einigen weiteren Stellen mit einem Superskript versehen, wohl ein *.
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Dann wird offenbar gg* = 1 mod ¢ und ¢g* zu ¢ und vy, also zu N(p) — 1 prim).
Dann ist 07" ebenfalls primitive Wurzel mod p und nach Satz 1:

Q_g*:gg*zgg*:
(5)-() -

Wir konnen also von ¢ von vorneherein annehmen, dafs (ﬁ) = ( ist.

Wenn nun a = ¢ mod p ist, ist (%) = (%) = (¢ OO Also ist nach

Voraussetzung (¢ = 1, ¢ = 0 mod £, a = (o) {-ter Potenzrest.
Ferner folgt aus der letzten Diskussion gleich folgendes:

Den Potenzcharakter (¢ haben genau die Restklassen:

— ¢ ¢t _ct+24 c+ N-1_ 4,
a=0,0 y 0 3oy 0 ( E ) mOdpa

also genau der /—te Teil aller primen Restklassen.

Satz 3. Die primen Restklassen nach dem Primideal p (prim zu ¢) zerfallen
N(

in ¢ Teilsysteme von je % Restklassen gleichen Potenzcharakters. Jeder
vorgeschriebene Potenzcharakter gehort zu einem jener Systeme, insbeson-
dere der Potenzcharakter 1 zu dem System von N®)=1 Restklassen von ¢-ten

¢
Potenzresten nach p.
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b) Die Primideale

b.) Die Primideale des Kummerschen Koérpers.

Definition 2. Es sei u eine Zahl aus k, welche nicht die /~te Potenz einer
Zahl aus k ist. Dann ist die Gleichung

xe—,u:()

irreduzibel in k. Da die ¢-te Einheitswurzel ¢ in k enthalten ist, ist durch
k(\/1t) ein relativ zyklischer Kérper vom Primzahlgrad ¢ gegeben. Die zu /i
relativ konjugierten sind ¢*\/.

Den Korper nennen wir einen Kummerschen Kérper.

Wir unterteilen nun die Zerlegung der Primideale von k in k(1) = K.
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Geht das Primideal p in p auf, so konnen wir vereinfachende Annahmen
machen.

1.) Es gehe in g mit einem durch ¢ teilbaren Exponenten (v auf. Ist 7
Primzahl fiir p, OO dann ist 4* = 7 nicht durch p teilbar und v/p* = ‘fr/—f
definiert K ebenfalls. Es kann also p prim zu p angenommen werden.

2.) p gehe genau zur Potenz p” in p auf, und v sei prim zu ¢. Dann lassen
sich @ und b so bestimmen, daR av + b/ = 1, also p* =000 7" genau
durch p teilbar wird, und v/p* = 7°(/n)*, wie man leicht sieht,
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denselben Kérper wie /i1 definiert. Denn ist aa’ = 1 + ef, so wird:

_ ﬂ_a/b\g/ﬁ_ Iue7 d.h. \g/ﬁ _ ﬂ_fa/blufe Z/an .

(V)

Es darf also angenommen werden, daft u entweder gar nicht, oder genau
durch p! teilbar ist.

1.) p geht genau zur ersten Potenz in u auf.

Wir setzen P = (p, /z). Dann ist:

PE=(p', ) =p

Also ist p die f~te Potenz des Ideals ¥ in K, das dann notwendig Prim-
ideal sein muf (allgemeiner Satz iiber Galoissche Korper). OO0 p geht in
der Relativdiskriminante auf.

a.) p ist prim zu £. Nach Satz 1 (S. 148%) ist die Relativdiskriminante
genau durch p*~! teilbar.

b.) I gehe in ¢ genau zur s—ten Potenz auf und in p zur ersten. Da in
R(¢): £ = (1 —¢)*tist, muR s durch ¢ — 1 teilbar sein: s = s¢(¢ — 1). In K
ist [ = L*, und /g genau durch L teilbar. Nun ist o/ — /u = (( — 1) /5.
(1—¢) ist genau durch [** = L teilbar, o/ — /1t also genau durch L=,
Nach Satz 2 (S. 149%) ist also das dortige v + 1 gerade sof + 1, also v = s¢f.
Die Relativdiskriminante ist also genau durch die Potenz [(0¢+1D=1) teilbar.

2.) p sei prim zu p und prim zu £.
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a.) £ =1. Dann gibt es ein A, sodak

= A modp
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Dabei kénnen wir annehmen, es sei A* #Z 1 mod p?; denn ist A’ = y mod
p? und 7 Primzahl, so ist

A+7)=p modp

dagegen A+ 7)f = p+ X 1r £ pmod p?, da X u. £ prim zu p sind.

Nun setzen wir

B =, vn—N; PBr=0P=(p{Vr—N);
Poo1 =P =(p, " —N).

Nun ist (p, aya2) = (p,a1)-(p, az) falls (a;, az) prim zu p, und entsprechend
fiir mehr Faktoren.

Da hier:
(CV =M Y= A) = (W = ¢, ¢/ = )
ist, und /g und ¢* — ¢* ~ (1 — ¢) prim zu p sind, folgt

PPi- Pt = (P — X) = p.

Also sind die B; Primideale in K, die alle voneinander verschieden sind, weil
aus

(b, Vit =) = (b, (/= A)
folgen wiirde, daf /z — A und (/px — A einen gemeinsamen Teiler hétten,
der in p aufginge, was soeben als unméglich erkannt.

p zerfillt also in ¢ verschiedene Primideale ersten Grades. Wenn um-
gekehrt p = PPy ... Py_; in ¢ gleiche oder verschiedene Primideale ersten
Grades zerfillt, so ist die Anzahl der Restklassen nach P gleich der nach p.
Jede Zahl aus K

260 |
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also einer Zahl aus k kongruent nach ‘3, insbesondere:

Vit=a mod P,

also 1 = o mod B, also auch mod p
1 ist also /—ter Potenzrest nach p, (’é) = +1, und somit nach der Betrachtung
vorher alle Primfaktoren 3; verschieden, p also kein Relativdiskriminanten-
teiler.

b.) (%) # 1. Dann muf notwendig p in K Primideal bleiben. Denn nach

der Diskussion in a.) ist p = ;... B, und P = P* ausgeschlossen, da
jedesmal (immer unter der Voraussetzung 2.) p prim zu p) (%) = +1 folgen
wiirde, entgegen der Annahme b.).

p geht also nicht in der Relativdiskriminante auf und wird in K ein Prim-

ideal /~ten Relativgrades.
3.) [ sei prim zu p und £ ~ [F = [0¢=1),

Hier ist fiir die Zerfallung von [ makgebend, welches der hochste Exponent
m ist, fiir den die Kongruenz:

(1) 2 =p mod ™
16sbar ist (m kann auch oo sein).
Zunéachst gilt folgendes:
Wenn die Kongruenz
2* = pmod [ (v < sp)

16sbar ist, so ist sie sicher auch mod [*+! lésbar.

In der Tat, sei of = g mod [** und A\, genau durch [¥ teilbar. Wir setzen:
of = p+ A€ mod ML

261 ,
Dann ist OO0

(o + )\Vn)g =o'+ <f) 0/_1)\77 + (ﬁ

ol

Das Glied (£)A% ist durch [=¢=D+% also wegen

v<so; (so—v)(l—1)>0; sl —vl—so+v>0; s0(l—1)+v>vl
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sicher durch ! teilbar, sodafy
(a+An) =af+ X" mod M+,

Auf Grund von Satz 7 (S. 159%) werde 1 so bestimmt, daf (falls iiberhaupt
¢ Einheit):
n*=—¢ mod [

ist. Dann ist (o + A,n)" = af — A6 = pmod "+ w.z.b.w.

Nun sei m < £sq die héchste Potenz von ¢, bei der die Kongruenz (1)
noch l6sbar ist. « sei eine Losung. Wir setzen m = v+ k; 0 S k S 0 — 1;
also v < sp. Im Falle v < s( ist nach dem Gezeigten sicher x > 0, im Falle
v = sg; m = {sy also Kk = 0.

Die Zahl x = (/it — a)A™", wo A Primzahl, geniigt der Gleichung:

(Ne4+a) —p=0

aNt  pu
(#+3) — 3 =0

N\ « 0\ o? 1 atf1 1 !/
¢ Qe A R a1 _
x+ (1) v + <2> ot +-+ (g_ 1) D) + G (a —M) 0

Das Glied (f) ist fir 1 £ i < ¢ — 1 durch oY also jedes mittlere Glied
durch [(o=)(=1) teilbar, OO0

d.h.

262 |
also wegen sy = v sicher fiir den Bereich von [ ganz. Das letzte Glied ist
wegen o = g mod [ = [¥** sicher ganz fiir den Bereich von [. Die Zahl

000 A = (¢t — ) A7 ist also ganz fiir den Bereich von [. Die Relativnorm

von A ist: ,

a — [ vi+k—v K
n(A)::tvN[EJF Z:[
A kann nicht mehr durch [ teilbar sein, da sonst n(A) durch [ teilbar, wihrend
doch k < £ ist.

Ist nun m < lsq, so ist k > 0, n(A) also durch [ teilbar, ohne dafs A
durch [ teilbar ist, A also nicht prim zu [, da es sonst jede konjugierte, also
n(A) wire; es haben also A und [ einen von 1 verschiedenen Primteiler L
gemeinsam. [ zerfallt also.
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Wiére nun [ = Ly ... Ly, wo alle L; verschieden, so miifite, da n(A) durch
[ teilbar ist, OO0 muk jedes L; in einem bestimmten A® aufgehen. OO
(das so bezeichnet werden darf). Der grofite gemeinsame Teiler von A und
A® ist nun

(4, AD) = (i~ A, (¢ — A ™) = (1 - (YA, AY)

Da (1—¢*) durch [, also durch L; und A® ebenfalls durch L; teilbar ist, wire
A durch L; teilbar.

(|
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A wére also durch jedes L;, also durch [ teilbar, was nicht der Fall. Daher ist
sicher [ = L. [ geht also in der Relativdiskriminante auf. of — u ist genau
durch [™ = L™ teilbar, die Zahl B = o — /i also genau durch L™, da sonst

aus a—¢p = 0 mod L™
folgte a—(¢Ypu = 0 mod L™

0 mod L(m—O—l)Z — [m+1

af —

was nach Definition von m nicht der Fall. 0B — B = /(1 —() ist aber genau
durch [0 = Lo teilbar, da Vi prim zu L. Wie auf S. 151%™ unten gezeigt
wurde, ist andererseits, da m prim zu ¢ (S. 261™ Mitte) 0 B — B genau durch
LVt™ teilbar, also sof = v + m; v = sof — m. In der Relativdiskriminante
geht also genau die Potenz [(0/=m+DE1) ayf,

Im Falle m = syl ist wenigstens o’ = p mod [°°¢ 16sbar. Die Zahl « sei
im Falle m > sof als Losung der Kongruenz mod [*+! gewihlt.

Wieder bilden wir A = (/i — a)A™*°. Dies A geniigt der Gleichung

F(x)z(ﬂ&—l— a)Z—L—O oder

Aso Aso
14 o 1
¢ l—1 ¢
$+"'—|—(i)$ %+"'+W(a—/t)—0.

Die mittleren Glieder haben wie vorhin nicht negative Ordnungszahl. o —
ist durch [*°¢ teilbar, also alle Koeffizienten

264
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ganz fiir [, A ganz fiir [. Die Relativdiskriminante von A ist durch die Rela-
tivdiskriminante fiir K teilbar, da letztere der Inhalt der /—gliedrigen Deter-
minante ]Egk) |2 ist, aus der die Relativdiskriminante fiir A hervorgeht, wenn
fiir die Unbestimmten diejenigen Werte gesetzt werden, die A erzeugen, die
also keine Potenzen von [ im Nenner haben konnen. Nun ist:

(%

F'(A®) = ¢ e 2= AO = (Y- a)A
(AY) = T+ 15 ir o= = (("Yp — a)
_ g/\—so(é—l)ci(f—l)\g/ﬁﬁ—l

Da ¢ ~ [#0(=1) ¢ Einheit und p prim zu [ ist, ist F'(A®) prim zu [, also auch
die Relativdiskriminante von A, die ja bis aufs Vorzeichen das Produkt aller
F'(A®) ist.

[ geht also auch in der Relativdiskriminante von K nicht auf.

Ferner kann A nicht durch [ teilbar sein, da sonst auch A® es wire, und
somit die Relativdiskriminante von A.

Fir m > sof ist andererseits A nicht prim zu [, denn sonst wére es
auch A® also auch die Relativnorm n(A) = :I:% , die nach Voraussetzung
mindestens durch [ teilbar ist. Also miissen [ und A einen von 1 verschiedenen
Faktor gemein haben, d.h. [ mufs zerfallen. Es bleibt daher fiir [ nur die

Moéglichkeit, daf es in ¢ verschiedene Primideale
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zerfallt:
[ — L1 e Lg .

Wenn andererseits eine solche Zerfillung stattfindet, geht [ nicht in der
Relativdiskriminante auf. Es gibt also ein «, sodaf:

o' = mod 17

da sonst m < sof und, wie gezeigt [ = L*, also [ Teiler der Relativdiskrimi-
nante ist. Wir zeigen, daf dann sicher m > s¢f, d.h. unsere Kongruenz auch
mod [*“F! 15sbar ist.

Es ist ndmlich dann, wie immer, jede Zahl aus K einer Zahl aus £ mod
Ly kongruent. Sei

A= (a— YA ™ =E&mod Ly; (£ in k).
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Da (A — ¢) durch L, teilbar ist, ist (A®) — &) durch L; teilbar, also:

n(A—& =2 "~ pu)=0 modI

o —p=0 mod ! wazb.w.

Wenn also schliefslich m = sgf ist, muf [ in K selbst Primideal bleiben.
Denn sonst wéare entweder die Relativdiskriminante durch [ teilbar, was auf
S. 264™ Mitte fir m = sof als unmoglich erkannt, oder [ = L; ... L,, was zu
m > sof fiihren wiirde.

Wir fassen alle Resultate in folgende Sétze zusammen.

Satz 4. Ist p prim zu p oder durch eine Potenz von p teilbar, deren Exponent
ein Vielfaches von ¢ ist, so geht p nicht in der Relativdiskriminante von
K = k(yp) auf, wenn p prim zu ¢ ist. Es kann dann stets p prim zu p
angenommen werden.
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Ist dann

1.) (%) = +1, so zerfillt p in ¢ verschiedene Primideale in K.

2.) (&) # 1, so bleibt p Primideal in K.

Satz 5. Ist p prim zu ¢ und geht in p in einer Potenz auf, deren Exponent
prim zu /¢ ist, so wird p in K die {-te Potenz eines Primideals. Dasselbe gilt,
wenn p nicht prim zu ¢ ist. Uber die Relativdiskriminante gilt:

1.) Ist p prim zu £, so ist sie genau durch p*~! teilbar.

2.) Ist p = [ ein Primfaktor von ¢, der in ¢ in der s = s¢(¢ — 1) ten Potenz
aufgeht, so ist die Relativdiskriminante von K genau durch [(o¢+D(=1)
teilbar.

Satz 6. Geht [in £ zur so(¢ — 1)ten und in p zu einer Potenz auf, deren
Exponent ein Vielfaches von ¢ ist, so kann p prim zu [ angenommen werden.

Es sei m die grofte ganze Zahl (ev. oo), fiir die die Kogruenz ¢ = p mod
'™ losbar ist.

1.) Fiir m < sof ist m prim zu ¢, [ die /~te Potenz eines Primideals in K
und die Relativdiskriminante genau durch [(o=m+D(E=1) teilbar.
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2.) Fiir m = s¢f bleibt [ Primideal in K.

3.) Fiir m > sof wird [in K das Produkt von ¢ verschiedenen Primidealen
in K.

In den beiden Féllen 2.) 3.) geht also [ nicht in der Relativdiskriminante
auf.
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c) Unabhingigkeit Kummerscher Korper
¢) Unabhingigkeit mehrerer Kummerscher Koérper.

Es sei k(/u1) ein Kummerscher Korper. Ein anderer k((/p) ist, da er Prim-
zahlrelativgrad ¢ hat, entweder mit k(\%p;) identisch, oder der Durchschnitt
beider Korper ist k.

Es sei k(/p) = k(/u1). Dann lafst sich \/p rational durch /p; darstellen
in der Form:
Vi = 90(\7#71) =Y + Y1/l + 72\2//712 + - 7@-1\4/,1116_1 .
Ersetzt man /p; durch die konjugierte ¢\/u1, so geht auch \/u in eine kon-
jugierte, etwa (¥ tiber. Also ist
¢V = ¢(CYim) oder
CFo(vim) = o(C/m).

-1 -1
> it = i/
i=0 i=0
Der Eindeutigkeit wegen, und da ( in k liegt, folgt also
CFyp= (s i=0,1,...,0—1

d.h. ~vi =0 fiiri # k

Es ist also /it = o(Yp1) = i/, d.h. /it im wesentlichen eine Potenz
von /g1 mit zu ¢ primem Exponenten.

Dies lafst sich sofort verallgemeinern:

Es sei der Kérper k(i1 . .., /) vorgelegt. k(1) ist entweder ganz in
ihm enthalten, oder hat mit ihm den Durchschnitt k. Im ersten Falle weisen



228 Manuskript I

wir nach, daft dann
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Vi = oY) (i)
ist, wo o in k liegt.

Fiir v = 1 ist dies in der Tat richtig. Unser Satz sei bis v — 1 bewiesen;
OO0 ist /@ schon in ky = k(i1 . .., /i,—1) enthalten, so ist nach dieser
Annahme unser Satz richtig. Sei also \/u nicht in k; enthalten. Dann ist auch
/1, nicht in k; enthalten, da ja ¢/ in ki (/1) vorkommen soll, der dann
= k1 wire, sodak /p doch in k; enthalten wére. Nach Voraussetzung sind

also k1 (/1) = k1 (/1) identische Kummersche Kérper, da ja /1 in &y (/1)
enthalten, also der Durchschnitt von & (/z) und &y ({/zi1) jedenfalls nicht &,
ist. Daher ist, weil unser Satz fiir ¥ = 1 stimmt:

Vi = o (Vi)™

wo «y Zahl aus k; ist. Es ist a; = ¢/ péf—,, Daher muf$ nach Annahme

ap = 4 K = Q{( v ,ul)ml R (\g/m)l‘u—l; (Ot in k)
V= o™t w.z.b.w.

Satz 7. Ist der Kummersche Korper k((/jt) enthalten im Korper (/i1 . . .

), SO ist

V= o/t " (o in k)
und umgekehrt. Die z; diirfen offenbar als Zahlen 0, ..., ¢ — 1 vorausgesetzt
werden.

Definition 3. v Kummersche Korper k(/i1), . .., k(1) heifen von einan-
der unabhéngig, wenn fiir jedes i der Korper k(/g;) teilerfremd ist zu dem

aus den {ibrigen komponierten Korper k(/fi, ..., /i1, S thit1s - - - s ST )-
Natiirlich geniigt die
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Forderung, daf er nicht in ihm enthalten ist.
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Satz 8. Fiir die Unabhéingigkeit der » Kummerschen Korper aus Definition
3 ist notwendig und hinreichend, dafs im System der ¢ Zahlen:

pyteowy (0sa s 0-1)

des Korpers k aufer fiir zq,...,x, = 0 keine /-te Potenz vorkommt.

Beweis. a.) Die Bedingung ist notwendig. Denn ist
pit g =€
und etwa a; # 0, ferner a;a] = 1 mod ¢; dann ist

/
—aza) —aya} 5/5
ce iy,

H1 = Mo
Y = ) ()
also k(/ur) in k(piz, - . ., /1) enthalten.

b.) Die Bedingung ist hinreichend; denn ist etwa (/1) in k(Ypz, ...,
\/Ii,,) enthalten, so folgt aus Satz 7:

Vi = €)™ - (V)™ (€ in k)

und daraus leicht eine Relation von der Form im Satze, bei der der Exponent
von g7 nicht Null ist, w.z.b.w.

Sind die Korper unabhéngig, so ist offenbar die Galoissche Gruppe von
k(Ypt, ..., /m,) folgende Abelsche Gruppe:

oM. 0% 0SSz <li—1

. v

vom Grade (¥, wo o; die Substitution (/i : (/f:) ist. Zundchst sind dies
alles Substitutionen unseres Normalkorpers (das ist er ja, da ¢ in k enthalten).
Ferner sind sie kommutativ, da im allgemeinen Glied einer Zahl des Korpers:

A:Zas(\f//jl)cl...(\‘/u_y)c”; 0S¢ sSl—1; asink

5,C4
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die aufeinanderfolgende Ausiibung von 07" ...o* und o{' ... o% den Fak-

tor:
CCI (z14y1)+e2(zaty2)++ev(Tv+yu)

unabhéngig von der Reihenfolge der beiden Substitutionen erzeugt. Es ist al-
so nur nachzuweisen, daf alle diese £ Substitutionen verschieden sind. Dies
folgt aber einfach daraus, dak unser Korper ein Normalkorper ¢“—ten Gra-
des iiber k ist, da ja allgemein k(/fi1, ..., /fisy1) vom {~ten Relativgrade
zu k(\/p, - - - /) ist, und der Gesamtrelativgrad ineinandergeschachtelter
Korper das Produkt der Einzelrelativgrade ist. Daher hat auch die Galoissche
Gruppe unseres Korpers den Grad ¢¥, und da keine anderen als die angege-
benen ¢¥ Substitutionen existieren, bilden diese die Galoissche Gruppe und
sind alle verschieden.

Jedes Element der Gruppe gehort zum Exponenten ¢. Jeder Unterkorper
vom Grade ¢ von K = k({/f1,. .., /) gehort zu einer Untergruppe vom
Index /¢, die seine Galoissche Gruppe ist. Diese ist notwendig zyklisch, und
da k die /—te Einheitswurzel enthalt, ist der Unterkoérper ein Kummerscher
Korper k(/p) iiber k. Denn in bekannter Weise ist, wenn A eine prim[. . .]
Zahl des fraglichen Unterkorpers ist, 0 A, 02 A, ..., 0" ' A ihre konjugierten,
der Ausdruck (Lagrangesche Resolvente):

(CuA) =A+(cA+--- +C€—10£—1A’
dessen konjugierte sind:

(C,0A) = A+ (o?A+ -+ (1A =1 A)

so beschaffen, daR seine ¢~te Potenz (¢, A)* = p in k ist. Es ist also k(A) =
B((C. A)) = k(7).
Die Anzahl der Unterkérper vom Grade ¢ ist demnach gleich der Anzahl

der Untergruppen unserer Gruppe vom Grade ¢”, die den Index ¢ haben, und

diese ist nach Satz 3, S. 235™ gleich ZZ_—_II, da der
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Rang unserer Gruppe offenbar v ist. Also:

Satz 9. Sind die Kummerschen Kérper k(¢p1), . .., k(\/11,) unabhingig, so
enthélt der Korper K = k(Wu1, ..., ¢/1,) genau eei—_ll Kummersche Korper
k(/it), wo man offenbar p = pf' ... i setzen kann.
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(Eine leichte Abzdhlung lehrt dann auch direkt, daf genau so viel verschiedene Korper
k(1) herauskommen, was in Verbindung mit den ersten Sétzen dieses Abschnitts direkt
zu Satz 9 fiihrt).

Satz 10. Damit das zu pq, po, ..., i, und ¢ prime Primideal p aus k in K
in lauter verschiedene Primideale ersten Relativgrades zerféllt, ist notwendig
und hinreichend, daf (”—pl) == (%) =1 ist.

Beweis. a.) Zerfillt p in K in lauter verschiedene Primideale ersten Relativ-
grades, so gilt dasselbe fiir £/p;, da der Relativgrad fiir diesen Korper Teiler
desjenigen fiir K sein muf, (Satz 13, S. 32%), OO0 und p in k(/z;) nicht in
gleiche Primideale ersten Grades zerfallen kann, da p prim zu p; und ¢. Es

ist also nach Satz 4 des vorigen Abschnittes (%) =1 fiir alle 4.

b.) Ist andererseits (%) = +1 fiir alle ¢, so zerféllt p in allen k()
nach Satz 4 in lauter verschiedene Primideale ersten Relativgrades. I3 sei ein
Primteiler von p in K vom Relativgrade f, &, seine Zerlegungsgruppe; LU
zunachst kann P héchstens zur 1. ten Potenz in p aufgehen, da sonst die Re-
lativdiskriminante von K durch p teilbar ware, wihrend doch die Rel. Diskr.
aller k(/f1;) prim zu p sind, was nach Satz 10, S. 20* unmdoglich. Nach De-
finition 2, S. 23™ hat also, wegen e = 1, die Gruppe &
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den Grad f. Nach Satz 21, S. 50%, angewendet auf k(/z;) ist, wegen f' =1,
000 f = f (Relativgrad von P zu k(1)) also die Gruppe &, (Zerle-
gungsgruppe von P zu k(/;)) vom Grade f = f; als Untergruppe zu &
vom Grad f = f muk daher &, = &, sein. Weil es & ist, ist somit auch
&, Untergruppe zur Gruppe &, zu der k(/11;) als Unterkorper von K ge-
hért, daher der Zerlegungskorper K von [...] Oberkérper zu k(). Da
dies fiir alle ¢ gilt, ist der Zerlegungskorper K, Oberkorper zu K selbst, also
K; = K, dh. ;5 =1, somit f = 1, d.h. p zerféllt in K in /¥ Primideale
(verschiedene) ersten Relativgrades, w.z.b.w.

Wir verwenden Satz 10 zum Beweis des Satzes:

Satz 11. Sind pq, ..., p, Zahlen aus k, sodak keine der Zahlen pi* ... pulv;
0 < x; </ — 1 eine {-te Potenz in k ist, wenn nicht alle z; = 0 sind, so gibt
es unendlich viele Primideale ersten Grades in k, fiir die:

(e ()=
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1st.

Beweis. Wir betrachten den Korper ky = k(Yp2,...,/it,) und ky =
ki(ym) = k(Ypa, - - -, \/iy). Die Primideale ersten Grades in k, welche in
ky in lauter verschiedene Primideale ersten Relativgrades zerfallen, bestehen
aus 2 Arten:

1.) solche p;, die in ks nicht in verschiedene
2.) o pa, 0w n doch I

Primideale ersten Rel.Gr. zerfallen
I I I I

Von den endlich vielen Primidealen, die in k; in verschiedene Primideale
ersten Rel.Gr. zerfallen, in ks jedoch gleiche Faktoren bekommen, diirfen wir
absehen, ebenso von den endlich vielen zu ¢ nicht primen Primidealen.
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Nach Satz 6, S. 141™ angewendet auf k; und ky ist nun

1 1 N
- = prlog iy +di(s
%: N(py)® %: N(p2)® ¢ Bt Tils)

1
ZW = Flogs  +a(s) V1,102, 3
P2

flirs —1

1 .
Also: Z m = ZZVI log ﬁ +¢3(8) endlich.
P1

Ve

Fiir s — 1 erkennt man, dafs die Primideale p; in unendlicher Anzahl vor-
handen sind. Auf Grund von Satz 10 angewendet auf ks und k; haben aber
diese Primideale gerade die verlangte Eigenschaft.
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1.8 Existenz des Klassenkorpers.
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a) Existenz bei Primzahlgrad ¢ mit f—ter E.W.

a.) Existenz des Klassenkorpers vom Primzahlrelativgrad £, wenn
der Grundkorper k eine /—te Einheitswurzel enthilt.

Es enthalte k die /~te Einheitswurzel ¢, was fiir { = 2 stets der Fall. Wie
schon S. 254™ gezeigt wurde, ist dann fiir jedes zu ¢ prime p:

O(p)=N(p) —1=0 mod ¢
Es sei ein Ideal m als Modul vorgelegt. In m mogen aufgehen:
1.) d verschiedene zu ¢ prime Primideale p in irgendeiner Potenz [...],

2.) d' verschiedene Teiler [ von £, wo £ ~ ["“=1 'in [...] Potenz g > 7¢+1.
[s =7(0—1)]

3.) Eventuell eine Anzahl (auf die es nicht ankommt) von Teilern [; von
¢ ~ 17"V in einer niedrigeren als der (r,(+ 1) ten Potenz 9 (g1 < 7 /)

[s1 =7 (0 —1)]
Die eventuell noch {ibrigen, nicht in m aufgehenden Teiler seien [ von ¢ ~

(=, (s =7'(t—1))"
Nach Satz 5, S. 237> ist dann:

R(m) =Y R(p")+) R(¥)+> R(
p [ 6]
Nach Satz 6, 7, S. 238™ also:

Rm)=d+d +Y s+ o= G| £

wenn f, fi die Grade der Primideale [, [} sind.

)7, 71,7’ entsprechen dem fritheren s.
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Im Falle ¢ = 2 moge unter den r; reellen konjugierten Korpern eine be-
liebige Anzahl, etwa ki, ..., k&, ausgewahlt sein,
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wo auch v = 0 zugelassen ist.

Im Falle ¢ > 2 sei nun o der Strahl der Zahlen = 1 mod m, im Falle £ = 2
seien die Zahlen des Strahles o aufterdem noch der Vorzeichenbedingung un-
terworfen, dak sie in kq, ..., k, positiv sind. Dies bedeutet eine Vorzeichen-
gruppe V vom Grade 2" (da die Vorzeichen in r; — v Korpern willkiirlich
sind), der die Vorzeichenkombinationen von den Zahlen aus o angehoéren sol-
len.

Die Idealklassen von k seien nun nach o definiert. Der Rang ¢ der Gruppe
der Idealklassen ist dann nach Satz 8, 9, S. 249%™ /253 wegen § = 1; ry =
ry— v

t =R(m)+n—(r+1) ; fir 0> 2,

t =Rm)+no+v—(r+1) ; n (=2,
Dabei ist £ bezw. 2™ die Anzahl der /~ten Potenzreste, ev. mit der Vorzei-
chenbedingung V fiir £y, ..., k,, die in dem System

Tr4+1 Y1

(1) et etolt ol (0= zjy; S0—1)

enthalten sind. Dabei haben die ¢; und p; die frithere Bedeutung (S. 245%).
Die Ideale t;, aus den die (g;) =t entstehen seien untereinander, und OO0
zu ¢ und den p, somit auch zu m prim, was offenbar angenommen werden darf,
(da in jeder Idealklasse zu einem beliebigen Ideal prime Ideale vorkommen).

Im Falle ¢ = 2 wollen wir von jetzt ab n statt ng schreiben.
Setzt man fiir R(m) den oben angegebenen Wert ein, so wird dann:
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(2) Z:d+d’+25f+z[gl—g?l}fl—l—n—('r—l—l) fir ¢>2

(3) Z:d—i-d’—l—Zsf—i-Z[gl—%]fl—i-n—kl/—(r—i-l) 4> 2

Die Anzahl der Klassengruppen vom Index ¢ berechnet sich dann nach Satz

2—1
3, S 235> zu -1
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Die Rangbasis der Untergruppe vom Rang ¢" der Gruppe

(4) eVt ettt ot 0 x,y; S0—1,
bestehend aus den /~ten Potenzresten mod m von (4), ev. mit Vorzeichenbe-
dingung V', sei ay, ..., «a,, sodak diese Untergruppe wird:

gt atneh 0z, S0-1),

und keine Zahl dieser Art /-te Potenz in k ist, wenn nicht alle z; = 0 sind.

Daher gibt es nach Satz 11, S. 272%™ sicher unendlich viele Systeme von
je n Primidealen q; aus k, sodafs

(%> —1,..., <O‘i‘1> —1, (O‘i“> —1,..., <%) —1
qi qi qi qi
aber <%) # 1

wird, firz=1,2,...,n.

Wir konnen also diese g; auch so bestimmen, dafl sie sémtlich prim zu ¢,
m, und den t; sind.

Nach dem Modul m = mgq;...q, ist dann im System (1) nur der eine
einzige (~te Potenzrest 1 enthalten, wenn fiir £ = 2 noch die Vorzeichenbe-
dingung
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V gefordert wird. In der Tat miifste ein solcher zunéchst /-ter Potenzrest mit
Signatur aus V nach dem Modul m sein, also von der Form af'...a%¢",
wo & zu den @; prim, weil es die g; und «; sind. Ist etwa x; # 0, so ist dies
aber kein {—ter Potenzrest nach q;, da es as, ..., a, sind, nicht aber ;. Also
miissen alle z; = 0 sein, und daher in (1)) z;,y; = 0, der vorgelegte Rest also
als Zahl aus dem System (1) gleich 1.

Werden nun die Idealklassen in der gleichen Weise nach dem Modul m
definiert, also nach dem Strahl

=1lmodm, fiir ¢>2
= 1l mod m, Signatur aus V, fir ¢ =2

so ist zunéchst zu beachten, daf die zugehorigen Ideale t; sicher aus unse-
rem urspriinglichen System t; genommen werden diirfen. Denn die t; waren
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(S. 244™) so gewéahlt, daf sie Elemente aus den Basisklassen derjenigen ab-
soluten Klassengruppe & waren, in deren Klassen Ideale vorkommen, die in
Bezug auf den Strahl = 1 mod m zu einem Exponenten ¢* gehdren. Die ent-
sprechende Klassengruppe & fiir den Modul m ist nun ersichtlich Untergruppe
zu &. Denn ist a*" = (a), wo a = 1 mod m, OO so ist auch a = 1 mod m
und folglich der Exponent, zu dem a in Bezug auf den Strahl = 1 mod m
gehort, ein Teiler von £%, also auch eine Potenz von /¢, d.h. a gehort auch zu
®. Also kénnen die neuen t; als Produkte der alten t; gewéahlt
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werden, )OO die Exponenten, zu denen sie absolut gehoren sind wieder Po-
tenzen von ¢ und die neuen p; werden die entsprechenden Produkte der p;.
Daraus ergibt sich, daf auch fiir das aus ihnen gebildete System (1) keine
Zahl auker 1 {~ter Potenzrest nach m ist, (fiir £ = 2 mit Vorzeichenbedingung
V).

Wird also m als neuer Modul eingefiihrt, so ist in (2) und (3) fir n der
Wert 0 zu setzen, dafiir aber d zu ersetzen durch d + n, da gerade n neue
Primideale g; der Sorte 1.) S. 274™ hinzugekommen sind. Alles andere in (2)
und (3) bleibt. Der Rang der Gruppe der Idealklassen nach dem Modul m
und entspr. Strahl o und somit die Anzahl der Klassengruppen vom Index ¢
ist die gleiche, wie vorher.

Da nun sicher jede Klassengruppe nach m auch Klassengruppe nach m
vom selben Index ist, sind die Klassengruppen vom Index ¢ fiir m und m
identisch.

Bezeichnen wir voriibergehend mit p eines der Primideale p, [, g und seine
absolute Klasse mit R. Der Zerlegung G = GoD (S. 244%) entsprechend
setzen wir

R = RRp = RyRL

da der Exponent von Kp zu ¢ prim ist. Bis auf ein absolutes Hauptideal als
Faktor lassen sich die Ideale aus £y in die Form bringen " ... t}*. In &; liege
das zu m, q;, ¢ und v; prime Ideal j. Dann ist also

—=.a1 ag sl
prit...nY

ein absolutes Hauptideal, welches prim ist, zu jedem der iibrigen Ideale p, [, q
und auch zu den [ und [...].
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Auf diese Art erhalten wir:

(5) (w) =prf ...t . d Zahlen w
(6) (A) =k . d Zahlen A
(7) (k) = qe$'...x3""  : n Zahlen k.

Nunmehr betrachten wir die ¢7F1tt+d+d'+n 7ahlen:

x1 Tr+1 Y1 Yt ul Ug \ V1 Var w1 w
(8) et e tol ol W AT N R R

wo 0 = @i, Y, ug, v, wy = £ — 1.

Soll eine Zahl (8) ¢~te Potenz einer Zahl aus k sein, so miissen die Prim-
ideale p, [, q in {~ten Potenzen in ihr enthalten sein; da diese in (5),(6)),(7) je
einmal vorkommen, miissen alle u;,v;, w; = 0 sein. Es bleibt also eine Zahl
des Systems (1) tibrig, die aber wie von frither bekannt (S. 245%), nur (-te
Potenz sein kann, wenn x;,y; = 0 sind.

Die Gruppe aller Zahlen (8) mit unbeschréankten Exponenten hat also den
Rang

(9) r+l+t+d+d+n
und jede ihrer Zahlen ist eindeutig darstellbar in der Form:
(10) eV e ol ol W WA N R Rt

wo & wieder eine Zahl unserer’ Gruppe ist und alle Exponenten zwischen 0
u. £ — 1 liegen.

Aus dieser Gruppe werde jetzt eine Untergruppe ausgewahlt durch fol-
gende Bedingungen:
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Lundeutlich
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1.) Jedes Ideal v; soll mit einem durch ¢ teilbaren Exponenten in (10) auf-
gehen. Da die Ideale v; prim zu allen anderen vorkommenden sind,
besagt diese Forderung nach (5),(6),(7) und da sie in den p; ja sowie-
so mit durch ¢ teilbarem Exponenten aufgehen, dafs die x;, y;, u;, v;, w;
folgenden Kongruenzen gentigen sollen:

d d’ n
Z apl; + Z bkvi + Z CrLW; = 0 mod /.
=1 =1 =1
fiir k= 1,2,... 1.

Es sind dies ¢ Bedingungskongruenzen mod /.

2.) Die Zahlen der Untergruppe von (10) sollen {~te Potenzreste nach der
T'l—~ten Potenz von I fiir jedes I sein.

Der Rang R([’T/Z) ist nach Satz 7, S. 238% gleich [7'¢ — Tqu fr=45f.
Es gibt also s’ f’ unabhéingige Nichtreste nach [ ™ etwa Vi ooy Vs fr-

Ist nun .
. e es/f/ Z
51 = ,yll P ’Ys’f’ o
o 1 Ts/f/ Z
0r = N s f! 3
_ m Poiyt g )
wir = T e Y mod [

so ist nach der Bedeutung der unabhéngigen Nichtreste unsere Einschréinkung
2.) gleichwertig mit den Kongruenzen:
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r+1 t ' d ' d’ . n .
SIS SIS SHINNS SNES SN
=1 =1 =1 =1 =1

k=1,2,...,8f,
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also mit ¢ f’ Bedingungskongruenzen. Im Ganzen also behalten wir »_ s’ f’
Bedingungskongruenzen.

3.) Fir jedes 1y sollen die Zahlen unserer Untergruppe (—te Potenzreste
nach (79 sein,

Wie eben ergibt sich hier, da der Rang R(I7"""'79") gleich

{+1—
[ﬁgﬂ_gl_u] £

14

ist, daf$ hierzu

ZR ({71'1£+1*gl> _ Z |:T1€—|— 1 — g -7+ 916— 11 f1

Bedingungskongruenzen bestehen miissen.

4.) Fir die von ¢, ... ¥, verschiedenen, reellen konjugierten Kérper sollen
im Falle ¢ = 2 die betreffenden konjugierten unserer Untergruppe positiv
sein.

Da in diesen Korpern alle Zahlen reell sind, bedeutet dies, daf fiir jeden
der Korper gewisse Kongruenzen mod 2 bestehen miissen, in denen
jene der Exponenten x;,y;, u;, v;, w; auftreten, fiir die das zugehorige
£i, 0i, Wi, \i, K; negativ in dem betr. Korper ist. (Da fiir diese Korper
die hochste 2¥—te Einheitswurzel ¢, sicher = —1 also total negativ
ist, ist keine dieser Kongruenzen identisch erfiillt. Es sind im ganzen
r1 — v Bedingungskongruenzen).

Diese 4 Bedingungskongruenzen definieren ersichtlich eine Untergruppe
der Zahlen (10), in der jede (-te Potenz &° jedes in Frage kommenden ¢
enthalten ist. Im Ganzen sind zur Definition dieser Untergruppe
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benutzt:

t0:t+28/f,+z[71€+1—gl—71+g1;1]f1 fir > 2
t0:t+23’f’+z[7’1€+1—gi—7'1+gle_1]f1+(r1—V) fur ¢=2

Bedingungskongruenzen. Dann bleiben, da der Rang unserer Gruppe (10)
r+1+d+d -+ n-+tist, noch mindestens » +1+d+d +n -+t —t
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unserer Exponenten in der Darstellung (10)) frei, wenn man, was auf Grund
der Bedingungskongruenzen das hochstmégliche ist, o Exponenten durch die
iibrigen ausdriickt.

Wenn also ¢ der Rang der soeben definierten Untergruppe ist, und ihre
Darstellung etwa:

(11) a5 02, <01, ¢ Zahl aus (10)
soda® (I1) nur dann eine /-te Potenz ist*), wenn alle z; = 0 sind, so ist:
t'Zr+l1+d+d+n+t—t

Fiir ¢ > 2 ist also nach (2):

t/—f§2(r—|—1)—{Zsf+25’f’+z<[71€+l—gl+

e )T

wihrend fiir £ = 2 nach (3) rechts noch —r; hinzukommt.
Nun ist:
g —1 .
7'1€+1—gl—7‘1—|—7 :T1€+1—gl—7'1—|—2+

0 wenn ¢g=il+p0, 0>0
+ .
-1 I g =l

I —1 wenn g =49, 0>0
[91 E}_gl Z+{O nog =l

Also die Summe beider Ausdriicke: Tl — 1 =7 (£ — 1) = 54

Damit wird

V=1220r+1) =D _sf+> §f+> sih}
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*)¢—te Potenz in k.
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Die geschweifte Klammer ist nun > sf iiber alle Teiler von ¢, was be-
kanntlich den Korpergrad m gibt. Da ( in k enthalten, ist fiir ¢ > 2 k total
imaginér, also r = ry — 1, m = 2ry = 2(r + 1). Daraus folgt:
>t
Fiir ¢ = 2 folgt:

t'—tz22(r+1)—ri—m

Nun ist m = rq + 2ry = 2ry + 2ry — 1y = 2(r + 1) — 11, sodafk auch hier
folgt: ¢ = t. Es gilt also stets:

(12) t"2t  (also insbesondere = 0)

Nach dem tiber das System (11) Gesagten sind die ¢ Kummerschen Kor-
per k(¥m1), - .., k(uy) von einander unabhéngig. In K = k(Ypu1, ..., 1)

o1

sind also %= Kummersche Korper k(/z) enthalten, wo p sich in die Form
(13) p=pit s 05 a; S0-1

setzen lakt. Wegen (12) erhédlt man also mindestens % verschiedene Korper

dieser Art.
Wir haben zunéchst die Relativdiskriminante von k(/z) zu untersuchen.
i gentigt unseren 3 bezw. 4 Bedingungen S. 280%/281%.
Wegen der ersten geht jedes Ideal t; in p mit durch ¢ teilbarem Exponen-
ten auf, also nicht in der Relativdiskriminante.
284

Nach Konstruktion (Zahl aus (10)) ist p (bis auf /~te Potenzen, die nichts
ausmachen) durch kein von den p, g, [ verschiedenes Primideal teilbar. Von
den in ¢ nicht aufgehenden Primidealen von k konnen also nur die p und ¢
in der Relativdiskriminante aufgehen, und dann nach Satz 5, S. 266™ genau
in der (¢ — 1) ten Potenz.

Da pu (-ter Potenzrest nach ' ist (Bedingung 2.)) geht das Primideal [
nicht in der Relativdiskriminante auf (Satz 6, S. 266>).

Ist also die Relativdiskriminante f*~!, so gehen in f héchstens die Prim-
ideale auf, die in m aufgehen, und zwar hat f die Form:

f: H,pH/qH,[U+1 1_‘[/ [71}1"'1
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wo die Akzente andeuten, dafs man nicht iiber alle Primideale der betreffen-
den Art das Produkt notwendig zu erstrecken hat.

Nun ist v < es__el = 7/ (Satz 2, S. 149%). Nach Voraussetzung geht [ in m
mindestens zur (7¢ + 1)-ten Potenz auf. Ferner ist p (~ter Potenzrest nach
(179 Nach Satz 6 (S. 266™) ist also v; < 7l — (il +1—gy) = g1 — 1,
[; geht also in f hochstens zur U Potenz ¢; auf, in m jedoch genau zu

dieser.

Sicher ist also m teilbar durch f. Nach Satz 22, S. 202® und Satz 27,
S. 206 (p kann nach Bedingung 4.) nur in ky,...,k, negativ werden; fiir

¢ =2) ist also k(1)

285

ein Klassenkorper fiir eine Klassengruppe H vom Index ¢ nach dem Modul m

. . t__ .
und unserem erkléarten Strahl. Da es nun mindestens % verschiedene solche

Korper gibt, andererseits genau soviel, ndmlich Eg_;ll Klassengruppen vom
Index ¢ vorhanden sind, da ferner nach Satz 10, S. 147 zu jeder Klassengruppe
hochstens ein Klassenkoérper gehort, ist jeder der % Klassengruppen vom
Index ¢ auf diese Art genau ein Klassenkorper zugeordnet. Es folgt daher
beildufig noch ¢ = ¢.

Damit ist auch jeder Klassengruppe vom Index ¢ nach m eindeutig ein
Klassenkorper zugeordnet, da ja nach S. 278 die Klassengruppen vom Index

¢ nach m und m identisch sind.

Wir weisen noch nach, daf die q; in der Relativdiskriminante nicht auf-
gehen.

In der Tat, gingen sie in einer der méglichen Relativdiskriminanten auf, so
konnten wir, da uns unendlich viele solche Primideale zur Verfiigung stehen,
ein vollstdndig anderes System von ¢; wihlen. In den damit konstruierten
Klassenkorpern nach m gehen nun die alten g; sicher nicht in den Relativdis-
kriminanten auf. Da es aber nur einen Klassenkorper zu jeder Klassengruppe
gibt, miissen die neugewonnenen Klassenkorper mit den alten identisch sein,
d.h. die g; konnen nicht in den Relativdiskriminanten aufgehen. Es ist also
schon m teilbar durch f.

286

Die Einteilung der Hilfsprimideale g; hatte den Zweck, die notwendige
Anzahl von Korpern zu erreichen. Wie man sich leicht iiberzeugt, wére dies
mit einfacheren Mitteln auf unserem Wege nicht zu erreichen gewesen.
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Da fiir £ = 2 p in den von kq,...,k, verschiedenen Korpern positiv
ist, sind den zu k(\/i) konjugierten Korper k., 1(\/f), ...,k (\/p) sicher
reell. Da jedem dieser Korper 2 konjugierte darstellt, gibt es also wenigstens
2(ry — v) reelle konjugierte Korper.

Satz 1. Fiir jede Klassengruppe vom Primzahlindex ¢ nach dem Modul m
existiert, wenn k die /—te Einheitswurzel ( enthéalt, ein Klassenkorper und
zwar ein Kummerscher Kérper k(). Ist f1 die Relativdiskriminante des-
selben, so ist iiberdies m teilbar durch f.

Fiir ¢ = 2 gilt genauer:

Satz 2. Wenn von den r; reellen konjugierten zu k irgend v Koérper ausge-
wahlt werden und der Strahl o aus den in jenen v Korpern positiven Zah-
len = 1 mod m besteht, so sind von den zu k(,/z) konjugierten Kérpern
mindestens 2(r; — v) reell, wenn k(,/z) Klassenkorper einer Klassengruppe
vom Index 2 nach dem Strahl o ist. Ist also v = 0, d.h. o der reelle Strahl
= 1 mod m, so sind fiir jeden Klassenkorper einer Klassengruppe vom Index
2 nach o mindestens 27y, also genau 2r; konjugierte reell.

Da man fiir v = r; [...] Strahl o aller total positiven Zahlen = 1 mod m
erhélt, ist der Existenznachweis des Klassenkorpers auch fiir jede mdégliche
Klassengruppe vom Index 2 mod m erbracht.
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b) Existenz bei Primzahlgrad £ ohne f—te E.W.

b.) Klassenkérper vom Primzahlgrad ¢, wenn der Grundkorper
die ¢—te Einheitswurzel nicht enthilt.

Im Falle eines ungeraden ¢ miissen wir uns noch von der Voraussetzung
befreien, daft der Korper k die /~te Einheitswurzel enthéalt. Das Ziel dieses
Abschnittes ist der Nachweis des Satzes:

Satz 3. Ist k irgend ein Grundkorper, H eine Klassengruppe vom Primzahl-
index ¢ nach irgendeinem Modul m, so existiert ein Klassenkorper fiir H, der
relativ-zyklisch vom Grade ¢ ist. Ist f*~! seine Relativdiskriminante, so ist
m teilbar durch f.

Zunéachst zeigen wir:
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Hilfssatz. Ist K relativ Galoissch aber nicht relativ zyklisch in Bezug auf k,
so gibt es in k kein Primideal, das in K unzerlegt bleibt.

Beweis. Bliebe p unzerlegt in K, so geht es zunédchst nicht in der Relativdis-
kriminante auf. Seine Tragheitsgruppe ist also die identische; die Zerlegungs-
gruppe ist ferner die ganze Gruppe, da jedes o8 = P = p ist. Da allgemein
g—i zyklisch vom Grade f ist, ist demnach hier &, zyklisch vom Grade f,
was mit &z = & und & nicht zyklisch in Widerspruch steht.

Satz 3 wird bewiesen sein, wenn folgendes gezeigt ist:
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Satz 4. Ist £’ ein Oberkorper zu k, der relativ zyklisch vom Primzahlgrad
f # € in Bezug auf k ist und in dessen Relativdiskriminante nur die Prim-

teiler [ von ¢ aufgehen kénnen. Gilt dann Satz 3 fiir den Korper &’ so gilt er
auch fir k.

In der Tat, sei ¢ die {~te Einheitswurzel. Dann ist der Kérper k(¢) zyklisch
vom Grade n, wo n ein Teiler von ¢ — 1 ist. In der Relativdiskriminante der
Zahl 1 — ¢ gehen nur Primteiler von ¢ auf. Da diese durch die Relativdiskri-
minante von k() teilbar ist, gilt dasselbe fiir letztere.

Nun bilde man die ineinandergeschachtelten Korper:

k= ko{ ki {kz -+ {k = k(Q)

derart, dak k; relativ zyklisch von Primzahlgrad in Bezug auf k;_; ist. Die
Relativgrade von k; zu k;_; sind samtlich Teiler von ¢ — 1, also prim zu £. In
der Relativdiskriminante von k; zu k;_; gehen ebenfalls nur Primteiler von ¢
auf, da die Relativdiskriminante D, ; ;1 durch D,_; ;4 teilbar ist etz... also
durch D; ;4 (S. 15™, Satz 8). Die Richtigkeit von Satz 4 vorausgesetzt, folgt
dann aus Satz 1, dafs Satz 3 sukzessive richtig ist fiir k,, k,_1,..., ki, kg = k.
Wir haben also nur noch Satz 4 zu beweisen.

Es sei fl[' ++J die Relativdiskriminante von &’ , die nur Primfaktoren von
¢ enthélt. Da ¢ # p ist, der Relativgrad aber p, ist jeder dieser Primfaktoren
nur in der ersten Potenz in f; enthalten: f; = [][ erstreckt iiber gewisse
Primteiler von /.

289

H sei eine vorgelegte Klassengruppe vom Index ¢ nach dem Modul m in
k. Sollten nicht alle in f; aufgehenden Primideale in m vorkommen, so fiigen
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wir die fehlenden genau in der ersten Potenz hinzu. Der entstehende Modul
heifse m und ist jetzt durch f; und natiirlich m teilbar. H ist auch nach dem
Modul m Klassengruppe vom Index ¢.

Nun erklaren wir die Idealklassen in k£ nach dem Strahl der Zahlen =
1 mod m, in £’ ebenfalls nach dem Strahl der Zahlen = 1 mod m. OO
Im Falle p = 2 seien beide Strahlen total positiv. Dann folgt, wenn n die
Relativnorm von k' nach k ist,

aus A=1modmin £
n(A) =1mod min k
Denn aus dem ersten folgt: cA =1 mod m, ...

Fiir p = 2 ist ferner, wenn k reell, k' reell und A total positiv in k' ist, auch
n(A) = AcA total positiv in k, und wenn k reell, £’ imaginér ist, n(A) = AcA
sicher total positiv in k.

Daher ist die Relativnorm einer Strahlzahl aus k' sicher Strahlzahl in k,
sodafs die Relativnormen aller Ideale aus k', die dort in einer Klasse liegen,
in k ebenfalls in einer Klasse liegen. Wir kénnen daher wieder von Relativ-
normen der Klassen von k' sprechen.
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Seien G und G’ die Gruppen der Idealklassen in k und &', D die Gruppe
der Klassen aus k mit zu ¢ primem Exponenten und

G=Gy-D

die Zerlegung in ein direktes Produkt. Die Klassengruppe H aus k£ vom Index
¢ mufs dann offenbar die ganze Gruppe D enthalten. CIOIC] Denn die Fak-
torgruppe zu H in Bezug auf G ist zyklisch vom Grad ¢, jedes in H nicht
enthaltene Element mufs also zur /~ten Potenz erhoben in H vorkommen.

Ist nun @ ein zum Exponenten w gehoriges Element und (u, ¢) = 1, und wére
a nicht in H enthalten, so miiite a’ enthalten sein, also, wegen a” = 1, doch
a selbst. Dementsprechend kann

H=H, D

gesetzt werden. Sei Cf,...,C) ein System von Basisklassen fiir Hy und Cj
nicht in Hy enthalten, aber in Gy. Dann ist, wie wir eben sahen, doch C§ in
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H enthalten, und da Cf als Element von G zu einem Exponenten ¢* gehért,
auch in Hy. Also:
¢ n
Ch=cr o

Ersetzt man Cj durch ein passend gewéhltes, gleichwertiges CgC{bl e
C;lb”, das dann ebenfalls nicht in Hy, wohl aber in GGy vorkommt, so kann
man es erreichen, daf alle Exponenten a; zwischen 0 und ¢ — 1 liegen.

1.) Alle a; = 0: C§ = 1. Dann ist

CoC)...C
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eine Basis fiir Gy (Hg hat in Bezug auf Gy den Index ¢) und man kann die
Basis fiir Hyg in der Form

cs,ch,....Cl
schreiben (da eben C§ = 1).

2.) Nicht alle a; = 0. Es sei etwa (' das Basiselement mit hochstem
Exponenten ¢” unter allen mit nicht verschwindenden a; und aas .. .a, # 0,
Qri1 =+ =a, =0.
ood

Sei a1a} =1 mod ¢¥. Da a} # 0 mod ¢, kann 03'1 an die Stelle von Cj treten.
Nennt man dies wieder Cp, so ist unsere Relation:

cl=clc)...Cl =C

C' hat den Exponenten ¢”, da dies der hochste der vorkommenden C! war.
Daher kann C an die Stelle von (] als Basiselement treten. Dann ist offenbar

! !
Co, Cs, ..., C)
eine Basis fiir Gy und
74 !/ /
Cy, O, ..., C)

eine Basis fir Hg.

(Die Félle 1.) und 2.) sind grob gesprochen so unterschieden, daf in 1.) Hy
eine solche Untergruppe von & ist, dak ein zum Exponenten ¢ gehoriges
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Basiselement weggelassen ist, withrend in 2.) ein zum Exponenten £*! geho-
riges Basiselement von Gy auf seine agf—ten Potenzen beschréankt, also in ein
zu ¢V gehoriges verwandelt wird. 1.) 1t sich sofort unter 2.) subsumieren).

Wir erkennen somit dall in leicht verstandlicher Schreibweise eine Basis
C1,Cs, ..., C, (n in abgednderter Bedeutung) fiir Gy gewéhlt werden kann,
sodaft
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G: [01,02,...,Cn;D]
H=[C! Cs,...,Cp; D]

ist.

Nun bedeute Dy die Untergruppe von D, welche alle und nur die Re-
lativnormen von Klassen aus &’ enthélt, ferner D’ die Gruppe in k', deren
Relativnormen Dg bilden.

Nun beachten wir, daf zwei Ideale, die in k in einer Klasse liegen, es auch
in &’ tun. Die Ideale von C; liegen also in k" in einer Klasse, die wir auch dort
C; nennen, obwohl hier mehrere dieser Klassen iibereinstimmen kénnen.

Nun sei C' eine Klasse von k'. Wir setzen:
n(C") =C{...C[D]

wo [D] eine Klasse aus D bedeutet. Dann mufs zunéchst [D] sogar in Dy liegen.
Denn da p prim zu /£ ist, kénnen z, ..., z, so bestimmt werden, daf

PTi __ €;

ist. Nun ist U = C'C; ™ - - - C*" ebenfalls eine Klasse in £’. In C; liegen die
Ideale aus C; von k. C; ist also invariant gegeniiber den Substitutionen von
k'. Die Norm der Ideale von k ist einfach ihre p-te Potenz, also nach S. 289*
unten:

sodak n(U) = n(C")C{ ™ ... C;*P = [D] ist, also [D] zu Dy gehort. Da weiter
n(U) in Dg liegt, gehort U zu D’. Wir erkennen also zugleich, dafs

203
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fiir jede Klasse C” von k’ sich x1, ..., x, so bestimmen lassen, dafs
C'=Cyt...C D]
ist, wo [D'] eine Klasse aus D’ bedeutet. Die Gleichung:
1=C...Co D]
zieht nach sich, wenn man zur Relativnorm iibergeht:
1=C7"...Co"P[Do] in k

Da aber p prim zu /¢, folgt wegen der Basiseigenschaft von C,...,C,,, daf
Cit = - = C% =1, also auch [Dy] = 1 ist. Die Klassen C; haben also
in k' genau die gleiche Ordnung und Unabhéngigkeit wie in k. Sie sind wie
gezeigt, auch von [D'] unabhéngig. Wir kénnen also schreiben:

G/ = [Cl, Cg, e Cn; D/]
Durch die Festsetzung:
H = [C},Cs,...,Cn; D)

ist uns also in &’ eine Klassengruppe vom Index ¢ definiert.

Da nach Voraussetzung der Satz 3 richtig ist fiir &', gibt es zu H’ iiber £’
einen Klassenkorper K, der relativ zyklisch vom Primzahlgrad ¢ ist. Ist g}
seine Relativdiskriminante, so ist m durch § teilbar.

Durch die Substitutionen von k" geht, wie aus der Definition von D’ er-
sichtlich, jede Klasse von D’ in eine Klasse von D’ iiber. Denn die Relativ-
normen der Klassen aus D’ gestatten die Substitutionen. Da die C; invariant
gegeniiber diesen Substitutionen sind, ist H" invariant gegeniiber den Substi-
tutionen von &’ nach k. Geht man nun
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von K zu einem nach k relativ—konjugierten Kérper iiber, so entspricht dem
in k' eine gewisse Substitution. Da H’ invariant, bleibt auch der konjugierte
Kérper von K Klassenkorper fiir H', also da es nur einen Klassenkorper geben
kann, ist er mit K identisch. K ist also relativ Galoissch in Bezug auf k.

Die Relativnormen der Ideale von K nach k' fallen nach Definition des
Klassenkorpers samtlich in H’. Die Relativnormen der Ideale von H’ fallen
ihrerseits, da p prim zu ¢ und n(C;) = C? in k in die Gruppe

Ho = [Cf,Cy,...,Ch; Dol von k
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([
Dieses gilt somit fiir die Relativnormen der Ideale von K nach k.

Nun ist m durch f; teilbar und &’ vom Primzahlgrad p und zyklisch nach
k. Auf Grund von Satz 22, 27, S. 202%, 206™ ist also k&’ ein Klassenkorper
iiber k fiir eine Klassengruppe vom Index p nach m.

Da k' der Gruppe Gy = [C},Cs,...,Cy; Dy| zugeordnet ist, in die die
Relativnormen von £’ nach k nach S. 292™ fallen, hat also diese den Index p
in Bezug auf G, d.h. Dy den Index p in Bezug auf D. (Wegen p # ¢ machen
die genannten Relativnormen offensichtlich diese ganze Gruppe aus).

Die Gruppe [CY, Cs, ..., Cy; Do) = Hp hat also den Index pf in Bezug auf
G. Die Relativnormen von K nach k fallen alle in diese Gruppe. K ist also

in Bezug auf k einer Untergruppe dieser Gruppe Hy zugeordnet, und relativ
Galoissch. Nach Satz 7, S. 142® muf also

205

([

der Index dieser Untergruppe in Bezug auf G < pf als Relativgrad
(K, k) sein, und also die zugeordnete Untergruppe die Gruppe Hy =
[C4,Cy,...,Ch;Dg] vom Index pf selbst. Nach Definition 4, S. 144 ist
also K Klassenkorper fiir k£ zu dieser Klassengruppe H.

Auf Grund von Satz 8, S. 143%™ gibt es nun in k& sicher unendlich viele
Primideale p (ersten Grades), welche in &' nicht in lauter Primideale ersten
Grades zerfallen (also unzerlegt bleiben, da der Relativgrad p Primzahl ist),
und auch nicht in der Klassengruppe H vom Index ¢ > 2 enthalten sind.

Wiirde nun ein solches in &’ unzerlegtes Primideal p in K zerfallen, also
in ¢ Primideale ersten Relativgrades nach £, so wére p die Relativnorm eines
jeden dieser Primideale von K nach £’ also in der Klassengruppe H’, deren
Klassenkorper ja K zu k' ist, enthalten. n(p) = p? wire also in Hy enthalten.
Da p prim zu / ist, wire dann p selbst in H = [CY, (5, ..., C,,; D] enthalten;
denn sei A die Klasse von p, so wére

AP = C1CP2 . O™ D]
und wenn pp’ =1+ il
AA¥ = cmopee oDy
Sei A= C¥ ...C¥[D]. Dann wird A% = Ci%"

A= Cf(plm“yl) ... [D] also in H enthalten.
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Wir hatten aber gerade p nicht in H annehmen diirfen. Also bleibt unser p
in K unzerlegt, und somit ist nach unserm Hilfssatz K relativ zyklisch zu k,
vom Relativgrade pf.

In K ist also ein Unterkérper K, enthalten, der relativ zyklisch vom
Grade (¢ in Bezug auf k ist. Wir zeigen jetzt, dafs dieser Korper K, gerade
unser gesuchter Klassenkorper fiir H ist.

Dies wird bewiesen sein, wenn wir die Teilbarkeit von m durch f gezeigt
haben, wo ! die Relativdiskriminante von K, nach k ist. Denn dann ist
nach Satz 22 (S. 202%) K, Klassenkorper fiir eine Klassengruppe vom Index
¢ nach m. 4JOO

Die Relativnormen von K nach k liegen, da K Klassenkorper fiir die
Klassengruppe Hy ist in Hy = [C}, O, ..., Cp; Do) und erfiillen diese Gruppe
ganz. Ist A ein Ideal aus K, so ist

a=ng(R) = ng,[nr K, (A)] = nk, R, ); Ak, aus Ko

00O
Jedes Ideal a aus k, das Norm eines Ideals aus K ist, ist also auch Norm
eines Ideals aus K und folglich
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jedes Ideal a aus Hy auch Norm aus Ky, sodall Hy eine Untergruppe der
fraglichen Gruppe vom Index ¢ ist, fiir die K Klassenkorper ist.

Nun kann iiber Hy = [C}, Cs, ..., Cp; Do] vom Index pl und unter G =
[C1,Cy, ..., Cy; D] nur die Untergruppe H = [CY, Cs, ..., Cyy; D] vom Index ¢
liegen. Denn nimmt man zu Hg etwa C4 hinzu, so entsteht Gy vom Index p.

Also ist dann K, Klassenkorper zu H.

Wir zeigen jetzt also noch die Teilbarkeit von m durch f. Die Relativdis-
kriminante von K nach k£ hat nach Satz 8, S. 15® den Wert

2 e k(3.

m ist durch f; teilbar, nach Konstruktion, ferner durch § und auch durch
dessen konjugierte in &', da m Ideal aus k ist. Also kommen in dieser Relativ-
diskriminante nur Primfaktoren von m vor, demnach auf in f keine anderen,
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da f Teiler der eben aufgestellten Relativdiskriminante. Da K den Relativ-
grad ¢ hat, geht jedes von den [ verschiedene Primideal nur in der ersten
Potenz in f auf. Fiir alle solche Primideale ist also die Teilbarkeit von m
durch f gesichert. Es handelt sich nur noch um die Primideale [.

m moge genau durch [9 teilbar sein. Geht [ nicht in der Relativdiskrimi-
nante von K nach k auf, so kann es auch nicht in f aufgehen. Im iibrigen
haben wir folgende Moglichkeiten von Zerlegungen in K
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1.) I = (Ly...Lg)P; (die L; verschieden).

(Dann gilt in &": [ = ['", da k' vom Grade p und infolgedessen einerseits die
¢ Primfaktoren in &’ unméglich sind, andererseits nicht [ = [' in &’ sein kann).
In Ky vom Grade ¢ aber muf gelten: [ = [ ...[, aus dhnlichen Griinden. f
ist also nicht durch [ teilbar.

2.) 1 =LP

Dann kann in Ky vom Grade ¢ nur [ = Ly Primideal sein, [ geht also
ebenfalls nicht in f auf.

3) 1= (Ly...Lp)* (Ly,..., L, verschieden).

Dann muR in k" gelten [ =1 ...[,, wo [; = Lf ist. In Ko muR [ = L* sein,
wo L = Ly ...L,ist. mist durch I¥ also durch [ teilbar (genau), § durch (v
wo v’ die iibliche Bedeutung fiir den relativzyklischen Korper OO0 K {iber
k’ vom Grade £ hat. Da m durch § teilbar ist, ist v < g. Die Relativdifferente
von K nach k, als Produkt der Relativdifferenten von K nach k&’ und &’ nach
k (diese ist prim zu [) dargestellt, hat den Faktor LEUIHW*U

K nach K hat den Grad p, in der Relativdiskriminante geht L nicht auf.
Unsere Gesamt—Relativdifferente, als Produkt der Rel. Diff. von K nach K
und K, nach k dargestellt, hat den Faktor L*+D¢=1 wenn [“*! der Faktor
von f ist, also den Faktor LE”H)(@_I). Es ist also v" = v und folglich v < g,
also m auch durch [“™! teilbar. Im Falle g = 1 iibrigens folgt noch, da® [ nicht
in f aufgeht, da v < 1 unméglich (Satz 2, S. 149%).
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4.)1=1L*
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Dann ist:

in k' (=1
in K, (=1L

In &’ bleibt also [ Primideal; m ist in &’ durch [V teilbar, also wenn § durch
() teilbar ist, v/ < g. Das Primideal L aus Kj bleibt es in K. Wie
vorhin findet man, wenn [**! in f aufgeht, fiir den Faktor der Gesamt—
Relativdifferente

LEHDED) — peDED - glso v =

oder v < g und alles wie vorhin.
5.) | = LP*
Also:

[ = I in K wo I'=L" ist,
[ = L' in Ky, n L' =1LP ist.

m ist durch y? teilbar. Ist also § durch ' *Y teilbar, so ist v/ < pg. fi ist
durch [ teilbar, die Relativdiskriminante von K nach Ky, da der Grad p prim
zu { ist, durch L', Wie vorhin ist der Faktor der Gesamt—Relativdifferente:

Lf(pfl)L(v'+1)(Zfl) — Lp(erl)(@fl)Lpfl

oder p—L+vl+L—v=1l=pul+pl—pv—p+p—1
V(0 —1)=pv(l—1)
v =pv
also pv < pg
v<g,

und somit wieder m durch den Faktor von f teilbar.
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Auf jeden Fall ist also m durch f teilbar, ja es ist sogar m selbst durch f
teilbar. Denn m entstand aus m durch Hinzufiigen einfacher Faktoren [, und
zwar solcher, die in m fehlen. Wie wir aber unter 3.) zeigten, und wie bei 4.)
5.) ebenso folgt, kann f durch einfache Faktoren von m nicht teilbar sein.
Satz 4 ist damit vollstdndig bewiesen, somit gilt Satz 3 fiir jeden Korper k.
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Weiter folgt:

Satz 5. Ist § eine Klassengruppe vom Index ¢ in k und f¢ ! die Relativdis-
kriminante des Klassenkorpers zu H (der ja nach dem eben Gezeigten relativ
zyklisch vom Grade ¢ ist), so ist f der Fihrer der Klassengruppe H.

Beweis. Satz 22, 27 (S. 202%™, 206™) ist in der Tat der gegebene Klassenkor-
per K als solcher nach einer Klassengruppe H mit dem Modul f erklarbar.
Diese Klassengruppe H’ ist aber als Gruppe der Relativnormen der Ideale aus
K eindeutig bestimmt, und somit gleich H, d.h. H ist auch nach dem Modul
f erklarbar.

Nach dem allgemeinen Existenzsatz 3 aber ist f ein Teiler jedes Moduls,
nach dem H erklédrbar ist.

Nach Definition dieses Begriffs ist also f Fiihrer der Klassengruppe H.
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c) Existenz bei Primzahlpotenzgrad
c.) Relativ—zyklische Klassenkérper von Primzahlpotenzgrad.

Wir werden in diesem Abschnitt folgenden Satz beweisen:

Satz 6. In einem beliebigen Korper k sei eine Klassengruppe H nach dem
Modul m vorgelegt, derart daf die Gruppe % zyklisch vom Primzahlpotenz-
grad ¢ ist, wo G die Gruppe aller Klassen nach dem mod m bedeutet (fiir
¢ = 2 mit geniigend scharfer Vorzeichenbedingung). Dann existiert ein Klas-
senkorper K fiir die Gruppe H, welcher iiberdies die folgenden Eigenschaften
besitzt:

1.) Er ist relativ—zyklisch vom Primzahlpotenzgrad ¢” in Bezug auf k.

2.) Die Relativdiskriminante von K nach k enthélt kein Primideal als Fak-
tor, das nicht in m aufgeht.

Der Satz ist fiir v = 1, wo es sich um Gruppen von Primzahlindex handelt,
vollstéindig durch Satz 3 bewiesen. Wir kénnen also vollstdndige Induktion
anwenden, also annehmen Satz 6 sei richtig fiir alle Kérper und Klassengrup-
pen vom Index ¢#~1,
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Wir definieren die Klassen von k nach dem Strahl o der Zahlen = 1 mod m
(im Falle ¢ = 2 total positiv). G sei die Gruppe der Idealklassen, H die
vorgelegte Klassengruppe.

Da % relativ zyklisch vom Grade £¥ sein soll, gibt es eine Klasse C, sodafs
G=H+CH+CH+---+C"™H kurz = (C;H)

ist, sodaf also erst die “—te Potenz von C' in H liegt.
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Unter G verstehen wir die Gruppe
Go=H+CH+C*H+ -+ "~y

oder kurz Gy = (C% H)
Dann ist

G:G0+CG0+"'+C£71G0 = (C,Go)
d.h. G% zyklisch vom Grade /.

Nach Satz 3 existiert also ein Klassenkorper & von k fiir die Gruppe
Gy, der relativ zyklisch vom Grade ¢ ist. (OO Nach den Ausfithrungen auf
S. 219%™ {I. gibt es in &’ ein in m aufgehendes, invariantes Ideal 9t derart, daf,
wenn in k' die Idealklassen nach dem Strahl O = 1 mod 9 erkléart werden,
die Relativnormen einer Klasse von k&’ in eine Klasse von k fallen, sodafs
wieder von Relativnormen der Klassen in k' gesprochen werden kann.

Es sei nun H’ die Gruppe derjenigen Klassen von k', deren Relativnormen
in die Gruppe H fallen. Wie im vorigen Abschnitt soll ferner unter C' auch
gleichzeitig die Klasse von k' verstanden werden, welche die Ideale von C' aus
k enthilt. Dann ist n(C) = C*

k' ist Klassenkorper fiir Go. Die Relativnorm einer Klasse C’ von £ fallt
also in die Gruppe Gy, hat also die Form

n(C') = C*H]
wo [H] eine Klasse aus H bedeutet. Setzen wir also
Cl — CaU/

so ist n(U’) = [H], U’ also Klasse aus H'. Wir konnen also jede Klasse von £’
in der Form schreiben:
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C'=C*[H']
Um die Ordnung von C' in &’ nach [H'] festzustellen, sei
C*=[H] in ¥

also C* = [H] in k
Es mufR also fa durch ¢, d.h. a durch £*~! teilbar sein. Umgekehrt ist

CZ"_l — [H/]

da die Norm in H fallt und H’ so definiert war.

Es gehort also C' in k" in Bezug auf H’' zum Exponenten ¢*~!. Die Gruppe G’
aller Klassen von k' gestattet also die Darstellung:

G'=(C;H)=H +CH + - +C" W

und ¢ liegt in H'. Die Gruppe ﬁ—,/ ist also relativ—zyklisch vom Grade ¢#~1.

Nach Annahme existiert also ein relativ—zyklischer Klassenkérper K iiber
k' fiir die Gruppe H vom Grade /*~! und den in Satz 6 genannten Eigen-
schaften. Dabei sind die Klassen in &', also auch H' nach dem Modul 9t
erklart.

M ist nun ein invariantes Ideal von k', die Gruppe H’ also laut ihrer
Definition invariant gegeniiber den Substitutionen von k' nach k. Jeder in
Bezug auf k konjugierte Korper von K ist also auch Klassenkorper fiir H’,
fallt also der Eindeutigkeit wegen mit K zusammen. Es ist also K relativ—
Galoissch zu k.

Da K Klassenkorper zu k' fiir H' ist, fallen die Relativnormen der Ideale
von K nach k" in die Gruppe H'. Die
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Relativnormen der Ideale aus H' nach & sind aber nach Definition von H’ in
H enthalten. Also fallen die Relativnormen von K nach k sémtlich in H, K
ist somit einer Untergruppe von H zugeordnet. Nun hat aber K den Grad ¢”
in Bezug auf k. Da dieser Grad den Index der zugeordneten Klassengruppe
nicht unterschreiten darf, ist also der letztere < ¢, also = /¥ und K der
Gruppe H selbst zugeordnet und Klassenkorper zu ihr.
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Es sei nun & die Gruppe von K nach k. & hat den Grad ¢”. Wir stiitzen uns
nun auf folgenden Satz der Gruppentheorie (Weber, 11, S. 140, Satz VI):

Hilfssatz: Ist & eine Gruppe vom Grade ¢¥, g eine Untergruppe von Grade
0" (u < v), so gibt es stets eine Untergruppe g; vom Grade ¢#*! von der g
invariante Untergruppe ist.

Fiir p = v — 1 ergibt sich also, da jede Untergruppe &, vom Grade ¢*~*
invariante Untergruppe zu & ist, ferner daf &, noch so gewahlt werden kann,
dak es die vorgegebene Untergruppe g vom Grade ¢* (u < v) [...]. (nicht
notwendig als invariante).

Sei nun &, eine Untergruppe vom Grade ¢“~! unserer Gruppe &. Zu &,
gehort, da sie invariant ist, ein relativ zyklischer Kérper vom Primzahlgrad
¢ iiber k. Die ¢*~!~ten Potenzen der Relativhormen seiner Ideale sind nun
die Relativnormen dieser Ideale in /K, liegen also in H. Die Relativnormen
selbst liegen also OO in Klassen, deren £“~!-te Potenzen in H liegen, also
die Form C*[H] haben, d.h. in &, liegen. Unser Korper ist also einer Klas-
sengruppe
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zugeordnet, die Untergruppe von &y ist; da ihr Index in Bezug auf G' den Re-
lativgrad ¢ nicht tiberschreiten darf, ist es die Gruppe Gy vom Index /¢ selbst.
Der Korper ist also Klassenkorper fiir Gy, d.h., da auch k' Klassenkorper zu
Gy ist, mit &’ identisch. Es gibt also nur einen relativ—zyklischen Korper vom
Grade ¢ in K, d.h. nur eine einzige Untergruppe &, von & vom Index ¢.

Sei nun
G =8+ 06+ 0B+ -+ 1B

Wiére der Exponent von o kleiner als ¢”, so wiirde durch o eine Untergruppe
g vom Grade ¢* (u < v) erzeugt, und es gébe nach unserm Hilfssatz eine
Untergruppe &, vom Index /¢, die g enthélt.

Diese Untergruppe &, enthilt o, ist also nach unserer Zerlegung von &,
sicher verschieden, was soeben als unmoglich erkannt. Also gehort o zum Ex-
ponenten ¢¥, seine Potenzen erschopfen die ganze Gruppe, die somit zyklisch
vom Grade ¢ ist, also auch K.
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Die Relativdiskriminante von k' nach k& enthélt nach Satz 3 keine anderen
Primideale, als die in m aufgehenden. Wir nennen sie 9;. Die Relativdiskri-
minante von K nach k' enthélt nach Annahme keine anderen Primideale, als
in 9 aufgehen. Wir nennen sie 05. [hre Relativnorm enthélt also da 99T nur
invariante Primfaktoren in &’ enthélt und 9% in m aufgeht, nur Teiler von
m. Die Gesamtrelativdiskriminante ist 9" ny (9;), enthélt also ebenfalls nur
Teiler von m.
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Damit ist der Beweis von Satz 6 in allen Teilen erbracht.

Der Existenzbeweis fiir den Klassenkorper einer beliebigen Gruppe H und
seine ersten grundlegenden Eigenschaften werden sich nun leicht herleiten
lassen.

d) Existenz im allgemeinen Fall
d.) Klassenkorper fiir beliebige Klassengruppen.

Hauptsatz I. In einem algebraischen Korper k sei irgendeine Klassengruppe
H nach dem Modul m gegeben (mit oder ohne Vorzeichenbedingung). Dann
existiert stets ein Klassenkorper K iiber £ fiir diese Klassengruppe mit fol-
genden Eigenschaften:

1.) K ist relativ—Abelsch zu k, und der Relativgrad ist gleich dem Index
der Gruppe H nach der Gruppe G aller Idealklassen in £ nach m.

2.) Die Relativgruppe von K ist einstufig isomorph mit der Faktorgruppe

TIQ

3.) Die Relativdiskriminante von K enthélt kein Primideal als Faktor, das
nicht in m aufgeht.

Dem Beweise schicken wir folgenden Satz voraus:

Satz 7. Die Relativnormen der Ideale der Korper iiber k: Ky, Ko, ..., K
mogen bezw. in die Gruppen Hq, Hs, ..., H, von k£ nach ein- und demselben
Modul m fallen. Dann fallen die Relativnormen der Ideale des komponierten
Korpers K = K1 K5 ... K, in den Durchschnitt der Gruppen Hq, Hq, ... H,.
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Beweis. Bilden wir die Relativnorm eines Ideals von K nach £, indem wir
zuerst die Relativnorm nach K, dann von K; nach k bilden, so sehen wir,
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daf die Relativnormen von K nach £ in die Gruppe H; fallen, also in den
Durchschnitt aller H;, w.z.b.w.

Nun bilden wir die Faktorgruppe %, die ja eine Abelsche Gruppe ist, und
stellen sie durch eine Basis dar. Dieser Basisdarstellung entsprechend gibt es
Klassen (4, ..., Cy sodak die ¢]"~te Potenz von C; nicht in H liegt, und jede
Nebengruppe von H eindeutig in der Form:

Cit...C%H; 0<a; S0V -1

- 1

darstellbar ist, wo die ¢; Primzahlen sind, und ¢;* ... ¢% der Index von H ist.

Unter H; verstehen wir nun die Gruppe, die aus allen Nebengruppen fol-
gender Form besteht:

Hi=C .. CU Ol C%Hy 0<ap S 00— 1

wo also die Klasse C} fehlt.

Dann ist offenbar

)

sodafs HQ zyklisch vom Grade ¢ ist.

Nach Satz 6 existiert tiber k ein relativ—zyklischer Kérper K; vom Grade
¢, 000 der Klassenkdrper zu H; ist.

Der komponierte Korper K = K ... K, hat folgende Eigenschaften:

1.) Sein Grad in Bezug auf k hat hdchstens den Wert £;* ... ¢%, da ¢" der
Grad von K ist.
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2.) Er ist relativ Abel’sch, da es alle K; sind.

3.) Nach Satz 7 liegen die Relativnormen nach k& seiner Ideale im Durch-
schnitt von Hq, ..., H,, also in H.

(Zu 2.) Sind K7, K5 zwei rel. Abel’sche Korper zu &, OO0 so lafst sich jede
Zahl v aus dem komponierten Korper in der Form darstellen

v =p(a, f) = Zcik@zﬂk; (Cir In k; o in ky; By in ko)
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wo die a; und [k je ein System linear in Bezug auf k£ unabhingiger Zahlen
durchlaufen. Durch nacheinander folgende Anwendung zweier Substitutionen
o und 7 flir k; und ko entsteht unabhdngig von der Rethenfolge:

vy|oT = Zcz-kozﬂa - BT

sodals die Substitutionen von k; und ks vertauschbar sind. Diese erzeugen
sicher alle konjugierten, und ein Teil von ihnen bildet daher die Galoissche
Gruppe des Normalkérpers K1 K,. Da die ¢ und 7 unter sich je vertauschbar
sind, ist also KKy Abelsch zu k; das gleiche gilt mithin fiir beliebig viele
komponierte K('jrper).

Nach 3.) ist K einer Untergruppe von H zugeordnet. Der Index von H
ist ¢7" ... ¢%. Da der Index der zugeordneten Klassengruppe den Grad des
Korpers nicht tibersteigen kann, also < ¢4* ... ¢% sein mufs, andererseits als
Index einer Untergruppe von H sicher = ¢7* ... ¢% sein muf, folgt:

1.) Der Grad von K ist ¢7* ... 0%

2.) K ist der Gruppe H zugeordnet.

K ist also der Klassenkorper zu H. Die komponierten Korper K; haben
keinen Durchschnitt gemein. Daher

309 |

ist die Substitutionsgruppe von K isomorph mit dem direkten Produkt der
Gruppen von K;. Da diese letzteren zyklisch von den Graden ¢;* sind, hat
also die Gruppe von K die Darstellung:

oM. 0% 0Za <

. s 3

Sie ist also isomorph mit % )

Auf Grund von Satz 6 enthélt endlich die Relativdiskriminante von K;
nach k keine anderen Primfaktoren, als die von m. Nach Satz 10, S. 20> gilt
also dasselbe von der Relativdiskriminante von K nach k.

Unser Satz ist somit vollstdndig bewiesen. Die in ihm enthaltenen Eigen-
schaften 1.) 2.) des Klassenkorpers kann man auch so aussprechen:

Satz 8. Ist K der Klassenkorper fiir die Klassengruppe H und definiert man
die Idealklassen des Korpers k nach der Gruppe H, (indem man immer eine
ganze Nebengruppe in eine Klasse zusammennimmt), so gilt:

1.) Der Grad von K nach k ist gleich der so herauskommenden Klassen-
zahl von k.
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2.) Die Gruppe von K nach k ist isomorph mit der so herauskommenden
Klassengruppe von k.
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1.9 Relativabelsche Korper als Klassenkorper.
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Beim Beweis unseres Existenzsatzes hat sich herausgestellt, dals jeder
Klassenkorper relativ—Abelsch ist. Wir beweisen in diesem Abschnitt die Um-
kehrung, namlich:

Hauptsatz II. Jeder relativ—Abelsche Kérper K in Bezug auf k ist Klas-
senkorper fiir eine gewisse Klassengruppe nach einem bestimmten Modul m.
Dies m kann aufterdem so gewahlt werden, daf in m nur die Teiler der Rela-
tivdiskriminante von K nach k aufgehen.

Vergleicht man die letzte Aussage dieses Satzes mit dem Hauptsatz des
vorigen Abschnittes, so kann unmittelbar gefolgert werden:

Satz 1. In der Relativdiskriminante des Klassenkorpers einer Klassengruppe
H gehen die und nur die Primideale auf, welche im Fiihrer der Klassengruppe
aufgehen.

(Vergl. die ganz analoge Uberlegung S. 300™).

Es sei also K relativ—Abelsch in Bezug auf k. Unser Hauptsatz wird bewie-
sen sein, wenn er fiir alle relativzyklischen Korper von Primzahlpotenzgrad
als richtig erkannt ist. Dann, wie in der Galoisschen Theorie gezeigt wird,
laft sich K aus solchen Korpern komponieren. Nun gilt aber folgendes: Es
seien K7 und K5 zwei Klassenkorper von k, die den Durchschnitt & haben.
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Sie mogen zu den Gruppen H; und Hy vom Index ny; und ns gehéren, die
resp. nach m; und my erklért seien. Dann sind sie beide auch Klassenkorper
nach dem Modul m, wo m das kleinste gemeinsame Vielfache von m; und m,
ist.

Aus H; und Hy bilden wir die durch sie erzeugte Untergruppe der Gruppe
G aller Idealklassen nach m:

9 =Hi-H,

Sowohl H; als Hy sind Untergruppen von G. Nach Satz 9, S. 144 ist also
der Klassenkorper von & ein Unterkérper von K7 und K, also k. Demnach
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muf & die Gruppe aller Idealklassen sein (Eigenschaft 1.) von Hauptsatz I):
G - H1 . H2
Es sei nun Hy der Durchschnitt von H; und Hy und:

Hy =Ho +aiHo + - +a,Ho
Ho =Hy +bHy +--------- +buH0
H;H; besteht aus den Komplexen a;bxHy. Diese sind alle voneinander ver-
schieden, da aus
aikao = a;b;Ho
folgt: a;al " "Ho = bpbl, " 'Ho
was nach Definition von Hy nur geht, wenn beide Komplexe mit Hy iiberein-

stimmen, d.h. a;Hy = ajHo; byHo = b Hy ist. Es ist also der Index von Hy
nach G gleich puv. Ferner ist

G = H1+b1H1+"'+buH1 also on =Ty
= Hy+aHy+---+a,Hy 1 v=mny

da b]Hl = blH0+b1CL1HQ+' . -+b1aVH0 von bQH1 = bQH0+an1H0—|—- . -+b2a,,H0
verschieden wie oben
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Ho hat also den Index nino. Der aus K; und K, komponierte Korper hat
den Grad nins. Auf Grund des im vorigen Abschnitt bewiesenen Hilfssatzes
fallen die Relativnormen der Ideale aus K1 K, = K in Hg, K ist einer Unter-
gruppe von Hg zugeordnet, und da OO0 deren Index < njns sein mufk, ist
sie Hp selbst. K ist also Klassenkorper fiir Hy.

Bei der Komposition eines Abelschen Korpers K aus Kérpern vom Prim-
zahlpotenzgrad K, ..., K, konnen diese nun teilerfremd genommen werden.
Ist unser Hauptsatz also fiir diese Kérper bewiesen und sind my, ..., m; die
Moduln, so folgt durch sukzessive Anwendung der eben ausgefiihrten Schluf-
weise, dafs K Klassenkorper fiir den Modul m, ndmlich das kleinste gemein-
same Vielfache der m; ist. CICIC] In m gehen also nur Teiler der m; auf und in
m; nach unserem Hauptsatz nur Teiler der Relativdiskriminante von K;. In
der Relativdiskriminante von K gehen aber nach Satz 10, S. 20* alle Teiler
der m; auf, also in m jedenfalls nur Teiler der Relativdiskriminante von K.
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Wir haben somit unseren Hauptsatz II nur noch fiir relativ zyklische Kor-
per von Primzahlpotenzgrad zu beweisen. Im Interesse der anzuwendenden
vollstdndigen Induktion beweisen wir gleich den schérferen Satz:

Satz 2. Es sei K relativ zyklisch von Primzahlpotenzgrad ¢ zu k. Dann gibt
es stets ein Ideal m in &k, welches nur die Primideale der Relativdiskriminante
von K enthélt, und zwar
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die zu ¢ primen in der ersten Potenz, die Teiler von [...] in einer geniigend
hohen, sodals K Klassenkorper fiir eine Klassengruppe vom Index ¢ nach m
ist.

Ferner gibt es in K ein in m aufgehendes Ideal 91 derart, daf wenn die
Klassen in K und & nach 9% und m (d.h. den Strahlen = 1 mod 9% und m ev.
mit total positiven Zahlen fiir £ = 2) definiert werden, und ¢ eine erzeugende
Substitution von K ist, jede Klasse von K deren Relativnorm, (die also auch
existiert), die Hauptklasse von k ist, die (1 — o) te Potenz einer Klasse von
K ist. Zu m und 9% kann noch ein beliebiger Faktor aus k£ hinzugezogen
werden.

Beweis. Satz 29, S. 225™ lehrt, dafs unser Satz fiir v = 1 richtig ist. Wir
kénnen also vollstiandige Induktion anwenden und annehmen, er sei bis ¢#~1
bewiesen.

K sei nunmehr ein vorgelegter, relativ—zyklischer Kérper vom Grade ¢7,
o seine erzeugende Substitution. In K ist ein relativ zyklischer Unterkorper
K’ vom Grade ¢*~! enthalten, der zur Gruppe g: (1,6 ,..., D7) yom
Index ¢¥~! gehort. Die Zahlen und Ideale aus K’ erleiden, wenn man sie in
K Y betrachtet, durch o gerade die Substitution, welche die Gruppe von K’
erzeugt. Wir konnen also ruhig o auch als die erzeugende Substitution in K’
betrachten, nur daf bereits o' den Kérper K’ nicht dndert. In Bezug auf
K’ ist K relativ zyklisch vom Primzahlgrad ¢ und der Gruppe g. Hier ist also
o~ die erzeugende Substitution.
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Die in der Relativdiskriminante von K aufgehenden Primideale md&gen
mit p bezw. [ bezeichnet werden. Ihre Idealfaktoren in K’ und K, deren es
auch mehrere geben kann, und die dann alle in den Produkten auftreten

Lundeutlich
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sollen, seien mit P’, £ bezw. P, £ bezeichnet. (Dabei braucht aber p, [ in der
Relativdiskriminante von K’ noch nicht aufzugehen).

Nun ist Satz 2 richtig fiir K’. Setzen wir also:

m:HpH[“-a; Sﬁ’:H‘B’HS’U/a,

wo a ein beliebiges Ideal aus k ist, das fiir unsere Hauptanwendung gleich 1
zu setzen ist, so ist fiir genligend grofes v und U’ folgendes richtig:

Werden in k£ und K’ die Idealklassen nach den Strahlen = 1 mod m und
M (fir £ = 2 total positiv) erklart, so ist K’ der Klassenkorper fiir eine
Klassengruppe H' vom Index ¢“~! in k£ nach m. Die Klassen von K’ deren
Relativnormen die Hauptklasse nach m in k sind, werden durch die symbo-
lischen (1 — o) ten Potenzen der Klassen von K’ erschopft.

Die Relativdiskriminante von K nach K’ sei nun genau durch £’ () (E=1)

teilbar. Wir denken uns v und U’ eventuell noch so vergrofert, dafs
U>v;, U=v+n

und setzen U=U —v)l+v=v+nl

m=[[R][][£"
Dann steht 9 zu 9 in Bezug auf die beiden Korper
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K’ und K in derselben Beziehung, wie in Hilfssatz 3, S. 219 m zu 9 fir k
und K. (aller Uberschuf iiber das dortige kann ja in das dortige a gezogen
werden).

Nun bilden wir

Erklaren wir also in K die Idealklassen nach 9, (fiir £ = 2 total positiv),
so ist K mnach Satz 29, S. 225%™ Klassenkorper zu K’ fiir eine Klassengruppe
9, nach M, ferner sind alle Klassen von K, deren Relativnorm nach K’ die
Hauptklasse von K’ ist, symbolische (1 — ¢*" ") te Potenzen von Klassen in

K.

Als Klassengruppe der Relativnormen ist Hf, offenbar invariant gegeniiber
der Substitution o (da auch der Modul nach Konstruktion es ist). Es sei nun
C" eine nicht in Hj enthaltene Klasse von K’. Da Hj, den Index ¢ hat und
invariant gegen o ist, ist also auch C'? nicht in Hj,, also in einer Nebengruppe
C""Hj, enthalten (a =1...¢—1). Also ist ' in (C"7)*Hf, = C”aZH{)7 ... also
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v—1

v—1
" in der Nebengruppe C’ of H{ enthalten. Da aber K’ die Substitution
1

— v—1

ol gestattet, ist ot = C’, C" also in o’ 1H6 enthalten. €'~ ist
also in H{, enthalten, sodafs ™" = 1mod ¢, und demnach wegen a‘~! =
I mod ¢ auch @ = 1mod ¢, also a = 1. Die Klasse C"? ist also in C'H;
enthalten, es liegt somit C"'~7 in Hj.

Nach Voraussetzung iiber K’ liegen somit in Hj, alle Klassen, deren Re-
lativnormen nach £ die Hauptklasse in k sind, d.h. wenn wir es so nennen
wollen, das Hauptgeschlecht von K’. In einer Nebengruppe zu Hj liegen also
immer
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gleich alle Klassen, welche dieselbe Relativnorm nach k& haben. Nun ist aber
H{ der ¢~te Teil aller Klassen aus K’. Seien diese

H) + CH} + - + C*HH],

ferner H die Klassengruppe in k, die aus den Relativnormen der Klassen von
H{ besteht. Sie ist Untergruppe der Gruppe H’ aller Relativnormen von K’
(als Klassenkorper zu H’). Da C' nicht in Hj enthalten ist, ist n(C') nicht
in H enthalten. Aus (n(C))*H = H folgt, dak (n(C))* in H, d.h. n(C?) in
H, d.h. C* in H{ enthalten ist. Es hat demnach H ebenfalls den Index ¢ in
Bezug auf H’, also den Index ¢” in Bezug auf die Gruppe aller Idealklassen
aus k. Die Relativnormen von K nach k, liegen auf dem Umweg iiber K’,
d.h. Hj in H, da der Index der zugeordneten Klassengruppe den Grad von
K nicht {ibersteigen kann, ist somit diese Klassengruppe H selbst, also K
Klassenkorper zu H. Ist G die Gruppe der Idealklassen von k, so ist also
nach dem Hauptsatz I die Faktorgruppe % zyklisch vom Grad ¢”.

Um den zweiten Teil des Satzes vollstandig zu beweisen, denken wir uns G
durch eine Basis dargestellt. Dann kann nicht jede Basisklasse in H enthalten
sein. Ist C'in H nicht enthalten, so ist erst C* in H enthalten, OJOO. Da es
sonst noch eine andere nicht in H enthaltene Basisklasse gidbe, und somit %
nicht zyklisch wére. Wie man leicht einsieht, muft die Ordnung von C' eine
Potenz von ¢ sein, da die Basis aus Element mit Primzahlpotenzordnung
gewahlt werden darf, und aus
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C' =1; O = [H] fiir p # ( folgen wiirde C' = [H]
Wir stellen G als direktes Produkt der zyklischen Gruppe von C' mit einer
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Gruppe D dar. Dann ist in leicht versténdlicher Abkiirzung:
G =(C;D); H=(C";D) H =(C"";D)

da H'“ Untergruppe von &’ ¥ vom Index ¢*~!, also die gleiche Betrachtung
fiir H" durchgefiihrt werden kann, und offenbar nicht auf eine neue Basisklasse
C fithren kann, da H in H' enthalten ist.

Unter D’ wollen wir die Gruppe der Klassen von K’ verstehen, deren
Relativnormen in D fallen.

Wie immer, wollen wir C' auch in K’ betrachten. n sei die Relativnhorm
von K’ nach k. Es sei C” eine Klasse von K’. Da n(C") in H’ liegen mufs, sei

n(C') = C* ' [D]

und C'=Cc*U

Da n(C) = C*" ist, muf n(U) = [D] sein, U also in D’ liegen. Aus
c'D'] =1

folgt C* D=1 also C* ' =1

Die Ordnung von C' in Bezug auf D’ in K" ist also der £*~! te Teil der Ordnung
von C in k. Jedenfalls aber ist

G' = (C;D)

wo G’ die Gruppe aller Idealklassen von K bedeutet.

Nun sei () eine Klasse von K, deren Relativnorm nach k die Hauptklas-
se in k ist. Unter N sei die Relativnorm von K nach K’ verstanden. Nach
Annahme iiber Cy und K’ ist dann:
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N(Co) =C"' 77
wo C' Klasse aus K’ ist. Sei nun C’ = C*[D’].

Die Relativnorm von [D’] nach k ist eine Klasse von D, liegt also in H.
H ist aber die Gruppe der Relativnormen von Hj. OO0 Also ist [D'] eine

2undeutlich
3undeutlich
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Klasse aus H{. H{ ist aber die Klassengruppe der Relativnormen von K nach
K', also ist [D’] Relativnorm aus K:

[D/] = N(Do), DO in K
Wir haben also, da ja C' als Klasse von K invariant gegen o ist
C"7 =N(D)™?) oder N(C,) = N(D{™)

Nun setzen wir in K

Co=AD;™°

Dann ist N(A) = 1, also nach dem frither gesagten
A=Bo

Nun setzen wir: Bltottot 1 Dy =R

Dann ist:
CO = Rl_a in K
womit der letzte Teil von Satz 2 und somit unser Hauptsatz bewiesen ist.

Den Wert der Exponenten u, mit denen man sicher auskommt, kann man
sukzessive leicht bestimmen, da er fiir v = 1 genau bekannt ist, namlich v+1.
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1.10 Die Primideale in relativ—abelschen Kor-
pern.

319 ,

a) Die Primideale der Klassen des Grundkorpers
a.) Die Primideale der Klassen von k.

Hilfssatz. Es sei k irgend ein algebraischer Korper, in dem die Idealklassen
nach dem Strahl der total positiven Zahlen = 1 mod m definiert sind. p sei
ein zu m primes Primideal aus der Klasse K. Ist nun fiir irgend eine Primzahl
¢ die Klasse R die /—te Potenz einer Klasse ist, so gibt es ein Primideal q # p,
sodafs, wenn man die Idealklassen nach dem Modul m = mq statt nach m
definiert, p in einer Klasse liegt, die nicht ¢~te Potenz einer (neuartigen)
Klasse ist.

Beweis. Nach Annahme gibt es ein zu m primes ganzes j, sodafs
pi’ = (a); a tot. pos. = 1 mod m.

Unter t;,g;, 0, mogen die Ideale und Zahlen verstanden werden, die wir
S. 245™ einfiihrten, die v; mogen zudem prim zu p gewéahlt sein.

Nun betrachten wir die Zahlen:

B=a]" .. ool ol 0<Za,xz;y <l —1.
Ferner adjungieren wir dem Korper k die /-te Einheitswurzel (. Wir fragen,
wann eine Zahl [ die /~te Potenz einer Zahl A aus k() wird. k£(¢) hat den
Relativgrad n zu k, wo n Teiler von ¢ — 1, also prim zu ¢ ist. Aus A’ = 3
folgt durch Normenbildung,
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da 3 in k liegt, wenn noch v = n(A) gesetzt wird: " = 7*. Es muR also 5"
die /~te Potenz einer Zahl aus k sein. Zunéichst muf also in 5" das Primideal
p in /-ter Potenz aufgehen, also na durch ¢ teilbar, d.h. a = 0 sein.

Aus der auf S. 245™ durchgefiihrten Diskussion geht nun hervor, dafs auch
x; = y; = 0 sein miissen.
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Auf Grund von Satz 11, S. 272% gibt es also in k() ein zu m, p, t; primes
Ideal Q derart, daf in k(():

B @ @) @ @

ist; q sei das durch 9 teilbare Primideal aus k, das wir zu m,p,t; prim
annehmen konnen. Wire in £

Y=a modq

l6sbar, dann erst recht in k(¢). Also ist o Nichtrest mod g. Das Primideal
£ kann auch noch vom ersten Grade genommen werden. Dann ist jede Zahl
von k(¢) einer Zahl von k kongruent mod £ (da auch der Relativgrad 1 ist).
Wenn also A’ = (g, 0) mod Q ist, wo (g, ) ein Ausdruck unseres Systems
S. 319™ ist, eine Kongruenz die nach Bestimmung von £ losbar ist, so sei
A = £ mod Q. Dann ist £ = (g, ) mod Q also mod g.

Also ist a Nichtrest nach g, jedes (e, ) aber Rest. Wir - sefzen nun m = my
und definieren die Idealklassen in k nach m. p liege in K. Wire K die (—te
Potenz einer Klasse nach m, so gébe es
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ein zu m primes, ganzes a, sodafs

pa’ = (a); a tot.pos. = 1 mod m

ware. Also

Dann ist also (ﬁ)g ein Hauptideal (), welches die ¢~te Potenz des Ideals
b= ﬁ ist. Stellt man b in der Form (1)) von S. 244™ dar, so sieht man, wie
beim Beweise an jener Stelle (etwas spiiter S. 248%), daf (3) = b’ eine Zahl
der Form (g, 0)¢¢ ist. Es hat also auch « diese Form:

a =a(e, 0)¢"

da alle Einheiten in (e, o) hineingezogen werden kénnen.

Nun ist @ = 1 mod q, also @ und auch (g, 9)&° ¢-te Potenzreste mod g, es

ware also auch « ein solcher, was falsch ist. R ist also nicht /~te Potenz einer
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Klasse nach m.

Satz 1. Ist K relativ zyklisch vom Primzahlgrad ¢* und Klassenkorper fiir die
Gruppe H, so zerfallen von den zur Relativdiskriminante primen Primidealen
in k£ alle und nur die in H enthaltenen in K in ¢ verschiedene Primideale
ersten Relativgrades.

Beweis. 1.) Zerfillt p in ¢” verschiedene Primideale ersten Relativgrades (ist
also prim zur Relativdiskriminante), so ist es Relativnorm eines Primideals
in K, also, wenn H nach einem Modul m erklart wird, der nur Teiler der
Rel. Diskr. enthélt, in H enthalten, nach Definition des Klassenkorpers.
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2.) Sei p ein zur Relativdiskriminante primes Primideal aus H und H nach
einem zu p primen Modul m erklért, (was nach Hauptsatz I moglich), der
aukerdem nach unserm Hilfssatz so gewahlt werden darf, daft die Klasse C'
von p nach dem Strahl = 1 mod m (total positiv) nicht die /~te Potenz einer
Klasse ist.

Dann hat die Klassengruppe C'R’, wo R alle Klassen durchlduft und
1 = 0,1,...,¢ — 1 ist, sicher den Rang 1. Fiir die Klassengruppe G aller
Idealklassen gibt es also sicher eine Rangbasis, die C' als Basiselement enthélt.
Lafst man C aus, so erhilt man eine Klassengruppe H vom Index ¢, welche
C nicht enthilt. Erst C* ist wieder in H' enthalten. Also:

G=H+CH +-.. +C"'H

Da C in H liegt, ist also ,Vereinigungsgruppe* (H,H’) = G. € ist zyklisch

H
vom Grad ¢”. Sei etwa:

]

G=H+AH+- + ATy

Unter Hy werde der Durchschnitt von H und H’ verstanden. OO H ist
dadurch charakterisiert, daf es alle Elemente aus G, auker dem Zyklus (A)
(und den daraus sich ergebenden Elementen) enthélt; ebenso H' den Zyklus
(C). Ferner ist H nicht Untergruppe zu H', da H’" das in H enthaltene C' nicht
enthélt. Also ist Hy dadurch charakterisiert, daf es alle Elemente von G bis
auf die Zyklen (A) und (C) enthalt, d.h.

-1 (-1 ¢v—1

-1
H=) HoCh H =) HA: G=> Y HC'A*
i=0 i=0

=0 k=0
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(C kann im Durchschnitt H,H’ nicht enthalten sein, jedes andere Element
von H, das nicht C? enthilt aber sicher nach Definition von H’, also gilt die
erste Zerlegung; durch Einsetzen in G = H+AH+- - - folgt die dritte, daraus
durch Vergleich mit G = H' + CH' + - - - die zweite).
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Ho hat also den Index ¢¥*1.

Sei nun K’ der Klassenkorper fiir H. Ware K’ Unterkorper von K, so miifste
H Untergruppe von H’ sein, was eben als unmoglich erkannt. Da weiter K’
den Primzahlgrad ¢ hat, sind K’ und K teilerfremd, der komponierte Kérper
KK’ also vom Grad ¢“*!. Die Relativnormen seiner Ideale fallen nach Satz 7,
S. 306™ in Hy. Da Hy den Index ¢“*! hat, also K K’ nicht einer Untergruppe
von Hy zugeordnet sein kann, ist K K’ Klassenkorper zu Hy.

Nach Hauptsatz II ist es moglich den Modul m durch Hinzunahme von
Teilern der Relativdiskriminante von K K’ OO so zu erweitern, daf auch
jeder Unterkorper von KK’ Klassenkorper nach m ist (die Relativdiskrimi-
nante von KK’ ist ja teilbar durch die sdmtlichen Unterkorper). Die Rela-
tivdiskriminante von K K’ ist ferner prim zu p, da sie mit dem Fiihrer der
Klassengruppe Hy in Bezug auf ihre Teiler iibereinstimmt (Satz 1, S. 310%),
und dieser Fiihrer von Hj sicher teilbar ist durch den Modul m, nach dem
die Obergruppe H erklart war, und der prim zu p war.

Wir denken uns also m, prim zu p in der angegebenen Weise erweitert.

Die Gruppe von K K’ ist, da beide teilerfremd, gleich dem direkten Pro-
dukt der Gruppen von K und K’. Man kann sie also darstellen:

oloh; 0Zal—1; 0ZSbZ/0—1.

Dann gehort K zur Gruppe o5, K’ zur Gruppe o¢. Da p nicht in der Relativ-
diskriminante von K K’ aufgeht, ist die Tragheitsgruppe die identische, die
Zerlegungsgruppe & 1 also
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zyklisch. Ky sei der Zerlegungskorper fiir p in KK'. In Ky zerfdllt p in
verschiedene Primideale ersten Relativgrades. Ist K, Klassenkorper fiir die
Gruppe Hj, so ist also die Klasse C' in H; enthalten, nach dem unter 1.)
gezeigten. Da ferner K; Unterkorper von K K’ ist, ist die Gruppe Hg in H;
enthalten, (als Gruppe der Relativnormen iiber K, von K K'). Daher ist auch

1Subskripte ‘2’ und ‘Z’ schwer unterscheidbar
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H = > HoC" in H; enthalten, sodaf nach Satz 9, S. 144® K, Unterkorper
von K ist. Ist ¢#* der Relativgrad von K nach Ky, so gehort also, da nach
dem Gesagten ¢ Untergruppe der Gruppe &, sein muf, zu der K, gehort,
Kz zu einer Gruppe 67 = o "0, 0<a <t —-1;,0Sb <0 — 1.

Da aber &, wie gezeigt, zyklisch sein muf, folgt, daff = 0; &, = ob; Kz =
K ist. Da p in Kz zerfillt, gilt dies auch fiir K, und zwar des Grades wegen
in ¢ Primideale ersten Grades.

Satz 2. Sei K ein beliebiger relativ Abelscher Korper iiber k, der Klassen-
korper fiir die Gruppe H mit dem Fiihrer m ist. Dann zerfallen in K alle und
nur die in H enthaltenen Primideale von K in lauter verschiedene Primideale
ersten Relativgrades.

Beweis. 1.) Zerfillt p in dieser Weise, so ist es prim zur Relativdiskriminan-
te, also zu m; ferner ist p = n(P) also nach Definition des Klassenkorpers in
H enthalten.

2.) Wir stellen %, wo G die Gruppe aller Klassen nach m ist, durch eine
Basis dar, und setzen K, wie beim Beweis des Hauptsatzes I aus den relativ

zyklischen Korpern K, ..., K von Primzahlpotenzgrad zusammen (S. 307>
f). Diese seien Klassenkorper fiir Hy, Hy, ... H,. Dann ist, wie dort, H der
Durchschnitt von Hy, Hs, ... Hs. Ein in H enthaltenes, zu m
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primes Primideal p, liegt also in allen H; und ist zu den Einzelrelativdiskri-
minanten prim, da diese nur Teiler von m enthalten konnen. Daher zerfillt p
nach dem vorigen Satz in allen K; in lauter verschiedene Primideale ersten
Relativgrades. &z sei die Zerlegungsgruppe von p in K. Wir wenden Satz 21,
S. 50* an: In den dortigen Bezeichnungen ist hier, wenn K als Oberkorper,
K; als Unterkdrper genommen wird, ff=1le=¢e=a=1,f=f Da
®, vom Grade ef = f, &, vom Grade e f = f f und QﬁZ/Qiz ist, folgt
B, = B,. &, ist also Untergruppe zu der Gruppe &, zu der K; gehort,
der Zerlegungskorper Ky somit Oberkdrper aller K;, und somit K selbst:
Kz = K, sodals p in K in lauter Primideale ersten Relativgrades zerfallt,
w.z.b.w.

Hauptsatz III. K sei relativ Abelsch zu k& und Klassenkorper fiir die Klas-
sengruppe H mit dem Fiihrer m. Die Idealklassen in k seien nach H definiert
(Klasse=Nebengruppe zu H). h sei die entsprechende Klassenzahl (Index von
H), also auch der Grad von K. R sei eine Idealklasse in diesem Sinne, sodaf
erst & = H ist, und h = ef. Dann zerfillt jedes (zu m prime) in & enthaltene
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Primideal von k in K in e verschiedene Primideale f-ten Rel. Grades.

Beweis. Fiir £ = H ist der Satz identisch mit Satz 2. Sei p in der Klasse K
enthalten, K, der Zerlegungskorper von p in K. K5 sei Klassenkorper fiir
die Gruppe H;. Dann ist die Gruppe H (als Relativnormgruppe von K) in
H; enthalten (der Modul laft sich wieder entsprechend wihlen, wie S. 323%).
Da p in Kz in verschiedene Primideale ersten Relativgrades zerféllt, ist auch

326 |
p und somit JUO p - H = K in H; enthalten.
H; enthélt also sicher die Gruppe:

Hy=H+&H +--- + & 'H

K ist also Unterkdrper des zu Hy gehorigen Klassenkorpers. Da in diesem,
weil p in Hy enthalten ist, p in verschiedene Primideale ersten Relativgrades
zerfallt (Satz 2), muf nach Satz 23, S. 51™ dieser Kérper Unterkérper zu
K7, also nach dem eben gezeigten = Kz sein. Es ist also H; = H,. H hat den
Index h die Gruppe H; also den Index & = e. Der Grad von K ist also e; der
Grad der Zerlegungsgruppe muf so beschaffen sein, dafs ihr Index in Bezug
auf die ganze Galoissche Gruppe von K vom Grade h gleich dem Grade
des Korpers ist, der zu ihr gehort, also gleich dem Grade e von K. Somit
ist f der Grad der Zerlegungsgruppe. Die Tréagheitsgruppe ist 1, da p kein
Teiler der Relativdiskriminante. Folglich ist der Index der Trégheitsgruppe
zur Zerlegungsgruppe, der den Grad der Primideale von p angibt, gleich f
und p zerfallt somit in e verschiedene Primideale f-ten Grades.

An dieser Stelle kobnnen wir gleich die wichtige Frage behandeln, ob es in
jeder Idealklasse eines Korpers k£ unendlich viele Primideale gibt.

Zu diesem Zweck kehren wir zu Satz 6, S. 141™ zuriick. Es sei K der
Klassenkorper fiir die Gruppe H und h die Anzahl der Idealklassen nach H.
Dann ist h auch der Grad von K. Wenn p die Primideale ersten Grades
durchlauft, welche in K in Primideale ersten Relativgrades zerfallen, was
gleichbedeutend damit ist, daf p die Primideale von H durchlauft, so ist
nach dem genannten Satz:
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1 1 1 — . .o
; N(p)* B Ebg s—1 +1(s); ¥(s) endlich fiir s — 1
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Demnach ist jetzt die Aussage von Satz 4, S. 140™ préziser so auszusprechen,
dak die dort ¢(s) genannte Funktion tatséchlich fiir s = 1 endlich bleibt.

Nach dem Beweise S. 139® ist nunmehr zu schliefen, dafs die Funktion
(s—1)L(s,x1) -~ L(s, xx) fiir s — 1 einem endlichen, von Null verschiedenen
Wert zustrebt. Nach Satz 2 S. 136™, sind also die OO Werte L(1, x;) fiir
die Nichthauptcharaktere # 0. Damit haben wir:

Satz 3. Ist y ein vom Hauptcharakter verschiedener Klassencharakter, so
strebt die L-Reihe L(s, x) fiir s = 1 einem endlichen, von Null verschiedenen
Wert zu, es ist also L(1,x) # 0.

und

Nun haben wir L(s,x) =

wo iber alle zum Modul m primen Ideale bezw. Primideale zu summieren
ist.
Ist nun K eine vorgegebene Idealklasse nach H und durchlauft x alle

Charaktere von ﬁ, SO ist:

DOX(&H)x (™)
ZX Ylog L(s,x) = Z Ny

p?m

0 flir p"in R

Danun Y y(&1'p™) = { h o w p™ nicht in & } ist folgt
X

In Fg(s) wird nach Satz 3 nur das Glied mit dem Hauptcharakter fiir
s — 1 singulér. Da ferner nach Satz 2, S. 136*

lim(s —1)L(s,x1) =gh #0

s=1



Die Primideale in relativ—abelschen Korpern. 275

ist, folgt, dafs

1
oo Fg(s) = log 1

ist. Von der Reihe rechts bleibt, wie S. 138™ ff mehrfach ausgefiihrt

+ o(s); ©(s) endlich fir s — 1

h
E W fur s — 1 endlich.
oot o IN(P)
m=>2
Also wird:
Hlog —— +u(s) (s) endich fiir s — 1
_ -+ L ) R
plﬁN =7 gs—l s); s) endlich fir s ,

und daraus folgt, daft unendlich viele p in K liegen miissen.

Satz 4. Die Idealklasse K sei auf irgendeine der mdglichen Weisen erklart.
Dann liegen in K unendlich viele Primideale, sogar ersten Grades.

Als wichtigsten Fall, der alle anderen einschlieft haben wir, dafs in jeder
Idealklasse nach dem Strahl der total positiven Zahlen = 1 mod m fiir irgend
ein m (auch m = 1) unendlich viele Primideale ersten Grades liegen.

Es sei, um einen speziellen Fall zu besprechen,  eine zu m prime Zahl.
Dann bildet die Gesamtheit aller Zahlen 3 = $ mod m und von gleicher
Signatur, wenn man sie als Hauptideale betrachtet, eine Klasse nach dem
Strahl der total positiven Zahlen = 1 mod m. Unter den Hauptidealen (3’)
miissen also unendlich viele Primideale vorhanden sein, die dann gleichzeitig
Primzahlen sind. Wir haben also
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Satz 5. Ist m ein gegebener Modul, § eine zu m prime Zahl, so liegen in der
Restklasse ' =  mod m unendlich viele Primzahlen 7 des Korpers, welche
gleiche Signatur wie 8 haben. Da innerhalb einer Restklasse jede Signatur
vorkommt, gibt es also in jeder primen Restklasse nach m unendlich viele
Primzahlen jeder Signatur. Ihr Grad kann sogar noch gleich 1 angenommen
werden, sodafs N(7) = =£p eine natiirliche Primzahl ist. Wahlt man die Si-
gnatur total positiv, so ist N(7) = +p. Ist k der rationale Korper, so ist dies
der Satz von der arithmetischen Progression.
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b) Die Zetafunktion des Klassenkorpers

Unter € verstehen wir im Folgenden Idealklassen definiert nach dem Strahl
der total positiven Zahlen = 1 mod m, unter K die Klassen nach einer Klas-
sengruppe H.OICIO]

Sei K relativ Abelsch zu k£ und Klassenkorper fiir die Gruppe H nach dem
Fiihrer m.

1
(x = H T(‘B)*S : (N die Norm im absoluten Sinne)

sei die (—Funktion von K. (n sei die Norm in k im absoluten Sinne). p sei
ein zu m primes Primideal von k der Klasse K, f der Exponent von K. Dann
ist in K:

p=P1...Pe; ef =h; (h=Index von H)

sodafs zu unserem Produkte von p der Beitrag

€ €

1 1 f‘l 1 ¢
HWZHTWZH(TW)

=1 =1 v=0

geliefert wird, wo € eine primitive f-te Einheitswurzel ist. x durchlaufe die
Charaktere der Gruppe aller Klassen K nach H. Diejenigen, fir die y(8&) = 1,
also x = 1 fiir die Gruppe 1,8,...,8/7! ist, sind die zu dieser Gruppe
gehdrigen Charaktere in der Anzahl % =e.

([
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Demnach haben immer genau e Charaktere fiir & denselben Wert, sodafs es

genau f verschiedene Werte x(R) gibt. Andererseits ist (X(R))f = 1. x(R)
nimmt also jede f-te Einheitswurzel € genau e-mal an.

(Genauer Begriindung: Die Forderung x(f) = 1, also auch (&) = 1
definiert eine Untergruppe der Charakterengruppe, die so beschaffen ist, daft
sie fiir die ganze Untergruppe 1, &, ..., &/ 7! den Wert 1 liefert; also fiir jede
Nebengruppe den gleichen Wert. [CJUIC] An Hand der charakteristischen Ei-
genschaften der Charaktere ergibt sich dann, &hnlich wir S. 231%™, dafs diese
Charakterenuntergruppe mit der Faktorgruppe zu 1,8, ..., &/~! isomorph
ist, also den Grad e hat.)
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Damit konnen wir also den Beitrag des Primideals p zu unserem Produkt

so schreiben: .
H _ x
X 1 N(p)*

wo x alle Charaktere der Gruppe der Klassen nach H durchlauft.

Um nun auch die Beitrage der in m aufgehenden Primideale zu bestim-
men, haben wir den Begriff des eigentlichen Charakters einzufiihren.

Es sei x ein Charakter der Klassen € nach m, H; die Klassengruppe zu
der y gehort, d.h. die Menge der Klassen, fiir die y(¢) = 1 ist.

H, sei Klassengruppe fiir den Fiihrer my, wo my ein Teiler von m ist. Da
die Konstitution der Klassen nach H; und m; dieselbe ist, wie nach H; und
m, gibt es einen Charakter ' nach H; und my, der fiir die
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zu m primen Ideale mit y iibereinstimmt, und zwar nur einen, da es in jeder
Klasse nach H; und m; zu m prime Ideale gibt, oder besser, da in jeder
Klasse nach H; und m; genau eine Klasse nach H; und m enthalten ist. Dieser
Charakter ¥ heifst der dem Charakter y zugeordnete eigentliche Charakter.
Sollte nun p in m, aber nicht in m; aufgehen, so ist also X(p) eindeutig
bestimmt.

Der Bequemlichkeit halber wollen wir also festsetzen:

Definition 1. Sei x ein Charakter nach m, % der zu y gehorige eigentli-
che Charakter mit dem Fiihrer m;. Fiir jedes Ideal a, fiir das nach unseren
bisherigen Festsetzungen Y(a) definiert ist, soll x(a) = X(a) gesetzt werden.
Fiir jedes Ideal aber, fiir das ¥ nicht definiert ist, (das also nicht prim zu
my ist), soll x(a) = 0 gesetzt werden. m; heifit der Fiithrer des Charakters y.
Er ist Teiler von m. y ist so fiir jedes zum Fiihrer m; prime Ideal a erklart.
Fiir die zu m primen Ideale fallt unsere Definition mit der bisher benutzten
zusammen.

Nun kehren wir zum Korper K zuriick. p sei ein in m aufgehendes Primideal,
also da m der Fiihrer von H ist, Teiler der Relativdiskriminante von K.

Kr sei der Tréagheitskorper von p. Er sei Klassenkorper fiir die Gruppe
Hr, die H enthélt. Da p nicht in der Relativdiskriminante von K7 aufgeht,
ist der Fiihrer my von Hy prim zu p und Teiler von m, da Hy auch Gruppe
nach m ist.
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Sei nun y ein Charakter nach H und x(p) # 0. x gehort zu einer Gruppe
H, die H zur Untergruppe hat. Da x(p) # 0, ist der Fiihrer m von H prim
zu p. Der zu H gehorige Klassenkorper K ist einerseits, da H Untergruppe
zu H Unterkérper von K. In der Relativdiskriminante von K geht p nicht
auf, da es prim zu m ist. Nun ist aber nach Satz 22, S. 51® K der grofste
Unterkorper, in dem noch p in lauter verschiedene Primideale zerfallt. Also
muft K Unterkérper von Kr, also Hy Untergruppe zu H sein. x ist also ein
Charakter nach Hp. Dafs umgekehrt fiir jeden Charakter nach Hp, der, da
H Untergruppe von Hp ist, auch Charakter nach H ist, x(p) # 0 ist, folgt
daraus, daf m; prim zu p ist.

In K lautet also der Beitrag zur Zetafunktion von Krp:

1
H 1 — x(p)

x nach Hp n(p)s

Da aber nach dem gezeigten fiir jeden nicht zu Hp gehorigen Charakter
X(p) = 0 ist, kann man dies auch so schreiben:

1
H 1— x(p)

X n(p)s

wo x alle Charaktere nach H durchlduft. Ein Primideal von K hat aber den
ersten Relativgrad nach Kp und die Primideale von K7 sind Potenzen der
Primideale von K. Es ist also der Beitrag aus K:

1 1
Hl_X(F‘):H — 1

1
PBlp N(P)* Prlp nr(Pr)®

wo ‘B alle Primteiler von p in K, Pr alle Primteiler von p in
334

K7 und ny die Norm in K7 bezeichnet, und letzteres ist gerade der Beitrag

zur (—Funktion in K7 . Es ist also demnach unser Ausdruck H ———in
1— x(p)

X n(p)s

allen Fallen der gewiinschte Beitrag und somit

1
Cx(s) :Hnl—x(p)
X P

n(p)s
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wo x Uber alle Charaktere nach H, p iiber alle Primideale von k zu erstrecken

ist. Oder:
Giels) =TT M = T Lt

wo L(s, x) die zum Charakter y gehorige L-Reihe ist (allerdings nicht mehr
im fritheren Sinne). Im fritheren Sinne ist es eine L-Reihe fiir den zugeord-
neten eigentlichen Charakter ¥ nach dem Fiithrer m;.

Satz 6. Es sei der OO relativ Abelsche Korper K Klassenkorper fiir die
Gruppe H mit dem Fiihrer m. y durchlaufe alle Charaktere nach der Gruppe
H im Sinne der Definition 1 (eigentlich also immer die zugehérigen eigentli-
chen Charaktere). L(s, x) sei die damit gebildete L-Reihe. Dann gilt fiir die
Dedekind’sche (—Funktion von K:

Ciels) = T Ls, -
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c) Kennzeichnung d. Klassenk6rpers durch
Primzerlegung

c.) Umkehrung von Satz 2.

Satz 7. Es sei K ein Relativkorper vom Grade n iiber k. py durchlaufe die
Primideale ersten Grades von k, welche in K als Faktor wenigstens ein Prim-
ideal ersten Grades 8 aufweisen. Wenn dann, von einer endlichen Anzahl
von Ausnahmen abgesehen, die py in lauter Primideale ersten Grades in K
zerfallen, ist K relativ—Galoissch zu k.

Beweis. Es ist, wie mehrfach ausgefiihrt,

1
Ck(s) = 1; TN ¥(s),

wo P alle Primideale ersten Grades von K mit endlich vielen Ausnahmen
durchlduft und v (s) endlich bleibt fiir s = 1 und # 0 ist.
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Nach Annahme also:

(s)=]] (ﬁ(m)s) n@(s)

Po

Da lilrll(s — 1)k (s) endlich und # 0 ist, ist:

(=0T (=)

Po

endlich und # 0.

Fiir den relativ konjugierten Koérper K’ erfiillen die Primideale po die
gleiche Voraussetzung, somit auch fiir den aus allen konjugierten zusammen-
gesetzten relativ-Galoisschen Kérper K, denn wenn po in K in lauter Prim-
ideale ersten Grades zerfallt, dann auch in K. Zerféllt es aber in K, dann
auch in jedem K®. Alle K@ sind also Unterkérper des Zerlegungskorpers
fiir jeden Faktor in K. K selbst ist also der Zerlegungskorper, woraus alles
folgt. Ist also 7 der Relativgrad von K, so ist auch

lim(s — 1)% H %(po)_s endlich # 0.

s=1
Po

Das geht nur fiir n =7, K = K. K ist also relativ-Galoissch.
Es sei nun H eine Klassengruppe vom Index h fiir k.
Ferner sei K ein Relativkorper mit folgenden Eigenschaften:

1.) die Primideale ersten Grades po von H sollen in K in lauter Primideale
ersten Grades zerfallen, bis auf endlich viele Ausnahmen.

2.) Jedes Primideal von k, das in K einen Faktor ersten Relativgrades
aufweist, und vom ersten Grade ist, soll bis auf endlich viele Ausnahmen in
H enthalten sein.
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Der Klassenkorper fiir H ist z.B. ein solcher Korper. Wir wollen zeigen,
dak er der einzige ist.

Aus 1.) 2.) folgt zunéchst nach Satz 7, daf K relativ—Galoissch ist. Ist n
der Relativgrad von K und durchlduft p die Primideale ersten Grades von H
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(endlich viele Ausnahmen sind belanglos), so ist nach Satz 6, S. 141%™, Satz
5, S. 140* und dem Beweise von Satz 3, S. 327* oben

1 1 1 1
sz—logs_—l‘ﬂb(s)zglog +(s)

- PP n s—1
wo 1(s) und ¢(s) endlich bleiben fiir s — 1. Also ist n = h. Der Relativgrad
von K also h.

Ist ferner K; der Klassenkorper zu H, der die gleiche Eigenschaft hat, die
wir von K voraussetzen, so hat K K, wie schon oft gezeigt, dieselbe Eigen-
schaft, daf ndmlich alle Primideale 1. Grades von H in lauter verschiedene
Primideale 1. Grades zerfallen, bis auf evtl. endlich viele Ausnahmen. Daher
hat auch K K den Grad h, was nur fir K = K; moglich.

Satz 8. Der Klassenkorper K fiir die Gruppe H von k£ ist auch eindeutig
festgelegt durch die folgenden Eigenschaften:

1.) Die Primideale ersten Grades von k, welche in H liegen, zerfallen in
K in lauter Primideale ersten Grades

2.) Jedes Primideal ersten Grades von k, welches in K einen Primfaktor
1. Grades aufweist liegt in H.

Endlich viele Ausnahmen von 1.) u. 2.) sind zuléssig.

Aus Satz 8 folgt weiter:

Satz 9. Wenn K relativ Galoissch zu k ist und alle in einer Klassengruppe
H von k enthaltenen Primideale ersten Grades und nur diese in K wieder
in Primideale ersten Grades zerfallen, dann ist K relativ-Abelsch zu k und
der Relativgrad ist gleich dem Index von H. K ist namlich Klassenkorper zur
Gruppe H.

Denn wenn K relativ Galoissch, folgt daraus, dafl p in K einen Faktor ersten
Grades hat, dafs es nur solche hat.

An Stelle von Satz 8 konnen wir ein weiteres Kriterium fiir den Klassen-
korper aufstellen:
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Satz 10. Der Relativkorper K ist Klassenkorper fiir die Gruppe H vom Index
h in k, wenn (bis auf endlich viele Ausnahmen bei 3))

1.) K relativ Galoissch nach k ist,
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2.) Der Relativgrad n < h ist,

3.) Jedes in Primideale 1. Grades zerfallende Primideal 1. Grades aus k in
H enthalten ist.

(Es fehlt also hier die Voraussetzung 1.) von Satz 8 und ist durch zwei andere
ersetzt. Insbesondere folgert man dann nachtriglich, daf n = h sein muf).

Beweis. In K seien die Idealklassen nach dem Fiihrer m der Klassengruppe
H von k erklart (tot. positiv = 1 mod m). Dann liegen die Relativnormen
von den Idealen einer Klasse von K in einer Klasse von k. 2 sei ein Ideal
von K. Nach Satz 4 gibt es ein dquivalentes Primideal ersten Grades ‘B. Die
Relativnorm n(8) = p ist somit auch Primideal 1. Grades, das in K in
lauter Primideale 1. Grades zerféllt. Nach 3.) kann also P8 so gewéhlt werden
(Ausnahmen!), daf n(P) = p in H liegt. n(A) ist mit p dquivalent, also in
H enthalten. Der Korper K ist also einer Untergruppe von H zugeordnet,
also n = h. Aus 2.) folgt n = h, also unsere Behauptung. 1.) ist {ibrigens
auch benutzt, da sonst nicht aus n() = p auf p = PP, . .. P, geschlossen
werden kann.
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1.11 Absolut—abelsche Korper.
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a) Einheitswurzelkorper
a.) Der durch Einheitswurzeln bestimmte Kreiskorper.

Als Beispiel zur bisher entwickelten Theorie betrachten wir die in Bezug
auf den Korper R der rationalen Zahlen Abelschen Kérper und beginnen mit
dem Studium der durch Einheitswurzeln erzeugten Korper.

Da die Adjunktion mehrerer Einheitswurzeln auf die eines einzigen genii-
gend hohen Grades zuriickgefiihrt werden kann, kénnen wir uns gleich auf
diesen Fall beschréanken.

Sei m = py*...p}" eine vorgegebene positive Zahl in ihre Primfaktoren
zerlegt und € = em .

Die samtlichen Wurzeln von ™ = 1 fallen mit den sdmtlichen Potenzen
von € zusammen. OO0 In € liegen auch alle pi*~ten Einheitswurzeln, speziell

2mi m

a; ag . . . .
g; = efi' = g% . Andererseits sind die r Zahlen 1% teilerfremd, sodaf wenn

die x; eine Losung der (sicher 16sbaren) Dioph. Gieichung

n

Z.’Ei% =1

—1  Pi

sind,

e=¢l'...&"

ist. Esist also Q = R(eq, ..., ¢&,), entsteht also durch Komposition der Kérper

Wir erledigen zunéchst den Fall, dal m = p® eine Primzahlpotenz ist. Es
geniigt zundchst die Anzahl einer oberen Grenze fiir den Grad von €2. Da nun
¢ der Gleichung

:Upa - 1 a,—l(

_ — P T T ) T L 2
P =1
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geniigt, weil ja e?"" #£ 1 ist, ist der Grad von Q sicher < (p*) = p*~(p—1)
Im allgemeinen Fall eines beliebigen m ist somit der Grad von €2 héchstens
p(p1') - plprr) = e(m).
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Sei nun q ein Primideal ersten Grades von €2, welches prim ist zu den Zahlen
1 —&® Nach dem Fermatschen Satz muft dann

e?=¢ mod q
sein, wenn q zur Primzahl ¢ gehort, also n(q) = ¢ ist, also
g(e”!'-1)=0 mod q.
Da q zu allen £ — 1 prim vorausgesetzt, muf ¢4~ — 1 = 0 also
g=1 modm

sein. IO

Die Bedingung 3.) von Satz 10, S. 337> ist also fiir alle in Primideale ersten
Grades zerfallenden ¢ dann erfiillt (mit den endlich vielen Ausnahmen der zu
1 — &% nicht primen ¢), wenn wir als Klassengruppe H die positiven Zahlen
= 1 mod m nehmen. Thr Index ist offenbar ¢(m) und der Grad < ¢(m), also
auch die Bedingung 2.) erfiillt, 1.) nattirlich.

Also ist Q) Klassenkorper fir den Strahl der positiven Zahlen = 1 mod m.

Der Grad von €2 ist somit genau p(m). Bezeichnen wir also mit F,,(z)
die irreduzible Gleichung vom Grade ¢(m), der € geniigt, und beachten, daf
unter den m—ten Einheitswurzeln auch die d—ten sdmtlich vorkommen, wenn
d|lm, daf ferner ™ — 1 = 0 nur einfache Wurzeln hat, so folgt:

™ —1= HFd(x)

dlm

Bedeutet p(d) die Mobiussche Funktion, so erhilt man damit durch Um-
kehrung:

Fu(x) = [ — 1(3)

dlm

Dies ist die irreduzible Gleichung fiir €.
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Wir gehen nun an die Bestimmung der Basis und Diskriminante von (2,
und setzen wieder zunéchst voraus, es sei m = (" die Potenz einer Primzahl.
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Dann ist
gn
:U - 1 n— mn—
Fo(x) = W%—xf R A |
- I[ @-=
(978)21
0<g<en

Setzen wir = 1 und beachten, daf die Zahlen A = 1—¢ und 1 — &9 assoziiert
sind (da g¢g’ = 1 mod ¢" l6sbar), so folgt die Idealgleichung:

(6) = )70 = ()

Da aber ¢(¢") der Grad von (2 ist, ist (\) ein Primideal ersten Grades in .
Wir beweisen jetzt, u = (""1(¢ — 1) = p({") gesetzt:
Ist eine ganze Korperzahl der Form:

=20+ TN+ x, N

mit ganzen rationalen x; teilbar durch ¢, so sind alle z; teilbar durch /.

Nach dem gezeigten ist ndmlich zunéchst x¢ durch A, also durch ¢ teilbar.
Sei x; die erste nicht durch ¢ teilbare Zahl, dann ist 2;\?, wie man leicht sieht,
durch A+, also x; durch A und somit doch durch ¢ teilbar.

Sei \; = 1—¢'; (i,¢) = 1; eine der konjugierten zu A\. Dann ist A\—\; = &' —
e. Bis aufs Vorzeichen ist also die Differente der Zahl A gleich der Differente
der Zahl . Diese hat aber den Wert

_ dF,(x)

g 000 Wegen (2 — 1)Fp(z) =2 — 1
T T=¢

J

ist also:

" —1o=000 e

gnéf"—l gnfl . .
J = 1T (e = (-te Einheitswurzel)
—€
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Bis aufs Vorzeichen ist also ersichtlich die Diskriminante der Zahl A eine
Potenz ¢¥ von ¢.
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Demnach lét sich also nach elementaren Sétzen jede ganze Korperzahl

in die Form
To+ oA+, !
OK =

gu
bringen. Nach dem vorhin gezeigten miissen alle x; teilbar durch ¢” sein.
Somit bilden die Zahlen 1, \,...,\*~! eine Basis.

Nehmen wir nach dem binomischen Satz die Potenzen A’ aus und re-
duzieren mithilfe von F,,(x) = 0, so erkennen wir, daf auch die Zahlen
l,e,...,e*71 eine Basis fiir Q bilden. (Folgt auch schon daraus, daR d()\) =
d(e) ist).

Sind also ,e%, g%, ... g1 alle Wurzeln von F,,(z), so ist die Diskrimi-
nante von € gleich:

1 ¢ g2 ... ... et 2
1 811 8221 oo e plp—1) .

d=| . . . .| =(=1)" 2 n(d) (Zahlbericht §3)
1 gl

= (=) 4 @ DO -
Da wir fiir £ = 2 stets n = 2 voraussetzen konnen, ist p = ¢(¢") immer
gerade. Ferner ist
e —1) (et —1)

. . . o b
Ltip oo ti = 000 = ———— - = "

wo der zweite Faktor ganz ist und also e("~D0+a++) — 1,

Somit
d= (—1)%gen,1(n4—n—1) _ (_1>%¢(5)W(zn)n_gn,l.

Ist nun m = ¢7* ... £ beliebig, wobei fir den Fall ¢; = 2: ny = 2 voraus-
gesetzt wird, (sonst fiihrt der Faktor ¢]* zu keiner algebr. Erweiterung), so
folgt aus Satz 10, S. 77>
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nach leichten Reduktionen:

Satz 1. Die Zahlen 1,¢,...,e¥™~1 bilden eine Basis fiir Q. Die Diskrimi-
nante von ) hat den Wert

(Das Vorzeichen ergibt sich zunéchst zu (—1)2#0™". Fiir r = 1 ist das in
Ubereinstimmung, fiir » > 1 aber ist 1¢(m) stets gerade, es stimmt also
auch.

Da €2 Klassenkorper fiir die Gruppe der total positiven Zahlen = 1 mod m
ist, folgt folgendes Zerlegungsgesetz fiir die zu m primen Primzahlen p:

Satz 2. Es sei f der kleinste positive Exponent, sodaft p/ = 1 (m) ist, und
¢(m) = ef. Dann zerfillt p in e Primideale f-ten Grades.

Es ist noch die Zerlegung einer in m aufgehenden Primzahl ¢ zu unter-
suchen. Wir setzen m = ("mq; (mg,¢) = 1. Qg sei der Korper der mgo—ten
Einheitswurzeln, 2» der der ("—ten E.W. Beide sind teilerfremd und geben
komponiert den Korper (2.

Nach Satz 22, S. 51 ist der Tragheitskorper von ¢ der grokte Korper, in
dem ¢ in lauter verschiedene Primideale zerfallt. €} ist also Unterkdérper von
Qr. Es entstehe (0r durch Komposition von €y mit einem Unterkorper 2y
von 2. Da in der Diskriminante von €2,» nur die Primzahl ¢ aufgeht, gilt
gleiches fiir €2y da aber ¢ nicht in der Diskr. von €27 aufgeht, mufs die von €2
gleich 1 sein, d.h. nach Satz 5, S. 74: Qr = R.

Q) ist also der Tréagheitskorper von £. Sei f die kleinste positive Zahl, fiir
die

343 ,

=1 mod mg

und w(mo) = ef.

In Qg ist dann ¢ = q; ...q., wo die q; den Relativgrad f haben. Nach Satz
15, S. 36™ wird g, in €2 die Potenz eines Primideals f-ten Grades. In  gilt
also:

0= (Ly...L.)%, L; vom Grad f.

H
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Es mufs aef = p(m) sein, also a = ;"((TZ)) = (™). Damit haben wir:

Satz 3. Ist ¢ ein Teiler von m, so zerfallt ¢ in () in folgender Weise:
(= (Ly...L)" D),

wenn m = mol" ist, und ¢ mod m zum Exponenten f gehort (go(mo) = ef).

Da die Diskriminante der Kreisteilungsgleichung mit der Kérperdiskriminan-
te libereinstimmt, erhdlt man wirkliche Darstellungen der Primideale einer
beliebigen Primzahl p, wenn man F,,(z) mod p in Primfunktionen zerlegt.
Ist P(x) eine solche, so ist p = (p, P(¢) ein Primteiler von p in €2, und es ist:

p=[] (Pe)

P|Fm(z)

wo v der Grad der Vielfachheit von P(z) in F,,(z) ist. Diese Zerlegung muf
mit den von uns auf anderem Wege gefundenen tibereinstimmen.
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2.1 §1 Groltencharaktere einer Zahl mod. f.

Sei k ein beliebiger algebraischer Korper vom Grade n, mit r; reellen
konjugierten

jAe) k)

PR

und ro Paaren konjugiert—komplexer konjugierter:

g e

(k('f’1+1)’ k(7"1+7“2+1)) : (k(rl+7'2), k(T1+2T2)) _

Wir legen den folgenden Betrachtungen den
Strahl o : « =1 mod f, total positiv

zugrunde, wo f ein beliebiger ganzer Idealmodul in k ist. Es seien nq,...,n,
ein System von
r=r1+r,—1

Grundeinheiten fiir o und £ die hochste in o vorkommende Einheitswurzel
vom Grade g, sodaf fiir jede Einheit 1 aus o eine eindeutige Darstellung
besteht:

n= &t
mit ganzen rationalen a,nq,...,n, und 0 < a < g.

Die Félle f = 1, d.h. o der Strahl aller total positiven Koérperzahlen,
ferner » = 0, d.h. Grundkorper k rational oder imagindr—quadratisch, und
auch g = 1 sind im folgenden sdmtlich einbegriffen. (Der Fall g # 1 kann nur
in total imagindren Koérpern (r; = 0) eintreten. Denn die
2 u
einzige nicht total imaginére, von 1 verschiedene Einheitswurzel —1 ist total
negativ, gehort also fiir 7y > 0 sicher nicht zu 0).

Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Zahlen o von k Funktionen A(«)
zuzuordnen, die erstens die Produkteigenschaft haben:

A@)A(B) = Aap),

zweitens invariant bleiben, wenn « mit beliebigen Strahleinheiten n multipli-
ziert wird:

Ana) = AMa).
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Diese Funktionen A(«) sollen nicht nur « allein, sondern alle zu « konjugier-
ten im Argument enthalten konnen. Ferner sollen sie spéter auch fiir ideale,
also nicht dem Korper k angehorige Zahlen definiert werden. Daher formu-
lieren wir unsere Aufgabe so:

Es werde dem Korper k ein n—dimensionaler Vektor z zugeordnet, sodafs
jedem der n konjugierten k) eine Komponente x, entspricht. Die Kompo-
nenten z, sollen denselben Bedingungen unterworfen werden, wie eine total
positive Korperzahl:

xp, positiv reell fiir p =1,2,...,7r,
Tp+r, konjugiert-komplex zu x, und # 0 flirp =7 +1,...,r1 +72.

Jeden solchen Vektor x nennen wir einen dem Korper k zugeordneten Vektor,
kurz Kdrpervektor. Speziell stellt also jede total positive Zahl aus k einen
solchen Korpervektor dar, und aus jeder beliebigen Zahl a # 0 von k
3 11
kann ein solcher hergeleitet werden, indem von den reellen konjugierten die
absoluten Betriage genommen werden. Dieser soll der der Zahl o zugeordnete
Vektor heiften, und als Argument von Funktionen ebenfalls durch o bezeich-
net werden.

Wir fragen dann nach der allgemeinsten, stetigen Funktion F(x) =
F(zxq,...,z,) mit folgenden beiden Eigenschaften:

(1) F(x)F(y) = F(xy)
(2) F(nz) = F(z)
fiir jedes Paar x,y von Korpervektoren, bezw fiir jeden Strahleinheit—Vektor

1. Dabei bezeichnet xy das innere Produkt der Vektoren x,y mit den Kom-
ponenten x,y, .

Wir suchen zunéchst die allgemeinste stetige Losung von (1)) allein. Aus
der zu erfiillenden Relation

F(zy, ..., x0)F(y1, - yn) = F(x1ys, -« o, Toyn)

folgt sofort durch geeignete Spezialisierung der Komponenten x,, y,, (so dafs
alle bis auf eine bestimmte p—te* gleich 1 sind), daf

F('xl: < 7xn) = fl(xl) s le (xﬁ)fﬁJrl(xﬁJrl?xr1+7“2+1) s

cee f?"1+7“2 (xm-i-rza x?”1+27‘2)

*bezw. ein bestimmtes Paar konjugiert komplexer x,, Tpyr,
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gesetzt werden kann, wo die Faktoren rechts nur von
4 II

einer (reellen—positiven) bezw. einem Paar konjugiert komplexer Variablen
abhéngen, und unter der selbstverstédndlichen Voraussetzung, daf F' nicht
identisch verschwindet, fiir sich den Bedingungen

fu(xu)fl/(yu) = fu(xzxyu>; (V = 1727 s 7’1)

bezw.

fl/(xlja xu-&—?‘z)fu(yw yV+T2) = fl/(xuyuaxu—i-rzyu-i-rz); (V =r + 1a et TQ)

geniigen miissen.
Soll nun erstens fiir eine reelle positive Variable x eine Funktion f(z) der
Bedingung
f(x) = fy) = f(xy)

geniigen, so folgt fiir einen beliebigen positiven ganzzahligen Exponenten a:

und daraus sofort durch geeignete Transformation von x das Bestehen die-
ser Gleichung fiir jedes rationale a, also wenn noch die Stetigkeit von f(x)
gefordert wird fiir jedes reelle a. Setzt man dann speziell

fle) =e,

wo s irgendeine komplexe Zahl, also f(e) irgendein komplexer Zahlenwert ist,
so folgt

f(IE) — f (elog:c) — (f(e))logx — 6slogoc =

wo log z den reellen Wert bezeichnet und z° etwa durch e*°8® definiert ist.

Die Funktionen fi(z1),... f., (z,,) missen also notwendig von der Gestalt
o5 !

mit irgendwelchen komplexen Parametern s, sein.

5II
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Soll zweitens fiir ein Paar konjugiert komplexer Variablen
r = re¥
T = re’¥

eine solche Funktion f(x,7) der Bedingung

f(z,7)f(y,9) = f(ay,T7)

gentigen, und schreiben wir f als Funktion von 7 und ¢ in der Form

9(x,7) = g(r, »),

so mufs g(r, ) stetig in 7 und ¢ und periodisch mit der Periode 27 in ¢ sein
und der Bedingung

g(r1,91)g(r2, 2) = g(r172, 01 + ©2)

geniigen, vermoge der sich dhnlich wie oben ¢ auflosen lassen mufs in ein
Produkt

9(r,¢) = g1(1)g2()

zweier stetiger Funktionen ¢1(7), g2() deren zweite periodisch in ¢ mit der
Periode 27 ist und die einzeln den Bedingungen

9i1(r1)gi(r2) = gi(rir2),
92(p1)92(p2) = gal1 + ¥2)

geniigen miissen.
Es muf also wie vorhin

gi(r) =r°
mit einem komplexen Parameter s sein, ferner gy fiir positives ganzzahliges
und daher wie oben beliebiges reelles b der Bedingung gentigen:
6 II

b
(92(©))" = g2(byp).
Setzt man daher
92(1) - 657
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wo s irgendeine komplexe Zahl, also e® irgendein komplexer Zahlenwert ist,
so folgt

g2(p) = €.
Damit endlich e*¥ die Periode 27 in ¢ hat, mufs
eZﬂ’ks -1

fiir jedes ganze k sein, was nur fiir s = az mit ganzzahligem a zutrifft. Daher
folgt fir g(r, ¢) die allgemeinste Losung

g(r,p) =1°e"? = f(2,7)

mit beliebigem komplexen s und beliebigem ganzzahligen a.
Wir bezeichnen fortan die Amplituden der komplexen x, mit ¢,, sodaf

Pp = —Pptrs; (p:T1+1,---T1+T2)

ist. Dann haben wir:

Satz 1. Die allgemeinste stetige Losung der Funktionalgleichung (1) fiir den
Korpervektor = hat die Form

T1 r1+72
(3) F(a)=]Tay- 11 laplreer,
p=1 p=r1+1

wo die s, beliebige komplexe und die a, beliebige ganze Zahlen sind.
Offenbar sind die Exponenten s,, a, durch F'(z) eindeutig bestimmt, d. h.
zwei solche F'(z) dann und nur dann
7 II
identisch, wenn alle s,,a, iibereinstimmen. Dazu geniigt es ersichtlich zu

zeigen, daf F'(x) nur so identisch 1 sein kann, daf alle s,,a, = 0 sind. Da
nun die

x17"'7l’7’1; IxT1+1|7°" |x7"1+7"2|; 907‘1-&-17"'74;07’1-}—7"2

unabhéngige Variable sind, folgte aus F'(z) = 1, dak

' =15 (p=1,...,m),
|:§:p\51’ =1 (p=rm+1,....,m11+1r),
ewtr =1 5 (p=ri+1,...,r1+1m2)
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ware, was natiirlich nur fiir s,, a, = 0 moglich ist.

Satz 2. Die Exponenten s,, a, der allgemeinen Losung (3) von (1) sind durch
F(z) eindeutig bestimmt, d.h. zwei solche Losungen dann und nur dann
identisch, wenn alle s,, a, libereinstimmen.

Wir haben nunmehr diejenigen Einschrénkungen zu suchen, die den s, a,
aufzuerlegen sind, damit F'(z) in (3) auch noch der obigen Forderung (2)
gentigt. Diese Forderung (2)) ist ersichtlich vermége (1) gleichbedeutend mit

(4) Fn) =1
fiir jeden Strahleinheit—Vektor n, und (4) wieder dquivalent mit der Bedin-

gungsserie:

Fi)=1;  (k=1,2,...7)
(4a) {F<2>:1

fiir die Grundeinheiten und £.

8 11
Um nun trotzdem iibersehen zu konnen, welche Bedingungen den s,, a,, auf-
zuerlegen sind, damit (4a) erfiillt ist, ist es zweckmékig die Exponenten s,
und damit F(z) zunéchst in eine solche Gestalt zu transformieren, daf F'(n)
unmittelbar gebildet werden kann.

Dazu gehen wir aus von der Matrix

1 log !77?; | log |777§1§ |

I Qoo ln®] ool log |n'?
(5) . logn”| g lm™|

Lo doglp Y] log |t )|

([

Multipliziert man die den 7, komplexen konjugierten entsprechenden Zei-
len mit 2, so folgt nach Definition des Regulators R des Strahles o sofort, dafs
die Unterdeterminanten der ersten Spalte dann sémtlich R mit alternieren-
den Vorzeichen sind, sodaf sich der absolute Wert der Determinante obiger

Matrix zu
R /1 1 2 2 R
Al=— 1| = _ — )y - = 0
1A 2r2 (n+ +n+n+ +n> 27"27é

ergibt. Daher existiert die reziproke Matrix, die wir im folgenden mit
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9 11
61 62 ------ €T+1
1 1 1
. RURNO R 1O
) o)

bezeichnen. Speziell ergibt sich nach dem eben Gesagten fiir die erste Zeile
(6a) e1r=1,....e,,=1; €1 =2,... € 1 =2,

also gerade die (sonst mit dj bezeichnete) Multiplikatoren fiir die ,konjugier-
ten Logarithmen (s. Landau). Denn die Unterdeterminanten zu den % sind
:I:Qlf“2 bezw. im -, je nachdem ob das 1 — aus einer ,reellen” oder ,komple-
xen“ Zeile stammt. Die Vorzeichen beginnen mit 4, wenn die Reihenfolge
der Zeilen so ist, dafs A = +21f’2 , sonst mit —, und alternieren, sodaf auf
alle Félle die ¢4, als mit alternierenden Vorzeichen zu nehmende Quotienten
obiger Unterdeterminanten durch A positiv sind, und die angegebenen Werte

haben.
Wir schreiben nun die Funktion F'(x) aus Satz 1 in der Form

r+1 r1+r2

H |$p|5p . H Wp‘Pp

p=r1+1
und betrachten allein den ersten Faktor:

r+1 r+1

r+
E sp10g|zp‘
H ‘xp’sp — | | eSplngEp‘ j— ep 1

10

Die im Exponenten stehende lineare Form der log|z,| transformieren wir in
eine lineare Form neuer, dquivalenter Variablen, nadmlich

r+1

c(z) = Z eplog |z,

p=1

r+1

(7) cq(z) = Zel(f) log |x,|; (g=1,...,r).
p=1
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Wegen des Nichtverschwindens der Determinante unserer obigen reziproken
Matrix (6) ist so jedem System |z,| eindeutig ein reelles System c(x), ¢ ()
zugeordnet und umgekehrt jedem System c(z),c,(x) (reell) ein System

reeller log |z,|, also auch eindeutig ein System positiver |z,| = el
Diese neuen Variablen c(x),c,(x) konnen daher an Stelle von xzy,... z,,,
|Tr 1]y -« s |4y zur Charakterisierung des Vektors x benutzt werden,

sodak der Vektor auch eindeutig durch

C(ZL‘), Cl(llf), s ,CT(IL'), Pridly s Pridr

bestimmt ist und umgekehrt.
Transformiert man dann die s, kogredient, also auch gegenseitig eindeu-
tig, in die s}, so wird der obige erste Faktor von F(z):
r+1

T
Zl splog|ap| s'c(@)+ Zl 5qCq ()
er= =e a=

F(x) selbst bekommt in den neuen Variablen die Gestalt

r 14T
s'e(x)+ 30 sgeq(z)+i 3 appp
g=1 p=r1+1

F(z)=e

11
und nach Satz 2 sind auch in dieser Gestalt die Exponenten s, a, eindeutig
durch F(x) bestimmt.

Vermoge der speziellen Wahl der transformierenden Matrix (6) haben die
neuen Variablen ¢(z), ¢,(z) folgende Bedeutung:

1.) Nach (6a) ist

@ = Ty...Tp |xr1+1|2 s |x7’1+7"2|2

= ...z, = N(x),

wie wir aus Analogie zur gewohnlichen Norm schreiben wollen, sodafs fiir
einen total positiven Zahlvektor a diese Norm mit der gewohnlichen iiber-
einstimmt, fiir einen beliebigen Zahlvektor nur im Betrage.

2.) Vermége der Reziprozitat der Matrizen (5) und (6) driicken sich die
log |x,| durch die ¢(x), ¢,(x) so aus

C\T !
oz = 4 S @ log P (p=1.2.. 7+ 1)
q=1
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also
N r
(8) log |z, = (N (z))™ ] Inf|«).
q=1

Die ¢,(z) sind also anzusehen als die Exponenten, die die Betrége der Kom-
ponenten eines beliebigen Korpervektors bei der Darstellung durch die Ba-

1
siselemente |ny|,...,|n,| erfordern. Der Term (N(z))™ ist dabei darauf zu-
riickzufiihren, dak die ny, ..., n, alle die Norm 1 haben. Bezeichnet man noch
die Amplituden der n((lp ) mit ﬁép ) und setzt fest, dak die Amplituden der T,

und nc(,p ) in den reellen konjugierten Null sein sollen,
12

(die nép ) sind als Strahleinheiten in den reellen konjugierten positiv), so folgt
aus (8):

Satz 3. Ist © = (1, ..., Toy, | Tria1ls - - |Triarals @rit1y - - - Oryar) €0 beliebi-
ger Korpervektor, so besteht eine eindeutige Darstellung!

1 if _ZT: Yqcq(®)}
(9) r= (N@) @ @e

die vektoriell aufzufassen ist, d. h. die n Gleichungen

yer (z) i{wpfqél 19((1p>cq (@)}
e =

1 c1(x
(10) 2y = (N @) "l
fiir p=1,2,... n verteilt. Dabei bestimmen sich die ¢,(x) aus (7)*

Beweis: 1.) Bestiinden zwei solche Darstellungen fiir z, so folgte durch Uber-
gang zu den Betrdgen und logarithmieren ein Gleichungssystem der Form

T

> (eg—d)logh®|=0;  (p=12,...7+1),

q=1

was wegen der linearen Unabhéngigkeit der letzten r Spalten von (5) nur mit
¢q = ¢, bestehen kann. Da auker den ¢,(z) in (9)* alles andere bestimmt ist,
ist die Darstellung (9) eindeutig.

fdie Amplituden ﬁgp ) der komplexen 7, sollen feste Zahlen sein (ein- fiir allemal fest
gewihlte Multipla von 27 [...]!)

!Die Zahl in (..) ist nicht eindeutig zu entziffern.

2Verweis ist nicht eindeutig.
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2.) Dak sie iiberhaupt moglich ist und die ¢,(x) die in (7) bestimmten
Werte haben miissen, folgt unmittelbar aus (8)).

Da speziell jede Strahleinheit

n=mtenrE”

13 4
die vektorielle Darstellung liefert:

2miAp
e 9

ny
0 "ol

)"

Ui

’

wobei die n, ganze Zahlen, ebenso a, und die A, ganze, zu g prime Zahlen
27

sind, namlich die Exponenten der konjugierten von ¢ = e s

ghnr, L ghmam; gAn g

folgt, dalt « dann und nur dann eine Strahleinheit darstellt, wenn die c,(z)
ganze Zahlen n, sind, ferner N(x) = 1 ist und auferdem noch fiir p =
7’1+1,... 1+ To:

- 2TA,
op = Z_;nqﬂg’) + Ta mod. 27
q_
mit ganzzahligem a ist.

Es ist demnach z dann und nur dann Strahleinheit, wenn die Bedingungen
bestehen:

(11) N(x) =1,
(12 @ =ng (a=12...7),
_ - ( ) 27TAp
(13) gy = anﬁqp +a p mod 2; (p=ri+1,... 7171 +19).
q=1
([

Satz 4. Ein in der Form (9), d.h. (10) dargestellter Korpervektor ist dann
und nur dann Strahleinheit, wenn die Bedingungen (11)), (12), (13) bestehen.
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14 4

Die unseren eigentlichen Betrachtungen eingefiigten Uberlegungen von S.
11%—13 sollten dazu dienen, die Bedeutung der ¢,(x) etwas klar zu ma-
chen. Wir brauchen Satz 3 und 4 nicht unmittelbar, entnehmen jedoch aus
ihnen folgende Auffassung:

Alle Korpervektoren x = (x1, ..., z,)

= (xla ceey Tppy ’xr1+1|7 SR ’xr1+7‘2‘; Pri+1y .- - 790T1+7”2)

bestimmen einen n—dimensionalen Raum, genauer ein Gebiet im n-dimen-
sionalen Raum, charakterisiert durch die Koordinaten:

N(z) >0 ;
o) S o0 (g=1....r):
0S¢, <2m ; (p=ri+1,...,r1+712).

Dieses Gebiet entspricht der in Henselschem Sinne transzendent erweiter-
ten Gesamtheit aller total positiven Korperzahlen. Durch N(z) = 1 wird
ein n — 1 dimensionales Gebiet herausgeschnitten. Die Strahleinheiten wer-
den dann durch diejenigen Punkte dieses (n — 1)-dimensionalen Gebietes
représentiert, die ganzzahlige Koordinaten ¢,(x) haben, und deren ¢, auch
noch gewissen Bedingungen (13) geniigen, die OO0 ebenfalls von ,Ganz-
zahligkeitstypus“ sind. Die Strahleinheiten bestimmen also in jenem (n — 1)
dimensionalen Raum ein gewisses Punktgitter. Fiir einen beliebigen Korper-
vektor wird dann durch die Absténde seiner Koordinaten

15 ;
¢,(z) von den néchsten ganzen Zahlen n, sowie durch die Abstande der Aus-

driicke §
Yp — Z %p)nq
q=1

von den niichsten festen Punkten 22 A,a (a konstant fiir alle p) mod 27 ein
Mafk gegeben, wie weit x von einer Strahleinheit absteht.

Nach dieser Zwischenschaltung kehren wir zu unserer Aufgabe zuriick, die
bisher erhaltene allgemeinste, stetige Losung von (1)), die wir nunmehr unter
Ersetzung von s, durch s, in der Form

T1+T9

i sqcq(x)+i Y appp
F(zx) = (N(m))seq:1 p=r1+l
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schreiben, so einzuschrianken, daf (2), also (4a) erfiillt ist.
Nun wird wegen N(nx) = 1, ¢;(nk) = gk
Sk+’i TliTZ apﬂ](cp)
Flge) =e 7t

sodall wir fordern miissen:

r1+r2
Sy +1 E apﬁ,ip) = 2mimy
p=ri1+1

mit ganzzahligen my; werden diese my, fir die s in F(z) eingefiihrt, so wird:

T ri+r T
L2 mac(@) i Y apfen— 3 9P cq(a))
F(z) = (N(:L‘)) e ot p=r1tl =1

Da die my, durch die a, und s;, eindeutig bestimmt sind, sind nach der Bemer-
kung a. S. 11™ oben und Satz 2 auch die my, durch F(z) eindeutig bestimmt.

16

Im Falle g > 1 muf F" auferdem noch die zweite Bedingung (4a) befriedigen.
Sind wie vorher

é‘ArlJrl , €Ar1+r2

PR

2mi

(iibrigens ist nach S.1/2™ hier r; = 0) die konjugierten zu £ = e’ ¢ in den
kit EtT2) wobei die A, gewisse ganze, zu ¢ prime, nur vom Korper
abhéngige Zahlen sind, so wird wegen N (&) =1, ¢,(¢) = 0:

T1dr2 2mAp a

%
g

P(g) = ¢ =i
Es muf also die Kongruenz

r1+re

(14) g(a,) = Z Aya, =0 mod g

p=r1+1
fiir die a, bestehen. Damit haben wir jetzt folgendes Resultat:

Satz 5. Die allgemeinste, stetige Losung der Funktionalgleichungen (1)), (2))
fiir eine Funktion F'(x) des Kérpervektors x ist gegeben durch

r r1+T2

(15) F(z) = (N<£E))S H e2mimqcq(2) H eia”{%’_

q=1 p=ri+1

S 9P ()}
k=1 .



302 Manuskript IT

Darin bedeuten N(z) die Norm von z, ¢,(z) die Ausdriicke (7), ¢, die Ampli-

tuden der komplexen x,, 19,(37 ) die Amplituden der komplexen n,gp ). Ferner sind

die m, beliebige ganze Zahlen, s eine komplexe Zahl und die a, ganze Zahlen,
die im Falle g = 1 beliebig sind, im Falle g > 1 der Kongruenz (14) geméifs
bestimmt werden miissen. Die s, a,, m, sind durch F(z) eindeutig bestimmt,
d.h. zwei F(z) der Form (15) sind dann und nur dann identisch, wenn alle
s, ap, Mg libereinstimmen.

17

Der Faktor (N(z))® in F(z) interessiert uns in der Folge nicht. Wir kén-
nen uns von ihm befreien, wenn wir fordern, daft F'(x) aufer (1)) und (2)) noch
der weiteren Bedingung

F(cz) = F(x)

fiir eine beliebige Konstante (Skalar) ¢ > 0 geniigen soll, oder auch, was
gleichbedeutend ist, dafs
F(e)=1

sein soll.
Da némlich ersichtlich fiir einen positiven Skalar c:

c(e)=0 ; (¢g=1,2,...7)
0, =0 3 (p=ri+1...1147r)

ist, ersteres entweder nach Satz (9) oder weil nach (7), (6), (5):

r+1
cq(c) = locheg]) =0
p=1

ist, wird
F(C) — (N(C))s — = enslogc

und dies wird dann und nur dann fiir jedes ¢ > 0 gleich 1, wenn s = 0 ist.
Jedes solche F'(x) soll ein Grifiencharakter mod. f des Korpervektors x
heifen und mit A(z) bezeichnet werden. Wir haben dann:

Satz 6. Der allgemeinste Grofsencharakter mod f des Korpervektors z,
d. h. die allgemeinste, stetige Losung der drei Funktionalgleichungen:

18
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Mo)My) = May),
Amr) = M),
A(cr)

(16) (
(cx) = A=),

wo x,y variable Korpervektoren, n jeden Strahleinheit—Vektor und ¢ jeden
positiven Skalar bezeichnet, wird gegeben durch

r T1+72 . & )C N
(17) Az) = He%ichq(l’) H emp{% kglﬂkp k( )}7
7=1 p=ri1+1

wo die Bezeichnungen dieselben wie in Satz 5 sind, insbesondere auch A(z)
die Exponenten my, a, eindeutig bestimmt. Jeder Grofencharakter hat auier
(16) noch die Eigenschaft

(18) )| = 1.

Wir beweisen weiter den folgenden fundamentalen Satz iiber Grofsencharak-
tere:

Satz 7. Die Grofencharaktere mod. f bilden bei Komposition durch Multi-
plikation eine unendliche Abelsche Gruppe mit n — 1 Basiselementen

(), A (),

welche die Grundcharaktere mod. f heifen. Durch die Werte dieser n — 1
Funktionen und die Angabe von N (z) wird der Korpervektor z bis auf einen
Strahleinheit—Vektor als Faktor eindeutig festgelegt.

19 ,
Beweis: 1.) Natiirlich ist Produkt und Quotient zweier Grofsencharaktere
(17) wiederum ein solcher, da sich die Exponenten m,, a, dabei einfach ad-

dieren, bezw. subtrahieren und folglich ihre charakteristischen Eigenschaften
von Satz 5 behalten. Also bilden die A(z) eine Abelsche Gruppe.

2.) Um eine Basis fiir diese Gruppe zu erhalten, nehmen wir erstens die
r Basiselemente

ay ..
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Ferner betrachten wir die Kongruenz (14):
(14) 9(ap) = Arj110r 41+ - + Ay, =0 mod g

im rp dimensionalen Raum der a,. Die Losungen dieser Kongruenz, die die zu-
lassigen Exponenten a, ergeben, bilden bekanntlich ein Parallel-Punktgitter
in diesem Raum, dessen Grundmasche den Inhalt g hat (fir ¢ = 1 das ge-
wohnliche kartesische Gitter). Legen wir die Grundmasche mit einer Ecke in
den Nullpunkt, so ergeben die r; benachbarten Ecken:

(a;7) (@) - (a})

ro unabhéngige Fundamentallosungen unserer Kongruenz (14) aus denen sich
jede weitere Losung linear ganzzahlig kombinieren léfst. Dann bilden wir die
weiteren Grofencharaktere:

20 4

Api1(z) = e =
p=r1+1
(20)
r1+ro ’La( 2){ i 19(1’)0 (x)}
Ariry(7) = e
\ p=ri+1

Die n — 1 = r 4 ry Charaktere (19) bis (20) bilden dann eine Basis un-
serer Grofencharakteren-Gruppe. Denn einerseits 1aft sich der allgemeine
Grofencharakter (17) aus ihnen als

(21) M) = AT (@)A32 (@) . AT ()N (@) - A, ()

Tt

zusammensetzen, weil die allgemeine Losung von (14) sich in der Form

a, = nlaz()l) +-F n(”)ag?); (p=r+1,...,r1+r)
darstellen léfst, (wobei die m,, n, ganzzahlige Exponenten bedeuten, wie es
bei der Basisdarstellung einer Abelschen Gruppe sein muf. Andererseits ist
diese Basisdarstellung eine wichtige Basisdarstellung, d.h. eindeutig. Hierzu
gentigt es zu zeigen, dafs in (21) A\(x) dann und nur dann identisch 1 ist, wenn
alle mg, ny = 0 sind.
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Nun folgt aus A(z) = 1 zunédchst nach der bewiesenen eindeutigen Be-
stimmtheit der m, durch A(z), dak alle m, = 0 sind, ferner aus der eindeu-
tigen Bestimmtheit der a, daf die linearen Formen

a, = nlafgl) +-+ n(”)al(fz); (p=mr+1,...,r1 +1r9)

(@)

sdamtlich Null sind. Da aber die Determinante |a,

als Inhalt der oben ge-
nannten Grundmasche den Wert g # 0
21

hat, miissen auch alle n, = 0 sein, w.z.b. w.

3.) Ich beweise schlieflich die letzte Behauptung von Satz 7, die wegen
der Produkteigenschaft von N(z) und den A, (z) offenbar mit folgender Be-
hauptung identisch ist:

Sind fiir einen Korpervektor z alle Grofien
N(z),\(x),... Api(z) =1,
so ist z ein Strahleinheitsvektor.

Nun folgt aus N(z) = 1 und A (z),...,A-(z) = 1 nach (19) das Gleichungs-
system

N(z)=1
Cq<x>: q§ (q:1727"'>r)7
wo die n, ganze Zahlen sind. Ferner folgt aus A\,41(z), ..., A\ryp,(2) = 1 nach

(20) und dem eben erhaltenen (22)

ri+r2 T
Z aj(oq){gop_zﬁgcp)nk} =0 mod 27, (q:1727"' TQ)’

p=r1+1 k=1
oder anders geschrieben

r1+7r2 ¥ — Z ﬁl(cp)nk
Z a}()fl)%z() mod g¢; (g=1,2,...719).

p=ri+1 9
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Hieraus folgt, da rechts ganze Multipla von ¢ stehen und die Determinante

$p— i ﬁip)nk
= g ist, durch Auflésung nach den —*5—— | dak diese ganze Zahlen

g
B, sein miissen. Es waren also unsere Fundamentallosungen

22

aﬁ,q) auch Losungen der ganzzahligen Kongruenz

aéQ)

r1+72
g(a,) = Z Bpa;q) =0 mod. g.
p=ri1+1

Da aber durch die Fundamentallésungen (d. h. durch das zugehorige Punkt-
gitter) die erzeugende Kongruenz bis auf einen ganzen Zahlfaktor eindeutig
bestimmt ist, mufs

g(ap) = ag(a,) mod. g

mit ganzzahligem a sein.* Es folgt also:

Yp — kz ﬁl(cp)nk
-1

o =aA, modyg
9
oder
. 21 A
(23) op = Zﬂ,ﬁp)nk +a 22 mod. 2r.
k=1

Aus (22), (23) folgt dann nach Satz 4, daR z eine Strahleinheit n =
nit.onprEY ist, w.z. b, w.

Es ist fiir das folgende zweckmaéfig die Grofencharaktere A(x) etwas an-
ders als bisher zu schreiben. Der zweite Faktor

r1+7r2

iap{pp— 3 9\ ep(2)}
[T
p=r1+1

des allgemeinen Grofencharakters (17) kann namlich positive und negative
a, enthalten. Es ist jedoch spater notwendig, daf diese a, alle positiv sind.

braucht nicht notwendig ,gittererzeugend“ zu sein, sondern nur eine Folge
d. h. a kann auch einen Teiler mit g gemeinsam haben, speziell =0 mod g

ig(ap)
von g(ay)
sein.

=0
= 0;
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Dies lafst sich leicht lediglich durch Verédnderung der Schreibweise, ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit in eindeutiger Weise erreichen.

23 4

Bedenkt man nédmlich die Beziehungen

Pptre = “¥p; _ 1
/&ép‘i"f?) — _19](;0) ’ (p =rm+1,...m+ rQ)v

denen geméf wir sowohl die festen 19,(57 ) als auch die variablen pp wahlen
kénnen und wollen, so erkennt man, dafs man ein etwaiges negatives a, stets
so formal in ein positives verwandeln kann, daf man an Stelle der auf k®
beziiglichen Grofen die auf kP+72) beziiglichen einfiihrt. Man erhélt dann fiir
den obigen zweiten Faktor von A(x) die offenbar ebenfalls eindeutige Form:

“ i%{‘ﬂp_ > ﬂép)ck@?)}
1 <=

p=r1+1

9

wobei die a, den Bedingungen geniigen:

{apgo; (p=r+1,...n),

(24)
Aplpiry = 0; (p=r+1,... 11 +1m),

die eben besagen, dak alle a, nicht negativ sind, und daf von zwei konjugiert—
komplexen Korpern entsprechenden a, stets nur eins auftritt.

Satz 8. Der allgemeine Grofencharakter mod. f 1afst sich auch in der Form

T " ia -y P (a
)\(«T) = Hezmchq(:ﬂ) H e p{% kglﬂk i )}
q=1 p=r1+1
schreiben, wobei die a, aufer einer zu (14) analogen Kongruenzbedingung

mod g noch den Bedingungen (24) gentigen. Auch in dieser Form sind die
Exponenten a, durch A(z) eindeutig bestimmt.

24

Anmerkung: Natiirlich transformiert sich hierbei die Bedingungskongruenz
(14) in die allgemeinere:

Ari10r 41+t Ay Gy — Ar 1 a1 — 00— Ay Gy 2, =
= 0 mod. g,
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in der die Exponenten —A,, 1,... — A, 4, der iibrigen zu £ konjugierten
ebenfalls mitberiicksichtigt sind, und in der in Wahrheit immer nur r, Glie-
der wirklich auftreten, die irgendwelchen r, nicht untereinander konjugiert
komplexen Korpern entsprechen. — Die eindeutige Bestimmtheit auch der
neuen a, durch A(z) ergibt sich einfach daraus, daf nicht nur der Ubergang
von den fritheren zu den neuen a, eindeutig ist, sondern offenbar auch um-
gekehrt der Ubergang von den neuen a, zu den friitheren.

Die Grofencharaktere A(z) sind bisher nur fiir Kérpervektoren x, speziell
also nur fiir total positive Koérperzahlen definiert, da ja in die Definition
des Korpervektors die Forderung ,total positiv mit einbegriffen war. Wir
erweitern nun die Definition der A(z) noch auf allgemeinere Vektoren, derart,
dafs speziell alle Korperzahlen und sogar noch mehr einbegriffen sind, indem
wir fiir einen beliebigen Vektor

r=(x1,...,2,)

dessen Komponenten x, von Null verschiedene komplexe Zahlen sind, von
denen nur immer je zwei konjugiert—komplexen Kérpern entsprechende selbst
konjugiert—komplex sind, festsetzen:

25 |

ANz) = Mzy, ..oy x,) = )\(]331\, S 0 IR O ,xn),
also festsetzen, dafs von den den ry reellen konjugierten entsprechenden Kom-
ponenten z, nur die Betrége |z,| berticksichtigt werden sollen. Hierdurch ist
die Definition von A(z) fiir solche beliebige Vektoren auf die fiir Kérpervek-
toren zuriickgefithrt, da (|21, ... |2, ], @41, .., 2,) ersichtlich ein Korper-
vektor ist. Natiirlich gelten auch fiir diese erweiterte Bedeutung von A(x) die
Fundamentalgesetze:

AMx)A(Y) = Mazy),

A = A

o) () = A,
Aex) = Ax),
A()] = 1.

Satz 9. Definiert man fiir Vektoren z = (x1,...,x,) mit beliebigen komple-

xen Komponenten z, # 0, von denen nur die 27, letzten immer paarweise
konjugiert—komplex sind:

Az) = /\(|x1|7 S R IR T ,xn),
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so geniigt A(x) den Bedingungen (25). Speziell kann so jeder beliebigen von
Null verschiedenen Korperzahl oo der Grifiencharakter mod. f A(«) mit den
Eigenschaften (25) zugeordnet werden, indem A im Sinne von Satz 6 fiir den
« zugeordneten Zahlvektor (S.2%/3%) gebildet wird.

26

Schlufibemerkung: Der Bau des allgemeinen Grofsencharakters A(z) in (17)
oder besser noch der ihm dquivalenten Grundcharaktere (19), (23)” laft un-
mittelbar den engen Zusammenhang dieser Grofiencharaktere mit der Basis-
darstellung (9), (10) und den daran gekniipften Uberlegungen erkennen. Die
Grundcharaktere messen gerade in dem a. S. 14™/15™ erlduterten Sinne den
Abstand von zp im zugeordneten (n—1) dimensionalen Raum (N (z) = 1) der
¢q(z) und ¢, von der néchsten Strahleinheit, geben also ein Maf fiir die Lage
des in Bezug auf die Grundmasche des Strahleinheitsgitters in jenem Raum
reduzierten Endpunktes des Vektors x. Speziell fiir Strahleinheiten und nur
fiir solche, sind alle Grundcharaktere 1 (Satz 7). Da dieses Maf sich auf die
wirkliche ,Grofse der Vektorkomponenten, speziell also der konjugierten zu
einer Korperzahl (allerdings reduziert nach den Strahleinheiten, bezieht, ist
der Name ,Grofencharakter gewahlt.

3Verweis nicht eindeutig lesbar
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2.2 §2 Die idealen Zahlen.

27

Das Rechnen mit den Idealklassen im allgemeinsten Sinne (nach einem
Kongruenzstrahl mit Vorzeichenbedingung) legt es nahe an Stelle der Idea-
le wirkliche Zahlreprisentanten, die idealen Zahlen, einzufiithren, die selbst
Kongruenz— und Vorzeichenbedingungen unterworfen werden kénnen. We-
sentlich ist auch, dafs so den Idealen neben der Teilbarkeitseigenschaft auch
eine Grofseneigenschaft zugeordnet wird. Die Moglichkeit der Einfithrung sol-
cher Zahlreprisentanten fiir die Ideale beruht auf der Endlichkeit der Klas-
senzahl h des Korpers k.

Es seien by, bo, .. ., b, ein Reprisentantensystem fiir die e Basisklassen der
Idealklassengruppe in gewohnlichem (weitesten) Sinn, sodak fiir jedes Ideal
a aus k eine Darstellung besteht

(1) a=(0)by" ... b,

wo o eine Zahl aus k ist und die ganzzahligen Exponenten a; mod h; ein-
deutig bestimmt sind, wenn h; die kleinste positive Zahl ist fiir die

bl = ()
ein Hauptideal aus k wird. Es ist dann
h = hihs...h.

die absolute Klassenzahl von k.

28

Wir konstruieren dann iiber dem Korper &k einen Bereich 3 von idealen
Zahlen, indem wir zu k noch die h Grofken

5= /7

mit irgendwie, aber fest bestimmter Wurzel hinzufiigen, und auferdem alle
Produkte und Quotienten aus diesen Gréfen und Korperzahlen. Jede Zahl
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des Bereiches 3, die wir fortan als ideale Zahlen bezeichnen und durch das
Zeichen A andeuten, hat also die Form

(2) a =B, .. [

mit ganzzahligen a;.

Die @ sind als Ideale betrachtet zunéchst Ideale eines gewissen algebrai-
schen Korpers iiber k, aber solche, die schon in k liegen. Denn fiir Ideale folgt
aus

bl = (B)"
wegen der Eindeutigkeit der h;,—ten Wurzel bei Idealgleichheiten:
b, = (ﬁz)
Somit ist die allgemeine ideale Zahl @ in (2) als Ideal (@) betrachtet gleich
dem in entsprechender Form dargestellten Ideal a in (I).

Die idealen Zahlen bilden offenbar eine den Korper k£ enthaltende Abel-
sche Gruppe, die zur Gruppe der Ideale in k isomorph ist und in (2) in
eindeutiger Basisdarstellung vorliegt. Denn es entspricht eben jedem Ideal a
29
auf Grund von (1) und (2)) eindeutig eine ideale Zahl & und umgekehrt, sodaf
a = (a) ist.

Sind ferner zwei ideale Zahlen & und [ als Ideale betrachtet einander

gleich, also die zugeordneten Korperideale gleich, so folgt sofort, daf ihre
Exponenten a; in der Darstellung (2) und auch die Zahlfaktoren p als Haupt-

ideale genommen iibereinstimmen miissen, sodaf also @ = (3 ist, wo ¢ eine
Korpereinheit bezeichnet. Wir haben also:

Satz 10: Der Bereich 3 von idealen Zahlen (2)) bildet eine mit der Gruppe der
Ideale von k isomorphe, unendliche Abelsche Gruppe, die in (2) mit mod h;
reduzierten Exponenten a; in eindeutiger Basisdarstellung vorliegt. Der Iso-
morphismus wird dargestellt durch die korrespondierende Basisdarstellung

(1) der Idealgruppe von k und zwischen zwei zugeordneten Elementen von
(1) und (2)) besteht die Idealgleichheit

a=(Q).

Zwei ideale Zahlen @, 3 sind als Ideale betrachtet dann und nur dann gleich,
wenn

@) Q)



312 Manuskript IT

eine Einheit aus k ist.

30

(Anstelle der 3; hitte oben auch jedes €3; genommen werden kénnen. Da
aber nur endlich viele Einheitenverbande nach dem Exponenten h; in k exi-
stieren, und auch die h;—te Wurzel nur endlich vieldeutig ist, ist die Auswahl
unter den das Ideal b; reprisentierenden Systemen ¢(3;, wo € alle Korperein-
heiten durchléuft, nur auf eine endliche Anzahl beschrinkt und damit {iber-
haupt die Auswahl eines Bereiches 3 idealer Zahlen mit den Eigenschaften
von Satz 10 nur in endlich vielen Weisen moglich).

Wir definieren nun weiter was unter den n konjugierten idealen Zahlen
a®, ..., aM zu verstehen ist, wo n den Grad von k bezeichnet. Dazu setzen
wir fest, daf fiir die Basiselemente 3; von 3 gelten soll:

AP = /@ (p=1,2,...n)

wo die h;—ten Wurzeln stets irgendwie, aber fest gewéhlt sind, nur mit
der einen Einschrankung, daf fiir konjugiert—komplexe konjuglerte k®) und
k®+r2) (in der Bezeichnung wie in §1™) auch ﬁ(p und B (p+r2) konjugiert—
komplex sein sollen, was offenbar stets zu erreichen ist. Ferner verstehen wir
dann unter den a® das auf Grund von (2) aus den @-(p ) und o® gebildete
Kompositum

AP — Q(p)B(p)‘” B B(p)ae

. e

31 4

Nach dieser Definition ist ersichtlich dem System der konjugierten a® das
System der konjugierten Ideale a® zugeordnet im Sinne von Satz 10. Denn
wegen der Isomorphie der n konjugierten Kérper k® haben ja die Ideale a®
die eindeutigen Darstellungen

a(p) _ Q(p)bgp)m o bgp)ae’ (p =1,... ,n)

woraus die Behauptung unmittelbar folgt. R R
Ferner gilt offenbar, daf die konjugierten zu a3 durch a® 3® gegeben
werden. Definiert man daher die Norm in 3 durch

N@) =a®...a™
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so gilt

N@)N(B) = N(@p).

Diese Norm ist weiter eine rationale Zahl, wenn nur ihr Betrag betrachtet
wird, und sogar eine ganze Zahl, wenn (@) = a ein ganzes Ideal ist. Denn
zunachst ist

~ ~

N@) = BB = e
= h\/i N (ﬁz)
Nun ist £N(5;) = N(b/*) = b cine h;te Potenz einer rationalen Zahl,

namlich der N(b;), also N (@) bis auf 2h;,~te Einheitswurzeln = b; = N(b;)
und somit wegen der Produkteigenschaft der Norm:

wenn @ und a auf Grund von (1) und (2) einander entsprechen.
32

Satz 11. Wird allgemein die Norm einer idealen Zahl & durch
N(@) =a®...a"

definiert, so gilt

ferner

(also eine rationale und fiir ganzes a = (&) ganze rationale Zahl), wenn
a = (@) das a zugeordnete Ideal von k ist.

Entsprechend den h Idealklassen von k zerfillt auch der Bereich 3 in h
Klassen, die Nebengruppen zur Untergruppe aller Korperzahlen, sodafs alle
und nur die idealen Zahlen einer Klasse multiplikativ nur um Ko6rperzahlen
unterschieden sind. Es gilt nun der wichtige Satz:
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Satz 12: Fiir die idealen Zahlen einer Klasse C' léft sich Addition und Sub-
traktion so definieren, dak sie in C' unbeschrankt und eindeutig ausfiithrbar
sind.

Beweis: Sei a eine ideale Zahl aus C, so ist C' die Gesamtheit aller Zahlen
ap, wo o alle Korperzahlen durchlauft. Wir definieren dann:

ap; £ apy = a(or £ 02).

Es entsteht also eine wieder zu C' gehérige ideale Zahl. Diese ist unabhéngig
von dem gerade gewéhlten Reprasentanten @ von C'. Denn ist § = ya ein
anderer, so wird

33

~ ~01 ~ 502
Qg =pPp—; QP2 =pPp—
7

also

- - ~(0 0 ~01E£02
Qo)+ doy = 3 (—liﬁ) = 35 —22 — Qo1 £ 02).
7 Y Y

Wir nennen eine ideale Zahl & ganz, wenn das Ideal (@) = a ganz ist.
Dann gilt:

Satz 13: Summe und Differenz zweier ganzen idealen Zahlen einer Klasse C'
sind wieder ganz.

Beweis: Sind a und ap zwei den ganzen Idealen a und b = a(p) entspre-
chende ideale Zahlen aus C, so ist

a+ao=a(l+o)
Sei nun ¢ = 3 als Quotient zweier ganzer Zahlen dargestellt, so ist einerseits

0t~y

1:|:Q: 6 ?

andererseits
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Nun ist v = 0 mod %, weil %:b ganz,
o =0 mod%, I a gangz,

also oty = 0 mod%

(617)
(9)

Wir beweisen weiter:

und somit a = a(l £ p) ganz, also auch a(l £ g), w.z. b. w.

Satz 14. Fiir jede Klasse C gibt es eine Basis &1, . .., @, von n ganzen idealen
Zahlen aus C', sodafs jede ganze Zahl & aus C eindeutig in der Form:
34

o =Cciw + -+ cpwn

mit ganzen rationalen Koeffizienten ¢; darstellbar ist. Der Betrag der Deter-
minante

A= ’@?’“‘
ist |A| = |v/d|, wo d die Korperdiskriminante ist.
Beweis: Sei 7 ein Représentant von C' und (7) = ¢, ferner vq,...,7, eine
Basis fiir das Ideal % Dann erfiillen die n idealen Zahlen
Oi =7 ; (1=1,...,n)

die im Satz genannten Behauptungen.

1.) Es sind tatséchlich ganze ideale Zahlen, weil die ; ganze Multipla von
1, also die §7; ganze Multipla von (I) sind.

2.) Ist a eine ganze Zahl aus C' und @ = 7p, so ist sicher g teilbar durch
%, also mit ganzen rationalen c;

o=cCc171+ -+ CVn,s
da ja die v; eine Basis fiir % bilden. Daraus folgt aber

a:clﬁl—i—---—i—cn@n.
3.) Diese Darstellung ist eindeutig, denn aus @ = 0 folgte 2 — 0, also
0 = 0 und somit wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung fiir Ideale: alle
C; = 0.



316 Manuskript IT

4.) Bekanntlich ist dem Betrage nach

1
%(k)‘ =N (E) + |V,

35

also
~(k ~ k ~ k
Al =% = FPP) = NG
. 1
= v (1) v

und nach S