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Vorbemerkung

[...] steht als Platzhalter fiir Text, der nicht oder nicht eindeutig zu entzif-
fern war.!

OO0 steht fiir durchgestrichene, aber lesbare Passagen.?

[ steht flir ein spezielles Zeichen, das von Hasse an mehreren Stellen verwen-
det wird; es handelt sich um den kleinen Buchstaben ¢ in deutscher Schrift
und bezeichnet in der Regel ein verzweigtes Primideal.”

1. erreichbar mit \xxx
2. erreichbar mit \boxes
3. erreichbar mit \y



Kapitel 1

Die Vortrage von Hasse
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1.1 Marburg 1923
Vortrag, Marburg, September 1923.

k beliebiger algebraischer Korper, der f-te E.W. ¢ enthélt (fiir ¢ = 2 ganz
beliebig). Ferner sei in k:
C=17 1

Alle Reziprozititsbeziehungen fiir die /-ten Potenzreste in k lassen sich
nach Hilbert in die eine Formel

H <M> =1 (o, B beliebige Zahlen aus k)

o to
zusammenfassen. Darin bedeutet to alle Primteiler des Korpers k, fiir ¢ = 2
einschl. der Primstellen p, fiir die reellen zu k konjugierten, ("‘—mﬂ) Normen-
restsymbol.
Aus dieser Formel entstehen allgemeines Reziprozititsgesetz, erster u.
zweiter Erginzungssatz, wenn fiir «, 3 spezielle Werte eingesetzt werden. Die
zu ¢ primen p liefern die Legendre-Jacobischen Symbole, die iibrigen [ und p.,

schafft man dann durch Vertauschungssatz nach rechts.
Allgem. Rez.gesetz

(5) (g) -11 (%) 11 (29),

a, # prim zu einander und zu ¢
erster Ergdnzungssatz

(-1 1)

a prim zu ¢, e = a’ prim zu « (speziell Einheit)
zweiter Erginzungssatz

() - I
o prim zu £, A = [ [{*a‘ prim zu « (also eine durch Primteiler von ¢ teilbare
Zahl).
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Man beherrscht diese 3 Gesetze erst dann, wenn man die rechten Seiten
explizit kennt. Fiir" die p..-Symbole ist das nicht schwer. Sie sind nach ihrer
Definition falls ¢ = 2:

[0 s, na(“— sgn (1) _
H (p7—ﬁ) = (—1)X: % Ly 1; Vorzeichencharaktere
N

Ohne Beschrinkung sei einfachheitshalber: Fiir ¢ = 2: a total positiv, sodafs
die p,.-Symbole identisch 1 sind.

Dann kommt es also nur auf die Normenrestsymbole nach den [; an.

Abgesehen von Spezialfillen (rat. Grdk., Kreiskorper, Eisenstein) be-
herrschte man diese Symbole bisher nur insofern, als man Bedingungen fiir
a angeben kann, unter denen sie identisch 1 sind. Hierzu Begriffe primdr,
hyperprimdr.

Sei [p Primteiler (1 — ¢) = (o) des Kreiskorpers ke (fiir £ = 2: [, = 2).

a primdar, wenn o = £ mod /I prim zu £
a hyperprimédr, wenn o = & mod llyl; ... [, [ (w fiir £=2 tot. positiv).
Dann gilt:
a\ (B !
<B> (—) = 1, wenn «,( prim zu /¢, zueinander und o primdr.
o
(6) . .
—) = 1, wenn « primdr, e = a’ prim zu «
o
A o & b
—| = 1, wenn « hyperprimdr, A = H [;" - a” prim zu «
o :

(2
Es ist mir nun auf Grund der Henselschen Methoden gelungen, die Nor-
menrestsymbole fiir die [...] in weiteren Féllen, wo sie nicht identisch 1
sind, in einfache Form zu setzen und folgende Gesetze zu beweisen, in denen
a nicht mehr primér zu sein braucht:

! a—1 pg=1 = dvs
(%)(g) = CS( 7 BA0>, wenn {gzirﬁgd/\o} und (o, 5) =1

<£> = Cs(ale), wenn a = 1 mod ¢

(%

(67

<£> — CS(C;T_;), wenn « = 1 mod £\

1. undeutlich
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S = Spur in k. Die Erginzungssétze sind nicht die allgemeinsten. Diese ha-
ben sehr verwickelten Typus. Der erste fiir beliebiges ¢ ist als im allgemeinen
Gesetz enthalten anzusehen, der zweite lafst sich dhnlich auch noch fiir A\
statt ¢ aussprechen, jedoch fiir beliebige unsymmetrische Verbindungen der
[; habe ich ihn noch nicht.

Ergénzungssétze in dieser Form geschrieben, wegen Analogie zum be-
kannten quadr. Rez. Ges. im rat. Korper:

a\ (b a1 b-1 a=1mod 2
(Z)(E) = (=1)z 2, wenn {bElmodZ} (a,b) =1, a pos.

—1 a
(—) = (—1)( 21), wenn a = 1 mod 2, a pos.
a

(hier kann a
pos. entbehrt
werden, da 2
positiv ist).

(2) = (=), wenn a=1mod 4

a

Das allgemeine Gesetz ist auch als Verallgem. d. Eisensteinschen Rez. Ges.
anzusehen.
1.) Die Bedingung = 1 ist unwesentl. ebenso gut:

= rat. (zu ¢ primer Zahl).

Dann mufs das Gesetz geschrieben werden

BY T s(eet
() et

2.) Ist nun k der Kreiskérper und

a = amod/
B = bmod A2 (semiprimir)
so wird B! = b1 = 1 mod A3, also ;3@;_:_1 durch )\ teilbar, also Spur

=0 (¢), d.h.

a é _1 1 Kreisks a = rat. Zahl mod ¢
i)\a) = wenn im Kreiskorper = rat. Zahl mod A2

Das ist das bekannte Eusensteinsche Reziprozititsgesetz.
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Es entsteht natiirlich die Frage, ob sich die notwendigen Voraussetzungen
nicht noch weiter herabdriicken lassen, also die Moduln noch weiter verklei-
nern.

In dieser Richtung habe ich noch kein abschliefsendes Resultat. Den Aus-
gangspunkt fiir die Aufstellung einer ganz allgemeinen Formel findet man am
zweckmafigsten in der Kummerschen Formel fir den Kreiskorper k.

—1
(2 AT QY =1C AT
6) \«

(e, B prim zu £ und zueinander und = 1 mod \g). wo die ¢ («) die Kummer-
schen logarithmischen Diff. Quot. sind. Dies entsteht aus

a = a(C)

als e ()
ogale
bula) = 5@’“ k=0
Ich habe zeigen konnen, daf man diese unerfreulichen Ausdriicke durch ein-
fachere ersetzen kann, die zu ihrer Bildung nicht erst den formalen Differen-
tiationsprozefs erfordern, sondern direkt angebbare Spuren von Polynomen
in « sind.
Seilog a = (a—l)—@ @—- -+ fiir & = 1 mod A hinreichend weit
fortgesetzt. Die Glieder werden schlieklich durch jede noch so hohe Potenz

von Aq teilbar, also hat

mod £.

1.) teilbar durch ¢
2.) ganz bestimmten Kongruenzwert mod /.

Slog « {
Damit ist
-1 . . | |
(2) (£) " o gmi s s
6] \a

fiir a, 6 = 1 mod Ay, prim zu ¢ und zueinander im Kreiskorper. Das ist soweit
heruntergedriickt, als moglich. Hochstens noch o = rat. Zahl mod \q, das
aber leicht durch a~! zu erreichen. Letzten beiden Glieder treten nur fiir

a, B # mod\;

auf. Fir semiprimdre o, § nur das erste Glied.
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Nach einem allgemeinen Satz iiber Legendre Symbole im Ober- und Un-
terkorper folgt hieraus:

(é é -1 _ Cztf;_:ll ,.;,Sk(C7:logA)'SQ(CNZIOgﬁ)+Sk(AT—()1) S¢ lggﬁ—S(%)(Sk lng)
6) \A

fir A, 3 = 1 mod )¢ prim zu einander, 3 im Kreiskorper k.

Es fehlt also noch die entspr. Formel, wenn A, B beide im Oberkorper
liegen, und auch nur nach niedrigeren Potenzen, als \g, = 1 sind.

Den ersten Erginzungssatz besonders zu fiihren, ist nicht notwendig, da
er fiir # = (-te Idealpotenz im allgem. Gesetz unmittelbar enthalten ist.

Der zweite Ergdnzungssatz 1t eine entsprechende Darstellung zu. Mit-
teilungen von Artin. Wieder erhélt man zunéchst den allgemeinsten zweiten
Erganzungssatz in k¢, der dort offenbar nur die beiden Symbole

(—g) und (—)\0)
o «
zu behandeln braucht:

o o

flir « = 1 mod )\g im Kreiskorper.
Fiir beliebigen Grundkorper £ wird dann, wenn ebenfalls A auf die beiden
Werte A = Ao, £, die schon im Kreiskorper liegen, beschrankt wird

E) _ G, (M) s
() = () =
fir A=1mod )\,.

Es fehlt also wieder eine entspr. Formel fiir
1.) beliebiges A
2.) niedrigere Kongruenzbedingung fiir A.
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1.2 Marburg 1926

Vortrag Marburg 26.X1.26.
Die Klassenkorper der komplexen Multiplikation.

I. Es sei k ein (endlicher) algebraischer Zahlkorper. Zweck der Klassenkor-
pertheorie ist, die relativ-Abelschen Zahlkorper K iiber k zu beherrschen. Das
geschieht durch eineindeutige Zuordnung mit bestimmten Eigenschaften zu
den Idealgruppen H mod m in k.

Idealgruppen H mod m in k.

k besitzt eine Anzahl Primstellen:

1.) die endlichen Primstellen p (Primideale). Fiir diese ist im Bereich der
a # 0 aus k eine genaue Teilbarkeit durch p® erklart. Ist a = 0, so heifst a prim
zu p. Im Bereich der zu p primen «, ( ist ferner eine Relation o = 3 mod p®
erkléart, (in der bekannten Weise: o — 3 hat positive Ordnungszahl fiir p). Das
fiihrt zu einer primen Restklassengruppe mod p® (Ordnung N (p)(N(p) —1)).

2.) die unendlichen Primstellen p.,, die den reellen konjugierten und den
Paaren konjugiert-komplexer konjugierter zu k entsprechen. Fiir diese ist
keine Teilbarkeit erklért, wir rechnen jedes v # 0 prim zu p.,, und es ist
dann im Bereich der zu p., primen «, § eine Relation o = 3 mod p., erklart,
(durch die Festsetzung: sgna = sgn 3 fiir den p,, entsprechenden Korper,
wenn dieser reell; stets, wenn dieser komplex). Das fiihrt zu einer primen
Restklassengruppe mod po, (Ordnung 2 oder 1).

Es sei jetzt
m=[]p[[ b (a>0)

ein endliches‘ Produkt von Primstellenpotenzen (bei den p., stets 1. Po-
tenz); dann reden wir von einem Modul m.

Es ist dann durch Zusammensetzung erklart:

1.) a prim zu m (o prim zu den p* und p,)

2.) Im Bereich der zu m primen «, 5 die Relation « = fmod m (a =
£ mod p® und mod p.)

3.) Die prime Restklassengruppe mod m (Ordnung endlich) (direktes Pro-
dukt der gr. Restkl. Gr. mod p%, mod p).

Wir betrachten nun den Bereich aller zu m primen (endlichen) Ideale a, b
von k und erkliren die Relation

a~ bmodm
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durch die Existenz einer Zahl «, sodafs

g a=1modm

b
fortan also Gleichheit der absoluten Idealklasse von a,b und iiberdies (falls
m # 1) eine Restklassenbedingung mod m. Diese Relation fithrt zu einer Ein-
teilung der zu m primen Ideale in die Strahlklassen mod m und zu der Strahl-
klassengruppe mod m, deren Ordnung endlich ist, weil die absolute Idealklas-
sengruppe und die prime Restklassengruppe endliche Ordnung haben. (Nicht
etwa das Produkt, weil hier ,Ideale®, dort sogar ,Zahlen*)™.

Idealgruppe H mod m heifst dann jede Gruppe von zu m primen Idealen,
die sich aus ganzen Strahlklassen mod m zusammensetzt, oder was dasselbe,
die die Idealgruppe a ~ 1 mod m, den sog. Strahl mod m enthélt.

Idealklassengruppe nach H heifst die Gruppe der Nebengruppen zu H in
der Gruppe A aller zu m primen Ideale (Faktorgruppe A/H). Wir schreiben
dann auch a

a~bmod H fir EinH

also
a~1lmod H firaein H

(Fiir den Strahl mod m ist das mit a ~ b mod m, a ~ 1 mod m identisch).
Die Ordnung h der Idealklassengruppe nach H (Index von H, Klassenzahl
nach H) ist natiirlich endlich.

(H mod m) = (H’ mod m’), wenn ein Ideal my existiert, sodaf die zu
mg primen Ideale von H und H’ {ibereinstimmen.

Beispiel: k der rationale Kérper, m = 3ps.. Dann ist der Strahl mod
3P die Gesamtheit der zu 3 primen Zahlen a mit

a =1 mod 3ps (d.h. = 1 mod 3, > 0)

und ihrer entgegengesetzten —a (letzteres, weil nur Hauptideale genom-
men werden). Dieser ist gleich mit dem Strahl mod 2-3-po., weil mg = 2

gewahlt werden kann.

Unter allen zu H mod m gleichen

H mod m, H mod m/, ...

1. Randvermerk
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existiert ein ausgezeichnetes

Hymod f

derart, dafs f der grofite gemeinsame Teiler aller m, m’, ... ist und wenn m =
fmg ist, so entsteht H aus H, einfach durch Weglassen der zu mg nicht
primen Ideale aus H. Es gibt umgekehrt fiir jedes mj, ein (H' mod m{ f) =
(H mod m)

f heilst der Fihrer von H.

Die Relation (H; mod my) < (Hy mod my) wird durch Bestehen im ge-
wohnlichen Sinne fiir geeignete gleiche H] mod m, H) mod m mit gleichem
m erklart.

Das ist unabhéngig von m und es gilt auch im gewthnlichen Sinne

(HIO mod fl) é (Hgo mod fQ) f1 Multlplum von f2
Hiernach ist auch erklart:

[H; mod my, ..., H. mod m,] Durchschnitt
(Hy mod my, ..., H, mod m,)  Vereinigungsgruppe.

Der Fundamentalsatz.

Wir erortern nun die beiden Zuordnungsprinzipien:
K — Hmodm K «— H mod m,

die sich zu der eineindeutigen Zuordnung zusammenfiigen.

I.) Ist K ein Relativkorper tber k, so ist K eine bestimmte Idealgruppe
H mod m (fiir jedes m eine) zugeordnet, ndmlich die Gesamtheit der Strahl-
klassen mod m, die Relativnormen von Idealen aus K enthalten. H mod m
heifst die Relativnormgruppe mod m von K.

(Hier weift man also a priori zwar die Existenz aber nicht die Eindeutigkeit der Zu-
ordnung)

I1.) Ist H mod m eine Idealgruppe in k, so kann ihr ein Relativkorper K
tiber k so zugeordnet sein, daf$ gilt:

a.) alle zu m primen Primideale 1. Grades aus H zerfallen in K in ver-
schiedene Primideale 1. Relativgrades (und 1. Grades)

b.) alle nicht zu H gehorigen zu m primen Primideale 1. Grades aus k
haben in K mindestens einen Primfaktor héheren als 1. Relativgrades.
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(Hier weift man a priori weder die Existenz noch die Eindeutigkeit der Zuordnung)

Es heifit dann K Klassenkorper zu H mod m

Hauptsatz. Zwischen den sdmtlichen relativ-Abelschen Zahlkérpern K iiber
k (Relativgrad n, Relativdiskriminante 9, Galoissche Relativgruppe &) und
den sdmtlichen Idealgruppen H mod m aus k (Klassenzahl h, Fihrer f, Klas-
sengruppe A/H) 1ét sich eine eineindeutige (bzgl. der H mod m im erklérten
Sinne) Zuordnung festlegen derart, dafs folgende Bedingungen bestehen, wenn
K und H mod m zueinander zugeordnet sind:

I.) H mod m (diese also eindeutig, soweit 0 | m) ist die Relativnormgruppe
mod m von K und gleich der Relativnormgruppe mod 9 von K.

I1.) K (dieser also stets vorhanden® und eindeutig, sowie rel. Abelsch.)
ist Klassenkorper zu H mod m (und jedem gleichen, insbesondere Hy mod f)

III.) & =2 A/H, h = n. (Man kann nach Artin noch genauer angeben,
wiel Rez.Ges.)

IV.) 0 und f bestehen aus denselben Primidealen™) (Man kann das genau
angeben)

V.) Die Primideale p aus k zerfallen in K nach dem Gesetz:

p=(Pr... By  n(P) =y,

wenn H,, die engste H enthaltende Idealgruppe von zu p primem Fiihrer (fiir
p prim zu m also H, = H) ist und

a=(Hy,: H)

f der kleinste Exponent, soda p/ in H, (p/ ~ 1 mod H,)
_h_n

I=er ef’

(Das ist Ausdruck der Definition des Klassenkorpers. Fiir die p, gilt ein
entsprechendes Gesetz, wenn man an Stelle von p in H, setzt poo { f.)
VI.) Die Relationen

Kl é KQ, Hl mod my 2 H2 mod mo
sind gleichbedeutend. Demnach sind auch zugeordnet

(Ki,...,K,) und [H; mod my,..., H, mod m,]
[Ky,...,K,] und (H; modmy,..., H, modm,)

2. undeutlich
). Die po, kommen dabei nicht in Betracht, weil sie in d nicht eingehen.
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Beispiel.

k rational, H der Strahl mod mp., K der Kérper der m-ten E-W. (d.h.
K=k (e%>) Denn in K gilt tatséchlich das Zerlegungsgesetz V.) also gilt

insbesondere das Gesetz I1.), was wegen der Eineindeutigkeit festzustellen
hinreicht.

Allgemein geniigt zur Feststellung, daff H mod m und K sich im Sinne
des Satzes entsprechen:

entw. a.) daf K Klassenkorper zu H mod m ist

oder b.) daf die Idealgruppe (H' mod 9) = (H mod m) die Relativnormgrup-
pe mod 0 von K ist.

Im gegebenen Beispiel folgt daraus weiter, weil der Strahl mod mp., in
jeder Idealgruppe mod m enthalten ist, dafs die Kérper der m-ten E.W. alle
Abelschen Zahlkorper iiber k enthalten (absolut Abelsche Kérper — Kronecker-
sche Vermutung) und man beherrscht die letzteren vollig in den Hinsichten

Gegenseitiges Enthalten, Rel. diskr., Zerlegungsgesetze, Galoissche Gruppe

Dadurch, daf man die Strahlklassengruppen in k£ genau beherrscht.

I1.) Das Ziel der komplexen Multiplikation ist, eine ebensolche Beherrschung
fiir einen imaginar-quadratischen Grundkorper k, Diskriminante d, zu erzie-
len. Wahrend fiir den rationalen Korper das durch die Werte der Funktion

627riu

fiir rationale Werte u geschieht, indem so alle absolut-Abelschen Korper
geliefert werden, hat man fiir ein solches k die beiden Funktionen

j(w),  7(u, 1)

zu nehmen, und darin vo alle Ideale aus k und u alle Zahlen aus k durchlaufen
zu lassen. Jedes solche Paar definiert darin einen rel. Abelschen Korper

K =k(j(w), 7(u, w))

iiber £ und man erhélt so alle zu k Abelschen Korper. ( Verbesserter Kronecker-
scher Jugendtraum!)

Erkldrung der Funktionen j(vw), T(u, ).
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a.) wi,wy komplexe Variable im Bereich: linear unabhingig in Bezug auf
reelle Zahlen

w = L also komplexe Variable im Bereich S(w) # 0

w = njw; + nows durchlduft den aus wq,wy erzeugten Modul to mit
ganzzahligen Koeffizienten.

g2(0) = 60 ) L

Figenschaften von j(ro):
1.) Homogen von der Dimension 0, d.h. nur von w abhéngig,

2.) Nur von to, nicht von wy, ws abhéngig, d.h. invariant bei der weiteren
homogenen Modulgruppe.

Die inhomogene weitere Modulgruppe besitzt im Bereich $(w) # 0 einen
Diskontinuitdtsbereich D. Einfachster Reprasentant: Figur!

Uniformisierende Variable:

w —wp  fir wp im Inneren von D und auf dem Rande aufser
Eckpunkten
(w—wp)? fiirwy=1
(w— wp)?

g=¢e""  fiir wy = ico

fiir wy = 010°
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3.) j(w) ist analytische Funktion zu D, d.h. von rationalem Charakter
in den zu D gehdrigen uniformisierenden Variablen. Sie ist Funktion
1. Ordnung zu D, d.h. D gleichzeitig Fundamentalbereich fiir ihre Werte
(gemessen® in D-Uniformisierenden). Speziell einziger Pol 1. Ordnung
in 700.

Aus 3.) folgt nach funktionenth. Satzen

3’.) Jede von der Dimension 0 homogene, bei weiterer Modulgruppe inva-
riante Funktion, zu D analytische Funktion f(to) (sog. Modulfunktion)
ist rationale Funktion von j(w), speziell jede Modulfunktion g(to) mit

einzigem Pol n-ter Ordnung in ico (ganze Modulfunktion) ganze ratio-
nale Funktion n-ten Grades von j(tv); und umgekehrt.

4.) j(ro) besitzt eine fiir |g| < 1 konvergente g-Entwicklung
j(w) = ¢ ' (1 + arg + axg® + - --)
mit ganzzahligen Koeffizienten aq,as, . . ..

Aus 4.) und 3.) folgt

4’.) q-Entwicklungsprinzip. Gehoren die Koeffizienten einer ganzen Modul-
funktion einem Zahlring an, so gehoren auch die Koeffizienten ihrer
ganz-rationalen Darstellung durch j(to) diesem Zahlring an.

b.) Aufer den bisherigen Bezeichnungen:
u unbeschrankte komplexe Variable

w in to
w#0

) imaginéar-quadratischer Kérper
d Diskriminante, e Anzahl der Einheiten (E.W.)
also

e=2 fir d+#—3,—4

e=4 fir d= -4
e=6 fir d= —6.

3. undeutlich
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wobei
gD (w) = 273592(2)(i’>)( )
4 o8 492("‘3)
gP(v) = 283 Alw)
(to)
A()

Ofw) = 2L
9" (w) -

Figenschaften von 1o (u,10):

1.) Homogen von der Dimension 0 in u, w, (d.h. nur von -+ %L abhéngig)

w’w

2.) Nur von ), nicht von wy, ws abhéngig, also invariant bei weiterer ho-
mogener Modulgruppe. Invariant bei der folgenden Gruppe in u, wenn
speziell o = a ein Ideal aus Q) (singuldrer Periodenmodul):

v =cu+a (¢ Einheit aus 2, « Zahl aus a)

Diese Gruppe besitzt in der u-Ebene Diskontinuitéatsbereich D,. Einfachster
Reprasentant:
Qy oy + g

Qg a1 + Qg
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Uniformisierende: (u — ug)", mod n =1 i.a., sonst angegeben.

3.) 1a(u,a) analytische Funktion zu D4, Funktion 1. Ordnung zu D, Pol
1. Ordnung in u = 0.

3’.) Jede bei der genannten Gruppe invariante, zu D, analytische Funktion
ist rationale Funktion von 7q(u, a) und umgekehrt.

(es geniigt: im Endlichen analytisch, daraus folgt: zu D, analytisch, wegen Invari-

anz)

4.) 1o(u,w) besitzt eine Entwicklung nach

g = 627rz'w — 627”'%

27—

= e wz
—1 12 = nn

To(u,w) = ¢ NI+ [g) |1+ ———=—24 Y ng"™ +
Z2 — 2 2)2 nn/=1
00 3
+12 Z ng"" (2" +27")
n,n'=1

wobei [g] ganzzahlige bei ¢ = 0 verschwindende Potenzreihe in ¢. OO0

Behauptungen.

1.) Ist a irgendein Ideal aus €2, so erzeugt j(a) den absoluten Klassenkdrper
K (Strahl mod. 1) zu €.

2.) Ist m # 1 ein endlicher ,Modul* (Beschriinkung auf endliche m erlaubt, da mod
Poo nUr eine Restklasse, also po, nie im Fiihrer), a irgendein Ideal aus {2, v ein zu m
primes Ideal, sodal -a = ¢ Hauptideal, so erzeugten

ja), Tale,a) =T (%a, a)

den Strahlklassenkérper Ky, (Strahl mod m) zu €.
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Bemerkungen.

1.) j(a) héngt nur von der absoluten Idealklasse k von a ab und heift
daher absolute Klasseninvariante. Die h; abs. Klasseninvarianten sind wver-
schieden.

2.) 1 (n{a, a) héngt nur von der Strahlklasse mod m von t ab, soweit diese
in der festen, zu ¢ reziproken abs. Idealklasse bleibt, heikt daher Strahiklas-
seninvariante mod m.

Die h,, Systeme j(a), 7q (n%a, a), wo a alle abs. Idealkl., v alle Strahlkl.
mod m in den rez. abs. Id. Kl. zu = durchlduft, sind verschieden.

Beweis.

Es geniigt zu zeigen,

a.) j(a) und 7o (£a,a) sind algebraische Zahlen

b.) in Q(j(a)) bezw. Q(j(a), 7o (La,a) ) gilt das Klassenkdrperzerlegungs-
gesetz:

Ist p ein (zu geeign. my primes — also endl. viele Ausnahmen gestattet)
Primideal 1. Grades aus 2, so zerféllt p in versch. Primideale f. Grades, wenn
zuerst

p/ ~ modl bzw. p/ ~ 1 mod m

Beweis a.)

Transformationstheorie fir j(to)

Transformation m. Grades: 4

mp;; m :
M = L m;; ganz, teilerfremd
Mo Mo2

M| =m
My ~ Ms, wenn M; = SM; (S aus der weiteren Modulgruppe)

Dazu ist Klassenzahl endlich. Reprasentanten seien
My, ..., My(m)
ferner transformierte Funktionen

j (M,,(wl, wg)) unabh. von Reprasentanten.

4. unklar, ob m und m hier und im Rest dieses Manuskripts verschiedene Zeichen sein
sollen oder nicht.
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Nach den Eigenschaften von j(to) ist
P(m)

Ln(t,j(w)) = T {t—5(M., (w1, w2))}

v=1

Polynom in ¢, j(to) mit ganzen rat. Koeffizienten.
Insbesondere
I.(t,t) hochster Koeffiz +1, wenn m kein Quadrat.

Ist nun

a = (a1, a)
und g ganz in €2, dann

pa = p(an, az) = M(ay, az)
mit [M|=m = N(u) in derselben Klasse.
Also
j(a) - j(ala 042) - j(/u(ala 042)) - j(M(ala OQ))

Wurzel von I,,,(t,t), wenn m = N(u) als nicht-quadratische Norm eines gan-

zen p aus §) gewéhlt wird. Also sind die abs. Klasseninv. j(a) sogar ganze
algebr. Zahlen.

Teilungstheorie von 7 (u, ).
Wir bilden die Teilwerte m-ten Grades

miwy + X%)
T\

m 7m> ) mi, My ganz, (mlamQam) =1

Dann ist

Ta(t.jm) = ] {t—m(w,m)}

m1,mg mod m

(m1,mz2,m)=1
ein Polynom in ¢, j(w) mit rationalen Koeffizienten, die hochstens Primteiler
von m im Nenner haben.

Wird o = a und m als kl. g.v. Multipl. von m gewahlt, so ist
T . miwi + MaWs

—a=——"=mit my,my ganz, (my, mg, m) = 1.
m m

Somit sind die 1q (%a, a) algebraisch mit hochstens Primteilern von m im
Nenner.
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Zerlegungsgesetz.
Es geniigt zu zeigen:
(2) = (a)? mod
J p) J P fiir p vom 1. Grade,
vaa) » prim zu geeign. my
T(EE,E = T(nila,a) modp

Denn daraus folgt wegen der Verschiedenheit der abs. Kl. Inv. und Strahlkl.
Inv., dafs man erst nach f-maliger Potenzierung mit p zum selben Kongru-
enzwert mod p zuriickkehrt, wenn f die Ordnung von p mod 1 bezw. mod m
ist. Dabei ist nur p prim zu den Differenzen der Invarianten zu nehmen.
Nach algebr. Zahlentheorie geniigt das dann, wenn p noch zur Diskr. der
Invarianten prim, um auf das behauptete Zerlegungsgesetz zu schliefien.
Der Beweis fiir jene Kongruenzen verlduft nun so:
Man konstruiert sich zunédchst entsprechende Differenzen in Variablen:

Op, (wr, wa) = j7(w,w) — j (P, (w1, w))

) p [ MUW1 + MWy
5Pu(m17m2;w17w2):7-§2 —m Wi, Wa | —

. MWy + MoWs Pl,(wl, ’LUQ)
m ’ P

die fiir den singuléren Fall

. MWy + MoWs . ta Py(wl,wg) . a
e m - om’ P
in die gesuchten Differenzen iibergehen, und zeigt dak die g-Entwicklungen
durch p teilbare Koeffizienten haben. So einfach geht das nicht, weil p = pp’
und diese Tatsache gar nicht wahr ist. Man muf sich also geeignete Methodik
entwickeln, die der Aufspaltung p = pp’ gerecht wird. Dazu bildet man die
Multiplikatorgleichung fiir

1 A (B (W, ws))

SOPU(wlawz) =p

A(wl, wg)
¥(p)
@, (t, () = [T (= #(Polwr,w2))) = #1 + 9 mod p

(durch ¢g-Entwicklung dabei 4 prim zu p)
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Dann stellt man die dp, (wq, wy) bezw. die elementarsymm. Fkt. 5%:) (w1, ws)
der dp, (M, ma; wy, ws) bzgl. der my, my in der Form dar:

G (p, (wy, ws), j(wi, ws))
@;(t,j(wl,wz))

55;:) (wl, U)Q) =

WO

»(p) @
G;(,“) (t, 5 (w1, wa)) = Z

v=1

tvj(wlan)
p( )5%)(w1’w2)
t —p, (Wi, ws)

(Tschirnhausen Transformation).

Uber die pp, muf man nun nach obigen
pp ~ 1312, wp ~ PIZ, wp, ~ 1 sonst (sing. Fall)

und die Kongruenz von Zahler und Nenner in der Darstellung der 5%) be-
herrscht man so durch Zuhilfenahme der ¢g-Entwicklungen. Man zeigt:

allgem. Zahler = 0 mod p (wegen ¢-Entwicklung)
singulér Nenner # 0 mod p (mit = ¢p +7y ~ P> +p)
So kommt fiir den sing. Fall

5;5:) = 0 mod p

und daraus auch
0p, = 0 mod p,

wenn p nicht in Rel. Diskr. d. Kérpers der dp, aufgeht.

Wenn man die Klassenkorpertheorie voraussetzt, ist damit die kompl.
Multiplikation eingeordnet. Insbesondere ist der Kroneckersche Jugendtraum
bewiesen.

Man kann aber nun weitergehend auch direkt die Klassenkorpertheorie
fiir £ =  herleiten. Namlich so:

H(t) = Tl (t—3(¢) ist Polynom in Q
1.) Sme) = Tle e (t—7(€)) ist Polynom in K
Sm(t) = [l Sme(t) =[Ie (t = 7(¢)) ist Polynom in ©
Prinzip der grofsten gem. Teilerbildung mit geeigneten Transformations bezw.

Teilungsgleichungen. Ahnlich kommt man ja beim Kreiskérper von z™ — 1
zur irreduziblen Gleichung.

2) H(t)  ist irreduzibel in €
' Sme(t) 1 I T
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Leider gelingt nicht: S,,(¢) ist irreduzibel in Q. (Das ginge, wenn man weif, daf
alle Strahlkl. Inv. verschieden.)

H(t)  hat Abelsche Gruppe isomorph zu abs.
Klassengr.
3.) Sme(t) I I I i Gruppe der
Strahlkl.

mod m zu &.

(Hierzu: Prinzip der kompl. Multiplikation besser allgem. [...] Transformal...] 7(u, [...])

— 7 (u, &) fiir Hauptideale m = p also in 7(uu, a)).

L) Es gilt das richtige Zerl. Ges. fiir die Prim. 2. Grades p von {2
) im Korper K bis auf endl. viele Ausnahmen

Leider gelingt nicht: Entspr. fiir K,,

5) { Neuestens nach Fueter: Die Rel. Diskr. von K ist 1,

von K,, enth. sie nur Primteiler von m.

Man kriegt also fast alle Sétze der Klassenkorpertheorie analytisch heraus.
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1.3 Leipzig 1928

Zur Theorie der Ringklassenkorper der komplexen Multiplikation.
Vortrag i. math. Koll. Leipzig, 2. Juli 1928.

Gegeben sei ein imagindr-quadratischer Grundkérper €2, mit der Diskri-

minante d, also der Basis
d d
(1,w) = (1, “f) |

2

Der Einfachheit halber seien d = —4, —3 ausgeschlossen, wo zu den Einheiten
+1 noch die Einheitswurzeln i,i~! bezw. g, o~ ! als Einheiten hinzukommen.

In € betrachten wir die Zahlringe R,,, d.h. die Gesamtheit aller ganzen
a aus () mit

a = g. rat. Zahl mod m, alias « = = + y - mw, wo z,y ganz.

m naturliche Zahl.

Jeder solche Ring R,, bestimmt eine multiplikative Zahlgruppe Z,, im Bereich
der sdmtlichen zu m primen Zahlen aus 2, namlich die Gesamtheit aller zu
m primen « aus €2 mit

. . T + ymw
«a = zu m primer rat. Zahl mod m, alias a = —y’
z

wo x,v, z ganz, =, [...] prim zu m.

Die Zahlgruppe Z,, enthéalt mit o immer auch —a. Werden diese nicht unter-
schieden, also nur die Hauptideale (a)) betrachtet, so liefert die Zahlgruppe
Zm eine Hauptidealgruppe H,,.

Wird H,, als Hauptklasse und seine Nebengruppen in der Gruppe aller zu
m primen Ideale von () als Nebenklassen betrachtet, so entsteht die Einteilung
der zu m primen Ideale von () in die Ringklassen mod m. Fiir m = 1 sind
das die gewOhnlichen, ,abelschen® Idealklassen. Fiir m > 1 entstehen sie aus
diesen durch Aufspaltung (Einengung des Aquivalenzbegriffs). Die Anzahl
h., der Ringklassen mod m ergibt sich leicht als

hm:M-h:h(O)-h,
p(m) "
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wo h = h;y die jabsolute* Klassenzahl ist, und ®(m), ¢(m) die Eulerschen

Funktionen in {2 und im rat. Zahlkérper P sind. Jede abs. Idealklasse zerfallt
also in % Ringklassen mod m.CIO

Die Ringklassen mod m bilden eine Abelsche Gruppe der Ordnung h,,,
die Ringklassengruppe mod m.

Wir skizzieren nun zuerst die Verhéltnisse, wie sie in der Tat nach der
allgemeinen Klassenkorpertheorie liegen, um dann nachher moglichst viel mit
den Methoden der komplexen Multiplikation zu beweisen.

(1.) Zu jeder Gruppe H,, gibt es einen Klassenkérper K, tber Q, den sog.
Ringklassenkdorper mod m. Dieser ist eindeutig bestimmt durch die De-
finitionseigenschaften:

a.) Die zu m primen Primideale 1. Grades p aus 2, welche
in H,, liegen, zerfallen in K,, in verschiedene Primidea-
le 1. Grades.

b.) Die zu m primen Primideale 1. Grades p aus 2, wel-
che in K,, mindestens einen Primidealfaktor 1. Grades
bekommen, liegen in H,,.

In a.) und b.) sind endlich viele Ausnahmeprimideale p zuge-
lassen.

(2.) Wenn H,, < H,y, so K, = K, und umgekehrt.

(3.) K,/ ist Abelsch, vom Relativgrad h,,, und die Galoissche Relativ-
gruppe ist einstufig isomorph zur Ringklassengruppe mod m in 2.

(4.) Ist p ein nicht in m aufgehendes Primideal aus 2, fiir das p/™ als

hm
friiheste Potenz in H,, liegt, so zerfdllt p in K, in f_ verschiedene
Primideale vom Relativgrade f,,. "
e |f |y
L | fm | f
W | Fg | g = f
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(5.) Istp ein in m = p" - my aufgehendes Primideal aus €2, fir das p/™o als
friiheste Potenz in H,,, liegt, so zerfdllt p in K,, in hz(,gl)—te Potenzen

mo

fmo

(L. ..] Relativdiskriminante von K/ gehen also hochstens Primteiler p von m auf)

von verschiedene Primideale vom Relativgrade f,.

Nach (2.) ist der absolute Klassenkéorper K1 = K zur absoluten Hauptklasse
H in allen Ringklassenkdérpern K, enthalten. K selbst hat die Eigenschaften:

(3L.) K/ ist Abelsch, vom Relativgrad h, und die Galoissche Relativgruppe
ist einstufig isomorph zur absoluten Idealklassengruppe in €.

(41.) Istp ein Primideal aus ), fiir das p’ als friiheste Potenz in H liegt, so
zerfillt p in K in % verschiedene Primideale vom Relativgrade f.

!
el flg
1 flh:f

Die Relativdiskriminante von K/ ist also 1.
Und K,,/K hat die Eigenschaften:

(3".) Kn/K ist Abelsch, vom Relativgrade WY, und die Galoissche Rela-
tivgruppe st einstufig isomorph zur Gruppe der Ringklassen, die die
absolute Hauptklasse zusammensetzen.

(4’.) Die nicht in m aufgehenden Primideale von K zerfallen in K, in ver-
schiedene Primideale vom Relativgrade fT’"

(5’.) Die in m = p" - mg aufgehenden Primideale von K zerfallen in K,, in
.

In der Relativdiskriminante von K,,/K gehen also hochstens Primteiler von
m auf.

Diese Satze folgen samtlich aus der allgemeinen Klassenkorpertheorie.
Und zwar ist das schwierigste fiir den Beweis die FExistenz der K,,. lhre
FEindeutigkeit und die weiteren Sétze iiber Grad, Gruppe, Zerlegung ergeben
sich dann erheblich leichter.

Die Hauptaufgabe, die durch die komplexe Multiplikation geleistet wird,
ist der Emistenznachweis der K, mit Methoden der automorphen Funk-
tionentheorie. Wenn man dann zwar auch alle die weiteren Sétze tiber Eindeu-
tigkeit, Grad, Gruppe, Zerlegung verhdltnismékig leicht nach den Methoden

h;%)—te Potenzen verschiedener Primideale vom Relativgrade
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der allgemeinen Klassenkorpertheorie (unter anderm auch mittels ,,s — 1%)
gewinnen kann, so ist es doch ein berechtigter Versuch, nun auch jene wei-
teren Satze mit denselben Mitteln, der automorphen Funktionentheorie zu
beweisen.

Ich skizziere zunéchst, was man in dieser Hinsicht bereits durch die klas-
sische komplexe Multiplikation (bis Weber inkl.) hat.

ad (1.), Existenz. Die Grundtatsache der komplexen Multiplikation ist,
dafk Kérper K,,, im Sinne der obigen Definition (1.), durch gewisse ,singulére*

3
Wi, W
Werte der Modulfunktion j(w;,ws) = 2°-3% . 9w, 2) geliefert werden,
A(wl, CUQ)
indem man sie zu {2 adjungiert. Genauer so:
Ist aq, as ein linear-unabhéngiges Zahlenpaar aus €2, so bestimmt es ein-

deutig einen Idealteiler a und einen Fihrer m, letzteren vermoge

Q1 Qg
ay Qo

= mN(a)Vd.

Es stellt sich dann heraus, daf
Q(j(@h CY2))

ein Kérper K, in obigem Sinne (1.) ist.

ad (1.), Eindeutigkeit. ([...] der allgemeinen Klassenkérpertheorie leicht [. . .]
mittels ,,s — 1 zu beweisen. Diese Tatsache fallt aber ihrer Natur nach nicht in den Kom-
petenzbereich der komplexen Multiplikation, weil zur [...] beliebige algebraische Korper
iiber Q zugelassen sind. [...] )

ad (3.), Grad und Gruppe. j(ay, ay) bleibt ungeéndert, wenn (o, a)
durch irgendein AS(ay, aq) ersetzt wird, wo S eine Modulsubstitution und
A # 0 ein komplexer Parameter ist. Beschriankt man A auf €2, so transformiert
sich dabei der Idealteiler a in Aa, und der Fiihrer m bleibt invariant. Man
kann nun stets A so wéhlen, daf \(ay, as) (und somit alle AS(ay, ap)) Basis
eines zu m primen Ideals Aa im Ring R,,, wird. Sei schon a4, as so beschaffen,
also Basis in R,, eines zu m primen Ideals a. Dann zeigt sich, daf AS(a, az)
D.u.n.D. die gleiche Eigenschaft hat, wenn A eine zu m prime Zahl aus dem
Quotientenring zu R,,, also eine Zahl der Zahlgruppe Z,, ist.

Somit ist die Gesamtheit AS(cv, ) mit dieser Einschriankung zugeord-
net der Ringklasse Aa mod m. Diese Zuordnung ist umkehrbar eindeutig.
Man kann daher j(aq,as) als Invariante der Ringklasse €™ wvon a mod m
bezeichnen:

jlan, az) = j(e™)
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Es zeigt sich, daft auf Grund dieser Zuordnung der Ringklassen mod m
zu den singuldren Werten j(£™) die Tatsache (3.) gilt; dak also

Polynom in
ol irreduzibel
Ha(t) = [ (£ = 5(e) Abelsch

e Gruppe isomorph zur Ringklassengruppe

ist, letzteres so, dafs jede Substitution der Galoisschen Gruppe durch Multi-
plikation aller™ Argumente €™ mit einer u. derselben Klasse entsteht.

ad (4.), Zerlegung der p 1 m. Das obige Gesetz ergibt sich bei dem
Existenzbeweis, der ja einen Spezialfall dieses Gesetzes zu bestétigen hat,
gleich vollstandig mit, allerdings mit einer endlichen Anzahl von Ausnahme-
primidealen (Teilern gewisser Gleichungsdiskriminanten), insbesondere also
noch nicht die Tatsache iiber die Relativdiskriminante von K,,/S2.

ad (3'.), (4'.), absoluter Klassenkérper K. Diese Tatsachen sind
damit auch festgestellt, wieder allerdings mit endlich vielen Ausnahmeprim-
idealen in (4'.). Insbesondere also noch nicht die Tatsache iiber die Relativ-
diskr. in K/Q.

ad (2.), Unterkorper-Untergruppe. Hier hat Weber die eine Seite:

Wenn H,, < H,,/, so K,, = K.

Wie es mit der Umkehrung steht, erlautere ich nachher.

Damit ist insbesondere K < K, festgestellt.

ad (3’.), (4’.), Beziehung von K,,/K.

Diese Tatsachen ergeben sich leicht aus der genaueren Formulierung der
Weberschen Tatsache:

j(€7) =R((E™)), wenn € <0,

wo R eine rationalzahlige rationale Funktion ist. Wieder sind in (4’.) endlich
viele Ausnahmeprimideale moglich, sodafs insbesondere die Tatsache iiber die
Relativdiskriminante von K,,/K noch nicht feststeht.

Soweit die klassische Theorie. Der Uberblick zeigt folgende noch auszu-
fiillende Liicken:

1. undeutlich
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(a.) Beseitigung der Ausnahmen im Zerlegungsgesetz (4.), (41.), (4.) fiir
die p ¥ m, insbesondere also Nachweis der Tatsachen iiber die Relativ-
diskriminante

(b.) Herleitung des Zerlegungsgesetzes (5.), (5°.) fur die p/m
(c.) Nachweis der Umkehrung zu (2.): Wenn K, > K, so H,, < H,,.

(c.) folgt leicht aus (b.), da man aus dem Verzweigungsverhalten der p | m
Aussagen von der Form gewinnen kann: Wenn m’ t m, so K,,, # K,. Und
H,, < H,s kommt ja auf m'|m (oder wegen einer Ausnahme fiir die 2%
jedenfalls m’ | 2m) hinaus.

Nun hat Hecke (a.) und (b.) gleichzeitig vollstdndig mittels seiner Funktio-
nalgleichung der (-Funktionen mit Grofencharakteren erledigt. Aber das ist
eine Methode, die eben Hilfsmittel aus der allgemeinen Klassenkorpertheorie
(die Variable s in Dirichletschen Reihen) heranzieht.

Fueter kann mit analogen, weniger tiefen Hilfsmitteln (Existenz unendlich
vieler Primideale in € mit vorgeschr. Potenzrestcharakteren) wenigstens (a.)
erledigen.

Es scheint aber wenig Aussicht zu bestehen (a.) mit alleiniger Benutzung
der Hilfsmittel der komplexen Multiplikation zu erledigen.

Ganz anders dagegen (b.) und damit dann auch (c.). Da ist es mir ge-
lungen, in einer gewissen Klasse von Fallen heranzukommen. Es geniigt er-
sichtlich, den Tatbestand (5’.) fiir K,,/K zu beweisen. Denn damit ist (5.)
auch bewiesen, mit der naturgeméfen Einschrankung, daf die Ausnahme-
primideale in (4!.) von K/Q auszunehmen sind, und die in (4.) fir K,,,/K.

Ich studiere also die Zerlegung in K, /K fiir die p | m, welche in K/ dem
Gesetz (41.) folgen. Und zwar gelingt es mir durchzukommen, mit weiteren
endlich vielen Ausnahmen, fiir diejenigen p | m, welche den beiden letzten
der Zerlegungstypen

p=pp, p=p, p=p°

in ) angehoren. Wegen der Ausnahmen, und vor allem wegen des Versagens
meiner Methode fiir den ersten Zerlegungstypus, reicht das allerdings dann
noch nicht hin, um die Umkehrung (c.) allgemein zu beweisen. Doch liegt ja
an dieser Umkehrung (c.) an sich weniger. Soweit ich sie als Hilfsmittel bei
meinem Beweise gebrauche, kommt sie eben durch den Beweis mit heraus.

2. undeutlich
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Ich mochte meine Methode an dem einfachsten Falle erlautern:

p = p in Q (Primideal 2. Grades),
m = D,
zu studieren also K,/K.
In K/Q ist
p="p1-pn, (Rel. Gr. 1)

weil schon p' = p in H liegt; von den endlich vielen Ausnahmen fiir p wird
abgesehen.

Behauptung: In K,/K ist jedes
pi =P (Rel. Gr. 1).

Es ist namlich

O(p), _ p* -1
h, = h = h=(p+1)-h
"oelp) p-1 b1
also
hz()o):p—l—l,
ferner

m0:17 Hmo:Ha hmozha fmo:le'

Es wird also ,reelle Verzweigung* der p; in K,/K behauptet.
Denn es ist ja

K,/K zyklisch vom Rel. Grade h{”) = p + 1,

zyklisch, weil die Restklassen mod p in 2 zyklisch sind, also auch jede Rest-
klassengruppe zyklische Faktorgruppe hat. Die Aufgabe ist ganz analog zu
der entsprechenden fiir den Kreiskorper:

¢ primitive p-te Einheitswurzel, K, = P(¢), zykl. vom
Grade p — 1, (Klassenkorper zur Gruppe a = 1 mod p).
Behauptung p = PP~ in K, ist ,yvollverzweigt*.

Nachweis dort aus den Kenntnissen:
a.)1—¢ 1= ..., 1— (""" sind assoziiert

b) (1= =¢) - (1-¢ ) =p.
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Wir haben zunéchst analog zu den &” die konjugierten Wurzeln einer
erzeugenden Gleichung fiir K,/K zu bestimmen. Das tun hier die Wurzeln
der Invariantengleichung

Ip(t) = (t - J(Pl)) U (t - j(Pp-i-l))

wo als Argument eine Idealbasis «q, @y im Ring R aller ganzen Zahlen zu
setzen ist. Die Py, ..., P,1 durchlaufen die ¢(p) = p + 1 Klassen von ganz-
zahligen Matrizen (Transformationen) p-ten Grades:

a b .
P—(c d) mit  |P| = ad — bc = p.

Zwei solche P’, P” heiflen dquivalent, wenn
P” = SP’ mit Modulsubst. S,

was ja zum selben j-Wert fiihrt.

Es zeigt sich, dak dazu j(P,) als Ringklasseninvarianten mod p den die
Klasse von (ag, az) = a zusammensetzenden Ringklassen mod p entsprechen.
In der Tat ist der Fiihrer von P, (a, ag) sofort als p zu bestimmen. [,(¢) hat
ganz-rationale Zahlkoeffizienten, sodaf eine erzeugende Gleichung fiir K, /K
(Grad ist ja p + 1) vorliegt, und die j(P,) rel.konjugiert sind.

Jetzt haben wir das Analogon zu den 1 — (¥ zu suchen. Das leisten hier

die ,,Multiplikatoren‘
A(Py)
_ 12 v
()OV p A *

Man zeigt, daf ¢, rational durch j und j(P,) darstellbar ist, daf also im
singularen Falle aq, g

oy in K, =K(j(P,) = Q(j,j(P,)

enthalten ist, und die ¢, sind hiernach wieder relativ-konjugiert. Die direkte
Bildung der ,Multiplikatorgleichung*

My(t) = (t —p1) - (t = wpr1)

zeigt ferner, dak die ¢, ganze algebraische Zahlen sind. M, (¢) hat namlich
ganz-rationale Zahlkoeffizienten.
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Insbesondere ergibt sich fiir das absolute Glied

©1-- Ppy1 = D2,

als nirgends unendliche Modulfunktion.

Dagegen gelingt es hier nicht ohne weiteres zu zeigen, dafs die ¢, assoziiert

sind. Im Kreiskorper kann man nun auch so schliefsen:
1=Q)- (=) =p
1 — ¢ Wurzel von tP~1 — (?)tp*2 +---Etp=0also
1—¢=0 mod*P fur jedes Plp in K.
Ist also

p=Br-..-Pg)* (Grad f) in K, efg=p—1
1—¢ =% Py, so alle a, = 1.

N(1—¢) =puhttasds —pl alsog=1, f=1,a=1somit e = p — 1.

1-¢=9P und p=Pr L
Das laft sich nachmachen. Man weifs ndmlich, daf
Ip(t) = (# = j)(t — j¥) mod p
j=4N® = j#" mod p weil p in Pr.Id. 1. Rel.Gr. zerfillt.

also
tp—jztp—jp2 = (t — °)” mod p
L) = (t - j”)pJrl mod p
J(P,) —j* =0mod P, fiir jedes P, |p in K.

Und wenn man jetzt die Differenzen

betrachtet und ihre Relativgleichung bildet, so stellt aus den ¢-Entwicklungen

heraus, dals deren Koeffizienten alle = 0 mod p sind, also
O, — (j(Pl,) — jp) = 0 mod B,
v, = 0mod P, fiir jedes Py |p in K,,.

also insbesondere fiir jedes P;.|p; in K.
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Jetzt konnte genau so geschlossen werden, wie beim Kreiskérper, wenn nicht

(pl...(pp_l_l :p12

eine 12-te Potenz ware.
Daher ist zu den Funktionen

v, = Yo,

iiberzugehen, fiir die man wieder beweist:

Y, =0mod B, fiir jedes P, |p; in K,

WO ?p der Korper ist, den die 9, iiber K, erzeugen.

Es stellt sich nun heraus, dafs fp aus K, durch Adjunktion der 12-
ten oder niedrigerer Einheitswurzeln und der Ringklasseninvarianten mod
12 oder nach einem Teiler von 12 entsteht.

Die obige Schlufweise klappt nun trotzdem noch, wenn man nur weif, daf
in K/K die Primteiler von p unverzweigt sind:

K

Dabei entsteht K aus K in gleicher Weise, wie K, aus K,,. Bis auf endlich
viele Ausnahmen ist das nun der Fall nach (4’.). Insbesondere ist p # 2,3 zu
nehmen.

Man bekommt dann die Verzweigung der p; in K, /K genau als die Ver-
zweigung der p, in Fp /K, und die letzere eben nach der zitierten Kreiskérper-
Schlufsweise.
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Meine Methode klappt dhnlich fiir p = p? in 2, doch versagt sie fiir p = pp
in €. In diesem Falle wird in

1/11"'¢p+1 = p

schon das Produkt von zwei Faktoren, die zum absoluten Klassenkorper K,

bzw. zu K gehoren, gleich der rechten Seite. Die iibrigen, die hier die p — 1

konjugierten zu K, bezw. Ep gehorender® Groken sind, sind Finheiten. Uber

K, lehrt dann die Methode nichts. Wohl aber iiber K etwas ganz anderes.
Denn die beiden zu K gehorigen Faktoren

—12

p=9v25=1
erweisen sich als Darstellungen der Ideale

12 =12

P p

als Hauptideale in K.
Es ist meinem Schiiler W. Schéfer gelungen, zu zeigen, daf fiir Fall

d prim zu 2 und 3
die Hauptidealdarstellungen
v und ) von p und p selbst

bei geeigneter Normierung der 1/ nicht nur zu K sondern sogar zu K gehéren.
Bis auf endlich viele Ausnahmen werden also in diesen Féllen alle Primideale
1. Grades von 2 zu Hauptidealen in K, und somit ausnahmslos alle Ideale
zu Hauptidealen in K.

Das ist der Hilbertsche Hauptidealsatz, der allgemein noch unbewiesen ist.

Fiir d nicht prim zu 6 ist er im Falle der komplexen Multiplikation auch
richtig, wie ich allerdings bisher nur mittels transzendenter Schliisse (,,s — 1%)
zeigen kann.

Einem rein-arithmetisch ,automorphen* Beweis bin ich aber schon auf der
Spur.

3. undeutlich
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1.4 Jena 1928

Das Reziprozitatsgesetz.
Vortrag i.d. Math. Gesellschaft Jena, 22.X1.1928.

Seit Hilbert’s grundlegenden Arbeiten (1897/98) iiber das quadratische
Reziprozitéitsgesetz in beliebigen algebraischen Zahlkdrpern ist durch die an-
schliefsenden Arbeiten von Furtwdngler und Takagi immer deutlicher hervor-
getreten, dafs das allgemeine Reziprozititsgesetz der m-ten Potenzreste in der
sog. Klassenkdrpertheorie wurzelt. Neuestens hat Artin eine ganz allgemei-
ne Formulierung des Gesetzes gegeben, die diese Verankerung in besonders
durchsichtiger Form hervortreten lafst, und die zudem zu einem ganz einfa-
chen Beweis des Gesetzes auf Grund der Klassenkérpertheorie fithrt. Uber
diese Formulierung Artin’s, sowie iiber die anschliefend gemachten Untersu-
chungen von Artin, Furtwdingler und mir will ich nachstehend berichten.

Zunéchst sei der Begriff Klassenkdrper kurz erldutert. Als Beispiel wéhle
ich den Koérper K, der m-ten Einheitswurzeln: K,, = ko((,) iiber dem
rationalen Korper kq. Fiir diesen gilt bekanntlich das Zerlegungsgesetz:

Eine zu m prime Primzahl p zerfdllt in K,, in verschiedene Primideale
f-ten Grades:

p=%1-P,,  NPB)=p', fg=c(m),
wenn [ der kleinste positive Exponent mit
p/ =1 modm

15t.

Die Zerlegungsform der Primzahlen p hangt also nur von der Klasse ab,
der p bei der Einteilung in die primen Restklassen mod m angehort. Man
nennt daher K, Klassenkorper fiir die Klasseneinteilung in die primen Rest-
klassen mod m im rationalen Korper k.

Man betrachtet ferner folgende Gesetzmafigkeiten:

Die Galoissche Gruppe & von K, ist einstufig-isomorph zur Gruppe der
,Klassen“ in ky. (Insbesondere der Grad von K, gleich der Anzahl der ,Klas-
sen®).

In der Tat werden die Substitutionen von & durch ¢,, — (], gegeben, und
setzen sich so zusammen:

(Gm = G) (G = G) = (G = G)-
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Die Diskriminante 0 von K, enthdlt nur Primteiler des Moduls m der
Klassenteilung.

Es ist ndmlich 0 Teiler der Diskriminante m™ von ™ — 1.

Man kann nun in ky auch andere, allgemeinere Klassenteilungen zugrun-
delegen, nédmlich solche, die durch Vergréberung der Teilung in die primen
Restklassen mod m entstehen. Das geschieht so, dafs man anstelle der Gruppe
Hy {= 1 mod m} eine beliebige (umfassendere) Gruppe H von Restklassen
mod m als Hauptklasse nimmt, und deren Nebengruppen (in der Gruppe al-
ler zu m primen Zahlen) als Klassen. Beispiel: Die quadratischen Reste mod
m, die k-ten Potenzreste mod m. Die neuen Klassen setzen sich dann aus
einer bestimmten (festen) Anzahl der Restklassen mod m zusammen.

Zu jeder solchen groberen Klasseneinteilung mod m erhélt man nun,
erzeugt durch die zugehorigen Gaussschen Kreisteilungsperioden Z Cos

ain H
einen zugehorigen Klassenkorper K. Darunter ist ein Korper zu :L/g"osighen,
in dem das zu obigem analoge Zerlegungsgesetz gilt: --- U]

Es gilt also der Ezistenzsatz:

Zu jeder Klassenteilung nach einer Kongruenzgruppe H mod m existiert
ein Klassenkorper K.

Ferner zeigt sich, dak dabei analoge Gesetze zu den obigen Gesetzen tiber
Galoissche Gruppe und Diskriminante gelten: - - -

Schliefslich stellt sich heraus, dafs die Zuordnung ,,H — K als Klassenkor-
per® eine eindeutige, umkehrbar eindeutige, anordnungsreziproke ist. Es gilt
namlich der Anordnungssatz, speziell Eindeutigkeitssatz:

Ist H— K und H — K' als Klassenkorper, so folgt aus H < H', dafl
K 2 K’ ist, und umgekehrt.

Der Vergroberung der Einteilung entspricht also eine Verkleinerung des
Korpers.

Abgerundet wird diese ganze Satzgruppe durch den fundamentalen Satz
von Kronecker. Alle Klassengruppen sind ja Abelsch, also alle Kérper, die
wir betrachteten, Abelsche Korper, was ja auch schon durch ihre Einbettung
in die Kreiskorper klar ist. Es gilt nun der Umkehrsatz:

Jeder Abelsche Kérper K ist Klassenkérper zu der Klassenteilung nach
einer geeigneten Kongruenzgruppe H nach geeignetem mod m.

Damit wird die Theorie der Klassenkdrper iiber dem rationalen Korper
ko zu einer Theorie der Abelschen Korper iiber k. Man beherrscht diese
vollstéandig von kg aus, indem man jede Aussage iiber sie als eine Aussage
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iiber die zugehorige Klassenteilung aussprechen kann. Das ist der tiefere Sinn
der Klassenkorpertheorie.

Diese ganze Theorie iiber kg gilt nun, wie Furtwdingler und Takagi zeigten,
mutatis mutandis auch iiber einen beliebigen algebraischen Zahlkorper k als
Grundkdrper. Definition und Sétze lauten dann eben so: - - -

Unter ,Kongruenzgruppe H mod m ist jetzt Folgendes zu verstehen: Man
iiberlagert die Einteilung in die gewohnlichen Idealklassen (Gruppe der Haupt-
ideale) mit einer Restklassenteilung mod m (Gruppe der Hauptideale =
1 mod m) und bildet dann irgendwelche Vergréberungen.

Nun zum Artin’schen Gesetz. Die Klassenkorpertheorie behauptet die
abstrakte Isomorphie zwischen der Galoisschen Gruppe & von K/k und der
Klassengruppe nach H in k. Artin gibt nun eine konkrete Darstellung dieses
[somorphismus. Er gibt also eine Regel an, wie man einer Klasse € nach H
in k£ eine Substitution o aus & so zuordnen kann, dafs der fragliche Isomor-
phismus herauskommt.

Die Artinsche Regel kniipft an Frobenius an. Es wird zunéchst ein Prim-
ideal p aus € betrachtet. Thm lafst sich eine Substitution o aus & eindeutig
so zuordnen:

(F) AN®) = 5A mod p fir jedes zu p prime A aus K.

(o ist eine bestimmte Erzeugende der sog. Zerlegungsgruppe fiir p in K/k).
Das Artinsche Gesetz lautet nun:
Die gemdf der Frobeniusschen Regel (F) einem Primideal p aus k zuge-
ordnete Substitution o aus & hdngt nur von der Klasse € nach H ab, der p
angehort. Und die Frobeniussche Zuordnung ist tiberdies isomorph, d.h. ist

o den Primidealen aus C,
o I noo

zugeordnet, so ist
oo’ I I e’

zugeordnet.
Fiir den Kreiskorper ist das auf der Hand liegend. Denn (F) auf A = ¢,
angewandt gibt:

¢P = o0(, mod p, d.h. & =0(n.
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0(myn hangt hiernach in der Tat nur von p mod m ab, und zwar isomorph.
Was hat das nun mit dem Reziprozititsgesetz zu tun?
Das erkennt man sofort, wenn man es anwendet auf folgenden Fall:

k enthéalt die m-ten Einheitswurzeln ¢,

K =k(%/a), wo ain k.

Es ist dann K/k Abelsch, also Klassenkérper zu einer ganz bestimmten
Teilung in k. Die Zuordnung (F) auf A = 1/« angewandt gibt:

T{L/&N(p) = o Vo=, Vamodp
Np)—1

Cm = o P = "R mod p

Cm = (g) = Legendresches Symbol der m-ten [...]

p

Also die p zugeordnete Substitution ist:

(5= ().

Das Artinsche Gesetz liefert also:

(%)m hingt nur von der Klasse ab, der p bei der zu k( §/«) gehorigen

Klassenteilung in k angehdrt, und multipliziert sich isomorph, also auch (%)m
hingt nur von der Klasse ab, der das beliebige Ideal™ b angehdirt.

(:) = Xm(b) = erz. Char. d. Klassengr. H

(g) =1 bedeutet b in H.

Das ist die wesentliche Aussage des Reziprozititsgesetzes. Nehmen wir

etwa m = 2 und a = ¢ = Primzahl = 1 mod 4, so findet man: (2) héngt
p

nur von der Klasse ab, der p fiir die zu kg (\/6) gehorige Teilung angehort.
Das ist aber eine Teilung mod ¢, ndmlich, wie man durch Einbettung in den
Kreiskérper K|, findet, die nach den quadratischen Resten mod ¢. Also

<€> =+1 oder —1, je nachdem (E> = +1 oder —1.
p q

1. undeutlich
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Ahnlich allgemein.
Man kann zeigen, daf aus dem Artinschen Gesetz folgende elegante For-
mulierung des Reziprozitatsgesetzes der m-ten Potenzreste folgt:

@ _ (L
B)w N\t
wenn k ( {/a) und k ( ¥/B) zueinander prime Rel. Diskr. haben.

Das habe ich in einer an Artin anschlieflenden Arbeit gezeigt. Ferner habe ich
gezeigt, daf auch fiir beliebiges m die (durch Hilbert, Furtwéngler, Takagi
nur fiir m = Primzahl ¢ bewiesene) Produktformulierung des Reziprozitéts-

gesetzes gilt:
H <M> -1
P/

p
Dabei ist (O‘—pﬁ) das m-te Normenrestsymbol, d.h. roh definiert:

a,f\ . dann u. nur dann, wenn 3 = N(A,) mod p”
p /. Ayaus k(%/a) fiir belibig hohe n.

Diese Formel dient als Grundlage fiir die Aufstellung der sog. ezpliziten Re-
ziprozitatsformeln, d.h. den allgem. Analoga zu:

a\  (b\ _ as1bo1 a,b prim zu 2
(E)<E>_( 1) wenn { 00 }

In dieser Hinsicht habe ich in einer Reihe von Arbeiten zahlreiche Spezialre-
sultate gefunden, zum Teil auch schon fiir zusammengesetzte Exponenten m.
Doch sind die letzteren Untersuchungen noch nicht abgeschlossen. Ich teile
daher nur die beiden eleganten Formeln fiir primzahliges m = ¢ mit:

1)

7 - ot 51 a=1mod/
<B>£.(5)E—§S( )v wenn {ﬁzlmod)\, )\Zl_C}

in beliebigen Oberkérpern der ¢-ten Einheitswurzeln (.

a =1 mod \?

K K — 2
(g) : (é) _ e INCIE W = wenn S =1mod \?

fir ¢ =2
noch o > 0.
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im Korper der /-ten Einheitswurzeln (.

Seine schonste Anwendung fand das Artinsche Reziprozititsgesetz auf
den Hauptidealsatz der allgem. Klassenkorpertheorie. Hilbert hatte 1898 Fol-
gendes, unter den vielen anderen lingst bewiesenen Eigenschaften des Klas-
senkorpers, vermutet:

Im absoluten Klassenkdrper K zu k werden alle Ideale des Grundkdorpers
k zu Hauptidealen.

Absoluter Klassenkorper heiftt dabei: Klassenkorper fiir die Einteilung in die
gewohnlichen (,absoluten”) Idealklassen (mod 1). Dies war die ,populérste®
Eigenschaft des Klassenkorpers. Bewiesen war sie aber bisher nur fiir den
Fall, dak K zyklisch iiber k ist.

Das Artinsche Gesetz erlaubt es doch nun, jede Aussage iiber die Klassen
einer Klassenteilung zu iibersetzen in eine Aussage {iber die Substitutionen
der Galoisschen Gruppe des zugehorigen Klassenkorpers. Hier soll eine Aus-
sage iiber die Klassen im Klassenkorper K zu k gemacht werden, nédmlich
iiber die, die durch Ideale aus k reprasentiert werden. Dazu wird man also
iiber K noch einmal den absoluten Klassenkérper K zu bilden haben.

Es entsteht dann nach der Galoisschen Theorie folgendes Bild:

B K 1
B | K | &
p k &

Da K nach der Theorie der mazimale Abelsche Korper zwischen k und K
ist, so ist die zu K gehorige Gruppe & die minimale Untergruppe von & mit
Abelscher Faktorgruppe, also die Kommutatorgruppe. Und & ist eine Gruppe
mit Abelscher Kommutatorgruppe.

Es sei nun:

¢ =¢7" .- € = Basisdarst. der Klassengr. in &k

ZT; mod fz
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Nach Artin sei isomorph zugeordnet:
o® =o' ... 0" ® = Basisdarst. der Gal.Gr. &/& von K/k

Es geniigt zu zeigen, dafs die Basisklassen €; in K zur Hauptklasse werden.
Sei also p; ein Primideal aus €;. Da p7* als fritheste Potenz in der Haupt-
klasse liegt, zerfallt

pr =P Py mit N(Pu) = pi
Man stellt leicht fest, dafs die 9, zu einem ‘P; aus ihnen konjugiert sind,
und in folgender Weise entstehen

fo—1 fr—1
(1+o’2+---+a'2 )"'(1+0'r+"'+0r )
pl 'pl

wobei P = P, ist.

Um nun die Klasse von p; in K zu bilden, multipliziere man einfach
die Klassen der richtigen o3 in K. Wir miissen also diese Klassen durch
Substitutionen aus & ausdriicken. Nun kann die Frobeniussche Zuordnung
auch fiir K /k gemacht werden, in folgender Weise

N J— _
®) = 0A mod ‘P nicht mehr notw. mod p;

dann P — o fiir K/k.
Auf die A aus K angewandt:

AN®) = 6A mod P also mod p;

dann p — o® fir K/k.
Also haben obige o, folgende Bedeutung:

AV = s Amod B, dh. B, - o, fir K/K,

wo ‘B, ein Primt. von p; in K.

Ist nun ‘P; der P, entsprechende Primteiler in K, so folgt:
N(PB) = N(p)',  also
AN = 5l A mod P,  (also mod P;):;
dh. P, — ol fir K/K.
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Ist ferner o irgendeine Substitution, so folgt

—N i ‘o 1o A B
AP = 56fic716A mod o7;;

dh. 0B, =P, — ool =0l fir K/K.
Dabher:

a2 (1) Tt ) PR
plzmglwﬁ 27 (1) (14 )_)0{1(1+ 24 ) (Iortee)

wegen der durch Artin bewiesenen Isomorphie der Zuordnung fiir K /K.
J{l ist eine Substitution aus der Kommutatorgruppe &.
Dann und nur dann, wenn die symb. Potenz a{l(lﬂrﬁ"')"'(1+0T+"') davon,
d.h. also ein Produkt aus transformierten, gleich 1 ist, ist ps in K in der
Hauptklasse.

Der Hauptidealsatz wird also bewiesen sein, wenn die Relation

Uf1(1+02+---+0£271

Yo (b optotofr ™Y
1 — 1

und die entsprechenden anderen fiir Gruppen mit Abelscher Komm. Gruppe
bewiesen ist.

Auf Grund dieser Artinschen Reduktion des Problems auf ein rein-gruppentheoretisches
Problem ist es Furtwdngler eben gelungen, den Nachweis tatséchlich zu er-
bringen.

Die Artinsche Methode ist weitertragend. Sie ermdglicht die Behandlung
ganz allgemeiner entsprechender Probleme.

Man kann mit ihr alle Fragen behandeln, die von folgendem Typus sind:

Gegeben eine Klassenteilung nach H in k. Dazu gibt es einen Klassen-
korper K. Gegeben eine Klassenteilung nach G in K. In welche Klasse nach
G fdllt eine Klasse nach H?

Insbesondere ermoglicht die Artinsche Methode zu untersuchen, wie sich
der ProzeR der Hauptidealisierung in den Unterkdrpern des abs.? Klassen-
korpers vollzieht ®. Die Gesetze dafiir gehoren zu den reizvollsten Problemen
der Gegenwart.

2. undeutlich
3. undeutlich
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1.5 Erlangen 1929

Kummer’s ideale Zahlen.
(Vortrag Erlangen, 15. Juni 1929)

Ich will nachstehend iiber diejenige geniale Idee Kummer’s erzéhlen, die
den Ausgangspunkt fiir die grofartige moderne Entwicklung der Zahlentheo-
rie gebildet hat.

E. Kummer lebte von 1810-1893, zuerst in Breslau, spéater in Berlin. Die
hier zu besprechende Entdeckung fillt in das Jahr 1846 (wo er also 36 Jahre
alt war) und steht in Crelle’s Journal, Bd. 135. Zur ungefihren Orientie-
rung iiber den Zeitpunkt mag noch gesagt werden: Gauss stand damals im
70. Lebensjahr und starb 1855, Dirichlet hatte seine berithmten Arbeiten
iiber die Klassenzahl quadratischer Formen bereits geschrieben und war 41
Jahre alt, Kummer’s Haupt- und Lieblingsschiiler Kronecker war 23 Jahre alt
und hatte gerade ein Jahr vorher mit einer Arbeit iiber einen eng verwandten
Gegenstand: De unitatibus complexis promoviert.

Kummer kam als junger Mann mit einer Arbeit zu Dirichlet, die den
groften Fermatschen Satz mittels der Zahlentheorie der aus Einheitswurzeln
gebildeten ganzen Zahlen, sog. Kreisteilungszahlen, behandelte. In seinem
jugendlichen Forscherdrang hatte aber Kummer einen Umstand ganz iiber-
sehen, der Dirichlet und wohl auch schon Gauss gut bekannt war, dafs namlich
fiir diese Kreisteilungszahlen die Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung verlo-
ren geht. Damit fiel Kummer’s Beweis fiir die Unmoglichkeit der Fermatschen
Gleichung unter den Tisch. Aber Kummer lief sich dadurch nicht entmutigen.
Er trat in ganz eingehende Untersuchungen der Zahlentheorie dieser Kreis-
teilungszahlen ein und fand in genialer Weise den richtigen Ausweg aus der
Schwierigkeit des Versagens der eindeutigen Primzahlzerlegung, eben durch
Einfiihrung seiner idealen Primfaktoren. Er vergleicht diese Einfiihrung mit
der Einfilhrung der imagindren Zahlen zur vollstdndigen Linearfaktorzerle-
gung ganzer rationaler Funktionen, sowie auch idealer Elemente in der Geo-
metrie. Wenn es ihm auch nicht gelang, so zu einer volligen Erledigung des
Fermat-Problems zu kommen — er fand nur, allerdings sehr bemerkenswerte,
Teilresultate dazu —, so hat er damit doch den Grundstein zu der modernen
Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie gelegt. Seine Idee, die Einfiih-
rung der idealen Zahlen, ist es, die im Prinzip allen spéateren Verallgemeine-
rungen dieser Idee von Kronecker, Dedekind, Hensel zugrundeliegt, mag sie
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sich dort auch in noch so abweichender dufserer Form darbieten. So hat das
an sich ganz uninteressante Fermat-Problem den Anstof zu einer grofartigen
Theorie gegeben, an deren Ausbau, sowohl was die Grundlagen als auch was
die letzten Verédstelungen anbetrifft, auch die heutige Generation noch zu tun
hat.

Ich will im folgenden Kummer’s Entdeckung nicht, wie Kummer selbst, an
den Kreisteilungszahlen, sondern vielmehr an den einfachsten algebraischen
Irrationalzahlen, den quadratischen Irrationalzahlen auseinandersetzen. Es
soll und kann mir hier auch nicht darauf ankommen, Kummer’s Entwicklun-
gen in aller Vollstandigkeit wiederzugeben. Vielmehr will ich nur versuchen,
die Kummersche Definition der idealen Zahlen moglichst klar, verstdndlich
und naturgeméf herauszuarbeiten.

Wir betrachten als Verallgemeinerung der gewohnlichen ganzen Zahlen
hier die ganzen quadratischen Irrationalzahlen

a=a+bV/D

die aus einer festen irrationalen Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl D
entspringen, wenn a, b beliebige ganze rationale Zahlen sind.

Im folgenden nenne ich diese kurz quadratische Irrationalzahlen und
bezeichne sie mit griechischen Buchstaben.

Das Ziel der Betrachtung ist, im Bereiche dieser Zahlen eine Zahlentheorie
zu entwickeln, die zu der Zahlentheorie der ganzen rationalen Zahlen weit-
gehendst analog ist. Insbesondere soll es darauf ankommen, eine Zerlegungs-
theorie dieser Zahlen in Primfaktoren zu entwickeln. Dazu mogen zunéchst
vorangestellt werden einige

Vorbemerkungen iiber die Primzahlzerlegung der ganzen
rationalen Zahlen.

Hier gilt ja bekanntlich das Gesetz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Prim-
zahlen. Diese einfachsten Bausteine, die Primzahlen p, haben zwei grundle-
gende Eigenschaften:

(1.) (Definition) p ist nicht echt zerlegbar (d.h. nicht in zwei Faktoren
aufspaltbar)

(2.) (Folge aus dem Eukl. Algorithmus) Aus p | ab folgt p | a oder p | b
(d.h. p ist nicht auf zwei Faktoren aufspaltbar)

1. undeutlich
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Die Eigenschaft (2.) ist deshalb fundamental, weil aus ihr sofort die Ein-
deutigkeit der Primzahlzerlegung folgt. Sind ndmlich® g = pips---p, =
¢1G2 - - - s zwei Zerlegungen, so folgt aus p; | g, dak p; | ¢1 oder ... oder
p1 | gs, also, dak p; einem ¢; gleich ...

Ubrigens ist (1.) eine unmittelbare Folge aus (2.). Denn aus p = ab folgt
nach (2.) p | a*)% oder p | b, also +a = p oder b = p. Umgekehrt folgt aber
(2.) aus (1.) erst durch den komplizierten Mechanismus des Eukl. Algorith-
mus oder eine verwandte Schlufsweise.

Bei den Zahlen o = a+bv/D kann man nun auch Primzahlen 7 definieren
durch die Eigenschaft (1.):

(1.) m ist nicht echt zerlegbar.

Das ,echt”“ mufs dabei naher prazisiert werden. Bei den gewtdhnlichen ganzen
Zahlen sind unechte Zerlegungen diese:

p=2p-+£1l =41 4p,

wo also ein Faktor £1 eine Einheit ist. Hier mufs man allgemein als Finheiten
¢ alle Teiler der 1 rechnen, also alle solchen quadr. Irr. ¢, fiir die eine eben-
solche 1 mit en = 1 existiert. Z.B. sind +1 Einheiten, fir D = 2 aber z.B.
auch 1 —+/2, 3 — V2. m = af heift dann eine echte Zerlegung, wenn weder
« noch ( eine Einheit ist. Zahlen die sich nur um Einheiten unterscheiden,
sehen wir bei unserer Zerlegungstheorie als nicht wesentlich verschieden an.

Man kann jetzt jede quadr. Irr. o in Primfaktoren zerlegen, indem man
(irgendwie) soweit als moglich aufspaltet:

Q= T1Tg * * * Tp.

Daft dabei nur endlich viele Faktoren auftreten konnen folgt auf eine Art

und Weise, die im folgenden héiufig anzuwenden ist. Man ersetze iiberall v/ D
durch —v/D:
also

/

/ / /
ool = T Ty -+« T, T,

2. Wort in anderer Handschrift

x). d.h. @ = Ap, und X\ ganz, also p = Apb, d.h. A\b = 1, also A Einheit, d.h. a und b
gleich bis auf einen Einheitsfaktor.

3. Fulinote in anderer Handschrift
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Nun ist

ad’ = (a+ bV D)(a —bVD) = a* — b*D
ganz rational. Ebenso sind m7, ... 7.7 ganz rational und keine Einheiten,
da sonst 7y,...,m, solche wiren. Also ist die Anzahl r beschrankt.

Fiir diese Primfaktoren geht nun aber die Eigenschaft (2.) und damit die
Eindeutigkeit der Zerlegung unter Umsténden verloren. Wenn dennoch (2.)
gilt:

(2.) Aus | af folgt ™| o oder 7 | 3,

so nennen wir 7 fiir den Augenblick echte Primzahl des Bereichs unserer
quadr. Irr.

Wir wollen nun diese Frage genauer priifen, insbesondere auch die Exi-
stenz unechter Primzahlen einsehen. Es ist gut, bei diesen Untersuchungen
von vorneherein Kummer’s Idee als leitenden Gesichtspunkt an die Spitze zu
stellen. Diese Idee ist: Die unechten Primzahlen sind in Wahrheit zusammen-
gesetzt aus gewissen idealen Primfaktoren, (um deren klare Herausschélung
es sich handelt). Und wenn 7 | a5 aber nicht 7 | @ und nicht 7 | 3, so ist das
ebenso, als wenn die zusammengesetzte Zahl 6 = 2 - 3 die Eigenschaft hat:

6| 10-21 aber nicht 6 | 10 und nicht 6 | 21

Um nun alle idealen Primfaktoren zu erfassen, die als Faktoren irgendwelcher
quadr. Irr. unseres Bereichs in Frage kommen, geniigt es, die gewdhnlichen
ganzen Zahlen in ideale Faktoren zu zerlegen, denn o = a + byv/D kommt
ja als Faktor in der Norm N(a) = aa’ = (a + bv/D)(a — by/D) = a*> — b?D
vor. Und die Eindeutigkeit (der Zerlegung in ideale Primfaktoren)® im Sinne
(2.) vorausgesetzt, geniigt es dann weiter, die gewdohnlichen Primzahlen p in
1deale Faktoren zu zerlegen.

Wir beschéftigen uns daher zuvor mit der Frage der Zerlegung der ge-
wohnlichen Primzahlen p in reale (ganze)® Faktoren (unseres Bereichs)®,
bestimmen also die (echten oder unechten) Primzahlen unseres Bereichs, die
bei der Zerlegung der gewohnlichen Primzahlen auftretenCJCJC] (aber keines-
wegs alle Primz. unseres Bereichs erschopfen, z.B. ist fiir zusammengesetztes
D die Zahl v/D Primzahl, aber nicht Teiler einer gewohnlichen Primzahl,
sondern nur Teiler von D).”

in anderer Handschrift

dito

dito

Klammerinhalt stellenweise in anderer Handschrift umformuliert

oot
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Zerlegung von p in reale (echte oder unechte) Primzahlen.®

Sei 7 = z + yv/D ein echter Teiler von p und keine Einheit, sodaf also

p=my
eine echte Zerlegung ist.” Dann ist
™ =P

7r’ = ¢ eine ganz rationale Zahl.

Wenn dies g nicht durch p teilbar wére, folgte kp + fg = 1, also
m(ky + ¢n') = 1,
wahrend doch 7 keine Einheit sein sollte. Also ist
g=n1" =2 —9y*D =0 (p)

Hierbei ist nun
y#0 (p).

Denn sonst wére auch z = 0 (p), also 7 = 0 (p), und somit 7 kein echter
Teiler von p (sondern von p hochstens um eine Einheit unterschieden).
Folglich folgt in bekannter Weise:

D
uw*—~D=0(p), dh (—) =41 D quadr. Rest nach p
p

als notwendige Bedingung der Zerfdllbarkeit von p.
Ferner ist dann auch 7’ | p, also 77’ | p?, und somit 77’ als ganze rationale
Zahl:

an’ =4p oder =+ p?

denn £1 kommt nicht in Frage, weil 7 keine Einheit. Auch £p? kann nun
nicht sein. Denn sonst folgte aus 7y = p, 77’y = p?, dafl vy £ 1 wiire, was
wieder gegen die Annahme. Somit gilt

+p = mn’,

8. dito
9. dito
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d.h. v = £x'. Hierbei sind schlieklich 7 und «’ Primzahlen. Denn aus 7 = a8
folgte £p = ad/B5’.

Damit ist gezeigt, daf eine Primzahl p nur dann echt zerlegbar sein kann,
wenn D quadr. Rest nach p ist, und daf$ dann die Zerfillung, wenn vorhanden
von der Form +p = nr’ ist, wo ® und ©" Primzahlen sind.

Bei der Zerlegung aller gewohnlichen Primzahlen p in reale Primfaktoren
unseres Bereichs treten also folgende drei Falle auf: (IO

a.) D quadr. Nichtrest nach p, dann p selbst Primzahl auch”’ im Bereich
der qu. Irr.

b.) D quadr. Rest nach p und +p = nn’, wo 7,7’ Primzahlen im Bereich
der qu. Irr.

c.) D quadr. Rest nach p und £p # 77/, also p selbst Primzahl im Bereich
der qu. Irr.

Wir fragen nun weiter welchen von diesen, auf Grund der Eigenschaft (1.)
als Primzahlen zu bezeichnenden Zahlen auch die Eigenschaft (2.) zukommt,
d.h. welche dieser Primzahlen echt sind.

a.) Diese Primzahlen p sind echt. Sei namlich p | a3, dann p | ad/B7,
also etwa p | ad’. Ist @ = a 4+ bV/D, also aa’ = a®> — b*D, so folgt also
a® —b?D = 0 (p). Wire darin b # 0(p), so wire nach obigem D quadr. Rest
nach p. Also ist b=0, a = 0(p), dh. a =0(p), p | .

b.) Auch diese Primzahlen 7, 7" sind echt. Um das einzusehen, brauchen
wir einen Hilfssatz, der fiir die Kummersche Idee entscheidend ist:

Es seien fu die beiden Wurzeln von u? = D (p), (die auch zusammenfallen
kénnen, wenn namlich D =0 (p)).

Aus
tp=2>—y’D =0 (p)
folgt dann
2? — y*u? = (v + yu)(z — yu) = 0(p)
also

r+yu=0 (p) oder r—yu=0 (p).

Ohne Einschriankung sei
r+yu=0 (p).

10. dito
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Dann gilt:

Hilfssatz. Dann und nur dann ist
a=a(VD)=a+bVD teilbar durch w=x+yVD

wenn
a(u) =a+bu teilbar durch p

ist. — Entsprechend fiir ©' und —u.

Beweis: 1.) Ist a = 0 (), also a = 7y, ausfiihrlich

a+bVD = (z+yVD)(g+ hvVD)
so bedeutet das

a = xg+yhD = xg+ yhu® (p)
b = zh+yg
a+bu rg + yhu? + rhu + ygu (p)
(@ 4 yu)(g + hu) (p)
0 (p)-

2.) Ist a + bu = 0 (p), so zeige ich an’ = 0 (p), was ja « = 0 (7) ergibt.
Das folgt so:

ar’ = (a+ bV D)(z — yV'D) = (ax — byD) + (bx — ay)V'D

Nun ist aber

ar —byD = ax —byu® = azx + ayu = a(z + yu) = 0 (p)
br —ay = br+byu=b(x+yu) =0 (p).

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Entsprechend kann man auch die Teil-
barkeit durch hohere Potenzen 7™ auf die Kongruenzen a + bu = 0 (p")
zuriickfithren, wenn man unter u nur gleich eine Wurzel von v = D (p")
versteht. Das erfordert allerdings unter Umstédnden die Einschrankung p # 2.
Ich gehe hier nicht ndher darauf ein.

Die 7, 7" in b.) sind jetzt sofort als echt erkannt. Denn aus 7 | a3 folgt
p | a(u)B(u), also etwa p | a(u) und somit 7 | a.

Insbesondere folgt daraus die Findeutigkeit der Zerlegung +p = 7n’ bis
auf Einheitsfaktoren.
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c.) Diese Primzahlen p sind unecht. Denn hier ist zwar
plu*~D, dh. p|(u+VD)(u—VD)
aber
ptu+vVD und ptu—VD.
Solche p gibt es tatséchlich fiir manche D, z.B. fir D = 6:
B D=0 (2)
p=29 {D502(3)

+2 # ' = 2% — 6y°

+3 £ ' = 2% — 6y? } , wie leicht zu sehen

Mehrdeutigkeit:

D
i
[\)
w
!
S

Oder fir D = —5:

12 (3)
32(7)

D
p=3,7 D

+3 # 7’ = 22 4 5y
+7 # ' = 22 + 5y

Mehrdeutigkeiten: 3 -7 = (4 + v—5)(4 — vV —5)

} , wie leicht zu sehen.

Vom Kummerschen Standpunkt handelt es sich nun darum, diese letzte-
ren unechten Primzahlen p in ideale Faktoren aufzuspalten.

Kummer sagt so: In der Chemie kann es vorkommen, dalk man einen zu-
sammengesetzten Stoff tatséchlich in seine Elemente zerlegen kann. Es kann
aber auch sein, daf eine isolierte Darstellung der Elemente (damals z.B. des
Fluors) auf keine Weise gelingt. Dann ist man zur Erkenntnis, ob und zu
welchem Index das betr. Element in einem gegebenen Stoff enthalten ist,
auf indirekte Verfahren der chemischen Analyse angewiesen, etwa das Zuset-
zen von Reagentien, die dann das Vorhandensein des betr. Elementes durch
Niederschlag anzeigen. Und die betr. Elemente sind letzten Endes nur auf
diese indirekte Weise definiert, nicht durch konkretes Aufweisen des von'*
allen anderen getrennten Elements. Dieses indirekte Verfahren kann selbst-
verstandlich auch oft mit Vorteil dort angewandt werden, wo an sich das
direkte der Aufspaltung noch funktioniert.

11. undeutlich
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In unserem Falle sind nun die gesuchten, idealen Primfaktoren der realen
Primzahlen p (mit D quadr. Rest nach p) die Elemente. Im Falle b.) konnen
wir sie separiert darstellen, in der Form 7 = z+yv/D, 7’ = = —yv/D, kinnen
uns dagegen auch von ihrem Vorhandensein in irgendeinem zusammengesetz-
ten Element o = a(v/D) durch die folgende Reagenz iiberzeugen:

Man bilde a(4u) und priife, ob das durch p teilbar ist und zu welchem
Exponenten p darin aufgeht, wobei +u die beiden Losungen von u? = D(p")
fiir hinreichend grofes N sind.

Diese Reagenz bleibt aber ohne weiteres anwendbar, wenn auch die reale
Zerlegung (von p)*? fortfdllt. Und sie definiert dann fiir jedes solche p zwei
zugehorige ideale Primfaktoren p und p’. Also explizit:

a(VD)=0 (p") , wemn a(u) =0 (p")
a(VD)=0 (p") , wenn a(—u)=0 (p").

Dabei u Wurzel von

fir N = n.

Diese Primfaktoren p,p’ sind zwar unter Umstdnden nicht durch eine
reale Zerlegung falktbar, aber es steht doch von ihnen genau fest, ob und zu
welchen Potenzen sie in jeder realen Zahl o aufgehen. Insbesondere gehen sie
in p selbst genau zur 1. Potenz auf. Da p keine weiteren idealen Primfaktoren
hat, schreibt man daher auch

p="pp.
Entsprechend setzt man
a=prqt-.,
wenn p, g, . . . die Gesamtheit aller in o aufgehenden realen und idealen Prim-

faktoren bezeichnet, jeweils zum richtigen Exponenten. Diese Gleichung ist
natiirlich so zu verstehen, daf links eine beliebige Einheit als Faktor ange-
bracht werden darf. Sonst aber nichts, denn einer der nun anschliefsend be-
wiesenen Kummerschen Hauptsétze ist, dafs a bis auf eine Einheit durch das
Aggregat seiner Primfaktoren bestimmt ist. Umgekehrt ist diese Zerlegung
eindeutig. Denn die Regel, nach der sie definiert ist, ist eindeutig. Ferner ist
sie endlich.

12. dito
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Man kann mit ihr rechnen, wie mit der Primfaktorzerlegung der gewohn-
lichen ganzen Zahlen, d.h. indem man die Exponenten beim Multiplizieren
addiert. Insbesondere gilt:

aus p|af folgt pla oder p|p,

ganz genau nach dem Schema, wie oben fiir die 7. Die idealen Primfaktoren
haben also in der Tat die grundlegende Eigenschaft (2.) der gewohnlichen
Primzahlen.
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1.6 Marburg 1930

FEiniges iiber die Riemannsche ¢-Funktion.

Koll. Vortr. Marburg 27.6.30, 4.7.30

1
¢(s) = v
n=1
Absolute Konvergenz:
1 1
e — (s = o +it)
o0 1 e’
— f 1 + / —Udu
—n LU
1
B o— 1u
1 ;
= 1+ fir o>1
o—1
(gleichméfig fiir 0 2 1+ 0, § > 0).
0 1 2 3

Fiir 0 < 1 nicht absolut konvergent, sogar divergent (klar fiir reelles s).
Verschiedene Methoden der analytischen Fortsetzung:

1.) Elementare Methode:
<1
/ — = %1 fir o>1
1w °
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Oder auch:

¢(s) = 1+s—%+g{(ni1)s - Sil (nsl_1 - <n+11)s_1)}

Oder auch durch partielle Integration:

_Si/n”“ (u—n)du

us+1

(s) =1+

s—1

n=1

Zunéachst fiir o > 1. Konvergiert aber fiir o > 0 (gleichméfig fiir o = ¢ > 0):

/”le (u—mn)du </"+1 (u—n)du</"Jrl du _ 1
n ustl - . wuetl - " notl notl

Also ¢(s) mit Pol 1. Ordn. Res. 1 bei s = 1 behaftet, im {ibrigen regulér fiir
o> 0.
Verfahren fortsetzbar. Man integriere

/”Jrl (u—n)du /1 udu
n wstt o (n4u)st!

erneut partiell nach u. So schrittweise Fortsetzung in die ganze negative Halb-
ebene, Schritte der Breite 1.
2.) Andere elementare Methode.

) = >
o) = ST

o = (1-2) )

©(s) konvergiert fiir o > 0 (klar fiir reelles s), und gleichméfig fiir o = § > 0.

Auf o(s) kann man jetzt Summierungsverfahren der arithmetischen Mit-
tel wiederholt anwenden und gelangt wieder in Schritten der Breite 1 zur
Fortsetzung in die ganze negative Halbebene.
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3.) Erste Riemannsche Methode.

I(s) = /000 et dt (o0 >0)

I'(s) = ns/ e "M tdt
0

1 s
= = — ntgs—1 gy
ns F(s)/o €

s

1 1 1 o —n2t,5 1 T2 /OO —n2rt, 51
E— - = —— e t27 dt = e t2  dt
n®  (n?)z  T(§) /0 @) Jo

> 1 ’/T% & 2 s
C(s) = — = —S/ e Tt (0 >0)
; nt o T() Jo ;

(Reihe konvergiert gleichméfig fiir 0 < ¢ < o0)

Z e_nzﬂt = ’1900(0, Zt)

n=—0oo

1 1 +oo 5
:19 _— = — _"tTF
" (07 it) Vit Z ‘

n=—oo

000 wir(g)c(s):/ Yool =1 y5-1
0

2
1 o)
|+
0 1

o6

1
1 .
Im / Ausfithrung der Theta-Transformation und ¢t — n Dadurch Uber-
0

o0

fithrung in . So erkennt man Fortsetzbarkeit in die ganze Ebene und

1
Funktionalgleichung:

F(s) = 7T_§F<g> C(s) inv. bei s —1—s.
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4.) Zweite Riemannsche Methode

1 1 o
_ — / e—ntts—ldt
n’ I'(s) Jo

1 et 1 AR
((8) = TS)/O 1—67tt dt—r<s)/0 et—ldt (0’>1)

Man betrachte

1 t+(871)
F(S) = / dt ts—l — e(s—l)logt
2mi 1—e?
—y)
Einerseits
1 0 +(s—1)[log(—t)—mi] 1 —00 +(s—1)[log(—t)+mi]
F(S) = — € dt -+ b € dt
21 J_ o 1—et 2mi J, 1—et
(s=1)mi _ ,—(s—1)mi oo s—1
_ +(e .e ) / @t
2mi o ett—1
sin(s — 1)
= DT 0>
Andererseits
F(s) = —Residuensumme fiir die ¢ = 2nmi og<0
OO0
F(s) = — Z(an’)s_l - Z(—Qnﬂi)s_l
n=1 n=1
— (27 (1 - s) (6551“ + e—sélm‘)
= —(2m)* (1 — s)2cos S
Also
1 . s-—1 1
— sin m[(s)((s) = —(2n)*'¢(1—s)
T

2 cos I'(s)((s)
(27)°

= ((1-s)

(andere Form der Funktionalgleichung, hingt
mit der urspriinglichen durch elementare

Transformation zusammen)
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5.) Meine Methode.

Elementar, aber kraftiger als bisherige elementare Methoden. Liefert Fortset-
zung gleich mit einem Schritt, wie Riemannsche Methoden, leider aber nicht
die Funktionalgleichung. Gibt aber der Funktionalgleichung eine rein reelle
Bedeutung, und zwar in einer einzigen Formel, giiltig fiir ¢ > 1, wihrend
die obigen elementaren Methoden das nur mit mehreren Formeln, fiir jeden
Streifen der Breite 1 eine neue, tun.JOC]
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1.7 Gottingen 1931
Uber Schiefkérper.
13.1.1931 Vortrag in der Mathematischen Gesellschaft Gottingen

Nachdem die kommutative algebraische Zahlentheorie heute zu einem ge-
wissen Abschlufi gelangt ist, was die Theorie der Abelschen Zahlkérper be-
trifft, und zu einem gewissen Stillstand, was die Theorie der Galoisschen
Zahlkorper betrifft, hat sich das Interesse der Verallgemeinerung ins nicht-
kommutative Gebiet zugewandt, ndmlich der Algebra und Arithmetik der
hyperkomplezen Zahlsysteme. Neben dem grofen Interesse, das diese neue
Theorie durch die Schénheit und Einfachheit ihrer Hauptresultate und die
Beziehungsreichheit zu anderen Gebieten und Fragestellungen beansprucht,
erhofft man von ihr insbesondere auch eine Forderung grofser noch offener
Fragen im kommutativen Spezialfall, der algebraischen Zahlentheorie.

Den ersten entscheidenden Vorstoft in die Theorie der hyperkomplexen
Zahlsysteme hat Wedderburn gemacht, indem er die algebraische Struktur
dieser Systeme weitgehend enthiillte. Unter Beschrankung auf die halbein-
fachen hyperkomplexen Systeme, d.h. solche deren Diskriminante nicht ver-
schwindet, lauten die Wedderburnschen Hauptsétze:

I. Jedes halbeinfache hyperkomplexe System lifit sich (eindeutig bis auf
die Rethenfolge) als direkte Summe einfacher Systeme darstellen (und umge-

kehrt).

Hierdurch wird die Strukturfrage in jeder nur wiinschenswerten Durchsich-
tigkeit auf den Fall der einfachen Systeme zuriickgefiihrt, d.h. solcher, die
keine echten invarianten Teilsysteme besitzen.

I1. Jedes einfache hyperkomplexe System lift sich (bis auf Transforma-
tion eindeutig) als volles Matrizensystem aus einem Schiefkorper darstellen
(und umgekehrt).

Hierdurch wird die Strukturfrage weiter in volliger Durchsichtigkeit auf den
Fall der Schiefkirper zuriickgefiihrt, d.h. der nullteilerfreien Systeme. Solche
Schiefkorper sind Systeme, die bis auf das kommutative Gesetz der Multipli-
kation allen formalen Gesetzen algebraischer Erweiterungskorper endlichen
Grades des Koeffizientenkorpers gentigen.

Uber die algebraische Struktur der Schiefkérper hat man nun heute zwar
eine Reihe von wichtigen Einsichten, aber doch noch kein abschliefendes
Resultat. Ich will dariiber hier einiges erzéhlen.
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Zunachst hat man als dritten Hauptsatz von Wedderburn:
II1. Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ.

Dieses Resultat ist von entscheidender Bedeutung fiir die arithmetische Theo-
rie, die sich im Anschlufs an die Wedderburnsche Strukturtheorie in neuester
Zeit entwickelt hat. Einerseits haben Artin und Brandt die Arithmetik der
halbeinfachen hyperkomplexen Zahlsysteme mit rationalem Koeffizientenkor-
per in weitgehender Analogie zur kommutativen algebraischen Zahlentheorie
aufgebaut. Sie gehen dabei nach dem Muster der Dedekindschen Idealtheorie
vor. Ich selbst habe einen Aufbau der Artin-Brandtschen Theorie (mit leich-
ter Verallgemeinerung auf einen algebraischen Zahlkérper endlichen Grades
als Koeffizientenkorper) gegeben, der in Fortfithrung der urspriinglichen Spei-
serschen Ansétze nach dem Muster der Henselschen p-adischen Grundlegung
der algebraischen Zahlentheorie vorgeht.

Diese arithmetische Theorie ist nicht nur eine Kréonung des algebraischen
Unterbaus, sondern strahlt auch ihre Auswirkungen auf die Struktur dieses
Unterbaus zuriick.

Zur Durchfithrung meines Aufbaus mufste ich namlich das Strukturpro-
blem fiir Schiefkorper tiber p-adischem Koeffizientenkéorper 16sen. Aus dieser
Losung haben sich mir jetzt wichtige Einsichten in das Strukturproblem fiir
Schiefkérper mit algebraischem Zahlkorper endlichen Grades als Koeffizien-
tenkorper ergeben, iiber die ich nachstehend berichten will.

Zunachst will ich jedoch vorausschicken, was man allgemein iiber die
Struktur der Schiefkorper weifs. Ich setze dabei gleich voraus, dafs der Koef-
fizientenkorper ein algebraischer Zahlkérper K von endlichem Grade ist. Ist
S ein Schiefkorper iiber K, so ist das Zentrum Z von S, d.h. die Gesamtheit
der mit allen Elementen von S vertauschbaren Elemente von S, eine endliche
algebraische Erweiterung von K und S kann als Schiefkérper mit dem Koef-
fizientenkorper Z angesehen werden. Die Struktur von Z iiber S ist aus der
kommutativen Algebra hinlénglich bekannt. Das typisch nicht-Kommutative
findet sich in der Struktur von S {iber Z. Ohne Einschréinkung kann daher
vorausgesetzt werden, dal S Schiefkorper iber dem algebraischen Zahlkorper
endlichen Grades K als Zentrum ist.

Aus der Wedderburnschen Theorie ergibt sich dann leicht:

IV. Der Rang von S iiber K ist eine Quadratzahl n?, und n ist der Grad
von S tber K.

Ferner haben E. Noether und R. Brauer bewiesen:
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V. S besitzt eine (und nur eine) irreduzible Matrizendarstellung vom Gra-
de n, diese ist in Zahlkorpern L n-ten Grades tiber K rational wéihlbar. Die
Gesamtheit dieser Kérper L ist identisch mit der Gesamtheit der kommu-
tativen Teilkérper n-ten Grades von S. D.h. mit der Gesamtheit derjenigen
Kérper n-ten Grades L, fiir die SL iber KL in ein volles Matrizensystem
zerfallt (Zerfallungskorper).

Aus dieser Beziehung zur Theorie der irreduziblen Matrizendarstellungen
hat R. Brauer eine Ubersicht iiber alle Schiefkorper entwickelt. Er charakteri-
siert die Schiefkorper eineindeutig durch Klassen assoziierter Faktorensysteme
und gibt auch formelméfig an, wie man vom Schiefkérper zum Faktorensy-
stem kommt und umgekehrt. Jedoch ist diese Theorie nicht eine Losung des
Strukturproblems im tiefsten Sinne, weil sie die algebraische Struktur, d.h.
das Multiplikationsschema, der Schiefkérper nicht mit derselben Einfachheit
und Durchsichtigkeit in Evidenz setzt, wie das die beiden ersten Wedder-
burnschen Struktursitze fiir die Struktur der halbeinfachen und einfachen
Systeme relativ zur Schiefkérperstruktur tun.

Ich schildere jetzt zunéchst meine Losung des Strukturproblems im p-
adischen Falle.

Sei also K, ein p-adischer Zahlkoérper, d.h. die Henselsche Erweiterung
eines gewohnlichen algebraischen Zahlkorpers K nach einem Primideal p von
K. Ferner sei S, ein Schiefkorper mit K, als Zentrum vom Grade n (Rang
n?). Dann ist S, iiber K, von folgender Struktur:

Sp = Kp(w,w) = LP(W)
wobei:

L,=K,(w) ein zyklischer Koérper n-ten Grades iiber K, in dessen
Diskriminante p nicht aufgeht, und der somit durch eine
primitive (¢" — 1)-te Einheitswurzel w erzeugbar ist, wo
¢ = N(p), deren Konjugierte dann w,w? w?, ... wi""
lauten.

o= W mit (r,,n) =1

™ = p ein Primelement zu p aus K.
Durch diese Relationen ist die Multiplikation in S, vollig iibersehbar: S,

entsteht aus dem zyklischen Teilkorper L, = K,(w) durch Hinzunahme eines
Elements 7, das durch Transformation die Automorphismen der Galoisschen
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Gruppe von L, erzeugt. £. Noether nennt daher S, ein verschrinktes Produkt
von L, mit seiner Galoisschen Gruppe.

Die Grofe p ist keineswegs ein invariantes Bestimmungsstiick von S,
kann vielmehr durch jedes andere Primelement zu p aus K, ersetzt werden.
Dagegen ist der Exponent r, eine charakteristische Invariante von S,. Neben
dem Grade n gibt es also nur diese eine charakteristische Invariante r,, d.h.
es gibt genau p(n) Typen p-adischer Schietkérper S, vom Grade n {iber K,
als Zentrum.

Auch die nach dem E. Noether-R. Brauerschen Satze in L, vorhandene
Matrizendarstellung n-ten Grades 1afit sich unmittelbar hinschreiben:

Dem Element o = g + aqym + -+ - + a1 7", wo die o; zu L, gehoren,
ist die Matrix

Qp (071 ce (07|

/ / /

pbain_1 Qo cee Qpo
pal(n—l) pa2(n—1) o ao(n—l)

zugeordnet, wo der Strahl den Automorphismus w — w?” bezeichnet.

Das Resultat ist ganz analog zu der bekannten Tatsache, dal es iiber
dem reellen Zahlkorper K., der ja ein gewisses Analogon der p-adischen
Zahlkorper ist, als Zentrum nur den einzigen Schiefkorper, die Quaternionen
gibt:

Lo = K(i) der Korper aller komplexen Zahlen, die einzi-
ge algebraische Erweiterung von K, zyklisch

vom Grade 2
1

Ji3 T = —1
.2
J = _1a
wo o = «ap+ o, o, ap aus Ly,
die Matrix
(7)) (0%}
/ /
—01 QO

zugeordnet ist.[ICIC]

Die p-adischen Schiefkorper sind hiernach durchweg als verschrankte Pro-
dukte aus zyklischen Kérpern darstellbar, und sogar aus besonders einfachen
zyklischen Korpern. Ich will allgemein einen Schiefkorper S zyklisch erzeug-
bar nennen, wenn er als verschranktes Produkt aus einem tiber dem Zentrum
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K zyklischen Teilkorper L und dessen Gruppe, also in der Form darstellbar
ist:

S = K(a,0)= L(o)
L = K(a) zyklisch vom Grade n iiber K

a,,...,a™ Y Zyklus der konjugierten
cac! = o
o" = s aus K,

wo dann zu

a=ap+o0o+-Fay_0"t

die Matrix
(o)) (65} c. (7%}
/ / !/
Sy 1 (%) . [0 7))
S@l(nil) 30{2(77'71) Oéo(nfl)

zugeordnet ist.

Dieser Typus ist zuerst von Dickson aufgestellt und untersucht. Dickson
beweist:

VI. S ist sicher dann wirklich Schiefkérper, wenn erst die n-te Potenz
von s Norm einer Zahl aus L = K(«) ist.

Umgekehrt leicht zu sehen:

VII. ist S Schiefkérper, so jedenfalls s selbst nicht Norm einer Zahl aus
L = K(a).
Bezeichnet allgemeiner ¢ den frihesten Exponenten, sodafi s Norm aus L
wird, so ist ¢ | n und besteht aus denselben Primfaktoren wie n.

Schlieflich folgt aus einem Satze von Wedderburn-Artin:
VIIL. Damit S zyklisch erzeugbar ist, ist (notwendig und) hinreichend,
dafs S einen maximalen Teilkorper L enthalt, der zyklisch ist.

Man kann natiirlich entsprechend auch die allgemeineren Begriffe bilden:
Abelsch erzeugbar, Galoissch erzeugbar, durch Koérper der Gruppe & erzeug-
bar. Das tut Dickson auch und stellt Untersuchungen dieser Typen an. Im
p-adischen Falle lassen sich alle diese allgemeineren Typen, die sehr wohl
existieren, durchweg auch zyklisch erzeugen. Das legt die Vermutung nahe:

Jeder Schiefkdrper S diber einem algebraischen Zahlkorper endlichen Gra-
des K als Zentrum ist zyklisch erzeugbar.
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In dieser Hinsicht weiff man bisher trivialerweise, dafs das fiir n = 2 gilt,
ferner durch Wedderburn, dak es fiir n = 3 gilt. Fiir n = 4 ist eine gewisse
Normierung in den neuen darauf beziiglichen Resultaten von Albert. Dieser
weist jedenfalls nach, daf S fiir n = 4 stets Abelsch erzeugbar ist. Sein Beweis
dagegen, dak man sogar stets mit & vom Typus (2,2) auskommt, mufs falsch
sein, denn es gibt, wie leicht zu sehen, solche zyklisch erzeugbare S mit n = 4,
OO die bestimmt nicht auch durch Koérper der Gruppe & vom Typus (2, 2)
erzeugbar sind. CICIC]

Fiir den p-adischen Fall ist ferner durchweg ¢ = n. Das legt die Vermutung
nahe:

Fiir jeden zyklisch erzeugbaren Schiefkorper S iiber einem algebraischen
Zahlkorper endlichen Grades K als Zentrum ist { = n.

Alle Versuche, ein Gegenbeispiel zu finden, scheiterten bisher. Fiir Kérper
mit Unbestimmten hat aber R. Brauer ein solches.

Die vorstehenden Ausfithrungen sollten vor allem dazu dienen, die Be-
deutung der zyklisch-erzeugbaren Schiefkorper fiir die Strukturtheorie der
Schiefkorper ins rechte Licht zu setzen. Das Strukturproblem ware in denk-
bar einfachster Weise geltst, wenn es geldnge, die beiden ausgesprochenen
Vermutungen zu beweisen. Um ev. zu solchen Beweisen zu gelangen, wird
man gut tun, die zyklisch erzeugbaren Schiefkérper genau zu untersuchen.
Hier erhebt sich vor allem die Frage nach der Kennzeichnung durch Invari-
anten.

Die Darstellung als verschranktes Produkt eines zyklischen Korpers mit
seiner Galoisschen Gruppe setzt ndmlich zwar die Struktur in helles Licht,
aber weder der zyklische Koérper L noch die Zahl s sind invariante Bestim-
mungsstiicke. Es erhebt sich also die Frage nach invarianten Bestimmungs-
stiicken fiir S. Damit wird dann zugleich das Identitatsproblem gelost sein:

Wann sind S = L(o) und S" = L'(c") mit o™ = s, 0’" = &' identisch?

Die Losung dieses Problems sehe ich in folgender Richtung: Fiir die Frage
ob S wirklich Schiefkérper ist, ist das Normenverhalten von s in bezug auf
den Korper L bestimmend. Das legt es nahe, die Normenrestsymbole

()

fiir alle Primstellen p von K ins Auge zu fassen. Diese Normenrestsymbole
sind im Sinne meiner allgemeinen Normenresttheorie Abelscher Korper zu
verstehen, also bestimmte Elemente der Galoisschen Gruppe von L. Wie aber
soll man diese Symbole fiir verschiedene Korper L, L', also verschiedene, nur



Gottingen 1931 65

abstrakt-isomorph zyklische Gruppen in Beziehung setzen? Das geht nun
hochst einfach in folgender Weise:

Ist L = K(a) und caoc™! = sa, also dem o die Substitution s der zy-
klischen Gruppe von L durch die Transformationsgleichung zugeordnet, so

setze man an:
(3, L) .
_ =5 P'
p

Die so definierten Exponenten e, hingen nicht davon ab, welches Element
als erzeugendes der Gruppen gewahlt wird. Geht man von s zu s, also von
o zu o iiber, so ist auch s durch s zu ersetzen, und das Normenrestsymbol
durch seine a-te Potenz, e, bleibt also invariant.

Sei ebenso o
(S , L ) _ 5/62,7
p

(87 L) (8/’ L/>
p p ’
S7L

wenn e, = e, mod n. Es ist zu vermuten, daf die so definierten (7) das
vollsténdige Invariantensystem von .S bilden:
Dann und nur dann ist S = S’, wenn fir alle Primstellen p von K

L "L
(S’ ):(8’ ),d.h. ep = €, mod n
p p
gilt.

Vom Beweis dieser Vermutung bin ich nicht mehr ganz so weit entfernt,
wie vom Beweis der beiden anderen ausgesprochenen Vermutungen; ich kann
sie im Spezialfall, daf der Grad n eine Primzahl ist, ,fast beweisen. Speziell
fiir n = 2 ist sie schon in den Resultaten meiner Dissertation und Habilitati-
onsschrift enthalten.

Im Primzahlfalle fallt zunéchst die Schwierigkeit der zweiten Vermutung
fort, es ist £ = n, und also S dann und nur dann wirklich Schiefkérper, wenn
erst s Norm aus L ist.

Der schwierigste Punkt beim Beweis ist die Tatsache, dafs (%) eine Invari-
ante ist. In dieser Hinsicht CICIC] folgt aus dem Dicksonschen Satz, angewandt
im p-adischen Korper K, und dem p-adischen System .S, ohne weiteres, dafs
jedenfalls die Alternative (%) = 1 oder # 1 invariant ist; denn sie entscheidet
ja dariiber, ob S, kein Schiefkérper ist oder doch.

so nenne ich
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Diese Invarianztatsache ist librigens der Deuringsche Beweis des rohen
Vertauschungssatzes fiir das Hilbertsche Normenrestsymbol. Denn wenn K
die n-ten Einheitswurzeln enthélt, sodaf L = K ({/a) gesetzt werden kann,
so liefert die Anwendung von (%) auf a = {/a die Multiplikation mit (‘2’7‘1),
sodak also dies letztere Symbol als Invariante dienen kann. Dann ist aber

a = n
S=K(a,0) mit cac™! = (o, also aca™t = ("o
o" = s

antisymmetrisch in @ und s, sodaf fiir die Erzeugung aus L' = K (o) die Inva-
riante (%)_1 wird. Es folgt also, daf beide Symbole (%) und (“175) gleichzeitig
1 oder # 1 sind. Aus meinem schérferen Invarianzbeweis, folgt natiirlich der

scharfe Vertauschungssatz
-1
5,0\ _ (s
(5)-(5)

Ich beweise nun die genaue Invarianz so, daf ich als Bindeglied zwischen
S = L(o) und S = L'(¢’) die p-adische Erzeugung S, = L,(m) einschiebe,

(S, ) ( | )
p p

beweise. In der Tat ist, sofern wirklich (%) # 1 ist, S, Schiefkérper und von
der zuvor angefiihrten Struktur:

Sp = Ly(m), Ly, = Kp(w)
rwr ™t = w7, (rp,n) =1
™=p

Man berechnet leicht:

, L - :
<u> =p ' 1, wenn mwn T = pw gesetzt ist,
p

sodak also die Behauptung
ep=—r, " mod n

lautet. Hierdurch ist zugleich auch die oben herausgehobene einzige Invari-
ante 7, der p-adischen Schiefkdrper als Normenrestsymbolexponent gedeutet.
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Der Nachweis von e, = —r, ' mod n ist mir nun zunéchst fiir alle p { n ge-
lungen, ferner auch fiir p | n wenn fiir die Verzweigungsart von p in L ein
besonders einfacher Typ vorausgesetzt wird. Die Erledigung fiir p | n allge-
mein ist nur noch eine technische Frage. LU

Der umgekehrte Beweis ist viel einfacher. Seien zwei zyklisch erzeugte
Schiefkorper n-ten Grades:

S=L(o) mit o"=s, S'=L'(¢") mit o" =4

/ /
<S’ L) = (S ’ L) fiir alle p.
p p

Dann ist nach dem vorigen Beweis jedenfalls S, = S, fiir alle p. Daher ist L,
fiir jedes p Zerfillungskorper fiir S, L d.h. das direkte Produkt S’L hat iiber
KL die Eigenschaft, dafs die p-adische Erweiterung (S'L); fiir jedes p aus
KL zerféllt iiber (K L)z Nach einem Satz von Hilbert-Furtwéngler zerfillt
aber ein zyklisch-erzeugter Schiefkorper n-ten Grades, der fiir jedes p zerfillt,
auch im gewohnlichen Sinne. Das bedeutet hier, dak S'L tiber KL zerfallt,
dafs also L Zerfallungskorper fiir S’ ist. Stellt man demgeméf dar:

gegeben mit

S"= L(7), T =t,
so wird nach der Voraussetzung:
(t,L) B <5,L)
p p)

also ist ¢ von s nur um eine Norm aus L unterschieden, und das bedeutet

S'=S.

1. undeutlich
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1.8 Marburg 1931
1. Zyklische Algebren von Primzahlgrad £ iiber *R.

Vortrag auf dem ,Schiefkérper-Kongrefs“, Marburg 26.2.31

A=NR(a,5) o Wurzel zykl. Polyn.
fl@)=(z—a)(z—a®) - (z—a> in &
Baf™t =a®
B=b#0 inR

2 einfach, Zentrum R, Grad ¢, Rang ¢, max. Teilkérper L = &()
Kurz A= (L,S,b), zyklische Erzeugung.
Abs. irred. Darstellung ® in L: A =& + &8+ -+ &1 8578 & aus L

60 51 gnfl
oy & &

My =
. - sn—2
—1 ' .71 L -1
bé? b &

2l dann und nur dann volles Matrizensystem, wenn b Norm [...] L;
zerfallt

2 dann und nur dann Schiefkérper, wenn erst b Norm aus L; unzerlegt

Zerfallungskorper fiir 2 vom Grade ¢ = Teilkérper von [...] vom Grade
¢ = Darstellungskorper fiir ® vom Grade £.

Problem: Kennzeichnung durch invariante Bestimmungsstiicke,
speziell Identitdtsproblem: Wann ist (L,S,b) = (L',S", V') 7
Bei festem L leicht losbar:

g = &8, 40 aus L, (k0)=1
¥ o= N

Relative Invariante: Normklasse

II. Ubergang zu Rp.
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p Primzahl, R, p-adischer Zahlkorper
2, Erweiterung auf 2R, bleibt einfach mit R, als Zentrum

Entw a.) 2, zerfallt (in volles Matrizensystem)
oder b.) 2, bleibt unzerlegt (Schiefkérper))

a.) dann und nur dann, wenn b Norm aus L,, insbes. wenn L, d.h. p in
L zerfallt

b.) dann und nur dann, wenn erst b* Norm aus L.

Im Falle b.) ist eine weitere, ausgezeichnete zyklische Erzeugung da:

A, = Ry(w,m) W = w (primitiv)
Twn Tt = WP’ (rp, €) =1
m=p

Arithmetik in 2,,: Alle ganzen Elemente bilden Integritatsbereich mit nur ei-
nem Primideal p = (), ™ = p; Restklassenkérper durch w erzeugt, endlich
vom Grade /.

Finzige absolute Invariante: r, mod ¢; bei Transformation mit beliebigem
Primelement 7 zu @ erfahrt der Restklassenkorper mod ¢ den Automorphis-
mus y — P,

Im Falle a.) sei 7, = 0 mod ¢ gesetzt.

Dann bilden die r, absolutes Invariantensystem.

III. Deutung der Invarianten durch Normenrestsymbole.

Die Unterscheidung a.), b.) kann durch das Symbol beschrieben werden:

a.) (%) =1, b.) (b’TL) #1 (Normenrestsymbol)

Nun gibt es exakte Definition dieses Symbols als Element der Galoisschen
Gruppe von L, also als Potenz von S:

(b’_L> — Sér,
p
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Bildungsvorschrift:

bp = bmod f,, by =1mod fi f Fiihrer von L

(b,
(

Haupteigenschaft dieses Symbols ist eben die obige Alternative a.), b.)
Es liegt nahe, Beziehung zwischen den 7, und e, zu vermuten.
Diese besteht:

bo=p"q,  (¢,p)=1

)£ venn

= Erz. d. Zerl. Gr. zu ¢;, und zwar dieje-
nige, die im Restklassenkorper mod g;
den Automorphismus vy — ~* erzeugt.

e~

=

)

SElw
N———

ep =0 fiir r,=0mod ¢

ep=r," 1 r,Z0mod/

Folglich bilden auch die e,, und somit die (bTL) ein absolutes Invariantensy-
stem. — Abhdngigkeit:

ZepEOmodﬁ, H(£>:1
p p p

Deurings Beweis, speziell e, = 0 mod ¢ < A zerféllt (Hilbert-Furtw.) Beweis
bisher leider nicht einfach. Fiir relative Invarianz leicht zu sehen.

NB. Deutung auch der r, durch Normenrestsymbole moglich:

W, = S)ﬁip(w) Sy = (W - Wprp)

(p—’ mp) = 577‘51
p

I'V. Vollstandigkeit der Invarianten.

b, L v, L
(’7)5( ’p ), d.h. e, = ¢, mod
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Dann auch
—_ !
Ty =T, mod /.

Wegen der Einzigkeit der r,-Invarianten also:
A, = A,

p der Sorte a.) und Sorte b.) sind insbesondere fiir 2l und 2’ dieselben.

p Sorte b.) Dann L, Zerfillungskorper fiir 2, also 4 x L, = (' x L),
zerféllt tiber L,

p Sorte a.) Dann ev. p in L zerlegt in mehrere p. Jedenfalls gilt dann stets

(A" x L),  zerfallt tiber L,

denn schon
A’ zerféllt iber R,

P

Also
(A" x L),  zerfallt fiir alle p aus L.

Wenn nun L' # L, ist A’ x L ebenfalls zyklisch iiber L, erzeugt als (L'L,S', ¥') L.
Aus dem vollstandigen Zerfallen folgt:

(b’, L/L)
=1.
p

Daraus aber nach dem Hilbert-Furtwinglerschen Satz:

b Norm aus L'L in L,

d.h.
A' x I zerfallt iiber L.

Also ist L Zerfallungskorper vom Grade £ fiir 21. Daher auch Teilkérper von
2. Fiir L’ = L ist das von vornherein klar.
Sei demgemaf A" = (L, S, ¢) zyklisch aus L erzeugt. Dann nach Voraus-

setzung
/ L L
= (5= ()=
p p

1. undeutlich
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also
be ' L
() =
b
bc™' = Norm aus L
A = A

Damit also A" = A ist, ist notwendig und hinreichend, daf$ die Invarian-
tengleichheit (%) = (%) gilt.

V. Verallgemeinerung auf zusammengesetzten Grad n und

beliebigen algebraischen Grundkorper K endlichen Grades.

Index m =Grad d. Div. Alg. 98 i.d. Wedderburnschen Zerféllung 2l = 8 x N

Exponent mg =frithester Exponent, fiir den 5™ Norm aus L?

Satz. mg | m und enthdlt jeden Primteiler von m.

Beweis. Zuriickfithrung auf Index u. Exponent eines Faktorensyst. Namlich
fiir © bzgl. L ist

{ 1 fir 0Spu+v<n
CLSM7SM+V ==

< <
b ptvsn } Osp<n, 0=v<n

Allgemein ist solches Faktorensystem dann und nur dann ~ 1, wenn b Norm
aus L. Denn
a.) ist ¢ ~ 1, so

5175u€5u75u+v . gl,Sf‘gls,uSV
&1 5utv §1smtv

n—1
b= H crsnsntt = N(E1s)
n=0

Cl7su75u+u =

b.) ist b = N (&) = 5+ 5"" 50 setze man

Sk

e l/_]‘
Eror = T L gt = 1,5

2. undeutlich
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und hat dann

&1,51Esm sutv
C s uty = ————"—m ~ 1
§1,sutv

Nun entspricht dem Faktorensystem c* die Zahl b*. Das beweist alles.
Anstelle der Unterscheidung a.) b.) tritt jetzt fiir jedes einzelne p eine
Unterscheidung in unsere Typen:

2, einfach tiber K, als Zentrum
A, =B, x M,

Index m, unterscheidet die Typen

Satz. Ezponent mo, = my,.
Typen also auch durch die Ordnung m, von (%) unterschieden.

Diese daher absolut invariant.

Vermutung. Uberdies

selbst invariant, und wieder

ep =T, ' mod m,

Beweis deshalb vorldufig nicht gelungen, weil Theorie der expliziten Formeln
fiir die Normenrestsymbole nicht geniigend bekannt. Auch macht die Ad-
junktion der my-ten Einheitswurzeln hier Schwierigkeiten, da der Grad ihres

Korpers nicht notwendig prim zu m,,, wie fiir Primzahlgrad

Vollstindigkeit 1af5t sich ebenso folgern, allerdings unter Benutzung des Ana-
logons Hilbert-Furtwanglerschen Satzes, das bisher fiir zusammengesetzten
Grad nicht bewiesen.

Insbesondere wiirde sich mit diesem Satze auch ergeben:

Index m = Exponent my.
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1.9 Halle 1931

Der Wittsche Beweis des Wedderburnschen Satzes iiber endliche
Schiefkorper.

Vortrag Halle, 1. Juli 1931.

S Schiefkérper, d.h. Kérper abgesehen ev. vom komm. Ges. d. Mult.
Wedderburnscher Satz. Ist S endlich, so ist & kommutativ, d.h. Korper.

Beweise von Wedderburn, Artin, R. Brauer, E. Noether; kompliziert oder
kunstvoll. Neuer, ganz elementarer Beweis von Witt (Herglotz-Schiiler, Got-
tingen); benutzt allgemein die Idee, mit der Wedderburn gewisse Ausnahme-
falle erledigt.

1.) Der Beweis beruht auf der Betrachtung gewisser Teilschiefkorper von

G:
a#0 aus 6

N, = Gesamtheit der mit a vertauschbaren

Elemente aus S

= Normalisator von a in G,

3 = Gesamtheit der mit allen a # 0

(und natiirlich auch mit 0)
vertauschbaren Elemente aus &

= Durchschnitt aller 91,

= Zentrum von G.

Hilfssatz 1. Ist T Teilschiefkorper von &, so ist die Elementzahl von & eine
Potenz der Elementzahl von X.

Beweis. © besitzt eine Basisdarstellung
a=aX+ - +aX,

WO aq,...,a, ein festes Maximalsystem in bezug auf T rechtsseitig lin. un-
abh. Elemente aus & ist, wahrend Xi, ..., X, unabhéngig von einander alle
Elemente aus ¥ durchlaufen. Fiir die Elementzahlen folgt daraus:

s=1".
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Anwendungen (Lateinische Buchstaben bezeichnen stets die zu den deut-
schen gehorigen El. Zahlen):

x = 2"

ng = 2'° s=(2")%  also 7, |

2.) &%, M, 3* seien die Gruppen, die durch Auslassung der 0 entstehen.

Elementzahlen
$1, MNg—1, z—1.
also

2l =1, -1, z-1
M = Normalisator von a in &*

3* = Zentrum von &%

Der Beweis beruht nun auf der Zerlegung von &* in Klassen konjugierter
Elemente:
& =) ¢

wo a im folgenden ein festes Repriasentantensystem dieser Klassen durchlauft.

Hilfssatz 2. Die Elementzahl c, von €, ist gleich dem Index des Normali-
sators M. in G*.

¢, = {z7tax} x lauft durch &*

ca = Anz. der versch. unter den z laz
Nun
ylay =rlar — (yr Y layr ' =a
o yr T in N« yin NEX
Ist also

& =) M
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die Zerlegung in Restklassen von &* nach ¥, so ist ¢, die Anzahl dieser
Restklassen:

_Ord@’k s—1 Zr—1

S OordNME my— 1 zre — 1

cq = Ind9T, in &"

3.) Die Elementebilanz von &* liefert nun:

s—lcha

a

=Yy

a

d.h.

Hier trennen wir diejenigen Summanden ab, fiir die r, = r ist:
ro=r—MN =6"-=N,=6<ain 3"
Also

rzt—1
T—1=2z-1
< < + Z ZTa J— 1’
a
/
Wwo in E alle r, Teiler von r sind, die kleiner als r sind.

4.) Situation ganz analog zu Existenzbeweis des Zentrums > E einer p-
Gruppe &. Dort liefert Klassenaufzéahlung:

g=2z+ Z/Caa

und es resultierte aus z = 1 durch Betrachtung mod p ein Widerspruch.
Es handelt sich jetzt darum, einen geeigneten Teiler zu finden, der fiir
=1

2T — 1

r > 1 zum Widerspruch fiihrt, also etwa der dann in 2" — 1 und den

aufgeht, aber nicht in z — 1.
Ein solcher Teiler ist nun das r-te irreduzible Kreisteilungspolynom:

HOEN | N CET
(k,r)=1

Bekanntlich ist es ein ganz-rationalzahliges Polynom.
Ferner ist
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z'—1

)

z"—1
(z7e —1) fr(2)

letzteres weil r, | r und r, < r.
Daher folgt

fr(z) | z— 1L

27wik
T

> z—1:

Es ist aber jeder Faktor ‘z —e€

also |f,(2)| 2 z— 1, und = z — 1 nur fir r = 1.

ganzzahliges Polynom fiir max z,

also ganze Zahl

fur

7

unser z
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1.10 Zirich 1932

Vortrag Ziirich September 1932 (Kiel, November 1932)

Grundbegriffe:

halbeinfache Algebra A = Algebra ohne nilpotente Ideale aufter 0
(von Null versch. Basisdet.)
einfache Algebra A = Algebra ohne Ideale aufer 0, A
Divisionsalgebra A = Algebra ohne Nullteiler aufter 0
(Schiefkérper endl. Ranges)

Wedderburnsche Struktursatze:

I. Jede halbeinfache Algebra ist (eindeutig bis auf die Reihenfolge) als
direkte Summe einfacher Algebren darstellbar (und umgekehrt).

I1. Jede einfache Algebra ist (eindeutig bis auf innere Automorphismen)
als volles Matrizensystem tiber einer Divisionsalgebra darstellbar (und um-
gekehrt).

Hierdurch Strukturprobleme auf Untersuchung der Divisionsalgebren zu-
riickgefiihrt.

Losung fiir den Fall eines algebraischen Grundkorpers €2 im letzten Jahr
gelungen; ergibt sich durch Kombination von

a.) algebraischer Theorie von R. Brauer und E. Noether (fufsend auf Dick-
son, Speiser, Schur),

b.) arithmetischer Theorie von Hasse (fuktend auf Hensel, Speiser).
a.) Einiges aus der algebraischen Theorie.

Da Zentrum algebraisch von endl. Grad tiber Grundkorper €2, ohne Ein-
schriankung €2 selbst Zentrum; normale Algebra tiber (2.

Nach zweitem Struktursatz gehoéren Divisionsalgebren D und Matrixal-
gebren A = D, dariiber eng zusammen; Klasse 2, charakterisiert durch D.
Grad m von D heift Index von 2; Grad von A ist dann n = mr. Klassen 2
bilden bei direkter Multiplikation Gruppe & (R. Brauer)
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Algebraischer Hauptsatz (R. Brauer, E. Noether):

Zerfallungskorper K von 2 vom Grad n = Teilkorper max. Grades n

(Erweiterung 2x = Hauptklasse K) von A =D, (n=rm)
(Darstellung als verschr.
Prod. zu K,

insbes. im galoisschen Fall)
Speziell, wenn K zyklischer Korper 7, ist A als zyklische Algebra darstellbar:

A=Z+uZ+ - +u'Z
zu=wuz> (zbel.in Z,S erz. Aut. von Z) 3, kwrz A= (a,Z,5).

u"=«a in S

Diesen Typus zuerst von Dickson eingefithrt und in seiner Bedeutung fiir
Strukturproblem erkannt.

b.) Finiges aus der arithmetischen Theorie.

Durch Studium von D an den einzelnen Primstellen p von () ist jeder
Klasse 2 in eindeutiger invariant definierter Weise ein System von Restklas-
sen

zugeordnet. Dabei

A =2 « (%) = (%) mod 1 fiir alle p (Hasse-Brauer-Noether ||

Albert)

(invariante Charakterisierung
der Klasse )

(ﬂfb) _ (ﬂ?) i (9‘?) mod 1 (Gruppe ®)

Summenrelation Z (%) =0mod1
p

Umgekehrt: Jedes Zahlsystem g, mod 1 (mit naturgem. Einschr. bei den un-
endlichen p) mit Z 0p = O mod 1 tritt als Invariantensystem einer Klasse

p
2 auf; damit Struktur der abelschen Gruppe & vollstandig erkannt (Unter-
gruppe eines direkten Produkts).
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Arithmetischer Hauptsatz (Hasse)

Kriterium fiir Zerfallungskorper: K alg. Kérper vom Grad n, Zerlegung
nach p:

b= Tl.H;BjT? N(ml>:pfla eifi:nmm
(P; Grad von K = Grad von Kgy,)

Z N, = N.
i=1
K Zerfallungskorper von A < m,, | ng, fiir alle p, 7.

D.h. die notwendigen Teilbarkeitsbedingungen an den sémtlichen Primstellen
p sind zusammengefafkt auch hinreichend; Zerfallungskérper im Grofsen dann
und nur dann, wenn Zerfallungskorper iiberall im Kleinen.

c.) Anwendungen.

1.) Losung des Strukturproblems der Divisionsalgebren.

Es existieren zyklische Zerféallungskorper Z fiir jeden moglichen Grad n =
mr (Hasse, Grunwald), insbesondere fiir m selbst als Grad. Demgeméf tritt
den beiden Wedderburnschen Struktursétzen zur Seite:

III. Jede Divisionsalgebra iiber einem algebraischen Zahlkorper ist als
zyklische Algebra (iiber ihrem Zentrum) darstellbar. — (Zyklisch im Grofen,
weil zyklisch iiberall im Kleinen)

Fiir die Fille n = 2,3,4 wurde das bereits von Dickson, Wedderburn,
Albert bewiesen.

Die Darstellung ist nicht eindeutig, und es gilt auch nicht die Umkeh-
rung. Aber in beiden Richtungen gibt obige Invariantentheorie erschopfende
Auskunft.

IITa. Jede zyklische Algebra A = («, Z,S) ist einfach und normal tiber
Q. Thren Index m gibt die fritheste Potenz von «, die Norm aus Z ist. Ins-
besondere ist also A Divisionsalgebra dann und nur dann, wenn zuerst a”
Norm aus Z ist.

IITb. Zwei zyklische Algebren A = («a, Z,S) und A" = (o/,2",S') sind

dann und nur dann identisch, wenn ihre Invarianten

(§)= ()
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fiir alle p sind.
Dabei berechnen sich die Invarianten (%) aus dem Normenrestsymbol

(%) nach der Regel:

<é> = (ﬁ) mod 1, wenn (M> =S¥
p n p

Diese Regel kann umgekehrt als Definition des Normenrestsymbols auf lokale
Art benutzt werden (E. Noether, Chevalley, Hasse). Sie 1a5t den [...] Satz
der Klassenkp. i. Kl. unmittelbar erkennen.

2.) Aus der obigen Summenrelation ergibt sich bei Anwendung auf zykli-
sche Algebren die Produktrelation fiir das Normenrestsymbol

() -

p

d.h. das Hilbertsche Reziprozitiatsgesetz fiir zyklische Kérper Z. Daraus er-
schliefst man dann leicht auch das Artinsche Reziprozitatsgesetz fiir Z (insbes.
d. [...] Satz der Klassenkp Th. i. Gr.)

Voraussetzung aus der Klassenkorpertheorie dabei der Umkehrsatz im
zykl. Fall, d.h.

a.) die analytische Theorie, h < n;

b.) die arithmetische Theorie, h 2 n, und zwar bestehend aus

«.) Dem Nachweis der entsprechenden Tatsache im Kleinen (fiir die ein-
zelnen Primstellen p). — Das geht bereits sehr einfach hyperkomplex
(Chevalley, Hasse); siche oben.

(3.) Dem Nachweis einer analogen Tatsache fiir das Komplement von endl.
vielen Primstellen [...] [...] [...] — das mufl noch hyperkomplex
durchdacht werden.

3.) Aus dem Kriterium fiir Zerfallungskorper folgt leicht die Antwort auf
eine berithmte I. Schursche Frage: Die absolut-irreduziblen Darstellungen
einer endlichen Gruppe der Ordnung n sind stets im Kérper der n”-ten Ein-
heitswurzeln fiir hinreichend hohes h maoglich. (Hasse)

Ob man schon mit den n-ten Einheitswurzeln auskommt, ist noch un-
bekannt. Man muf dazu die Diskriminanten der einfachen Bestandteile des
Gruppenrings genauer untersuchen.

1. undeutlich
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4.) Das Kriterium fiir Zerfallungskorper zeigt einen einfachen Zusammen-
hang der Theorie der Algebren mit dem Zerlegungsgesetz der allgemeinen
Zahlkorper. Schon heute steht fest, dal man hier an der Quelle der lange
erstrebten Klassenkorpertheorie der allgem. galoisschen Zahlkorper ist. So
konnte ich gestiitzt auf das Kriterium bereits den Findeutigkeitssatz dieser
Klassenkorpertheorie beweisen:

Ein galoisscher Kérper K ist durch die von ihm zerfillte Untergruppe & x
der vollen Algebrenklassengruppe eindeutig bestimmt.

Allgemeiner gilt der Anordnungssatz:

K§K’<—>Q§K§Q5K/.

Allerdings geht aus den Untersuchungen von Artin, E. Noether und mir her-
vor, daf zum vollen Aufbau dieser Klassenkorpertheorie, insbesondere zum
Aussprechen des Existenzsatzes, Isomorphiesatzes und Zerlegungsgesetzes,
noch ein wesentlicher Gedanke fehlt.
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1.11 Kiel, Hamburg 1932

Uber das asymptotische Verhalten von
Kongruenzlosungsanzahlen mod p.

Kiel,

Vortrag { Hamburg

} November 1932.

0.) Zur Einiibung der Fragestellungen und Begriffe beginne ich mit einem
ganz einfachen Beispiel, ndmlich der Fermatschen Kongruenz

a:é%—ye—{—zfz .

Im folgenden sind alle Kongruenzen stillschweigend nach einem Primzahl-
modul p verstanden, der als Grundvariable zu betrachten ist. Es kommt auf
p — oo an; daher diirfen vorkommende Konstanten o. B.d. A. # 0 angenom-
men werden. In unserem Falle ist es ferner keine Einschriankung, wenn man
(| p— 1 annimmt; denn allgemein ist die Losungsanzahl obiger Kongruenz
dieselbe wie fiir

$€o+y€0+2«5050 mit goz(ﬁ,p—l),

weil dann z{? = 2 eindeutig nach 2 auflésbar ist.

Schur hat gezeigt, daf jene Kongruenz fiir hinreichend hohes p stets (mit
xyz # 0) losbar ist und auch eine untere Grenze fiir p angegeben, ndmlich

p>e-l+1.

Aber sowohl der Schursche Beweis (kombinatorisch) als auch seine Grenze
fiir p sind lange nicht so gut, wie der folgende sehr einfache und verallge-
meinerungsfahige Beweis von Mordell und Davenport (2 Varianten derselben
Methode):

Natiirlich interessiert man sich nur fiir nicht—identische Losungen, kann
also sogleich die inhomogene Kongruenz

4yt +1=0

zugrundelegen. Die fragliche Methode ist aber ebenso anwendbar auf den
etwas allgemeineren Fall

ax™ +by"+c=0, woo.B.d.A. mn|p—1 und a,b,c#0.
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Sei N die Losungszahl dieser Kongruenz. Dann hat man:

N = %Ze[t(awm—l—by"—l—c)].

z,y,t

Dabei soll, wie stets im folgenden, die Summation immer iiber ein volles
2mi

Restsystem mod p erstreckt werden, und es bedeutet allgemein e(u) = e »
Man findet heraus:

1 1 /
N=- Z Ze(taxm) . Ze(tby”) ce(te)=p+—) ooe-
p t T Y b t
Nun ist

Z (tax™ Z Z Xm(&)e(ta&)

£ Xm
wo X, die m Charaktere nach der
Gruppe der m—ten Potenzreste mod p
durchlauft; denn dann ist Y x,,(€) die

Xm
Anzahl der Losungen von & = x™.
Also weiter
B etta) = ) 0 = S, 016
x Xm

wo G(xm) = Z Xm(&)e(€) die zu x,, gehorige Gausssche Summe ist, Betrag
/P- Daher

N = p+- Z > X (@)X (0)G (i) G (X0 )Xo X (Ve )

t XmsXn
p XmsXn
und somit
IN —p| </p-mn, oder N =p+0(/p),
und also

N >0, wenn p>m?n’
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Im Falle der Fermatschen Kongruenz interessiert man sich fiir Losungen
mit xy #Z 0. Solche mit zy = 0 gibt es hochstens 2¢. Um dann N > 2¢ zu
erreichen, geniigt es p > (¢2 + 1)? zu nehmen. Das ist viel besser, als die
Schursche Schranke e - /! + 1.

Mit analogen, komplizierteren Methoden haben Dickson und Hurwitz eine
noch etwas bessere Schranke gefunden; jedoch ist die Verbesserung nicht
wesentlich, das Hauptglied ist nach wie vor ¢4, und uns interessiert das hier
nicht weiter. Wir vermerken nur noch folgendes:

Reduziert man die Restabschatzung auf ihren Mittelwert, so schreibt sich
das allgemeine Resultat so:

N=p_ (‘)(p_%) oder 1N =1+ (‘)(p_%).
p p
Wir werden sehen, daf dies eine bestmdgliche Restabschatzung im Sinne der
spateren Uberlegungen ist.

1.) Wir beginnen jetzt systematisch mit der Untersuchung von Kongru-
enzlosungsanzahlen mod p, indem wir zundchst die allgemeine Kongruenz in
einer Variablen x behandeln. Es handelt sich also um die Losungsanzahl N,
von

fm(ff) = CL,
wo mit f,,(x) irgendein Polynom hochstens m—ten Grades bezeichnet sei.
Natiirlich ist N, durch den Grad m beschréankt (aufer fir m = 0). Wenn

man will kann man f(x) ohne absolutes Glied annehmen, was ja durch Wahl
von a kompensiert werden kann. Man weifs auch noch trivialerweise

ZNa:p.

Wir fiihren die Verteilungsfunktion

S(fn) = %Ze(fm(w)) - %Zwa)

(p — oo, Konstanten prim zu p)
( Bedeutung von e(u) )

Summation

ein. Sie zeigt durch ihr Kleinwerden eine gleichméfige Verteilung der Funk-
tion N, auf das Restsystem a an:
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Vollig gleichverteilter Fall: S(f1) =0, alle N, = 1, (fi(x) = ag + ayz mit
aq §é 0)
Einer ungleichmafigen Verteilung entspricht ein groker Wert der Verteilungs-
funktion:
Extremer Fall: |S(fo)| =1, alle N, = 0 bis auf N(ag) = p.
Allgemein ist jedenfalls
Sl £ 1.

Die Funktion S(f,,) ist als Mittel aus allen p-ten Einheitswurzeln e(a) mit
den Gewichten NN, anzusehen.
Néchsthoherer Fall:

S(f2) = %Ze(ao—l—alxjtagﬁ), (ag £ 0)

T

Dies reduziert sich sofort auf die Gausssche Summe %Ze(aggf), und man
Yy
weils also:

[S(f)l =p>.
Auch in gewissen hoheren Fallen 1aft sich S(f,,) noch auf Gausssche

Summen zuriickfithren, ndmlich z. B. fiir f,,,(z) = ap + a,,2™, und man findet
dann jedenfalls

N

S(fm) =0(p2), (Bedeutung von Q)

wenn auch kaum exakte Formel mehr fiir den Betrag.
Hiernach liegt es nahe zu vermuten, daf allgemein (von dem extremen
Fall m = 0 fortan abgesehen) gilt:

S(fm) = 0(p~2).
Diese Vermutung ist bis heute noch nicht bestétigt.

Man kann jedoch iiber die Trivialitdt |S(f,,)| < 1 hinausgehende Aussa-
gen gewinnen. Der erste, der das allgemein anfafite, war H. Weyl mit seiner
schonen Gleichverteilungsmethode, die in iterierter Potenzierung des absolu-
ten Betrages und Anwendung der Schwarzschen Ungleichung besteht. Weyls
Methode liefert:

S

S(fm) = O(p~777)
(Es sei allgemein bemerkt: Alle unsere Fehlerglieder sind absolut, d.h. auf
den mittleren Wert 1 der zu untersuchenden Anzahlfunktion — hier N, —
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normiert; sie sind stets von der Form O(p~") mit positivem r — r = 0 wére
trivial — und je grofer r ist, umso besser die Abschétzung; in nicht—linearen
— vollig gleichverteilten — Féllen kommt man nie % hinaus, wahrend man %
nur selten erreicht; es ist leicht zu zeigen, dafs % oder % + e der bestmogliche
Fehlerexponent in allen unseren Fillen ist.)

Weyls Methode ist aber fiir unsere Zwecke viel zu grob. Sie beriicksichtigt
gar nicht die arithmetische Eigenart unseres Problems, da sie auf beliebige
reellzahlige Polynome f,,(z) anwendbar ist.

Mordell hat nun eine auf dhnlichen Gedanken aufgebaute Methode ent-
wickelt, die fiir dieses und hohere Probleme viel bessere Resultate gibt, als
die Weylsche Methode. Sie liefert hier:

S(fm) = O(p~m).

Ich will die Methode an dem vorliegenden Problem genau auseinandersetzen,
da sie mir von allgemeiner Bedeutung zu sein scheint. Sie beginnt wie die

Weylsche Methode:

S(fu)]? = %Zeum(x) ~ fu)

x7y

Wiéhrend aber Weyl jetzt © — y = h als neue Summationsvariable einfiihrt
und die Schwarzsche Ungleichung anwendet, geht Mordell direkt zu hoheren
Potenzen des Betrages iiber:

1S(fm) |2k Qk Z fm 1) fm(yl)) +ot (fm(xk) - fm(yk))L

Tk Yk

und summiert nunmehr tiber alle betrachteten Polynome f,,. Er setzt dabei
die f,, bereits von ihren absoluten Gliedern befreit voraus, was auf den Betrag
von S( f,) nichts ausmacht. Dann gibt es p™ verschiedene Polynome f,,, (mod
p gerechnet). Man erhélt so

SOIS(fm))? = %Z Z [a1(Xi = Vi) + - + an (X" = V™))
fm

Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt: X' = zf + --- + . Die Z zerspaltet

sich in ein Produkt von Summen des Typus Y e(a, (X} Y“ ), und diese

ap
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sind p oder 0, je nachdem X}' = Y} oder nicht.
Also:

1
> 1S(fn) [ = T V|
fm

Fiir k = 1 folgt N = p, also >_ |S|?> = p™~1. Von den p™ — 1 Summanden fiir
fm

m—1
P _ —1Y .
T = O(p~') sein, d.h. mindestens

fm # 0 muf also mindestens einer =
ein | 8] = O(p %)

Als bestgeeigneter Wert fiir £ erweist sich hier £ = m. Dann kann man nédm-
lich die Losungsanzahl unseres Kongruenzensystems sehr genau abschétzen.
Das System fordert ja dann das Ubereinstimmen der ersten m Potenzsum-
men der x; und yg, also nach den Newtonschen Formeln (p > m) auch ihrer
elementarsymmetrischen Funktionen. Bei beliebig gegebenen 1, sind also die
x;, dann bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Man erhélt somit hoch-
stens m!p™ Losungen. Somit gilt:

12) ISP < ml = 0(1).
fm

Nun kommt der Hauptgedanke. Die Gesamtheit der Polynome f,, besitzt
Substitutionen in sich, erzeugt durch ganze lineare Substitutionen der Va-
riablen x (immer unter Auslassung des absoluten Gliedes), und zwar mod p
gerechnet p(p — 1) solche. Dabei dndert sich jeweils der Betrag von S(f,)
nicht. Dafl eine solche Substitution ein Polynom f,, in sich iiberfiihrt, kann
vorkommen; ist aber &’ = ax + [ eine solche Substitution, so legt der hoch-
ste Koeffizient o = 1, also a hochstens m—deutig fest und der zweite dann
[ eindeutig, sodafs hochstens m solche Substitutionen fiir jedes f,, existie-
ren, jedenfalls fiir die nichtlinearen f,,. Die linearen lassen p Substitutionen
zu, das Nullpolynom alle p(p — 1). Léft man die letzteren aus der Summe
fort und summiert im iibrigen nur {iber nicht-dquivalente f,, — Bezeichnung

E " —, so erhélt man eine Abschéatzung
_— — ]_
o 2 ISUP =00

also sicherlich fiir nicht-lineare f,,

[S(fm) ™ = O(p7%).
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Daraus folgt )
S(fm) =0(p ™), w.z. b.w.

Die Mordellsche Methode gibt in ihrer ersten Hélfte eine genaue Formel
fiir den Mittelwert:

1

1
— S(F)F=—=—N{| ..........
pm%:l (fm)] T

bei beliebigem k. Nimmt man an, daf alle S(f,,) von derselben genauen
Grofenordnung sind, so muf dieses die des Mittelwerts sein, d.h. (k = m):

|S(fm)|2m = [..] O(pm) = O(pm)
pl---

woraus )
S(fm) = 0(p~2)

folgen wiirde. Die Schwierigkeit des Problems liegt aber gerade darin, daf
man nicht genug Automorphismen zur Verfiigung hat. In f,, stecken p™ Pa-
rameter, aber nur O(p?) kénnen durch Automorphismen eliminiert werden, es
bleiben also O(p™~2) unabhingige Parameter. In allen dhnlichen Problemen
erhilt man die bestmégliche Abschétzung O(p~2) nur dann, wenn man alle
Parameter durch Automorphismen entfernen kann.

Man konnte im Anschlufs an die Mordellsche Methode darauf kommen,
anstelle der Elimination der Parameter bei festem, moglichst glinstig gewéahl-
tem k vielmehr durch & — oo das grofte Glied in der Summe links heraus-
zuholen und abzuschétzen (Bernoullische Naherungsmethode!). Dazu miifite
man die Losungsanzahl des Kongruenzensystems

in 2k Variablen xy,y, sehr genau abschitzen. Der Hauptgrund, weswegen
der ganze Gedanke auf Schwierigkeiten stofst, liegt zunéchst darin, daf in
der Summe links das Nullpolynom mit vorkommt und sicherlich das gréfste
Glied liefert: S(0) = 1. Ihm entspricht rechts das Hauptglied der Losungs-
anzahl, nimlich p?*~™ entsprechend der Anzahl 2k der Unbekannten und m
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der Kongruenzen. Man hat also unter Auslassung dieser Glieder:
! 2%k 1 2%k—m
D ISUm)P = (N =p™7™),
o b

und es kommt daher auf die Restabschétzung unserer Kongruenzlosungszahl
an. Die Theorie der Kongruenz f,,(z) = a mit nur einer Unbekannten x aber
Parametern wird durch die Mordellsche Methode zuriickgefiihrt auf die Theo-
rie des Kongruenzensystems X, = Yj,..., X" = Y,” mit 2k Unbekannten
Tk, Yy aber ohne Parameter, (und umgekehrt!).

Wiifste man fiir dessen Losungsanzahl eine Abschatzung:

1

kafm' (N — p2k—m) _ O(p—k:-&-r(m))’

wo r(m) nicht von k abhéngt, so folgte auch:
[S(fm) [ = O(p~"7™)

und somit

fiir jedes k, d.h.

S(fm) = O(p~2*%).

Aber die Behandlung des Kongruenzensystems ist sehr schwierig, und bis
jetzt kommt man so nicht weiter.

Es gibt einige Félle [von den parameterlosen Féllen (Gausssche Summen)
abgesehen|, wo man iiber die Mordellsche Abschitzung hinauskommt, nam-
lich zunéchst den Fall m = 3. In diesem hat Davenport allgemein gezeigt,
daf gilt: ,

S(f?)) = O(p_g)7
also besser als Mordells O(p~3), aber noch nicht O(p~2). Davenports Metho-

de ist sehr speziell, aber sie lafst sich unserem Grundgedanken mit den Au-
tomorphismen unterordnen; er macht von der speziellen Tatsache Gebrauch,
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daf sich die kubische Gleichung durch Wurzelzeichen auflésen laft, und be-
nutzt insbesondere gewisse quadratische Automorphismen zur Zuriickfiih-
rung auf Gausssche Summen, entsprechend der bei der Auflésung auftreten-
den Quadratwurzel. —

Ferner noch Davenport allgemein: S(f,,) = O(piﬁ), wo myg Zahl einer der Formen
2¥.3 - 2¥ unter m inkl. m 1

Ferner hat Mordell noch die bessere Abschitzung
i
S(fm) = O0(p~>)

bewiesen fiir spezielle Polynome f,,, ndmlich solche, die genau r nichtkon-
stante Glieder enthalten. Auch dies ist manchmal besser als O(p*%), namlich
wenn wirklich Glieder fehlen. Die Methode ist dieselbe, nur daf man hier nur
die p—1 Automorphismen x’ = ax zur Verfligung hat, die die vorausgesetzte
Struktur von f,, invariant lassen. Daher nur 2_1r statt des fritheren %

Dies Mordellsche Resultat gilt auch wenn die Glieder negative Exponenten
haben. Uberhaupt ist ja unsere Fragestellung naturgemsif auch auf beliebige

rationale Funktion R(z) statt der Polynome f,,(z) anwendbar:

wo jetzt nur die Nullstellen des reduzierten Nenners von f(z) von der Sum-
mation auszuschliefsen sind und die Division natiirlich mod p zu verstehen ist.
Hier hat man jetzt zwar O(p®) Automorphismen 2’ = :iig , aber die Mordell-
sche Methode iibertréagt sich nicht so ohne weiteres. Eventuell kommt man

durch Partialbruchzerlegung von R(z) zum Ziel.

Ein Spezialfall interessiert hier besonders, namlich die sog. Kloosterman-
schen Summen:

S(ax + b ') = Z%Z/e(ax+bx_l), (a,b#0).

T

Sie messen sozusagen die Gleichméfigkeit der Verteilung der Reziproken mod
p. Am einfachsten sieht man das, wenn man den einen Parameter a durch
den Automorphismus ax = 2’ entfernt und dann schreibt:

S(x —az™t) = 1z:le(x - %x_l) 1 Z e (u—;—v) = %ZNae(a),

p p

x UV=Q

1. Ende des Satzes undeutlich
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wo jetzt N, angibt, wie oft von zwei zu a symmetrisch gelegenen Resten u, v
das Produkt uv = o wird.
Fiir diese Summen gibt das Mordellsche oben genannte Resultat (r = 2):

S(ax + bzt = (f)(p_i).

Das hatte schon Kloosterman bewiesen, der bei verfeinerten Untersuchun-
gen der singuléren Reihen aus der Hardy-Littlewoodschen Theorie auf diese
Summen gekommen war.

Neuerdings haben jedoch Salié und Davenport unabhéngig voneinander
S(az + bz~ ) = O(p~3)

bewiesen. Natiirlich vermutet man auch hier O(p~2).

Schliefslich sei noch gesagt, dafs sich auch das allgemeine quadratische
Ry(z) auf eine Kloostermansche Summe reduzieren lafst. Eine Beziehung der
Kloostermanschen Summen zu quadratischen Gleichungen erkennt man ja
u+v=2a }

bereits an unserer homogenen Schreibweise: { w — o

Ferner hat Davenport noch bewiesen:

S(az™ +bx*") = O(p~
S(az™ +bx™™) = O(p~

wl= oolw

; }n #0 (pos. oder neg.)

2.) Der néchsthohere Fall sind die Kongruenzen mit zwei Variablen z,y,
also ganz allgemein f(z,y) = 0 mit Polynomen f(z,y). Hier ist vor allem der
Spezialfall f(z,y) = fn(z) — y" untersucht, wo ohne Beschrankung n | p —1
angenommen werden kann. Ich bezeichne ihre Losungszahl mit

N(fm(x) = yn) = N(fm;n).

Thr ungefihrer Wert ist p, weil zwischen den p? Wertsystemen z,y eine Be-
dingung festgelegt ist. Wir werden also studieren den Mittelwert. Trivial ist
die Abschéatzung N(fm(x) = y”) < np, weil zu jedem z hochstens n Werte

y gehoren.
N(fm,n) 1
Nlfmon) _ Lyes oy,
p p
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Darstellung durch Exponentialsummen:

N(fmsn) = %ZZXn(fm(ﬂf))
[ =Xl =] ]
- 1+12 Z,Xn(fm(x))
- zz S elthnle) ]
Lt ZZ/Gfm Xn)
[—1+ Z (X)X (= an e(tfn(e)) ]
_ Z GXn ZIXn et fm(z

[—HZ'X" S x) }
- 1+ZGX” an e(t fn(a

= 1+Z e(Xn) * S(frms Xn)s  Wo  [e(xn)] =1

und

fmaXn :_ZXn tfm

NB. Es kommt nur n > 1 und X» # x1 in Frage! Fiir n = 1 wissen wir ja auch schon N(fm(z) =y) =
> Ng = p. Und allgemein ist fiir x1: Y. x1(¢)e(tfm(z)) =
a t,x

Hiernach gilt:
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Einfachster Fall, m = 1:

S(f1,xn) =0; denn

an(t)c‘f(t(ao + alx)) = ZXn<t)€(ty), (al 2 0)
- Zyn(y) ) G(Xn) =0, weill x,#x1

Wieder vermutet man allgemein:

S(fns Xn) = O(p2),

also dann

“N(frin) =1+ 0(p2),

und man vermutet auch dasselbe fiir %N ( flz,y) = O) bei beliebigem absolut—
irreduziblem f(z,y).

Hier ist die Anwendung der Mordellschen Methode komplizierter. Fangen
wir ndmlich an:

S (foms Xn) 32Xn tfm( >_ufm(y))7

so wiirden beim sofortigen Weiterpotenzieren in die Charaktere Produkte
ty...tg, uy ... ux eingehen, und eine Summe iiber die Losungen gewisser Kon-
gruenzen mit jeweils diesen Charakterwerten als Summanden entstehen. Das
ist nicht brauchbar. Jedenfalls kann man aber folgendes tun:

_Z|S fm7Xn 32 m( ))}

t,x,y

(NB. Dies Mittel hat die Ordnung O(p~1), wenn wirklich S(fn, xn) = O(p~2) gilt.)
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und jetzt durch Potenzierung:

(%Z ’S(fmnxn)’Q) = % Z e[tl (fm(xl) — fm(y1)) 4.

tr,Tr Yk

p
(TX), = (TY),

k
> (%Z|S(fm,xn)|2> :p%%mzv ..................... :

Alyeeey am

Man erhilt ein Kongruenzensystem von m Kongruenzen mit 3k Unbekannten
ohne Parameter. Durch geeignete Wahl von k wird man so Abschétzungen
jedenfalls fiir den Mittelwert %Z |S(fm, xn)|* herleiten kénnen, und damit

ap
dann auch Abschétzungen fiir S(f,,, x») selbst. Beziiglich den Automorphis-
men muf man aber jetzt sich auf die p — 1 Automorphismen 2’ = ax be-
schrinken, weil nur bei ihnen die Summationseinteilung invariant ist. Auch
kann man hier nicht ein £ > 1 finden, fiir das man dem Kongruenzensystem
die Losungszahl leicht ansieht; man ist auf die Behandlung spezieller Félle
(kleiner m) angewiesen. Man konnte allerdings vermuten, daf fir &k = m
bei willkiirlich gegebenen ¢, wieder zu jedem System y, O(1) Systeme z,
existieren, sodaf man dann O(p*™) Losungen hitte. Das géibe:

¥ (IS istr) -oo,

A1y am

also unter Beriicksichtigung der O(p) Automorphismen
1 ) .
5 215U xa)l = 07 )
ap

S(fns Xn) = O(p2~7m),

was etwas unter der trivialen Abschiitzung O(p2) liegt. Aber von N(f(z) =
y") her ist sogar O(1) trivial! Doch ist hier der Schluf mit den symmetri-
schen Funktionen nicht mehr angéingig, und die Schlufsweise bedarf noch der
Klarung.
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Um mit £ — oo das bestmégliche Resultat zu erhalten, miifte man fiir
unser Kongruenzensystem eine Abschitzung

kennen. Denn dann folgt:

r(m)

F ), also = 0O(p '),

LS 1S )P = O

wie es dem bestméglichen S(fin, xn) = O(p~21¢) entspricht. Doch ist jetzt
kein Riickschluf auf S(f,., x») selbst moglich.

Wir wollen noch auf die von Mordell und Davenport behandelten Spezi-
alfille eingehen.

Zunachst der erste, nichttriviale Fall, m = 2:

Hier kann man auf Grund lin. Transf. 2’ = x 4+ §, ¢’ = ¢ zunéchst die
spezielle Gestalt

folx) = 2® —d

zugrundelegen, also
1
S(fayxn) = — Z(De(t(x? = d)).
(f2: Xn) p\/ﬁ;x()(( )

Aber auch der Parameter d kann noch durch lin. Transf. 2’ = ax, t' = vt auf
die drei Einzelfélle x2(d) = +1, —1, 0 reduziert werden.
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Der Fall x5(d) = 0 steht fiir sich. Hier ist

S( aXn = ZX”
ZXn +X2 ))G(ty)

= % %: X (t)Xx2(y)e(ty)
= p% ; Xn(t)x2(t) - G(x2)

L fir xn # x2, d.h.flir n>2
1 O(1) fir oy, =x2, d.hfir n=2

S(x?, x2) fallt also aus unserer Vermutung heraus, allgem. S(fs, x2) mit d =

0.
Jedenfalls kann jetzt aus einer bestm. Absch. d. Mittels:

=Y ISl = 067

sofort auf
S(fa, xn) = O(p_%) (wenn nicht n = 2 und d = 0 ist)

geschlossen werden.

Nach der Mordellschen Methode ist nun

—ZIS (f2: Xn)I? 32 (2% = 3)

= ]% -pN(2? = o)
]%(1 +2(p—1)) =0

Daher folgt wirklich
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bestmdglich, ausgenommen den Fall n =2, d = 0.
Mit &hnlichen speziellen Methoden haben Mordell und Davenport folgen-

de Resultate erhalten: Allgemeines m { i 22; 1 }:

_ 1
S(fmsx2) =0 (p (k+1)2k_2> (fiir f,, mit rat. Wurzeln)

(bis k = 4 sicher; sonst Kongruenzunabhéngigkeit noch nicht voll bewiesen)

m=3 S(fs x2) O(p~3)  (Mordell)
S(fs,xs) = O(p2) (Mordell), bestméglich!
S(fs,xn) = O(p~3) (Mordell)
m=4 S(fi,x2) = O(p~3) (Mordell)
S(faxa) = O(p*%) (Davenport)
S(fi,xn) = O(p~s) (Davenport)
m="5 S(fs,x2) = O(ps) (Mordell)
S(fsixs) = O(p_%) (Davenport)
m=6 S(fe,x2) = O(ps) (Mordell)
S(fe,x3) = O(p_%) (Davenport)
S(fesxs) = O(p~s) (Davenport)
m=7 S(fr,x2) = O(p’%) (Davenport)

NB. Natiirlich sind wieder Félle der Art n = 2, d = 0 auszunehmen, z. B. die f,(z) = y"

entsprechenden Fille!

Anwendungen auf Verteilungsfragen in der Theorie der n—ten
Potenzreste

Wieder n | p — 1. Vorgegeben inkongruente ay, ..., a, und zugeordnet n—te
Einheitswurzeln eq, ... &, .

Anzahlfunktion: N ( B0 e erOr ) =N\ . ,
E1y---5Ep
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wo X, erzeugender n—ter Potenzrestcharakter.
Speziell Sequenzen: (ay,...,a,) =(0,1,...,7 —1). — Mittelwert £

Ausdruck durch Charaktersumme:

ai,...,0q, 1 ai,...,a,
N(sl € ENO €1 € ronzl
Y G )G 1 —vv
ju - _ZH € Xn($+ap)
p
- z p=1v=0
n’
1 r n—1 n
— v (TTap
SN Y (),
z p=1v=0

Dabei N ByevesGr ) = Anzahl der z,

Ely.v.,Er
wo alle r Forderungen bis auf eine, und
statt dieser x(z+a,) =0,d. h. z+a, =0,
erfiillt sind; Ny < r, also der Zusatzsum-

mand links ist O(p~?).

T vp=0 v=0
(nicht[...])

— 1+ ]13 > Z" /xn(fyp(x)) +0(p™)

rz vp,=0

=1+0 (%Z 3 Xn(fz/p(l’))> +0(p™)

xT

14 O(S(f,,p(a:),xn)> LopY.
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Ist also die obige Vermutung fiir die S ( fu, (), Xn) richtig, so folgt

N A1y vy Qp
Ely---5&p

. ) =1+ 0(p2).

nr

Im Falle n = 2 ist der Hochstgrad m der auftretenden Polynome f, ()
gleich r selbst, allgemein m = (n — 1)r. Man kann im Falle n = 2 die
Mordellsche Methode etwas modifiziert fiir allgemeinen Grad m durchfiihren
und erhélt folgende Fehlerglieder:

n =2, r:{2k2;1 } O(pi(k*l)%)

allerdings nur bis k£ = 5 sicher, sonst noch mit der Davenportschen Vermu-
tung der Kongruenzunabhéngigkeit belastet.

Im Falle der Sequenzen léft sich fiir ungerades r = 2k +1 das Hochstglied
besonders behandeln und auf den Grad 2k zuriickfiihren, aufer fiir » = 5,
wo man so nur auf O(p~1) statt O(p~3) kommt. Das erniedrigt noch einige
Resultate. Fiir r = 2,3 hatte im Falle der Sequenzen schon Jacobsthal die
besseren (bestmoglichen) Resultate:

Fiir hohere n liefert die Mordellsche Methode, soweit sie oben auseinan-
dergesetzt wurde, noch den Fall:

Aber Davenport hat durch andere Methoden viel mehr bewiesen:

nbel. r=2 O(p~2) (bestmoglich)
nbel. r=3 0O(p71)

nbel. r=4 O(p~ 1), fiir n = 3 sogar O(pfé)

I SIS
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1.12 Gottingen 1933 1

Uber die Nullstellen der Artinschen Kongruenzzetafunktionen.
Vortrag in der Math. Ges. Gottingen, 10. 1. 1933.

1.) In seiner Dissertation hat Artin gezeigt, dak der Korper P,(t) = P der
rationalen Funktionen einer Unbestimmten ¢ iiber dem endlichen Korper P,
von p Elementen weitgehend analoge zahlentheoretische Gesetzméafbigkeiten
zum Korper der rationalen Zahlen besitzt. Den ganzen Zahlen entsprechen
dabei die Polynome in ¢, d.h. der Ring P,[t], den Primzahlen die Primpoly-
nome (d.h. die irreduziblen ganzzahligen Polynome mod p), dem absoluten
Betrag der Grad, oder richtiger p&ad.

Artin entwickelt in voller Analogie zur Theorie der gewohnlichen quadra-
tischen Zahlkorper die Theorie der quadratischen Zahlkérper K = P(\/B)
iiber P, wo D = D(t) ohne Einschrénkung ein Polynom {iber P, ohne qua-
dratische Teiler ist. Er beweist mit ihrer Hilfe ein vollstdndiges Analogon
zum quadratischen Reziprozititsgesetz. Ferner entwickelt er auch in voller
Analogie die analytische Theorie der quadratischen Zahlkoérper K, indem er
ihre Zetafunktionen definiert und fiir sie das Residuum bei s = 1, den Zusam-
menhang mit der Klassenzahl, eine Funktionalgleichung, und das Analogon
der Riemannschen Vermutung studiert, sowie Anwendungen dieser Theorie
auf asymptotische Verteilungsfragen der Primpolynome gibt (Analogon des
Primzahlsatzes, sowie des Satzes tiber die Primzahlen in arithmetischen Pro-
gressionen).

Die Artinsche Theorie ist ohne weiteres verallgemeinerbar auf den Fall,
wo statt P, ein beliebiger endlicher Koérper P, von ¢ = p” Elementen zu-
grundeliegt; doch hat es wenig Interesse gleich diesen allgemeineren Fall zu
behandeln, weil gar keine neuen Gedanken hinzukommen.

Ferner hat F. K. Schmidt die Artinsche Theorie, oder jedenfalls die theo-
retischen Hauptpunkte dieser Theorie, auf die allgemeinsten Erweiterungen
endlichen Grades K von P ausgedehnt, wobei neben der Analogie zu den
gewohnlichen algebraischen Zahlkorpern auch die Analogie zu den Koérpern
algebraischer Funktionen einer Variablen eine entscheidende Rolle spielt. Bei
der letzteren Analogie hat man P, selbst (nicht erst P,(t)) mit dem Kor-
per der rationalen (oder der komplexen) Zahlen in Analogie zu setzen und
K = P,(t, x), definiert durch eine irreduzible Gleichung F'(¢,z) = 0, als alge-
braischen Funktionenkorper iiber P, aufzufassen. Bei dieser zweiten Analogie
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erweist sich die Funktionalgleichung der Zetafunktion von K als formal iden-
tisch mit dem Analogon des Riemann—Rochschen Satzes der algebraischen
Funktionentheorie.

Ich will mich hier im wesentlichen auf den urspriinglichen Artinschen Fall
K = P(v/D) beschrinken, der vom Standpunkte der algebraischen Funk-
tionentheorie als der hyperelliptische Fall zu bezeichnen ist.

Die gewohnliche Zetafunktion (von P selbst) ist in der Artinschen Theorie
ganz trivial. Sie ist die Summe bzw. das Produkt

1 1
C(S)=;|A|5=1;[1_—1

|P[®

A alle Polynome
WO { P alle Primpolynome
lduft und |A| = pCradven 4 hedeutet. Da es von jedem Grad n genau p"
Polynome A gibt, ist

} iber P, mit hochstem Koeffizienten 1 durch-

Wesentlich interessanter ist die Zetafunktion des quadratischen Korpers

K = P(v/D). Sie ist

1 1
ol =2y~ L=

B N(P)*

WO { 2 alle ganzen Ideale von K durchliduft, und N die Absolutnorm

P alle Primideale
(Betrag der Norm = Anzahl der Restklassen) bedeutet. Analog zum Fall der
gewoOhnlichen quadratischen Korper zerspaltet sich diese Zetafunktion so:

¢p(s) = ¢(s)Lp(s),

WO

- St - T

A |P[®

wobei [%] = +1,—1,0, je nachdem D quadr. Rest, quadr. Nichtrest, = 0
mod P ist, und [% durch Zusammensetzung von A aus Primpolynomen
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erklart ist. Hier haben wir das Analogon zu den gewohnlichen L—Funktionen
mit quadr. Charakteren vor uns.

Diese L-Funktionen sind in Wahrheit Polynome in ]% , namlich
n—1 p
Lp(s) =) —-,
v=0 p
wo n der Grad von D ist und
o, = Z D (A hochsten Koeffizienten 1)
v A .

|Al=p”

Hierbei ist allerdings noch der triviale Fall auszuschlieten, wo n = 0, also K

schon iiber P, algebraisch ist; dann ist Lp(s) = ﬁ Wir lassen diesen
psfl

Fall im folgenden beiseite.

Lp(s) und (p(s) sind periodisch mit der Periode 2%, und sind daher un-

endlich viel einfacher als die gew6hnlichen L—Funktionen und (—Funktionen,
bei denen nur Fastperiodizitat auf senkrechten Geraden gilt.

Es soll hier nicht meine Aufgabe sein, iiber Residuum bei s = 1, Funk-
tionalgleichung, Klassenzahlformeln und asymptotische Verteilungsfragen zu
berichten. Ich will nur auf das Nullstellenproblem eingehen.

Hier weifs man (vermége Produktdarstellung und Funktionalgleichung),
daf alle Nullstellen von (p(s) und Lp(s) im Streifen 0 < R(s) < 1 liegen.
Ist der Grad n von D gerade, so liegt je eine Nullstelle des Periodenstreifens
O-vvvve 21 auf R(s) = 0, namlich entweder 0 oder Z=. Fiir ungerades n ist
das nicht der Fall. Im iibrigen liegen alle Nullstellen wirklich im Inneren des
kritischen Streifens. Durch linear gebrochene Transformation in ¢ kann man
stets auf D von ungeradem Grade n kommen. Dann liegen also im Inneren des
kritischen Streifens im Periodenabschnitt genau n—1 Nullstellen py, ..., p,_1 .
Diese sind gegeben durch die n — 1 Nullstellen 3y,..., 3,_1 des Polynoms

F(z) =002 ' 402" 2+ 40,1,

vermoge der Substitution
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Das Analogon der Riemannschen Vermutung besagt, daf alle diese Null-
stellen p; auf der Geraden R(s) = % liegen, d. h. daf alle §; auf dem Kreise

|z| = p? liegen (bekannt ist, dafs die ; in 1 < |z| < p liegen).
Die Bestimmung der (3; hiangt von den Summen
D
"= 3 [
|Al=p¥
ab. Von diesen ist

op=1, d.h. F(2) hat hochsten Koeffiz. 1.

Ferner ist

N N = R )

a mod p a mod p a mod p

Das ist eine Summe iiber gewohnliche Legendre-Symbole. Die hoheren o,
lassen sich nicht so einfach durch gewohnliche Legendre—Symbole ausdriicken.
Man kann aber auf andere Art an sie herankommen. Es ist

—o1 =01+ + B
Geht man nun von P, zum endlichen Kérper P, = P, {iber, so ist einfach
iiberall p durch p" zu ersetzen, d. h. auch z durch 2", 3; durch 3], sodafs also
—o) =i+ B
(NB. Zur genaueren Ausfithrung hat man die Zerspaltung (p(s) = [[ Lp(s, x) zu benutzen,
wo x () = €” wenn |N(2()| = p¥, und ¢ alle r—ten Einheitsvvurzelri< durchliuft.

wird. Kennt man also die Summen O'Y) fiir alle r, so beherrscht man alle
Potenzsummen der Nullstellen 3;, und damit diese selbst. Genauer:
Weifs man, daf mit wachsendem 7 (bei festem p)

(TY) =0 (q%“‘a) =0 <p’"(%+5)>

mit einem ¢ > 0 ist, das nicht von r (und p) abhéngt, und wo auch O gleich-
mékig in r gemeint ist, so folgt nach dem vom Graeffeschen Naherungsver-
fahren her bekannten Schlufs fiir die Nullstellen

|6Z| é p%+87
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sodafs also die p; im Streifen % —e S R(s) = % + ¢ liegen.
Weifs man sogar, dafs die genannte Abschéitzung fiir beliebig kleine € > 0

gilt, so folgt also
1 1
1Bil = p2, R(oi) = B}

und tiberdies verschérft sich die Abschatzung von oy zu
1] £ (n = 1)p.

Entsprechende Tatsachen gelten auch fiir den allgemeinen von F. K.
Schmidt behandelten Fall. Hier tritt an die Stelle von

) X (- (5)

a mod p a mod p

=N (D(t)=2") —p

das entsprechend gebaute Fehlerglied
o1 =N(F(t,z) =0) — p.

Hierdurch ist also das Nullstellenproblem der Artinschen und F. K.
Schmidtschen Zetafunktionen zuriickgefiihrt auf die Restabschétzung der Lo-
sungsanzahlen von Kongruenzen mod p. Man mufs dabei diese Restabschét-
zung allerdings nicht nur in P, sondern in jedem P, = P, durchfiihren, d. h.
also bei gegebenem Polynom D(t) bzw. F(t,x) iiber P, die Variablen ¢,z
nicht nur in P, sondern der Reihe nach in jedem P, laufen lassen.

2.) Die Restabschétzung von Kongruenzlosungsanzahlen ist in letzter Zeit
systematisch von den englischen Mathematikern Davenport und Mordell in
Angriff genommen worden. Sie haben eine Fiille von Einzelresultaten gefun-
den, die sich auf spezielle solche Kongruenzen, vor allem solche mit niedrigen
Gradzahlen beziehen. Diese Resultate ergeben sich durch mehr oder weniger
spezielle, dem betr. Problem angepafte Abschatzungsmethoden. Den mei-
sten dieser Methoden gemeinsam ist eine sehr schéne Idee von Mordell, die
ich hier auseinandersetzen will. Ich wéhle dazu den allereinfachsten Fall der
Kongruenzen mit nur einer Unbekannten:

N, =N(F(t) = a),

wo F'(t) ein Polynom iiber P, ist. (Den allgemeineren Fall des beliebigen
endlichen Korpers Py, den Mordell nicht behandelt hat, lasse ich zunéachst
beiseite.) Zusammenhang mit (—Funktionen bisher unbekannt.
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Uber die Losungsanzahlen N, weif man trivialerweise:
0N, <n (Grad von F(z))

ZNa:p.

Ohne Einschréankung darf man F'(t) = a,t™ + - - - + a1t ohne absolutes Glied
annehmen: Die Verteilungsfunktion

2miu

S(F) =" e(F(1), wo e(u)=e7,
ZZNae(a)

mift die Abweichung der Anzahlfunktion N, von der Gleichverteilung (Li-
nearer Fall, n = 1, F(t) = a;t, alle N, = 1, S(F') = 0; extremer Fall n = 0,
F(t) =0, Ny = p, alle anderen N, = 0, S(F) = p; allgemein |S(F)| < p.) Der
erste nichttriviale Fall ist n = 2, F(t) = ast® + a;t. Hier liegt eine Gaufische
Summe vor: 1

[S(F)| = p>.
Auch gewisse hohere Fille fithren noch auf hohere Gaufssche Summen, nam-
lich F(t) = a,t™, wo dann wieder jedenfalls

S(F) = 0(p?)

gilt. Hierbei ist O hier und im folgenden stets sogar gleichméfig in den Kon-
stanten von F' zu verstehen, abhéngig lediglich vom Grad n.
Man vermutet nun allgemein in diesem Sinne:

S(F)=0 (p%) .

Bewiesen ist dies allerdings bisher in keinem iiber die Gaufschen Summen
hinausgehenden Falle. Doch hat man weniger scharfe allgemein—giiltige Aus-
sagen, wo 3 durch einen gréReren Exponenten a (< 1) ersetzt ist.

Eine erste nichttriviale Aussage ergibt sich nach Weyl’s schoner Gleich-
verteilungsmethode (iterierte Potenzierung des absoluten Betrags von S(F)
mit 2 und Anwendung der Schwarzschen Ungleichung). Man erhilt damit

S(F)=0 (plfzn%l“) fiir jedes € > 0.
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Weyl’s Methode ist aber fiir unser Problem inaddquat (zu grob), da sie auf
beliebige reellzahlige Polynome anwendbar ist.

Mordell’s Methode baut in ihrem ersten Schritt auf einem ganz dhnlichen
Gedanken auf, ndmlich Berechnung des absoluten Betrags wie bei Weyl:

[SU)F =) e(F(t) = F(u).

t,u

Wahrend aber Weyl jetzt t — u = h als neue Summationsvariable einfiihrt
und die Schwarzsche Ungleichung anwendet, geht Mordell direkt zu hoheren
Potenzen des Betrags iiber:

[S(E)P* = elF(t) = Flu) + -+ Fty) = F(uy)],

te,uk

und summiert nunmehr iiber alle betrachteten Polynome F (vom Grade =
n, ohne abs. Glied), d.h. iiber p™ Polynome F, représentiert durch die p"
Wertsysteme aq, . .., a,. Er erhélt so:

STISENF =33 (T —U) + - + a1 = UM,

wo zur Abkiirzung T,EV) =t/ +---+ t,(:).

Die Summe ) zerspaltet sich in ein Produkt von Summen

V) — 77
v v wenn 1,7’ =U
> e[aV(Tk()—U,E))]:{g k k }

sonst

Somit wird

SOIS(F)P =N (T = uf).
F

Bemerkung. Fiir £ = 1 folgt N = p, also >_ |S(F)|? = p"*'. Von den p" — 1
F

Summanden mit F' # 0 mufs also mindestens einer > 5::11 = Q(p) sein, d. h.

mindestens ein S(F) = Q(pz). Mehr als O(p2) ist also allgemein nicht richtig.

Zur bestmoglichen Abschitzung der Losungsanzahl des Kongruenzensy-
stems T,EV) = U,gy) fiihrt der Wert k& = n. Dann fordert das System ja das
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Ubereinstimmen der ersten n Potenzsummen der ¢,, und u,, also nach den
Newtonschen Formeln (p > n) auch ihrer symmetrischen Grundfunktionen.
Bei beliebig gegebenen u, sind also dann die ¢, bis auf die Reihenfolge ein-
deutig bestimmt. Man erhélt somit hochstens n!p™ Losungen. Somit gilt:

Z |S(F)|2n < n!an _ O(p2n).
F

Nun kommt der Hauptgedanke. Die Gesamtheit der betrachteten Polyno-
me F'(t) besitzt Automorphismen in sich, erzeugt durch lineare ganze Sub-
stitutionen der Variablen ¢ (immer unter Auslassung des absoluten Gliedes),
und zwar gibt es p(p — 1) = O(p?) solche Substitutionen ¢’ = at + 3. Dabei
dndert sich jeweils der Betrag von S(F') nicht. Zwar kann es vorkommen, daf
ein F bei einer solchen Substitution in sich iibergeht. Ist dabei F' vom ge-
nauen Grade v, so folgt o = 1, also ist a hochstens v—deutig festgelegt, und
[ dann eindeutig falls v > 1 ist; es gibt also fiir jedes nichtlineare F' hoch-
stens n solche Substitutionen, fiir lineares F' # 0 dagegen p, und fiir F' =0
sogar p(p—1). Lékt man die sowieso trivialen linearen F' aus der Summe fort
und summiert im iibrigen nur iiber nicht-dquivalente F', so erhélt man eine
Abschétzung

Z SE)P = 0p™),
Z S =0(p*?),

Das ist das Resultat von Mordell. Es ist nicht besser, als das Resultat der
Weylschen Methode.

Bemerkung 1. Die Mordellsche Methode gibt in ihrer ersten Hélfte eine
genaue Formel fiir den Mittelwert:

Ly st = (1t = )
(v=1,...,n)

bei beliebigem k. Sie reduziert das Studium der einen Kongruenz F(t) = a
mit einer Variablen aber n Parametern aq, ..., a, auf das Studium eines Sy-
stems von n Kongruenzen mit 2k Variablen aber ohne Parameter. — Nimmt
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man an, daf alle S(F') genau von derselben Grofenordnung sind, so muf
dieses die des Mittelwerts sein, und fiir £ = n folgt dann:

[S(F)[" = 0(p")

(die Losungszahl ist genau nlp"™ + O(p”fl)), d.h.

Die Schwierigkeit des Problems liegt aber gerade darin, daff man nicht ge-
nug Automorphismen hat, um alle S(F) als von gleicher Grofenordnung
zu erkennen. In F' stecken n Parameter aq,...,a,, aber nur 2 von ihnen
kénnen durch die O(p?) Automorphismen eliminiert werden, es bleiben also
n — 2 unabhéngige Parameter. In allen verwendeten Problemen erhélt man
die ,wahre* Abschédtzung nur dann, wenn es gelingt alle Parameter durch
Automorphismen zu eliminieren.

Bemerkung 2. Kleinere k liefern schlechtere Resultate. Man konnte aber

daran denken, mit grofseren k, ja mit £ — oo nach dem Prinzip der Graeffe-

schen Néherungsmethode zu arbeiten. Dabei tritt ein Umstand ins Gewicht,

der bei k = n gerade noch harmlos ist, ndmlich das Glied mit F' = 0 links,

mit S(0) = p. Es liefert zu dem Mittelwert - >~ [S(F)[** den Beitrag p**~",
F

der gerade dem Hauptglied der Losungsanzahl rechts entspricht (n Kongru-
enzen fiir 2k Unbekannte). Fir £ = n ist die Summe der tibrigen Glieder
links (wenn S(F) = O(p2) genau richtig ist) noch von derselben Ordnung:
#(p" — 1D)O(p™) = O(p"). Fir k > n wird dagegen diese Summe von klei-

nerer Ordnung: #(p” —1)O(p*) = O(p*), und die Abschitzung liuft auf die

Restabschdtzung der Kongruenzlosungsanzahl des Systems T,gy) =U, ,EV) hin-

aus. Diese ist aber keineswegs einfach. Um auf S(F) = O(p2) schlieRen zu
kénnen, miiffte man diese Restabschatzung mit der Genauigkeit

N(TIEV) = U]gu)) — ka—n + O(pk-l-r(n))

machen, wo r(n) nicht von k abhéngt. Dann folgte in der Tat fir £k — oo
jedenfalls: .
S(F)=0(pz*®) fiir jedes &> 0.

Man kommt aber bis heute auf diesem Wege nicht durch.
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Es gibt einige Fille, von den parameterfreien Gaufkschen Summen abgese-
hen, wo man jedenfalls bessere Resultate als das Mordellsche S(F) = O(p'~x)
hat.

Zunichst hat im Falle n = 3 Davenport durch Eingehen auf die algebrai-
sche Struktur der kubischen Polynome bewiesen:

S(F)=0(pf) fir n=3,

Mordell’s Resultat gibt hier nur O(p3).

Ferner hat Davenport das Mordellsche Resultat allgemein etwas ver-
schérft:

S(F) = 0(p' ™), wenn ng die grofte Zahl einer der For-
men 2,3.2" ist, die < n ist.

Schlieflich hat Mordell noch die Abschédtzung bewiesen:

S(F) = 0(p'z), wenn 7 die genaue Anzahl der in F' wirklich
vorkommenden nicht—konstanten Glieder ist.

Diese ist unter Umstédnden besser als die vorher hergeleitete allgemeine Ab-
schatzung.

Dies letztere Mordellsche Resultat gilt auch, wenn man fiir die Glieder
von F' negative Exponenten zulaftt. Dann fallt die betr. Summe unter den
allgemeinen Typus

wo R(t) eine beliebige rationale Funktion iiber P, ist, und die Summation
natiirlich die Nullstellen des Nenners zu vermeiden hat. Hier hat man zwar
O(p*) Automorphismen ¢ = ayiig , aber die Mordellsche Methode der Sum-
mation iiber die Koeffizienten von F’ iibertragt sich nicht ohne weiteres auf R.
Ansitze mittels Partialbruchzerlegung von R(t) stofen auf Schwierigkeiten.
Immerhin diirfte dies Problem mit einigem Geschick zu einem Resultat der
Form O(p'~~) durchfiihrbar sein, wo N von der algebraischen Struktur von
R abhéangt. Das wird durch Davenportsche Untersuchungen fiir niedrigere

Gradzahlen bestétigt.

Besonders bemerkenswert ist noch der Spezialfall der Kloostermanschen
Summen:
R(t) = at + bt !,
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die mit der Verteilung der Reziproken mod p zu tun haben. Fiir sie liefert
das angefithrte Mordellsche Resultat (r = 2) sofort:

Das hatte schon Kloosterman bewiesen; der bei verfeinerter Untersuchung
des quadratischen quaternaren Darstellungsproblems nach der Hardy—Little-
woodschen Methode auf diese Summen gestolien war. Neuerdings haben Da-
venport und Salié unabhéngig voneinander

bewiesen. Natiirlich vermutet man auch hier, wie {iberhaupt fiir die allge-
meinste rationale Funktion R

Das Mordellsche Hauptresultat
S(F) = 0(p' )

iibertrégt sich leicht auf den Fall eines beliebigen endlichen Korpers P, statt
P,. Hier handelt es sich um die Summe

S(F)=> e(SpF(1)),

t

wo jetzt F'(t) ein beliebiges Polynom iiber P, ist, ¢ den Kérper P, durchléuft,
und Sp die Spur in P, bezeichnet:

Spaza+ap+---+a%.
Hier hat man nur die folgende Tatsache zu beachten:
Spuv =0 fiir alle v «— u =0,
die ohne weiteres aus der Tatsache folgt, dals P, iiber P, die ,Diskriminante”

1 hat, d.h. [v""| # 0 (i,v = 0,...,n — 1) fiir eine Basis v; von P,. Mittels
dieser Tatsache sieht man zunéchst ein, daft wieder

S(F) = Y Noe(Spa),
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also ein Mittelwert der Kongruenzlosungszahlen
N,=N(F(t) = a)

ist (alle Summationen etz. jetzt in P, verstanden!). Ferner liefert auf Grund
dieser Tatsache die Mordellsche Methode fast ohne Anderung das Resultat:

wenn F' vom Grade n.

Es scheint mir ohne Zweifel — wenn ich es auch noch nicht explizit durch-
gefiihrt habe —, daft auch alle genannten Verscharfungen des Mordellschen
Hauptresultats sich in gleicher einfacher Weise auf P, iibertragen.

3.) Ich will jetzt noch auf den Fall der Kongruenzen in 2 Variablen einge-
hen, der fiir die Artinschen und F. K. Schmidtschen Zetafunktionen wichtig
ist.

Sei F(t, x) ein irreduzibles Polynom in z, ¢ iber P,. Dann kommt es zum
Nachweis der Riemannschen Vermutung fiir jene Funktionen auf den Nach-
weis der Tatsache an:

inP,: N(F(t,z)=0)=p+ O(p%“) fiir jedes € > 0,
und allgemeiner
inP,: N(F(t,z) =0) zq—l—(‘)(q%%) I I I

In dieser Richtung weiff man nun bis heute sehr wenig. Fiir den Fall
eines quadratischen Polynoms F'(z,t) weif man durch Untersuchungen von
Jacobsthal, die schon bei Gauf vorbereitet sind, dafs sogar

N=pp+1 oder p—1

ist (und entsprechend in P,). Aber dies ist fiir unsere Zwecke uninteressant,
weil hier bei Reduktion auf den Typus D(t) = z? das Polynom D(t) den
Grad n = 1 bekommt, also gar keine nicht—trivialen Nullstellen von (p(s)
vorliegen.

Ferner weiff man hier ein schones Resultat von Mordell fiir den Fall eines
kubischen Polynoms F'(t,z), ndmlich

win

inP,: N(F(t,z) =0) =p+ O(p3).
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Auch dieses Mordellsche Resultat léft sich nach den oben genannten Prinzi-
pien sofort auf P, iibertragen:

wlro

inP,:  N(F(t,z)=0)=q+0(q?),

sodafs dann also bewiesen ist, daf die Nullstellen der betr. (—Funktionen alle
im Streifen % S R(s) = % liegen.

Weitere Resultate in der genannten Richtung kennt man durch Mordell
und Davenport in dem bei Artin betrachteten hyperelliptischen Fall F(t,z) =
D(t) — 2?, wo wir wieder D(t) ohne Einschrinkung als quadratfrei und von
ungeradem Grad n = 3 annehmen diirfen:

(NB. Fiir n = 1 gilt ohne weiteres g+0(q?) — Gaufsche Summen — also die Riemannsche
Verm.)

N(D({t)=2%) —q = 0O(g5) fir ~ n=3 (Mordell)
= 0O(q¥) I n=>5 (Mordell)
= O(q2) I n =7 (Davenport)

und allgemein in Fortfithrung
dieser Resultate:

1— L
= 0 (Q (n+3)225) (Davenport)

Die Folgerungen hieraus fiir die (-Funktionsnullstellen liegen auf der Hand
nach dem schon Gesagten.

Fiir die beiden letztgenannten Resultate ist allerdings noch eine algebrai-
sche Eliminationsschwierigkeit zu iiberwinden, sowie die Ubertragung auf
den Fall P, zu kontrollieren — bei Mordell und Davenport wird immer nur
der Fall P, behandelt. Die Mordellschen Anfangsresultate ergeben sich nach
einer weitgehend analogen Methode zu der oben auseinandergesetzten Mor-
dellschen Methode fiir die Kongruenzlosungsanzahlen in einer Variablen. Fiir
die héheren Davenportschen Resultate ist eine Weiterbildung der Mordell-
schen Methode erforderlich, die in sukzessivem Quadrieren und Anwendung
quadratischer Substitutionen besteht.

Mordell und Davenport haben dann auch noch den allgemeineren Fall
D(t) = «™ untersucht, wo ohne Einschrankung m als Teiler von p — 1 ange-
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nommen werden darf. Hier ist das am meisten hervorstechende Resultat:
N(D(@t)=2") =q+ (f)(q%) (Mordell), wenn n = 3.

Davenport konnte sogar die Losungszahl genau ausdriicken, als Funktion der
Koordinaten a,b in p = a® + ab + b2

Fiir diesen Fall ist also das Analogon der Riemannschen Vermu-
tung bestatigt.

Aufserdem haben Mordell und Davenport noch eine Reihe weiterer Re-
sultate in dieser Richtung gefunden, die ich aber hier nicht alle aufzihlen
will.
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1.13 Marburg 1933 1

Uber die Nullstellen der Artinschen und F.K. Schmidtschen
Kongruenzzetafunktionen.

Vortrag Marburg, Februar 1933.

1.) P, beliebiger endlicher Kérper, p Elementzahl (Potenz einer Primzahl
o)

P,(z) Korper der rationalen Funktionen einer Unbestimmten z tiber P,,.

Weitgehende Analogie zur gewohnlichen Zahlentheorie im Korper der ra-
tionalen Zahlen:

Ganze Zahlen Integritétsbereich P,[z] der Polynome in z iiber P,.
Primzahlen Primpolynome P(z)

absoluter Betrag p©ad

Einheiten (1)  Elemente # 0 aus P,

Artin hat nun in seiner Dissertation die Theorie der quadratischen Kor-
per K = P,(x,\/F(x)) iiber P,(z) in weitgehender Analogie zur Theorie
der gewohnlichen quadratischen Korper entwickelt. Und F. K. Schmidt hat
in seiner Dissertation dann auch die allgemeine Theorie der algebraischen
Erweiterungskorper K endlichen Grades von P,(x) durchgefithrt. Aufser der
bereits genannten Analogie zur Zahlentheorie steht bei F.K. Schmidt eine
zweite Analogie im Vordergrund: Eine algebraische Erweiterung K endlichen
Grades iiber P,(z) wird némlich definiert durch Adjunktion einer Nullstelle
eines Polynoms F'(x,y) tiber P,[z], und kann daher als ,Kérper algebraischer
Funktionen iiber P,* aufgefafst und in Analogie zur gewdhnlichen Theorie
der algebraischen Funktionen iiber dem Korper der komplexen Zahlen be-
handelt werden. Bei dieser Auffassung verliert die unabhéngige Variable x
ihre ausgezeichnete Bedeutung, sie kann durch jedes iiber P, transzendente
Element u ersetzt werden, und K dann in der Form P,(u,v) mit iiber P,(u)
algebraischem v dargestellt werden (birationale Transformation).

Artin und F.K. Schmidt haben beide ihre algebraisch—arithmetische The-
orie durch Einfiithrung des Analogons zur Dedekindschen (—Funktion und
Entwicklung einer analogen Theorie von Residuum bei s = 1, Funktional-
gleichung und Nullstellenproblem ergénzt. Uber diese analytische Theorie
will ich nachstehend berichten, und zwar insbesondere iiber das Nullstellen-
problem. Dieses ist zwar unendlich viel einfacher, als das Nullstellenproblem
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der Riemannschen und der Dedekindschen (—Funktionen, hauptséchlich des-
halb, weil die Artinschen und F.K. Schmidtschen Kongruenzzetafunktionen
periodisch im imagindren Teil ¢t von s = o + it (mit der Periode %) sind,
wahrend die Riemannsche und die Dedekindschen (—Funktionen nur fastperi-
odisch in t sind. Aber es bleibt noch immer ein tiefliegendes mathematisches
Problem, das bis heute nur in Spezialféllen befriedigend gel6st ist. Immer-
hin zeigen schon diese Spezialfélle, und weitere in Richtung des Analogons
zur Riemannschen Vermutung liegenden Teilresultate, daf fiir die Artinschen
und F.K. Schmidtschen (—Funktionen das Nullstellenproblem mit den heuti-
gen Hilfsmitteln angreifbar” ist, wihrend es bei der Riemannschen und den

Dedekindschen (—Funktionen heute vollig ,unangreifbar erscheint.

Ich werde mich hier sofort an die allgemeine F.K. Schmidtsche Definiti-
on der (—Funktion (k(s) eines Korpers K der oben beschriebenen Art halten.
Diese ist nicht nur durch die Allgemeinheit von der Artinschen unterschieden
— Artin behandelt nur quadratische Kérper K iiber P,(x) —, sondern auch
dadurch, dafs F.K. Schmidt von vornherein den birational invarianten Stand-
punkt der algebraischen Funktionentheorie einnimmt, bei dem der Korper
P,(x) und folglich auch der Grad [K : P,(x)] gar keine invariante Bedeutung
hat, und eine birational invariante Funktion (x(s) definiert. Der Ubergang
zu der nicht—invarianten Artinschen Funktion im Artinschen Spezialfall, der
invariant als der ,hyperelliptische” Fall charakterisiert ist, kann dann leicht
vollzogen werden (Abspaltung endlich vieler trivialer Faktoren), interessiert
aber nicht weiter.

2.) Die F.K. Schmidtsche Definition der Funktion (k(s) beruht auf dem
Begriff der Primstelle und des Primdivisors von K, die in voller Analogie zur
Theorie der gewohnlichen algebraischen Funktionen einfiihrbar sind. Man
mufs zur Herstellung der Analogie nur nicht von der geometrisch—anschauli-
chen Definition der Riemannschen Fléche und ihrer Stellen ausgehen, sondern
von der arithmetisch-abstrakten. Am besten kommt das in der Sprechweise
der Bewertungstheorie zum Ausdruck.

Unter einer Primstelle 3 von K versteht man eine Bewertung von K. Es
stellt sich heraus, daf jede Bewertung von K diskret ist, d.h. es gibt ein
Element II groften Wertes < 1, und jedes Element A # 0 von K ist dann
eindeutig in der Form

A =EII"
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darstellbar, wo a ganz-rational ist und E den Wert 1 hat, sodafs
Al = [T
der Wert von A fiir B ist. a heifst die Ordnung von A fiir B. A heilit ganz

fiir B, wenn a = 0, durch B° teilbar, wenn a = b. Hiernach ist klar, was
Restklasse mod B° (im Bereich der fiir 8 ganzen A) heifit. Die Restklassen
mod ‘P bilden einen Korper. Dieser erweist sich als endlich, sein Grad f {iber
P, heift der (absolute) Grad von B, seine Elementzahl p/ heiRt die (absolute)
Norm von B, Bezeichnung Q¥ = p/.

Dabei ist hier wie durchweg im folgenden P, bei gegebenem K als der
grofste endliche Teilkorper von K zu verstehen. Dann ist also jedes nicht zu P,
gehorige Element x aus K iiber P, transzendent und kann zum algebraischen
Aufbau von K von P,(z) aus verwendet werden.

Eine Ubersicht iiber alle Primstellen P von K werden wir gleich ent-
wickeln. Sie ergibt insbesondere, daft es nur abzahlbar viele solche gibt. Die
(—Funktion von K ist dann definiert durch:

Ck(s) :H 1_1 1

$

Indem man formal beliebige Potenzprodukte je endlich vieler :

A= PPy

mit ganz-rationalen Exponenten als Divisoren einfiihrt (die B heiffen daher
dann auch Primdivisoren) und die ganzen Divisoren als solche mit Exponen-
ten a; = 0 erklért, erhdlt man (vorbehaltlich des Konvergenznachweises) die

andere Darstellung:
1
Gis) =2 g
wo {iber alle ganzen Divisoren 2l von K summiert ist und

NA = NP]' - - NPy

gesetzt ist.

Die sémtlichen Primstellen 8 von K kann man durch Einfiihrung einer
Darstellung
K = Pp (ZL’, y)
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von P,(z) aus durch algebraische Erweiterung tibersehen. Jede Bewertung 3
von K entsteht némlich durch Fortsetzung einer Bewertung p von P,(z), und
umgekehrt lifst sich jede Bewertung p von P,(z) auf endlich viele Arten zu
Bewertungen B von K fortsetzen. Genauer gilt dabei: Sind By, ..., B, die
zu p gehorigen Primstellen von K und ey, ..., e, ihre Relativordnungen (ein
Primelement 7 fiir p hat die Ordnung e; fir 9B;), fi,..., f. ihre Relativgrade
(der Restklassenkorper mod 9B; hat iiber dem mod p den Relativgrade f;),

So 1st
T

Z eifi =ng
i=1
der Grad von K iiber P,(z). Man schreibt dann auch:

p=Pr P, NEB) =ph.

(So kann dann auch die Relativnorm beliebiger Divisoren in bezug auf P,(z)
erklart werden, doch brauchen wir das nicht.) Ist f, der Absolutgrad von p,
so sind fj f; die Absolutgrade der 3; . Die Aufgabe, alle Primdivisoren 3 von
K zu ermitteln reduziert sich dann auf zwei Punkte:

a.) alle Primdivisoren p von P,(z) zu ermitteln,
b.) die Zerlegung der p in K zu ermitteln.

Die letztere Aufgabe ist das Analogon zur Herleitung des Zerlegungsgeset-
zes in der algebraischen Zahlentheorie. Fiir iiber P,(z) abelsche K hat F. K.
Schmidt sie in voller Analogie dazu durch Ubertragung der gesamten Klas-
senkorpertheorie gelost. Wir brauchen das hier nicht, sind ja auch nicht blofs
mit dem abelschen Spezialfall beschéftigt; fiir den Artinschen Spezialfall liegt
natiirlich gerade ein solcher abelscher Fall vor. Wir brauchen hier im wesent-
lichen nur den schon angegebenen allgemeinen Typ des Zerlegungsgesetzes.

Die erstere Aufgabe ist leicht gelost. An Bewertungen p von P,(z) gibt es
genau die folgenden: Fiir jede (normierte) Primfunktion P(x) eine, ndmlich
nach der Teilbarkeit durch P(z), # = P(x), fo = Grad von P(z); und au-
fserdem eine unendliche Primstelle po., der ,absoluten Bewertung von P,(z)
(nach dem Grad) entsprechend, 7 = 1

; .
Aus dieser Ubersicht iiber die Primdivisoren und damit alle Divisoren von

K ergibt sich die Konvergenz und Giiltigkeit obiger beiden Darstellungen von
Ck(s) dort.
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Die Artinsche (—Funktion wiirde entstehen, wenn man die endlich vielen
PB/poo auslaht. Wir wollen das nicht weiter verfolgen.

3.) Um nun zu tieferliegenden Einsichten in die Struktur von (k(s) zu
gelangen, braucht man ein ziemlich tief liegendes Theorem iiber die Diviso-
ren von K, nédmlich das Analogon des Riemann-Rochschen Satzes. Fiir die
additive Darstellung der Funktion (k(s) kommt es ndmlich nur darauf an
zu wissen, wieviel ganze Divisoren 2 mit gegebener MA = p" es in K gibt.
Ich nenne n auch den Grad des Divisors 2. Jeder durch ein Element A # 0
aus K gelieferte Divisor hat den Grad 0 und legt das Element A bis auf eine
Einheit (Element aus P,) eindeutig fest. Diese Divisoren sind (bis auf den
den Einheiten entsprechenden Divisor 1) sdmtlich gebrochen, treten also in
Ck(s) nicht direkt in Erscheinung. Wohl aber indirekt so: Mit 2 haben auch
alle Divisoren 2AA den Grad n. Diese bilden die Klasse des Divisors 2. Fiir
die Funktion (k(s) kommt es also nur darauf an:

a.) Die Divisorenklassen zu tibersehen,
b.) Die Anzahl der ganzen Divisoren einer Klasse zu kennen.

Das letztere, und dann auch das erstere, leistet der Riemann—Rochsche Satz,
und zwar das letztere genau nach dem Schema der algebraischen Zahlentheo-
rie:

Ist C eine Klasse, € fest aus C' 7!, so entsprechen die ganzen Divisoren 2

aus C auf Grund von
o A
¢

umkehrbar eindeutig bis auf den willkiirlichen Einheitsfaktor den ganzen
Multipla A # 0 von €. Genauer ist d die Anzahl der bzgl. P, linear un-
abhéngigen ganzen Multipla von €, so ist d unabhéngig von der Auswahl
des festen Divisors € aus C' (Dimension von C, Bezeichnung {C'}), und dann
% die Anzahl aller ganzen Divisoren von C'. Das Analogon des Riemann—
Rochschen Satzes macht nun eine Aussage iiber die Dimension {C'}. Ganz
analog wie in der algebraischen Zahlentheorie kann man némlich zu jeder
Klasse C' eine komplementire Klasse C’ definieren. Man stiitzt sich dazu auf
ein festes = (so, dak K {iber P,(x) von 1. Art ist, was stets erreichbar), und
betrachtet zundchst den Divisor
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wo ®, der Differentendivisor von K iiber P,(x) ist (in iiblicher Weise er-
kldrt) und 91, der Nennerdivisor von z. Die Klasse W dieses Divisors erweist
sich als eine Invariante (Analogon der Differentialklasse der algebraischen
Funktionentheorie), insbesondere also auch sein Grad, den man als 2g — 2
bezeichnet. Es ist dann g das Analogon des Geschlechts, das sich (gerade
durch den Riemann—Rochschen Satz) als ganzzahlig = 0 erweist, und das
man aus den Graden d, und n, von 3, und 1, also so berechnet:
d

29 — 2 =d, — 2n,, g:?x—nx+1.

Zwei Klassen C,C" heifen komplementér, wenn
cc'=w
ist. Und das Analogon des Riemann—Rochschen Satzes sagt aus:

{C={C}+n-(9-1)
und somit ,
P o
o
wenn n,n’ die Grade von C und C” sind. Das ergibt insbesondere die Ganz-

zahligkeit von ¢, und (fiir n = 2g — 1) auch ¢ 2 0. Fiir n > 29 — 2 ist n’ <0
also sicher {C"} =0, d.h.

{C}=n—-(g—1) fir n>29—2.

Mittels des Analogons des Riemann—Rochschen Satzes ergibt sich dann
ferner, dak es fiir jeden Grad n nur endlich viele, und zwar gleich viele Divi-
sorenklassen gibt. Diese Anzahl h, eine wichtige Invariante von K, heifst die
Klassenzahl von K.

h ist micht das genaue Analogon der gewohnlichen Klassenzahl algebrai-

scher Zahlkorper. Dieses kommt vielmehr erst heraus, wenn man ein Element
x auszeichnet und zu den Idealen des Integritéatsbereichs J, der in z ganzen
Elemente iibergeht (Auslassung der endlich vielen Primdivisoren 3 /p,, = %,
Artinscher Standpunkt). Man findet:

WO
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h, die Idealklassenzahl in J,
R, der Regulator von J,

u; der gr. gem. Teiler der Grade der B /p,, = l.}

Daf es wirklich fiir jeden Grad n Divisoren in K gibt, ist allerdings erst ei-
ne Folge aus der analytischen Theorie (Residuum von (K(s)). Ich stelle diese
Tatsache hier, wo es sich nur um einen Tatsachenbericht nicht um Bewei-
se handelt, voran, um die Formeln nicht mit einem Parameter ny (gr.gem.
Teiler der Grade aller Primdivisoren — kleinster positiver Divisorengrad) zu
belasten, der sich dann doch nachtraglich als 1 herausstellt.

Ferner ergibt sich dann auch noch, dafs man = stets so wahlen kann, daf
[K:P,(x)] =g+1ist (fir n = g+ 1ist {C} = 2, was die Existenz eines nicht
zu P, gehdrigen Hauptdivisors x mit Zéhler und Nenner vom Grade g + 1
ergibt). Fiir g = 0 folgt speziell, dak K als P,(x) selbst darstellbar ist.

4.) Aus dem Vorstehenden ergibt sich unmittelbar folgende Entwicklung
fiir ¢k (s):

oL
n=0 i=1 pns
wo CY jeweils die h Klassen des Grades n durchlauft, und dann weiter:
LIPS (o < pr(e-D)
ptrr —1 1 P -1 1
3 W
n—0 i=1 P 1 p neag—1 P 7 1 Y
(auch fiir g = 0, weil dann der formal eingefithrte Summand mit n = —1 in

der zweiten Summe Null ist, wihrend die erste Summe ja leer ist). Fiir g = 0
(also h = 1) ergibt sich so als Analogon der gewdhnlichen Riemannschen
(—Funktion:
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Fiir ¢ > 0 kann man ferner so schreiben:

29g—2 h (¢) -
1 p{C" } h 1 pg(l s) pgs
CK(S) - ]: Z Z pns + p—1 p(9*1)5 1—pl=s * 1—ps

n=0 i=1

Hieraus liest man ab:

I.) Ck(s) ist periodisch mit der Periode 1?;,3 und regquldr in der ganzen

Ebene bis auf Pole 1. Ordnung bei s = 0,s = 1 und den homologen Stellen
mit den Residuen

h 1 1 h 1
p—1 logp’ p~t p—1 logp

Ferner folgert man leicht:

I1.) ¢k(s) gentigt der Funktionalgleichung:

PI(s) = pa VG (1= ).

Fiir die Polglieder ist das aus obiger Schreibweise ersichtlich: sie tauschen
sich bei s — 1 — s aus. Das tun auch die Glieder der ersten Summe, die man

nach Abspaltung des Faktors — W ja so schreiben kann:
29—2 {Cy, 29 2 {Cn}—
p p 2
Y =T Y e
n=0 Cp n=0 Cn
29 2 p{C”} 2

ZZ RSk

hier sind {Cy,} — § und {C,} — {C},} symmetrisch bzw. antisymmetrisch
in den komplementéren Klassen C,,C!, (ersteres nach dem Analogon des
Riemann—Rochschen Satzes), und der Summationsbereich wird durch C,, —

C’, in sich abgebildet. —

In der {iblichen, von der gewohnlichen Riemannschen (—Funktion bekann-
ten Weise folgert man aus der Produktentwicklung und dem Pol bei s = 1
ferner:

II1.) Ck(s) # 0 fir o = 1; daher liegen die ev. Nullstellen von (k(s)
samtlich in 0 < o < 1.
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Ferner:

IV.) Es ist

Ck(s) 01 O2g
- 2. —p
C(s) L+ P + + P29 (2)

ein Polynom vom Grade 2g in z = 1% . Hierin st
o1 =N —(p+1),
wo Ny die Anzahl der ganzen (Prim—)Divisoren vom Grade 1 in K ist, und
T9g = Y.

Ck(s) hat also fir g > 0 wirklich Nullstellen, ndmlich genau 2g im Peri-
odenstreifen.

Zum Beweis betrachte man (k(s) und ((s) als rationale Funktionen von

z = z%' Im Endlichen haben beide Pole genau bei z = 1 und 2z = %, und

zwar von der 1. Ordnung. Also ist der Quotient CCK(_S)) ein Polynom in z, da ja
((s) keine Nullstellen hat. Grad und hochster Koeffizient ergeben sich ohne

weiteres durch Betrachtung der hochsten Glieder in z bei (k(s) und ((s):

(i) g—1 fix C3) ,#W,
{C2g—2} = .. @
fir Cy,_,=W.

Zo ( (h=1)p9—14ps g1 oo
(s) 2292(( i +pt >=Z2g 2p9~t

K p—1 p—1
((s) = =27t

Ck(s) : 2%p?, also Grad 2g, o9y =pY.
Der Koeffizient von z ergibt sich einfach aus:

Ce(s) = 1420+

C(S) = 1 —|— ]%51 _|_ cee

letzteres, da in P,(x) genau p+ 1 Primdivisoren vom Grad 1 vorhanden sind,

entsprechend den p linearen Primfunktionen x — a, nebst dem unendlichen

Primdivisor po, = i L
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S

5.) Fiir die Behandlung der Nullstellen von (k(s) ist es bequemer, z = p
zu setzen und

2gs<K(S) - p — 529 2g-1 4 ..
P (s (2) =2 + 012 + oy
=29+ (N —(p+ 1) 4 +pf
zu schreiben. Seien py, ..., py, die Nullstellen und

Bi = p”
die ihnen entsprechenden z—Werte, also

2gs CK (S>
P

Dann liegen also die (; alle im Kreisring

=P(z) = (2= 01) (2= Pay).

1< |Bi] <p.

Das Analogon der Riemannschen Vermutung besagt:

1
18i] = p2 = /p
NB. Die Residuen bei s = 0 und s = 1 liefern dann iibrigens folgende Klassenzahlformeln:

h=(1-=p1) - (1-p29)=P(1)
h=p 9~ 051) - (p—PB2g) =p IP(p)

die durch die Funktionalgleichung zusammenhéngen:

2IP(z) = (3) 7gP(E).

Eine erste Anndherung daran kann man durch direkte Berechnung des Ko-
effizienten

o1 =N —(p+1)=—(Br+ -+ Pay)

erhalten. Um an die [3; selbst heranzukommen, ist es aber unbequem, auch
die weiteren Koeffizienten von P(z) durch die Anzahlen der Divisoren hohe-
rer Grade auszudriicken. Man kann vielmehr eleganter und wirksamer statt-
dessen mit den héheren Potenzsummen der Wurzeln [3; operieren, die einer
Deutung in unserer analytischen Theorie fahig sind. Es gilt ndmlich:
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V.) Entsteht K, aus K durch (die!) Erweiterung r—ten Grades des Koef-
fizientenkorpers P, zu Pyr, so ist

2w p

HCK( logp 7“)

— omi p
a(s)=1]¢ (s “Toep ;)

also

ngrsCCKT%:)) — Pz = H <z _ e”iwﬁl) <z — 627519@29)

= (2" = B1) -+ (2" = Bay),

NB. Es tritt 2" = p"* an Stelle von z.
und somit

o) =N = (" + 1) = (5 o+ ).
Das folgt einfach aus der Produktentwicklung

CK(S>:H1_%7 C(S)an_;l
P

P p RIS

und dem leicht herleitbaren Zerlegungsgesetz bei Ubergang von K zu K, bzw.
Py(x) zu Pyr(x) (Kreiskorper der (p" — 1)-ten E. W.1):

B=p g NRD =P p=pl” ), Np =g,
jk =T, jOkO =T
wenn k, ko die frithesten Exponenten sind, fiir die
NP = 1 modp” —1, NMp* = 1 modp" —1,
d. h. wenn

NP = P Np = p»

ist, fiir die

kn = 0 modr, kong = 0 mod r
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ist. Es ist formal genau dasselbe, wie die Aufspaltung der gewohnlichen Dede-
kindschen (—Funktion des Klassenkorpers in die L-Reihen der Charaktere der
zugeordneten Klasseneinteilung des Grundkorpers. Hier sind eben K, P,-(z)
Klassenkorper zu den Gruppen

NA=1 modp" —1, Na=1 modp —1
in K,P,(x). —

6.) Zur vollen Beherrschung der 3; gentigt es daher, die Anzahlen Nl(r) in
den K, zu studieren. Diese hiingen nun mit den Losungsanzahlen N einer
K definierenden Gleichung

F (‘T ) y) =0

in den endlichen Koeffizientenkérpern P, zusammen.

NB. F(z,y) ist so normiert angenommen, daf es Polynom in P,[x] mit héchstem Koeffi-

zienten 1 in y ist.

In der Tat entspricht jedenfalls jedem P vom Grad 1 in K, von den
B/poo = % abgesehen, eine Losung a,b von F(x,y) in P,. Denn mod P
sind alle Restklassen in P, vertretbar und

F(a,b) =0 mod ‘P «— F(a,b) = 0.

Umgekehrt entspricht jeder Losung a, b mindestens ein 3 vom Grade 1, ndm-
lich P | p = x — a. Es kann allerdings sein, daf einer u. derselben Losung a, b
mehrere P entsprechen (die sich erst durch Betrachtung der Grundgleichung
F(z,y) = 0 nach hoheren Potenzen von p = = — a als Modul voneinan-
der trennen). Dies tritt aber, wie in der algebraischen Zahlentheorie, nur
fiir aukerwesentliche Diskriminantenteiler p ein, d.h. fiir solche Teiler der
Diskriminante D(z) von F(x,y) in bezug auf y, die in der Diskriminante
0, = N(®,) von J, nicht ebensohoch aufgehen. Da sie dann im Quadrat in
D(x) aufgehen, muf fiir sie D(z) die Doppelwurzel a haben.

Hat also D(z) keine Doppelwurzel in P, so ist die Anzahl der endlichen
P vom Grade 1 genau gleich der Losungszahl N, und ganz entsprechend
auch fiir die ") und N, wenn D(z) diberhaupt keine Doppelwurzel hat.
Allgemein zeigt F. K. Schmidt, dafs die Differenz zwischen beiden Anzahlen
< %o jgt, wenn d, den Grad von D(z) in z angibt;

N.B. d, ist = d,, wo d, die obige Bedeutung (S. &™) hat.
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denn den hochstens %”C Doppelwurzeln kénnen immer hochstens n, Losungen
und Primteiler B entsprechen. Beriicksichtigt man noch die hochstens n,
unendlichen B /p., = i vom Grad 1, so folgt also stets:

T 8:2
IN" — N0 < (5 + 1) Na.

Wesentlich ist, dafs die rechte Seite von r und auch von den Koeffizienten
von F' unabhéngig ist, sondern nur von den durch F' definierten Gradzahlen
d, und n, abhingt. In diesem Sinne sei im folgenden stets das auf r — oo
beziigliche Landausche O(- - -) verstanden, also hier:

N = N 4 0(1).
Wir wollen jetzt annehmen, es sei
(A) N® —p=0(p")

mit einem ¥ im Intervall % < ¢ < 1 bewiesen, das nicht von r abhingt. Dann
folgt nach dem Prinzip des Graeffeschen Naherungsverfahrens, weil ja dann
auch

Ny = (1) = (67 + -+ Byy)) = (™)
ist, dal jedes
|8i] = pﬁ
ist. (Hier wird wesentlich die Gleichméfigkeit der O in r benutzt.) Das ist
dann also ein Resultat in Richtung der Riemannschen Vermutung fiir die

Funktion (x(s), und fir ¥ = 1 sie selbst. Uberdies folgt automatisch die
genauere Abschétzung

IND — (p+1)| < 2gp™,

und daraus

2

statt der zundchst nur angenommenen rohen Abschatzungen.
Alles kommt also auf die Herleitung einer Abschitzung vom Typus (A)
an.

d
INT —p| < 2gp” + 1+ <— + 1) N,

7.) Ich beschéaftige mich jetzt mit dem hyperelliptischen Spezialfall, wo
also K durch eine Gleichung

F(z,y)=y*— F(z) =0 (F(x) Polynom iiber P,,)



Marburg 1933 T 128

definiert ist:
K= Pp(m, F(x) )

NB. Ist F(x) nicht konstant, so ist dabei in der Tat auch P, der grofite in K enthaltene

absolut—abelsche Kérper.

In diesem Fall haben die englischen Mathematiker Mordell und Davenport
neuerdings Abschiatzungen vom Typus (A) hergeleitet, allerdings nur fiir den
Fall, dafs p Primzahl ist, wo es sich dann also um die Losungsanzahl einer
Kongruenz des obigen Typus mit ganz-rationalen Zahlkoeffizienten nach ei-
nem Primzahlmodul p handelt. Der allgemeine Fall (p Primzahlpotenz), der
in dieser Sprechweise der Kongruenzlosungsanzahl nach einem Primidealm-
odul eines algebraischen Zahlkorpers entspricht, léft sich aber, wie ich zeigen
konnte, mit denselben Methoden durch Hinzufiigung einer einzigen neuen
Idee behandeln. Das will ich nachstehend auseinandersetzen.

Wir setzen zunéchst p # 2 voraus. Fiir p = 2 ist ndmlich K von 2. Art iiber
»(7), also — Irreduzibilitdt — von 1. Art iiber P,(y), und wegen P,(y) =
»(y?) ist g = 0. Das interessiert also nicht.

Wir setzen ferner voraus, dak F'(x) keine Doppelwurzel hat (weder in P,
noch in irgendeinem P,:). Denn sonst reduziert sich die Aufgabe iiber einem
geeigneten P auf eine Gleichung y* — ®(z) = 0 mit ® von niedrigerem
Grade als F', und fiir unsere Aufgabe kommt es doch nur auf die Behandlung
in einer Serie ,aufsteigender P, an, gleichgiiltig, ob man bei P, selbst oder

bei einem P, anfingt.

P
P

Unter diesen Voraussetzungen ist fiir den Korper K:
n, =2, d,=2n, wenn F vom Grade 2n — 1 oder 2n ist,

also

dy
g:?—nx—i—l:n—l

Daher kénnen wir auch noch den Fall n = 1 eines linearen oder quadra-
tischen F' ausschliefsen, der ja wieder auf g = 0 fiihrt.

Die Losungsanzahl N = N(F) von F(z) = y? in P, lakt sich nun mittels
des quadratischen Charakters x von P, folgendermafen ausdriicken:

N(E) = (1+x(F@)) =p+ ) x(Fx)),

xT
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wo x den Korper P, durchlduft; denn 1+ y(b) ist die Losungszahl von y* = b
in P,.
Nun gilt fiir den Charakter x die folgende Darstellung: Es sei

2miSp u ro—
e(u) =e b ) WOSpu:u+up°+«~~+up00 ldieSpurianist

(p=pg)-
Dann ist

> x(te(th) = x(b) Y x(t)e(?),

da tb fiir b # 0 mit ¢ den Korper P, durchlauft, wihrend fiir b = 0 beide
Seiten 0 sind. Hier ist bekanntlich

Z x(t)e(t) = G(x) = £/ x(—1)p (Gauksche Summe; auf das Vorzeichen
t

kommt es hier nicht an).

Daraus folgt die angekiindigte Darstellung;:
1 +v/x(-1)
X(b) = —— x(t)e(th) = ——— x(t)e(th).
(b) G(X)zt:()() 7 Xt:()()

Damit erhalt man fiir die zu bestimmende Anzahlfunktion:

N(F)—p = i—vjé_l) S x(Be(tF(@)).

Das erheben wir in die 2n + 2 —te Potenz:

o2 X(— 1)+t
- anrl

(N(F) = p) ZX(tl < tonge)e(ti F(zn) 4 - -

x,,,tu
s t2n+2F(fE2n+2>)’

und summieren dann iiber alle p*"™' Polynome F in P,, deren Grad < 2n

ist (ohne Riicksicht auf die oben geforderten Einschréankungen fiir F' — die
uns interessierenden F' kommen ja dabei sicher alle vor!). Rechts zichen wir
die Summation tiber die Koeflizienten ¢, von

F(z) =cy+ 1w+ - + copa™



Marburg 1933 1

nach innen. Dann entsteht:

S (N(F) - p)*™* = x(=1) S Xl

pn+1

F Ty,ty

R CZnS2n)

B X(_l)n—i-l
- pn+1

Tyt

) e(canSan),

C2n

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

So=1t1+ -+ tonso

At .

,tonta) Z e(coSo + -+

Cy

s tanta) Ze(coso) e

€0

S1 =txr + - + tant2Tont2

Nun gilt

c

Ze(cu): p fir u=0
0 fir u#0

130

Ersteres ist klar. Um letzteres einzusehen, stelle man ¢ durch eine Basis

wi, ..., Wy, von P, dar:
C:'Vlwl‘i‘""f"%owrm Vi

Dann wird

in P

po-

S efen) = 3 eluna) -+ 3 elmwngu).

c At Yro

Hier ist nun

3 elun) = 3 = {§ i

Y Y

Wiére nun durchweg

Sp(wu) =0
Sp(wu) # 0.
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so folgte wegen
k
wi®| #0
notwendig
u=0.

Somit ist fir v # 0 mindestens eine Sp(w;u) # 0, d.h. die entsprechende
> e(ywsu) = 0, und daher auch ) e(cu) = 0.

Vi c

Fiir unsere Anzahlfunktion folgt daraus:

n -1 n+1
Z (N(F) —p)2 = X(pn—+)1 pPt Z X(t1 - tony2),
F

Ty,ty
erfiillen
G

wo iiber die Losungen z,,t, des Gleichungssystems

fl et b — 0
" oty 0Ty —

(@) L et =0
a4+ +lopoast, = 0

zu summieren ist. Es geniigt, iiber diejenigen Losungen zu summieren, fiir
die alle ¢, # 0 sind, wegen x(0) = 0.

(G) ist bei festen z,, linear homogen in den ¢, und enthélt 2n+1 Gleichun-
gen fiir 2n + 2 Unbekannte. Werden nun die x, zunéchst alle untereinander
verschieden vorgeschrieben, so ist der Rang gleich 2n + 1, also die ¢, bis auf
einen Proportionalitatsfaktor eindeutig bestimmt, und zwar

tl . tg Lol t2n+2 = Al . _AQ L . —A2n+2,
wo A1, ..., Ao, o die 2n 4+ 1 —reihigen Unterdeterminanten der Matrix

1 e 1

xl ............ x2n+2

2n—1 2n—1

1‘1 ------------ :'U2n+2
2n 2n

xl ............ $2n+2

sind (A, entsteht durch Streichung der v—ten Spalte), also

A, = H (x; — ).
i>k
i,k#v
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Da bei der gemachten Voraussetzung alle A, # 0 sind, sind fiir die Losung
auch wirklich alle ¢, # 0, wenn nur der Proportionalitdtsfaktor nicht 0 ist,
und es ist (weil 2n + 2 gerade ist)

Xt tanra) = X(=1)" T (Ar -+ Agyya).

In Ay -+ Ay, 10 kommt aber jede feste Differenz x; —xy (i > k) genau 2n—mal
vor (ndmlich fiir alle v aufer ¢ und k). Daher ist Ay --- Ay, 9 ein Quadrat,
und somit (A -+ Agyia) =1, also

X(t -+ tonye) = x(=1)"

Daesp(p—1)--- (p —(2n+ 1)) Systeme durchweg verschiedener x, gibt und
jedem p — 1 Losungen ¢, # 0 entsprechen, ergibt sich hiernach:

STNE) =p)" =" plp—1) - (p— 20+ 1) - (p— 1)+
n+1 nz 't2n+2)

p3n+3 + O( 3n+2) + X n+1 n Z . 't2n+2)7

wo die Restsumme nur noch iiber die Lésungen mit nicht durchweg verschie-
denen z, zu erstrecken ist. O bezieht sich auf p — oo, was im Sinne unserer
Anwendung liegt — Ersetzung von p durch p" mit r — oo.

Es seien jetzt unter den z,, genau s < 2n+ 2 verschiedene, die in Gruppen
von je vy, ..., Vs gleichen auftreten. Fafst man die Glieder dieser Gruppen in
(G) zusammen, so entsteht ein System linearer homogener Gleichungen in
der Anzahl 2n + 1 fiir s < 2n + 1 Unbekannte, ndmlich die den Gruppen
entsprechenden Summen aus den t,. Hierbei haben die ersten s Gleichungen
eine von 0 verschiedene Determinante, legen also jene t,—Summen zu 0 fest,
und die iibrigen Gleichungen bestehen dann von selbst.

NB. Das wird nicht gebraucht! «— [Ist also auch nur ein v; = 1, so wird das
entsprechende ¢,, = 0, und die Losung fallt fiir uns aus. ]

Allgemein gibt es p(p — 1) - - - (p — (s — 1)) Moglichkeiten fiir die Werte der
s verschiedenen x,, und wenn man noch die Verteilung auf die 2n 4 2 Plitze
beriicksichtigt, jedenfalls nur O(p®) Systeme der betrachteten Art. Jedem sol-
chen System entsprechen genau p®1—H++Fs—1) — ;2n+2=s Gysteme ¢, (ohne
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Riicksicht auf ¢, # 0). Schétzt man also fiir alle diese Losungen x (¢ - - - ta,12)
noch durch 1 ab, so wird jedenfalls

/
> () = O(P),
(G)
und damit endlich:
2n+-2 n n
S O(NE)—p)" =+ 0™ ).
F

Wir haben uns nunmehr mit der linken Seite zu befassen und dort das
Aquivalent des ,Hauptgliedes* p*"*3 rechts zu suchen. Dies Aquivalent wird
von denjenigen [’ geliefert, fiir die eine Zerfallung der Form

F = cF}

in P, besteht. Den Fall F' = 0 konnen wir aufier Acht lassen, da ersichtlich
N(0) = pist. Ist nun F = c¢F§ mit ¢ # 0, Fy # 0, so bestimmt sich die Anzahl
N(F) so:

a.) x(¢) = +1, also ¢ = ¢ in P,. Dann reduziert sich die Forderung
F(z) = y? auf eine der beiden Forderungen:

coFo(x) =y, coFo(z) = —y.

Jede einzelne dieser Forderungen hat genau p Losungen. Bei der Zusammen-
fligung sind genau diejenigen ngy Losungen nur einmal zu zéhlen, fiir die y = 0
also Fy(x) = 0 ist; das sind hochstens n. Also:

N(F):Qp—nm N(F)—p:p—no, wo 0=mny=n

b.) x(¢) = —1. Dann muf notwendig Fy(z) = 0,y = 0 sein, was genau
ng Losungen ergibt:

N(F) = ny, N(F)—p=mny—p.
Fiir die betrachteten F = coF¢? # 0 wird also
IN(F) =pl=p+0().

Solche F' gibt es nun genau p"™! — 1. Denn F, # 0 gibt es p"™ — 1, ¢ # 0
gibt es p — 1, und ¢F¢ = ¢ F'¢ ist dann und nur dann der Fall, wenn F, =
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kFy mit k # 0 (und dann ¢ = ;%) ist, was je p — 1 Darstellungen von F
zusammenfallen 1&ft.

Somit ist

Z (N(F) _p)2n+2 = ("t — 1) (p*2 + O (p*Y))

F:cFO2
_ p3n+3 + O(p3n+2).

In der Tat liefern also diese F' das Hauptglied p"*3. Lift man sie aus, so

folgt also
2n+2 n
> (NF)—p)"T =0 ).
F;éch

Wir betrachten nunmehr die linear gebrochenen Substitutionen

, _ar+b _
x_—cx—i—d’ ad — be # 0.

Setzt man
y— Y
(cx 4+ d)™’

so geht ¢/ = F(2') dabei iiber in eine Gleichung®
y/2 _ F’(m),

wo auch

+0b
F/ — d 2nF ar
() = (o apnr (2]

wieder ein Polynom vom Grade < 2n ist. Da diese Substitutionen umkehrbar
eindeutig sind, ist dabei N(F') = N(F) + O(1) (letzteres wegen des Unend-
lichen!). Ferner ist die Beschrinkung auf F' # cF§ bei diesen Substitutionen
invariant, und auch die gleich einzufithrende Doppelwurzelfreiheit und die
Eigenschaft, genau vom Grade 2n — 1 oder 2n zu sein, sind invariant.

Gehen wir von einem doppelwurzelfreien F' vom Grade 2n — 1 oder 2n
aus, und fiihrt eine Substitution der betrachteten Art F' in sich iiber, so sind
ihre Koeffizienten a, b, c,d durch die Uberginge (man beachte 2n — 1 > 3
wegen n > 1!) dreier solcher Wurzeln in irgendeins der (23? ) Systeme von

1. vielleicht auch y? = F'(x)
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drei Wurzeln von F' bis auf einen Proportionalitatsfaktor & festgelegt, und
dieser Faktor (der sich F’ als k*" mitteilt) ist selbst hochstens 2n—deutig
festgelegt. Solcher Substitutionen gibt es also hochstens 2n - (2;) =0(1). Es
gibt also auch nur O(1) Substitutionen, die F' in dasselbe F” iiberfiihren.

Wir gehen jetzt von einem festen doppelwurzelfreien F' vom Grade 2n —1
oder 2n aus — wie zu Beginn — und haben dann jedenfalls nach obigem

SU(N(F) = p)* = o),

wo tiiber alle zu F' in der genannten Weise dquivalenten, untereinander ver-
schiedenen F” zu summieren ist. Léft man die Bedingung der Verschiedenheit
der F’ fallen, so ist also jedes F” jetzt O(1)-mal statt 1-mal als Summand
zu setzen, was nichts ausmacht:
2n+2 T

> (NEF) =p)"TT = 0™ ).

FI~F
Links steht jetzt so oft ein Summand der Form (N(F) + O(1) — p) 2 als
es Substitutionen der betrachteten Art gibt, d. h. p* + O(p3) mal.

Daher folgt:
(" +0(") (N(F) + 0(1) = p)" ™ = 0(p**2),
(N(F)+0(1) —p)" ™ = 0(p*" )
N(F)+0(1) —p=0 <p*1> .

Leider gibt das nur fiir die beiden Anfangswerte n = 2 und n = 3 nicht—
triviale Resultate, ndmlich:

N(F)—p=0(ps) fir n=2
N(F)—p=0(ps) fir n=3.

Das sind die beiden Resultate von Mordell (in Verallgemeinerung auf belie-
bige P,).

Davenport hat durch feinere Methoden auch fiir beliebiges n ein Resultat
dieser Art erhalten, das allerdings nicht so scharf ist. Auch dieses verallge-
meinert sich in gleicher Weise auf beliebige P,. Es lautet:

N(F) —p =0 (p' 7).
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Allerdings ist der Davenportsche Beweis bisher nur bis n = 5 komplett.
Im allgemeinen Fall ist noch eine algebraische Eliminationsschwierigkeit zu
iiberwinden, was aber wohl in endlicher Zeit geschehen wird.

Fiir die Nullstellen der (in diesem Falle Artinschen) (—Funktionen folgt
also:

Im hyperelliptischen Fall y*> = F(z) mit doppelwurzelfreiem F(x) vom
Grade 2n—1 oder 2n liegen alle Nullstellen von (k(s) im Streifen 3 < o < 2
(”:2)’%§0§§ (n=3), W§U§1—W (allgemein)

Schliefslich méchte ich noch anfiihren, das die englischen Mathematiker

auch Gleichungen der Art
y™ = F,(x), F,(x) vom Grade n

in entsprechender Weise fiir spezielle Werte von m und n behandelt haben.
Hier ist das am meisten hervorstechende Resultat (Mordell):

N(y* = Fy(x)) —p = 0(p?).

Auch dies iibertragt sich wieder auf beliebige P, in analoger Weise. Fir diesen
Fall ist damait also die Riemannsche Vermutung bestdtigt. Es ist der einzige
bisher bekannte Fall, in dem man solch ein scharfes Resultat hat, von den
Artinschen rechnerisch hergeleiteten Bestédtigungen fiir kleine Primzahlen p
abgesehen.

Ubrigens konnte Davenport hier sogar die Losungszahl bis auf ein Glied
O(1) genau ausdriicken, als Funktion der Koordinaten a,b in p = a? + ab + b
(der Fall p = —1 mod 3 ist natiirlich trivial).
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1.14 Marburg 1933 11

Riemannsche Vermutung fiir Kongruenzzetafunktionen im
elliptischen Fall.

Vortrag Marburg, Mai 1933.

1. Rekapitulation aus Februarvortrag.”

E, endlicher Korper (¢ = p/). K algebraischer Funktionenkérper iiber
E,, erzeugt durch F(z,y) = 0 oder beliebige birationale Transformierte. E,
als grofster in K enthaltener Konstantenkorper vorausgesetzt.

Zwei wichtige Invarianten: Geschlecht g (2 0), Klassenanzahl h (der Di-
visoren jedes festen Grades).

F. K. Schmidtsche (-Funktion von K:

1 1
(r(s) = H 1_-_1_— ; N(A)

B N(P)*

Wird trivial fiir g = 0:

Eigenschaften:

I. Periodisch mit lz’”q. Regular bis auf Pole 1. Ordnung bei 0,1 und ho-

mologen Stellen mit Residuen

h 1 1 h 1

q—1llogg’ ¢?—1q—1logq

IT. Funktionalgleichung:

q(g—l)SCK(S) bei s—1—s invariant.

III. (k(s) # 0 fiir R(s) = 1. Nullstellen also allein in 0 < R(s) < 1.
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IV. Wesentlich Polynom 2¢g-ten Grades in z = ¢°:

ZQQCK_(S)
¢(s)
o1=N; — (g +1), N1 Anzahl der ganzen (Prim—)Divi-
soren 1. Grades in K. Ungefdhr An-
zahl der Losungen von F(x,y) = 0 in
E,; aber im Gegensatz dazu birational
invariant.

=P(2)=2% + 0122 + -+ 0y,

Also wirklich genau 2g Nullstellen p;

29
P(z) = H(Z’ — B, B =q".
i=1
Analogon der Riemannschen Vermutung:

1
1Bi| = q>.

V. Bei Ubergang zu K iiber E, entsprechendes Polynom:

(r) 29
Zgggﬁg =POE) =][G-8). 2=~
=1

Es geniigt also, Riemannsche Vermutung fiir geeignete Erweiterung K™ zu
bestétigen.

Elliptischer Spezialfall, g = 1. (k(s) allein durch h bestimmt:

_qth-1 h q° qt—*
CK(S)_ q_l +q_1 1_qs+1_q1—s ’
Z2CK(5)

¢(s)

=P(2) =22+ o1z + 09 = (z — B) (2 — ).

oo=N—(qg+1)=h—(¢g+1) (also Ny = h)
o9 =q.

B,3 entweder konjugiert-komplex (dann stimmt
Riemannsche Vermutung)

oder reell verschieden (dann nicht).
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Nachweis der Riemannschen Vermutung lauft auf
Ny — (q+1)] £ 2¢2
hinaus, also auf Abschéitzung des Faktors der Anzahl N; gegeniiber ihrem

Mittelwert g + 1.

Durch Anwendung des Ubergangs zu K" geniigt es allgemein, N 1(T) —(q"+
1) = O(q2) fiir  — 0o zu beweisen. Ist O <qr(%+ﬁ)) fiir ein ¥ bekannt, so

folgt, dak die Nullstellen (p) < 5+ haben. Durch Ubertragung elementar
analytischer Abschétzungen von Mordell und Davenport von E, auf E, so
Teilreduktion erreichbar fiir hyperelliptische Falle.

2. Darstellung des elliptischen Korpers K in Weierstrassscher
Normalform.

Fir p # 2,3 ist K in der Form erzeugbar
y* =4a® —cor —c3, mit 0=c — 27c§ # 0.

Im folgenden Spezialfille co = 0 oder c¢3 = 0 beiseite gelassen. Analoger Be-
handlung fahig, aber mit unliebsamen Modifikationen. Miihe dafiir unniitz,
da elementar vollig behandelbar (Davenport, Methoden von ihm und Mor-

dell).

Charakteristische Invarianten von K:

(1202)3
0

Aus ihnen abgeleitete weitere wichtige Invarianten:

L —

und - xa(cs).

(216c5)?

75 =k—12% = 3 und  xa(c2), x6(c3), x12(0).

Wegen ¢y # 0, c3 # 0 dabei hier immer k,% # 0.

Normalform, die allein Invarianten enthélt, nur irrational moglich:

_ 12¢5 - 216¢3 192 Y

5 ) : ) 77:\4/5

fihrt zu 5
21334V T 0P = & — 3kkE — 2hR2.
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Das erzeugt also K iiber E s, wo ¢ die Ordnung von V0 und \/? durch

VO normiert.
Im folgenden wird Nl(‘;) fiir K bestimmt:

NP = NO 41,

wo N© die gewdhnliche Losungszahl der Gleichung zwischen &, i in Eg. Die
zusatzliche 1 reprasentiert die eine unendliche Losung.

3. Uniformisierung durch elliptische Funktionen.

Weierstrasssche Normalform:

2
O =40 —gop — g3, A =gs—27g5 £0.

Dabei p = p(u,t0), g = ¢g2(t0), g3 = g3(tv). Geht durch analoge Trans-
formation

12g, - 21693 ~ o
T=ET A " VA
iber in .
24333'\/5 =1 —3jjr—2j;%
Dabei (12g,)° (216g5)?
. g2 > . 3 g3
p— pu— —_— ]_2 pr— —_—,
J A T A

7,7, J,j Funktionen 0. Dimension.

Singulare Werte dieser Funktionen fiir

w=oa (Modul aus imagindr quadratischem Korper 2 = P(\/EZ))
u=p (Zahl aus )

sind durchweg algebraisch und erzeugen abelsche Korper iiber €2, die nach
den Methoden der Klassenkorpertheorie durch Idealgruppen in 2 charakte-
risierbar.

Prinzip meiner Methode: Darstellung der Koeffizienten der gegebenen Glei-
chung, also wesentlich k, als Kongruenzwerte der entsprechenden Modul-
funktionen fiir geeignetes singuldres Argument a nach Primteiler 3 von p.
Erzeugung des ganzen E,s durch Kongruenzwerte von 7(p, a) fiir geeignete
Argumente p als volles Restsystem nach Primteiler * von . Untersuchung,
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ob die zugehorigen Kongruenzwerte von 7(p, a) auch noch mod §* rational
sind, durch Untersuchung des Zerlegungsgesetzes fiir * bei weiterer Adjunk-
tion von 7(p,a). Kurz: Darstellung der Gleichung in E,s durch Kongruenz-
betrachtung einer Zahlengleichung.

0o
Fundamentales Uniformisierungstheorem.

k Element ungeraden Grades f, iiber E,, also erzeugt E, (g = p/°) von
ungeradem Grade. Es existiert imaginar—quadratischer Modul a derart, da
p im Korper Kg = Q( j(a)) (Q Korper von a) in Primideale By vom Grade f
zerféllt — also der Restklassenkorper mod Py zu E,, isomorph ist, und bei
einer isomorphen Abbildung

j(a) =k mod Py, alsoauch j(a)=k mod Py

gilt.

Ko Ringklassenkérper mod m iiber €2, wenn a Moduldiskriminante D =
m?d hat, wo d Diskriminante von € ist; also Klassenkdrper zur Gruppe al-
ler Hauptideale (\) aus 2, mit A = rat. zu m primer Zahl mod m. Nach
Zerlegungsgesetz fiir Ky gilt dabei

g = p” = w7 im Ring mod m, mit (m) = p’, (Tp) = p’°,

wo p,p die beiden gleichen oder verschiedenen Primteiler von p in €2; ins-
besondere also (ﬁ) = 0% oder 1 (fiir (%9) = —1 wird Grad der Primteiler
gerade). Ferner wird m prim zu p. Dabei ist €2, d.h. d, in jedem Falle ein-
deutig bestimmt, ebenso die Faktoren my, 7 bis aufs Vorzeichen, und im
allgemeinen auch a, d.h. insbesondere D oder m; nur im Spezialfall d = —p

(p = —1 mod 4) kommen ev. zwei a mit D = —p und D = —4p in Frage.

Wegen k,% # 0 wird noch d # —4, -3, d.h. die ausgearteten Félle der
elliptischen und Modulfunktionen und die €2 mit héheren Einheitswurzeln
kommen bei dieser Voraussetzung nicht vor; sie entsprechen eben den ausge-
arteten Féllen c3 =0, co = 0.

Nattirlich besteht erst recht Zerlegung

q=p’ =mm im Ring mod m,

1. undeutlich
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wenn k& (nicht notw. primitives) Element aus E,, und der Restklassenkérper
mod By ist als Teilkorper von E, darstellbar.
Um Koeffizienten der Normalform zu erfassen, Ubergang zu Ringklassen-

kérper K = Q (\/3@)), mod m oder 2m, je nachdem 2t D oder 2 | D. Sei

P Primteiler von P, darin, so zeigt sich: Der Restklassenkorper mod 8 ist
als Teilkorper von E s darstellbar, es gilt

q(S — pflS =TT im Rlng mOd zm (Z - (2’ D))’

und

j(a) =k, f(a) = E, \/?(a) = \/E mod ‘B,

bei richtiger Normierung der 4/j(a). Damit Koeffizienten der Normalform
uniformisiert.
Uniformisierung leider bisher nur fiir ungeraden Grad der Invariante k

durchfiihrbar, also z. B. sicher, wenn £, ungeraden Grad f hat, insbesondere
tir £, =E,.

4. Uniformisierung der Variablen. Geschieht durch die Funktions-

werte
a a d e a
T un T
T—1’ T+1 )"

wo « die Zahlen aus a durchlauft; und zwar lassen wir « so laufen, dafs gerade
jedesmal ein volles Periodenparallelogramm (ohne Nullpunkt) durchlaufen
wird: (7 F 1)-te Teilwerte. Durch Adjunktion zum Koeffizientenkorper K
entsteht iiber € abelscher Korper K*. Sei * Primteiler von P in K*, und
m unter 7,7 so gewahlt, dafs P* Primteiler von p in 2. Dann zeigt sich aus
komplexer Multiplikation:

‘B* hat genau Grad fo, d.h. Restklassenkérper mod B* ist zu E,s iso-
morph. Die obigen Teilwerte, von denen insgesamt immer genau zwei ent-
gegengesetzte einander gleich sind (zweite Teilwerte in beiden Serien auf-
tretend!) sind sédmtlich mod PB* ganz und inkongruent, soweit verschieden,
bilden also genau zweimal den Korper Es.

Bemerkung. Ersetzt man ¢° durch beliebige Potenz ¢, also 7 durch
7", so gilt ganz Entsprechendes. Somit Uniformisierung von K (bei K@)
anfangend) durch Teilwerte von 7 und 7. Unsere Aufgabe, bei festem E zu

untersuchen, wieviele entsprechende Werte von 7 in E s liegen. —
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Antwort durch Zerlegungsgesetz fiir 8* in den einzelnen iiber §2 abelschen
Korpern K* (? (WL:!:l’ a)). Ergibt: bei richtiger Normierung von 7 unter 4w

sind genau die 7 (ﬁ, a) in Es, die T (WLH, u), soweit nicht zweite Teilwerte,
d.h. auch in der ersten Serie vertreten, nicht in E.

Anzahl der 7 (=25, a) ist N(r — 1) = 1 =N(7) — S(7) = ¢* — (7 +7).2

Jedem nicht-zweiten Teilwert darunter entsprechen
I zweiten I I I

zwei Losungen (da 7 dann # 0)
eine I (da 7 dann 0).

Die ersteren kommen aber zweimal, die letzteren einmal vor. Daher Anzahl
der Losungen einfach

NO=g@—(r+7), NP2=h=¢+1-—(n+7
Folglich wegen 77 = ¢° sind also einfach 7 und 7 die Wurzeln des Polynoms
Pz) = 2 = (¢’ + 1= N{)z + ¢,

das zur Funktion C}?)(s) gehort:

—0

3=, 6 =T.
Das beweist Riemannsche Vermutung, da m, 7™ konjugiert—komplex oder reell

gleich sind.
Ferner folgt

6:71-17 B:fb

wo 7,7, die im Vorzeichen richtig normierten Faktoren von
g=p=m7 in @  (m)=p/, (@=¥

sind.

Die richtige Normierung von 7 unter +7 und 7; unter £m; laft sich in
einigen Féllen noch durch Kongruenzen mod 4 angeben; leider bisher nicht
allgemein.

2. Das hier als G wiedergegebene Zeichen ist schwer zu lesen.
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Fiir die Félle ¢y = 0,¢3 =0 (d = —3, —4) gilt ganz Entsprechendes. Hier
nur Normierung komplizierter, da mehr Einheitswurzeln, aber voll angebbar.

Analogie zu Siegels Behandlung der Transzendenzprobleme und Diophan-
tischer Gleichungen. Hoheres Geschlecht entsprechend verkniipft mit abel-
schen Funktionen. Ev. auch A. Weils Methoden allein schon ausreichend,
zusammen mit algebraisch gefafstem Abelschem Theorem.

Wurzeln von (k(s) erscheinen als transzendent bestimmt: Wesentlich ge-
geben bei Kenntnis von (2, als Faktoren von ¢ in €. Bestimmung von {2
eindeutig durch Losung des Uniformisierungsproblems

j(a) =k mod Po.

Zur rein algebraischen Erfassung wére also diese Uniformisierung losgelost
von Theorie der elliptischen Funktionen zu leisten, insbesondere also trans-
zendentes Argument a der Modulfunktion zu gewinnen. Dazu fiithrt vielleicht
eine abstrakt aufgebaute Theorie der Modulfunktionen und elliptischen Funk-
tionen iiber unendlichem Galoisfeld E.,. Addition der Perioden algebraisch
erfafsbar durch Additionstheorem.

5. Anhang. Illustration der Methode an trivialem Problem 3? = 1 — 22

Uniformisierung:

WO
c(u) = cos2mu, s(u) = sin 27u.

Koeffizientenuniformisierung tritt nicht auf, da hier Geschlecht 0, kein Para-
meter.
Uniformisierung der Variablen:

u v
c , ¢ =0,....p—2; v=0,...,p.
(p—l) (P+1) : Y Y

Das sind 2p Werte. Je zwei einander gleich (zweite Teilwerte in beiden Serien
gemeinsam, entsprechen trivialen Losungen +1,0). Also genau p verschiede-
ne Werte. Erzeugen zusammen das Kompositum K der reellen Teilkérper des
Koérpers der (p — 1)-ten und des Korpers der (p+ 1)-ten Einheitswurzeln. In
K zerféllt p in Primideale p vom 1. Grade, dap=1 mod p—1und p= —1
mod p + 1. Die verschiedenen unter den Teilwerten sind inkongruent mod
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p. Dies folgt entweder durch Theorie der Multiplikations— oder Teilungsglei-
chung c(u), indem man nachweist

[T

I

oder durch Darstellung des Differenzenprodukts der verschiedenen Teilwerte
durch Einheitswurzeln mittels Additionstheorem 2. Art der Funktion c(u)
und Erkenntnis, dafs es prim zu p ist.

Erstere Methode fiithrt bei j(to) zum Uniformisierungsproblem, letztere
fiir 7(u, w) zur Konstruktion des Restsystems.

Entscheidung iiber Losbarkeit durch Adjunktion eines Wertes 5(5_&1) oder
s(ﬁ). Dieser erzeugt jeweils vollen Kreiskorper der d-ten Einheitswurzeln
iiber K, wenn d reduzierter Nenner des Teilpunkts. In ihm zerfallt p dann und

nur dann, wenn p = +1 mod d. Von den zweiten Teilpunkten abgesehen ist
das nur der Fall fiir Serie zﬁ’ fiir Serie zﬁ ist p = —1 mod d, also auch

p =+1 mod d nur fiir d = 1,2. so kommen

21# = p—3 Losungen  fiir die nicht—zweiten Teilwerte
1 Losung 1,0 fir ersten Teilwert
1 Losung —1,0 1 zweiten Teilwert

insgesamt p— 1 Losungen
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1.15 Wiirzburg 1933

Die Riemannsche Vermutung bei den F.K. Schmidtschen
Kongruenzzetafunktionen.

Vortrag Wiirzburg, September 1933.
1. Problemstellung.

Mordellsches Problem: Gegeben endlicher Kérper E, (¢ = p/; — bei
Mordell nur ¢ = p) und Polynom F(z,y) in E,, absolut-irreduzibel (d.h. bei
beliebiger algebr. Erweiterung von E, zu E,r irreduzibel). Gesucht moglichst
genaue Bestimmung der Anzahl N der Lésungen von F(z,y) =0 in E,.

Da fiir die ¢> Wertsysteme z,y ¢ Funktionswerte F'(z,y) zur Verfiigung
stehen, ist zu erwarten, dalk N ungeféhr ¢ ist. Man fragt dann nach der Grofe
von N — q. Ist speziell F(z,y) =y — F(z), so ist trivialerweise genau N = q.
Allgemein sucht man eine Abschitzung vom Typus:

N —q| = Cq’, (kurz: (¢, C')—Abschétzung),

wo ¥ < 1 und C' > 0 Konstanten sind, die nur von den algebraischen Eigen-
schaften von F(z,y) abhingen, etwa bei Betrachtung aller Polynome eines
festen Grades in x,y nur von diesem Grad, nicht von ¢ und den Koeffizi-
enten. Die genaue Préazisierung des zu erwartenden und in gewissen Féllen
bewiesenen Resultats lautet allerdings etwas anders.

Dazu fiihrt das Studium des durch F(z,y) erzeugten algebraischen Ge-
bildes iiber E,. Dies ist ein Korper K algebraischer Funktionen tiber FEj.
Umgekehrt wird jeder solche durch eine Relation F'(x,y) = 0 erzeugt. Der
absoluten Irreduzibilitdt von F(x,y) entspricht dabei die Tatsache, dafs E,
der umfassendste in K enthaltende absolut—algebraische Kérper (Konstan-
tenkorper) ist.

x,y sind nicht ausgezeichnet innerhalb K, birationale Transformation.
Daher auch F(z,y) und Losungsanzahl N keine Invarianten von K. F.K.
Schmidt hat aber birational invarianten Punktbegriff des Gebildes einge-
fiihrt: Punkt = Primdivisor P von K, definiert durch Bewertung von K =
homomorphe Abbildung von K auf einen Konstantenkérper E,-, r Grad von
P. Dabei entsprechen insbesondere die Primdivisoren P; vom Grade 1 we-
sentlich eineindeutig den Losungen a,b von F(z,y) = 0 in E,, abgesehen
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von endlich vielen nicht birational invarianten Ausnahmeprimdivisoren (au-
fserwesentliche Diskriminantenteiler von F'(z,y), Nennerteiler von z,y). Die
Anzahl N; der P, ist das birational invariante Aquivalent fiir N. Die Aufga-
be ist also, eine (¥, C')-Abschétzung fiir Ny — (¢ + 1) zu finden (¢ + 1 mit
Riicksicht auf das Unendliche theoretisch richtiger als ¢). Daraus ist dann in
jedem Falle durch genaues Studium von N; — N (stets = 0) der Ubergang
zu der urspriinglichen Mordellschen Aufgabe betr. N — ¢ moglich.

Die Punkte P von héherem Grade r entsprechen ebenso wesentlich ein-
eindeutig den Serien konjugierter Losungen «, 3 in Eg -, und sie losen sich
in K" = Eg(x,y) in r Punkte vom Grade 1 auf. Betrachtet man also
das ,algebraisch abgeschlossene“ Gebilde K = E(x,%), wo E der algebra-
isch abgeschlossene absolut—algebraische Koérper der Charakteristik p ist, so
entsprechen dessen Punkte P im wesentlichen eineindeutig der Gesamtheit
aller algebraischen Losungen von F'(z,y) = 0. Eine grundlegende Invariante
von K (und damit von K) ist das Geschlecht g, das von F.K. Schmidt in
formaler Analogie zur gewohnlichen algebraischen Funktionentheorie einge-
fithrt ist (Verzweigungstheorie). g = 0 ist gleichbedeutend mit der linearen
Erzeugbarkeit von K, y = F(x), Beweis allerdings bisher nur analytisch.

Die Bestimmung von N; kann hiernach in folgende zwei Teilaufgaben
zerlegt werden:

a.) Ubersicht iiber alle algebraischen Punkte des Gebildes.

b.) Aussonderung der in E, rationalen Punkte.
2. Zusammenhang mit der Riemannschen Vermutung.

Auf Grund seines birational invarianten Divisorenbegriffs definiert F. K.
Schmidt die K invariant zugeordnete Zetafunktion:

ls) = [ == wo N(P)=¢,

p = N(P)

eine mit der Periode lim periodische Funktion von s. Speziell fiir g = 0, also
gq

K =k = E (), ist diese Funktion trivial:

pal e (R el s
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Sie hat keine Nullstellen, und die Pole 1. Ordnung

B 2mv 2mv
~logq’ logq

S

Diese treten als einzige Pole von (x(s) auf, ndmlich

k(s) . MNi—(g+1) | g
Ck(s) =1+ q* + + q2gs

ist ein Polynom in X vom Grade 2g. Es gibt ferner daher genau 2g Serien

von Nullstellen von (x(s), wegen der Produktdarstellung und der von F. K.
Schmidt bewiesenen Funktionalgleichung jedenfalls im ,kritischen Streifen*
(inkl. Rand) gelegen, im folgenden beschrieben durch die zugehorigen 2g

Nullstellen g; in z = ¢° des z—Polynoms

29 CK(S)

Z —_—

Gk (s)

dessen Koeffizienten sich als ganz-rational erweisen; insbesondere ist der

zweithochste gerade die zu untersuchende Differenz, und diese also darge-
stellt als die negative Summe der Nullstellen f;:

=294 (N1 —(¢g+1))22 "+ +gq,

29
Ni—(g+1)= —Zﬁi-
i=1

Die Nullstellen liegen jedenfalls im ,kritischen* Kreisring 1 < z < ¢, und die
Riemannsche Vermutung fiir (x(s) besagt:

1
|8i] = q2.
Sie impliziert hiernach:
1
[N = (g + D] = 2992,

also eine (%, 2g)—Abschitzung. Das ist die oben in Aussicht gestellte Prézi-
sierung des zu erwartenden Resultats. Jedes rohere Resultat |3;] < c¢” (3 <
¥ < 1) impliziert ebenso eine rohere Abschitzung, nédmlich eine (¢, 2gc)—
Abschétzung.
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Dieser Zusammenhang ist umkehrbar (Artin) durch simultane Betrach-

tung der zu den K = E,(z,y) gehorigen Anzahlen Nl(r). Fiir diese gilt
némlich:

N — (¢ +1) Zﬁr

Eine (¢, C)-Abschiitzung aller N{” mit von r unabhéingigem C' impliziert also
18;] < ¢” und fiihrt iiberdies zur (ev.) Verbesserung des urspriinglichen C' in

2g. Insbesondere folgt aus einer (3, C')-Abschétzung fiir alle N, ) —(¢"+1)
die Riemannsche Vermutung.

3. Elliptischer Fall, g = 1.

Néchsteinfacher Fall nach dem trivialen g = 0.
Sei p # 2,3. Dann K durch Weierstrafssche Normalform

y? =42° —cor —c3 mit 0 =c; —27c3 # 0

erzeugbar. Die Spezialfille co = 0, c3 = 0 seien ausgeschlossen.
Ubergang zu von Dimension 0 homogener Normalform

0 = 4€% — Kol — kg mit KD —27/@% =1

durch Multiplikationstransformation

C3
\2/5.

(%, y), wo t | 12, was nicht

, &=

”ff"”“2

Ist verbunden mit Erweiterung zu K®
wesentlich ist.

Teilaufgabe a.) Ubersicht iiber alle algebraischen Punkte des
Gebildes; wird bewerkstelligt durch Uniformisierung mittels elliptischer
Funktionen. Diese selbst zur Uniformisierung nicht geeignet, da in einem
Zahlkérper (Char. 0) verlaufend. Ubergang zu Korper der Char. p wird er-
reicht, durch Ubergang zu den Restklassen nach einem Primidealteiler von
p in einem algebraischen Zahlkorper, dem die zu betrachtenden Funktions-
werte angehoren (Komplexe Multiplikation). Diese Uniformisierung ist mir
bisher in allen Féllen gelungen, wo der Grad der Invariante x3 = % iiber

E, ungerade ist, speziell also, wenn urspriinglich FE, selbst als Grundkoérper
gegeben war.
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Uniformisierungstheorem.

I. Koeffizienten. Es existiert ein eindeutig (in einem Spezialfall zwei-
deutig) b. a. prop. bestimmter Modul a = [, as] in einem imagindr—quad-
ratischen Zahlkorper Q = P(v/d), der regulires Ringideal mod m fiir ein zu
p primes m ist, derart, dafs

L) p=ppin Q (p = p oder p # p),
pf:(w%]_)f:(ﬁ)’wﬁ:pf:q;

2.) fiir einen Primteiler P von p in dem durch die Modulfunktionswerte

92<a) 5(“) _ g3<a>

PO aw YT vae

iiber € bestimmten Ringklassenkorper K der Restklassenkorper mod P
isomorph in Fg enthalten ist und dabei gilt:

Yo(a) = ko, v3(a) = k3 mod P.

Damit ist die zu untersuchende Relation dargestellt als realisiert durch
Betrachtung der Identitét

7(u,0)? = 4n(u,a)® — yo(a)m(u, a) — v3(a),

WO

m(u,a) =

als Kongruenz mod P.

IT. Variable. Likt man u alle rationalen Teilpunkte > (v in @) mit zu p
primem Nenner n des Periodenmoduls a durchlaufen, und bezeichnet P einen
Primteiler von P in dem durch alle zugehoérigen Teilwerte der Funktionen
7(u, a), 7T(u, a) erzeugten unendlichen algebraischen Zahlkdrper K iiber K, so
erhélt man genau alle Punkte des algebraisch-abgeschlossenen Gebildes K.

Damit ist die Teilaufgabe a.) gelost.

Teilaufgabe b.) Aussonderung der in E, rationalen Punkte; er-

fordert geeignete Auswahl unter den sédmtlichen Teilpunkten >. Zunéchst

durchlauft fiir die Teilpunkte der Funktionswert 7(u,a) mod P genau

&
wt+1
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zweimal den Kérper E (in isomorpher Abbildung). Dann zeigt das Zerle-
gungsgesetz fiir die durch die zugehorigen Funktionswerte 7(u, a) erzeugten
Strahlklassenkorper, dafs genau fiir die eine der beiden Teilpunktserien, bei
passender Normierung etwa die Serie —*—, auch der Funktionswert 7(u, a)
in By liegt.

Damit ist die Uniformisierung auch unter Beschrankung auf das urspriing—
liche Gebilde K, oder vielmehr auf K| geleistet. Die fragliche Anzahl Nlt)
ist sogar genau bestimmt:

NY = (¢ +1) - (&t + 3,

und daraus folgt weiter durch den Artinschen Riickschluft auf K selbst: Bei
richtiger Normierung der beiden konjugierten Faktoren w,z von ¢ in €2 sind
diese die Nullstellen des zu (x(s) gehorigen Polynoms, und es ist

NI

Ni=(¢g+1)—(w+7w@), also |Ny—(¢g+1)|=2q2.

Die Riemannsche Vermutung stimmt, da w, @ konjugiert—komplex sind.

Bemerkung. Die Bestimmung von 2, m, a,w, @ zu K ist vorlaufig nur auf
dem transzendenten Wege iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen
gegeben. Ich mochte vermuten, daf man auf Grund des Additionstheorems
der p-Funktion in seiner rationalen Gestalt zu einer abstrakten Theorie der
Modul- und elliptischen Funktionen der Char. p kommen kann, die dann
den Schliissel zur algebraischen Bestimmung der Nullstellen der Zetafunktion
liefert.

Fiir hoheres Geschlecht g hitte man dasselbe mit der allgemeinen Theorie
der abelschen Funktionen zu machen. Das scheint im Hinblick auf die Erfolge
Siegels mit dieser Theorie fiir die Behandlung des Problems der Losungsan-
zahl diophantischer Gleichungen hoffnungsvoll.

4. Weitere Falle.

a.) Ausnahmefélle ¢y = 0, c3 = 0 subsumieren sich durch bir. Transf. unter
allgemeinen Fall

F(z,y) =ax™ +by" —c in K, (a,b,c #0)

wo oBdA m,n | ¢g—1 angenommen werden darf. In diesem Falle Bestimmung
der Nullstellen von (k(s), und damit von N; und N, elementar ausfiithrbar
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(Davenport—Hasse; Publikation demnéchst). Nullstellenanzahl nach allgemei-
ner Theorie:

2g=(m—-1)(n—-1)—(d—=1), wo d=(m,n).
Methode:

n 1 -
K =E/(z,y)=k (”{/C—t, \/ i ; t>> tiber k = E,(t) vom Geschlecht 0,
a

wo t=azx™=1-—0by".

Cie(s) = [ Lu(s, X ),

X

WO

S77 e m /] c n/ec(l—t
Charaktere (Legendre-Symbole) nach Teilkérpern k ( \/g >  k ( %)

durchlaufen. Auf Grund der Klassenkorpertheorie (Reziprozitéitsgesetz, De-
dekind) dieser beiden Kérper findet man:

Li(s, XW) = (k(s) fir y=1,¢v=1
=1 fir y=1 oder =1
oder x¥ =1 sonst

—14 LEIn00 s g1 L

¢ Te(xv)

Dabei x, 1 die in bestimmter Weise X, ¥V zugeordneten Charaktere in £,
und

Ta(X) = Z X(x)e%;mSp(x) (a—te Gausssche Summe zu )

z in Ey
Also sind die (m — 1)(n — 1) — (d — 1) Grossen

n(0n@)

=00¥) = Te(x¥)

(Faktorensystem der Gaussschen Summen)
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die Nullstellen des zu (x(s) gehorigen Polynoms (Bestitigung des Gesch-
lechts) und die Riemannsche Vermutung stimmt (Betrag der Gaussschen
Summe ist q%). Durch Verallgemeinerung der Kummerschen Resultate iiber
Primidealzerlegung der Gaussschen Summen lassen sich die Nullstellen @y,
) arithmetisch genau charakterisieren, ndmlich als bestimmte Potenzpro-
dukte der Primidealteiler von p im Korper der (¢—1)-ten E. W. mit bestimm-
ten Kongruenzeigenschaften. Ubrigens noch merkwiirdige bisher unbekannte
Relationen zwischen Gaussschen Summen:

X"=¢ Pr=1
P#l

Beweis durch Koeffizientenvergleich in

Li(s, X) = [ [ Le(s, XW)  (fiix 2™ + " = 1)
v

fiir k = k(y), K = k( /T — ") und den X entspr. Charakter X in k.

Ubrigens subsumiert sich auch allererster Fall mit bew. Riemannscher
Vermutung, nimlich Mordellscher Fall y* = F3(z) (kub. Pol.) dem eben
betr. allgem. Fall durch birat. Transf. (ell. Fall mit ¢, = 0).

b.) Hyperelliptische Fille.
y" = F(z) (oBdA F(z) Pol.,n|q—1)

Riemannsche Vermutung dafiir &quivalent mit (%, C')-Abschétzung der Mor-
dellschen Charaktersummen

S(x) = Z X (F (), (x n—ter Potenzcharakter in E,),

T in Ey

also Problem aus der Verteilung des n-ten Potenzcharakters in F,.

Im elliptischen Falle (p # 2, 3) wie gesagt, durch meine Uniformisierungs-
theorie bestitigt. Allgemein Teilresultate von Davenport und Mordell (ge-
wisse ¢ > 1).

c.) Zyklische Koérper vom Grad p. Artinsche Gleichungen

Yy —y = F(x) (rat. Funkt.).
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Héngt vollig analog zusammen mit Mordellschen Ezponentialsummen
/ Tiv
Sy = Z e 5 SpF@) (x keine Nennernullstelle, aber ev. co)

z in Ey

Ich konnte nimlich in Erginzung von F.K. Schmidt zeigen, dass hier K™
Klassenkdrper ist nach Klasseneinteilung durch Charakter

Insbes. Artinsches Rez. Ges.
fiir diesen p—ten Charakter!

F 27i
X(a):{ (i")] L SR(F @)
p

. (Spur mod a) ‘

dessen zugeordneter additiver Charakter in £ ist:

x(a) = e%, also S(x) = Z/ x(F(z)) = 5.

T in Ey

Riemannsche Vermutung dquivalent mit (%, C')—Abschétzung der S,,.
Bis auf triviale Spezialfille (s.u.) bisher nur Teilresultate von Mordell
und Davenport (gewisse ¢ > 1).

Erledigter Spezialfall:

y—y=a"  29=(m-1)(p—-1)

Fiihrt ganz analog wie oben durch Betrachtung von K = k ( V', \%) iiber
k=FE,((t) t=y"—y=2am)zu

o) = G TLTT Bulsoxew) mit Lifs. o) =1+ —n(x)

X#1v#£0

Also sind die Nullstellen einfach die —7,(x), neue Deutung der Gaussschen
Summen.

Nach Geschlecht gemessen (2g = (v—2)(p—1), wo v = Grad des Fiihrers,
aus Nenner von F'(x) bestimmt) sind niedrigste Fille:

a.) F(x) kub. Pol. (Davenport: ¢ = 2)

b.) F(z) Quot. zweier quadr. Pol. (4quiv. mit Klostermannschen Summen;
Davenport-Salié: ¢ = 2).

1. undeutlich
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Ich hoffe, gerade in diesen beiden Fillen durch Uniformisierung mittels el-
liptischer Transformationsgleichungen héherer Stufe zu ¥ = % und exakten
Nullstellen zu kommen.

4. Weitere Falle.

Die Ausnahmefille, wo ¢; = 0 oder ¢3 = 0, subsumieren sich (durch
birationale Transformation) unter den allgemeinen Fall:

F(r,y) =ax™ +by" —1 in E,,

wo oBdA m,n | ¢ — 1 angenommen werden darf. In diesem Fall lafst sich
die Bestimmung der Nullstellen der Zetafunktion und damit der fraglichen
Anzahl N; (und auch N) leicht elementar ausfiihren, wie Davenport und ich
gezeigt haben (Veroffentlichung demnéchst). Die Nullstellenanzahl ist

2g=(m—-1)(n—1)—(d—1), wo d=(m,n).

Man findet durch Ausrechnen der Losungsanzahl mittels der m—ten und n—
ten Potenzcharaktere y und v in E:

M-@+D= 3 w@em W S o),

X XPF#1L T(xv) X, xyp#1
und N = N; — N, wo N die sofort angebbare Anzahl der Losungen von

z? = —%in B, ist. 7(x) bedeutet die Gaufische Summe zum Charakter y:
r) = Y XM (@)e T,
T in Ey

Der Hauptschluf besteht in dem Nachweis, daf bei Ubergang zu E, die
Summanden w(x, ) rechts sich einfach mit r potenzieren, also einem in-
teressanten Theorem iiber Gaufssche Summen in endlichen Korpern. Daraus
folgt unmittelbar, dafs diese @w(x, 1) gerade die gesuchten Nullstellen sind; die
Anzahl ist in der Tat gerade 2g. Thr Betrag ist nach der bekannten Tatsache
iiber Gaufssche Summen wirklich q%, Riemannsche Vermutung.

Durch Verallgemeinerung der Kummerschen Resultate iiber die Prim-
idealzerlegung der Gaufschen Summen kann man ferner hier die fraglichen
Nullstellen arithmetisch genau charakterisieren, namlich als bestimmte Po-
tenzprodukte der Primidealteiler von p im Korper der ¢ — 1-ten Einheits-
wurzeln mit bestimmten Kongruenzeigenschaften. Ubrigens wird man dabei
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noch zu merkwiirdigen Relationen zwischen den Gauftschen Summen gefiihrt,

namlich
IT 0 =xmrx) [ 7).

X=X YPr=1
P#1

Es sei bemerkt, daf sowohl die Ausdriicke w(, 1), als auch diese Relation
sich mittels hyperkomplexer Faktorensysteme deuten lassen. Vielleicht liegt
hier die algebraische Quelle fiir diese Relationen.

Ubrigens subsumiert sich auch der allererste Fall, in dem die Riemannsche
Vermutung festgestellt wurde, namlich der von Mordell erledigte Fall

y® = F3(x) (kubisches Polynom),

dem oben betrachteten allgemeinen Fall durch geeignete birationale Trans-
formation (elliptischer Fall mit ¢o = 0).

5. Charaktersummen und Exponentialsummen.

Mordell hat im Zusammenhang mit den Losungsanzahlen N zwei Sorten
von Summen studiert.

a.) Charaktersummen:

T in By

wo F(x) eine rationale Funktion iiber E, (oBdA ein Polynom) und x ein
m-ter Potenzcharakter in E, mit oBdA m | ¢ — 1 ist. Deren Untersuchung

ist dquivalent mit der Untersuchung der Losungszahl N im hyperelliptischen
Falle
y" = F(z).

Die Riemannsche Vermutung fiir dieses Gebilde ist dquivalent mit:
1
1S = Cqz,

wo C' eine mit dem Geschlecht des Gebildes zusammenhéngende leicht angeb-
bare Konstante ist. Im elliptischen Falle (und p # 2, 3) ist das, wie ich oben
ausfithrte, bestétigt. Allgemein liegen jedenfalls Teilresultate von Davenport
und Mordell vor (mit gewissen ¢ > 3).
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b.) Exponentialsummen:

Sy, = ZI 5 Sp(F@) (x keine Nennernullstelle)

z in Ey

Ich konnte zeigen, daft diese Summen in ganz analoger Weise mit denjenigen
Gebilden verkniipft sind, die durch eine zyklische Gleichung vom Grade p
iber E,(x) erzeugt werden, also eine Gleichung vom Artinschen Typus:

Yy —y = F(x),

wo die rationale Funktion F'(x) iiber E, jetzt nicht mehr einfach als Poly-
nom angenommen werden darf. Anders gesagt, konnen also die Exponential-
summen aufgefalt werden als Charaktersummen fiir die Charaktere, die der
Bildung y? — y statt der m—ten Potenz 4" entsprechen.

Die Riemannsche Vermutung fiir das genannte Gebilde ist dquivalent mit:
1S, £ (v —2)g2,

wo v der Grad desjenigen Divisors ist, der entsteht, wenn man die Exponenten
der Nennerprimteiler von F(z) um 1 erhdht; es ist 2g = (p — 1)(v — 2).
Der fragliche Divisor vom Grade v ist der Fiihrer des Kérpers K im Sinne
der Klassenkorpertheorie. Diese Klassenkorpertheorie war bei F. K. Schmidt
anders als in den Fallen mit durch p unteilbarem Grade noch nicht entwickelt.
Ich konnte dies tun, und insbesondere das Artinsche Reziprozitéitsgesetz fiir
diese zyklischen Korper vom Grade p beweisen, woraus sich dann der eben
angefiihrte Zusammenhang ergab.

Die Riemannsche Vermutung ist fiir diese Exponentialsummen noch in
keinem Falle bestitigt. Aber es liegen wieder Teilresultate von Davenport
und Mordell mit v > % Vor.

Das Geschlecht, d. h. die darin steckende Zahl v gibt ein gewisses Maf fiir
die Hohe des betr. Problems. Der in diesem Sinne niedrigste Typus, v—2 = 2
(=1 ist trivial) liegt vor, wenn

a.) F(x) ein kubisches Polynom ist (Davenport: 9 = 2),

B.) F(x) Quotient zweier quadratischer Polynome ist (dquivalent mit so-

gen. Klostermanschen Summen; Davenport, Salié: 9 = %)

In diesen beiden Féllen hoffe ich bis zur vollen Wahrheit, der Riemann-
schen Vermutung vordringen zu kénnen durch Uniformisierung mittels Trans-
formationsgleichungen hoherer Stufe der elliptischen Funktionen.
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1.16 Gottingen 1933 11

Quaternionenkorper und Darstellungstheorie der quadratischen
Formen.

Vortrag Gottingen, Dezember 1933.

Gewohnliche Quaternionen.

System der Grofsen
E=w+xi+yj+ 215

mit Zahlkoordinaten w, x, y, z, gebildet aus 4 hyperkomplexen Einheiten 1,1, 7,77
mit den Rechenvorschriften

) j2:_17 Zj:_]Z

Die Zahlkoordinaten w, x, y, 2 nimmt man gewohnlich als reelle Zahlen. Dann
gelten alle Rechengesetze bis auf das komm. Gesetz der Multiplikation. Ins-
besondere ist die Division durch £ # 0 stets moglich, weil der dabei in den
Koordinaten auftretende Nenner

N =& =w*+a" +y" +2°
nicht Null ist. Dieser Nenner ist das Produkt von ¢ mit den konjugierten

§ =w—ai—yj— zij,
!

und die Division g vollzieht sich nach dem Schema % Alles dies gilt a

fortiori bei Beschrankung auf rationale Koordinaten. Im folgenden stets so.

Verallgemeinerte Quaternionen.

System der Grofen
E=w+za+yp+ zal

mit rationalen Zahlkoordinaten w, x,y, z, gebildet aus 4 hyperkomplexen Ein-
heiten 1, «, 3, a8 mit den Rechenvorschriften
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Dabei a,b gegebene rationale Zahlen # 0. Es gelten wieder die Gesetze der
Addition, Subtraktion und Multiplikation bis auf das komm. Gesetz der Mul-
tiplikation. Die Division mufs untersucht werden. Rechnet man wieder

f'=w—za—yB—zaf
als das konjugierte zu &, so ist hier
N(§) = &€ = w? — ax? — by* + abz?,

und fiir die Division kommt es genau wie oben darauf an, ob diese quadr.
Form nicht-identische Nulldarstellungen hat. (Nullform!), und zwar entspre-
chend unserer Grundvoraussetzung mit rationalen w,x,y, z.

Ich bezeichne das verallgemeinerte hyperkomplexe Quaternionensystem
mit den Koeflizienten a, b durch (a, b). In diesem Sinne sind die gew6hnlichen
Quaternionen (—1,—1).

1. Hauptfrage. Wann ist (a,b) ein Nullsystem? Bezeichnung: (a,b) ~ 1.
Gleichbedeutend mit der Frage: Wann ist die quaterndre quadratische Form

F = w? — az® — by® + abz?
Nullform? Oder auch: Wann ist die terndre quadratische Form
f=w?—ax?— by’

Nullform?
Ist namlich F' Nullform, so a fortiori auch F. Ist umgekehrt F' Nullform,

(w — axg) = b(ys — azp) =0,

so entweder a Quadrat und f trivialerweise Nullform; oder a kein Quadrat,
dann

Yo —azg #0

und

wy —axf  N(wo+ axg) N (w0+ozx0

a Yo + azy

= N(ug + avy) = u2 — av? = b,
ys —azg  N(yo+ az) ) (ko o) =t °

also wieder f Nullform. —
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2. Hauptfrage. Aquivalenz. Durch Ausiibung einer nicht-singuléren Basi-
stransformation T auf 1, «, 3, a8 kann man neue Basis wy, ws, w3, wy herleiten.
Dabei erfahren die Koordinaten w, x, y, z die kontragrediente Transformation
T, und F geht in eine dquivalente quadratische Form F’ iiber. Im allge-
meinen wird das Multiplikationsschema der neuen Basis wq, ws, w3, w, nicht
wieder von derselben einfachen Art sein, wie fiir 1, «, 3, a3, und dementspre-
chend F’ nicht von derselben einfachen Art wie F. Es kann jedoch sein, daf
T eine neue Basis der Form 1, ¢/, 3, /4’ mit

a/2 _ CL/, 5/2 _ b/, 0/5/ _ —ﬂ’o/
liefert, und demgemafy
= w/2 _ CLILEIQ . b/y/2 + a’b’z’2

wird. Man sieht auch leicht, daf umgekehrt, wenn F” diese Form bekommt,
die neue Basis das genannte einfache Multiplikationsschema hat. Wir schrei-
ben dann (a',0’) = (a,b). Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
ist die Aquivalenz F' ~ F. Die Transformationskoeffizienten sind dabei, wie
alle vorkommenden Zahlen, als rationale Zahlen gedacht.

Z.B. ist so stets (aad, bb?) = (a,b) fiir beliebige ag, by # 0, d.h. es kommt
fiir die a,b nicht auf quadratische Faktoren an, sie konnen stets als ganze
quadratfreie Zahlen angenommen werden. Ferner ist z.B. stets

b b
(a,b) = (a,b), wenn <a, y) ~1, dh. T uj — avg.

Denn dann

F = (w? — az?®) — b(y? — az?) = (w? — ax?) — V' (u§ — avd)(y® — a2?) =

= (w? —az?) =V (y? — az").

Die 2. Hauptfrage lautet also: Wann ist (a’,V') = (a,b)? Gleichbedeutend
mit: Wann ist F' ~ F?

Wir wollen uns hier hauptséchlich mit der Losung der 1. Hauptfrage be-
schéftigen. Daraus kann man dann, wie ich anschlieffend skizzieren werde,
auch zu einer Losung der 2. Hauptfrage kommen. Die Losung wird uns iiber-
dies einen Einblick in zentrale Fragestellungen und Theorien der modernen
Algebra und Arithmetik vermitteln.
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Losung der 1. Hauptfrage. Dafiir kommt es nicht auf die Unterschei-
dung verschiedener Erzeugungsarten (a, b), (a’,0’) desselben Systems, d.h. auf
die Unterscheidung aquivalenter F, F” an. Die Losung beruht auf einem Fun-
damentalsatz tiber quadratische Formen, den ich in den Mittelpunkt dieses
Vortrags stellen will. Dieser findet sich schon als beherrschendes Prinzip in
der klassischen Theorie der quadratischen Formen, wie sie in den beriihmten
Disqu. Arbeiten von Gaufs entwickelt ist, allerdings in etwas anderer Einklei-
dung. Und er hat sich in ndherer Zeit als leitendes Grundprinzip fiir viele
zahlentheoretische Fragestellungen erwiesen.

Auf dies Prinzip fiihrt folgende Uberlegung: Ist die Form

f=w?—ax® — by?

(a, b ganz rational quadratfrei) Nullform, so ist sie sicher auch Nullform mod
m fiir jede ganze Zahl m > 0, d.h. sie kann teilbar durch m gemacht werden
und zwar so, daf w, z,y mit m keinen gemeinsamen Teiler haben. Denn die
Zahl 0 ist teilbar durch jedes m. Nun ist aber die 0 durch diese Eigenschaft
auch unter allen ganzen Zahlen charakterisiert. Also sollte man annehmen,
daf eine Form f, welche Nullform fiir jedes m > 0 ist, auch Nullform schlecht-
hin ist. Das ist natiirlich so nicht unmittelbar einsichtig, denn die Variablen-
werte, welche f teilbar durch m machen, werden i.a. mit m variieren. Der
Fundamentalsatz behauptet nun:

Ist f Nullform mod m fiir jedes ganze m > 0 und zudem Nullform im
reellen Zahlbereich, so ist f rationale Nullform; und umgekehrt (trivial).

Die Forderung, f solle auch Nullform im reellen Zahlbereich sein, ist
durchaus einsichtig. Sie verlangt, daf a,b nicht beide negativ sind.

Beweis. Wir setzen wie gesagt, a,b als ganz quadratfrei voraus, und setzen
voraus, dafl f Nullform mod m fiir alle m > 0 und reelle Nullform ist. Wir
verwenden vollstandige Induktion nach der absoluten Grofie der Koeffizienten
a,b, und zwar denken wir uns diese (0.B.d.A.) immer so geordnet: |a| < |b),
und schlieffen dann induktiv in der Rangordnung

(L,1); (1,2),(2,2); (1,3),(2,3),(3,3); ...

fiir die absoluten Betréige |al, |b].

Fiir |a] = |b| = 1 stimmt die Behauptung. Denn da f reelle Nullform, ist
notwendig a oder b = +1, und daher f ersichtlich rationale Nullform.

Sei nun (Jal, |b|) in der Rangordnung héher als (1, 1), und sei angenommen,
die Behauptung sei bereits fiir alle in der Rangordnung vorangehenden (die
Nullformvoraussetzungen erfiillenden) Formen bewiesen. OO
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Wir benutzen, daf nach Voraussetzung f sicher Nullform mod ? ist:
wi — axg — bys = 0mod b, mit  (wo, To, Yo, b) = 1.

Dabei ist sicher xy prim zu b. Denn wére p ein gemeinsamer Primteiler, so
wire p? in w3, r3 enthalten, ferner in b, also in by2, und wegen der Quadrat-
freiheit von b also auch in y2, gegen die obige Zusatztatsache. Betrachtet man
also die Kongruenz nur mod |b| und dividiert durch die prime Restklasse von
Zg, so erhdlt man eine Losung uy der Kongruenz:

a = uj mod |b| (uo =0 hod \b|) :
2o

Dies up kann im absolut-kleinsten Restsystem mod |b| gewéahlt werden:

b
lup| = %

Wir setzen:
ug —a = bl wo also V' ganz.

Ist hier b’ = 0, so ist a Quadrat und f ersichtlich Nullform. Ist aber & # 0

b 2
(Hauptfall), so ist der oben angewandte Schlufs anwendbar, da i <%> —
1\ 2
(ﬁ) , und es resultiert (a,b) = (a,b"). Hierbei ist

b
_ |20 _ 2 §_+_§‘Z|+1<|b|, da |b| > 1.

Folglich geht (a,b’) = (¢, a) in der Rangordnung voran, d.h. (a,b’) ~ 1 nach
Induktionsannahme, also auch (a,b) ~ 1, d.h. f rationale Nullform.

Damit ist der Fundamentalsatz durch vollstédndige Induktion bewiesen.
Weitere Reduktion der Losung der 1. Hauptfrage.

Durch den Fundamentalsatz wird die Losung des in der 1. Hauptfrage
liegenden rein algebraischen Problems auf die Losung eines arithmetischen
Problems zuriickgefiihrt, namlich die Frage, ob

f=w?—az*—by* =0modm mit  (w,x,y,m) =1
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losbar ist. Dies kann man nun nach elementaren arithmetischen Methoden
weiter behandeln.

Zunéchst sieht man leicht, daf es geniigt, fiir m alle Primzahlpotenzen p”
zugrundezulegen. Denn aus Losungen fiir eine Reihe von Primzahlpotenzen
lafst sich eine Losung fiir ihr Produkt zusammenbauen (und trivialerweise
umgekehrt).

Ferner kann man dann zeigen, daf es (bei quadratfreien ganzen a, b) sogar
geniigt, die Potenzen 22 oder 2* und p oder p? (p # 2) zugrundezulegen,
indem aus einer Losung fiir sie nach einem einfachen zahlentheoretischen
Schluft Losungen fiir die hoheren Potenzen konstruiert werden kénnen.

Schlieflich kann man dann die Losbarkeitsbedingungen fiir diese Potenzen
nach der Theorie der quadratischen Reste explizit aufstellen.

Ich will hier nur das Resultat dieser arithmetischen Untersuchung angeben
und dann daran weitere Beobachtungen kniipfen.

Sei zunéchst p # 2 und 7, eine primitive Wurzel mod p. Dann lassen sich
die Zahlen a, b so darstellen:

/
a = p°ry mod p**!

b= p”rf mod p*.
(Hierzu brauchen a, b nicht einmal quadratfrei, und bei geeignetem Kongru-
enzbegriff auch nicht einmal ganz normiert zu sein; sind sie ganz quadratfrei,

so ist der Modul entweder p oder p?). Es stellt sich dann heraus, daR f Null-
form fiir alle Potenzen p” dann und nur dann ist, wenn die Einheit

(@) = (—1)% aP+ap+a’s
p

den Wert +1 hat. Insbesondere ist dies also stets der Fall, wenn «, 3 = 0
sind, d.h. es sind von vornherein nur die endlich vielen Primteiler p der
Koeffizienten a, b kritisch.

Fiir p = 2 lassen sich a, b so darstellen:

a = 2%(—1)%5" mod 2°+3
b= 2°(—1)75%" mod 2°+3

(Der Modul ist fiir quadratfreie a, b entweder 2% oder 2%). Und f ist Nullform
fiir alle Potenzen 2¥ dann und nur dann, wenn die Einheit

a/;b _ (_1)aﬁ”+a’ﬁ’+a”ﬁ
2
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gleich +1 ist.
Schliefslich 1a#t sich auch noch die Bedingung, daft f reelle Nullform sei,
auf diese Form bringen. Stellt man namlich a, b in der Form

= (—1)%
b = (—=1)%  (ag,by > 0)

dar, wo also das Positivsein jetzt die Rolle des kongruent 1 Seins des Rest-
faktors bekommen hat, so lautet die Bedingung so, dafs die Einheit

den Wert +1 haben muf (ps soll symbolisch die Betrachtung dem Vorzeichen
nach andeuten).

So ist also jeder quadratischen Form f = w? — ax? — by? und mittelbar
also auch jedem Quaternionensystem (a,b) ein System von Einheiten

<a, b) 4
cC, = |— 1| =
P p

zugeordnet, und zwar fiir jede Primzahl p eine und zudem noch fiir das Sym-
bol ps (die Betrachtung dem Vorzeichen nach) eine solche Einheit. Von
diesen Einheiten sind von vornherein nur endlich viele gleich —1, namlich
hochstens fiir 2, po, und die ungeraden Primteiler p der ganz quadratfrei nor-
mierten Koeffizienten.

Dies System von Einheiten ¢, entscheidet dariiber ob f Nullform, d.h. ob
(a,b) ~ 1 ist, und zwar so:

2

f Nullform < F Nullform < (a,b) ~ 1 <

—cp = (a;b) = +1 fiir alle p.
p

Bei Gauf tritt dieser Satz (in anderer Terminologie — quadr. Restsymbol
statt unserer Formeln fiir das Symbol ¢, = (%)) im Zusammenhang mit
dem quadratischen Reziprozititsgesetz, seinem theorema fundamentale auf.

Es stellt sich ndmlich heraus, daft auf Grund dieses beriihmten Gesetzes:

<]—9> <g> = (—1)1%1 (=) fiir verschiedene ungerade Primzahlen p, ¢
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und seiner Ergidnzungssitze

(__1 = (-1

p2 . fiir ungerade Primzahlen p
<_ = (-1) e (£p =1 mod 4)
p

zwischen den einzelnen Einheiten ¢, = (“Tf’) eine Abhéngigkeit besteht, nam-

lich
e =TI (_b) .
p p p

d.h. die Anzahl der endlich vielen kritischen p (p mit Symbolwert —1) ist
stets gerade. Daher in dem obigen Fundamentalsatz eine Bedingung, z.B.
die auf die Vorzeichen beziigliche, entbehrlich.

Wir wollen das eine Hauptgesetz bestétigen. Dazu betrachten wir das
Quaternionensystem (p, q), d.h. die Form

f=w?—pz®—qy

fiir zwei verschiedene ungerade Primzahlen p, q. Die Einheiten sind von vorn-
herein +1 aufer fiir 2, p, q. Fiir p lauten die Darstellungen:

p=p'
q= 7“5/ mod p,

wo 3’ gerade oder ungerade, je nachdem (%) = +1 oder —1.

Also: o= (29) = (-7 = (%)
-()-0)

Fiir 2 lauten die Darstellungen:

Ebenso:

/

= (—=1)¥5* mod 8
¢ = (-1)75% mod 8,



Gottingen 1933 II 166

Es kommt also nur auf die Exponenten o/, 5" an, die bereits durch

p = (=1)* mod 4
¢ = (=1)" mod 4

charakterisiert sind, und zwar offenbar

~1
C= P od 2
2

-1
g = quon.

p—1 g—1

In der Tat ist also nach dem Reziprozitatsgesetz coc,cy = 1.

Entsprechend bestatigt man auf Grund auch der Ergénzungssitze, dafs
allgemein das obige Produkttheorem gilt. Man mufs dabei nur beachten, dafs
wegen der Linearitdt und Homogenitat der Exponenten von —1 in der Defi-
nition von (%) in den Exponenten von a und b die Zerlegungssdtze gelten:

(5= (59)=-05)0)

Dadurch reduziert sich der Beweis auf die Félle, wo a und b entweder eine
ungerade Primzahl ¢ oder die Primzahl 2 oder die Einheit —1 ist. Man hat
dann alle wesentlich verschiedenen (7) Kombinationen dieser Félle in gleicher
Weise wie eben durchzugehen.

Das obige Produkttheorem ist hiernach eine einheitliche Formulierung
des quadratischen Reziprozititsgesetzes und seiner Erganzungssitze. Es ist
zuerst von Hilbert in dieser Form ausgesprochen worden. Gauft hat umgekehrt
den aufgedeckten Zusammenhang mit der Theorie der terndren Form f =
w? — ax? — by? dazu benutzt um einen Beweis des Reziprozititsgesetzes zu
geben, das er mit Recht fiir so grundlegend hielt, daft er dafiir 6 auf den

verschiedensten Grundlagen aufgebaute Beweise gab.

«

Also:

Losung der 2. Hauptfrage (Skizze).

Die gewonnenen Einheiten ¢, = (ﬂ’) vermitteln ohne weiteres auch die

Losung der 2. Hauptfrage. Es gilt néimliich der Satz:

(a,b) = (a,V) } o (a,b) (a’,b’) .
— | = fiir alle p.
dh. F ~ F p P
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Auch das Aquivalenzproblem ist hierdurch auf arithmetischem Wege geldst.
Auf den Beweis kann ich hier nicht im einzelnen eingehen. Ich will nur soviel
andeuten. Es geniigt zu zeigen, dafs unter der angegebenen Bedingung die
Formen
ar? +by? —abz®> und  d2” + by —db

aquivalent sind. Denkt man sich hier fiir x, y, z die linearen Formen in 2/, 3/, 2/
eingesetzt und setzt ' = 1, 3/, 2/ = 0, so entsteht eine Darstellung von a’
durch die erste Form. Man beweist nun zunéchst, daf eine solche jedenfalls
besteht. Das kommt homogen geschrieben auf eine Relation

axg + by = abzy +d'uf  (ug #0)
hinaus, oder also auf die Existenz einer Hilfszahl h, so daf gleichzeitig
az? +by?> —hl...]* und  abz®+ d'u® — ht?

Nullformen sind. Nun hat man ja nach dem obigen das Kriterium, wann eine
ternére Form Nullform ist (daf ein Koeffizient 1 ist, kann man natiirlich stets
durch Division der Form durch einen der Koeffizienten erreichen). Man muf
dann also nur priifen, ob man ein h so wahlen kann, daf beide Formen gleich-
zeitig Nullformen sind. Es zeigt sich nun, dafs das stets geht. Dazu braucht
man den berithmten Dirichletschen Satz von der arithmetischen Progression,
dafs es in jeder teilerfremden arithmetischen Progression Primzahlen gibt.
Die Nullformkriterien fithren ndmlich auf bestimmte arithmetische Progres-
sionen fiir A, die zwar Teiler haben, aber nach Abspaltung dieser durch eine
Primzahl p erfiillt werden kénnen. Dann stimmen die Nullformkriterien fiir
alle Primzahlen bis auf ev. dies p. Fiir dieses miissen sie dann auch stimmen
nach dem Produktgesetz.

Daf man stets auch noch uy # 2 erreichen kann, zeigt man durch direkte
Umformung einer Relation mit ug = 0 in eine solche mit ug # 0.

Hat man so erst einmal den ,,Anfang® der Transformation, indem man a’
durch die erste Form dargestellt hat, so kann man die Transformation ohne
weiteres so ausbauen, daf eine Form

a/x//Q + b//y//2 N a/b//Z/IQ

mit einem gewissen b” entsteht (der letzte Koeffizient regelt sich durch die
Invarianz des Diskriminantenkerns bei Transformationen). Diese Form hat
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dann auch dieselben Einheiten wie a'z’* + b'y'* — a't/2"*, d.h.

! /! ! /
(a’b ) - (“’b) fiir alle p,
p p

a5\ N
—= ) =1 fiir alle p,
p

Dann ist aber, wie wir bewiesen haben, (a’, %—/,/) ~ 1, also (a/,0") = (', V),
was zu beweisen war. —

Nach diesem Aquivalenzsatz bilden die Einheiten cp = (‘%’) ein vollstdin-
diges Invariantensystem fir die Quaternionensysteme (a, b) oder auch fiir die
quadratischen Formen F = w? — ax?® — by? + abz? bzgl. rationaler Transfor-
mation. Dies System gestattet die beiden algebraischen Hauptfragen nach
Nullsystem (Nullform) und Identitit (Aquivalenz) zu entscheiden. Zudem
vermittelt es eine Ubersicht iiber alle verschiedenen Quaternionensysteme
(Formenklassen). Diese entsprechen eineindeutig den moglichen Verteilungen
von Einheiten ¢, = 1 auf die ,,Stellen p mit den beiden Einschréankungen:

also

(1.) nur endlich viele ¢, # +1

(2.) I, =+1
Es gilt ndmlich in Abrundung der bewiesenen Tatsachen der Ewistenzsatz:
Zu jedem System c,, das den Bedingungen (1.), (2.) geniigt, existiert wirklich
ein Quaternionensystem (a,b) mit ¢, = (“Téb), d.h. (1.) und (2.) sind auch die
einzigen Einschrinkungen.
Z.B. hat das gewohnliche Quaternionensystem (—1, —1) die Invarianten ¢, =
-1, ¢, = —1, sonst ¢, = +1.

Weitere Ausblicke.

I. Theorie der allgemeinen hyperkomplezen Systeme (mit rationalen Koeffi-
zienten).

Die weiteste Verallgemeinerung des Begriffs der QQuaternionensysteme ist
S0:

Gegeben n hyperkomplexe Einheiten ¢4, ..., g, mit linear-homogenen Multi-

plikationsregeln
n
€igj = g Qijece
=1
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Man betrachtet das System & der hyperkomplexen Zahlen
521‘1814—"'—{—1’”8”.

Ganz willkiirlich wird man aber dabei die a;;,, das Analogon der obigen a, b,
nicht wahlen, sondern jedenfalls so, daf die Multiplikation assoziativ ist:
(eigj)er = cilgjer)-

Das gibt eine Reihe von bilinearen Bedingungsgleichungen zwischen den a;j,
die bei den Quaternionen erfiillt sind (dort sind die a;j, = a, b, 0, £1). Auler-
dem ist es verniinftig sich auf Systeme & zu beschrénken, fiir die eine gewisse
Determinante aus den a;;,, die sog. Diskriminante des Systems, nicht 0 ist;
auch das ist bei den Quaternionensystemen erfiillt.

Es gelten dann ganz entsprechende Tatsachen. Wieder existiert ein arith-
metisch definiertes Invariantensystem in Zuordnung zu den einzelnen Prim-
zahlen p (inkl. p,), nur mit 2 Unterschieden gegen obigen Spezialfall:

a.) Fiir jedes p hat man eine feste Zahl cl(,l), . .cg) von Einheiten.

b.) Diese Einheiten sind jetzt allgemeiner Einheitswurzeln fester Expo-
nenten my, . .. m,. Wieder wird das Identititsproblem gelost durch das Uber-
einstimmen aller dieser Einheiten. Und wieder bestehen die beiden Ein-
schrankungen; und zwar als einzige:

(1.) fir jedes g sind nur endlich viele c;g) #1
(2.) fiir jedes p ist Hcff) =1

p
Die letztere ist die einheitliche Formulierung der hoheren Reziprozitatsge-
setze. Man kann dann auch von hier aus, analog zu Gaufs, zu einem Beweis
dieser hoheren Reziprozitatsgesetze kommen, der sich vor allen anderen durch
seine Natiirlichkeit und gedankliche Einfachheit auszeichnet.

II. Allgemeine Theorie der quadratischen Formen.

Man kann die speziellen Erkenntnisse tiber terndre und quaternére For-
men ausnutzen, um allgemein iiber das Aquivalenzproblem der quadratischen
Formen mit rationalen Koeffizienten von beliebig vielen Variablen zu ent-
scheiden.

Eine solche ist ein Ausdruck:*

n n
Fr) =) ant; +2) anviwy = Y apvive (= ag)
=1

i<k ik=1

1. Index 7 unklar
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Verniinftigerweise nimmt man die Form nicht-singulédr an, d.h. ihre Diskri-
minante

D = |ag| # 0.

Man kann elementar (rational) f auf eine reine Form

n
r= Y
=1

transformieren, wie sie ja auch in unseren obigen Uberlegungen nur vorkom-
men.

Invarianten sind dann:
a.) die Variablenzahl n

b.) der quadratische Kern d der Diskriminante D.

)
c.) der Tragheitsindex I, d.h. die Anzahl der negativen a;
)

d.) ein System von Einheiten C,, = +1 mit denselben beiden Einschran-
kungen wie in unseren obigen Spezialfillen (Endlichkeits- und Produkt-

bedingung). Und zwar ist explizit:

C, = (‘“’a’“)
) g ;

Bei unseren obigen Formen F' reduziert sich das leicht auf unsere obigen
Einheiten ¢,; die Invariante n ist natiirlich da fest = 4, ferner d fest = 1, und
I wird da schon vollig durch ¢, beschrieben.

Das Fundamentaltheorem besagt nun, daft die genannten Invarianten ein
vollstindiges Invariantensystem fiir rationale Aquivalenz bilden. Wieder ist
also ein rein algebraisches Problem dadurch arithmetisch gelost. Ferner exi-
stiert wieder zu jedem Invariantensystem auch wirklich eine Formenklasse
(allerdings mufs man dabei noch einige weitere Einschrankungen berticksich-
tigen, némlich Bindungen zwischen d, I und C,_ ).

Die Zuriickfithrung des Aquivalenzproblems auf die einzelnen ,Stellen” p
spricht sich inhaltlich in dem Fundamentalprinzip aus:

Zwei quadratische Formen F und F' sind rational dquivalent dann und
nur dann, wenn sie mod m dquivalent sind fir jedes m > 0 und zudem reell-
daquivalent.
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Mithilfe der Invarianten kann man wieder speziell auch die Nullformfrage
allgemein 16sen, d.h. Kriterien dafiir angeben, wann eine Form F’ Nullform ist.
Und noch allgemeiner auch Kriterien dafiir, ob eine rationale Zahl a rational
durch F' darstellbar ist. In beiden Féllen zerfallen die Kriterien wieder in
solche fiir die einzelnen p, und diese sind gerade die Kriterien fiir die betr.
Frage mod p”, sodals auch hier wieder das Fundamentalprinzip gilt:

FEine quadratische Form F stellt eine rationale Zahl a (im Falle a = 0
nicht-identisch) dann und nur dann dar, wenn dies mod m fir jedes m > 0
und reell der Fall ist.

Diese Theorie der quadratischen Formen erledigt zwar eine grofse Rei-
he von Fragestellungen, ist aber doch noch nicht tief genug, um die von
Gauk in den Mittelpunkt der Theorie gestellten Fragen anzugreifen. Diese
Fragen legen nédmlich anstatt des Bereichs aller rationalen Zahlen nur den
Bereich aller ganzen rationalen Zahlen zugrunde, und sogar dementsprechend
nach ganzzahliger Aquivalenz, ganzzahligen Darstellbarkeit, also z.B. die klas-
sischen Fragen nach der Darstellbarkeit einer ganzen rationalen Zahl a > 0
als Summe von 2, 3,4, ... Quadraten. Im Bereich der ganzzahligen Formen
liefert unsere Betrachtung nur eine verhaltnismafig grobe Klasseneinteilung.
Diese 1aft sich mit den angegebenen Hilfsmitteln noch etwas verfeinern, in-
dem man statt der rationalen Aquivalenz die quasiganze Aquivalenz fordert.
Hierfiir spricht sich das Fundamentaltheorem so aus:

Nat. Aquiv. < Aquivalenz nach jedem m > 0
und reelle Aquiv.
Quasiganze Aquiv. < ganze Aquiv. nach jedem m > 0

und reelle Aquiv.

(beliebig normierbare® Nenner) ([...] Geschlechtes)

Weiter kommt man jedoch mit dieser Methode nicht. Das Problem der ganz-
zahligen Aquivalenz gestattet nicht mehr eine Aufspaltung nach den einzel-
nen Stellen p. Dies liefert nur notwendige Bedingungen, nicht immer hinrei-
chend. Entsprechend fiir die Darstellbarkeitsprobleme.

Die Theorie der Quaternionen 6ffnet aber auch den Weg zu solchen ganzz.
Problemen. Z.B. liefert sie sehr elegant den Satz, dafs jede positive ganze Zahl
sich als Summe von vier Quadratzahlen darstellen laft.
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1.17 Konigsberg 1936

Ein Hauptsatz iiber quadratische Formen mit rationalen
Koeffizienten

Vortrag in Konigsberg, 13. May 1936.

Eine fiir die Theorie der quadratischen Formen mit rationalen Koeffizi-
enten und {iberhaupt fiir einen groken Fragenkomplex aus der Zahlentheorie
grundlegende Frage ist, unter welchen Bedingungen eine ternéare quadratische
Form der Gestalt

fa,b = fa,b<x> Y, Z) = $2 - ay2 - 6227
wo a, b von Null verschiedene rationale Zahlen sind, rationale Nullform
ist, d. h. die Null mit nicht sdmtlich verschwindenden rationalen Werten von
x, y, z darstellt. Die Antwort wurde zuerst von Legendre gegeben, und zwar
mittels eines von Lagrange stammenden Reduktionsverfahrens.
Da man etwaige quadratische Faktoren der rationalen Zahlen a, b in die
Variablen y, z ziehen kann, ist es keine Beschrankung, wenn man a, b als
ganze quadratfreie Zahlen voraussetzt. Legendre fiihrt {iberdies noch die ein-
schrinkende Voraussetzung ein, dals a und b teilerfremd seien. Sein Resultat
lautet dann:
fap st rationale Nullform dann und nur dann, wenn
(1.) @ und b nicht beide negativ sind,

und
(2.) a qu. Restmod. b wund b qu. Rest mod. a ist.

Die Bedingung (2.) kann in bekannter Weise auch aufgespalten werden in:
(2°.) (%) =1 fir alle ungeraden Primzahlen p | b
und
(1%) =1 fiir alle ungeraden Primzahlen p | a.

Man sieht leicht, dafs diese Bedingungen notwendig sind. (1.) ist notwen-
dig, weil fiir negative a, b eine Summe von drei nicht sdémtlich verschwinden-
den positiven Zahlen vorliegt. Um (2.) als notwendig zu erkennen, bemerken
wir, daf in einer rationalen Nulldarstellung x, y, z als ganze teilerfremde Zah-
len angenommen werden diirfen (primitive Nulldarstellung). Ist dann p | b,
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so ist notwendig p t y, weil aus p | y folgte p | z, p* | * —ay?, p* | b2?, also
wegen der Quadratfreiheit von b auch p | z. Somit folgt

22 —ay? = 0 mod. p mit y #Z 0 mod. p,
und daraus
a = u? mod. p (mit v aus yu =x mod.p).

Dals die Bedingungen hinreichend sind, liegt tiefer. Ich will hier eine mo-
derne Umgestaltung des klassischen Beweises von Lagrange—Legendre ge-
ben, die zugleich tiefer in die Bedeutung des Legendreschen Resultats hin-
einblicken l&ft.

Die obigen notwendigen Bedingungen kommen dadurch zustande, daf
man die Gleichung z? — ay? — b2 = 0 in rationalen (ohne Einschréinkung
ganzen teilerfremden) Zahlen einerseits als Gleichung in reellen Zahlen, an-
dererseits als Kongruenz nach gewissen Primzahlen als Modul auffait. Fiihrt
man diesen Gedanken systematisch durch, so wird man darauf gefiihrt, nicht
nur gewisse Primzahlen (die ungeraden Primteiler von a und b), sondern
gleich alle Primzahlen und weiter auch alle Primzahlpotenzen als Betrach-
tungsmoduln einzufiihren (eigentlich auch alle zusammengesetzten ganzen
Zahlen, aber die Kongruenzen nach ihnen lassen sich ja in bekannter Weise
auf Kongruenzen nach den darinsteckenden Primzahlpotenzen zuriickfiihren).

Wir wollen dementsprechend die folgenden Begriffe einfiihren (dabei a, b
ganze Zahlen, aber nicht notwendig quadratfrei):

fap heift reelle Nullform, wenn die Gleichung x* — ay* — bz* = 0 durch
reelle nicht samtlich verschwindende x, y, z losbar ist.

fap heift Nullform fiir eine Primzahl p, wenn die Gleichung x* — ay* —
bz% = 0 durch ganze fiir p teilerfremde x, y, z losbar ist.

Die Kernaussage des Legendreschen Satzes ist dann die folgende grundle-
gende Tatsache, die ich in den Mittelpunkt meines heutigen Vortrages stellen
mochte:

Hauptsatz. Damit f,;, rationale Nullform ist, ist notwendig und hin-
reichend, daf f.p Nullform fir jede Primzahl p und reelle Nullform ist.

Dak die Bedingungen notwendig sind, ist nach dem Gesagten klar. Ich
werde hier ausfiihrlich beweisen, dafs sie hinreichend sind. Damit ist dann
zunachst noch nicht das explizite Kriterium von Legendre bewiesen, sondern
erst eine Vorstufe dazu. Diese Vorstufe stellt aber eine wesentliche Reduktion
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des Problems dar. Denn die Untersuchung, wann f,; Nullform fiir ein ein-
zelnes p ist, ist erheblich einfacher als die urspriingliche Frage, sie kann mit
den Hilfsmitteln der Theorie der quadratischen Reste leicht erledigt werden.
Und wann f,; reelle Nullform ist, ist schon oben in trivialer Weise explizit
entschieden.

Die genannte Vorstufe ist aber auch an sich von hohem theoretischem
Interesse. Sie ist der einfachste Fall eines die gesamte moderne Zahlentheorie
beherrschenden Prinzips, namlich der Zuriickfiihrung von Eigenschaften im
Groflen (fiir rationale Zahlen) auf Eigenschaften im Kleinen oder lokale Ei-
genschaften (Verhalten als Kongruenz nach den einzelnen Primzahlpotenzen,
Verhalten im Reellen), ganz analog wie man in der komplexen Funktionen-
theorie das Prinzip hat: Eine Funktion ist dann und nur dann rational, wenn
sie an jeder endlichen Stelle und im Unendlichen rationalen Charakter hat.
Die einzelnen rationalen Primzahlen entsprechen den endlichen Stellen z = a
der komplexen Ebene (die zugehérigen Linearfaktoren z — a sind die Prim-
funktionen, aus denen sich die rationalen Funktionen zusammensetzen), und
das Reelle entspricht der unendlichen Stelle (auf der Kugel). Aus diesem
auch noch tiefer verfolgbaren Analogiegrunde wollen wir fiir reelle Nullform
auch die formale Ausdrucksweise Nullform fiir ps, einfiithren, und wollen die
Tatsache, dafs eine rationale Zahl a das Vorzeichen +1 hat, auch formal als
Kongruenz a = +1 mod. p,, schreiben.

Ubrigens ist der hier behandelte Spezialfall des genannten zahlentheore-
tischen Prinzips der einzige bekannte, wo der Beweis ohne analytische Hilfs-
mittel, mit elementar-zahlentheoretischen Mitteln durchfiihrbar ist; daher
sein besonderes Interesse.

Dem Beweis des Hauptsatzes stellen wir einige Vorbetrachtungen voran.
Wir wollen zwei Formen f,, und f. 4 dquivalent (im engeren Sinne) nen-
nen, wenn f,(x, y, z) durch eine lineare Substitution

r = anf + algy + a13§
Yy = anT + a2y + a3z
z = aglf + a32§ + CL33§

mit rationalen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante, die
also in der gleichen Form umkehrbar ist, in f. 4(Z, 7, Z) ibergeht:

fa,b(xu Y, Z) = fc,d(fv y7 E) ) kurz fa,b ~ fc,d .
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fap und f. 4 sollen dquivalent (im weiteren Sinne) heifen, wenn ebenso mit
einem unbestimmten rationalen Faktor r (# 0) gilt:

fa,b(x7 Y, Z) =T fc,d(f7 yv E) ) kurz fa,b ~ fc,d .

Dann ist zunédchst ohne weiteres klar:

Ist fop ~ fea, 50 sind fop und f.q gleichzeitig rationale Nullformen oder
nicht.

Ferner auch:

Ist fop ~ fea, s0 sind fop und f.q gleichzeitig reelle Nullformen oder
nicht. Denn die rationalen (reellen) z, y, z # 0, 0, 0 entsprechen bei der
Substitution eineindeutig den rationalen (reellen) Z, 7, Z # 0, 0, 0.

Es gilt aber auch (dabei a, b ganz vorausgesetzt):

Ist fop ~ fea, so sind fop und f.q gleichzeitig Nullformen fir p oder
nicht.

Sei namlich f,5(z, y, 2) = 0 mod. p"* mit (x, y, z, p) =1, so ist jeden-
falls

r- fea(Z, ¥, Z) = 0 mod. p",

aber dabei sind =, 7, Z moglicherweise gebrochen. Sei nun die Transformati-
on kurz mit (z, y, z) = A(T, Y, Z) bezeichnet, ihre Umkehrung entsprechend
mit (7,7, Z) = A(z, y, 2), und seien g, g die Generalnenner der Transfor-
mationskoeffizienten von A, A. Dann sind

97,99, 92 = gA(x,y, 2)
ganz; sei p° die ihnen gemeinsame Potenz von p, also
9%, gy, gz = 2, p’y, p°, mit (2, 2 p)=1.

Dann hat man

28
— — — p n
fa,b(xa Y, Z) =T fc,d(gjv Y, Z) = T? fc,d(x/7 yla Zl) = 0 mod. D

Wegen gg(z, y, 2) = g A(g(Z, 7, Z)) istdabei p° | gg,und daher folgt aus
der genannten Kongruenz durch Multiplikation mit der ganzen Zahl ¢?g%*p~%
erst recht rg*f.q(2', 3/, ) = 0 mod. p". Bezeichnen also p¢, p? die in r, ¢
steckenden Potenzen von p, so ergibt sich, jedenfalls soweit n > h = g + 2y
ist,

fea@, v/, 2) =0mod. p"" mit (2,4, 2'p)=1.



Koénigsberg 1936 176

Da h fest ist (d. h. von n und damit von z, y, z unabhéngig), durchlauft n—h
alle positiven Exponenten, wenn n alle Exponenten > h durchlauft. Daher
ist dann f. 4 in der Tat Nullform fiir p. Wegen der Symmetrie kann natiirlich
auch riickwarts von f. 4 auf f,; geschlossen werden.

Wir haben damit bewiesen:

Hilfssatz 1. Ist fop ~ fea, so sind fop und f.q gleichzeitig rationale
Nullform, reelle Nullform, Nullform fir p, oder nicht.

Bemerkung. Der Beweis fiir p wird hier deshalb formal komplizierter als
der Beweis fiir rationale und reelle Zahlen, weil die Restklassen mod. p”  (fiir
n > 1) nur einen Ring bilden, wihrend die rationalen Zahlen und die reellen
Zahlen Korper bilden. Nun hat aber Hensel erkannt, dafs sich das Studium des
Verhaltens der rationalen Zahlen fiir alle Potenzen p™ einer festen Primzahl
p als Modul durch einen Erweiterungskorper R, des rationalen Zahlkorpers
R beschreiben 1aft, den Korper der sogen. p—-adischen Zahlen. Diese Korper
R, treten gleichberechtigt zur Seite der Erweiterung des Korpers R zum
Korper der reellen Zahlen, der in diesem Zusammenhang mit R,  bezeichnet
sei. Nullform fiir p bedeutet, wie sich zeigt, gerade Nullform im Koérper R, ,
ebenso wie reelle Nullform bedeutet Nullform im Koérper R, . Auf dieser
Grundlage wird also der Beweis fiir p von derselben formalen Einfachheit wie
fiir die rationalen und reellen Zahlen. Das gilt auch fiir die gesamte in diesem
Vortrag behandelte Theorie: Thre endgiiltige und glatte Form erhélt sie erst
durch Einfiihrung der einzelnen p-adischen Zahlkérper R, neben dem reellen
Zahlkorper R, . Ich wollte jedoch hier die Theorie der p-adischen Zahlen
nicht als bekannt voraussetzen.

Wir beweisen weiter:

Hilfssatz 2. Ist die rationale Zahl ¢ # 0 in der Form

c = u—av?
rational darstellbar, so gilt
fa,b ~ fa,bc .
Denn die Transformation
o= f T -_y mit der Determinante
y = vr o+ ouy (u? —av?)e=c2#0
z = C- E

liefert ersichtlich

fa,b(xa Y, 2) = 12 - ay2 - b22 = C_2 - ac@Q - 60252 = C- fa,bc(f) ya E) .
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Wir konnen Hilfssatz 2 auch in der Form aussprechen:
Es st

fa,b ~ fa,b’ y

wenn bb in der Form u?> — av® rational darstellbar ist.
Denn dann ist auch

Fiir zwei Formen f,;, und f,, mit b = u? — av? koénnen wir also sagen,

daf beide gleichzeitig rationale Nullform, reelle Nullform, Nullform fiir p
sind, oder nicht. In dieser Form werden wir die Hilfssétze anwenden.

Beweis des Hauptsatzes.
Voraussetzung: fap ist Nullform fiir jedes p und fiir p .
Behauptung: fa.p ist rationale Nullform.

Dabei seien, wie gesagt, a, b als ganze rationale Zahlen vorausgesetzt; die
Quadratfreiheit soll aus technischen Griinden fiir den Beweis nicht gefordert
werden.

Der Satz ist richtig fiir die kleinsten Absolutwerte der Koeffizienten:

o) = 1, b = 1.

Denn von den vier Formen z? £ 3% £ 2? wird 22 + y? + 22 durch die Vor-
aussetzung fiir p., ausgeschlossen, die drei {ibrigen sind ersichtlich rationale
Nullformen.

Sei demgeméf f,, jetzt eine Form mit |a| > 1 oder [b] > 1, und sei
angenommen, der Satz sei bereits bewiesen fiir alle Formen f. 4, fiir die die
Absolutwerte der Koeffizienten kleiner sind, in dem genaueren Sinne, daf

el < lal, —[d] <]

bei geeigneter Reihenfolge von a, b und ¢, d ist. Wir zeigen dann, daf der
Satz auch fiir f,; gilt. Dann folgt seine Allgemeingiiltigkeit durch vollstédndige
Induktion. Dies ist der Kern des auch von Legendre benutzten Lagrangeschen
Reduktionsverfahrens.

Sei dazu etwa

1 <la] <|b|, alsodann sicher [b] >1.
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1.) Ist a ein rationales Quadrat, a = u?, so ist f,, trivialerweise

rationale Nullform:
w—a-12-b-02 = 0.

2.)  Ist b nicht quadratfrei, b = ¢V’ mit |g| > 1, so ist ersichtlich
Jap = fap und |a| =|a|, |V'|<]0].

Daher hat man das Schlufischema:

Vor. fir f,; Beh. fiir f,;
| (Hilfss. 1) T (Hilfss. 1)
Vor. fiir f, — Beh. fiir fq
(Ind. Ann.)
Vor. fiir fup Beh. fiir f,;
l(Hilfss. 1) T(Hilfss. 1)
Vor. fiir f,,y ———— Beh. fiir f,u
(Ind. Ann.)
3.) Ist a kein rationales Quadrat und b quadratfrei, so konstruieren
wir eine ganze Zahl ' # 0 mit den beiden Eigenschaften:
(1.) b =u?—a=u?>—a-1* mit (ganzem) rationalem u,

(2) W<yl
Dann ist nach Hilfssatz 2

far ~ fap und dabei wieder |a| = |a|, V'] < |b],

und also hat man nach Hilfssatz 1 und Induktionsannahme wieder genau das
obige Schlufsschema.

Um &' zu konstruieren, nutzen wir die Voraussetzung fiir die Primzahlen
pi | b aus, und zwar die Nullformeigenschaft mod. p? :

x? - ayi2 — bz? = 0 mod. p?7 (245, Yir ) = 1.

Dabei ist dann notwendig nach einem ganz analogen Schluf wie oben in der
Einleitung y; #Z 0 mod. p; , und man hat daher

2

a =wu; mod. p; (mit u; aus y;u; = x; mod. p; ).
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Durch Zusammensetzung dieser Kongruenzlosungen wu; fiir die sédmtlichen
Primteiler p; des quadratfreien |b| = p; ... p, ergibt sich eine Losung u von

a = u? mod. |b],
und diese kann im absolut-—kleinsten Restsystem mod. |b| gewdhlt werden:

u <
2

Dann hat man also einerseits
u*—a = bV, b ganz, b #0 (da a kein rat. Quadrat),

andererseits

2 2
— b
o 0 < P cpy @),

bl = |

d. h. die angefiihrten Eigenschaften (1.) und (2.).
Das vollendet den Beweis des Hauptsatzes.

Im folgenden will ich ohne Beweis noch eine Reihe von weiteren Tatsachen
anfiihren, die teils die explizite Legendresche Formulierung des Nullformkri-
teriums ergeben, teils die Bedeutung des ganzen Fragenkomplexes beleuchten
sollen.

Durch den Hauptsatz ist, wie gesagt, die Bestimmung des rationalen Null-
formcharakters von f,; zuriickgefiihrt auf die Bestimmung des Nullformcha-
rakters fiir die einzelnen p. Dieser hédngt nur von dem Kongruenzverhalten
von a und b nach Potenzen von p als Modul ab, und zwar, wie sich genauer
zeigt, nicht nach beliebig hohen Potenzen, sondern nur nach den Potenzen

pt!l und pft! fiir ungerade Primzahlen p,
203 ynd 2°+3 fir p=2,

wo « und [ die genauen Exponenten bezeichnen, zu denen p in a und b
aufgeht. Dementsprechend kommt es auf die folgenden eindeutigen Darstel-
lungen von a und b nach diesen p—Potenzen als Moduln an:
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a.) p ungerade Primzahl; w primitive Wurzel mod. p .

a = pw® mod. p®t': a ganz, o mod.p—1,
b = p’w? mod. p?*t'; B ganz, [ mod.p—1.
b.) p=2.
a = 2%(—1)*5""; aganz, o, mod.?2,
b = 2°(-1)%5%"; Bganz, B, " mod. 2.
C.) P=Poo-
a = (—=1)*; amod. 2,
b = (-1)%; Bmod. 2.

Es zeigt sich dann genauer, dafs der Nullformcharakter fiir p nur von dem
Kongruenzwert mod. 2 der Exponenten in diesen eindeutigen Basisdarstel-
lungen abhéngt (entsprechend der Tatsache, daf es auf a und b nur bis auf
quadratische Faktoren ankommt), und daf er in folgender Form gegeben ist:

op Nullform fir p «— a,_b =1
Ja, p :
p

WO (—) , das berithmte Hilbertsche (Normenrest—) Symbol, in folgender Wei-
se explizit definiert ist:

a.) (%) = (—1)"7 epra'brad
) (a8) = (1o

c.) (&) = (~1)0.

Der Beweis fiir dieses explizite Nullformkriterium beruht auf der Theorie der
quadratischen Reste.

Das Hilbertsche Symbol hat, wie man leicht aus seiner Definition abliest,
die folgenden Eigenschaften:

(- (6 (5 - (50
()
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ferner
a, b . .
(—) = 1 stets, wenn p eine ungerade Prim-
p zahl ist, die nicht in @ und b auf-
geht (also = —1 hochstens fiir end-
lich viele p),
b
(a,_) = (2) , wenn p eine ungerade Primzahl ist,
p p die nicht in a aufgeht; allgemeiner
gilt dasselbe, wenn p links oben
durch eine genau durch p' teilbare
Zahl ersetzt wird,
-1 -
(a, 5 ) = (-1 T , wenn 2 nicht in a aufgeht,
2 a2
(G’T) = (—1)Tl , wenn 2 nicht in a aufgeht,
a, b a—1 b—1 . .
3 = (-1)z =, wenn 2 nicht in @ und b auf-

geht.

Aus allen diesen Eigenschaften ergibt sich nun (durch Zerlegung von a und
b in Faktoren —1, 2 und ungerade p) nach dem quadratischen Reziprozi-

tatsgesetz und seinen beiden Ergéanzungsséitzen die grundlegende Hilbertsche
Produktformel:

H (a,_b) = 1, fiir beliebige rationale a, b # 0,

” p

wo p alle Primzahlen und die unendliche Stelle p,, durchlauft. Diese Pro-
duktformel kann geradezu als eine einheitliche und elegante Zusammenfas-
sung des quadratischen Reziprozititsgesetzes und seiner beiden Ergénzungs-
sitze aufgefafst werden. Sie sagt aus, dafs die nach dem schon vorher Gesag-
ten jedenfalls endliche Anzahl der p, fiir die das Hilbertsche Symbol (mit
festen a, b) den Wert —1 hat, stets eine gerade Zahl ist. Sie kann auch als
ein zahlentheoretisches Analogon zu dem bekannten Residuensatz der Funk-
tionentheorie angesehen werden, der aussagt, daf ein rationales Differential
nur an endlich vielen Stellen der komplexen Zahlenkugel von 0 verschiedene
Residuen hat, und dafs deren Summe stets 0 ist.
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Nach unserem Hauptsatz ist nun f,; dann und nur dann rationale Null-

form, wenn
(a,_b) = 1 firallep
p

ist. Nach der Produktformel kann dabei ein p, etwa p = p,, oder besser p = 2
aufler Acht gelassen werden. Ferner konnen jedesmal auch alle diejenigen
unendlichvielen ungeraden p aufker Acht gelassen werden, die nicht in a oder
b aufgehen. Es bleiben dann nur noch p,, und die ungeraden Primteiler von a
und b zu betrachten. So ergibt sich die oben angefiihrte Legendresche explizite
Formulierung des rationalen Nullformkriteriums:

Pso ergibt die Bedingung: a und b nicht beide negativ;

die ungeraden p | a ergeben: (]%) =1, also b qu.Rest mod. a;

die ungeraden p | b ergeben: (%) =1, alsoa qu.Rest mod. b.

Dabei sind die Legendreschen Voraussetzungen gemacht:
a und b quadratfrei und teilerfremd.

Die Symbole (%)) fiir die einzelnen p sind nach Hilfssatz 1 Invarianten

gegen rationale Aquivalenz im weiteren Sinne der Form fap - Es 1afst sich nun
durch einen ziemlich tiefliegenden Schlufs, ndmlich durch Anwendung des
beriihmten Dirichletschen Satzes von den Primzahlen in einer arithmetischen
Progression, zeigen, dak das Ubereinstimmen dieser Invarianten fiir alle p
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir die rationale Aquivalenz
im weiteren Sinne ist, also:

b d
fap ~ fea —— (%) = (%) fiir alle p.

Auch lat sich mittels des Hilbertschen Symbols ganz allgemein eine voll-
standige Invariantentheorie der rationalen Aquivalenz (im engeren oder auch
weiteren Sinne) quadratischer Formen f(z1,...,x,) von n Variablen geben.
Ich will das Resultat fiir die Aquivalenz im engeren Sinne angeben, an der
man vornehmlich interessiert ist; die Aquivalenz im weiteren Sinne hat nur
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untergeordnete Bedeutung, sie kam oben durch die Beschrankung auf Formen
mit erstem Koeffizienten 1 herein.
Ohne Einschrankung kann man f als reine Form, d. h. in der Gestalt

f = a4+ +aa? mit rationalen a; # 0
annehmen. Dann hat f als Invarianten gegen rationale Aquivalenz im enge-
ren Sinne:

1.) den quadratfreien Kern d der Diskriminante a ... a, ,

2.) die Charaktere [],., (“2%) fiir alle p,

p

3.) den Trigheitsindex J, d.h. die Anzahl der negativen a; .

Dies Invariantensystem ist ein vollstdndiges Invariantensystem fiir die ra-
tionale Aquivalenz im engeren Sinne, d.h. zwei Formen sind dann und nur
dann im engeren Sinne rational dquivalent, wenn sie in diesen Invarianten
iibereinstimmen.

Auch lassen sich mit diesen Invarianten notwendige und hinreichende Kri-
terien dafiir angeben, dals f rationale Nullform ist oder eine gegebene ratio-
nale Zahl a # 0 rational darstellt.

Siehe zu alledem meine Arbeiten in Crelle 152, 153, 172, sowie auch eine
demnéchst in Crelle 176 erscheinende Arbeit von E. Witt.

Die entsprechende Aquivalenztheorie und Darstellbarkeitstheorie bei
durchgéngiger Beschrinkung auf ganzzahlige Koeffizienten und Variablenwer-
te liegt viel tiefer. Man kennt fiir sie kein vollstdndiges Invariantensystem.

Es gibt jedoch eine Zwischenstufe zwischen beiden Theorien, nédmlich
die der quasiganzen Aquivalenz und Darstellbarkeit, ein von E. Artin ein-
gefithrter Begriff, der besagt, da man bei der rationalen Aquivalenz oder
Darstellung jeden vorgegebenen Primzahlnenner in den Substitutionskoeffi-
zienten bzw. darstellenden Variablen vermeiden kann, daf man also den evtl.
unvermeidbaren Nenner von beliebigen Primstellen wegschieben kann. Die-
se Theorie wird ebenfalls durch ein arithmetisches Invariantensystem aus der
Theorie der quadratischen Reste beherrscht, das eine Verfeinerung des obigen
Invariantensystems fiir rationale Aquivalenz darstellt. Die zugehorige Klas-
seneinteilung der ganzzahligen quadratischen Formen ist unter dem Namen
Geschlechtereinteilung in der Literatur bekannt. In seinen kiirzlich in den
Annals of Mathematics erschienenen tiefen Arbeiten zur Theorie der quadra-
tischen Formen hat Siegel mein rein qualitatives Ubertragungsprinzip von
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den einzelnen Stellen aufs Grofie durch eine quantitative Relation unterbaut,
die formal denselben Charakter hat wie die Hilbertsche Produktformel. Sie
sagt aus, dafs die geeignet definierte Dichte der quasiganzen Darstellungen
durch eine ganzzahlige quadratische Form gleich dem Produkt der geeignet
definierten Darstellungsdichten fiir die einzelnen p ist.
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1.18 Baden—Baden 1938

Bericht iiber neuere Untersuchungen und Fragestellungen in der
arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionenkorper.

Vortrag Baden—Baden, September 1938.

Im 19. Jahrhundert entwickelte sich ein grofes, heute im wesentlichen ab-
geschlossenes Gebiet der Zahlentheorie, die Theorie der algebraischen Zahl-
kérper (algebraische Gleichungen in einer Unbestimmten). Zu Beginn des
19. Jahrhunderts wurden grofe Entdeckungen auf diesem Gebiet gemacht,
man sah aber das Gebiet noch nicht in seiner heutigen, abgerundeten Form
vor sich. Vieles, was wir heute an wohlbestimmter Stelle in die algebraische
Zahlentheorie eingegliedert haben, stand damals noch zusammenhangslos ne-
beneinander.

Im 20. Jahrhundert haben wir eine dhnliche Sachlage fiir die Theorie der
algebraischen Funktionenkdrper iber algebraischen Zahlkérpern (algebraische
Gleichungen in zwei Unbestimmten). Wir haben eine Reihe von wichtigen
Einzelergebnissen, ohne dafs diese im Bewufstsein der Forscher schon ihren
wohlbestimmten Platz in einer abgerundeten Theorie haben.

Ich gebe im folgenden einen Uberblick dariiber, wie ich dieses neue Gebiet
als Ganzes sehe und wie sich die bereits vorhandenen Ergebnisse und die noch
offenen Fragen einordnen. Ich benutze diese Gelegenheit gleichzeitig, um den
neuesten Stand der Arbeit an den verschiedenen Einzelfragen zu schildern.

Ich glaube, dafs es fiir den Forscher notwendig ist, sich gelegentlich einmal
auf die Zusammenhénge im Groflen seines Arbeitsgebiets zu besinnen, und
sich nicht vollig in die Einzelarbeit im Kleinen zu verlieren. Sonst wird ihm
schnell der Boden unter den Fiifen verschwinden, und er wird die unmit-
telbare Berithrung mit der Welt des Greifbaren und Wirklichen in seinem
Gebiet verlieren. In diesem Sinne moége man schon die Tatsache, daf ich die
im folgenden zu besprechenden Einzelfragen in den Rahmen eines Vortrags
einordne und sie von einem einheitlichen Gesichtspunkt aus sehe, als einen
Versuch ansehen, an der Verschmelzung dieser Gedankenkreise zu einer ab-
gerundeten Theorie nach besten Kriften mitzuwirken.

Allgemeines.
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Die Theorie der algebraischen Funktionenkorper als solche gehort eigent-
lich nicht zur Zahlentheorie. In ihrer klassischen Form (Konstantenkorper
der komplexe Zahlkorper) gehort sie zur Funktionentheorie, oder wenn der
Nachdruck auf der Kurvendeutung der algebraischen Funktionen liegt, zur
algebraischen Geometrie. In ihrer modernen Form (Konstantenkorper ein be-
liebiger Korper) gehort sie zur Algebra. Die Zahlentheorie ist vornehmlich an
dem Fall interessiert, dafs der Konstantenkorper ein algebraischer Zahlkorper
ist. Sie darf von der Behandlung dieses Falles einmal eine Befruchtung ge-
wisser Fragestellungen der algebraischen Zahlentheorie erwarten, dann aber
auch wesentliche neue Fragestellungen und Ergebnisse.

Schon in der algebraischen Zahlentheorie selbst zieht man nun aber ne-
ben den eigentlich interessierenden algebraischen Zahlkérpern auch andere
Korper heran, die nicht aus Zahlen im klassischen Sinne bestehen, ndmlich
einmal die endlichen Korper, die als Restklassenkérper nach Primidealen der
algebr. Zahlkorper auftreten, und dann die p—adischen Korper, die als perfek-
te Hiillen zu den Bewertungen der algebraischen Zahlkorper auftreten. Daher
ist die rein algebraische Theorie der algebraischen Funktionenkérper (Kon-
stantenkorper beliebig) auch fiir die Zwecke des Zahlentheoretikers wichtig.

Wir betrachten demgeméfs zunéchst einen algebraischen Funktionenkor-
per (einer Unbestimmten) K iiber einem beliebigen Konstantenkérper 2. Fiir
den Fall, daf Q Primzahlcharakteristik hat, setzen wir voraus, dafs K/Q se-
parabel erzeugbar ist:

K=Q(u,v) mit g(u,v)=0

wo g(u,v) ein absolut-irreduzibles Polynom tiber Q ist, das in u oder v se-
parabel ist. Wir wollen ferner durchweg voraussetzen, daf K/Q aufgeschlos-
sen ist, d.h. mindestens einen Primdivisor ersten Grades enthélt; das kann
stets durch endlich—algebraische Erweiterung von 2 erreicht werden. Durch
Ubergang zur algebraisch-abgeschlossenen Hiille 2 von €2 entsteht der zu K
gehorige abgeschlossene Funktionenkorper

K=Q(u,v) mit g(u,v)=0,

fiir den alle Primdivisoren vom ersten Grade sind. Wir zeichnen einen fe-
sten Primdivisor ersten Grades o von K als Bezugsprimdivisor aus. K besitzt
dann eine durch o bis auf elementare Transformationen eindeutig festliegende
Normalerzeugung:

K=Q(z;y1,...,Un)
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mit Multiplikationsschema

(M) Yithi = D=1 Jiin (%)Y

Dabei ist:
x Element mit moglichst niedriger o-Potenz 0™ im Nenner
[K:Q(z)] = n; esist stets n < g+ 1, wo g das Geschlecht von K.
Y1, - - -, Yn Basis der in x ganzalgebraischen Elemente aus K in be-

zug auf die in x ganzalgebraischen Elemente aus (z) (Polynome
in z).

In einfachen Féllen kann v, ..., y, in der Form 1,y, ..., y" ! gewihlt werden;
dann reduziert sich (M) auf eine einzige Gleichung

f(z,y) =0,

die absolut—irreduzibel, in y separabel, und vom héchsten Koeff. 1 in y ist. Ist
z.B. g = 1 und Char. ) # 2, 3, so hat man die Weierstrasssche Normalform

Y2 =da® — gox — g3, gs — 2792 #0.

Den trivialen Fall g = 0 (wo n = 1, y; = 1), lassen wir in der Folge durch-
weg beiseite. Der Einfachheit halber schreiben wir die Normalerzeugung kurz
(auch allgemein kurz) in der Form

K=Q(z,y) mit f(z,y)=0

und nennen f(z,y) = 0 die Grundgleichung; im allgemeinen ist dabei also y
ein n—gliedriges System und f(x,y) = 0 ein Multiplikationsschema.

Primdivisoren p # 0 von K «— iiber Q2 algebr. nicht konj. Losungen
(a,b) von f(z,y) = 0

0 «—— Losung (o0, 00)
Primdivisoren ersten Grades «— Losungen (a,b) in 2 von f(z,y) =0
p # o0 von K
(rationale Punkte)
Primdivisoren p von K «— Losungen (@,b) in Q von f(z,y) =0
(Punkte)

Ungenaue Beschreibung durch Lés. von g(u,v) = 0.
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Von besonderer Bedeutung fiir alle zu behandelnden Fragen ist die Divisoren-
klassengruppe nullten Grades von K; sie sei im folgenden mit Dy bezeichnet.
Die Divisorenklassen nullten Grades lassen sich in der Form représentieren:

g

07 g ganzer Divisor g-ten Grades von K.

Die ganzen Divisoren g-ten Grades entsprechen vermoge

g=p,---p, in K, p, e (@b) in Q  (Koord. System von g)
umkehrbar eindeutig den g-gliedrigen Systemen (@, b;) von iiber Q algebrai-
schen Grundgleichungslosungen, deren symm. Funktionen in Q2 liegen (ratio-
nale g—gliedrige Punktgruppen).

Die Représentation ist (fiir g > 1) nicht immer eindeutig; vielmehr tritt
eine Ausnahmemannigfaltigkeit von héchstens ¢ — 1 Dimensionen in der g—
dimensionalen Mannigfaltigkeit aller g auf, fiir die je unendlich viele g die-
selbe Klasse bestimmen. Man kann sie aber so eindeutig machen:

8077 _ 8y
09 07

(0

A
A

1< 9)

wo g, alle ganzen, nicht durch o teilbaren Divisoren mit dim g, = 1 durch-
lauft; fiir deren Grade ~ gilt von selbst die angegebene Ungleichung. Wir
denken uns dies (oder irgendein) eindeutiges Repriasentantensystem fiir die g
zugrundegelegt. Dann stellt sich das Rechnen in Dk durch das Rechnen mit

diesen Reprasentanten dar:

! "

g9 8
09 09 09

Dalfiir schreiben wir kurz additiv:
g + g/ ~ gl/‘

In dieser Relation steckt natiirlich o als Bezugsprimdivisor. Dieser Darstel-

lung des Rechnens in Dy liegen rationale Formeln fiir die Koordinaten (a;, b;),
(@, b,), (@,b;) von g, g, g" zugrunde; die Koordinaten von g” bestimmen sich
durch Auflésung algebraischer Gleichungen g—ten Grades aus denen von g, g'.

Im klassischen Falle (§2 der komplexe Zahlkorper) ist die Struktur von Dy

bekannt. Nach Abelschem Theorem und Jacobischen Umkehrsatz stellt sich
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Dy isomorph durch das additive Rechnen mit dem g-gliedrigen Vektor

g
uz/du mod Per

09

der Integrale 1. Gattung mit Reduktion nach dem komplex—g—dimensionalen
Periodenparallelotop dar; dabei durchlauft u alle g—gliedrigen Vektoren aus
komplexen Zahlen.

I. Der Satz von A. Weil

Sei €2 ein algebraischer Zahlkorper. Welche Struktur hat Dy dann? Der
Satz von A. Weil besagt, dalt dann Dy von endlichem Rang r ist. Als abelsche
Gruppe von endlichem Rang besitzt Dk dann eine Basis. Da die Elemente
endlicher Ordnung ein Teilgitter des 2g—dimensionalen Periodengitters bil-
den, sieht diese Basisdarstellung so aus:

i d m;
g~ [0y gy + v1by -+ by { i mod m }

v; ganzrational

Dabei sind die a;, b; feste ganze Divisoren g-ten Grades. Also: Herleitung
aller ,rationalen g-gliedrigen Punktgruppen aus endlich vielen durch die
Additionsrelation (und die darauf gestiitzte Multiplikation).

([

Weil beweist seinen Satz auf analytischem Wege, ndmlich durch Heranzie-
hung der zum Periodenparallelotop gehorigen Abelschen Funktionen (The-
tafunktionen). Es ist uns in meinem Seminar gelungen, diesen Beweis im
Falle ¢ = 1 rein algebraisch durchzufiihren. Dadurch gewinnt er erheblich an
Einfachheit und Durchsichtigkeit. Gleichzeitig ergibt sich ein interessanter
Ausblick auf eine Verallgemeinerung der Klassenkorpertheorie. Fiir ¢ > 1
wollen wir dasselbe im néchsten Seminar durchfiihren.

Ich skizziere nachstehend kurz den Gedankengang des rein algebraischen
Beweises fiir ¢ = 1. Es wird zunéchst die Weilsche Distributionslehre ent-
wickelt; auch deren Begriindung konnen wir gegeniiber Weil stark vereinfa-
chen. Dabei kann g noch beliebig sein.

Durchlauft p die Primdivisoren von K und 2, die zugehorigen Restklas-
senkorper von K — endlich—algebraische Erweiterungen von 2, deren Grade
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fp die Grade der p sind — so versteht man unter einer Distribution a, von K
eine Funktion der p, deren Werte Ideale aus den (2, sind. Zwei Distributionen
heifsen gleich

ap = By,
wenn zwei von p unabhéngige Ideale u,u’ aus ) existieren derart, daf

/

p, furalle p

ua, = u'a
ist. Es kommt also fiir die Distributionen auf ,beschrinkte* Faktoren nicht
an.

Jedem Element a # 0 entspricht eine Hauptdistribution a(p), geliefert durch
die Hauptideale der Reste a mod p in Q,; auf die endlich vielen p mit a(p) =
oo kommt es im Sinne = nicht an. a(p) héngt nur von a als Hauptdivisor ab.
Der Weilsche Hauptsatz liber die Distributionen lautet nun:

Jedem Divisor a von K entspricht eindeutig eine Distribution a(p)
derart, dafs Multipl., Division, gr. gem. Teilerbild. sich isomorph
iibertragen und fiir Hauptdivisoren die angegebenen Hauptdistri-
butionen vorliegen. Insbesondere entsprechen ganzen Divisoren
ganze Distributionen (beschr. Nenner).

Ein erster rein algebraischer Teil des Weilschen Endlichkeitsbeweises stellt
fest, dak der Index [Dy : nDg] endlich ist fiir jedes natiirliche n. Dies beweist
man fiir ¢ = 1 so. Ohne Einschrinkung sei €2 so groR, daR die n? Klassen vom
Exponenten n von K bereits zu K gehéren. Sie bilden eine abelsche Gruppe
vom Typus (n,n), repriasentiert durch die Primdivisoren ersten Grades u mit
nu ~ 0. Man betrachtet dann den durch n—Multiplikation entstehenden zu
K isomorphen Teilkorper Kn.

K/Kn ist abelsch vom Typus (n,n); die Galoisgruppe wird durch die den
u entsprechenden Translationsautomorphismen o, geliefert. Das Zerlegungs-
gesetz lautet:

pn = Hﬁ mit ng ~ p.
q
Dabei ist p ein Primdivisor ersten Grades von K, pn sein isomorphes Bild in
Kn. Die q entstehen aus einem durch die oy:

ouq ~ q+u.
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Insbesondere ist K/Kn unverzweigt. Voll zerlegt in K sind genau die Primdi-
visoren ersten Grades pn von Kn, fiir die p eine Klasse aus n Dk représentiert.

Es sei nun
K = Kn(/z1n, /zn)

eine Kummersche Erzeugung von K/Kn. Man erhilt sie in der Form

n
~ %
21 = —
07’1

n
her
07’L

~Y
’ Zo = )

wo Uy, Uy eine Basis der Klassen vom Exponenten n sind. Dann wird der
Restklassenkorper (05 fiir die Primdivisoren q durch

z1(nq) = 21(p), z(nq) = z2(p)

erzeugt:
Qg = QY 21(p), V/22(p)).

Dieser Restklassenkorper ist als Verschéarfung des Grades der Primdiviso-
ren bei der Zerlegung anzusehen; fiir nicht-endliche Restklassenkorper ist
die Zerlegung nicht allein durch den Grad gekennzeichnet. Es gilt nun das
Zerlegungsgesetz:

Die Multiplikationsgruppe der z,(p), z2(p) im Sinne = (Kum-

mer—Erzeugung) ist isomorph zur Klassengruppe Dy /nDy bei der
Reprisentation durch die p.

In diesem Sinne kann K/Kn (besser Kn™!'/K) als Klassenkorper zu D/
nDg bezeichnet werden.

Aus der Distributionenlehre entnimmt man nun leicht, dafs die Gruppe
der z1(p), z2(p) im Sinne = endlich ist. Daraus folgt dann die Endlichkeit von

D K / TLDK .
Der zweite Teil des Weilschen Endlichkeitsbeweises geht so vor sich: Sei
n fest gewéhlt (Weil nimmt n = 2), und sei R ein Représentantensystem der

Klassen von Dg/nDg. Dann hat man fiir jeden Primdivisor p ersten Grades
von K eine Reduktion:

p~t+ng, v in R

auf einen weiteren Primdivisor q ersten Grades von K. Man zeigt, dafl bei
hinreichend héufiger Fortsetzung dieses Verfahrens man auf einen endlichen
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Wertevorrat fiir den Restprimdivisor kommt. Dazu hat man die Koordina-
ten von q durch die von p abzuschétzen (descente infinie). Man nimmt dazu
zweckmélig die Koordinaten nicht fiir eine Normalerzeugung, sondern fol-
gendermafien: Die n? Elemente

un

ot o

1%

Ly

bilden eine Basis des Moduls (0%2) Man zeigt leicht, daf dann die Kummer—
Erzeugung von K/Kn in der folgenden Form geschrieben werden kann

%‘2 — Z Ayy * (THM), t
o]

on

o’

I

Ist einfach p ~ ng, so hat man

xu(q)n2 = t(q)n2 Z Ao To(P)-

Nun kann man eine Distribution o(q) als Hauptideale normieren; dann wer-
den auch die daran durch Hauptdivisorbeziehungen gekoppelten Distributio-
nen Hauptideale
_x(p)
xn(p) - 0(p)n2’

und obige Formeln stellen sich fiir die Zahler so dar:

?u(q)n2 = Z%&n?n(p)'

v

Dabei haben die g,(p), ru(q) als ganze Distributionen beschrénkte Nenner
und konnen in den letzten Formeln im Sinne = auch durch ganzalgebrai-
sche Zahlen ersetzt werden. Fiir das Maximum der absoluten Betrige (bei
samtlichen arch. Bewertungen von ) erhélt man so die Abschétzung:

X(q) £C-X(p)o2.

Nimmt man noch die Addition des Représentanten v aus R hinzu, so folgt
ahnlich: ,

X(q) = CX(p)»=.
Hieraus folgt durch Iteration, wegen n? > 2, daR die q schlieflich einem
endlichen Wertevorrat angehdren, weil die X (q) schliefslich beschrankt sind.
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Zur Verallgemeinerung dieses Beweises auf g > 1 muft die Weilsche Distri-
butionenlehre auf den zu K gehérigen Abelschen Funktionenkorper (Trans-
zendenzgrad g) verallgemeinert werden. Weil hat das mit algebraisch—geo-
metrischen Methoden gemacht, jedoch ist gerade dieser Teil seines Beweises
am wenigsten durchsichtig. Anséitze dazu, die sich auf die Krullsche Theorie
der Zerlegung der Primideale niedrigster Dimension (Stellen) stiitzen, haben
wir bereits, und wir hoffen im Wintersem. damit durchzukommen.

Im Anschluf an den Weilschen Satz erhebt sich natiirlich die Frage, wie
sich der Rang r von D aus den arithm. Eigenschaften des Zahlkorpers €2
und den K kennzeichnenden Invarianten (Moduln) bestimmt. Dies ist meiner
Ansicht nach das allerwichtigste Problem der neuen Theorie. Man weifs bisher
in dieser Richtung so gut wie nichts. Nagell und Billing haben Abschétzungen
von r im Falle g = 1 gegeben, wo K durch einen Modul 7 gekennzeichnet ist.
Dabei spielen Klassenzahlen und Einheiten von €2 eine Rolle (oder vielmehr
von Q(6), wo 6 Nullstelle des Polynoms 4z — gox — g3 ist). Ferner ist aus
Beispielen bekannt, daf$ = 1 sein kann.

Interessant wire z. B. die Frage nach dem Wert von r fiir den mit dem
Fermatproblem verbundenen Funktionenkorper

K=P(z,y) mit aP 4y’ =1

vom Geschlecht
_ (=D -2)
= 5 ,
der von keinem Koeffizientenparameter abhéangt.
Allgemein liefert jede Aussage iiber r einen tiefliegenden Satz iiber Dio-
phantische Gleichungen.

II. Der Satz von C. Siegel.

Dieser Satz entspringt der Frage nach den Losungen einer beliebigen Glei-
chung g(u,v) = 0 iiber Q vom Geschlecht g 2 1 in ganzalgebraischen Zahlen
u,v aus §2. Er sagt aus, daf es nur endlich viele solche Losungen gibt, und
auch nur endlich viele Losungen mit ganzem wu. Er kann so ausgesprochen
werden:

Ist u ein nicht-konstantes Element aus K, so gibt es hdch-
stens endlich viele Primdivisoren ersten Grades p von K, fiir die
u(p) ganzalgebraisch ist, oder auch nur: fiir die u(p) beschréankten
Nenner hat.
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Mittels der Weilschen Distributionenlehre reduziert er sich auf den fol-
genden Satz:

Ist u ein Primdivisor ersten Grades von K, so ist die Distri-
bution u(p) # 1 fiir jede unendliche Menge von Primdivisoren
ersten Grades p von K.

Zum Beweis leitet man aus der gegenteiligen Annahme eine Approxima-
tionsaussage von folgender Art her: ein g-gliedriges System ay, ..., aq iiber
Q) algebraischer Zahlen wird sehr scharf durch Zahlbriiche %7 cee E—Z aus €2
approximiert.

Das widerspricht dann einer Verallgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes.

Zur Herleitung dieser Approximationsaussage verwendet Siegel wieder die
Thetafunktionen. Es ist uns in meinem Seminar gelungen, den Beweis fiir
g = 1 rein algebraisch durchzufiihren; fiir g > 1 wollen wir das im Wintersem.
durchfithren.

Der Grundgedanke fiir die Herleitung der Approximationsaussage ist wie-
der die Verwendung der n—Multiplikation, diesmal aber nicht mit festem n
sondern mit n — oo.

Aus der Annahme, dafs u(p) = 1 fiir unendlich viele p ist, folgt fir g = 1
nach dem Weilschen Satz, dafs dies auch fiir unendlich viele p der Fall ist,
die — bei geeignetem Bezugsprimdivisor 0 — von der Form p ~ ng sind.
Dann ist aber (un)(q) = 1 fiir unendlich viele g, und man hat jetzt einen
ganzen Divisor un vom Grade n? mit lauter verschiedenen Primteilern, statt
des Primdivisors u. Man zeigt dann, dafs hieraus folgt, daft die z—Koordinate

3
a eines Primteilers von un sehr stark durch die x—Koordinaten ['&') -] der
g approximiert wird, und zwar nach einer d&hnlichen Methode wie oben im
Beweis des Weilschen Satzes, mittels der Distributionen.

Fiir ¢ > 1 hat man ganze Divisoren g—ten Grades statt der Primdivisoren
ersten Grades als Vertreter der Klassen; man beginnt formal mit p?, erhélt
dann aber durch die n—Teilung nicht etwa q9, sondern einen allgemeinen
ganzen Divisor g-ten Grades g. So kommt man hier zu einer simultanen
Approximation.

Die fragliche Verallgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes ist in der
Siegelschen Arbeit mit der Anwendung auf die dort auftretenden Thetafunk-
tionen verschmolzen. Wir haben folgenden eleganten Approximationssatz
herausgearbeitet:
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Q) algebr. Zahlkorper vom Grade k

ai, ..., o, algebraische Zahlen, deren Korper Q(aq,...,qy)
iiber €2 den Relativgrad r hat, und deren lin. Unabhéngigkeits-
maf tiber Q@ den Wert d hat (die Potenzprod. bis zur Dimension
d hin sind noch lin. unabh. iiber ).

Wenn dann die Ungleichungen

é—ai SC.N(X)™° (i=1,...,9)
€o
{ C pos. Konstante }
X = MaX(|€0|a |€1|7 ey |£g|)
unendlich viele Losungen g—;, ce g—g in ganzen &,&, ..., &, aus

haben, so ist notwendig

. kr
e =< 5:1})/%?.@ (6 + —(g+5)>
g

(g;‘;) ist die Anzahl der Potenzprodukte bis zur Dimension ¢ hin.
Firg=1wirdd=r—1und

kr
< Mi .
€= p:0,1}.r.1,r71 (p+ p+ 1)

Das ist genau der Thue—Siegelsche Satz.

II1. Der Satz von E. Lutz.

Fiir die genauere Untersuchung von Dk wird man wichtige Hilfsmittel
bekommen, wenn man analog zur Theorie der quadratischen Formen und
der Algebren die entsprechende Frage im Kleinen stellt.

Fir g = 1 hat E. Lutz diese Frage erschopfend beantwortet. Ist ) ein
p—adischer Zahlkorper, so ist Dk sogar eine Operatorgruppe mit den ganzen
p—adischen Zahlen aus €2 als Operatorenbereich und hat als solche den Rang
1. Man hat daher eine eindeutige Basisdarstellung der Form:

i mod m; }

P~ pag + peag + vb { v ganz p-adisch aus ()
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Hieran anschlieffend erheben sich die Fragen: Wie steht es mit den ganz-
zahligen p-adischen Losungen einer beliebigen Gleichung g(u,v) = 0 vom
Geschlecht 17

Wie lautet die Verallgemeinerung des Satzes von Frl. Lutz fiir g > 17

Besteht ein Zusammenhang zwischen Dy fiir einen algebr. Zahlkorper
2 und den D, fiir seine p-adischen Erweiterungen ), nach Analogie der
Siegelschen Produktformel fiir die Losungsdichten bei quadr. Formen?

Uber diese Fragen ist nichts bekannt. Besonders die letzte Frage scheint
mir der Schliissel zu genaueren Aussagen iiber Dk zu sein.

IV. Der Satz von H. Hasse.

Anstatt bei einem algebraischen Zahlkorper §2 zu den p—adischen Erwei-
terungen (2, tiberzugehen, kann man auch erst einmal nur zur Kongruenz
mod g tibergehen. Fiir fast alle o entsteht dabei ein algebraischer Funktio-
nenkorper K mit endlichem Konstantenkorper € von gleichem Geschlecht g
und mit der sich durch Restbildung ergebenden Normalerzeugung.

Die Theorie der Funktionenkoérper K mit endlichem Konstantenkorper
) hat auch grofses selbsténdiges Interesse, abgesehen von der Bedeutung,
die die so entstehenden Kongruenzfunktionenkorper fiir die Untersuchung ei-
nes Funktionenkorpers mit algebraischem Zahlkorper als Konstantenkorper
haben. Denn es bestehen weitgehende Analogien zwischen den Kongruenz-
funktionenkorpern und den algebraischen Zahlkoérpern. Die Kongruenzfunk-
tionenkdrper sind sogar einfacher als die algebraischen Zahlkorper, weil bei
ihnen alle Bewertungen diskret sind, wihrend bei den algebraischen Zahl-
korpern endlich viele Kontinuierliche Bewertungen auftreten. Anstelle der
durch diese kontinuierlichen Bewertungen bedingten Approximationsaussa-
gen (Minkowskische Diskriminantenabschétzung) treten fiir die Kongruenz-
funktionenkoérper genaue Aussagen (Riemann—Rochscher Satz).

Diese grofere Einfachheit dufsert sich insbesondere fiir die Zetafunktion

von K:
1

() =]]———

Ok

wo M(p) = ¢ die Elementanzahl des endlichen Restklassenkérpers €2, von
K mod p bezeichnet; ¢ bezeichnet die Elementanzahl von €2. Diese Funktion
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1

ist ndmlich wesentlich ein Polynom in ek

¢(s) = Cols) L(s)
11

W) =1TTioa

q q
Ny —(g+1 g
L(S):1+#+...+ZS7
q q

und zwar vom Grade 2¢g, mit héchstem Koeffizienten ¢ und Koeffizienten
Ni — (q+1) des linearen Gliedes. Dabei bezeichnet N; die Anzahl der Prim-
divisoren ersten Grades von K. Ny — (¢ + 1) ist die Abweichung von N;
gegeniiber seinem wahrscheinlichen Wert ¢ + 1; N; ist ja die Anzahl der
Losungen von f(z,y) = 0 in 2 (inkl. co).

Die Riemannsche Vermutung fiir diese Zetafunktion ist gleichwertig mit
der Aussage )
[Ny — (¢ +1)| = 2992

(fiir 2 und alle endlichen Erweiterungskorper in der Rolle von ). Es ist mir
gelungen, diese Riemannsche Vermutung fiir ¢ = 1 zu beweisen, und zwar
nicht etwa durch Bestétigung der Abschétzung, sondern als eine Struktur-
aussage iiber Dk. Fir ¢ = 1 ist N; = h die Ordnung von Dk (Klassenzahl
von K).

Um diese Strukturaussage auszusprechen und zu beweisen, braucht man
ein weiteres rein algebraisches Riistzeug, die Theorie der Korrespondenzen
und des Multiplikatorenrings von K, die kiirzlich von Deuring fiir beliebigen
Konstantenkorper in einer fiir die arithmetischen Anwendungen brauchbaren
Form entwickelt wurde. In der Sprache der algebraischen Geometrie findet sie
sich schon in den Arbeiten der italienischen Schule entwickelt, insbesondere
bei Severi.

Eine Primkorrespondenz von K zu sich entspringt aus einer Losung &, 7

von f(z,y) = 0in der algebraisch-abgeschlossenen Hiille K von K. Sie bewirkt
einen Homomorphismus von Dy in sich. Zusammengesetzte Korrespondenzen
werden durch formale Homomorphismenaddition erklart. So ist K eindeutig
ein (nur von K abhéngiger) nichtkommutativer Operatorenring M von Dy
zugeordnet, der Multiplikatorenring von K. Im klassischen Falle stellt sich
dieser Ring M durch die komplexen Multiplikationen der Periodenmatrix der
Integrale 1. Gattung von K dar.
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Jedem solchen Multiplikator p # 0 ist eine natiirliche Zahl N(u) zu-
geordnet, der Grad von K(&,n)/Q(&,n). Man kann zeigen, das N(u) (von
Inseparabilitdtsausnahmen abgesehen) der Index [D : pD] ist. M hat ferner
stets die Charakteristik 0, auch wenn 2 Primzahlcharakteristik hat. M ent-
halt also den Ring I' der ganzrationalen Zahlen, entsprechend der schon oben
benutzten natiirlichen Multiplikation.

M besitzt einen involutorischen Antiautomorphismus y — 7i, entspre-
chend der Umkehrung der Korrespondenzrichtung.

Fiir endlichen Koérper € liefert

(&n) = (2%, y7)

eine Korrespondenz m mit N(mw) = ¢9. Die Anwendung von 7 auf einen gan-
zen Divisor g-ten Grades g von K stellt sich als g—Potenzierung seiner Ko-
ordinaten und also auch ihrer symmetr. Grundfunktionen dar. So folgt, dafs
Dy innerhalb Dy durch 7g ~ g oder also (7 — 1)g ~ o gekennzeichnet ist
((m — 1)~te Teilwerte). Es ist daher

N(r—1)=h.

Fiir g = 1 zeigt man nun leicht, dafs N(u) = pm ist und auch p+ @ zu T
gehort. Daher gentigt jedes p zusammen mit iz einer quadratischen Gleichung
iiber I', und zwar wegen N(u) > 0 einer solchen mit konjugiert komplexen
Wurzeln. Fiir endlichen Kérper €2 hat 7 die Gleichung

7 +our4q=0,
wo v wegen N(m — 1) = h = N; den Wert,
v=N;—(q+1)
hat. Daher ist diese Gleichung wesentlich das Polynom
¢°L(s) = ¢+ (N1 — (¢ +1))¢° + q,

d.h. 7 ist zusammen mit 7T formal das Wurzelpaar der Zetafunktion. Als
Multiplikatoren sind 7,7 konjugiert—komplex, und dies bedeutet

[N = (g + 1) £ 22



Baden—Baden 1938 199

d. h. die Riemannsche Vermutung fiir g = 1.

Fiir g > 1 bleibt noch zu zeigen, dafs die Elemente pz aus M algebraischen
Gleichungen vom Grade 2g iiber I' geniigen, und dafs dabei p — 7 formal
der Ubergang zum konj. kompl. ist. Und zwar ist genauer zu zeigen, daf s
und 7 Wurzeln derj. Gleichung sind, die sich aus

Nt —p) = f(t)

ergibt, wenn man die ganze Zahl ¢ als Unbestimmte auffatt. Daft dies wirk-
lich ein Polynom vom Grade 2¢ liefert, ist nicht auf der Hand liegend. Ist
dies bewiesen, so folgt die Identitdt mit dem L—Polynom nach einem Iden-
titdtssatz von Rohrbach. Dariiber hinaus ist dann aber noch zu zeigen, daf
p — T fiir dieses Polynom den Ubergang zum konj. komplexen bedeuten.

Als Aussage iiber Dk kann die Riem. Vermutung so ausgesprochen wer-
den: Dy ist innerhalb Dy als die durch den Operator m — 1 annullierte Un-
tergruppe ((ﬂ' —1)-te Teilwerte) gekennzeichnet, und dabei ist 7 formal eine
der beiden Nullstellen der Zetafunktion in ¢°.

Grob gesagt ist die Riemannsche Vermutung fiir Kongruenzfunktionen-
korper im Falle ¢ = 1 das Aquivalent zu der Tatsache, daf im klassischen
Falle der Periodenquotient #2 von Null verschiedenen Imaginérteil hat. Fir
g > 1 ist die Verallgemeinerung hierzu im klassischen Falle, daf fiir die Pe-
riodenmatrix (€21, ;) der Quotient Q€ eine (g reihige) Matrix ist, deren
Imaginirteil eine definite quadr. Form hat. Das Aquivalent hierzu ist die Rie-
mannsche Vermutung fiir Kongruenzfunktionenkoérper im Falle ¢ > 1. Das
zum Beweis noch zu leistende besteht darin, im klassischen Falle hierfiir eine

rein algebraische Deutung zu geben.
V. Der Satz von M. Deuring.

Deuring hat fiir den Fall ¢ = 1 die Hauptsitze der komplexen Multipli-
kation rein algebraisch gedeutet und bewiesen.

In analytischer Formulierung lauten diese Hauptséitze so: Es sei k ein
imaginar—quadratischer Zahlkérper und wp,ws eine Ganzheitsbasis von k,
ferner j(wi,ws) der Wert der normierten Modulfunktion fiir sie. Dann ist
k(j(wi,ws2)) der absolute Klassenkérper zu k. Es sei ferner 7(u;wy, ws) die
aus der Weierstrassschen p—Funktion durch Normierung entspringende We-
bersche Funktion. Ist dann m ein ganzes Ideal von k und p & — ein reduzierter
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Idealbruch vom Nenner m. Dann ist k(j(w1,ws), 7(p; wi,ws)) der Strahlklas-
senkdrper mod m zu k.

N

Zur algebraischen Formulierung dieser beiden Hauptséitze der komplexen
Multiplikation betrachtet Deuring zunachst den Multiplikatorenring M ei-
nes algebr. Funktionenkorpers K vom Geschlecht g = 1 {iber irgendeinem
Konstantenkdérper €2. Dann héngt M nur vom zugehorigen abgeschlossenen
Funktionenkorper K ab. Es gibt einen kleinsten Konstantenkorper € derart,
daff die Multiplikatoren von K sich bereits im Koeffizientenbereich Qq ratio-
nal darstellen, also Multiplikatoren der zugehorigen Konstantenerweiterung
Ko sind.

M hat notwendig einen der drei folgenden Typen:
a.) M=T
b.) M Ordnung in einem imag. quadr. Zahlkérper k
c.) M Ordnung in einer imag. quadr. Divisionsalgebra.

Die beiden letzten Typen kommen hochstens dann vor, wenn €2, absolut—
algebraisch ist, der letzte nur fiir {29 von Primzahlcharakteristik.

Es sei nun €2 ein algebraischer Zahlkoérper; dann kommt nur der erste
(regulére) und der zweite (singuldre) Typus vor. Sei vorausgesetzt, daf der
singulare Typus vorliegt, und — der Einfachheit halber — daf M die Haupt-
ordnung seines imagindr—quadratischen Quotientenkorpers k ist. Dann lautet
der erste Hauptsatz in rein—algebraischer Formulierung einfach so:

Der zugehorige kleinste Konstantenkorper €2y ist der absolute
Klassenkorper zu k.

Ist ndmlich y? = 423 — gox — g3 die Normalerzeugung, so liegen g, g3 in €,
12343

——25 . Ferner ist auch k isomorph in )y vertreten, vermoge
95—27g3 )

also auch 57 =

der Anwendung der Multiplikatoren p auf das ganze Differential df :

d(zp) dx
Y y

Es zeigt sich dann, daf €y durch diese Représentation von k und durch j
erzeugt ist.
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Zum rein—algebraischen Beweis ist natiirlich erheblich mehr zu tun, als
blok diese formale Zuriickfithrung auf den analytisch formulierten Satz zu
geben. Deuring gibt einen reinalgebraischen Beweis, indem er fiir den Korper
Qo das Klassenkorperzerlegungsgesetz bestétigt. Dieses ergibt sich durch die
von mir gegebene Kennzeichnung von Dk, mod  fiir die Primideale o von 2
durch die Multiplikatoren von K mod . Deurings Beweis ist so ein Beispiel
fiir die Beherrschung von Ky durch die zugehorigen Kongruenzfunktionenkor-
per mod .

Der zweite Hauptsatz lautet in rein—algebraischer Formulierung so:

Es sei m ein beliebiges ganzes Ideal von & und p ein Primdivisor
von K mit der Eigenschaft

up ~ o0 genau fir =0 mod m.

Die durch p bestimmte Klasse kann in diesem Sinne als m-ter Teilwert be-
zeichnet werden. Genauer sei p ein primitiver m—ter Teilwert, d.h. m kann
nicht durch einen echten Teiler ersetzt werden. Ferner sei K{ derjenige Teil-
korper von Ky, der bei den Einheitsoperatoren aus M invariant ist (im allgem.
sind das nur & = £1, und es ist Kj = Q(z)). Dann ist K mod p der Strahl-
klassenkorper mod m von k.

Diese Deuringschen Sétze lassen die Frage offen, welche imag. quadr. Kor-
per k als Quotientenkérper von Multiplikatorenringen M auftreten, derart
daf M die Hauptordnung von k ist. Analytisch weifs man, dal alle imag.—
quadr. Korper auftreten. Ein rein-algebr. Beweis hierfiir diirfte sehr schwierig
sein. Erst damit waren die Hauptséitze der komplexen Multiplikation in ihrem
vollen Umfang rein algebraisch bewiesen.

Allgemein kann man die auftretende Frage fiir beliebiges Geschlecht g
stellen: Welche Ringe M treten als Multiplikatorenringe algebr. Funktionen-
korper auf?

Von der Periodenmatrix ausgehend wird diese Frage in den Arbeiten von
Albert behandelt. Diese Untersuchungen gehen aber gar nicht auf den tieflie-
genden Unterschied zwischen Periodenmatrizen iiberhaupt und Periodenma-
trizen algebraischer Funktionenkorper ein, auf den es hier gerade ankommt.

Abgesehen von dieser sehr tiefliegenden Frage besitzt Deuring auch die
Verallgemeinerung seiner rein algebraischen Formulierungen auf beliebiges
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Geschlecht g. Wie sie lauten, hat er allerdings noch nicht mitgeteilt. Jeden-
falls ist man damit der Losung des Hilbertschen Problems der Klassenkorper-
konstruktion durch Abelsche Funktionen ein gutes Stiick nédher gekommen.
Es sieht so aus, als ob die rein algebraische Behandlung im Rahmen der
in diesem Vortrag entwickelten Theorie erheblich bessere Aussichten auf die
endgiiltige Losung hat, als die mit viel unnétigem Ballast beladene Losung
auf funktionentheoretischem Wege. Das ist im Falle g = 1 (elliptische Funk-
tionen) ganz klar zu erkennen. Es liegt das vor allem daran, dafl man bei
der rein algebraischen Behandlung sofort den ganzen Korper charakterisiert,
wahrend man ihn bei der funktionentheoretischen Behandlung durch einen
bestimmten Funktionswert als primitives Element erzeugt.
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1.19 Helsinki, Djursholm 1938

Neuere Untersuchungen und Fragestellungen in der
arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionenkorper.

Vortrag Helsinki, Djursholm. September 1938.

Einleitung.

Zwei Richtungen in neuerer Zahlentheorie, unterschieden durch Fragestel-

lung:

Wie grofs ist etwas?

z. B. bei quadratischen Formen:
Anzahl der Darstellungen?
Anzahl der Klassen?

Im allgemeinen:
Fragestellungen sehr einfach,
Methoden in keinem Verhéltnis
dazu. (Hardy—Littlewood)

‘ Wie ist etwas gebaut?

Gesetze fur die Darstellbarkeit?
Zusammenhénge zwischen den
Klassen?

Fragestellungen und Methoden
erwachsen organisch aus
einander. (Hilbert, Artin)

Antworten sind:
Gesetze des Zufalls. ‘ Organische Gesetze.
Trennung nach Nationalitdten im Grofsen gesehen:
englisch (russisch) | deutsch (franzdsisch, italienisch).

Die folgenden Betrachtungen fallen unter die zweite Kategorie. Sie be-
treffen ein Gebiet der Zahlentheorie, das noch ganz jung ist, nédmlich die
Zahlentheorie der algebraischen Gleichungen in zwei Variablen.

Im 19. Jahrhundert entwickelte sich ein grofies, heute im wesentlichen
abgeschlossenes Gebiet der Zahlentheorie, die algebraische Zahlentheorie.
Sie kann als die Zahlentheorie der algebraischen Gleichungen in einer Va-
riablen beschrieben werden. Zu Beginn des 19. Jahrhunderts wurden grofse
Entdeckungen auf diesem Gebiete gemacht. Man sah aber das Gebiet noch
nicht in seiner heutigen abgerundeten Form vor sich. Vieles, was wir heute an
wohlbestimmter Stelle in die algebraische Zahlentheorie eingegliedert haben,
stand damals noch zusammenhangslos nebeneinander.

Im 20. Jahrhundert haben wir eine &hnliche Sachlage fiir die Zahlentheo-
rie der algebraischen Gleichungen in zwei Variablen. Wir haben eine Reihe
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von wichtigen Einzelergebnissen, ohne dafs im Bewufttsein der Forscher diese
Tatsachen schon ihren wohlbestimmten Platz in einer abgerundeten Theorie
haben.

Ich gebe im folgenden einen Uberblick dariiber, wie ich diese Theorie sehe
und wie sich die bereits vorhandenen Ergebnisse und die noch offenen Fragen
einordnen.

I. Die Grundbegriffe.

In der zu betrachtenden Theorie handelt es sich um algebraische Glei-
chung in zwei Variablen mit algebraischen Koeffizienten:

f(z,y) =0
Ohne Einschrankung:
f(z,y) absolut—irreduzibel (nicht in ebensolche Faktoren zerlegbar),
f(z,y) ganzalgebraische Koeffizienten.

Ahnlich wie bei algebraischen Gleichungen in einer Variablen betrachtet man
hier gleich den Korper K aller rationalen Funktionen von z,y mit Koeffizien-
ten aus einem gegebenen endlich—algebraischen Zahlkorper €2, der die Koef-
fizienten von f(x,y) enthélt:

K=Q(z,y) mit f(z,y)=0

heifst algebraischer Funktionenkorper einer Variablen iiber €2 als Konstanten-
korper. Es zeigt sich, dafs man zu glatten Begriffen und Tatsachen nur kommt,
wenn man diesen Korper als den eigentlich zu behandelnden Gegenstand an-
sieht, und die Gleichung als eine unter unendlich vielen M&glichkeiten seiner
Erzeugung (Korperinvarianz, birationale Transformation).

In der klassischen Theorie der algebraischen Funktionen nimmt man statt
eines endlich—algebraischen Zahlkorpers €2 den Korper aller komplexen Zah-
len als Konstantenkorper. Ich darf die Begriffsbildungen und Hauptsétze die-
ser klassischen Theorie hier als in grofen Ziigen bekannt voraussetzen. Man
verwendet dabei weitgehend die Theorie der analytischen Funktionen einer
komplexen Variablen, selbst wenn man sich der Analogie mit der Zahlen-
theorie und ihrer Ausdrucksweise bedient (Hensel-Landsberg). Ein Weg zum
Aufbau der Theorie fiir einen endlich—algebraischen Zahlkorper €2 ergibt sich,
indem man €2 als Teilkorper des komplexen Zahlkorpers ansieht und aus den
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klassischen Sétzen solche iiber den Kérper K durch diese Einbettung (Be-
schriankung der Koeffizienten auf €2) herleitet. Das ist aber einerseits nicht
methodenrein; andrerseits ist es fiir den Aufbau der Theorie, wie ich ihn
mir denke, unerléaflich, eine von analytischen Methoden freie Begriindung zu
geben. Wie wir noch genauer sehen werden, braucht man nédmlich die ent-
sprechende Theorie auch fiir Kérper €2 als Konstantenkorper, die nicht im
Korper der komplexen Zahlen enthalten sind.

Es gibt nun in der Tat eine von analytischen Methoden ganz freie Be-
griindung der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionenkorper K
iiber einem beliebigen Konstantenkorper 2:

K=Q(z,y) mit f(z,y)=0

f(z,y) absolut-irreduzibel iiber €, d.h. nicht in Faktoren mit
iiber Q) algebraischen Koeffizienten zerlegbar.

Fiir den Fall, daft € Primzahlcharakteristik p hat, ist noch zu
fordern, dak f(x,y) etwa in y separabel ist.

ich gebe nachstehend eine Ubersicht iiber die Grundbegriffe dieser Theorie,
und zwar erldutere ich diese Grundbegriffe durch Gegeniiberstellung der ent-
sprechenden Begriffe der klassischen Theorie.

] Q beliebiger Korper | Q Korper der komplexen Zahlen ‘
Primdivisoren p von K, definiert Punkte p der Riemannschen
durch Bewertungen w,(z) von K/Q Flache R zu K.
oder durch formale Potenzreihen— K besteht aus den auf R im
entwicklungen. Kleinen analytischen, im Grofen

eindeutigen Funktionen.
Restbildung mod p bildet die Ele—

mente z von K auf Elemente Wert z(p) an der Stelle p von R,
z(p) einer endlich—algebraischen
Erweiterung €2, von €2 ab Q,=9Q, f,=1

(inkl. 0o0). Deren Grad f, heifst
der Grad von p.

Man erhélt alle Primdivisoren p
von K auch, indem man alle
solchen Abbildungen von K nimmt.
Dabei entspricht iiber 2
konjugierten Abbildungen

] (Fortsetzung auf der néchsten Seite) |
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] Q beliebiger Korper

‘ Q Korper der komplexen Zahlen ‘

derselbe Primdivisor p.

Entsprechend einer Erzeugung

K =Q(z,y) mit f(z,y) = 0 kénnen
die Primdivisoren p bis auf endlich
viele Ausnahmen auch durch die
Losungen z(p) = a,y(p) = b von
f(z,y) =0 in iiber 2 algebraischen
Elementen a, b gekennzeichnet
werden, wobei iiber (2 konju—
gierten Losungen derselbe
Primdivisor entspricht.

Jeder Primdivisor p vom Grade f,
zerfallt—der Unterscheidung der

fo Konjugierten entsprechend—

in f, Primdivisoren ersten Grades p,
des Korpers K, der durch Erweiterung
des Konstantenkorpers auf seine
algebraisch—abgeschlossene Hiille O
entsteht.

Wir setzen (durch endl. alg.

Erw. von ) voraus, daff K auf-
geschlossen ist, d. h. mindestens
einen Primdivisor ersten Grades

o enthélt. Ein solcher sei als Bezugs—
primdivisor ausgezeichnet. Dann
iibersieht man alle Primdivisoren
p # o von K (ausnahmslos) auf
Grund einer zu o gehorigen Nor—
malerzeugung:

x Element, das nur bei o
unendlich wird, von méglichst
niedriger Ordnung n (liegt durch
0 bis auf ganze lineare Substitu—
tionen fest). K/Q(z) vom Grade n
Y1,---,Yn Basis der von x ganzalg.
abhéngigen Elemente aus K

K=Qz;91,..,9n)
mit Multiplikationstafel

Die Stellen p von R sind bis auf
endlich viele Ausnahmen durch
die Losungen z(p) = a,y(p) = b
von f(z,y) = 0 in komplexen
Zahlen gekennzeichnet.

Ist Q endlich—algebraisch, so entsprechen
die Primdivisoren von K umkehrbar
eindeutig denjenigen Punkten von R,
fiir die alle Funktionen z aus K

iber ) algebraische Werte haben.

Die Primdivisoren von K entstehen
daraus, indem jeweils die bezgl. €2
konjugierten Primdivisoren

von K zusammengefakt werden.

Auszeichnung eines bestimmten
Elements aus K als unabhéngige
Variable: x Funktion aus K mit
einzigem Pol in gegebenem Punkt o
von R, von moglichst niedriger
Ordnung n. Zugehorige Darstellung
der (abstrakten) Flidche R als n—blattr.
Flache iiber der x—Kugel.

Y1, - .-, Yn Basis derj. Funktionen aus K,
die o als einzigen Pol haben; sie ist
nicht notwendig von der Form
Ly,...,y" L

0 wird bei der gewonnenen Reali—
sierung von ‘R das Unendliche; dieses

(Fortsetzung auf der néichsten Seite) |
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| Q beliebiger Korper | Q Korper der komplexen Zahlen ‘

M) yiy; = ké Jij @)Yk, fijre()

Polyn. iiber Q.
(Verallgemeinerung einer Erzeugung
durch Grundgleichung).

Primdivisoren p # o von K entsprechen
jetzt umkehrbar eindeutig den iiber )
algebraischen nicht konjugierten Losungen
z(p) = a;y1(p) =b1,...,yn(p) = by
von (M). Bei Unterscheidung der
Konjugierten erhélt man die Prim—
Divisoren p; von K. Die Primdivisoren
ersten Grades p # 0 von K entsprechen
umkehrbar eindeutig den Losungen
von (M) in Q.
Divisoren von K:
a=][p>

p
(ay ganzrat. nur endl. viele oy # 0)
Hauptdivisoren:

z = pr“(z)a > fpwp(z) =0
p p

z durch seinen Hauptcharakter eindeutig
bis auf Konstante # 0 als Faktor
festgelegt.

Grad fo =Y fpoy
p

Hauptdivisoren a = z haben f, =0
Divisorengruppe
Divisorengruppe nullten Grades

Divisorenklassengruppe

ist dabei Verzweigungspunkt der

Ordnung n.

Die endlichen Stellen p # o von R
werden

jetzt umkehrbar eindeutig durch
die zugeordneten Wertsysteme

x(p) = avyl(p) = bla s ,Z/n(P) = bn

beschrieben.

Vorgabe von Nullstellen und Polen
mit vorgeschriebenen Ordnungen;

Endlichkeitsbedingung

Elemente von K erfiillen

neben der Endlichkeitsbedingung
noch die Summenformel:

2 wy(2) =0
3

fiir die funktionentheoretischen
Ordnungszahlen wy(z) an den
einzelnen Stellen p von *R.

Durch Angabe der Nullstellen und
Pole mit Ordnungszahlen liegt
eine Funktion des Kérpers bis

auf Konstante # 0 als Faktor

fest.

(Fortsetzung auf der néichsten Seite) |
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] Q beliebiger Korper

‘ Q Korper der komplexen Zahlen

Divisorenklassengruppe nullten Grades
(fiir alles Folgende wichtigster Begriff).

Differentiale wdz,
zugeordneter Differentialdivisor.

Ganze Differentiale, solche mit
ganzem zugeordneten Divisor.

ganzen Differentiale.

g = 0 ist (fiir aufgeschlossene K) gleich—
bedeutend damit, daft K = Q(¢)
rational ist. Im folgenden sei

durchweg g 2 1 vorausgesetzt.

Nach Riemann—Rochschem Satz gibt
es in jeder Divisorenklasse nullten
Grades mindestens einen Vertreter
der Form % , wo g ganzer

Divisor vom Grade g, und mit
Ausnahme einer Mannigfaltigkeit
niederer Dimension (im algebr.
Sinne) fiir g auch nur einen
solchen Vertreter.

Das Rechnen in der Klassengruppe
nullten Grades stellt sich dann
durch diese Vertreter

so dar:
g1 .82 8
09 09 09 °

Dafiir schreiben wir kurz:

g1 +92~9 (o)

Daf dabei die Vertreter g nicht
immer eindeutig bestimmt sind,
schadet nichts. Man rechne mit

irgendeinem vollen Vertretersystem.

Geschlecht g = Anzahl der linear unabh.

Integralfunktionen auf R

(im Kleinen analytisch bis auf
logar. [...]stellen, im Groften
Perioden)

Integrale 1. Gattung
(im Kleinen regulér,
im Grofsen Perioden).

g fallt mit topologischem Geschlecht
von R zusammen.

Dann bestimmen die Integrale
1. Gattung durch kanonische
Zerschneidung von ‘R ein
Periodenparallelotop von g
komplexen Dimensionen.

Die Struktur der Klassengruppe
nullten Grades wird durch das
Abelsche Theorem und den Jacobischen
Umkehrsatz vollstdndig gegeben. Diese
beiden Satze sagen zusammen aus,
daf die Klassengruppe nullten Grades
von K isomorph ist zur Additions—
gruppe der g—gliedrigen Vektoren

aus komplexen Zahlen, wobei mit

den Vektoren nach dem Perioden—
parallelotop als Modul gerechnet

wird; und zwar wird dieser
Isomorphismus gegeben durch

g
u= [du mod Pa

09

(Fortsetzung auf der néichsten Seite) |
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] Q beliebiger Korper

‘ Q Korper der komplexen Zahlen

Fiir ¢ = 1 sind sie immer eindeutig

bestimmt.

Die Vertreter g entsprechen

umkehrbar eindeutig

den g—gliedrigen Losungssystemen von
(M) in iiber © algebraischen Elementen,
deren symmetr. Funktionen in €2

liegen; dabei ist o formal die unend—
liche Losung zuzuordnen.

Das oben erklarte additive

Rechnen mit den g im Sinne ~ (o)

ist als das algebraische

Aquivalent zum Rechnen im
Periodenparallelotop anzusehen.

Es kann durch

rationale Formeln ausgedriickt werden.
Als den zu K gehorigen Korper
Abelscher Funktionen bezeichnet man
den Korper

R= Q{;h. .. ,;g}

der rationalen symmetrischen
Funktionen mit Koeflizienten aus

Q von g

algebraisch—unabhéngigen
Losungssystemen

ti = (Ts3 Yty - - Yin)

von (M), also sozusagen von

g unabhéngigen variablen Primdivisoren
1,5

von K, die man dann auch zu

einem variablen ganzen Divisor

r=n-

vom Grade g zusammenfassen
kann.

0od

wo u ein Basisvektor der

Integrale 1. Gattung von K ist,

g 51 Pg
wd [ = [ |

09 o o
fir g=1p1---pg-
u durchlduft alle g—gliedrigen kom—
plexen Vektoren mod Pa. Zwei g
geh6ren dann und nur dann zur
selben Klasse, wenn die 1 mod Pa
kongr. sind, und der Klassen—
multiplikation entspricht die
Addition der u mod Pa.

Die Vertreter g sind genau die
g—gliedrigen Punktgruppen auf fR.

Der so rein algebraisch definierte
Abelsche Funktionenkérper K
besteht aus der Gesamtheit der zum
Periodenparallelotop gehorigen
analytischen Funktionen eines
g—gliedrigen komplexen Vektors

u.

Gekiirzte Einleitung."

1. Hasses Seitenzéhlung beginnt hier erneut bei -1-
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Im Werden begriffene neue Theorie: Zahlentheorie der algebraischen Glei-
chungen in zwer Variablen

Vergleich mit Zahlentheorie der algebraischen Gleichungen in einer Va-
riablen im vorigen Jahrhundert.

Zweck dieses Vortrags ist: Bisherige Hauptergebnisse der neuen Theorie
in einheitlichem Rahmen auszusprechen und den Weg fiir weitere Forschung
zu weisen. Dadurch mitzuhelfen an dem Zustandekommen einer einheitlichen
und geschlossenen Theorie.

Grundbegriffe.

Q) beliebiger Koérper; Hauptanwendung auf algebraische Zahlkorper; doch
braucht man dazu als Hilfsmittel auch abstrakte Korper.

K= Q(z,y) mit f(x,y) =0 (abs. irr.)
Prinzip der Korperinvarianz (birationale Invarianz)

Erster wichtiger Grundbegriff: Punkt oder Prindivisor von K.
Im klassischen Fall: Punkt der zugehorigen Riemannschen Flache.

Allgemein roh gesagt: Uber  algebraische Losung der Grundgleichung.
Dazu Ergédnzungen hinsichtlich co und Verzweigungspunkten. Besonders wich-
tig: Primdivisoren 1. Grades, entsprechen Grundgleichungslosungen in (2
selbst. Dadurch Ankniipfung an klassisches Problem der Zahlentheorie: Lo-
sungen diophantischer Gleichungen.

Zur scharfen Fassung des Punktbegriffs Normalerzeugung. Ohne Einschran-
kung €2 so grof (endl. alg. Erw.), daf urspriingliche Grundgleichung eine Lo-
sung in €) hat, d.h. dafs K einen Primdivisor 1. Grades hat. Ein solcher als
Bezugsprimdivisor o zugrundegelegt.

x Element aus K, das nur o im Nenner hat, und zu méglichst niedrigem
Exponenten n. Dann x bis auf ganze lineare Substitution + — ax +
festgelegt. [K : Q(x)] = n. Ferner dann y, ..., y, Basis der von x ganzalgebr.
abh. Elemente aus K in bezug auf Polynombereich 2[z]. Dann K bestimmt
durch Multiplikationsschema

n

YiY; = Z Figr () Yx (M)

k=1

Es {ibernimmt Rolle der Grundgleichung; Raumkurve in n + 1 Dimensionen,
statt 2—dimensionaler Kurve. Basis ¥, ..., y, liegt bis auf leicht angebbare
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Substitutionen fest. Somit liegt Normalerzeugung wesentlich eindeutig durch
o fest.

Geschlecht g. Im klassischen Falle das topologische Geschlecht der Rie-
mannschen Fléche. Die Riemannsche Formel hat rein algebraischen Charak-
ter und iibertragt sich auf beliebigen Konstantenkorper €2. g = 0 «+— K =
Q(x) (bei geeignetem x); dieser Fall sei durchweg ausgeschlossen. Also g = 1.
Fiir g = 1 ist Normalerzeugung

y' =4’ — g —gs, g3 —2795 #0
(vorausgesetzt, daf Char () # 2, 3; sonst auch leicht angebbar).
Stets ist n < g + 1 (nach Riemann-Rochschem Satz).

Primdivisoren # o «— {iber 2 algebr., nicht konj. Lésungen von (M)

0 <« Losung (00; 00, ..., 00).

Unterscheidet man die konj., so erhilt man die Primdiv. (1. Grades) von K,
entspr. Ubergang zu algebr.—abgeschl. Hiille (2.

Primdivisoren 1. Grades # o «— Lésungen von (M) in .

Die «; 1, ..., 3, zu Punkt p heifen seine Koordinaten (bezgl. der Nor-
malerz.) entsprechen den Funktionswerten bei p im klassischen Fall.

Zweiter wichtiger Grundbegriff: Rechnen mit den g—gliedrigen Punktgrup-
pen (ganzen Divisoren g—ten Grades):

g="Pp1 Py

Dabei py, ..., p, Punkte von K derart, daf die symm. Funktionen der Koor-
dinaten in € liegen (die p; = 0 nicht mitzurechnen).

g~ ¢, wenn £ ein El aus Q entspricht (nach Nullst. u. Polen).
g

Verkniipfungsrelation:

——~—, kuz g+g ~g" (o)

g” existiert nach Riemann—Rochschem Satz immer, und im allgemeinen auch
eindeutig. Wir denken ein volles Repr. System fiir die g im Sinne ~ gewéhlt.

2. Relationszeichen der zweiten der beiden folgenden Relationen undeutlich
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Dann ist die Verkn. eindeutig und unbeschriankt und liefert eine abelsche
Gruppe, die Divisorenklasssengruppe nullten Grades Dy von K; sie ist sogar
unabhéngig von o, also Invariante von K. Um sie handelt es sich wesentlich.
Grob gesagt handelt es sich bei Dk um ein bestimmtes Rechnen mit den g—
gliedrigen Losungssystemen einer Grundgleichung f(z,y) =0 (oder schérfer
eines Mult. Schemas (M)), deren symm. Funktionen in €2 liegen. Fiir g = 1
wird das Rechnen durch die Koord. so beschrieben:

1 a
1 o [1=0
1 a// /8//

(Add. Th. der ell. Funkt.). Fiir g > 1 hat man eine entspr. Determinanten—
Darst. des Rechnens mit den g—gliedr. Punktgr.)

Im klassischen Falle (2 der kompl. Zahlkérper) stellt sich das Rechnen in
Dy transzendent so dar:

du g—gliedriger Basisvektor der Diff. 1. Gattung (ganzen Diff.)

g g pi
uz/duEZ/du mod Pa.
izla

09

liefert Vektor u aus kompl. Zahlen mod Pa. (Parallelotop von g komplexen
Dimensionen).

Nach Abelschem Theorem: g ~ g’ «—— u =11 mod Pa.
Nach Jacobischem Theorem: u durchl. alle kompl. Vektoren.
Daher
Dy = Rechnen mit g-gliedrigen kompl. Vekt. mod Pa.
II. Der Satz von A. Weil.

Es sei jetzt wie zu Beginn € ein endlichalgebraischer Zahlkorper. Der Satz
von A. Weil macht eine allgemeine Aussage iiber die Struktur der Divisoren-
klassengruppe nullten Grades von K. Er sagt aus, daf diese Gruppe endlichen
Rang r hat. Als abelsche Gruppe besitzt sie dann eine Basisdarstellung der
Form:

imodmi
g~u1a1+---+uzgaag+mbl+---+vrbr(0){ ! }

v; ganzrational

(g;a1,...,09.b1,...,b, ganze Divisoren g-ten Grades).
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Die Anzahl der Basiselemente endlicher Ordnung ist notwendig < 2g,
entsprechend dem Periodenparallelotop.

Weil hat diesen Satz mit analytischen Hilfsmitteln bewiesen. Er benutzt
die Darstellung der zu K gehorigen Abelschen Funktionen durch Thetafunk-
tionen. Fiir ¢ = 1 wurde der Satz schon vorher durch Mordell bewiesen, und
zwar entsprechend unter Benutzung der Darstellung der Funktionen aus K als
elliptische Funktionen. Es ist uns in meinem Seminar gelungen, den Beweis
fiir g = 1 rein arithmetisch zu fithren. Fiir ¢ > 1 haben wir dazu ebenfalls
einen Ansatz und wollen ihn im néchsten Semester durchfithren. Der Beweis
gewinnt dadurch an Einfachheit und Durchsichtigkeit.

Wir wollen uns die Bedeutung des Satzes von Weil am Spezialfall g = 1
(Mordell) klarmachen. Eine Normalerzeugung von K kann in der Weier-
strassschen Normalform angenommen werden:

P =da® —gr— g3 (g5 — 2795 #0).

Die Klassen nullten Grades entsprechen hier umkehrbar eindeutig den Prim-
divisoren ersten Grades, also einfach den Losungen a,b dieser Gleichung in
), wobei der Bezugsprimdivisor o der unendlichen Losung entspricht. Die
Additionsrelation

p1+pa ~p (0)

in der Klassengruppe nullten Grades wird rational durch die Formeln des
Additionstheorems der Weierstrassschen Funktionen

dargestellt. Diese Formeln liefern aus Losungen in €2 wieder Losungen in (2.
Der Satz von Mordell sagt aus, daf man alle Losungen in €2 aus endlich vielen
durch wiederholte Addition und Subtraktion im Sinne des Additionstheorems
herleiten kann. Analytisch kann er auch so formuliert werden: die Punkte v im
Periodenparallelogramm, fiir die p(u), '(u) in €2 liegen, werden in eindeutiger
Basisdarstellung in folgender Form gegeben:

UE,UlOél+,u2042—|—1/1ﬁ1—|-..._|_yrﬁr mod Pa{ L mod m }

v; ganzrational

Im allgemeinen Falle (Weil) treten an Stelle der Losungen der Grund-
gleichung in ) die g—gliedrigen Losungssysteme des Multiplikationsschemas
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(M) einer Normalerzeugung von K, deren symmetrische Funktionen in € lie-
gen, und anstelle der u, aq, as, 1, ..., 3, g—gliedrige Vektoren im Perioden-
parallelotop. Grob gesagt handelt es sich um einen Endlichkeitssatz fiir die
g—gliedrigen Losungssysteme einer beliebigen Grundgleichung f(z,y) = 0,
deren symmetrische Funktionen in 2 liegen.

An den Satz von Weil schliefst sich naturgeméfs die tiefere Frage an, wie
die Invarianten m; und r der Klassengruppe nullten Grades von K bestimmt
sind. Dartiiber ist noch recht wenig bekannt. Fiir ¢ = 1 hat man obere Ab-
schiatzungen von Nagell und Billing, die eng mit arithmetischen Eigenschaf-
ten von  oder einer algebr. Erweiterung von 2 (Einheiten, Klassenzahl)
verkniipft sind. Man hat fiir ¢ = 1 Beispiele dafiir, daf » > 0 sein kann, daf
also die durch die komplexe Multiplikation gelieferten algebraischen Teilwer-
te der elliptischen Funktionen keineswegs die einzigen algebraischen Werte
sind.

Ich mochte es als eine Hauptaufgabe der hier besprochenen Theorie hin-
stellen, genaue Aussagen tiber die Bestimmung der Invarianten m;, r aus den
arithmetischen Eigenschaften von € und aus den Invarianten (Moduln) von
K zu gewinnen.

Hinsichtlich des Fermatproblems wére es z. B. interessant, diese Aufgabe
fiir den (parameterfreien) Funktionenkorper mit der Grundgleichung

$p+yp:1

vom Geschlecht
,_ =Dp=2)
2
in Angriff zu nehmen.
II1. Der Satz von C. Siegel.

Eine tieferliegende Frage ist die nach den Losungen von f(z,y) = 0 in
ganzalgebraischen Zahlen aus 2. Hier hat C. Siegel den tiefliegenden End-
lichkeitssatz bewiesen, daf$ die Anzahl dieser Losungen fiir ¢ = 1 endlich ist.
Siegel zeigt genauer: Ist = ein nicht-konstantes Element aus K, so ist z(p)
hochstens fiir endlich viele Primdivisoren ersten Grades p von K ganzalge-
braisch (in ).

Der Beweis erfolgt bei Siegel unter Ausnutzung des Satzes und der ana-
lytischen Methoden von Weil. Es ist uns auch hier gelungen, den Beweis fiir
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g = 1 rein arithmetisch zu fiithren. Im allgemeinen Falle wollen wir diese
Aufgabe im néichsten Semester angreifen. Allgemeinste descente infinie.

Der Siegelsche Beweis erfolgt so: aus der Annahme, x(p) sei ganz fiir
unendlich viele Primdivisoren ersten Grades von K wird eine scharfe Appro-
ximation eines Systems iiber 2 algebraischer Zahlen ay, ..., ay durch Zahlen
g—é, ey 5—3 aus €2 konstruiert. Diese steht im Widerspruch zu einer Verallge-
meinerung des Thue-Siegelschen Satzes. Diese Verallgemeinerung wird aller-
dings in der Siegelschen Arbeit nicht explizit ausgesprochen; sie ist dort in
den recht komplizierten Beweis mittels der Thetafunktionen verwoben. Wir

haben sie wie folgt herausgearbeitet:

) algebraischer Zahlkérper vom Grade k

ai,...,qa, algebraische Zahlen, deren Korper Q(ay,...,ay)
iiber {2 den Relativgrad r hat, und deren lineares Unabhingig-
keitsmak in bezug auf €2 gleich d ist (die Potenzprodukte bis zur
Dimension d hin noch lin. unabh. iiber 2).

Wenn dann die Ungleichungen

& _ { C positive Konstante }

- — 04 SC-N(X)°

g =N x =Ml fal, - g )
unendlich viele Losungen g—;, ceey g—g in ganzen &, &1, ...,&, aus €2

haben, so ist notwendig

Firg=1wirdd=r—1und

kr
< Mi .
€= p:O,l,.l.Elel (p + p+ 1)

Das ist genau der Thue-Siegelsche Satz.
IV. Der Satz von E. Lutz.

Motivierung der Fragestellung: Zusammenhang zwischen Loésungsanzahl
im Grofen und Losungsanzahlen im Kleinen bei quadratischen Gleichungen:

iiber 2, iiber den p-adischen Erweiterungen (2, die den Prim-
idealen und unendlichen Primstellen von €2 entsprechen
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Entsprechend bei Frage der Zerfallung von Algebren.

Daher liegt es nahe, auch bei algebraischen Funktionenkdérpern nach ei-
nem Zusammenhang zu fragen zwischen der Divisorenklassengruppe nullten
Grades von

K=Qfe,y) mit flz,y) =0,

und den Divisorenklassengruppen nullten Grades der p-adischen Erweite-
rungen

In dieser Richtung ist bisher noch gar nichts bekannt. Ich sehe aber gerade in
dieser Richtung den Zugang zu der erwiinschten genaueren Einsicht in den
Aufbau der Divisorenklassengruppe nullten Grades von K.

Als ersten Punkt eines Vorstofes in dieser Richtung hat man die Diviso-
renklassengruppe einer einzelnen p-adischen Erweiterung K, zu untersuchen.
Das tut Frl. Lutz. Sie bestimmt die Struktur der Divisorenklassengruppe null-
ten Grades fiir einen algebraischen Funktionenkorper

Ko = Qu(z,y) mit f(z,y) =0

iiber einem p-adischen Zahlkorper (p Primideal von 2) vom Geschlecht g =
1. Es stellt sich heraus, daf die Divisorenklassengruppe nullten Grades hier
neben den ganzrationalen Zahlen auch die ganzen p—adischen Zahlen (aus
€Q,) als Operatoren zuléft, und daf sie als solche Operatorgruppe den Rang
1 hat. Man hat also eine eindeutige Basisdarstellung der Form

i mod m; }

p ~ [4101 + J5Ye%) —+ vb (0> { v ganz o adisch, in Q@

Es erhebt sich weiter die Frage nach den Primdivisoren ersten Grades p,
fiir die eine p-adisch ganzzahlige Weierstrafische Normalerzeugung y? =
423 — gox — g3 ganzzahlige p—adische Losungen hat. Dariiber ist noch nichts
bekannt.

Ebenso ist nicht bekannt, wie sich der Satz von Frl. Lutz auf beliebiges
Geschlecht g verallgemeinert.

V. Der Satz von H. Hasse.

Eine noch grobere Fragestellung ergibt sich, wenn man nur die Nahe-
rungswerte mod o der p—adischen Zahlen betrachtet. Diese Untersuchung
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spielt in der vorschwebenden Theorie dieselbe Rolle, wie die Kongruenztheo-
rie der algebraischen Zahlen nach einer Primzahl. Man hat es dabei mit einem
algebraischen Funktionenkorper

K=Q(z,y) mit f(z,y)=0

zu tun, dessen Konstantenkorper €2 ein endlicher Korper ist. Diese Theorie ist,
auch abgesehen von der eben gegebenen Einordnung in die hier vorschweben-
de Theorie, interessant. Denn diese Korper K sind selbst weitgehend analog
zu den algebraischen Zahlkoérpern. Sie sind sogar einfacher als diese, weil fiir
sie alle Bewertungen diskret sind, wahrend bei den algebraischen Zahlkorpern
endlich viele nicht—diskrete Bewertungen (unendliche Primstellen) auftreten.
Anstelle der durch diese nicht—diskreten Bewertungen bedingten analyti-
schen Approximationsaussagen (Minkowskische Diskriminantenabschétzun-
gen u.s.w.) treten fiir die Kérper K genaue Aussagen (Riemann—Rochscher
Satz).

Diese grofsere Einfachheit duflert sich insbesondere in der Zetafunktion
von K:

p N(p)®
wo N(p) = ¢’» die Elementanzahl des endlichen Restklassenkérpers €, von K

mod p bezeichnet; ¢ ist die Elementanzahl von (2. Diese Funktion ist namlich

wesentlich ein Polynom in qis :

((s) = Co(s)L(s)

1 1
Cols) = q -

N —(q+1 g
L(s>:1+%+ qggs’

und zwar vom Grade 2¢g. Der hochste Koeffizient ist ¢7, der Koeffizient des
linearen Gliedes N; — (¢ + 1), wo N; die Anzahl der Primdivisoren ersten
Grades von K ist.
Die Riemannsche Vermutung fiir diese Zetafunktion ist gleichwertig mit
der Aussage )
[Ny — (¢ + 1)| = 299>

(fiir © und alle endlichen Erweiterungskorper in der Rolle von ). N; ist we-
sentlich die Anzahl der Losungen von f(z,y) = 0 im endlichen Korper Q, der
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unter Hinzunahme des ebenfalls zu betrachtenden oo die Elementanzahl ¢+ 1
hat; ¢+ 1 ist also der wahrscheinliche Wert fiir Ny, und die Riemannsche Ver-
mutung ist gleichwertig mit der angegebenen Abschiatzung der Abweichung
zwischen N und seinem wahrscheinlichen Wert ¢ 4 1.

Es ist mir gelungen, diese Riemannsche Vermutung fiir ¢ = 1 zu beweisen,
und zwar nicht etwa durch Bestdtigung der Abschétzung sondern als eine
Strukturaussage. Fiir ¢ = 1 ist N; = h die Anzahl der Divisorenklassen
nullten Grades von K, und mein Satz kann als eine genaue Bestimmung dieser
Anzahl angesehen werden; so ordnet er sich den Satzen von A. Weil, C. Siegel,
E. Lutz zur Seite, die ja sdmtlich Aussagen iiber die Divisorenklassengruppe
nullten Grades sind.

Diese Deutung der Riemannschen Vermutung und mein Beweis stiitzen
sich auf die allgemeine Theorie der Korrespondenzen in algebraischen Funk-
tionenkorpern, die kiirzlich von M. Deuring in einer fiir den vorliegenden
Zweck brauchbaren rein algebraischen Form entwickelt wurde.

Funktionentheoretisch gesagt ist eine Korrespondenz von K eine konfor-
me Abbildung einer Uberlagerungsfliche von R auf eine andere solche (je
mit endlicher Uberlagerungszahl). Sie bewirkt eine Operation vom Typus ei-
ner Multiplikation im Perioden—Parallelotop (komplexe Multiplikation) und
damit eine abstrakte Operatormultiplikation in der Divisorenklassengruppe
nullten Grades von K. Deuring hat gezeigt, wie man diese Operationen bei
beliebigem Konstantenkorper rein algebraisch einfiihren kann.

Man erhilt so zu jedem algebraischen Funktionenkérper K einen abstrakten
Ring M, den Multiplikatorenring von K, der aus Operationen p vom Typus
einer Multiplikation in der Divisorenklassengruppe nullten Grades von K be-
steht. Durch den Querstrich haben wir angedeutet, daft zur Definition dieses
Ringes M der Konstantenkorper €2 durch seine algebraisch—abgeschlossene
Hiille Q ersetzt wird. Fiir ¢ = 1 im klassischen Falle ist dieser Ring M das al-
gebraische Aquivalent derjenigen Multiplikationen pu, die fiir u als Element
des Periodenparallelogramms eindeutig erklart sind (komplexe Multiplikati-
on im klassischen Sinne).

Im allgemeinen ist M nicht kommutativ. M besitzt einen involutorischen Anti-
automorphismus, der Umkehrung der Korrespondenzrichtung entsprechend.
M hat ferner stets die Charakteristik 0, enthélt also den Ring I" der ganzratio-
nalen Zahlen (natiirliche Multiplikation, wie sie vorher schon mehrfach in der
Divisorenklassengruppe nullten Grades auftrat). Die Elemente ;1 von M stel-
len sich rein algebraisch dar als die Substitutionen einer Normalerzeugung



Helsinki, Djursholm 1938 219

Y1, - -, Yo von K mit Multiplikationsschema (M) in Systeme &;n,...,m,
die (M) befriedigen und von z;y,...,y, algebraisch (mit Koeffizienten aus
1) abhéngen; man nennt solche Substitutionen Meromorphismen.

Fiir ¢ = 1 kann man zeigen, dak jedes Element y aus M zusammen mit
7t einer quadratischen Gleichung mit Koeffizienten aus I' geniigt, und dafs
i = N(p) (fiir u # 0) ein gewisser Korpergrad ist und daher stets positiv ist.
Daraus folgt, dak sich u, iz formal wie konjugiert—komplexe Zahlen verhalten.

Im Falle eines endlichen Koérpers €2 ist nun

(z,y) — (2%,99)

ein Meromorphismus 7 von K, weil dabei die Grundgleichung f(x,y) erhalten
bleibt. Der fragliche Kérpergrad ist hier N(7) = ¢. Die Wirkung von 7 in
der Divisorenklassengruppe nullten Grades von K stellt sich so dar:

pe— (@b, P (a0

Es ist also (m — 1)p ~ o0 dann und nur dann, wenn p = p ein Primdivisor
ersten Grades von K selbst ist, d. h. die N; = h Primdivisoren ersten Grades
p von K sind innerhalb aller p von K durch (7 — 1)p ~ o gekennzeichnet
((m — 1)~te Teilwerte!). Daraus folgert man N(r — 1) = Ny = h.
Zusammengenommen bestimmt sich damit die quadratische Gleichung
fiir  so:
™+ (N1 —(¢+1))m+q=0.

Vergleich mit dem Polynom
*L(s) = ¢+ (N1 = (¢+1))¢* + ¢
zeigt, dak dieses Polynom konjugiert-komplexe Wurzeln hat. Dies besagt
[Ny = (g+ 1)] < 2g¢2,

also die Riemannsche Vermutung.

Als Aussage iiber die Divisorenklassengruppe nullten Grades von K kann
diese Riemannsche Vermutung so ausgesprochen werden: diese Gruppe ist
die in der Divisorenklassengruppe nullten Grades von K durch den Operator
7 — 1 annullierte Gruppe, und dabei ist 7 formal eine der beiden Nullstellen
der Zetafunktion.
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Ein umfangreicher Teil dieses Beweises 1aft sich auf g > 1 tibertragen. Ich
kann aber fiir ¢ > 1 bisher nicht zeigen, daft die Operatoren p algebraische
Gleichungen vom Grade 2¢g mit Koeffizienten aus I' geniigen und daf dabei
pu — 71 formal der Ubergang zum Konjugiert-komplexen ist.

Grob gesagt ist die Riemannsche Vermutung fiir Kongruenzfunktionen-
korper im Falle g = 1 das Aquivalent zu der Tatsache, daff im klassischen Falle
der Periodenquotient ;—21’ von Null verschiedenen Imaginéarteil hat. Fiir g > 1
ist die Verallgemeinerung dazu im klassischen Falle, daf fiir die Periodenma-
trix (W, Wa) der Quotient W, W, eine Matrix ist, deren Imaginirteil eine
definite quadr. Form hat. Das Aquivalent hierzu ist die Riemannsche Vermu-
tung fiir Kongruenzfunktionenkorper im Falle ¢ > 1. Das zum Beweis noch
zu leistende Kunststiick besteht darin, fiir diese Tatsache im klassischen Falle
eine rein algebraische Deutung zu geben.

VI. Der Satz von M. Deuring.

Ist k ein imagindr—quadratischer Zahlkorper und wy,ws eine Basis der
ganzen Zahlen (oder eines Ideals) von k, so entsteht aus k& durch Adjunktion
von j(wy,ws) bekanntlich der absolute Klassenkorper K von k.

Deuring hat diesem 1. Hauptsatz der komplexen Multiplikation durch sei-
ne rein—algebraische Theorie des Multiplikatorenrings eine neue Beleuchtung
und gleichzeitig einen rein—algebraischen Beweis gegeben. In derselben Weise
hat er auch den 2. Hauptsatz der komplexen Multiplikation, der die Strahl-
klassenkorper betrifft, rein algebraisch bewiesen. Seine Methode besteht in
der Herstellung eines Zusammenhangs zwischen dem Multiplikatorenring von
K bei endlich—algebraischem Konstantenkorper €2 und dem Multiplikatoren-
ring eines Kongruenzfunktionenkorpers K, der sich durch Ubergang zu einem
Restklassenkdrper €2, nach einem Primideal o von  ergibt.

Deuring besitzt ferner Ansétze zur Verallgemeinerung dieser Beweise auf
beliebiges Geschlecht ¢ = 1. Die Durchfiihrung zielt hier auf die Losung
des Hilbertschen Problems der Klassenkorperkonstruktion durch automor-
phe Funktionen ab. Dabei werden aber diese automorphen Funktionen rein
algebraisch gefafst. Deuring hofft so die Schwierigkeiten zu {iberwinden, die
sich bisher der Losung dieses Problems auf analytischem Wege entgegenge-
stellt haben.

Deurings Ergebnisse sind insofern noch unvollstandig, als sie von einem
gegebenen Funktionenkorper und seinem Multiplikatorenring ausgehen. Es
entsteht die sehr tiefliegende Frage, welche Ringe M als Multiplikatorenringe
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auftreten, also die Frage der Existenz eines algebraischen Funktionenkorpers
zu vorgegebenem Multiplikatorenring.

Schlufs.

Der hauptséachliche Zweck dieses Vortrages war, einmal die verschiedenen
mehr oder weniger kurz beriihrten Sétze und Fragestellungen in einem ein-
heitlichen Rahmen auszusprechen und gegeniiberzustellen. Wie schon in der
Einleitung gesagt, ist es meine Uberzeugung, daf diese und manche andere
hier nicht beriihrten Gedankengénge im Laufe der nédchsten Zukunft immer
mehr zu einem einheitlichen von organischen Satzen beherrschten Gebiet der
Zahlentheorie verschmelzen werden. Ich glaube, daf es fiir den Forscher gut
ist, sich gelegentlich einmal auf die Zusammenhénge im Groffen seines Ar-
beitsgebiets zu besinnen, und sich nicht vollig in die Einzelarbeit im Kleinen
zu verlieren. Sonst wird ihm schnell der Boden unter den Fiiffen verschwin-
den, und er wird den Kontakt mit der Welt des Wirklichen und Greifbaren
in seinem Gebiet verlieren.
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1.20 HU Berlin 1953

(Vortrag 1. Math. Inst. Humboldt Univ. Berlin) 3. M&rz 1953

Riemannsche Vermutung in Kongruenzfunktionenko6rpern.
(Nach P. Roquette)

I. Arithmetische Formulierung.

1 endlicher Korper von ¢ Elementen
Ky/€; algebr. Funktionenkérper tiber €2 als Konstantenkorper,
Erzeugung f(t,u) = 0, abs.irr. iiber €
Geschlecht g.

1 N, =N, .
CK1(S) = Z m(g)s :;qns :;; :ZKl(Z) (q :Z)

g ganz

wo N,, = Anzahl der gz. Div. n—ten Grades von K/,
speziell Ny = Anzahl der Primdiv. 1-ten Grades von K; /)

Speziell fiir g = 0, also Ky = Py = Qq(¢) ist NV, = qnqtlfl , und daher

CPl(S) = 1 q = q = ZPl(Z)

Nach R. R. Satz erkennt man

0k, (s) = 2:8 —1+ w ot j—;g = Ly, (2),
also
2?9 Lk, (z) normiertes Polynom in z = ¢* vom Grad 2g
mit

Nullstellensumme = (¢ + 1) — N; =
= Fehlerglied der Anzahl N; gegen Mittelwert q + 1
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Riem. Verm. besagt (im Falle g = 1) fiir die 2¢ Nullstellen:

1 L
%(S)=§<—>IQI=Q2,

also Fehlerabschéatzung
(g+1) = Ni| £ 2902,

Ahnlich wie bei gew. Riem. Verm. und Primzahlsatz ist auch hier diese
Fehlerabschétzung dquivalent mit Riem. Vermutung, wenn man sie fiir alle
endl. Korper Q; hat. Bei Ubergang zu endl. Konst. Erw. K,./Q, vom Grade
r gilt namlich:

Zk, (") = [ [ Zxi(¢2)
r1
Li.(z") = [ L« (¢2)

=1

Nullstellen in 2" = ¢"* von 2%" Lk, (2") = r—te Potenzen der
Nullstellen in z = ¢° von 2% Ly, (2).

Nullstellensumme = (¢" + 1) — Nl(r)
Weift man
(" +1) = NI < 29¢%
fiir alle 7, so folgt Riem. Verm. fiir die Nullstellen von 229 L, (2).

II. Hilfsmittel zum Roquetteschen Beweis.

Betrachte algebr. abgeschl. Konstantenerweiterung K/ von Ky /€. Jeder
Primdivisor n—ten Grades o0; von K;/Q zerfillt in n verschiedene Primdi-
visoren 1-ten Grades von K/Q (sogar schon von K, /€,). Primdivisoren 1.
Grades 07 von K;/Q; sind dadurch gekennzeichnet, daf sie in K/{) unzer-
legt bleiben. Dies duflert sich in ihrem Restklassenkorper dadurch, daf die
0;—ganzen Elemente aus K; Reste in €2; haben.

Bilde den Doppelkorper (zunéchst mit irgendzwei K/Q, K'/Q)
o ’ A . f(t7 u) =0
A=KxK =Q(tu;thu') mit { P ) =0
(t',u") von (t,u) algebr. unabh.
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Primdivisoren von A/ entstehen aus den Primpolynomen des rationalen
Doppelkorpers
Ay =P x P =Q(t,1t)

durch Bew. Forts. bei endl. algebr. Erw. Entsprechend den drei Primpoly-
nomsorten

p(t), p(t), p(t.t)(bindr)

gibt es drei Primdivisorsorten
p schon von K/Q, p’ schon von K'/Q, m bindr.

Bindre Primdiv. m entsprechen umkehrbar eindeutig den durch Restklassen-
bildung mod m gelieferten Isomorphismenpaaren u, /' von K/Q, K’/ nach
folgendem Schema:

A

grak(m) = [Am : Ky,
grA/K(m) = [Am: K'y/].

Dabei p, ¢/ nur bis auf willk. ([...]) Isomorphismen der gew. alg. Fkt. Kp.
Am/Q bestimmt. Man kann normieren:

,LLI — 1, K/lu/ — Kl.

Dann die p als Isom. von K/ in endl. alg. Erw. von K’ bestimmt, wobei es auf
die Unterscheidung K'—konj. u, d. h. K’~konj. Bildkérper Ky nicht ankommt.

Formale Zusammensetzung der Primdivisoren liefert die volle Divisoren-
gruppe von A /.
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Darin Klassenbildung nach

Hauptdivisoren (gew. Klassen)
Hauptdiv. u. Div. von K/Q, K’/ (grébere Kl.)

Bei letzteren kokmmt es nur auf den linearen Bestandteil an.
Schreibweise der Divisoren additiv.
Roquette definiert nun fiir je zwei zueinander prime Divisoren a,b von
A/Q ein
Restprodukt (a,b) = (a,b) + (a,b),

als direkte Summe zweier Divisoren von K/, K’/ mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(a,b) Dbilinear in a, b,

(a,b) symmetrisch in a, b,

(a,b) klasseninvariant fiir gew. Div. Klassen,
gr{a,b) = gresa (a,b) = grejo (@, b)y,

Die Definition stiitzt sich auf eine Theorie der Divisorrestbildung:

an = Divisor von An/); der durch lokale g. g. T.-Bildung aus den
Resten an fiir die Elemente a eines lokalen Vielfachenideals
zu a erhalten wird.

Man setzt dann (fiir bindre Primdivisoren n):

(a,1m) = Nan/ko (an)r " + NAH/K,V/(an)V’fl
= (a,n) + (a,n)y,

und in den ausgearteten Féllen sinngemaéls.

Die Symmetrie des Restprodukts beruht auf einer anderen Darstellung,
die auch als Definition genommen werden kann. Fiir zwei verschiedene binére
Primdivisoren m, n ist ndmlich bei K-Normierung:

mn = Z D

(m,n),, —‘ﬁ,w ZQW’
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wo p, v die vollen Systeme K'~konj. Isom. y, v zu m,n durchlaufen und ®,,,
die Differente des Isomorphismenpaares s, bedeutet, letztere nach dem
Schema der gewohnlichen lokalen Differententheorie definiert; 2R, , dann die
Resultante der Is. Systeme pu, v. B

Die Klasseninvarianz des Restprodukts erlaubt es, fiir die gewdhnlichen
Divisorenklassen A, B von A/Q einschrankungslos ein Klassenrestprodukt

(A,B) = (A,B) + (A, B)

zu definieren, als direkte Summe zweier Klassen von K/Q, K’/€). Insbesondere
findet sich dabei fiir eine Klasse M, die einem bindren Primdivisor m vom
K'-Grad 1 entspringt, die Formel

(M, M) = — (W, M) = —grac(m)W — Wy,

wo W die Diff. Klasse von K/§2 (als solche von A/K’).
Aus diesem Klassenrestprodukt entspringt eine invariante ganzrational-
wertige Metrik

gr (A, B) = greja (A, B)x = grrja (A, B)
in der gew. Div. Klassengruppe von A/, wobei kurz
Metrik = bilineare, symmetr. Zahlfunktion.

Grob gesagt handelt es sich um die Metrik aus den Schnittpunktzahlen der
durch die Divisoren a, b definierten Kurven auf der durch den Doppelkorper
A = K x K’ definierten zylindrischen Fldche des vierdimensionalen Raums,
genauer Schnittpunktszahlen der Kurvenklassen, so dak auch Schnittpunkte
einer Kurve mit sich selbst (Doppelpunkte!) verniinftig definiert.

Dieser nichttrivialen Metrik steht eine triviale Metrik zur Seite, ndmlich

gr{A, B} = gra(A)gram (B) + graw (A)gra(B).

Im Falle eines rationalen Doppelkorpers stimmen die beiden Metriken iiber-
ein. Im nicht-rationalen Falle ist die von A. Weil eingefiihrte Differenzmetrik

0(A,B) = gr{A,B} — gr (A, B)

von grundlegender Bedeutung. Sie mifit, um wieviel geringer (oder grofer)
die Schnittpunktzahl im algebraischen Falle gegeniiber dem rationalen Fall
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ist, dhnlich wie das Geschlecht angibt, um wieviel geringer die wahre Dop-
pelpunktanzahl gegeniiber der dem Grade nach zu erwartende Doppelpunkt-
anzahl ist.
Diese Metrik ist klasseninvariant im gréberen Sinne.
Durch eine auf den R. R. Satz gestiitzte genaue Abschétzung des Grades
der Diskriminante
O = Z Dy

HFEW

fiir ein volles Isomorphismensystem z von K/€2 in K'/Q zu einem Primdivisor
m oder allg. ganzen Divisor a von A/Q beweist nun Roquette die grundle-
gende Tatsache, dak die Weilsche Metrik positiv-definit ist:

0(A,A) >0 fir A#D0.
II1. Skizze des Roquetteschen Beweises.

Jetzt wird K'/Q als zweites, algebr. unabh. Exemplar von K/Q angenom-
men. Dann hat man also einen

Isom. € von K/Q auf K'/Q, def. durch (¢,u)e = (¢, u).

Er definiert Primdivisor e von A/Q nach dem Schema:

Ae = Ke =K’

gra(e) =1, graw(e)=1, gr{E,E} = 2
(B, E) = -W — We, gr{(E,E) = —2g+2

IEE) = 2¢
Ferner besitzt K/ einen Isomorphismus 7 in sich, def. durch
Kr = K7 explizit (¢, u)m = (7, u?).
Dann

Kre = K'Y, explizit (t,u)me = (9, u'?)
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ein Isom. e von K/ in K'/Q. Er definiert Primdivisor p von A/ nach dem
Schema:

mit
gra(p) =q, grax(p) =1, gr{P,P} = 2q
(P,P) = —gra(p)W —Wmre, gr(P,P) = —q(29—2)

(P, P) = 2qg

Es interessiert dann noch das Restprodukt (e, p) = (F, P). Da beide ¢, p vom
Grad 1 tber K’, ist einfach die Komp.

(e, M) = De e = D1 1€
Nun
0D, «— a=ar mod o fir alle o-ganzen a aus K
d.h. a3 =a! mod o fiir alle o—ganzen a; aus K,
d.h. Restkl. Kp. mod o von K;/Q fillt mit © zusammen
d.h. 0= o0y Primdiv. ersten Grades von K;/Q

(wie sie fir Riem. Verm. in N; zu zéhlen).

Genauer fiir einen solchen die a; — aym = a3 — af gemeinsam nur einfach
durch o teilbar, also

591,7r = Z 01, QTK/Q(@l,w) = Ny.

Damit
grio,p} = q+1

gr <07p> - Nl

SE,P) = q+1—-N;
= abzuschéitzendes Fehlerglied.
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Nun wird Hauptsatz iiber die Weilsche Metrik ausgenutzt. Bei einer pos.
def. Metrik 0(A, B) (sogar schon bei pos. semidef.) gilt:

G(m,n) =§(mA+nB,mA+nB) 20 fir alle ganzen m,n,

also Schwarzsche Ungleichung

5(4,4) 3(A,B)| 5
‘5@4,3) 5(3,3)‘= '
Hier
0<‘5<E,E> 6<E,P>‘_‘ 29 (@) -N

= (29)%— ((g+1) = N,),

w.z.b.w.
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1.21 Akad. Berlin 1953

5. Mérz 1953

Riemannsche Vermutung fiir Funktionenkorper.
Vortrag Deutsche Akad. d. Wiss. Berlin
1. Gewohnliche Riemannsche Vermutung.

Verteilung der Primzahlen in der Folge der natiirlichen Zahlen.

Gauss: Vermutete auf Grund experimenteller Auszdhlung, daf Dichte der
Primzahlen in der Umgebung einer Stelle x (d. h. auf Intervall der Lénge 1
bezogenen Anzahl) ungefahr @ ist, und daher Gesamtanzahl der Primzah-
len unter x ungefahr

x

d
m(x) ~ / logxx = Li(z) (Integrallogarithmus).

0

Hadamard-de Vallée Poussin: Bewiesen das strenge, und zwar in dem Sinne,

dafs
tim T
z—oo Li(z)
Blieb die Frage, wie genau die Anndherung von Li(z) an w(z) ist, d.h.
wie grof der Fehler

m(x) — Li(x)
hochstens werden kann.

Riemann: Hatte schon vorher gezeigt, daft dies Problem aufs Engste mit den
Nullstellen der Zetafunktion

— 1 1
=3 LT
n 1— -
n=1 p p
als Funktion der komplexen Variablen s zusammenhéngt. Seine Vermutung
war, dafs diese Nullstellen (von trivialen negativen abgeschen) alle auf der

Geraden

1—1-'25
s=—=41
2
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liegen. Diese beriihmte Riemannsche Vermutung hat bisher allen Beweisver-
suchen getrotzt. Ist wohl das schwerste unter den zahlreichen noch ungelosten
Problemen der modernen Mathematik.

Man weifs aber heute, dafs die Riemannsche Vermutung vollig dquiva-
lent ist mit der folgenden genauen Abschétzung des obigen ,Fehlers“ bei der
Primzahlverteilung

|m(x) — Li(z)| £ cv/zlog x, kurz O(y/xlog z)

Das ist genau die Grofenordnung des Fehlers, die man nach dem ,Gesetz der
grofsen Zahlen aus der Statistik zu erwarten hat, wenn die Verteilung der
Primzahlen eine vollig regellose, zuféllige ist.

So ist die Riemannsche Vermutung mit dem statistischen Problem &qui-
valent, die vollige Regellosigkeit der Verteilung der Primzahlen streng nach-
zuweisen.

2. Riemannsche Vermutung in Funktionenkorpern.

Nun gibt es andere zahlentheoretische Probleme, die ebenfalls von solcher
statistischer Natur sind, und die etwas leichter angreifbar erscheinen.

Ich will hier iiber ein solches Problem sprechen, das in ganz analoger
Weise mit einer Zetafunktion und Riemannschen Vermutung verkniipft ist,
und bei dem man in der letzten Zeit die vollstéindige Losung gefunden hat.

Gegeben sei eine ganzzahlige algebraische Gleichung

fz,y) =0

in zwei Variablen z,y. Genauer: es sei f(z,y) ein Polynom, das aus Gliedern
der Gestalt
a, ey’ (u=0,...,mv=0,...,n)

aufgebaut ist, und dabei seien die Koeflizienten a,, ganze rationale Zahlen.

Ferner sei irgendeine Primzahl p gegeben. Man rechne nun nicht mit der
gewohnlichen Gleichheit f(x,y) = 0, sondern mit der Kongruenz mod p, d. h.
der Gleichheit der Reste bei der Division durch p, also etwa fiir p = 2 mit
den beiden Resten 0, 1 als Reprisentanten der Alternative gerade—ungerade:

f(z,y) =0 mod p.

Dann kann man die Variablen x, y auf die je p Werte 0,1, ..., p— 1 beschran-
ken.



Akad. Berlin 1953 232

Man interessiert sich dann fiir die Anzahl N der Lisungen dieser Kon-
gruenz mod p.

Man setzt dabei zweckmékig voraus, daf das Polynom f(z,y) irreduzi-
bel ist, d.h. nicht in ,kleinere“ Polynome aufgespalten werden kann. Seine
Schwierigkeitsstufe wird dann durch eine bestimmte ganze Zahl g gemes-
sen, die man das Geschlecht des Polynoms nennt, und die sich grob gesagt
aus der Anzahl der Doppelpunkte der Kurve f(z,y) = 0 bestimmt.

Ferner ist es zweckméfig auch die in bestimmter Weise (projektive Geo-
metrie) definierten unendlichen Losungen mitzuzéhlen, also fiir die Variablen
x,y auch noch das Symbol oo zuzulassen.

Jede der Variablen z,y durchlduft dann p + 1 Werte 0,1,...,p — 1, cc.
Die geforderte Kongruenz

f(x,y) =0 mod p

legt aber durchschnittlich zu jedem Wert von x einen Wert von y fest, genauer
natiirlich fiir manche x kein y, dafiir fiir andere x mehrere y. Roh geschétzt
hat man daher p + 1 Losungen zu erwarten. Die genaue Losungsanzahl N
wird davon abweichen, und die Frage ist, wie grofs dieser Fehler

N—-(p+1)

sein kann.

Man kann sich nun, wie gesagt, auch zu diesem Problem eine Zetafunk-
tion konstruieren und zeigen, daf ein ganz entsprechender Zusammenhang
zwischen der Grofse des genannten Fehlers und der Lage der Nullstellen die-
ser Zetafunktion besteht, wie im Falle der Primzahlverteilung und der ge-
wohnlichen Riemannschen Vermutung. Dieses Analogon zur Riemannschen
Vermutung ist vollig dquivalent mit der Fehlerabschatzung

[N =+ 1] =29vp.

Denkt man sich ein u. dasselbe Polynom f(z,y) nacheinander fiir alle
unendlich vielen Primzahlen p betrachtet, so ist das wieder eine Fehlerab-
schitzung von der Grokenordnung O(,/p), wie sie nach dem statistischen
Gesetz der grofsen Zahlen zu erwarten ist, wenn die Verteilung der Losungen
eine vollig regellose, zufallige ist.

3. Methoden zum Beweis der Riemannschen Vermutung.
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Dies Problem wurde zuerst von Artin 1921 in seiner Dissertation auf-
geworfen, dort allerdings nur im einfachsten (nichttrivialen) Spezialfall des
Geschlechtes ¢ = 1, dann einige Jahre spéter allgemein von F. K. Schmadt.
In dem Artinschen Spezialfall g = 1 gelang mir 1934 die Losung mittels der
Theorie der elliptischen Funktionen.

Wihrend des Krieges fand A. Weil die Losung fiir den allgemeinen Fall.
Diese hat er nach dem Kriege in einer grofen Abhandlung publiziert. Sie
stiitzt sich auf die von ihm entwickelte neue Begriindung der algebraischen
Geometrie in abstrakten Kérpern, die er kurz zuvor in einem noch umfang-
reicheren Buch publiziert hatte.

Ganz abgesehen davon, dafs der A. Weilsche Weg zu dem grundlegenden
Resultat sehr lang und miihevoll ist, ist auch die benutzte Methodik vom
Standpunkt des Arithmetikers aus dem Problem nicht recht angemessen,
und iiberdies geniigt sein Beweis nicht den Anspriichen an Finitheit und
Konstruktivitéit der einzelnen Definitionen und Beweisschritte, die sich in der
modernen Arithmetik im Anschlufs an Kronecker immer mehr durchsetzen.

So habe ich 1949 meinem Schiiler Roquette die Anregung gegeben, einen
kiirzeren, eleganteren und den genannten methodischen Anspriichen genii-
genden Beweis aufzufinden, und diese Aufgabe hat er dann 1951 in seiner
Hamburger Dissertation in ausgezeichneter Weise gelost.

Ich will hier nur noch ein paar Worte iiber die von ihm geschaffene und
benutzte Methode sagen, deren Bedeutung weit iiber das zum Ausgang ge-
nommene Problem hinausreicht.

Man betrachtet zwei Exemplare der gegebenen Kurve:

fle,y) =0,  f(z,9)=0

in zwei getrennten Koordinatenebenen (x,y) und (z’,y'). Diese beiden Ko-
ordinatenebenen bestimmen zusammen einen vierdimensionalen Raum (x, v,
2',y'), und die beiden Kurven bestimmen in diesem vierdimensionalen Raum
eine zweidimensionale, zylindrische Fldche. Die Aufgabe erweist sich dann
aquivalent mit einer Aussage liber die Schnittpunktzahlen von Kurven A, B
dieser zylindrischen Flache, ndmlich damit, zundchst einmal diese Schnitt-
punktzahlen prazise zu definieren, unter Beriicksichtigung aller Komplikatio-
nen, die durch mehrfache Punkte der Kurven auftreten kénnen, und dann
zu zeigen, daf die Schnittpunktzahlen (A, B) eine positiv-definite Metrik im
System der Kurvenscharen auf der Fliache festlegen.

Da es sich um eine Fliche im vierdimensionalen Raum handelt, versagt
die Anschauung vollig. Man kann sich aber in folgender Weise doch ein an-
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schauliches Bild machen, das die wesentlichen Ziige der Situation darstellt.
Als Kurve nehme man etwa den Kreis

2+ —r?=0.

Man denke sich diese zweidimensionale Kurve kiinstlich eindimensional ge-
macht, indem man sie auf einer Geraden abrollen ldfst. Dann erhédlt man eine

Strecke
7

bei der Anfangs— und Endpunkt zu identifizieren sind. Den anderen Kreis

4yt —r?=0

denke man dann auf einer zu der ersten senkrechten Geraden abgerollt:

¢t

tl

D

An die Stelle der Flache im vierdimensionalen Raum tritt dann eine nur
zweidimensionale Quadratflédche, deren Punkte (¢,#') den Paaren von Punk-
ten t und ¢’ der beiden Kreise genau entsprechen. Dabei sind jeweils die
gegeniiberliegenden Begrenzungsgeraden des Quadrats zu identifizieren, d. h.
wenn man in dem Quadrat spazieren geht und an den Rand kommt, soll man
seinen Weg im gegeniiberliegenden Randpunkt fortsetzen:
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/

Darstellung einer geschlossenen Kurve
auf der Flache.

Man denke sich nun die beiden Kreise etwa durch die Stellungen der
beiden Zeiger einer Uhr realisiert:

60

45 ——

30

0 3 6 9 12

Sind beide Zeiger frei beweglich, so erhélt man als Bilder ihrer moglichen
Stellungen alle Punkte des Quadrats.

In Wirklichkeit aber sind die beiden Zeiger so gekoppelt, dafs der grofe 12—
mal so schnell lauft wie der kleine. Das Bild des Laufens der Uhr gibt demnach
die folgende Kurve auf der Fléche:
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60

30 —

15 —

Das sind die wirklichen Zeigerstellungen bei einer Uhr.

Eine andere Kurve wird etwa definiert durch zwei gleichschnell laufende
Zeiger. Sie lauft diagonal durch das Quadrat.

Beide Kurven schneiden sich in genau 11 Punkten. Es sind das diejenigen
Zeigerstellungen, bei denen sich die beiden Zeiger decken.

Dies ist eine anschauliche Darstellung der Schnittpunkte zweier Kurven
auf der zylindrischen Flache im vierdimensionalen Raum, die durch zwei
Kreise erzeugt wird.

Roquette hat nun gezeigt, wie man ganz allgemein bei einer beliebigen
algebraischen Kurve f(z,y) = 0 eine prézise Behandlung der Schnittpunkt-
zahlen von irgendwelchen Kurven A, B auf der zylindrischen Fléache erreichen
kann. Durch den Nachweis, daf die durch diese Schnittpunktzahlen (A, B)
gelieferte Metrik positiv—definit ist, hat er den obigen arithmetischen Satz
iiber die Losungszahlen von Kongruenzen

f(z,y) =0 mod p

auf eine sehr elegante und durchsichtige Art erneut bewiesen und durch diese
Beweismethode den Grundstein zu vielen interessanten weiteren Anwendun-
gen auf arithmetische und algebraische Probleme gelegt.
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1.22 Bonn 1953

Zetafunktion und L—Funktionen eines arithmetischen
Funktionenkorpers vom Fermatschen Typus.

Vortrag Bonn, 3.7.1953.

§1. Arithmetische Funktionenkorper......................... S.2®
§2. Primdivisoren, Punkte ......... ... ... ... . S. 6™
8§3. Die Zetafunktion............... ... ... S.13*

§4. Arithmetische Funktionenkérper vom Fermatschen Typus S.18*

§1. Arithmetische Funktionenkorper.

Es gibt zwei Klassen von Korpern, in denen sich eine Arithmetik ent-
wickeln 1aft, die weitgehend zur Arithmetik im rationalen Zahlkérper P ana-
log ist, namlich:

A. Die algebraischen Zahlkérper, d.h. die endlich—algebraischen Erweite-
rungskorper K/P des rationalen Zahlkorpers P.

B. Die Kongruenzfunktionenkérper, d. h. die endlich—algebraischen Erwei-
terungskorper K/€(t) des rationalen Funktionenkorpers Q(t) einer Un-
bestimmten ¢ {iber einem endlichen Korper €2.

Der Aufbau der Arithmetik in diesen beiden Korperklassen erfolgt, wenn
man die Analogie hervortreten lassen will, auf der Grundlage der Bewer-
tungstheorie. Die Arithmetik fulst wesentlich auf den folgenden Endlichkeits-

eigenschaften des wvollstindigen Systems nicht—archimedischer Bewertungen
von K bzw. von K/Q:

I. Die Bewertungen w, sind samtlich diskret; Primdivisoren p von K bzw.
K/ zugeordnet.

II. Fiir jedes Element a # 0 aus K sind nur endlich viele Werte wy(a) # 0;
in a stecken nur endlich viele p.

III. Die Restklassenkdrper K, sind endlich.
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Hat ein Korper K/P bzw. ein nicht—algebraischer Korper K/ diese Ei-
genschaften, so ist er ein algebraischer Zahlkorper bzw. ein Kongruenzfunk-
tionenkorper.

Siehe zu alledem meine ,Zahlentheorie* §20.

In Korpern, die nicht einer dieser beiden Klassen angehoren, hat man
daher, wenn sich iiberhaupt eine Arithmetik auf bewertungstheoretischer
Grundlage aufbauen lafst, Abweichungen in den Gesetzlichkeiten iiber

Primdivisorzerlegung, Ganzheit, Einheiten, Kongruenzen

zu erwarten.

Nun werden in den beiden hervorgehobenen, arithmetisch einfachsten
Klassen von Kérpern K die nicht—archimedischen Bewertungen w,, oder also
die ihnen zugeordneten Primdivisoren p, nach folgendem Schema erhalten.
Man geht aus von dem Teilkérper

P Q(t)
In ihm entspre‘chen die Bewertungen w, eineindeutig den
Primzahlen p ‘ Primpolynomen p = p(t).
Fiir die endlich—algebraische Erweiterung
K/P \ K/Q(t)

entwickelt man dann eine Fortsetzungstheorie der Bewertungen, oder also
eine Zerlegungstheorie der Primdivisoren. So erhélt man dann jedem p zuge-
ordnet endlich viele wy, p mit bestimmten Verzweigungsordnungen und Rest-
klassengraden.

Als néchst einfachere Klasse von Korpern bietet sich eine solche dar, bei
der Primdivisoren jedes dieser beiden Typen

p zu Primzahl p p zu Primpolynom p(t)
vorkommen. Grundtypus einer solchen Korperklasse ist der Korper

R=P(t) der rationalen Funktionen einer Unbestimmten ¢ tiber
dem rationalen Zahlkorper.

In ihm hat man eindeutige Primelementzerlegung mit den Primelementen

Primzahlen p ganzzahlige primitive Primpolynome P(t)
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und den zugeordneten Restklassenkorpern

R, = P,(t) Rp=P(w) mit P(w)=0
(einfachster Kongruenz— (allgemeinster algebraischer
Funktionenkorper) Zahlkorper)

Durch endlich—algebraische Erweiterung erhélt man hieraus die Klasse der
Korper

K endlich—algebraischer Erweiterungskorper von R = P(¢),
oder also
K =P(t,u) mit irreduzibler Gleichung F(¢,u) = 0 iiber P,

d. h. der algebraischen Funktionenkorper einer Unbestimmten mit dem ratio-
nalen Zahlkorper als Koeffizientenkorper. Diese Korper K seien arithmetische
Funktionenkdrper genannt.

Die vorgenommene endlich—algebraische Erweiterung zerféllt im allgemei-
nen in einen ersten Schritt, der nur P zu einem bestimmten algebraischen
Zahlkorper K erweitert (Grundgleichung von ¢ unabhéngig) und einen zwei-
ten Schritt, bei dem keine weiteren absolut—algebraischen Elemente hinzu-
kommen (Grundgleichung in ¢, u absolut—irreduzibel). Man nennt dann K den
Konstantenkorper von K und schreibt die Erzeugung in der Form:

K endlich—algebraischer Erweiterungskérper von R = K(t) mit
genauem Konstantenkorper K,

oder also
K = K(t,u) mit absolut-irreduzibler Grundgleichung F'(¢,u) = 0 {iber K,
d. h.

K/K algebraischer Funktionenkdrper einer Unbestimmten mit ei-
nem algebraischen Zahlkorper K als Konstantenkdrper.

Die Arithmetik in einem solchen arithmetischen Funktionenkorper K wird
dadurch bestimmt, dafs man sowohl im Konstantenkorper K einen Ganzheits-
begriff hat, ndmlich den der ganzen algebraischen Zahl, als auch im Funktio-
nenkorper K /K, ndmlich den der Ganzheit in der Unbestimmten ¢. Letzterer
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liegt allerdings erst nach Auszeichnung einer Unbestimmten ¢ fest, ist al-
so nicht birational-invariant; die Bewertungstheorie ermoglicht aber einen
birational-dquivalenten Aufbau der Arithmetik von K/K (Hinzunahme von
+ zu den P(t)).

Die Schwierigkeiten fiir den Aufbau einer Arithmetik von K selbst liegen
darin, dak diese bekannte Arithmetik von K/K mit der Arithmetik von K
kombiniert werden soll. Was das bedeutet, kann man sich am besten klarma-
chen, indem man den algebraischen Konstantenkorper K mit seiner aus den
Primzahlen p entspringenden Arithmetik durch einen algebraischen Funk-
tionenkorper K/€) einer Unbestimmten x mit seiner aus den Primpolynomen
p(z) tiber Q(x) entspringenden Arithmetik ersetzt denkt. Man hat dann einen
Korper vom Typus:

K endlich—algebraischer Erweiterungskorper des rationalen Funk-
tionenkorpers €2(x,t) von zwei unabhéngigen Unbestimmten ¢, x
iiber irgendeinem Korper (2,

d.h. einen algebraischen Funktionenkérper K/ von zwei Unbestimmten.
Man weifs, daft hier der geldufige bewertungstheoretische Aufbau der Arith-
metik versagt, dafs vielmehr viel kompliziertere arithmetische Verhéltnisse
vorliegen. Komplikationen der gleichen Art liegen auch bei den arithmeti-
schen Funktionenkoérpern K vor. Genau wie dort ist auch hier ein birational—
invarianter Aufbau der Arithmetik in K bisher nicht moglich. Wéhrend fiir
die Relativarithmetik von /K /K keine Auszeichnung einer Unbestimmten ¢ er-
forderlich ist, mufs man eine solche Auszeichnung zugrundelegen, wenn man
die Arithmetik von K selbst aufbauen will.

§2. Primdivisoren, Punkte.

1. Nach dem Vorbild der Arithmetik in algebraischen Zahlkérpern und
Kongruenzfunktionenkorpern (allgemeiner auch der Relativarithmetik in al-
gebraischen Funktionenkérpern K /K einer Unbestimmten mit beliebigem
Konstantenkorper K) wird man fiir den Aufbau der Arithmetik in einem
arithmetischen Funktionenkoérper K zunéchst nach den Primdivisoren von
K fragen. Man erhélt diese durch Betrachtung der nicht—archimedischen Be-
wertungen von K, und zwar der Bewertungen im gewohnlichen Sinne, d. h.
mit einer Wertgruppe aus reellen Zahlen.

Diese Bewertungen zerfallen in zwei Sorten, je nachdem der Konstanten-
korper K identisch oder nicht-identisch bewertet wird.
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Den Bewertungen der ersten Sorte, also denen von K/K, entsprechen
die Primdivisoren B der bekannten Relativarithmetik von K/K. Sie seien die
algebraischen Primdivisoren von K genannt. Bei einem zweistufigen Aufbau™

R =K(t) rein-transzendent, K /R endlich—algebraisch

entspringen diese algebraischen Primdivisoren 8 aus den Primpolynomen
P(t) (nebst ;) tiber K durch Primzerlegung der zugeordneten Primdiviso-
ren von R/K in K/R. Thre Restklassenkorper Kg sind endlich-algebraische
Erweiterungen des Konstantenkorpers K, also algebraische Zahlkorper.

Den Bewertungen der zweiten Sorte entsprechen zunéchst Primdiviso-
ren p von K, und es handelt sich um deren Fortsetzungen zunéchst auf die
rein—transzendente Erweiterung R/K, dann auf die endlich-algebraische Er-
weiterung K/K.

Fiir den ersten Schritt R/K stehen unendlich viele, schwer iibersehbare
Moglichkeiten zur Verfiigung. Unter ihnen hebt sich aber, wenn man nicht
nur den rationalen Teilkérper R = K(¢), sondern schérfer dessen erzeugen-
de Unbestimmte ¢ auszeichnet, jeweils eine durch den Primdivisor p von K
eindeutig bestimmte Moglichkeit hervor, ndmlich die Fortsetzung von p als
sogen. t—Funktionalprimdivisor von R:

p—Potenz in Poly-  hochste p-Potenz in den
nom F'(t) iiber K ~ Koeffizienten von F'(t),
F(t) p—Potenz in F(t)

p—Potenz in m = p-Potenz in G(t) ’

F(t) ganz fir p «— Koeffizienten von F(t) ganz fir p,
F(t) Einheit fir p «— Koeffizienten von F'(t) ganz und
teilerfrei fiir p (F(¢) primitiv fiir p),
F(t)=G(t) modp «— koeffizientenweise Kongruenz mod p.
Begrifflich sind diese t—Funktionalprimdivisoren p von R unter allen mogli-
chen Fortsetzungen auf R der Primdivisoren p von K am einfachsten durch

die Forderung gekennzeichnet, daf die Transzendenzeigenschaft der Unbe-
stimmten ¢ iber K, ndmlich

1,t,t%, ... sind linear—unabhéngig iiber K,

1. Ob es sich im Folgenden um zwei verschiedene ‘R’ handelt, etwa R und R, ist optisch
schwer zu entscheiden.
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auch bei Ubergang zu den Resten mod p erhalten bleiben soll, also
1,t,t%,... modp sind linear-unabhéngig iiber Ky
Es ist dann also der Restklassenkorper
Ry = Ky (t)

der rationale Kongruenzfunktionenkorper in ¢ iiber dem endlichen Restklas-
senkorper K, .

Fiir den zweiten Schritt K /R gilt die gewohnliche Theorie der Primzerle-
gung. Sie liefert fiir jeden ¢t—Funktionalprimdivisor p von R eine Zerlegung in
endlich viele t-Funktionalprimdivisoren p von K, mit bestimmten Restklas-
sengraden und Verzweigungsordnungen. Diese t—Funktionalprimdivisoren p
von K seien auch die arithmetischen Primdivisoren von K genannt. IThre
Restklassenkorper K, sind endlich-algebraische Erweiterungen der eben ge-
nannten rationalen Kongruenzfunktionenkérper Ry, also wieder Kongruenz-
funktionenkorper.

Schematisch zusammengestellt:

Arithm. Fkt. Kp. K { mod. algebr. Primdiv. ' — algebr. Zahlkp. Ky iiber K }

mod. arithm. Primdiv. p — Kongr. Fkt. Kp. K, iiber K,

Das so bei Auszeichnung einer Unbestimmten ¢ festgelegte Primdivisorsy-
stem B, p von K besteht zwar nicht aus allen iberhaupt vorhandenen Prim-
divisoren von K — die arithmetischen p sind ja durch eine sehr einengende
Auswahlvorschrift festgelegt — , reicht aber zu einer Beschreibung der arith-
metischen Eigenschaften von K aus. Fiir den Grundtypus R = P(#) entspricht
es genau den Primzahlen p und primitiven Primpolynomen P(t) iiber P, also
den sédmtlichen Primelementen der eindeutigen Primelementzerlegung, wo-
bei zu den P(t) noch der % entsprechende Primdivisor hinzuzunehmen ist
(Beseitigung der Auszeichnung von ¢ fiir die algebraischen Primdivisoren!).
Eine der Grundaufgaben fiir den Aufbau der Arithmetik in K ist die Her-
leitung des genauen Zerlegungsgesetzes tiir die t—Funktionalprimdivisoren von
R in solche von K. In dieser Richtung hat Deuring 1942 folgendes bewiesen.
Fast alle p von R bleiben in K unzerlegt und unverzweigt, d. h. erhhen nur
ihren Restklassenkorper von R, = K, () auf die endlich-algebraische Erwei-
terung K, /R, . Fiir fast alle p ist ferner K, der genaue Konstantenkorper des
Kongruenzfunktionenkérpers K,/K,, bleibt ndmlich eine Erzeugung

K = K(t,u) mit absolut-irreduziblem F(¢,u) = 0 iiber K
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auch mod p absolut-irreduzibel iiber K,. Fiir fast alle p bleibt schlieflich das
Geschlecht p von K /K auch das Geschlecht g, des Kongruenzfunktionenkor-
pers K,/K,.

Fiir einen leistungsfahigen und voll befriedigenden Aufbau der Arithmetik
in K wird man aber {iber die Feststellung hinaus, daf sich fast alle p von
R in diesem Sinne requldr verhalten, auch das genaue Verhalten der endlich
vielen irrequldren p von R benétigen. Eine allgemeine Untersuchung iiber

das Zerlegungsgesetz fiir die t—Funktionalprimdivisoren erscheint mir als eine
lohnende Aufgabe.

2. Ebenso wie man in der Theorie der algebraischen Funktionenkorper
von zwei Unbestimmten

K endlich—algebraisch iiber Q(z,t), also tiber K(¢) mit K = Q(x)

mit den Primdivisoren allein nicht auskommt, sondern wesentlich auch die
Punkte braucht, so wird man auch in der Theorie der arithmetischen Funk-
tionenkorper einer Unbestimmten

K endlich—algebraisch iiber K(¢) mit K algebraisch iiber P

mit den vorstehend festgelegten algebraischen und arithmetischen Primdivi-
soren ‘P, p allein nicht auskommen, sondern ein Analogon zu den Punkten
brauchen.

Zum besseren Verstdndnis sei die Analogie der beiden eben genannten
Korpertypen zunéchst fiir die Primdivisoren durchgefiihrt.

Im algebraischen Falle K/Q(z,t) entspringt ein ausreichendes System von
Primdivisoren durch Primzerlegung aus den Primpolynomen P(x,t) (einschl.
1, 1) des rationalen Teilkdrpers Q(x,t). Setzt man Q(z,t) = K(¢) mit K =
Q(x), so erhilt man das Analogon der

algebraischen Primdivisoren aus den P(z,t), die ¢ wirklich ent-
halten (einschl. }),

arithmetischen Primdivisoren aus den P(x), die ¢ nicht enthalten
(einschl. 1).

Diese Einteilung der Primdivisoren trégt nicht der Tatsache Rechnung, dafs
man die Rollen der beiden Unbestimmten x,¢ vertauschen kann. Will man
diese Symmetrie mehren, so mufs man aus den algebraischen Primdivisoren
noch diejenigen abspalten, die aus den P(t) (einschl. 1) entspringen, die also
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bei dem Ansatz Q(z,t) = K'(x) mit K" = Q(¢) arithmetische Primdivisoren
sind.

Im arithmetischen Falle K/K(t) mit K/P algebraisch besteht keine der-
artige Symmetrie: man kann nicht die Rollen von ¢ und K/P als Erzeugende
je einer Arithmetik vertauschen, hat vielmehr eine echte Stufung K/P, K/K.

Diese Unsymmetrie macht sich auch geltend, wenn man den Punktbe-

griff im arithmetischen Falle K/K(t) in Analogie zum algebraischen Falle
K/Q(z,t) aufbauen will.

Im algebraischen Falle K/Q)(x,t) werden die Punkte in der algebraischen
Geometrie folgendermafsen definiert. Man betrachte, unter Auszeichnung der
Transzendenzbasis z,t, zundchst den rationalen Teilkorper

R=Q(x,1)
Bei ihm liefert jede Einsetzung
r— & t— 7 mit iiber Q algebraischen &, 7 (einschl. oo)

einen Homomorphismus von R/Q auf eine endlich—algebraische Erweiterung
Q(&,7) von © (bei dem neben den bestimmt abgebildeten Elementen auch
solche ohne bestimmtes Bildelement vorkommen). Jeder solche Homomor-
phismus setzt sich — in Analogie zur Primzerlegung — auf endlich viele
verschiedene Weisen zu Homomorphismen von K/ auf (£, 7 enthaltende)
endlich—algebraische Erweiterungen von 2 fort. Die Gesamtheit der so ent-
stehenden Homomorphismen von K/ auf endlich-algebraische Erweiterun-
gen von 2 nennt man die Punkte von K/Q in bezug auf die zugrundegelegte
Transzendenzbasis z, t.

Fiir die Analogisierung muf man dies in x,¢ symmetrische Definitions-
schema der Punkte von K/Q zunédchst unsymmetrisch machen, nédmlich von
dem zweistufigen Aufbau

K/R mit R=K(t), K=Q(x)

ausgehend beschreiben. Hierzu stiitzt man sich auf die Tatsache, daft bei
einem algebraischen Funktionenkdrper einer Unbestimmten sich die

Homomorphismen auf endlich—algebraische Erweiterungen des
Konstantenkorpers

und die
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Primdivisoren

umkehrbar eindeutig entsprechen, indem die Homomorphismen jeweils die
Restabbildungen nach den Primdivisoren sind. Danach kann man die Punkte
folgendermafen durch Primdivisoren beschreiben.

Der Einsetzung x — & entspricht in K = Q(z) das Primpolynom P(x)
tiber Q mit P(§) = 0, und damit in R = K(¢) ein ¢~Funktionalprimdivisor,
sowie weiter auch in K ein t—Funktionalprimdivisor p derart, dafs der durch
x — & erzeugte Homomorphismus von K/ gerade die Restabbildung mod
p von K auf den Restklassenkorper K, ist. Dieser Restklassenkorper K, ist
eine endlich—algebraische Erweiterung des fiir R vorliegenden Restklassenkor-
pers R, = Q(,t) = Qu(t) mit Q, = Q(£), also ein algebraischer Funktionen-
koérper einer Unbestimmten

K, endlich-algebraisch iiber Q,(t).

Der Einsetzung ¢ — 7 entspricht dann in K, ein Primdivisor 3, von
K,/Q,, der durch Primzerlegung aus dem Primpolynom P(t) iiber € mit
P(1) = 0 entspringt, derart, dalt der durch ¢ — 7 erzeugte Homomor-
phismus von K,/Q, gerade die Restabbildung mod B, von K, auf den
Restklassenkorper K, g, ist. Dieser Restklassenkorper K, g, ist eine endlich—
algebraische Erweiterung von €2, = 2(§), die auch 7, also (&, 7) enthélt.

Zusammengenommen hat man damit folgendes Entstehungsschema der
Punkte:

p ein t—Funktionalprimdivisor von K /), Restklassenkorper
K,/Q, (alg. Fkt. Kp. einer Unbest.),

B, ein Primdivisor von K/, Restklassenkorper K g, /€,
(endl. algebr.),

K K, Kym, .
mod p P mod By R

Im arithmetischen Falle K/K(t) mit K/P algebraisch 1afst sich das letztere
stufenweise Entstehungsschema der Punkte ohne weiteres analogisieren:

p ein t—Funktionalprimdivisor von K, Restklassenkérper
K, /K, (Kongr. Fkt. Kp.),

B, ein Primdivisor von K,/K,, Restklassenkorper K, /K,
(endlich),

K K, Kym, .
mod p P mod Py PP
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Die so definierten zweistufigen Restabbildungen von K seien die Punkte von
K in bezug auf die zugrundegelegte Unbestimmte ¢ genannt. Diese Punkte
von K konnen ihrer Definition nach kurz durch (p,*B,) bezeichnet werden.
Bei der Restabbildung mod (p,8,) werden (zum mindesten) die p-ganzen
Elemente aus K bestimmt abgebildet, ndmlich auf endliche Elemente aus
Ky, oder oo, je nachdem das Bildelement mod p in K, ganz fiir 3, ist oder
nicht.

Nach einer brieflichen Ankiindigung (Mitteilung) von Roquette lassen sich
die so festgelegten Punkte (p,B,) von K auch auf bewertungstheoretischer
Grundlage definieren, ndmlich mittels der von Krull 1931 untersuchten allge-
meinen nicht—archimedischen Bewertungen von K, deren Wertgruppe nicht—
archimedisch ist. Der Zweistufigkeit von K entsprechend hat man es dabei
im vorliegenden Fall mit einer zweistufig nicht—archimedischen Wertgruppe
zu tun, deren Werte also reelle Zahlpaare in lexikographischer Anordnung
sind.

§3. Die Zetafunktion.

In einem algebraischen Zahlkérper K hat man fiir die Zetafunktion (k(s)
zwei Definitionen, als Dirichletsche Reihe und als Eulersches Produkt, die
auf Grund der eindeutigen Primdivisorzerlegung in K miteinander identisch
sind:

1
Dirichletsche Reihe (k(s) = Z vy
-~ Ng)
1
Eulersches Produkt  (k(s) = [ [ ;
p — N>

Dabei durchlauft g alle ganzen Divisoren, p alle Primdivisoren von K, und 91
bezeichnet die Absolutnorm, definiert als die Restklassenanzahl mod g bzw.
mod p in K.

In einem arithmetischen Funktionenkoérper K sind nun fiir die Primdivi-
soren die Restklassenanzahlen unendlich:

algebraische B, Restklassenkorper Ky = algebr. Zahlkorper,

arithmetische p, Restklassenkorper K|, = Kongr. Funktionenkorper.

Daher lafst sich die obige Definition der Zetafunktion von K jedenfalls nicht
mittels der Primdivisoren von K analogisieren.
Dagegen haben die Punkte (p,,) von K endliche Restklassenanzahlen
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Punkte (p, ;). Restklassenkérper K, endlich.

Daher lasst sich die Produktdefinition der Zetafunktion von K mittels der
Punkte von K analogisieren:

1

1 )

Eulersches Produkt Ck(s) = H rp——
%) PPe)®

wo (p,B,) alle Punkte von K (in bezug auf eine feste Unbestimmte ¢) durch-
lauft und N(p,P,) jeweils die Elementanzahl von K, g, bezeichnet.

Eine entsprechende Analogisierung der Reihendefinition der Zetafunktion
von K erscheint nicht mdéglich, weil man in K zwar eine eindeutige Primdi-
visorzerlegung, nicht aber eine eindeutige Punktzerlegung hat.

Man kann jedoch in dieser Richtung einen ersten Schritt tun, indem man
die eindeutige Primdivisorzerlegung in K,/K, anwendet. Es ist zunéchst

N(p, Pp) = N(By),

weil K, als der Restklassenkorper des Primdivisors 9, von K, /K, zustan-
dekommt. Daher hat man

CK(S):HHﬁ'

P ‘I‘p m(mp )S

Hier ist aber das innere Produkt nichts anderes als die Zetafunktion des
Kongruenzfunktionenkorpers K, /K, in ihrer Eulerschen Produktdarstellung:

1
Crore (3) =1 T 1
PBr N(Pyp)*

Fir diese Zetafunktion hat man aber auch die Dirichletsche Reihendarstel-
lung

1
s (5) = 2 gy
&y
wo &, alle ganzen Divisoren von K, /K, durchlauft. Fiir die zu untersuchende

Zetafunktion
<K<S) = H CKp/Kp (S>
p
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hat man daher neben der zur Definition genommenen Darstellung als Dop-
pelprodukt auch die Darstellung

1
(k(s) = HZW
b G

als einfaches Produkt Dirichletscher Reihen.

Der zweite Schritt zur Herleitung der Dirichletschen Reihendarstellung
wiirde die Ausmultiplikation dieser unendlich vielen Dirichletschen Reihen
erfordern. Formal kann man das natiirlich tun; Ziel miifste jedoch sein, zu
einem einfachen Bildungsgesetz der Koeffizienten der Produktreihe zu gelan-
gen, das in der Arithmetik von K wurzelt. Vielleicht konnte hierzu die von
Deuring und neuerdings allgemeiner von Roquette entwickelte Theorie des
Ubergangs von den ganzen Divisoren & von K/K zu ihren Resten mod p
dienlich sein; diese Reste sind ja ganze Divisoren von K,/K, .

Wie das zugrundegelegte Punktsystem (p,B,) erscheint auch die mit sei-
ner Hilfe definierte Zetafunktion (f (s) zunéchst abhéngig von der ausgezeich-
neten Unbestimmten ¢ aus K. Es ist zu vermuten, daf diese Abhangigkeit in
Wahrheit nicht vorhanden ist, dak also (x(s) eine birationale Invariante von
K ist, dhnlich wie etwa das Geschlecht g von K /K, dessen Definition

Differente von K/K(t)
Nennerquadrat von ¢

2g — 2 = Grad

ja auch zunéchst von der Wahl der Unbestimmten ¢ abhédngt. Zu diesem
Invarianzbeweis wird wahrscheinlich die von Roquette in Aussicht gestellte
invariante Kennzeichnung des Punktsystems (p,33,) mittels der allgemeinen
Krullschen Bewertungen fiihren.

Ich habe schon 1938 vermutet, daft die wie angegeben definierte Zetafunk-
tion von K eine werninftige” Zetafunktion ist, namlich analoge funktionen-
theoretische und arithmetische Eigenschaften hat, wie die Zetafunktion von
K. Anlafs zu dieser Vermutung waren folgende beiden Bemerkungen.

1.) Im Spezialfall, daf R = K(t) ein rationaler Funktionenkdrper ist, sind
auch die R, = K,(¢) rationale Kongruenzfunktionenkorper. Fiir diese ist aber

einfach
1 1

_ 1 N(p)
1 e L~ N(p)*

CRy /Ky (8) =
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Daraus folgt durch Produktbildung die explizite Darstellung

Cr(s) = Ck(s)Ck(s — 1)

der Zetafunktion von R durch die von K. Entsprechend der Zweistufigkeit
des Punktsystems (p,,) tritt hier das Argumentpaar s,s — 1 auf, dem-
zufolge (r(s) nicht nur bei s = 1 sondern auch noch bei s = 2 einen Pol
erster Ordnung hat. Diese Darstellung &t tibrigens die Invarianz von (gr(s)
hervortreten.

2.) Im allgemeinen Falle hat die Zetafunktion von K,/K, bekanntlich
folgende Struktur. Es ist
CKP/KP (S) = CRP/KP (S)LKp/Kp (S)

mit einem Polynom

Ni(p) | Np)”
Np) T A p)e

LKp/Kp (S) = 1 —

vom Grade 2g, in ﬁ, wo g, das Geschlecht von K,/K, und N;(g) die

Anzahl der Primdivisoren ersten Grades von K,/K, ist. Setzt man fiir dies
Polynom die Linearfaktorenzerlegung

=1

an, so haben nach dem von A. Weil allgemein bewiesenen Analogon zur Rie-
mannschen Vermutung die Nullstellen w;(p) sémtlich den absoluten Betrag

|wi(p)| = N(p)=.

Fiir fast alle p ist nun nach Deuring g, = ¢ einfach das Geschlecht von
K/K, fiir die restlichen endlich vielen p jedenfalls g, < g. Rechnet man
fiir die letzteren p die fehlenden Nullstellen w;(p) = 0 und ordnet dann fiir
die einzelnen p die 2¢g Nullstellen w;(p) irgendwie einander zu, so kann man
die Produktbildung unter Benutzung des obigen Ergebnisses fiir (g, /k, (s)
folgendermafen durchfiihren:

C(s) = Ck(s)k(s = 1) - TT11 (1 - ;?i;l) :

i=1 p

N
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Hier konvergiert auf Grund der Riemannschen Vermutung jedes der 2g in-
neren Produkte fiir R(s) > 2. Demnach ist (x(s) jedenfalls fiir R(s) > 2
analytisch und u. A. d. R. V. nullstellenfrei, mit einzigem Pol erster Ordnung
bei s = 2.

Fiir den allgemeinen Fall ist das bis heute alles, was man weifs. Dage-
gen hat sich meine Vermutung im Spezialfall der arithmetischen Funktionen-
korper K vom Fermatschen Typus durch eine kiirzlich erschienene Arbeit
von A. Weil in vollem Umfange bestétigt, desgleichen nach einer Mitteilung
von Deuring auch fiir diejenigen elliptischen arithmetischen Funktionenkor-
per (p = 1), die eine komplexe Multiplikation besitzen.

Nachstehend soll noch skizziert werden, wie die Verhéltnisse in dem Weil-
schen Spezialfall der arithmetischen Funktionenkoérper vom Fermatschen Ty-
pus liegen, und zwar nur fiir die einfachsten solchen Korper, bei denen der
Kern der Sache ungetriibt durch zusatzliche algebraische und arithmetische
Komplikationen hervortritt.

§4. Arithmetische Funktionenkorper vom Fermatschen Typus.

Die von A. Weil behandelten arithmetischen Funktionenkdrper vom Fer-
matschen Typus sind folgende:

K beliebiger algebraischer Zahlkérper
i e

+
71 V2

Y

K = K(uy,uy) mit

wo 71,72 # 0 Zahlen aus K und my, ms natiirliche Zahlen bedeuten. Wéhlt
man

G
é! 2

als ausgezeichnete Unbestimmte, legt also der Erzeugung den rationalen
Funktionenkorper
R =K(t)

zugrunde, so hat man umgekehrt
u71n1 = mnt, ugm = 72(1 - t)’

so daf sich die Erzeugung von K/R in der Form

K =R (VA - 1)
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darstellt.
Hier werde nur der folgende Kernfall behandelt:

m = ¢ Primzahl(# 2),
K Korper der /-ten Einheitswurzeln,

K = K(up,ug) mit uf +uf =1,

K:R({/Z,{/Tt),

also der Fall der gewdhnlichen Fermatschen Gleichung. Hier ist K/R aus
zwei zueinander fremden zyklischen Korpern vom Primzahlgrade ¢ iiber R
komponiert. Fiir das doppelte Geschlecht von K/K findet sich

29 =(f—1)(¢—2) (>0).

Als erste Aufgabe habe ich fiir diesen gewohnlichen Fermatschen Fall das
Zerlegungsgesetz der Primdivisoren p von K, aufgefakt als t—Funktionalprim-
divisoren von R = K(t), im Kérper K = R (%, Vv1-— t) in Angriff genommen,
mit folgendem Ergebnis:

a.) p1lpin K triage, K, =R, (\%, V1 — t) . 9=,
b) [|e,[:‘hnK{ wige e R (). =0,
unverzweigt

Es verhalten sich also alle Primdivisoren p 1 ¢ regulér; irregulér ist nur der
eine Primdivisor [ | ¢, mit I*"1 = ¢, gegeben durch [ = 1 — (, wo ( eine
primitive {~te Einheitswurzel (aus K).

Mit Aufwand einiger Miihe konnte ich ein entsprechendes Zerlegungsge-
setz auch fiir den folgenden allgemeineren Fall herleiten:

Y,72 =1, mi,my  beliebig,

K Korper der [my, mo|-ten Einheitswurzeln.

Dagegen bin ich im allgemeinsten Falle vom Fermatschen Typus, wo 1,72 #
0 aus K beliebig sind und K ein beliebiger Erweiterungskorper des Korpers
der [mq, mo]-ten Einheitswurzeln oder gar ein ganz beliebiger algebraischer
Zahlkorper ist, noch nicht durchgekommen. Die Herleitung des fraglichen Zer-
legungsgesetzes ist in diesen allgemeineren Féllen eine sehr kniffliche arith-
metische Aufgabe.
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Weiter sind nun im gewdhnlichen Fermatschen Falle (und entsprechend
auch in dem vorher genannten allgemeineren Falle) die Nullstellen w;(p)
(i = 1,...,2gp) der Kongruenzzetafunktionen (g, k,(s) durch Davenport-
Hasse (1934) bekannt. Es sind nédmlich die sogenannten Jacobischen Summen
zu den Charakteren der Ordnung ¢ in den endlichen Kérpern K, von (p)
Elementen.

Fir pf¢ist M(p) =1 mod ¢, und es gibt ¢ Charaktere vom Exponenten
¢ in K. Die Nullstellen w;(p) sind dann den Paaren X, x2 solcher Charaktere
mit x1 # 1, x2 # 1, x1x2 # 1 zugeordnet, die ja gerade in der richtigen Anzahl
2gy, = 2g = (¢ — 1)(¢ — 2) vorhanden sind. Sie lauten explizit:

w(x1, X2(p) = Z X1(@1)xz2(22) (X15 X2 X1X2 # 1)
1,22 in Kp
z1+x2=1 mod p

Fir [ ] ¢ ist 9U() = ¢, und es gibt keine Charaktere der Ordnung ¢ in
K, = P;. Dementsprechend ist ja hier auch 2g, = 0.
Man hat demgeméf explizit:

w(Xx1, X2[p)
Crey /K, (8) = CRy /K, (5) (1 - —5) (p10),
X1,X2],;1[X27£1 m(p)
<K[/KI<8) = <RI/K[(S>'

Diese explizite Darstellung der Kongruenzzetafunktionen (g, /k, (s) ergibt
sich aus der klassenkorpertheoretischen Zerlegung

CKxa/Kp (s) = H Lry /k, <S|Xp>
I

in L-Funktionen {iber R, = K,(t), wo x, die Charaktere der Galoisgruppe
&, von K,/R, durchlduft.

Fiir p 1 ¢ erscheinen némlich die Charakterpaare x1, x2 mit x1, X2, X1X2 7#
1 vermoge des Artinschen Reziprozitdtsgesetzes isomorph zugeordnet den
Charakteren y, (der Galoisgruppe ®,) von K, /R, mit der Eigenschaft:

Xp ist nicht schon Charakter von R (\%) ,Rp (\f/l — t),

Ry (\‘/;), kurz x, o 1.
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Die Zuordnungsvorschrift dabei ist folgende:

FElemente aus &, isomorph dargestellt durch das Artin—Symbol (K*’Q[—/’JR") fiir
zu t,1—t prime Divisoren 2, von R, /Ky, genauer durch die Kongruenzklassen
dieser Divisoren nach dem Fiihrer von K/K,.

Erzeugende Charaktere von &, dargestellt durch die Wirkung dieses Artin—
Symbols auf die beiden Radikale v/#,1/1 —t aus K. p, also durch die beiden
{—ten Potenzrestsymbole

t 1-— t) .
— 1, in R,.
<Q‘p)e < Ao /)y P

Fiir Primdivisoren ersten Grades B, von R,/K, (prim zu t bzw. 1 —t), den
Primpolynomen ¢ — z mit  aus K, (# 0 bzw. 1 mod p) zugeordnet, berech-
nen sich diese £~ten Potenzrestsymbole in R, als

w). -G (&) -5,

also als /—te Potenzrestsymbole nach p in K. Das /~te Potenzrestsymbol nach
p in K ist aber ein erzeugender Charakter der Ordnung £ von K,.

Aus dieser Zuordnung fiir die Erzeugenden ergibt sich ein bestimmter Iso-
morphismus zwischen einerseits

den Charakteren x, von &,,
andrerseits
den Charakterpaaren x1, x2 mit dem Ezponenten ¢ von K,.

Der Bedingung x1, x2, x1x2 # 1 entspricht dabei gerade die oben genannte
Bedingung x, 7 1.
Bei diesem Isomorphismus findet sich dann gerade:

| Yl xelp)
N(p)*

Lry s (slxp) = 1 fir Xp ~ 1 Xp # 1,

LRp/Kp(S‘XP) = CRp/Kp(S) fir x,=1.

LRp/Kp(5|Xp) = fiir Xp?éla
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Dementsprechend werden fortan die Nullstellen

w(Xplp) = wx1, x2lp)

als den Charakteren x, von &, zugeordnet aufgefafst.

Fiir [| £ artet der analoge Isomorphismus aus. Einerseits ist & als Galois-
gruppe von K| = Ry(v/t) iiber R; nur zyklisch von der Ordnung [. Andrerseits
sind das /—te Potenzrestsymbol (%)Z in R, und (%) , in K beide identisch 1,
weil die Restklassenkorper mod Py und mod [ endliche Kérper der Charak-
teristik ¢ sind. Dementsprechend hat man hier durchweg x, ~ 1 zu rechnen,
und dann gelten die obigen Formeln fiir die L-Funktionen formal unveréndert
(nur die beiden letzten kommen vor).

Man kann nun die Galoisgruppe &, von K,/R, im Falle p { ¢ als iso-
morphes, im Falle [ | £ als homomorphes Bild der Galoisgruppe & von K/R
auffassen, weil ja bei der Restabbildung mod p im ersteren Falle die algebrai-
sche Struktur erhalten bleibt:

K=R(VtvI—t) — Ky =R, (Vt, VI—1),
mod p
wahrend im letzteren Falle

K=R(Vt,V1-t) — Ki=Ri(Vt)

das zweite Radikal \/1 —t = 1 — v/t mod [ wird, also sich auf das erste
reduziert. Genauer gesagt handelt es sich hierbei im nicht—trivialen Falle
p 1 ¢ um einen festen, unabhéngig von p definierten Isomorphismus von &
auf &,, dadurch gegeben, daf die Einheitswurzelfaktoren ¢ aus K an den
Radikalen unverandert als ¢ mod p aus K, iibertragen werden; man hat sich
dabei K, konkret als K mod p gegeben vorzustellen. Dabei x, 7¢ 1 invariant!

Legt man diese Auffassung zugrunde, geht man also von den Charakteren
x von & aus und schreibt demgeméfs die Nullstellen (Jacobischen Summen)
einfacher in der Form

w(xlp) = wxplp) = wlx1, x2/p),

so liegt es nahe, die fiir die Zetafunktion

(r(s) = HCKp/Kp(S) = H HLRp/Kp(5|Xp)
P

P Xp
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vorzunehmende Produktbildung {iber alle Primdivisoren p von K bereits in
den einfacher gebauten L—Funktionen vorzunehmen, also mit der Produkt-
bildung iiber die Charaktere x, von &, zu vertauschen. So wird man auf
folgende neue Bildungen gefiihrt, die sinngeméf als L-Funktionen zu den
Charakteren x (der Galoisgruppe &) von K /R zu bezeichnen sind:

dh) - WP g
Le(slx) = 1 fiir x ~1,x #1,
Le(slx) = Ck(s)Ck(s—1)  fir x=1.

Bei dieser Definition hat man dann formal das Analogon der Klassenkor-
pertheoretischen Zerlegung;:

Cie(s) = [ Lr(sl)-

Die Frage, ob (x(s) eine ,verniinftige” Zetafunktion ist, reduziert sich
damit auf die Frage, ob die Lg(s|x) ,verniinftige* L—Funktionen sind.

Hierzu sei zunéchst folgendes bemerkt. Im nicht—trivialen Fall x 2 1,p 1 ¢
hat man nach dem Gesagten, wenn man von den Gruppenelementen zu den
Kongruenzdivisorenklassen als x,~Argument iibergeht:

£\ [1-t\"
X(‘B)—(—) ( > mit v,V ,v+1v 20 mod ¢,
P Be/ o\ P /,
und damit ,
t\[1=¢t\"
c= Y () ()
e vy S/ o\ P

(wobei fiir Fiihrerteiler 3, die Potenzrestsymbole als 0 zu rechnen sind, eben-
so wie ja in K, die Charakterwerte fiir die Nullklasse mod p als 0 gerechnet
werden, sofern es sich nicht um den Hauptcharakter handelt). Man kann
nun, analog zu dem eben durchgefiihrten Riickgang von &, zu &, also von
K,/R, zu K /R, auch hier die Potenzrestsymbole nach den Primdivisoren er-
sten Grades P, von R,/K, als solche nach den Punkten p,B, ersten Grades
von R auffassen. Die eingefithrten L-Funktionen Lg(s|x) sind so mit einer
Klasseneinteilung der Punkte ersten Grades (p,B,) des rationalen Funktio-
nenkorpers R = K(t) verkniipft, dhnlich wie die Dirichletschen L-Funktionen
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Lp(s|x) mit einer Klasseneinteilung der Primzahlen p des rationalen Zahl-
korpers verkniipft sind. Ob es sinnvoll ist, diesem Gedanken nachzugehen,
mufs die weitere Entwicklung der noch in ihren Anfangen stehenden Theorie
lehren.

Das jetzt zu besprechende Ergebnis von A. Weil, durch das meine Ver-
mutung von 1938 tiber die ,Verniinftigkeit der Bildungen (x(s), Lr(s|x) be-
statigt wird, geht in der Tat nicht diesem Gedanken nach, die Jacobischen
Summen w(x|p) als Kongruenzcharaktere der Punkte (p,P,) von K auf-
zufassen, betrachtet vielmehr diese Summen einfacher als Funktionen der
Primdivisoren p von K.

A. Weil beweist, was im hier behandelten Falle der gewohnlichen Fer-
matschen Gleichung besonders einfach geht, dak die w(x|p) die Werte eines
Heckeschen Grifencharakters in K vom Fiihrer (> oder [ fiir die Primdivi-
soren p 1 ¢ von K sind. Es lauft dies auf folgende Feststellung hinaus. Man

definiere formal
w(xla) = [Jwxlp)*®
p

fiir beliebige zu [ prime Divisoren a = []p**(® von K. Diese Bildung hat
p
folgende drei bekannten Eigenschaften:
(1) Automorphieverhalten w(x"|a) = w(x|a)’ ,
wo o t=(C— (") (r prim zu ¢)
(2.) Absoluter Betrag w(x|a)] = N(a)z.

S(x")or
(3.) Primdivisorzerlequng — w(x,a) = azr: o) ,

wo 0(x") =0 oder 1 und
r die primen Restkl. mod ¢ durchl.

Und zwar ist §(x") durch Zuriickgehen auf die obigen Exponenten v, v’ mod ¢
von x (also die Darstellung von x durch Potenzrestsymbole) folgendermafen
bestimmt:

§(x") = Ubertragungszahl bei der Addition der
kleinsten positiven Reste v,/ mod /.
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Aus diesen Eigenschaften folgert man nach dem Prinzip der arithmeti-
schen Kennzeichnung algebraischer Zahlen aus Davenport—Hasse fast unmit-
telbar die folgende vierte Eigenschaft:

(4.)  Fiihrereigenschaft w(x|a) =1 fiir Zahlen « =1 mod [* aus K,

bei gewissen y unter Umstédnden sogar fiir « = 1 mod [, aber jedenfalls nicht
fiir alle zu [ primen Zahlen « aus K.
Die Eigenschaften (3.), (4.) besagen, daf w(x|a) unter die Definition der
Heckeschen Grofencharaktere féllt; als Charakter sei er mit w(x) bezeichnet.
Uber den Fiihrer konnte ich noch genauer folgende interessante Regel be-
weisen. Fiir denjenigen Charakter y, der den Potenzrestsymbolen entspricht
(Exponenten v,/ =1 mod ¢), und seine Potenzen x" gilt:

w(x) hat den Fihrer U genau dann, wenn 2[7_2 = 0 mod ¢ ist,

wenn also ¢ eine Wieferichsche Primzahl ist.

Dieser Zusammenhang des Grofsencharakters w(y) mit einem Kriterium zur
Fermatschen Vermutung zeigt, dafs die entwickelte Theorie ev. Beitrage zu
dieser Vermutung liefern kann, wie das ja auch schon daraus klar ist, dafs die
Zetafunktion (x(s) mittels der Punkte (p,B,) von K definiert ist und sicher
etwas mit den algebraischen Primdivisoren ‘3 von K, insbesondere denen
ersten Grades, also den Losungen in K der Fermatschen Gleichung zu tun
hat.

Der Grofencharakter w(x) in K ist noch nicht, wie bei Hecke, auf (Norm-
beitrag 1, hier) (absoluten Betrag 1) normiert. Nach der Eigenschaft (2.)
ergibt sich als zugehoriger normierter Grokencharakter

Ny - 2009 w(a)

Schreibt man nun die obigen L-Funktionen in R mittels dieses normierten
Grofencharakters:

Ax|p) "
L(s|):||(1——1) fir x 1,
e pte N(p)* 2 *

so steht rechts gerade das Reziproke der Eulerschen Produktdarstellung der
Heckeschen L-Funktion zu dem normierten Grofencharakter A(y) in K.
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Man hat demnach

Lr(slx) = Ck(s)k(s =1)  fir x=1,

und somit

Gaes) = Gels)als = D T o (5= o)

x#1

Da die Heckeschen L-Funktionen Lg(s|\) ,verniinftige“ L-Funktionen
sind, d. h. ganze Funktionen mit Funktionalgleichung des bekannten Typus
bei 4 5 1—s

el N
nen Lg(s]y), Cx(s) ,verniinftig* sind, namlich jedenfalls meromorph und mit

, ergibt sich, dafl auch die neu eingefithrten Funktio-

‘ . ] s—2—s
Funktionalgleichung des bekannten Typus bei { Py }

Ck(s) hat Pole erster Ordnung bei s = 1,s = 2, ferner bei den nicht—
trivialen Nullstellen der Ly (s — 1[A(x)), also vermutlich auf der hier kriti-
schen Geraden R(s) = 1 und nicht-triviale Nullstellen auf den beiden hier

ebenfalls kritischen Geraden R(s) =1, 2.
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1.23 Mainz 1953

Zetafunktion arithmetischer Funktionenkorper.
Vortrag auf DMV-Tagung Mainz, 24. 9. 53
Gliederung.

I. Allgemeine Grundlagen.

§1. Arithmetische Funktionenkorper.™
§2. Primdivisoren, Punkte.™
§3. Die Zetafunktion.™

II. Der Spezialfall vom Fermatschen Typus.

§4. Zerlegungsgesetz fiir die arithmetischen Primdivisoren.™

85. Aufspaltung der Kongruenzzetafunktion in Kongruenz—L—Funk-
tionen.”

§6. Die Jacobischen Summen als Grofencharaktere.™

§7. Aufspaltung der Zetafunktion in L-Funktionen.™

I. Allgemeine Grundlagen.
§1. Arithmetische Funktionenkorper.

Arithmetischer Funktionenkérper (vom Transzendenzgrad 1):

K algebraischer Funktionenkorper (vom Transzendenzgrad 1) iiber einem
endlich—algebraischen Zahlkérper K als Konstantenkorper.
Erzeugung durch Transzendente ¢ in folgenden beiden Schritten:

K endlich—algebraischer Zahlkorper,

R = K(t) rationaler Funktionenkérper
vom Transzendenzgrad 1 iiber K,
K/R endlich—algebraische Erweiterung,
fremd zu absolut—algebraischen Erweiterungen.

Analogie zu algebraischem Funktionenkoérper K vom Transzendenzgrad
2 iiber beliebigem Korper €2; dabei

Zur Analogie
K=Q(z) rationaler Funktionenkdrper oben besser P
vom Transzendenzgrad 1, statt K; und
R = Q(x,t) rationaler Funktionenkorper K dann als
vom Transzendenzgrad 2, genauen
K/R endlich—algebraische Erweiterung. Konst. Kp.
einfiihren.
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Aber in diesem algebraischen Fall ist Symmetrie in x, ¢ vorhanden, im arith-
metischen Fall besteht zwischen K und ¢ als Erzeugenden je einer Arithmetik
keine Symmetrie, sondern echte Stufung.

§2. Primdivisoren, Punkte.

Aufgabe ist, die bekannte Relativarithmetik in K/K durch die Arithme-
tik in K zu unterbauen. Dies geschieht auf der Grundlage der Theorie der
Exponentenbewertungen folgendermafen:

a.) Relativarithmetik in K /K entspringt aus denjenigen Bewertungen von
K, bei denen K identisch bewertet; liefert die algebraischen Primdivisoren 3
von K.

b.) Arithmetik von K entspringt aus den nicht-identischen Bewertungen
von K; liefert die Primdivisoren p von K. Es handelt sich um deren sémtliche
Fortsetzungen auf K. Diese schwer zu iibersehen; es geniigt jedoch hinrei-
chend grofte Teilmenge. Dazu zeichne man eine Transzendente ¢ aus K aus.
Fiir den rationalen Teilkdrper R = K(¢) heben sich die eindeutigen Fortset-
zungen der p als t—Funktionalprimdivisoren von R hervor:

1,t,t%, ... sind ganz fiir p und bleiben mod p linear unabhingig.

Diese p setzen sich in bekannter Weise auf je endlich viele Weisen von R auf
die endlich—algebraische Erweiterung K fort; mit bestimmten Zerlegungsan-
zahlen, Restklassengraden, Verzweigungsordnungen. So entsteht ein ausrei-
chendes System von arithmetischen Primdivisoren p von K.

Ausreichend in dem Sinne, dafs durch die Bewertungen zu den ‘B, p die
Elemente von K eindeutig bis auf Einheiten von K gekennzeichnet. Restklas-
senkdrper:

algebraische f — K endl. -alg. Erw. von K (alg. Zahlkp.)
arithmetische p — K, endl. —alg. Erw. von K, (Kongr. Funkt. Kp.)

Zerlegungsgesetz fir die t~Funktionalprimdivisoren von R = K(#) in arith-
metische Primdivisoren von K. Nach Deuring gilt jedenfalls fiir fast alle p von

K:

1.) p in K unzerlegt und unverzweigt, vielmehr nur trage mit separablem
Restklassenkorper K, /K,.

2.) K, der genaue Konstantenkdrper von K.
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3.) Geschlecht g, von K,/K, stimmt {iberein mit Geschlecht g von K/K.

([

Diese arithmetischen p von R mogen reguldr heiffen. Fiir die Theorie der
Zetafunktion von K wird aber, wenn man sie nicht nur bis auf endlich vie-
le p genau haben will, auch das Zerlequngsverhalten der irreguldren p von
R gebraucht. Dies allgemein anzupacken, erscheint als ein sehr schwieriges
Problem.

Neben dem Primdivisorsystem P, p von K wird — in Analogie zur Theo-
rie der algebr. Funkt. Kp. vom Transzendenzgrad 2 — auch ein ausreichendes
System von Punkten von K gebraucht. Durch Verfolgung der Analogie erhélt
man folgende Vorschrift zur Definition eines solchen Punktsystems.

Betrachte zweistufige Homomorphismen von K:

K K K
modp P modg, = PP

p arithm. Primdiv. von K, By Primdiv. von K,

Punkte (p,,) liefern Restabbildung auf endliche Korper K, g, ; deren Ele-
mentanzahl ist M(P,), eine gewisse Potenz von JN(p).

H

Definition der Punkte nach Mitteilung von Roquette auch mittels der
allgemeinen Krullschen Bewertungen (mit zweistufig nicht—archimedischer
Wertgruppe) moglich.

§3. Die Zetafunktion.

Definition

Gl =TT e [0 ) = my)].
p. By N(Pp)*

wo p alle arithmetischen Primdivisoren von K (in bezug auf eine feste Trans-
zendente t) und ‘P, jeweils alle Primdivisoren des Restklassenkérpers K,
durchlauft.

Frage der Unabhéngigkeit von ¢, d. h. birationalen Invarianz.
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Vermutung erscheint gewagt; jedoch Analogie zu Geschlecht.
Ausmultiplikation {iber die 9, liefert:

Ciels) = [ [ ¢x, (9),

p

d. h. Darstellung der Zetafunktion von K als Produkt der Zetafunktionen der
zugeordneten Kongruenzfunktionenkoérper K,.

Definition analogisiert das Eulersche Produkt. Es entsteht Frage nach
der Dirichletschen Reihe. Dazu hétte man die Dirichletschen Reihen fiir die
(K, (s) auszumultiplizieren und ein Koeffizientengesetz zu suchen, das in der
Arithmetik von K wurzelt. Vielleicht hilft hierzu die von Roquette in Aussicht
gestellte Definition der Punkte mittels der allgemeinen Krullschen Bewertun-
gen.

Meine Vermutung aus den dreifiger Jahren: (x(s) ist meromorphe Funk-
tion mit Funktionalgleichung und entsprechenden Eigenschaften wie (k(s).
Neuerdings von A. Weil bestéitigt fiir arithmetische Funktionenkorper
vom Fermatschen Typus:
uTl N u;nZ

K = K(uj,up) mit
g "2

=1

K bel. alg. Zahlkp.,
mq, mo bel. nat. Zahlen,
1, V2 # 0 bel. Zahlen aus K,

Ausgezeichnete Unbestimmte

mi m2
p=" 1= R=K()
2! 72

K:R(m\l/m, ™2 72(1—75)).

Von Deuring, gestiitzt auf abstrakte Begriindung der komplexen Multi-
plikation und im Grunde auf friihere Formel von mir zum Zerlegungsgesetz,
auch bestétigt fiir elliptische Funktionenkorper mit komplexem Multiplika-
torenring.

Sowohl bei Weil als auch bei Deuring (x(s) jeweils nur bis auf die endlich
vielen irreguléren p in Betracht gezogen.

Zwei Grundlagen fiir meine Vermutung:
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a.) Fiir rationalen Funktionenkorper R = K(t) wird

1 1
CRp (S) = 1 _ 1 1 N(p) °
N(p)s ~ N(p)*

also
(R(s) = Ck(s) Ck(s—1),

insbesondere unabhdngig von der Wahl der Transzendenten t aus R unter
allen iii? , nicht nur den ganzen unimodularen, bei denen die ¢t-Funktional-
primdivisoren invariant sind.

(r(s) ist in der Tat meromorph und gentigt einer Funktionalgleichung des

bekannten Typus bei s — 2 — s.

b.) Fiir beliebigen arithmetischen Funktionenkérper K kann man aus den
oben erwahnten Resultaten von Deuring liber das Zerlegungsverhalten der
t—Funktionalprimdivisoren von R in K schliefsen, daf von den endlich vielen
Beitrégen der irreguléren p abgesehen gilt:

Giels) ~ s~ DT (1 o)

i=1 p

wo jeweils w;(p) die 2g Nullstellen von (g, (s) (in 91(p)® gemessen) durchlauft.
Nach der von A. Weil bewiesenen Riemannschen Vermutung in Kongruenz-
funktionenkorpern sind nun die Betrage

jwilp)| = N(p)>.

Daraus liest man ab, daf (x(s) jedenfalls fiir R(s) > 5 analytisch ist, mit
einzigem Pol erster Ordnung bei s = 2.

[NIES

II. Der Spezialfall vom Fermatschen Typus.

§4. Das Zerlegungsgesetz fiir die arithmetischen Primdivisoren.
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Allgemeiner Fermatscher Typus:

mi mo
K = K(uy,uy) mit o S T 1,
T 2

K bel. alg. Zahlkp.,
my, mo bel. nat. Zahlen,
1,72 # 0 bel. Zahlen aus K,

mq m

p= 1 o¢p="2" R=K()

K =R (/=)

Bei Betrachtung eines festen arithmetischen Primdivisors p von R kann man
1,72 ganz fiir p und frei von mi—ten, mo—ten Potenzen fiir p normieren und
erhélt so fiir jedes p eine besondere Normierung von wuq, uy, wiahrend ausge-
zeichnete Transzendente t fest ist.

Geschlecht: 2g = (my —1)(me — 1) — (mo — 1), mg = (M1, m2)
Regular: alle p, die nicht in my, mo und nicht in den my, my—Kernen
von 1, ¥2 stecken.

Fiir die irreguldren p wird Zerlegungsgesetz sehr kompliziert; viele Fallunter-
scheidungen.

Spezieller Fermatscher Typus:

K enthélt die m—ten Einheitswurzeln, m = [mq, mo]

Y1,72 = 1, also ui" +uy? = 1.

Dann K bizyklisch vom Typus {m;, my}.
K:R1R2 mit R1:R(m\1/¥),R2:R<m\2/1—t).
Zerlegungsgesetz lautet dann:

p stets unzerlegt, also nur einen einzigen Primteiler

Reguldrer Fall p t m (Spezialfall):
K, = Rp<m\1/7_f, V1 —t) . G =19
Irregulirer Fall p | m (allgemeiner Fall):

K, =R, ( Y T = t’) mit R, =Ry(t) = Ri®, #°% =1 mod p,
29y = (my — 1)(m5 — 1) — (mg — 1),
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wo my, my,my die zu p primen Bestandteile von my,ma,my und q,qo die
p—Potenzen in m, mg, sowie q nicht niher bestimmter Teiler von qq.

In jedem Falle laft sich ein eindeutig bestimmter Restklassenhomomor-
phismus der Galoisgruppe & von K /R auf die Galoisgruppe &, von K,/R,
definieren, ndmlich durch Anwendung der S aus & auf die erzeugenden Radi-
kale und Ubertragung der Einheitswurzelfaktoren ¢ aus K als ¢ mod p aus
K,. Im reguldren Falle ist das sogar ein Isomorphismus.

Dabei werden die Charaktere y von & homomorph abgebildet auf die
Charaktere x, von &, und diese weiter nach dem Artinschen Reziprozitats-
gesetz isomorph auf die Charakterpaare xi, x2 der Exponenten mq, my von
K, ndmlich mittels der Potenzrestsymbole:

&, dargestellt durch das Artinsymbol (KT/:{

Grades von R, durchlauft, gegeben durch ¢t — { = [m‘“ T & mod p, £ in K.

Anwendung von (KTT) auf Radikale "V/t, "¥/1 — t liefert Charaktere von

&,. Diese Anwendung stellt sich so dar:

)., -G ().~ (59,

mit Potenzrestsymbolen in R, bzw. K, .

), wo ‘P, die Primdiv. ersten

Im folgenden interessieren diejenigen Charakterpaare x1, x2 von K,, fiir
welche

x17#1L x2#1L xixe#1 kurz  (x1,x2) # 1

ist.Ihnen sind als Urbilder isomorph zugeordnet diejenigen Charaktere x, von
&,, fiir welche

Xp nicht schon Charakter eines der Teilkorper

v (V). (VD (i)

ist, kurz x, o 1.

Diesen wieder entspringen homomorph aus denjenigen Charakteren y von &,
fiir welche
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x nicht schon Charakter eines der Teilkorper

1-1t¢

R(“%),R(mm),ra(mO L)

ist, kurz x ¢ 1.

Es gilt also
X~1—xp~1, X#1e—xp#1,

aber nicht notwendig umgekehrt.

§5. Aufspaltung der Kongruenzzetafunktion in
Kongruenz—L—Funktionen.

Nach Davenport-Hasse hat man die klassenkorpertheoretische Zerlegung

Ciey (5) = Cro (5) [T L(slx)

Xp 71

mit den Kongruenz—L—Funktionen

W(Xla X2)

L(s|xp) =1 — Np)y

Xp — (X1, X2)

WO

= Y xl@x(&)

&1,€2 mod p
£14+€2=1 mod p

die sogen. Jacobischen Summen.
Diese konnen nach dem eben Gesagten als den Charakteren y von &
zugeordnet angesehen werden, und zwar sei festgesetzt:

w(x|p) = wlxi,x2), wenn xp £ 1, xp<— (X1, X2)
w(x|p) =0, wenn x,~ 1.

Dann hat man

(i (8) = Gry () ]| (1 _ L‘;%o';)) '

X1
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Durch Multiplikation iiber alle p erhélt man:

) T Lr(sh)

x*1

mit

wixlp)) g
slx) = | | Lr, (s|xp) = 1- , fir x £ 1.
Lo =TT (1= 557 )

Diese Bildung kann als L—Funktion zu einer Kongruenzklasseneinteilung der
Punkte ersten Grades (p, PB,) in R angesehen werden, entsprechend der
Schreibweise:

HH _Xp‘fpp HLRP ‘Xp

PPy N(Pp )*

§6. Die Jacobischen Summen als Grofiencharaktere.

Es handelt sich jetzt um die Abhéngigkeit der Jacobischen Summen w(x/|
p) von dem Primdivisor p von K.

A. Weil hat allgemein gezeigt, dafs die w(x|p) fir reguldre p die Prim-
divisorwerte eines Heckeschen Gréflencharakters w(x|a) von K sind, dessen
Fiihrer jedenfalls ein Teiler von m? ist.

Da meine Untersuchungen zur Einbeziehung auch der irreguldren p fiir
beliebige Exponenten mq, my und beliebigen Korper K (der die m—ten E. W.
enthélt) noch nicht abgeschlossen sind, beschrénke ich mich fortan auf den
Spezialfall:

my=mg=mog=m=~_{%#2 Primzahl

der gewdhnlichen Fermatschen Gleichung u¢ + u = 1 iiber dem Kérper
K=P(), (= V1, der ¢-ten Einheitswurzeln.

Hier 14t sich das Weilsche Resultat ganz einfach aus den Ergebnissen von
Davenport-Hasse folgern.

1. teilweise undeutlich
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Setze

w(xla) = [ Jwxlp)>®

p

fiir beliebige Divisoren a von K, die zu dem einzigen irreguléren Primdivisor
[|¢ mit ["! = ¢ prim sind. Dann bestehen nach Davenport-Hasse folgende
Eigenschaften:

(1.) Automorphieverhalten w(x"|a) = w(x|a)” wo o' =((— (")

(r prim zu /).

=

(2.) Absoluter Betrag w(x|a) = N(a)z.

S(x")or
ar o (r prim zu /¢),

I

(3.) Primdivisorzerlegung — w(x|a)

wo d(x") = 0 oder 1 die Ubertragungszahl bei der Addition der kleinsten
positiven Reste ruy, rpus mod £ ist, die den Exponenten i1, s mod £ von y
bei der Darstellung durch Potenzrestsymbole entsprechen.

Aus diesen Eigenschaften folgert man nach dem Prinzip der arithmeti-
schen Kennzeichnung fast unmittelbar, scharfer als bei Weil:

(4.) Fiihrereigenschaft w(x|a) =1 fiir Zahlen o = 1 mod [* aus K,

bei gewissen y unter Umstdnden sogar fiir « = 1 mod [, aber sicher nicht
fiir alle zu [ primen .

Die Eigenschaften (3.), (4.) besagen, dak w(x|a) unter die Definitions-
forderungen der Heckeschen Grofencharaktere féllt; dieser Grofencharakter
werde kurz mit w(y) bezeichnet.

Normierter Grofsencharakter A(x)

Uber die Alternative, ob der Fiihrer [? oder [ ist, konnte ich noch genauer
folgende interessante Regel beweisen. Fiir diejenigen Charaktere x”, die aus
x mit den Exponenten 1,1 mod /¢ entspringen, gilt:

w(x") hat den Fihrer [ genau dann, wenn 2[7_2 = 0 mod ¢ ist,

wenn also ¢ eine Wieferichsche Primzahl ist.

Allgemeiner bei 1, 1 tritt Frage nach ~ >> 1 mod ¢ auf.

(u+1)r<e
Meine Ansétze erscheinen auch zur Behandlung des allgemeineren Falles
beliebiger Exponenten my, my geeignet. So konnte ich zum Beispiel auch im
Falle m; = ms = mg = m = 22 durchkommen und fand abweichend von Weil
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Fiihrer 4  fiir Exponenten (1, 12) = £(1,1) mod 4
,2),%£(2,1) mod4.

—_

w(x) hat {

Fiihrer 2 fiir Exponenten (u1, u2) = +£(

§7. Aufspaltung der Zetafunktion in L—Funktionen.

Durch Ausfiihrung der Multiplikation iiber alle Primdivisoren p von K
ergibt sich fiir die Zetafunktion von K die Aufspaltung

Cie(s) = Crls) [ ] Lrlshx) = ¢k(s)¢(s = D [ ] Lx (s - %\w(x))_l

x#1 x#1
mit 1 1 I
Lx <3 T3 "J(X)> =11 1 w0y 11 1 2w
p N(p)* P N(p)*~ 2

wo der Tatsache |w(y,p)| = N(p)2 entsprechend der zugeordnete auf Betrag
1 normierte Heckesche Grofencharakter durch

C«J(X, p) = )\(X, p1)

N(p)2

definiert ist.
Demnach ist (x(s) eine meromorphe Funktion mit einer Funktionalglei-
chung bei s — 2 — s, und mit Polen erster Ordnung bei s = 1, s = 2 sowie

bei den nicht—trivialen Nullstellen der Lk (s - %‘w(x))

Fiir beliebige Exponenten mq, mo gilt Entsprechendes, wenn es noch ge-
lingt zu zeigen, daf alle Primteiler p von m wirklich im Fihrer von w(y)
aufgehen, was nicht schwierig erscheint.

Fiir echte Erweiterungskorper K des m—ten Einheitswurzelkérpers Z er-
weist sich ganz einfach w(x) als derjenige Grofencharakter von K, der durch
Normbildung mit dem wie vorstehend definierten von Z zusammenhéngt.

Wie gesagt:

Grundlage fiir neue arithmetische Theorie, an einfachem, bis ins letzte
Detail durchsichtigen Beispiel erlautert, als Richtlinie fiir weitere Ausgestal-
tung der Theorie im allgemeinen Fall.

Es erheben sich nach Analogie der Zahlkorpertheorie mannigfache Fra-
gen, so z. B. nach Herausarbeiten der entsprechenden Dichtigkeitssitze iiber
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diophantische Gleichungen, wo ja gerade der behandelte Spezialfall besonders
interessant ware.

Vor allem aber nach einer Einsicht in den klassenkorpertheoretischen Me-
chanismus, nach dem gerade die Heckeschen L-Funktionen bei den arithme-
tischen Funktionenkorpern auftreten.
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1.24 Istanbul 1955

Uber das Analogon zur Riemannschen Vermutung in
Kongruenzfunktionenkoérpern.

Vortrag Istanbul, 26. 3. 1955
§1. Gewohnliche Riemannsche Vermutung und Primzahlsatz.

Die Theorie der Verteilung der Primzahlen fragt nach einem expliziten
Ausdruck fiir die Anzahlfunktion

7T0(.T) = Z 1

pSz

der Primzahlen p unter einer gegebenen (reell-positiven) Schranke z, und
zwar soll der explizite Ausdruck so beschaffen sein, dafs man aus ihm eine
moglichst gute elementare Annéherungsfunktion ablesen und die Gréfenord-
nung des Fehlerglieds bei z — 0o abschétzen kann. Es ist das eine Aufgabe
iiber eine statistische Verteilung, wobei als Grundereignis die Eigenschaft
einer natiirlichen Zahl n auftritt, eine Primzahl p zu sein.

1. Riemann hat zur Behandlung dieser Aufgabe analytische Methoden
herangezogen, deren Grundgedanken bereits auf Fuler und Dirichlet zuriick-
gehen. Er betrachtet die tiber alle natiirlichen Zahlen n erstreckte Dirichlet-

sche Reihe .

C(S) = E )

und zwar als Funktion einer komplexen Variablen s. Als solche konvergiert
sie fiir $(s) > 1. Sie erweist sich durch das Schleifenintegral

1 25 dz B sin s 1

27i e —1 2 T I'(s)C(s) = F(l—_s)g(s)

=0

in die ganze s—Ebene analytisch fortsetzbar mit einzigem

Pol 1. Ordnung bei s = 1, Residuum 1.



Istanbul 1955 272

Ihr Zusammenhang mit den Primzahlen p wird geliefert durch die Eulersche

Identitat )
) =117—==
p p°
giiltig im Konvergenzgebiet R(s) > 1 der zum Ausgang genommenen Dirich-
letschen Reihe.

2. Die analytische Behandlung des Primzahlproblems beruht darauf, dafs
sich vermoge dieser Eulerschen Identitdt eine mit m(x) eng verwandte An-
zahlfunktion 7(x) ausdriicken lédfst. Die Dirichletsche Reihe

—log((s) = Z 11 (R(s) > 1)

]/I/S
p v p

hat namlich die Koeffizientenpartialsumme

1 1 1

m(z) = = =) + 5m(v?) + (v

p=w

Wl

)4+...

Fiir die analytische Behandlung ist es zweckméfig, diese abgerundete An-
zahlfunktion 7 (x) zugrundezulegen, bei der nicht nur die Primzahlen p selbst,
sondern auch ihre Potenzen p” gezéhlt werden, und zwar mit den Gewich-
ten % Auferdem soll fiir ganzzahliges =, wenn speziell x = p” ist, diese
letzte Primzahlpotenz nur halb, also mit dem Gewicht %, gezahlt werden.
Die Abrundung von my(x) zu m(x) ist so, daf ihr Effekt von dem nachher
anzugebenden Restglied in der Primzahlformel verschluckt wird.

3. Man kann die analytische Behandlung noch etwas einfacher gestalten,
indem man zur logarithmischen Ableitung iibergeht:

ZZ logp (R(s) > 1).

log ¢(s)

Deren Koeffizientenpartialsumme

= > logp = to() + tho(x 5) +1o(ad) +

VSI

zéhlt die Primzahlpotenzen p” mit den (von v unabhéngigen) Gewichten
log p, wobei wieder fiir ganzzahliges x, wenn speziell x = p” ist, diese Prim-
zahlpotenz nur halb, also mit dem Gewicht %bg p, gezahlt werden soll. Sie
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entspringt aus der weniger organischen Anzahlfunktion

Yo(z) =Y logp

pSz

durch Abrundung auf Primzahlpotenzen. Kennt man eine ¢ (x) entsprechen-
de Annédherungsfunktion und das dabei auftretende Restglied, so ergeben sich
Anndherungsfunktion und Restglied fiir 7(z) durch eine elementare Umrech-
nung, und auch umgekehrt; kurz die Problemstellungen fiir 7(z) und ¢ (x)
sind miteinander dquivalent.

4. Die Anzahlfunktionen 7(z),v(z) sind unstetig, ndmlich sogenannte
Treppenfunktionen. Aus der Theorie der Fourierschen Reihen ist bekannt,
daft man auch derartige Funktionen explizit durch unendliche Reihen steti-
ger Funktionen darstellen kann. Es ist das Verdienst von Riemann, eine solche
explizite, analytische Darstellung fiir die Primzahlfunktion 7(z) angegeben
zu haben. Es mag hier geniigen, die entsprechende explizite, analytische Dar-
stellung fiir die modifizierte Primzahlfunktion ¢ (x) anzugeben. Sie entsteht
durch Auswertung des Integrals

E ] (5)

i\

0

iiber ein nach oben und links ins Unendliche riickendes Rechteck, ein formaler
Integrationsprozefs fiir Dirichletsche Reihen, analog dem Cauchyschen Inte-
grationsprozels zur Heraushebung der Koeffizienten einer Potenzreihe. Die
Auswertung nach dem Residuensatz liefert nach Ausfithrung des Grenziiber-
gangs mit dem Integrationsweg die folgende explizite Formel:

1 1 P
Y(x) =2 —log2m — ~logy /1 — — — x—,
2 x? =P

wo die restliche Summe iiber die nicht-trivialen Nullstellen p der Zetafunk-
tion ((s) — oder also die nicht—trivialen Pole der logarithmischen Ableitung
_¢'(s)
¢(s)
5. Uber diese nicht-trivialen Nullstellen ist folgendes zu sagen. Die oben
angegebene, in der ganzen s—-Ebene giiltige Darstellung von ﬁ( (s) als

— erstreckt ist.
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Schleifenintegral gestattet zu folgern, daft die Zetafunktion der Funktional-
gleichung geniigt:

s

w2l (g) ((s) 1ist bei s — 1 — s invariant,

die eine Spiegelsymmetrie am Punkte s = % der angegebenen Bildung be-
deutet. Nun ist aus der Eulerschen Produktdarstellung klar, daft ((s) in der
rechten Halbebene R (s) > 1 keine Nullstellen hat, und man kann auch noch
zeigen, daf auf dem Rande R(s) = 1 keine Nullstellen liegen. Die Funktio-
nalgleichung ergibt dann, daf {(s) in der linken Halbebene $(s) < 0 nur die
trivialen (durch den I'Zusatzfaktor bedingten) Nullstellen —2m hat. Nicht—
triviale Nullstellen p konnen demnach nur im kritischen Streifen

0<R(s) <1
1—ﬁ' ““““““““““““““““““““““““ 'Y
0 1 1
1—p| ““““““““““““““““““““““““ oﬁ

liegen, und zwar gruppieren sich solche im Hinblick auf die Spiegelung an

% (durch die Funktionalgleichung) und die Spiegelung an der reellen Achse

(durch den Ubergang zum konjugiert-komplexen C(s)=¢ (5)) in Rechtecken
der angegebenen Art.

Daf es wirklich unendlich viele nicht—triviale Nullstellen p gibt, beweist
man durch Anwendung des Hauptsatzes der Hadamardschen Theorie der
ganzen Funktionen auf die ganze, bei s — 1 — s invariante Funktion

s(1— )73 () €(s),

bei der die trivialen Nullstellen —2m durch den Faktor I' (%) und die beiden
Pole 0,1 durch den Faktor s(1 — s) eliminiert sind. Man erkennt iibrigens
auch noch leicht, daft diese nicht—trivialen Nullstellen nicht auf der reellen
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Symmetrielinie 0 < s < 1 des kritischen Streifens liegen, weil ndamlich die

Reihe ) ) . . )
(O P N U N

sogar fiir #(s) > 0 noch bedingt konvergiert und im Intervall 0 < s < 1
ersichtlich positiv ist. Die nicht—trivialen Nullstellen p von ((s) sind also
echt komplex.
Mittels der logarithmischen Residuenformel hat man fiir ihre Anzahl N(T)
im Rechteck
0<R(s) <1, 1S(s)| < 27T

die asymptotische Form
N(T)=TlogT—T+ O(logT)
bewiesen.

6. Alle diese Aussagen iiber ((s) hat Riemann in seiner berithmten Arbeit
,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze* (1859) teils
bewiesen, teils vermutet und plausibel gemacht, und andere (Hadamard, v.
Mangoldt) haben die exakten Beweise erbracht. Nur eine der von Riemann
ausgesprochenen Vermutungen ist bis heute unbewiesen geblieben und hat
allen Anstrengungen der bedeutendsten Mathematiker des inzwischen ver-
gangenen Jahrhunderts getrotzt. Sie ist heute unter dem Namen . die Rie-
mannsche Vermutung bekannt und beriihmt. Sie lautet:

Die nicht—trivialen Nullstellen p von ((s) liegen simtlich auf der

imagindren Symmetrielinie R(s) = % des kritischen Streifens.

Wenn diese Riemannsche Vermutung zutrifft, folgt aus der vorher ange-
gebenen expliziten Formel fiir die modifizierte Primzahlfunktion leicht

() = 2+ O(v/z log” x)

und damit fir die von Riemann betrachtete Primzahlfunktion dann
i du
w(o) = [ o+ O(Valoga),

log u
0

wobei jeweils das erste Glied rechts die Annéherungsfunktion ist das zweite
die Grokenordnung des Fehlergliedes angibt. Diese Formeln gelten, wie ge-
sagt, auch fiir die urspriinglichen Anzahlfunktionen y(x), mo(z) bei denen
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nur die Primzahlen p selbst (nicht auch ihre Potenzen) mit den Gewichten
log p bzw. 1 gezahlt werden.

Ko6nnte man wenigstens beweisen, daf alle Realteile R(p) < 6 mit einem
festen @ < 1 sind, so wiirden sich die obigen Formeln mit 2% statt /z = 2
ergeben. Bis heute hat man aber nicht einmal das beweisen konnen. Daher
mufste man sich fiir das Primzahlproblem mit einer viel gréberen Abschét-
zung des Fehlergliedes begniigen, bei der die Grofenordnung nur ,,unendlich

wenig” unter der Grofenordnung x bzw. 102 — des Hauptgliedes liegt:

a
M@:x+o<wﬁﬁﬁﬁﬁy

x

(z) = du O( x )
@) = | w0\ v
0

mit einer positiven Konstante a. Diese als Primzahlsatz mit Restabschdtzung
bekannten, bisher wirklich bewiesenen Ergebnisse haben aber im Hinblick
auf die grofse Plausibilitdt der Riemannschen Vermutung nur provisorischen
Charakter.

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung hat man schlieflich zeigen
konnen, dafs die Grofenordnungen

O(\/Elong) bzw. O(\/Elog;v)

ziemlich genau an den bisher unbekannten wahren Gréffenordnungen liegen,
daft ndmlich die unteren Abschétzungen bestehen:

b(x) — o = O=(v/F loglog log ),
[d

7(x) —/ Yoo (1\/5 loglogloga:> ,
0

log u ogx

d.h. das Restglied wird immer mal wieder grofer als eine feste Konstante
mal dem Q- Argument, und zwar sowohl positiv als auch negativ. Zwischen
den oberen und unteren Abschétzungen klafft demnach ,nur eine Liicke von
der Grokenordnung
log? z
logloglogx
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§2. Verteilungsprobleme und Zetafunktionen fiir
Kongruenzfunktionenkorper.

Wir haben gesehen, daf die endgiiltige Losung des Primzahlverteilungs-
problems von dem Beweis der Riemannschen Vermutung iiber die nicht—
trivialen Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion abhédngt. Nun gibt es in
der hoheren Zahlentheorie einen Typus von statistischen Verteilungsproble-
men, denen ebenfalls eine Art von Zetafunktionen zugeordnet sind, und wo
die Losung ebenfalls darauf hinauslauft, fiir diese Zetafunktionen das Analo-
gon zur Riemannschen Vermutung zu beweisen. Dabei ist aber die Sachlage
sehr viel einfacher als bei der gewohnlichen Zetafunktion. Man hat hier den
Beweis des Analogons zur Riemannschen Vermutung tatsédchlich erbringen
kénnen und hat damit die genaue Grofsenordnung des Restgliedes fiir die in
Rede stehenden statistischen Verteilungsprobleme bestimmt.

1. Die grofkere Einfachheit liegt daran, dafs es sich bei den neuartigen
Zetafunktionen um Dirichletsche Reihen handelt, die nicht nach allen na-
tiirlichen Zahlen n, sondern nur nach Potenzen p” einer festen Primzahl p

fortschreiten:
ay

((s) = — (R(s) > 1).

vs
v=0 p

Eine solche Dirichletsche Reihe kann durch die Variablensubstitution

in eine Potenzreihe

Z(z) = Za,,z” (|z| < %)

v=0

transformiert werden. Die Funktion ((s) ist periodisch mit der Grundperiode

lig;, und der Ubergang zu Z(z) bedeutet, daf man den Grundperiodenstrei-

fen:
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1+ logp |[; }
R(s) > 1 ;
S(8)| < 1555
1
1- 107;17

s—Ebene

umkehrbar eindeutig konform auf das Kreisinnere:

<3 /)9

z—Ebene

abbildet. Dadurch werden dann ev. Nullstellen p von ((s) zu Serien homologer

2mik 2mi
™ (k bel. ganz), kurz p mod m :
log p log p

Pk = po +

zusammengefaft. Jeder solchen Serie homologer Nullstellen von ((s) ent-
spricht eineindeutig eine einzige Nullstelle

1
w=—
pp
von Z(z). Dafl bei analytischer Fortsetzung die Nullstellen p mod lzg; von

((s) samtlich auf der

(arithm.) Mittellinie R(s) = 3 des kritischen Streifens 0 < R(s) <

1
liegen, tibersetzt sich darin, daf bei analytischer Fortsetzung die Nullstellen
w von Z(z) sdmtlich auf dem
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. . _ L o, . . . l
(geom.) Mittelkreis |z| = 7 des kritischen Kreisrings 1 > [z| >

liegen:
e P01
k=1
e o
27 k = 0
0
lo,
g P % 1
e P11
k=-1
s—Ebene z—Ebene

Bei den in Rede stehenden statistischen Verteilungsproblemen ist nun die
Funktion ((s) so beschaffen, daf die transformierte Funktion Z(z) nur endlich
viele Nullstellen w besitzt, also ((s) selbst nur endlich viele Serien homologer

Nullstellen p mod 1322 hat.

Es sollen jetzt die in Rede stehenden statistischen Verteilungsprobleme
und die ihnen zugeordneten Zetafunktionen genauer beschrieben werden.

2. Ausgangspunkt dafiir ist der rationale Kongruenzfunktionenkdorper R
zu einer gegebenen Primzahl p, als Analogon des rationalen Zahlkorpers P.

Bekanntlich erhélt man fiir jede Primzahl p einen endlichen Korper €2 von
genau p Elementen, indem man mit den gewéhnlichen ganzen Zahlen nur mod
p rechnet, d. h. beim Rechnen nicht auf die genaue Gréfe der Zahlen sondern
nur auf ihren Divisionsrest mod p achtet.

Beispiel p = 2:

0 mod 2 = gerade Zahlen; Symbol ¢ift
Rechenelemente { 1 mod 2 = ungerade Zahlen; Symbol tek

cift + ¢ift = cift | ¢ift x ¢ift = cift
cift +tek = tek || ¢ift x tek = c¢ift
tek +tek = ¢ift | tek x tek = tek.
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Man betrachtet nun die Gesamtheit der Polynome in einer Unbestimmten
x iiber einem solchen endlichen Korper €2, also

A=Alx)=ag+ oz + -+ ayz" (o, in ).

Sie bilden einen Integritdtsbereich G = Q[z]. Dieser kann mit dem Integri-
tatsbereich I' der gewohnlichen ganzen Zahlen, oder vielmehr mit dem Halb-
integritatsbereich I'" der nicht-negativen ganzen Zahlen a folgendermafen
gegeniibergestellt werden:

Elementgesamtheit (Gleichheitsrelation)

a = gy Qig -+ + + A= qpaig -,
im p-adischen Ziffernsystem | als Koeff. System eines Polynoms o
geschrieben iiber 2 aufgefafst.

Rechenoperationen (Addition, Multiplikation)
nach geldufigem Schema
mat Zifferniibertragung ‘ ohne Zifferniibertragung.

Von diesem Integritétsbereich J = Q[x] bildet man weiter den Quotien-
tenkorper G = Q(x), bestehend aus allen Polynomquotienten

mit Nenner B(z) # 0.

Er ist bei dem angegebenen modifizierten Rechenschema das Analogon des
rationalen Zahlkorpers P.

G statt Qlx]

* Im folgenden durchweg { R 1 Q)

} schreiben!

Die Polynome A # 0 aus Q[z] (und damit auch die Polynomquotienten
aus Q(az)) setzen sich eindeutig aus Primpolynomen P und einer Konstanten
a # 0 aus  zusammen, analog zu der eindeutigen Zusammensetzung der
Zahlen a # 0 aus I' (und damit auch der aus P) aus Primzahlen p und einem
Einheitsfaktor £1. Der Normierung p > 0 der Primzahlen entspricht hierbei
die Normierung der Primpolynome P auf héchsten Koeffizienten 1; in der
Tat sind die Konstanten v # 0 aus 2 gerade die Einheiten in Q[z].

Die Polynome A sind zwar keine Zahlen im gewhnlichen Sinne, sondern
nur solche in dem angegebenen modifizierten Sinne. Man kann aber dennoch
ihre ,,Grofe” in verniinftiger Weise durch gewohnliche Zahlen messen. Fiir
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eine gewohnliche positive ganze Zahl a ist ja ihre ,Grofe” auch deutbar als
die Anzahl der Restklassen mod a. Hat nun A als Polynom in = den genauen
Grad n (oben «,, # 0), so besteht das reduzierte Restsystem mod A in [z]
aus allen Polynomen iiber €2, deren Grad < n ist. Solche Polynome gibt es
genau p". Man definiert demgemaéfs die Grofenmafizahl von A als

MN(A) =p", wo n=GradA

und nennt diese Bildung die Absolutnorm von A.

3. Im rationalen Zahlkérper P war nun die Zetafunktion dadurch defi-
niert, dafs man die Bildung ai iiber alle positiven ganzen Zahlen a summiert.
Im Korper Q(z) entsprechen den ganzen Zahlen die Polynome A aus dem
Integritatsbereich Q[x], und der Beschriankung auf positive Zahlen entspricht
die Normierung auf hochsten Koeffizienten 1. Als Analogon in Q(x) der Ze-
tafunktion wird man demgeméf die folgende Bildung anzusehen haben:

Gl = D - Z

A in Q[z] n=0 N(A
hochster Koeff. 1

(R(s) > 1).

Diese Dirichletsche Reihe von dem zuvor besprochenen Typus lafst sich ele-
mentar summieren. Die Anzahl der normierten Polynome A in Q[z] vom
Grade n ist ja einfach p”, und daher hat man

Cols) = o - {:

ns 1— £
n=0 p p?

1
1—pz

- Zo(z)}

Hierdurch wird (o(s) iiber die ganze s-Ebene fortgesetzt. An Polen tritt
lediglich eine Serie homologer bei s = 1 mod i;” von der Ordn. 1 auf.
Dagegen besitzt diese Zetafunktion uberhaupt keine Nullstellen.

Auf Grund der eindeutigen Primpolynomzerlegung besteht auch hier das

Analogon der Eulerschen Produktformel:

Co((s) = H i (R(s) > 1).

Man kann mit dieser Zetafunktion das Analogon der gewohnlichen Prim-
zahlverteilungslehre entwickeln, ndmlich die Anzahlfunktion

mo(z) = Z 1 oder besser 7( Z 1

N(P)<x N(Pv)<z



Istanbul 1955 282

(mit zweckmiRig z = pN, also: Grad P < N bzw. Grad P* < N) explizit
bestimmen und fiir x — oo (N — o00) durch eine Anndherungsfunktion
nebst Restglied darstellen. Es ist aber nicht dieses Verteilungsproblem, auf
das wir hier abzielen. Vielmehr ist dies Verteilungsproblem ziemlich trivial.
Eine explizite Formel fiir my(z) bzw. m(z) kann man schon auf elementar—
algebraischem Wege mittels der Mobiusschen Umkehrformeln gewinnen. Es
wire nur eine ganz reizvolle Ubungsaufgabe zur Algebra, den ganzen kom-
plizierten Gedankengang der gewohnlichen Primzahlverteilungslehre einmal
fiir diesen viel einfacher gelagerten Fall in formal analoger Weise durchzu-
fiihren und so die gewohnliche analytische Theorie in formaler, fast rein—
algebraischer Weise zu beleuchten.

Analytisch duflert sich die Trivialitdt dieses Verteilungsproblems in dem
schon erwihnten Umstand, dafs die Zetafunktion (y(s) keine Nullstellen hat.
Bei den hier herauszuarbeitenden Verteilungsproblemen nicht—trivialer Art
wird die Zetafunktion Nullstellen haben, die zu den nicht—trivialen Nullstellen
der Riemannschen Zetafunktion analog sind — triviale Nullstellen werden
hier nicht auftreten —, und die Losung des Verteilungsproblems wird auf
den Beweis des Analogons der Riemannschen Vermutung fiir diese Nullstellen
hinauslaufen.

4. Ehe wir an die Formulierung dieses Typus von Verteilungsproblemen
gehen konnen, miissen wir noch die zuvor definierte Zetafunktion (y(s) zu ei-
ner mehr organischen Zetafunktion ((s) abrunden, ndmlich zu einer solchen
die bei den Automorphismen r — izig (o, B,7,0 aus , ad — By # 0)
invariant ist. Es geschieht das durch eine Umdeutung der Primpolynome P
zu Primdivisoren 3 oder Punkten im Sinne der projektiven algebraischen
Geometrie. Wie wir schon zur Definition des Grofenmafkes 91(P) die Rest-
klassenbildung mod P in Q[x] herangezogen haben, so soll das jetzt auch fiir

die zu gebende Umdeutung der P geschehen.

Wir betrachten zunéchst die einfachsten Primpolynome P, nédmlich die
vom ersten Grade:
Pz)=2—« (v in ).

Sie entsprechen eineindeutig den p Elementen a aus dem Konstantenkorper
2. Das volle Restsystem mod P besteht nur aus den 9¥(P) = p Konstanten
aus €2, und zwar erhdlt man den konstanten Rest mod P eines A aus Q]
einfach nach dem Schema

A(z) = A(oe) mod P,
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also durch Bildung des Funktionswertes A(«). Die Restklassenabbildung mod
P ist ein Homomorphismus des Integritétsbereichs [x] auf den Konstanten-
korper ), der durch die Zuordnung (Finsetzung) x — « vollig beschrieben
wird. Sie setzt sich nach dem Schema

Aw) | Al)
B(z) B(a)

eindeutig auf den vollen Kérper (x) fort, wenn man nur noch formal fest-
setzt, dak im Falle B(a) = 0 (bei reduzierter Bruchdarstellung 4) der Rest
oo sein soll, analog zur Einbeziehung des Funktionswerts oo in der komplexen
Funktionentheorie. Und analog zur Einbeziehung des Arguments oo in der
komplexen Funktionentheorie wollen wir auch hier noch co zum Konstan-
tenkorper €2 hinzugefiigt denken und dementsprechend auch noch den Rest-
klassenhomomorphismus z — oo von §2(z) auf §2 mit in Betracht ziehen; er
liefert in der geldufigen Weise (% — 0) fiir alle diejenigen % endliche Werte,
fiir welche Grad A < Grad B ist, speziell den Wert 0, wenn Grad A < Grad B
ist.

Es zeigt sich nun, daf die vorstehend aufgefiihrten p + 1 Restklassenho-
momorphismen von Q(z) auf Q iiberhaupt alle méglichen Homomorphismen
von Q(x) auf Q sind, wobei ,Homomorphismus* in der angegebenen Weise
unter Einbeziehung von oo zu verstehen ist. Diesen p + 1 Homomorphis-
men denken wir Symbole 3 zugeordnet, die wir Primdivisoren ersten Grades
oder rationale Punkte von Q(z) nennen. Man beachte, daf diese Definition
nur vom Koérper €(z), nicht von der Erzeugenden z abhéngt, also bei den

Automorphismen z — 22 von Q(z) invariant ist.
Y448

Fiir ein Primpolynom P hoheren Grades n liefert die Restabbildung mod
P von Q(x), wie aus den Grundlagen der hoheren Algebra bekannt, gerade
den algebraischen Erweiterungskorper

QM =Q(¢) mit PE)=0

vom Grade n des Konstantenkorpers. Es ist das ein endlicher Korper von p”
Elementen — in amerikanischer Bezeichnung GF(p") —, der nur von dem
Grade n von P (nicht von den Koeffizienten von P) abhéngt. Diesen Primpo-
lynomen P ordnen wir demgeméf Symbole B zu, die Homomorphismen von
Q(x) auf endliche Erweiterungen von 2 bedeuten und Primdivisoren héheren
Grades genannt werden.
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Wir setzen allgemein die Absolutnorm
N(P) =p",
wo n der Grad des Restklassenkorpers Q) bei 9 ist.

Denkt man den Konstantenkorper €2 algebraisch—abgeschlossen, also al-
le Q™ in ihn einbezogen, so 16sen sich die Primdivisoren n-ten Grades in
n Primdivisoren ersten Grades auf, entsprechend der jetzt notwendig wer-
denden Unterscheidung der n konjugierten ) zu dem obigen abstrakt—
algebraischen ¢ = (z mod P). Die Gesamtheit dieser bei algebraischem Ab-
schlufs von €2 entstehenden Primdivisoren — sémtlich ersten Grades — nennt
man auch die algebraischen Punkte von €Q(z), weil sie den sdmtlichen {iber
Q) algebraischen Einsetzungen x — &, unter Unterscheidung konjugierter,
eineindeutig entsprechen, wiahrend bei den Primdivisoren iiber €2 selbst die
konjugierten Einsetzungen nicht unterschieden werden.

Fiir die Zetafunktion von Q(z) ergibt diese Tieferlegung des Fundaments
zunachst eine Auffiilllung des Eulerschen Produkts um einen Faktor ﬁ,
entsprechend dem hinzugekommenen Homomorphismus x — oo, und dann
eine verdanderte, ndmlich invariante Schreibweise. Die endgiiltige Zetafunktion
ist in der Eulerschen Produktdarstellung gegeben durch:

Q(S):Hl . (N T 20

1
% L~ s -5 1- l—pzl—=z

1
F

Um auch die urspriingliche Definition als Dirichletsche Reihe in dieser neuen,
invarianten Weise schreiben zu konnen, bildet man die aus den Primdivisoren
P erzeugte freie abelsche Gruppe:

A= H B (nur endlich viele v # 0).
B

Ihre Elemente nennt man die Divisoren von §(x), speziell die mit durchweg
vy 2 0 die ganzen Divisoren. Man hat dann, jedenfalls formal:

1
()= D Fy

A ganz

wo MN(A) = [TN(P)"* gesetzt ist. Auf die inhaltliche Bedeutung dieser Di-
B

visoren 2, nédmlich ihre Beziehung zu den Elementen A aus (z) soll hier
nicht weiter eingegangen werden.
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5. Der herauszuarbeitende Typus von Verteilungsproblemen héngt mit
den endlich—algebraischen Erweiterungen K des rationalen Funktionenkor-
pers R = Q(x) iiber einem endlichen Korper € zusammen.

Wir haben bisher €2 immer als endlichen Korper mit einer Primzahl p als
Elementanzahl, kurz als den Primkorper zu einer Primzahl p vorausgesetzt.
Jetzt, wo wir endlich—algebraische Erweiterungen betrachten, ist es verniinf-
tig, von vornherein fiir €2 auch endlich—algebraische Erweiterungen des Prim-
korpers zuzulassen. Das sind endliche Korper mit einer Potenz ¢ = p” als
Elementanzahl, und man lehrt in der Algebra, dak es fiir jede Primzahlpo-
tenz ¢ = p” genau einen solchen Koérpertypus gibt; er ist algebraisch vom
Grade r {iber dem Primkorper zu p. Alles Vorhergehende gilt auch fiir solche
allgemeineren endlichen Koérper (in amerikanischer Terminologie GF(p’”));
denn davon, daf p Primzahl ist, wurde nur insoweit Gebrauch gemacht, dafs
eben die Restklassen mod p einen (endlichen) Koérper bilden.

Eine endlich—-algebraische Erweiterung K von R = Q(z) ist gegeben durch
eine Erzeugung

K=R(y) =Qz,y) mit F(y)=f(z,y)=0

wo F' ein irreduzibles Polynom in y mit Koeffizienten aus R ist. Man kann
diese Koeffizienten durch einen Faktor # 0 aus R — eindeutig bis auf eine
Konstante # 0 aus 2 — so normieren, daf sie ganz, d.h. Polynome in x,
und ohne gemeinsamen Teiler sind. Dadurch wird F' zu einem irreduziblen
Polynom f in z,y tiber €.

Man kann ferner ohne Einschriankung voraussetzen, daf dies Polynom f
sogar absolut—irreduzibel in x,y ist, d.h. auch bei beliebiger algebraischer
Erweiterung von €2 irreduzibel bleibt. Man erreicht das ndmlich, indem man
bei Vorhandensein einer Zerlegung von f iiber einer algebraischen Erweite-
rung von §2, die notwendig in algebraisch—konjugierte Faktoren erfolgt, die
Koeffizienten dieser Faktoren zu €2 adjungiert, so dafs sich dann f auf einen
(beliebig wihlbaren) dieser konjugierten Faktoren reduziert.

Wird diese Erweiterung von (2 als bereits vollzogen, also f als absolut—
irreduzibel vorausgesetzt, so heifst 2 der genaue Konstantenkéorper von K,
weil sich zeigt, daft dann ) schon mit der Gesamtheit aller Konstanten, d. h.
iiber Q) algebraischen Elemente aus K zusammenfallt.

Sei jetzt K ein solcher algebraischer Funktionenkorper mit dem Konstan-
tenkorper €2 von ¢ (= p") Elementen. Dann lifst sich eine Theorie der Prim-
divisoren B von K/ analog zu der in R entwickeln.
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Die Primdivisoren B vom ersten Grade oder rationalen Punkte von K/Q
sind gekennzeichnet durch die Homomorphismen von K/Q auf den Konstan-
tenkorper ) einschl. oo. Sie werden explizit beschrieben durch die Ersetzun-
gen

(z,9) — (@, 8) mit o8 in Q  f(e,8) =0,

kurz durch die Liosungen «, 3 in Q der Grundgleichung f(x,y) = 0. Dabei
mufs man allerdings diese Losungen mit Vielfachheiten im Sinne der alge-
braischen Geometrie zédhlen, und projektiv, d. h. unter Einbeziehung von oo.
Eine algebraische Prézisierung dieser Zahlung ergibt sich, indem man z so
wahlt, daf im Unendlichen nur ein einziger Punkt liegt und dann anstelle
der einen weiteren Erzeugenden y eine Ganzheitsbasis y1, . .., y, des Integri-
tatsbereichs J der in x ganzen Elemente aus K iiber dem Integritétsbereich
G = Q[z] der in = ganzen Elemente aus R = (z) setzt; anstelle der einen
Grundgleichung f(z,y) = 0 tritt dabei das Multiplikationsschema der Ba-
SiS ¥, . . ., Yn - Algebraisch—geometrisch bedeutet das: Ersetzung der ,Kurve*
f(z,y) = 0 im zweidimensionalen Raum durch ein singularititenfreies Modell
im (n + 1)-dimensionalen Raum.

Allgemein sind die Primdivisoren B héheren Grades m gekennzeichnet
durch die Homomorphismen von K/Q auf die algebraische Erweiterung m—
ten Grades Q™ /Q einschl. oo ohne Unterscheidung konjugierter. Sie werden
explizit beschrieben durch die Ersetzungen

(2,y) — (a,8) mit o, i Q™ f(a,5) =0,

kurz durch die vom Grade m tber Q) algebraischen Lésungen der Grundglei-
chung f(x,y) = 0, wobei jedem System konjugierter Losungen ein einziger
Primdivisor B entspricht. Man setzt dann wieder die Absolutnorm

NCP) =q™,

weil dies als Elementanzahl von Q™ gerade die Restklassenanzahl mod 3
in K ist.

Wie vorher sind hierbei die Losungen wieder mit Vielfachheiten im Sinne der
algebraischen Geometrie zu zahlen. Unterscheidet man die {iber €2 konjugier-
ten Losungen, so zerféllt jeder Primdivisor m—ten Grades in m konj. alge-
braische Punkte m—ten Grades; diese konnen auch als Primdivisoren ersten
Grades der Konstantenerweiterung K™ /Q™) von K/ gedeutet werden.
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In der komplexen Funktionentheorie treten bei den Riemannschen Fla-
chen solche Punkte hoheren Grades nicht auf, weil dort der Konstantenkor-
per € algebraisch—abgeschlossen, namlich der komplexe Zahlkorper ist. Thr
Auftreten hier ist einer der wesentlich neuen Ziige der arithmetischen Theorie
der algebraischen Funktionenkdérper mit endlichem Konstantenkorper.

6. Wir definieren nun die Zetafunktion von K als das Fulersche Produkt:
1
Ck(s) = H pE—— (R(s) > 1),

erstreckt iiber alle Primdivisoren P von K. Fiithrt man wieder formal die
zusammengesetzten Divisoren

A= H B (nur endlich viele vy # 0)
B

und ihre Absolutnormen

n) = [ [ g
B
ein, so stellt sich die Zetafunktion von K formal auch dar als die Dirichletsche

Reihe: |
CK(S) = Z m(m)s (31%(8) > 1)

2 ganz

erstreckt iiber alle ganzen Divisoren 2 von K (alle vy = 0).

Fiir die Herleitung der wesentlichen Eigenschaften dieser Zetafunktion
von K hat man naher auf die inhaltliche Bedeutung der zusammengesetzten
Divisoren 2 von K, nédmlich ihre Beziehungen zu den Elementen a von K
einzugehen. Wegen der Knappheit der zur Verfiigung stehenden Zeit kann
das hier nicht geschehen. Es sei hier lediglich bemerkt, dafs diese Beziehun-
gen dazu fithren, neben der aus der Absolutnorm entspringenden additiven
Bildung

Grad2A =m, wenn NA) =q¢™
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I. Funktionenkorper

2. Quadratische Kdrper im Gebiete der héheren Kongruenzen I, I1.
Math. Zeitschr. 19 (1924), 153-246 (Dissertation)

Aufbau eines Analogons zur arithmetischen Theorie der quadratischen
Zahlkorper in der arithmetischen Theorie der hyperelliptischen Funktionen-
korper mit dem Primkorper der Charakteristik p als Konstantenkorper:

K Korper der rationalen Funktionen von ¢ mit Koeffizienten mod. p,
Q = K(v/D), wo D eine oBdA quadratfreie solche
ganze rationale Funktion.

Man kann K auch als Rechnen im p-adischen Ziffernsystem ohne jede Zif-
ferniibertragung beschreiben. Dadurch entstehen einfachere Verhéltnisse. Das
Analogon wirft so auf im Zahlenkorperfall schwierige Verhéltnisse neues Licht.

Artin mufs, da nichts vorlag, zundchst die gesamte elementare Algebra
und Arithmetik der quadratischen Zahlkorper auf diesen Fall iibertragen. Es
gelingt ihm bis zum Beweis des quadratischen Reziprozitatsgesetzes aus der
Theorie der Idealklassen quadratischer Korper vorzustofsen.

Diese arithmetische Theorie wurde kurz darauf 1925 von F.K. Schmidt
auf beliebige algebraische Funktionenkorper mit endlichem Konstantenkorper
verallgemeinert, angeregt durch die Artinschen Untersuchungen.

I. Funktionenkorper

Das Hauptgewicht der Artinschen Arbeit liegt aber zweifellos in ihrem
analytischen Teil. Dort wird die Theorie der Zetafunktion auf die betrach-
teten Korper €2 iibertragen, und es werden die Probleme der analytischen
Zahlentheorie damit angepackt. Bei Artin erscheinen die Formeln dadurch
noch nicht in der heute geldufigen Gestalt, dafs er nicht birational-invariant
arbeitet, ndmlich die unendliche Primstelle des rationalen Funktionenkor-
pers K nicht mit in die arithmetischen Bildungen einbezieht. In heutiger
birational-invarianter Gestalt hat man

Zo(s) N, —(p+1) P’

Zo(s) TR T

Das Polynom Lq(s) hat 2¢g Nullstellen w, in z = p* und es ist

29

h=][0-w), Ni—(p+1)==> w,.

v=1
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Die Riemannsche Vermutung besagt, daf alle |w,| = \/p sind. Artins Arbeit
enthélt Tafeln, in denen er diese Vermutung fiir etwa vierzig hyperelliptische
Korper bestatigt.

Allgemein wurde sie fiir den elliptischen Spezialfall durch mich 1933 und
dann allgemein durch A. Weil 1948 bewiesen. Roquette gab 1953 einen rein
arithmetischen Beweis.
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I1. Zetafunktionen, L-Reihen, Frobenius-Struktur

1. Uber die Zetafunktion gewisser algebraischer Zahlkorper.
Math. Ann. 89 (1923), 147-156.

Erstes Eindringen in eigenartige Relationen zwischen den Zetafunktionen
der Teilkorper eines relativ-galoisschen Zahlkorpers fiir gewisse Spezialfalle
(metazyklische Korper von Primzahlpotenzgrad, Ikosaederkorper).

In seiner spateren Arbeit 3 wird er diesen Relationen auf den Grund gehen
und die Sachlage vollig aufhellen.

Beispiel einer solchen Relation:

K /k kubisch, nicht-zyklisch, Diskriminante d

K(Vd) =

(kG = CaCi
(cK)2 © 11
- = = L = Lils
Ck Cw AL
II. Zetafunktionen, L-Reihen, Frobenius-Stuktur
3. Uber eine neue Art von L-Reihen — Hmb. Abh. 3 (1924), 89-109 (Ha-
bilitationsschrift)

Sei K/k ein relativ-galoisscher Zahlkorper mit der Gruppe &. Den Fro-
beniussschen Charakteren y von & werden L-Reihen iiber £ zugeordnet, die
folgendermafen erklért sind:

1
Lo = =
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wo p alle Primdivisoren von k durchlduft, die nicht in der Relativdiskrimi-
nante von K aufgehen, und jeweils

T einen Primdivisor von p in K,
op seinen Frobenius-Automorphismus: A’ = AM®) mod ‘B,
A, (og) die ihm entsprechende Matrix aus einer Darstellung der
durch y charakterisierten Klasse.
Lk<37 X1+ X?) = Lk(sa Xl)Lk(Sv X2)7 Lk(say) = Lk(57 X)
(X Char. von gal. Teilkp. Ky/k,
X seine Aufblahung auf K/k)

Fiir einen Teilkorper €2 von K/k gilt die wichtige Induktionsregel:

La(s, ) = Li(s, Xy )-

K,1

Ko¢N X
Qig ¥
k& xy

Hiernach hat die Zetafunktion von €2 die Aufspaltung

Ca(s) = H Li(s, xi)%,

wenn der durch den Hauptcharakter von g induzierte Charakter von & die

Zerlegung
Xa = ZgiXi
i=1

in irreduzible Charaktere y; von & hat.
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I1. Zetafunktionen, L-Reihen, Frobenius-Struktur

Diese Parameterdarstellung der Zetafunktionen durch Artinsche L-Reihen
setzt, wenn man die Aufspaltung bis auf den rationalen Zahlkorper zurtick-
fiihrt, sdmtliche Relationen zwischen den Zetafunktionen in Evidenz.

Die Frage, ob die Artinschen L-Reihen im Spezialfall abelscher Charak-
tere x mit den aus der Klassenkorpertheorie geldufigen L-Reihen zu Kongru-
enzcharakteren tibereinstimmen, lauft auf das Artinsche Reziprozitatsgesetz
zuriick, das Artin in diesem Zusammenhang erschaul[. ..] und dann in seiner
spateren Arbeit 16 allgemein bewiesen hat.

Aus dieser Ubereinstimmung ergibt sich der funktionentheoretische Cha-
rakter der Artinschen L-Reihen. Unter Vorwegnahme eines wichtigen Satzes
von R. Brauer iiber die Frobeniusschen Charaktere handelt es sich um me-
romorphe Funktionen mit einer Funktionalgleichung vom gelaufigen Typus.

Die von Artin aufgeworfene Frage, ob diese Funktionen sogar ganz sind,
ist jedoch bisher nur im Analogiefalle der Funktionenkdrper bejahend ent-
schieden (A. Weil 1948).
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I1. Zetafunktionen, L-Reihen, Frobenius-Struktur

19. Zur Theorie der L-Reihen mit allgemeinen Gruppencharakteren.

Hamb. Abh. 8 (1931), 292-306.

Die frithere L-Reihen-Arbeit wird in dreierlei Hinsicht abgerundet:

1.) Einbeziehung der Beitrige der Diskriminantenprimteiler.

Das kann ohne Schwierigkeit durch Einbeziehung der hoheren Verzweigungs-
gruppen in den gruppentheoretischen Ansatz geschehen.

2.) Explizite Angabe der Funktionalgleichung bis auf einen konstanten
Faktor vom Betrage 1, der dann spater R. Brauer 1947, Hasse 1954 und
Dwork 1955 genau bestimmt und auf seine gruppentheoretische und arith-
metische Struktur untersucht wurde.

3.) Deutung der Gammafaktoren als Beitrage der unendlichen Primstel-
len. — Dadurch wird die gruppentheoretische Struktur der Funktionalglei-
chung erst wirklich organisch.

In der Funktionalgleichung treten die gruppentheoretisch definierten Ar-
tinschen Fihrer fy(x) zum betrachteten relativ-galoisschen Zahlkorper K /k
auf, die in der nachfolgenden Arbeit 20 eingefiithrt werden und dort den
Schliissel zur Beherrschung der Diskriminantenstruktur liefern.
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I1. Zetafunktionen, L-Reihen, Frobenius-Struktur

20. Gruppentheoretische Struktur der Diskriminanten algebraischer Zahl-
kdrper. — Crelle 164 (1931), 1-11.

K /k relativ-galoisscher Zahlkoérper, € Zwischenkorper.

x durchléuft die Charaktere der Galoisgruppe &.

Analogie:
L% (vx()-x(w))
Li(s,x) «— fulx)=1Ip *=°
p
0, die Verzweigungsgruppen
v, ihre Ordnungen
fr(x) ist ganzer Divisor von k.
Ca(s) «— Dq Diskriminante von Q/k
Parameterdarstellung:
Ga(s) = [] Luls, x0)* e Do =[] flx)*",
i=1 i=1
wenn

X = ZgiXi
i=1

(Durch den Hauptcharakter der Invariantengruppe von 2 induzierter Cha-
rakter von &).

fr(x) stimmt fiir abelsche Charaktere y mit dem Fiihrer der durch y ge-
kennzeichneten Kongruenzklasseneinteilung iiberein. Begriffliche Bedeutung
im allgemein-galoisschen Fall noch unbekannt. Eine algebrentheoretische Deu-
tung gab Cahit Arf 1940.
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I1I. Allgemeines Reziprozititsgesetz

16. Beweis des allgemeinen Reziprozitdtsgesetzes.

Hmb. Abh. 5 (1927), 353-363.

Angeregt durch ein Uberschneidungsverfahren von Tschebotareff, durch
das dieser den Frobeniusschen Dichtigkeitssatz von den Abteilungen auf die
Klassen konjugierter Elemente verallgemeinern konnte, gelingt Artin hier
der Beweis des allgemeinen Reziprozitidtsgesetzes in der ihm durch seine L-
Reihen-Arbeit suggerierten eigenartigen Gestalt:

Sei K/k ein relativ-abelscher Zahlkorper, Klassenkorper zur Kongruenz-
klassengruppe D/H. Die nach der Takagischen Klassenkorpertheorie beste-
hende Isomorphie zwischen D/H und der Galoisgruppe & von K /k wird in
kanonischer Weise realisiert durch die Zuordnung;:

Klasse von p nach H — Frobenius-Automorphismus o,
(fiir alle P/p gleichzeitig)

Man schreibt heute fiir diesen Frobenius-Automorphismus (im abelschen Fal-

le) einfach (KT/]C) und nennt das das Artin-Symbol.

Ubergang zur klassischen Form des Reziprozititsgesetzes durch Betrach-
tung von K = k(/a) und Anwendung (wo k die n-ten Einheitswurzeln
enthélt)
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I1I. Allgemeines Reziprozititsgesetz

Des Artin-Symbols auf /a:

val 3 - (%) va

woe die n-te Einheitswurzel (%) durch das Eulersche Kriterium
n

Np)—1 0]
a n =(—) modp
(),

als das n-te Potenzrestsymbol gekennzeichnet ist. Dieses hangt hiernach nur
von der Kongruenzklasse ab, in der p bei der k({/a) zugeordneten Klassen-
einteilung in k liegt.

Von dieser Formulierung kommt man unter Anwendung von Séitzen der
Klassenkorpertheorie leicht zu der eigentlichen Reziprozitatsformel:

(5),- (2,

wenn «, 3 zueinander und zu n prim und eines von ihnen n-primér.
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I1I. Allgemeines Reziprozititsgesetz

18. Idealklassen in Oberkorpern und allgemeines Reziprozititsgesetz. —

Hmb. Abh. 7 (1930), 46-51.

Artin zeigt, wie man mittels seines Reziprozititsgesetzes Aussagen dar-
iiber machen kann, in welche Kongruenzklassen eines Erweiterungskorpers
die Divisoren des Grundkorpers fallen. Es geschieht das, indem man die-
se Klassenfrage vermoge des Artinsymbols in die Galoisgruppe verlagert.
Diese Fragestellung iiberschreitet aber wesentlich den Bereich der abelschen
Zahlkorper, weil man dazu die Galoisgruppe eines metabelschen Zahlkorpers
braucht:

Kyl Die Divisoren von k werden hinsichtlich ihres Klas-
senverhaltens bei der K/k’ entsprechenden Einteilung
e in £’ durch Elemente der Galoisgruppe &’ von K/k’
dargestellt, die sich durch gruppentheoretische Verla-
Ele gerung von & nach &’ ergeben.

Ist &' /k der maximale abelsche Teilkérper von K, der Kommutatorgruppe &'
von & zugeordnet, so ergibt diese Verlagerung nach einer Arbeit von Furt-
wdngler durchweg 1. Dadurch wird dann insbesondere (gewohnliche Klassen-
einteilung) der Hilbertsche Hauptidealsatz bewiesen. Eine wesentliche Ver-
einfachung des Furtwinglerschen Beweises gab neuerdings F. Witt 1954.
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IV. Explizite Reziprozitatsformeln

6. Uber den zweiten Erginzungssatz zum Reziprozititsgesetz der (-ten Po-
tenzreste im Korper k¢ der (-ten Finheitswurzeln und in Oberkdrpern von k.
— Crelle 154 (1925), 143-148, gemeinsam mit H. Hasse.

Beweis der Reziprozitatsformeln:

A) s LY st
()~ (5) =t

flir o« =1 mod ).



Hamburg 1963 300

IV. Explizite Reziprozitatsformeln

17. Die beiden Ergdinzungssatze zum Reziprozititsgesetz der ("-ten Po-
renzreste im Kdrper der ("-ten Finheitswurzeln. — Hmb. Abh. 6 (1928), 146-
162, gemeinsam mit H. Hasse.

Beweis der expliziten Reziprozitatsformeln:

(&) = (1)) T EED (2 2 g 0= 2)
o

(07

<ﬁ) _ CﬁSn(—%loga)
m

«

fir o =1 mod \,,.
Wihrend die erste Formel eine einfache Umgestaltung des definitionsge-

Ny (a) —1

Formel eine einigermafen komplizierte Rechnung zugrunde, die durch Ein-
fiihrung eines neuen quasilogarithmischen Kalkiils gebédndigt wird.

méfken Exponenten in Spurform ist, liegt dem Beweis der zweiten
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V. Ringe und hyperkomplexe Zahlsysteme

9. Erhaltung der Kettensdtze der Idealtheorie bei beliebigen endlichen
Korpererweiterungen. — Gott. Nachr. 1926, 23-27, gemeinsam mit B.L. v.d.
Waerden.

Den bekannten fiinf Axiomen von E. Noether fiir eindeutige Primideal-
zerlegung wird zur Erfassung inseparabler Erweiterungen ein sechstes hinzu-
gefiigt:

Endlichkeit des Wurzelrings Ry beziiglich R bei Charakteristik p.

Dann wird das Erhaltenbleiben des Axiomensystems bei beliebigen (auch
inseparabler) algebraischer Erweiterung gezeigt.
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V. Ringe und hyperkomplexe Zahlsysteme

13. Uber einen Satz von Herrn J.H. Maclagan Wedderburn. — Hmb. Abh.
5 (1927), 245-250.

Gedanklich sehr einfacher, eleganter Beweis des Satzes, dafs ein endlicher
Schiefkorper notwendig kommutativ ist. Der Satz wird in der Form bewiesen,
dafs ein endlicher Schiefkérper notwendig mit seinem Zentrum zusammenfallt.

Einen noch einfacheren, wesentlich gruppentheoretischen Beweis gab F.
Watt 1931.
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V. Ringe und hyperkomplexe Zahlsysteme

14. Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen. — Hmb. Abh. 5 (1927), 251-
260

Neue, vereinfachte Begriindung der Wedderburnschen Strukturtheorie der
Algebren, wobei die Grundlegung gleich so verallgemeinert wird, daf neben
den Algebren auch allgemeiner Ringe mit Doppelkettensatz erfafst werden.

In der spateren Buch-Veroffentlichung 4 wird dann sogar nur der Vielfa-
chenkettensatz (minimum condition) beibehalten.
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V. Ringe und hyperkomplexe Zahlsysteme
15. Zur Arithmetik hyperkomplezer Zahlen. — Hmb. Abh. 5 (1927), 261-
289

Neue, einfachere Begriindung, Weiterfithrung und Vertiefung der von A.
Speiser 1926 im Anschlufs an das Dicksonsche Buch iiber Algebren entwickel-
ten Arithmetik in Algebren iiber dem rationalen Zahlkorper.

Behandelt werden:

Maximalordnungen, Ideale, Rechtsideale, Primideale, Rechtsidealklassen,
Typen von Maximalordnungen, Brandtsches Gruppoid der Ideale.
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VI. Allgemeines zur algebraischen Zahlentheorie

21. Uber die Einheiten relativ galoisscher Zahlkorper. — Crelle 167 (1932),
153-156.

Vereinfachter bewertungstheoretischer Beweis des Minkowskischen Ein-
heitensatzes fiir galoissche Zahlkérper und der Herbrandschen Verallgemei-
nerung auf relativ-galoissche Zahlkorper.
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VI. Allgemeines zur algebraischen Zahlentheorie

22. Uber die Bewertungen algebraischer Zahlkorper. — Crelle 167 (1932),
157-159.

Vereinfachungen der die arithmetischen Bewertungen betreffenden Schliis-
se in der Grundlegung der Bewertungstheorie.
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VI. Allgemeines zur algebraischen Zahlentheorie

27. Axiomatic characterisation of fields by the product formula for valua-
tions. — Bull. Amer. Math. Soc. 51 (1945), 469-492, gemeinsam mit G. Whap-
les.

algebraischen Zahlkorper
Kennzeichnung der < algebraischen Funktionenkorper mit endlichem

Konstantenkorper
Durch das Bestehen der Produktformel:

H lal,” =1 bzw. H lal, =1
p p

nebst der ihr zugrundeliegenden Endlichkeitseigenschaft:
lal, # 1 nur fiir endlich viele p.

Dabei muf aber zusétzlich noch gefordert werden, dafs mindestens eine Be-
wertung entweder diskret mit endlichem Restklassenkdrper oder arithmetisch
ist. Dagegen braucht nicht gefordert zu werden, daf es sich um das volle Be-
wertungssystem handelt.

Mir erscheint diese Kennzeichnung weniger glatt und weniger zweckma-
Rig als die in meiner ,,Zahlentheorie” gegebene durch blofte Endlichkeitseigen-
schaften.

28. A note on axiomatic characterisation of fields. — Bull. Amer. Math.
Soc. 52 (1946), 245-247, gemeinsam mit G. Whaples.

Noch schwéchere Forderung: Produkt aller Bewertungen konvergiert ge-
gen 1.
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VI. Allgemeines zur algebraischen Zahlentheorie

44. Representatives of the connected component of the idele class group.
— Proc. Internat. Sympos. on Algebraic Number Theory, Tokyo 1956, 51-54.

A. Weil 1951 hat die Zusammenhangskomponente von 1 der Idelklas-
sengruppe eines algebraischen Zahlkoérpers nur durch ihr duales Gegenstiick
beschrieben. Artin gibt hier eine einfache Beschreibung dieser Zusammen-
hangskomponente selbst durch die Idelkomponenten eines total-positiven Gr-
undeinheitensystems.
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VII. Klassenzahl

39. The class-number of real quadratic fields. — Proc. Nat. Acad. Sci.
U.S.A. 37 (1951), 524-525, gemeinsam mit N.C. Ankeny und S. Chowla.

40. The class-number of real quadratic number fields. — Ann. of Math. (2)
56 (1932), 479-493, gemeinsam mit N.C. Ankeny und S. Chowla.

Kongruenzen nach ungeraden Primteilern p der Diskriminante d eines
reell-quadratischen Zahlkorpers fiir den Ausdruck —2h%, wo h die Klassen-

zahl und %ﬁ die Grundeinheit des Korpers sind.

Diese Kongruenzen sind als erster Vorstof in ein wissenschaftliches Neu-
land zu werten, das neuerdings durch H. W. Leopoldts Theorie der p-adischen
Klassenzahlformel abelscher Zahlkorper systematisch erschlossen wurde.
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VIII. Biicher

5. Algebraic numbers and algebraic functions I. — Princeton-New York
1951, 1-345

Bewertungen

Vollstandige Korper

Die lokalen Grade e, f,n

Verzweigungstheorie

Differente

Vorbereitungen zur lokalen Klassenkorpertheorie
Erste und zweite Ungleichung

Normsymbol

Existenzsatz

Anwendungen und Illustrationen
Vorbereitungen zur globalen Theorie
Kennzeichnung von Kérpern durch die Produktformel
Differentiale in Produktformelkérpern
Riemann-Rochscher Satz
Konstantenkorpererweiterungen

Anwendungen des Riemann-Rochschen Satzes
Differentiale in Funktionenkérpern

9. Class Field Theory. — Havard 1961, 1-259, gemeinsam mit J. Tate

Erste fundamentale Ungleichung
Zweite fundamentale Ungleichung
Reziprozitatsgesetz

Existenzsatz
Zusammenhangskomponente der Idelklassengruppe
Grunwald-Wangscher Satz
Hohere Verzweigungstheorie
Explizite Reziprozitatsformeln
Gruppenerweiterungen

Abstrakte Klassenkorpertheorie
Weilsche Gruppen
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IX. Dissertationen

1. Hey, Kéathe, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer
Zahlen. — Hamburg 1927.

Beriihmt geworden durch Anwendbarkeit auf kurzen analytischen Beweis
des Hauptsatzes der Algebrentheorie (Zorn 1933) und damit Begriindung der
Klassenkorpertheorie (Hasse 1933).

3. Henke, Karl, Zur arithmetischen Idealtheorie hyperkomplexer Zahlen.
— Hamburg 1931. — Hmb. Abh. 11 (1935), 311-332.
Axiomatische Begriindung der Idealtheorie auf E. Noetherscher Grundla-

ge.

4. Beller, Josef, Beitrdige zur Arithmetik der dreidimensionalen Vekto-
ren. — Hamburg 1933. — Mitt. Math. Ges. Hamburg 7 (1934), 213-231.

5. Nehrkorn, Harald, Uber absolute Idealklassengruppen und Einheiten
in algebraischen Zahlkorpern. — Hamburg 1932. — Hmb. Abh. 9 (1933), 318-
334.

Einbettung der Idealklassen fiir Teilkorper eines relativ-galoisschen Zahl-
korpers K/k wird nach gruppentheoretischem Schema untersucht, entspre-
chend auch fiir Einheiten. —

Untersuchungen dieser Art finden heute in den Arbeiten von H.W. Leo-
poldt ihren systematischen Ausbau.

6. Rothgiesser, Hans, Zum Reziprozititsgesetz fir (™. — Hamburg 1934.
— Hmb. Abh. 11 (1936), 1-16.

Beweis einer interessanten Formel fiir das allgemeine Reziprozititsge-
setz der /"-ten Potenzreste, in die ein Differentialoperator D und ein /-
Potenzierungsoperator P eingehen.

9. S6hngen, Heinz, Zur komplexen Multiplikation. — Hamburg 1934. —
Math. Ann. 111 (1935), 302-328.

Ubertragung einer Begriindung der Strahlklassenkérpererzeugung von der
Hauptordnung auf eine beliebige Ordnung des imaginér-quadratischen Grund-
korpers.
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IX. Dissertationen

10. Weissinger, Johannes, Theorie der Divisorenkongruenzen. — Ham-
burg 1937. — Hmb. Abh. 12 (1938), 115-126.

Verallgemeinerung des Riemann-Rochschen Satzes fiir Kongruenzklassen
und Herleitung der Funktionalgleichung der zugehorigen L-Funktionen. —
Letztere war schon 1934 von mir vermutet und 1936 von E. Witt bewiesen
worden, wovon allerdings Verf. keine Kenntnis hatte.

Aufserdem 16 in den Vereinigten Staaten angeregte Dissertationen algebraisch-
zahlentheoretischen Inhalts, darunter die von Shapiro, Mills, Ankeny, O’Meara,
Wang, Tate, S. Lang, Ramanathan.

Man kann von Artin schon heute sagen, daft er der Mathematik unse-
res Jahrhunderts seinen Stempel aufgedriickt hat. Seine Art, mathematische
Sachverhalte zu sehen, zu durchdringen und in gréfster Eleganz und Klarheit
zu gestalten, lebt fort in seinen Schiilern und allen den zahlreichen Fachge-
nossen, die er durch sein Wirken mitgerissen hat. Dazu diirfen wir uns wohl
alle zahlen. Er wird uns also auch iiberhaupt der mathematischen Nachwelt
unvergeflich bleiben.
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