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Kapitel 1

Korrespondenz Hasse—Hensel



1.1 02.02.1923, Hasse an Hensel

Kiel, den 2. II. 1923,

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Zu meiner groflen Freude kann ich Thnen heute mitteilen, dafl mir soeben
gelungen ist, die Theorie des Normenrestsymbolsfiir einen Primteiler [ in dem
in unserer letzten Besprechung formulierten Sinne zu einem befriedigenden
AbschluBl zu bringen. Da ich iiberzeugt bin, daf Sie an diesem Resultat eine
ebenso grofe Freude haben werden, als ich selber, schreibe ich Thnen sogleich,
kaum 5 Minuten nach dem letzten Federstrich. — es handelte sich darum,
auch im Falle eines Primteilers [ eine Darstellung des Normenrestsymbols
anzugeben, die seinen Wert unmittelbar aus der Exponentialdarstellung zu
erschlieflen gestattet. Ich habe die Untersuchung vorléufig fiir den Fall ¢ = 2
d.h. des ganzzahligen Symbols durchgefiihrt, da mir fiir ungerades ¢ die
von Thnen gefundenen Resultate noch nicht in dem erforderlichen Mafle zur
Verfiigung standen. Sei also ¢ = 2. Dann gilt ja, wie aus Threr Arbeit folgt,
fiir ungerades p und einen Teiler p von p die Formel

a, 3 ab+ba+ P Loz
' — _]_ 2
(%7) = -0

a, b2

{ g z :azbgg Ez; } und p vom Grade f.

(Das Glied f‘#a& entspricht, wie Sie sich leicht iiberzeugen, genau Ihrem
2"~1qa ; ich ziehe erstere Form vor, da sie keinen Gebrauch von der Kenntnis
des Exponenten n macht; siehe auflerdem die entspr. Formel fiir den ratio-
nalen Korper).

Fiir einen Teiler [ der 2 folgt aus den Resultaten Ihrer Arbeit, die Sie
mir neulich vorlasen, folgendes:

wenn

a.) Entweder ist 3 Quadrat in k([); dann ist jedes o Normzahl in k(1/3)

b.) Oder es ist # Nichtquadrat in k([); dann 148t sich stets ein Funda-
mentalsystem X, 7y, ..., 0,15 (B = ef) finden (und zwar ein

10



von [ abhingiges), sodafl alle und nur die a Normzahlen sind, fiir
die bei der Darstellung durch das angegebene Fundamentalsystemein
bestimmter der Exponenten gerade ist, und zwar

1.) fir 8 = my162 : der Exponent von N

2) 0 B=M3 I M

3) n B =mnp? : der Exponent eines gewissen “ komplementéren”
'k

Ich kann nun zunéchst zeigen, daf§ aus diesem Resultat ohne weiteres der

volle Dekompositionssatz folgt, ndmlich aufler den beiden trivialen Féllen:

Normzahl - Normzahl = Normzahl, d. h. wenn
e =
W) -

auch (M) = +1

Normzahl - Nichtnormzahl = Nichtnormzahl, d.h. wenn

(alfﬁ) = +1
u. (mrﬁ) = —1
auch (alaf’ﬁ) = —1

noch der nicht triviale:

Nichtnormzahl - Nichtnormzahl = Normzahl

()5 - (49

gezeigt ist. (Beweis ist unmittelbar einleuchtend). Mit Hilfe dieses Zerlegungs-
satzes und des fiir ¢ = 2 trivialen Vertauschungssatzes (a_[,@) = (5—[0‘)
(Symmetrie der Gleichung —z?+ay?+ 322 = 0 (1)) gelingt nun zunichst
der Nachweis des Satzes:

womit dann

Ist A\,ny, ... Mk, Mky1 ein beliebiges Fundamentalsystem, so existiert dazu
eine symmetrische bilineare Form L(co, ..., cx1|Co, - .., Cry1) derart, daf fir
a = Aonf . ongtiad (D)

B o= Noni e ()

() - () - o

11
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Beweis: durch Transformation des Fundamentalsystems.

Es entsteht dann die Aufgabe, das Fundamentalsystem X\, 7, ..., M, Nkr1 SO

zu normieren, dafl die Form L eine moglichst einfache Gestalt hat. Ich dachte
0 o e e 1

zunéchst an die Normalgestalt : 1 : |, die dem einfachsten

1 0
Fall im rationalen Korper entspricht:

a, 3
= = (—1 COC2+C1C1+C2CO'
(%7) = v

Es zeigte sich jedoch, dal diese Form im allgemeinen nicht moglich ist,
nédmlich, wenn f > 1 und e ungerade, also in einem sehr betrachtlichen Teil
aller Moglichkeiten. Es erscheint vielmehr naturgeméf folgende Form, die ich
schematisch fiir ¢ = 3, f = 2 andeute, indem ich die Form L durch ihr

1

(an den leeren Stel-

Koeffizientensystem darstelle:

len Nullen).

In der Diagonale (Nebendiagonale) stehen e f—gliedrige Felder, die das
Einssystem enthalten. Zu diesem Schema kommen noch die Glieder cycg.1 +
ck+1Co hinzu, die den komplementiren Elementen A und 7x,; entsprechen.

Ich kann zeigen, dafl eine derartige Wahl des Fundamentalsystems, und
zwar so, daf$ seine Elemente Basissysteme fiir die einzelnen Grade sind mog-
lich ist, dafl die Bilinearform L von der angegebenen Gestalt wird.

Diese Normalgestalt ist also so beschaffen, dafl zwar die e Gruppen von
Einseinheiten komplementirer Grade als solche komplementér in sie einge-
hen, dafl aber die f Einseinheiten jedes bestimmten Grades nicht mehr in
komplementérer Weise, sondern in genau entsprechender Weise aufeinander
bezogen sind. Ich darf wohl annehmen, dafl Thnen der “etwas dunkle” Sinn
dieser Bemerkung einleuchtet, ich kann mich im Moment nicht besser aus-
driicken.

12



Was nun die Ubertragung dieses Resultates auf den Fall eines ungera-
den /¢ anbetrifft, so sind allerdings alle anzuwendenden Schliisse einer direk-
ten Ubertragung zugénglich, bis auf den wesentlich zu benutzenden Vertau-
schungssatz. Es wire m. E. das erste Erfordernis, diesen Vertauschungssatz,
der im Falle ¢ = 2 die Reduktion erst ermoglicht, auch fiir ungerades ¢
direkt einzusehen, und nicht erst aus der herauskommenden Bilinearform zu
erschliefien (der Symmetrie derselben). Denn es wird sehr schwer halten die
Symmetrie dieser Form nachzuweisen. Ich werde mir diese Ubertragung noch
einmal griindlich iiberlegen, kann aber vorlaufig nicht ausfithrlich vorgehen,
da mir die Grundlage, ndmlich Thre Entwicklungen iiber diesen Fall noch
nicht ganz im Kopf sind. Ich wiirde mich sehr freuen, wenn ich bei Gelegen-
heit meiner Anwesenheit in Marburg im Mérz ausfithrlich mit Thnen iiber
den Fall sprechen konnte.

Es wére mir sehr lieb, wenn es sich machen liefle, daff mein heutiges Re-
sultat vielleicht eng im Anschlufl an Thre demnéchst erscheinende Arbeit tiber
dasselbe Problem verdffentlicht werden kénnte. Sollten Sie damit einverstan-
den sein, so mochte ich mir die Bitte erlauben, daf3 Sie mit der Einsendung
Ihres Manuskriptes — ich meine von Thnen gehort zu haben, dal Sie es bei
Springer drucken lassen wollen — zu warten, bis zu meinem Kommen nach
Marburg, damit ich mir noch die nétigen Angaben betr. Riickverweisung auf
Stellen Threr Arbeit holen kann. Ich wiirde dann selbstverstindlich unmit-
telbar nach Semesterschluf}, also etwa am 5. Marz in Marburg sein, wo sich
iibrigens auch meine Braut seit einigen Tagen wieder eingefunden hat.

Die Fortsetzung meiner Habilitationsschrift, die bisher noch nicht zum
Druck gegeben ist, habe ich nunmehr fertiggestellt, und darf sie Thnen wohl
bei dieser Gelegenheit dann auch mitbringen, ebenso eine oder zwei weite-
re Arbeiten iiber quadr. Formen in algebraischen Koérpern, die ich néchster
Tagefertigstellen werden. —

Heute hatte ich einen Brief von Dr. Ludwig in Berlin (dem Malfatti-
Mann), in dem er ziemlich deutlich wird. Er hat eine erneute Umarbeitung
eingesandt. Ich glaube, daf§ die Entscheidung in diesem Falle ziemlich schwie-
rig sein wird, kann Thnen das schriftlich nicht so eingehend auseinandersetzen
und werde die ganzen Ludwig’schen Manuskripte mitbringen. — Jacob Lin-
ger (der Fermat—Mann) hat noch nicht geantwortet.

Darf ich Sie wohl um freundliche Mitteilung bitten, ob ich Sie Anfang
Mérz in Marburg antreffen werde, damit ich meine Reisepldne dem entspre-
chend einrichte. In der Hoffnung Thnen mit der Mitteilung meines Resultats
eine Freude gemacht zu haben, moéchte ich Thnen gleichzeitig meinen herz-

13



lichsten Dank aussprechen fiir IThre so schone und wertvolle Anregung, mich
mit diesen Fragen zu beschéftigen. Ich war die letzten Tage wie im Fieber
dabei, und meine grofle Freude iiber den gliicklichen Erfolg kénnen Sie sich
kaum vorstellen. Die Zahlentheorie birgt doch wahrlich die schonsten Schétze
in der Mathematik !
Beste Griifle an Frau Geheimrat und Sie. Ihr stets dankbarer Schiiler
Helmut Hasse
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1.2 10.02.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
KIiEL, DEN 10.II. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Ich mochte Thnen heute eine kurze Mitteilung zukommen lassen, die einen
zwischen uns in den Weihnachtsferien besprochenen Gedanken behandelt,
bei dem ich mich, wie ich heute merkte geirrt habe. Es handelt sich um
Ihre Arbeit iiber das Normenrestproblem im Falle p = [. Sie stellen dort
verschiedentlich Fundamentalsysteme fiir die mutltiplikative Darstellung im
Unter— und Oberkorper auf.Ich machte damals den Einwand, daf§ es notig sei,
jedesmal zu beweisen, dafl diese Systeme die in Crelle 146 herausgekommene
Eigenschaft haben, dal namlich die Hauptglieder der in ihnen vorkommenden
Einseinheiten ey—ten Grades so beschaffen sind, dal darunter eins vorkommt,
welches mod [ kongruent zu dem Glied w9 aus der Entwicklung:

¢ = ()\eowgo)ﬂrfl(f—l) N

ist. Tatsédchlich ist nun diese besondere Eigenschaft des Fundamentalsystems
fiir die von Thnen gemachten Anwendungen durchaus nebensédchlich. Man
erkennt ndmlich sehr leicht, dafl jedes System

A mig, = LHwae g, = 14 T17¢

wo die wgk) Systeme von je f mod [ linear unabh. Zahlen und die %, die
entspr. Grade sind, 7, die bekannte Bedeutung hat, ein Fundamentalsystem
bildet. Die Darstellungen durch dieses System sind zwar nicht eindeutig,
vielmehr besteht eine und nur eine Relation
0t = 10,

In Threr Arbeit Cr. 146 hatte in dieser Relation die eine Einheit ep-ten Gra-
des den Exponenten ¢“, sodafl man durch Reduktion des betr. Exponenten
in der multiplik. Normalform die Eindeutigkeit erreichen kann. Fiir ein solch
allgemeines Fd. System, wie es ja auch in Threr Arbeit mehrfach zusammen-
gestellt wird, sind die Exponenten d; im allgemeinen nicht abbrechende p—
adische Zahlen. Das macht aber gar nichts, denn alle d; sind durch ¢ teilbar,
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also kann die Relation fiir die Anfangsglieder nullter Niherungswertes) der
Exponenten in der multipl. Normalform nicht beeinflussen. Bitte entschuldi-
gen Sie also meinen damals voreiligen Einwand. Uber meine anderen nach
verschiedenen Richtungen erstreckten Untersuchungen hoffe ich Thnen bald
ausfiihrlich erzéhlen zu diirfen. Wann darf ich hoffen, Sie, zuhause zu tref-
fen 7

Mit ergebensten Griiflen Thr Helmut Hasse.
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1.3 14.02.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
KIEL, D. (?7).1I.23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat [

Recht herzlichen Dank fiir Thre freundliche Karte von gestern. Ich freue mich
schon sehr mit Thnen iiber all’ das, was jetzt schriftlich zwischen uns mitge-
teilt wird miindlich plaudern zu kénnen. Heute habe ich endlich einen lang
gesuchten Beweis gefunden. Sie entsinnen sich, da} wir 6fter von der Dar-
stellung der hochsten p"—ten Einheitswurzel in K (p) sprachen, die die Form
hat
w =l g (p)

wo 7, die “ausgezeichnete” Einseinheit ist. Ich glaubte bisher immer, und
hatte es auch verschiedentlich (aber falsch!) bewiesen, dafl der Exponent
d, dieser ausgezeichneten Einseinheit stets durch p teilbar sein miifite. Das
ist keineswegs richtig, vielmehr gibt es sehr einfache Gegenbeispiele, z. B. den

Korper v/2, in dem folgende Fd. Einheiten genommen werden kénnen (Prim-
zahl ¢ = 2 die in [* zerfillt):

3 4
m=1+vV2 m=1+Vv2; n,=1+v2 =5

Man rechnet leicht nach, dafl hier zunéchst die Relation zwischen den Fd. Einheiten
so aussieht:

7782775)+1.2+0-22+---n2+1.2+--~ -1 ({)

sodafl also tatséchlich 1.) die hochste 2"-te E.W. —1 ist.
2.) diese —1 die Darstellung hat:

1 . e “es
=1 = g (1)
also d, ungerade ist. — Es ist jedoch sehr trostlich, dal an all’ den vielen

Stellen, an denen ich in meinen neuen Arbeiten die wiederlegte Begriindung
benutzt habe, sich alles auch ohne Benutzung der falschen Behauptung rich-
tig entwickeln 148t, vor allem bei der Reduktion der Form £(¢;|é;). — Den
Vertauschungssatz fiir ungerades ¢ glaube ich jetzt beweisen zu kénnen. Ich

! Die Postkarte ist am 14.2.23 abgestempelt worden
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mufl es in den néchsten Tagen mal mit meinem neuartigen Gedanken pro-
bieren. — Vielleicht interessiert Sie folgender Satz, der mit der (—Funktion
leicht zu beweisen ist:

Satz: Ist k ein beliebiger algebr. Korper und f(z) = 0 eine irreduzible
Gleichung in k, die entweder linear ist, oder fiir jeden Primteiler p von k&
mindestens zwei Linearfaktoren hat, so ist sie linear, der durch sie bestimmte
Korper also mit k identisch. Daraus folgt sehr viel, wie ich Herrn Tornier
neulich ausfiihrlich mitteilte. Ich erzéhle Thnen miindlich dariiber. Dafl Sie
an den quadratischen Formen Freude erleben, freut auch mich sehr. Ich habe
das entspr. Untersuchung fiir algebr. Korper fertig. Besten Grufl

Ihr Helmut Hasse.
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1.4 16.02.1923, Hasse an Hensel

Kiel, den 16. II. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Schon wieder kann ich Thnen ein schénes Resultat mitteilen, das mir ge-
stern und heute zugefallen ist. Meine Bemiihungen richteten sich zunéchst
auf das spezielle Hilbertsche Symbol (_1’[_1) in einem beliebigen algebrai-
schen Korper,wenn [ ein Teiler der 2 ist. Dieses Symbol interessierte mich
besonders, da es schon bei der Reduktion der Form £ eine gewisse Rolle
spielte, dann aber auch in der Theorie der quadratischen Formen eine Rolle
spielte, wie sie Sie sich wohl aus meiner Habilitationsschrift entsinnen, wo die
Symbole (_11’)_1) in den Invarianten héaufig vorkommen. Es gelang mir nun
hochst einfach mittels Threr Methode (Aufstellung der beiden Fundamental-
systemefiir den Unter— u. Oberkorper) folgendes nachzuweisen:

1.) Ist die Ordnung e von | gerade, so ist stets (L[_l) = +1 (dies ist
trivial, da hier der Kern von -1 = 1 -2 = 1 —Xu9 4+ --- von
hoherem als dem e—ten Grade, also —1 nur mit einem ¢ von niederem

als dem e—ten Grade zusammen ein Symbol —1 ergeben kann.

2.) Ist aber e ungerade, so ist der Kern von —1 genau vom Grade e, es
kann also wegen e 4+ e = 2e sehr wohl sein, und ist auch tatséchlich

der Fall, daf} in gewissen Fillen (_1’[_1) = —1 wird. Ich fand nun

(-1,[—1) _

Damit gilt also allgemein: (#) = (=1)%, wenn e, f Ordnung und Grad

von [ bezeichnen. Genauer flieflen einfache Kriterien fiir die Losbarkeit der
Gleichungen

e}

Y42 =
a:2+y2—|—z2 = u

in k£, wo p eine beliebige Zahl aus k ist.
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Die Formel (=) = (—1)/ ist im Einklang mit dem allgemeinen
Reziprozititsgesetz: Hp ( ) = +1. Denn bildet man die Symbole (_1;0_1)
so wird

fiir alle Primteiler p von

o8
p
k,

(5=Y) = (=1)¢/ fir [ Teiler der 2
1,41

( P ) = +1 I p prim zu 2

(7;;: ) o= 1 Il Poo Primteiler 1. Grades von ps
( reelle konjugierte )

(7;;:1) = +1 I foo I 2. Grades 11 poo
( imag. I ).

Also

p

wenn n den Grad und r die Anzahl der reellen Konjugierten von k be-
zeichnet. Da aber offenbar n — r als Anzahl der imagindren Wurzeln der
Grundgleichung gerade ist, folgt, wie es sein soll

(=) -

p

Weiter konnte ich aber mit denselben Methoden folgenden viel allgemei-
neren Satz beweisen:

Ist « eine zu 2 prime Zahl aus k, die fiir jeden Primteiler [ der 2 (der
Ordnung e), der Kongruenz o = 1 mod [¢, insgesamt also der Kongruenz

a =1 mod 2

(a’[_l) — (=15 (57

wo Si(v) die Spur von v fiir den Bereich von [ bezeichnet, d. h. den Ausdruck

geniigt, so gilt:

Siw) =e(w+ v +0¥ +--+0¥ ) mod 2
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Daraus ergibt sich nun durch Anwendung des allgemeinen Reziprozitétsge-
setzes folgendes:

1.) (O‘Tfl) = +1 wenn p prim zu 2 und in « in gerader
Potenz aufgeht
2.) (O‘Tfl) = (’Tl) i p prim zu 2 und in « in ungerader

Potenz aufgeht

3) (a_[—l) — (_1)SI(QT_1) wenn [ Teiler der 2
4.) (a@l) = sgn. a® wenn a9 die betr. reelle konjugierte zu «,
a,o—ol
) ( o) ) = +1

Also aus [], (anl) = +1:

<__1> — (—1)’9{1(&771)—"_.“—"_5‘[2(&771) . Sgn. a(l) . e OJ(T)

a
Nun ist erstens offenbar die Summe der Partialspuren fiir die k(l) gleich der
Gesamtspur S (O‘T’l) in k, ferner stimmt das Vorzeichen von o) ...qa(
mit dem von N(a) = o --.a™ iiberein, da die imaginiren konjugierten
insgesamt ein positives Produkt haben. Also gilt:

a—1

—1
<—) = (—1)S(T)sgn. N(«a) fiir jedes @« =1 mod 2 aus k.

So ist dies ein spezieller Fall des allgemeinen quadratischen Reziprozitatsge-
setzes,ndmlich ein Teil des ersten Erzeugungssatzes. Er ist deshalb besonders
bemerkenswert, weil in der bisher bekannten Formulierung dieses ersten Er-
zeugungssatzes:

(i) — H (%) H (a’g) fiir ¢ Einheit, o prim zu 2 aus k
(6% [z i

i pgg

rechts auer den bekannten Vorzeichensymbolen fiir die p&) die unbekannten
Symbole fiir die Primteiler [; der 2 auftreten. Man wufite nur, dafl fir +++
a,d.h.a =1 mod 4 sicher die Symbole fiir die [; alle +1 werden. Mein
Resultat umfafit aber auch den nicht+++ Fall, wenn nur « noch = 1 mod 2.
Es ist eine unmittelbare Verallgemeinerung der im rationalen Korper giiltigen
Formel

—]_ a—1
(—) = (—=1) 2 sgn.a wenn a = 1 mod 2
a
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Ich hoffe auf dhnliche Weise dem gesamten Reziprozitéitsgesetz in k beizu-

a2—1
kommen, z. B. das algebraische Analogon zu (%) = (—1)"s  zu finden etc.

Mit besten Griilen Thr stets getreuer Helmut Hasse.
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1.5 17.02.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
KIEL, DEN 17.1I. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Ich scheine in einer sehr gliicklichen Epoche meines Lebens angelangt zu sein,
denn ganz plotzlich 6ffnen sich mir laufend Tore, durch die neue, schéne Er-

kenntnisse einstromen. Im Anschlufl an mein spezielles Resultat iiber (_1{1)

und (O‘—_l) habe ich nunmehr mit denselben Methoden, d.h. mit Ihren

schonen Fundamentalsystemen fiir die mult. Darstellung, das gesamte qua-
dratische Reziprozititsgesetz fiir beliebige algebraische Zahlkorper sehr we-
sentlich erweitert und nun erst die volle Analogie mit dem rationalen Zahlkor-
per hergestellt. Ich stelle meine Ergebnisse kurz zusammen: Im rat. Kérper
lautet das Reziprozitétsgesetz mit seinen 2 Erzeugungssidtzen in allgemein-
ster Fassung so:

(b a—1 b—1 , sgn.a—1 sgn. b—1 a =1 mod 2
(1) (@) = (h= == ) wen { b=1mod 2
(2.) (%1) = (_1)“2;1+% = (—1)WT_1 , wenn a =1 mod 2

(3.) (2) = (—1)% ,wenn a = 1 mod 2

In fast vollkommener Analogie hierzu fand ich fiir einen beliebigen algebrai-
schen Zahlkorper K :

a—1 — sgn. a(i)f sgn. (9) _
(la) (2) (B) = (-)SEEimam == e
{ a=1mod?2
£ =1 mod 2
oa— sgn. a<i)—1 a)l—
(20) () = (DIFIEEET o )T wem
a=1mod 2
(Ba) () = (-5 = (T . wenn
a=1mod 4

Bis auf (3.)—(3a.) ist die Analogie vollsténdig, hier muf} leider noch die
Voraussetzung o = 1 mod 4 gemacht werden, jedoch bin ich schon in spe-

ziellen Fillen dahinter gekommen, was dem “28_ L im algebraischen Korper
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entspricht, und weil eine Methode da ist, so wird sich das weitere schon
von selbst finden, da bin ich unbesorgt. In den obigen Formeln bedeuten
die ). die Summe iiber alle reellen konjugierten, das Zeichen S die Spur
in K, d.h. die Summe iiber alle konjugierten. Was die Entwicklung dieses
Resultats anbetrifft, verweise ich auf meinen letzten Brief. Bisher waren die
Sétze (1a.) bis (3a.) nur unter solchen Voraussetzungen bekannt, dafi die von
mir bestimmten rechten Seiten identisch sind (wenigstens die auf die Spuren
beziiglichen Teile, die Vorzeichensymbole kannte man ja, d.h. fiir primére
bzw. hyperprimére «. Ich erzéhle Thnen bald ausfiihrlich, welch’ einfache
Beweise dieser Sétze sich mit Thren so herrlichen Fundamentalsystemen ge-
ben lassen. Mit Stolz und Dank sehe ich zu Thnen als dem Schopfer dieser
Methode auf. Mit herzlichen Griilen an Frau Geheimrat und Sie Thr getreuer
Helmut Hasse.
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1.6 28.02.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
KIEL, DEN 28.1II. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Eben vor meiner Abreise noch die erfreuliche Mitteilung, dal das Rezi-
prozitatsgesetz fiir {—te Potenzrestesich ebenso schon erweitern 1a8t, wie ich
es Thnen neulich fiir die quadratischen Reste schrieb. Néheres bald miindlich.
Ich komme am 6. Mérz nach Marburg und wiirde mich sehr freuen, wenn Sie
mich (am besten durch Nachricht an meine Schwiegermutter) wissen lielen,
wann ich Sie zu Hause antreffe. Morgen trage ich in Hamburg meine Resul-
tate iiber die Reziprozitatsgesetze vor.

Mit freundlichen
Griilen Ihr

Helmut Hasse

P.S. Thre Normenrestarbeit, die in Korrektur bei mir eintraf, hat mir, als
ich sie nochmal griindlich ansah, grofle Freude gemacht.
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1.7 16.03.1923(7), Hensel an Hasse, Postkar-
te

POSTKARTE
Lieber Herr Doktor.

Bei unseren Besprechungen kam auch der Satz vor, dass der Binomialcoeffi-
zient (2;’) = ([g]) ist, und ich meinte gleich, er miisste aus der Bestimmung
der Anfangsglieder von m/! sich leicht ergeben. Wie ich dariiber noch einmal
nachdachte fand ich einen allgemeineren Satz iiber Binomialcoeffizienten, der
gerade auf eine Postkartenseite geht, und den ich Thnen umstehend mit be-
stem Grusse sende.

Ihr Besuch hat mich sehr erfreut und interessiert. Arbeiten Sie nicht zu-
viel, erholen Sie sich recht gut.
Mit den besten Griissen an Sie und Empfehlungen an Ihre verehrten Eltern
Ihr

K. Hensel

Im Archiv.f. Math III Bd 2 S. 293 habe ich sehr kurz gezeigt, dass stets
m! = Pu(=p)Fm+--- wWo p, = "";__Sg" . P, = mg!mq!...m,!ist, wenn
m = mg+mip+---+m,p" d. reduz. p-ad. Darstellg. wéhrend s,, die p—
adische Ziffernsumme von m ist.

Hieraus folgt sofort fiir beliebigen Binomcoeff.
m m! satsp=sm P
(a) Saw - RRT
wenn a + b = m gesetzt wird.
Es sei nun p” beliebige Potenz von p und

m = m +p'm{") = (mo+ -+ m_p” )+ Py myap )

eine p” entsprechende Zerlegung von m . Ebenso

Dann ist m(® = [m} . oM = [i] . b = [L] 44+

pY p¥

Sm = Sgg()) + Ssyll), usw. P,=PFP. 0 P,y,...
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Also ergibt sich fiir das Anfangsglied von (’Z)

m *a(0) T55(0) =5, (0) P o a0 7%, P.o
— (_p> p—1 - . (_p) p—1 [ A — + e
a Pa(o) Pb(o) Pa(l) Pb(l)
Es sei nun speziell a® 4+ b0 = m©@ d.h. a® < m©®  also wegen

a+b = m auch a® 4+ = m® also a® < m® . Dann sind in der obigen
Gleichung der erste und d. zweite Faktor rechts die Anfangsglieder von (%)

und (%) . In diesem Falle ist also

(0) (1)
m m m
a a0 a®
Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn a® = 0, d.h. a = p’a® ein Multiplum

von p ist. Dann wird (méo)) =1, also

() = () o= ()

und dies ergibt fir ¥ = 1 unseren Fall. Aber die Gleichung (1) ist sehr
viel allgemeiner, denn die Bed. a(® 4 b® = m©) ist sehr hiufig erfiillt.
Speziell folgt fiir v = 1:

m\ _ (mo\ ([2] | .

VAN

—
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1.8 21.03.1923, Hasse an Hensel

Allendorf/Werra, den 21. III. 1923.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Besten Dank fiir Ihre Karte, deren Inhalt mich sehr interessiert hat. Der
Beweis dieser Formeln mittels Ihrer Formel fiir Ordnungszahl und Anfangs-
glied von m! ist sehr schon, einfach und elegant. Ich war damals ohne Kennt-
nis dieser Ihrer genauen Formel, ganz elementar, ebenfalls auf dhnliche For-
meln fiir (7;) gelangt, die aber nicht so allgemein waren, wie Thre. — Bei-
liegend iibersende ich Thnen das nunmehr fertiggestellte Manuskript unse-
rer gemeinsamen Arbeit und mochte Sie freundlichst bitten, es noch einmal
genau durchzulesen. Ich habe es mit grofler Liebe und Sorgfalt bis ins Ein-
zelne durchdacht und eigentlich jedes Wort und jeden Passus eine reiflichen
Erwdgung unterzogen, wie es wohl am besten sei, zu beweisen. So glaube
ich nunmehr eine nach allen Seiten hin ausgeglichene und passende Form
gefunden zu haben und bin gespannt, Ihr Urteil dariiber zu vernehmen. Im
einzelnen mochte ich noch folgendes dazu bemerken:

Den Titel habe ich mit Bedacht so gewéhlt; unter “auflosbaren” Korpern
und “relativ-Abelschen” Koérpern versteht man ja stets viel allgemeinere
Korper als die von uns gemeinten “relativ—zyklischen” Korper.

Daf3 die Arbeit in gemeinsamen Besprechungen zwischen uns entstanden
ist, kénnen wir wohl schreiben. Wenn auch jeder von uns wichtige Punkte
allein gefunden hat, so ist doch die jetzt vorliegende Form als eine schone
Durchdringung unserer beiderseitigen Ideen anzusehen. Ich fiir mein Teil
kann nur versichern, dafl mein Anteil zum grofiten Teil Thren wertvollen
Anregungen bei unseren Besprechungen Weihnachten (ja auf schon vorigen
Sommer) und kiirzlich zu verdanken ist.

Was die Ausfithrungen iiber die Beziehungen zu Hilbert—Furtwéngler an-
betrifft, so glaube ich damit das Richtige getroffen zu haben. Tatséchlich
scheinen mir die beiden Hauptvorziige unserer Methode in 1.) der natur-
geméfleren Definition und Behandlungsweise des Normenrestproblems, 2.)
in der fiir Primteiler [ iiber Furtwéngler hinausgehenden genauen Angabe
der Normenreste und Nichtreste zu liegen, was ich beides hervorgehoben ha-
be.
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DaB ich dabei an zwei Stellen Hinweise auf die weiteren auf Grund dieser
Arbeit entstandenen Arbeiten von mir einfiigte, werden Sie mir wohl gestat-
ten. Ich habe Hilbert und Furtwéingler nicht mit “Herr” zitiert, da dies bei
Hilbert wegen seiner iiberragenden Stellung allgemein nicht iiblich ist und
Furtwéngler nicht anders behandelt werden darf. Letzterer kann sich durch
Fortlassen des “Herr” und gleicher Behandlung wie Hilbert nicht gekrankt,
sondern nur geehrt fiihlen.

Was nun die Bezeichnungen anbelangt, so haben mir diese am meisten
Nachdenken verursacht. Ich weifl, wie sehr eine gute Bezeichnungsweise die
Versténdlichkeit und Beliebtheit einer Arbeit zu heben vermag. Auch da
glaube ich es jedenfalls zu einem relativen Maximum von Richtigkeit und
Schonheit gebracht zu haben. Ich habe doch fiir die Elemente des Rela-
tivkorpers die groflen griechischen Buchstaben verwendet. Zwar sprach das
von Thnen angefiihrte Bedenken fiir die Beibehaltung der Nullen. Wenn jetzt
auch rein duflerlich die Arbeit der Fragestellung nach eine direkte Fortset-
zung Threr ersten Arbeit fiir p prim zu [ ist, so zeigt doch die ganze Stellung
des Problems im Rahmen der Reziprozitatsgesetze und Klassenkorpertheorie,
daBl es ganz wesentlich verschieden von dem fritheren, von Thnen behandel-
ten ist, dal es vielmehr zu den nun folgenden, sich auf Grund unserer Arbeit
aufbauenden Untersuchungen iiber Reziprozititsgesetze alg. in viel engerem
inhaltlichem Zusammenhang steht, als rein formal zu dem vorhergehenden.
Es ist das allerdings eine mehr gefithlsméflige Ansicht von mir, vielleicht
durch die eingehende Beschéiftigung mit diesen folgenden Untersuchungen
beeinfluBt. Rein sachlich finde ich es aber ebenfalls richtiger, wenn in un-
serer Arbeit, die doch die Grundlage zu néheren, auch auf ihr aufbauenden
Arbeiten von mir liefert, auch in der Bezeichnungsweise die Grundlage gelegt
wiirde. Ich glaube {ibrigens durch die Art, wie ich alles angeordnet und die
neue Bezeichnung eingefiihrt habe, den Zusammenhang mit Threr fritheren
Arbeit behalten und dem Verstéindnis keine Schwierigkeiten bereitet zu ha-
ben.

Ich habe ferner in systematischem Zusammenhang dazu den kleineren
Grundkorper mit & und den groBleren Relativkérper mit K bezeichnet, eine
Bezeichnung, die durch Hilbert, Furtwangler, Takagi fast zur Regel gewor-
den ist. Demzufolge mufite ich im Falle 0.) « = 7, = 1+ u\" den Grad
durch h bezeichnen. (k wollte ich hier nicht nehmen, da es im Druck dem
k so wenig dhnlich sieht, etwas Besseres als h fiel mir nicht ein.) Ein wei-
teres Leitmoment in der Bezeichnungsfrage war mir die deutliche Trennung
der beiden Fundamentalsysteme, durch die einerseits die auf ihren Normen-
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restcharakter zu untersuchenden [ dargestellt werden, und andererseits die
Normalform fiir @ in 2¢ = a gewonnen wird. Beide haben gar nichts mit-
einander zu tun. In unserer Arbeit wird {iberdies das Fundamentalsystemfiir
« gar nicht gebraucht, da ja « immer als fest angesehen wird. Erst in den
weiteren Untersuchungen iiber die Einfiihrung des Symbols (B—[‘)‘) wird auch
die Darstellung von « durch ein Fundamentalsystem notwendig, (das dann
ein anderes, wie das spezielle, durch a jedesmal bestimmte fiir die 3 ist).
Daher habe ich in der Einleitung betr. der Normierung von « einfach auf
Ihre frithere Arbeit verwiesen und iiberhaupt die Einleitung gleich in die-
sem Sinne angelegt, dafl zwischen o und [ genau unterschieden ist. In der
Bezeichnung habe ich fiir « in den Féllen

a.) o = ﬁa = 1+ wo)\o
b.) « A
c) a =7, = 1+u\

Die Konstruktion der beiden Fundamentalsysteme (I.) und (II.)
habe ich in den drei Féllen a.), b.), c.) ganz parallel angelegt,
d. h. erst immer (II.) konstruiert, dann aus den Relativnormen
I.) und dann nachgewiesen, da8 die Systeme (I) und (II) die
Eigenschaften I) und II) von Satz 1 haben. Durch Anlage und
durch die Bezeichnung (Ia.), (Ila.)... glaube ich dem Versténdnis
soweit als moglich entgegengekommen zu sein.

Striche verwendet, um die nicht iiberstrichenen Buchstaben fiir das im Mit-
telpunkt stehende zu konstruierende Fundamentalsystem fiir die ( frei zu
haben.

Die Bezeichnung fiir die Elemente A; n1,...,7,; 7, des Fundamental-
systems fiir die [ ist ebenfalls lange durchdacht. Ich halte die Bezeichnung 7,
fiir die letzte “ausgezeichnete” Einseinheit fiir ganz passend. Dies 7, spielt
eine von den 7y, ...,n, ganz verschiedene Rolle und soll daher auch in der
Bezeichnung von ihnen unterschieden sein. Ferner setze ich stets ein ; zwi-
schen 7, und 7, um die Trennung auch dem Auge deutlich zu machen.
Gegen die Bezeichnung

Ne = 1+ woAo

wo Ao = (“V —E)K und sy(wp) #Z 0 mod ¢ ist, ist wohl nichts einzuwenden.

Ich mochte iibrigens da bemerken, dafi Ay nicht voll bestimmt ist, sondern
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die ¢ —1 Werte
)\0, ’LU)\Q, Ce ’LUE_2>\0

haben kann, wenn w eine primitive (¢ — 1)—te Einheitswurzel ist. Dies werde
ich bei der Definition des Normennichtrestsymbols geltend machen.

Ao und wy haben also eine feste Bedeutung, die ich zur allgemeinen
Einfiihrung empfehlen méchte.

Die in meinem urspriinglichen Manuskript mit ¢ und 7 bezeichneten

Grofen (M; ., = 1+w;N (1 —+/a)?) habe ich jetzt durch s und ¢ bezeich-
net, da ¢ und 7 als griechische Buchstaben besser algebraischen Zahlen
vorbehalten bleiben, auflerdem bei Hilbert als Zeichen fiir Relativsubstitu-
tionen Verwendung finden. Kleine Schonheitsfehler in dieser Hinsicht sind
noch die Bezeichnung p = ef, die in einer spéteren Arbeit von mir zu
Kollisionen fiihrt. Dort will ich die durch quadratische Formen darstellbaren
Zahlen durch g bezeichnen, und werde dann m = ef setzen; hier konnen
wir aber wohl gut das p beibehalten. Ebenso ist noch unwillkommen, daf
der griechische Buchstabe p zur Bezeichnung der Grade der 7, und H,
verwendet ist. Wissen Sie einen besseren Vorschlag ?
Man konnte vielleicht r nehmen, jedoch ist hier iiber r schon in zweifacher
Weise verfiigt. Ich hatte mir von vorneherein r als lateinischen Index vor-
behalten und diesen Buchstaben daher zuerst fiir die “n,”, “H,” nachher fiir
die G, und S, verwendet. Gegen letztere Bezeichnung ist doch wohl nichts
einzuwenden:

G, = Grundfunktionen

S, = Potenzsummen.

Nun genug iiber die Bezeichnungsfrage. Ich habe mich redlich bemiiht, wenns
auch nicht ganz vollkommen geworden ist, hoffentlich finde ich Thre Zustim-
mung. Entschuldigen Sie bitte die unsaubere Ausfithrung der vorigen Seite
dieses Briefes. Bei der Niederschrift fielen mir noch verschiedene Anderungen
ein, die ich gleich noch angebracht habe, vor allem ¢ — s und 7 — ¢,
das finde ich wirklich schoner und passender.

rt

Was die Formel (nrlte) = ([HTI]) + .-+ anbetrifft, so wére es doch sehr
nett, wenn Sie in einer kleinen Note hinterher kurz Thre mir mitgeteilten
Uberlegungen, auch iiber die allgemeineren Formeln dieser Art anfiigten. Ich
habe absichtlich im Text meine elementare Begriindung ausgelassen. —

Ich habe das Manuskript, bis auf einige bei der Korrektur noch einfiighare
Zitate gleich druckfertig gemacht. Wenn Sie es fiir gut befinden, schicken Sie
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es wohl bald ein. Mir liegt sehr an einem baldigen Erscheinen, da eben alle
weiteren Arbeiten von mir darauf setzen. Etwaige Anderungen teilen Sie
mir dann wohl noch mit, ich habe ein Duplikat hierbehalten, auch fiir die
Korrektur. —

Fiirs Crelle Journal habe ich noch einige Briefe geschrieben.

1.) An den Verlag mit beiliegender Aufstellung fiir das kommende Dop-
pelheft. Gleichzeitig habe ich dabei einige Vorschldge mit Begriindung
iiber schnelleres Drucktempo gemacht.

2.) An Dr. v. Ludwigin dem Sinne, wie wir gemeinsam besprachen.

3.) An Stengel-Miinchen, wegen der “Nichtreste der Form 8h + 17. Er
antwortet mir heute, daf§ er sich betr. neuerer Literatur noch umtun
will, solange sollen wir seine Arbeit liegen lassen.

Zu weiteren mathematischen Uberlegungen bin ich noch nicht gekommen,
und werde wohl auch bis Mitte Sommer wenig machen kénnen. Denn jetzt bin
ich ohne Literatur und mufl meine Vorlesungen fiir den Sommer praparieren.
Pfingsten wird meine Hochzeit sein. Nichtsdestotrotz behalte ich unsere grofien
Ziele, vor allem einen verniinftigen Beweis des Reziprozitiatsgesetzes dauernd
im Auge.

Mit den besten Griilen und Empfehlungen an Thre verehrten Angehérigen

Thr Helmut Hasse.

32



1.9 28.03.1923, Hensel an Hasse

REDAKTION DES JOURNALS
FUR DIE

MARBURG A.D. LAuN d.28 Marz 1923.

REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK

Lieber Herr Doktor.

Nehmen Sie meinen herzlichen Dank fiir das schone Gewand, das Sie nun
endgiiltig meiner neuen Arbeit gegeben haben. Ich war aufs Hochste erstaunt,
dass ich schon nach so kurzer Zeit den Brief von Thnen erhielt und glaubte
zuerst, es miisste sich um etwas Anderes handeln.

Es ist aber Alles sehr schon und klar geworden; ich habe die Arbeit meh-
rere Male genau durchgedacht, und bin vollstandig einverstanden. Ich habe
gleich alle Zitate genau beigefiigt, ausser das von Furtwéngler(mit der Ausein-
andersetzung iiber unsere Ergebnisse im Vergleich mit Hilbert Furtwingler
bin ich auch ganz einverstanden). Ich habe mich sehr gefreut, wie einfach
nach unserer letzten Besprechung auch die beiden Hilfssétze ... und ... ge-
worden sind. Man merkt es jetzt garnicht mehr, dass sie eigentlich schwer
waren.

Ich bin nun inzwischen Threr Anregung gefolgt und habe meine letzte
Postkarte an Sie in eine kleine Note (von nur zwei Druckseiten) geschrieben,
welche aber gleich allgemeiner von den arithmetischen Eigenschaften der Po-
lynomialcoefficienten handeln und wo in der Formel um die es sich handelt

der Anfangscoefficient F],Z’fj 7 nur durch die fiir die Rechnung einfachste
Form (il)if(@itBit=+0) ersetzt wird, wenn iy, oy,...d; angeben, wie
oft in der p-adischen Darstellung von m, a,... d die Ziffer ¢ vorkommt,

und wo der Exponent natiirlich nur mod p — 1 zu betrachten ist. Diese Note
habe ich an Goschengeschickt und gebeten, sie noch in Bd 153!/, aufzu-
nehmen, damit in der Arbeit noch auf sie verwiesen werden kann, wie Sie
anregten. Die Anmerkung habe ich schon geschrieben.

Ich mochte nur noch einmal mit lebhafter Freude hervorheben, dass ich
mit Threr schonen Darstellung dieser Untersuchung sowohl was die Bezeich-
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nung, als auch was den Inhalt angeht, wvollstindig einverstanden bin; ich
glaube, man kann diese Untersuchung nicht verstandlicher und eleganter dar-
stellen, als Sie das getan haben.

Ich habe nun gestern die Arbeit postfertig gemacht und sie mit einem
Brief an Herren Blumenthal geschickt, in dem ich ihn dringend um schnelle
Veroffentlichung bitte. Frither hatte er mir 1/2 Jahr garantiert. Hoffentlich
macht er es darauthin schneller.

Heute erhielt ich von Goschen eine Anfrage iiber eine Anregung, die auch
Sie bereits dort mit besprochen hatten, ob man nicht vielleicht Herrn Bohm
bei den zweiten Korrekturen nicht mizeichnen lassen sollte, um Zeit zu spa-
ren. Ich wiirde das warmstens begriissen, und glaube wir leiten das schon
fiir den néchsten Band in die Wege. Wiirden Sie vielleicht mit meiner Zu-
stimmung dann dem Verlage dies sagen, wenn Sie sowieso dorthin schreiben.
Ich nehme an, dass Sie ganz dafiir sind, denn so stellte es mir Herr +-++
dar. Ich wiirde ja auch sehr dafiir sein, dass wir auf dem Umschlage von dem
jetzt erscheinenden Hefte eine Notiz an die Mitarbeiter +++, nach der der
Autor grundsétzlich nur eine Korrektur lesen soll; die iibrige Korrektur wird
mit grosster Genauigkeit durch die Redaktion gelesen. Auch dadurch wiirden
wir, wie auch heute der Verlag schreibt unendlich viele Zeit sparen und wiel
schneller drucken kénnen. Ich weiss aber nicht, ob das IThnen und Herrn B6hm
nicht doch zu viel Arbeit macht ? Ist das der Fall, so lassen wir eine solche
Notiz, wenn nicht, so wéren Sie vielleicht so liebenswiirdig, eine solche Notiz
dem Verlage gleich noch mit zu senden. Wenn ich iibrigens dabei IThnen Arbeit
sparen kann, so tue ich es sehr gern und bitte sehr iiber mich zu verfiigen.
Wenn ein Ausldnder bei mir druckt konnten wir ihm vielleicht, wenn wir
es annehmen, gleich dabei schreiben, dass wir die Korr gern machen wollen,
(das wiirde ich z. B. sehr gern iibernehmen.) denn diese Leute verzogern nur
immer ganz entsetzlich.

Jetzt muss ich Beckmesser +++ beendigen und an die Vorlesungen gehen.
Ich will die hohere Z.Th. doch dreistiindig lesen und zwar die m-adische
Theorie so, wie ich sie jetzt lesen kann, ganz allgemein. Im Winter will ich
dann anschliessend noch zweistiindig die Grossenfragen etc. behandeln. Ich
freue mich recht darauf. Ausserdem noch Funktionentheorie und in Prosem.
gewoOhnl. Differentialgleichungen. Mit bestem Gruss und Wunsch fiir eine sehr
schone +++ mit weniger Arbeit stets Thr

K Hensel.
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1.10 31.03.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
ALLENDORF, DEN 31.111. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Fiir Thren freundlichen Brief und die wohlwollende Beurteilung und Ab-
sendung unserer gemeinsamen Arbeit danke ich Thnen bestens. Ich habe in-
zwischen eine Fortsetzung dazu geschrieben, die den Vertauschungs— und Zer-
legungssatz fiirden Fall [ bringt. Den Grundgedanken (gruppentheoretischer
Art) erzéhlte ich Thnen ja schon neulich. Die Durchfiihrung kam im wesentli-
chen auf den Nachweis hinaus, daf zu zwei “ verschiedenen” «q, as, d. h. zwei
solchen Zahlen aus k([), zwischen denen keine Relation af'a$? = £(I) mit
mod £ . nicht verschwindenden ¢, ¢, besteht, auch stets verschiedene Unter-
gruppen der Normenreste von k(/o;) und k(/az) in k([) gehéren. Dieser
Nachweis war zum Teil recht einfach, wenn ndmlich a; und ay “sehr” ver-
schieden sind, etwa a1 = A\, g = 1 oder a; = 1n,, @y = n wurde aber
umso schwieriger, je mehr sich a; und ay fiir den Bereich von [ einander
ndherten, also z.B. fir oy = A;as = X oder a = 1+ w M\, o =
1 + wy A" vom selben Grad. Ich habe aber ein Verfahren ersonnen, das so-
gar in dem schwierigsten Falle, wo a1 = 1+ wi A", as = 1+ we A" und
w; = wy mod [, also ay, g dquivalente Einseinheiten sind, zum Zie-
le fithrt. Man braucht dann einen groflen Teil der Entwicklungen unserer
gemeinsamen Arbeit, insbesondere die beiden Hilfssdtze F und F . Nach-
dem ich einen Tag lang verzweifelte, kam mir am folgenden Tage auf einer
Schiefertafel, die jetzt mein Handwerkszeug geworden ist, die Erleuchtung.
Vertauschungs— und Zerlegungssatz sind nunmehr bewiesen, und noch etwas
mehr, das an die Kummerschen Untersuchungen heranreicht. Die letzteren
gedenke ich nunmehr einer genauen Analyse mittels unserer Methoden zu
unterziehen. — An Goschen habe ich in Threm Sinne geschrieben. Zu Thren
Vorschldgen betr. Korrekturen sage ich natiirlich gerne ja und bin Ihnen sehr
dankbar wenn Sie mich gegebenenfalls etwas unterstiitzen.

Mit herzlichen Ostergriilen Thr
Helmut Hasse.[]

L Auf dem oberen Rand der Vorderseite der Karte steht weiter:
“Falls Sie doch noch den Begleitbrief +++ von Herrn, +++ haben, darf ich Sie wohl
um gelegentliche Zusendung bitten. Ich kann so nicht beurteilen, was er mit seiner +-++
Einsendung will.” 35



1.11 21.04.1923, Hasse an Hensel

Allendorf/Werra, den 21. IV. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Recht herzlichen Dank fiir Thre freundliche Karte. Da ich gerade einmal
etwas Zeit habe, sollen Sie gleich eine Antwort darauf erhalten. Ich habe in
letzter Zeit, nachdem meine Braut wieder heimgereist ist (sie war {iber Ostern
hier) mein Kolleg iiber elementare Algebra und Determinanten nach IThren
Vorschldgen vom D-Zug her ausgearbeitet und viel Freude daran gehabt.
Auflerdem habe ich gerade die Ausarbeitung eines Kollegs iiber die Klas-
senkorpertheorie von Takagi vor, die ich mit unseren Methoden sehr schon
einfach darstellen kann. Thre Kollegpléane sind sehr schén. In Bezug auf die
analytische Zahlentheorie, vor allem die Anwendungen in der Idealtheorie
((~Funktion, L-Reihen etc.) wird Ihnen sicherlich das demnéchst erschei-
nende, ausgezeichnete Buch von Hecke sehr wertvoll sein. — Meine neue
Arbeit, die den Vertauschungs— undZerlegungsgssatz fiir den Fall [ bringt,
fithrt auerdem wieder zu (B—[a) = ¢*d) wo £(c|d) eine schiefsymmetrische
(mod. ¢) Bilinearform der Exponentenreihen von « und [ ist, die durch
geeignete Wahl des Fundamentalsystems in der Form (ihre Koeffizientenma-
trix):

0 0 0 -1
o o0 ... ... cee ... —Ep
—E;
+Ey
0 +E; :

angenommen werden kann, wo F; das f reihige Einssystem ist, und in
der Nebendiagonale § Systeme +FE; und 5 Systeme —FE; stehen. 5 ist
stets gerade (fiir den jetzt noch iibrigen Fall ¢ ungerade, da e durch ¢ —1
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teilbar ist. Das Resultat ist also die genaue Verallgemeinerung des fritheren
fiir den Spezialfall ¢ = 2. Ich darf die Arbeit wohl gleich an Crelle schicken
und bin Thnen natiirlich sehr dankbar, da} Sie sie nehmen wollen. — Die
Oystein—Ore—sche Arbeit kénnen wir wohl nach dem, was Sie mitteilten, nicht
verdffentlichen. Die kurze Note aus dem Brief an Sie lohnt sich m. E. auch
nicht recht, da alles so trivial ist. Wir haben auch glaube ich fiir den jetzt
beginnenden Band 153 fiir beide Doppelhefte reichlich Material. Das erste
wird ja schon zu drucken begonnen und ergibt nach einer mir gestern zuge-
gangenen Ubersicht ca. 145 Seiten (also sehr stark !), dabei ist die von Thnen
in Aussicht gestellte Arbeit aus dem NachlaBl woanders mitberiicksichtigt.
Ich habe vorldufig angeordnet, dafl sie an die Spitze kommt. Das mufl doch
wohl, dem Zweck entsprechend, so sein. Da nun die Druckerei die weiteren
Arbeiten gerne bald mit den richtigen Seitenzahlen versehen will, und auch
der Druck jetzt sehr schnell gehen wird, da die Korrekturen auf mein Bestre-
ben hin sehr beschleunigt werden, wére es wiinschenswert, wenn diese Arbeit
bald dem Verlag zuginge. Ubrigens habe ich mich iiber die “arithmetischen
Eigenschaften der Polynomialkoeffizienten” sehr gefreut. Es geht ja alles wun-
derschon einfach und die Resultate sind viel allgemeiner als ich gedacht hatte.
Ich habe die Korrektur gleich gelesen und mit einigen unwesentlichen Ver-
besserungen (auf der ersten Seite mufl ein paarmal m statt a stehen, in
dem Zahlenbeispiel ist auf S. 4 eine Ziffer verdruckt, etc.) zuriickgesandt, mit
dem Vermerk, dafl Thre Korrektur demnéchst von Thnen zugesandt wird. —
Ich hoffe, dafl der eben fertige Band 152, III/IV in nichsten Tagen heraus
kommt. Ich habe die Korrekturen schon seit 2 Wochen fertig und eingesandt.
Von Brandt—Aachen habe ich iibrigens bis heute (seit 6 Wochen) (trotz Mah-
nung !) keine Korrektur bekommen, auch Stud. Rat Bohm hat mich 4 Wochen
warten lassen, da habe ich natiirlich nicht abgewartet, sondern von mir aus
eingeschickt, sonst hétte der Band erst viel spéter erscheinen konnen. Wie
sollen wir es denn mit Stud.Rat Bohm machen; seine Mitwirkung bei der
zweiten Korrektur halte ich nicht fiir erforderlich, wie ich auch dem Verlag
schon mitteilte, da es sich doch nur um eine leichte Revision der 1. Korrektur
handelt. Aulerdem wirkt er sehr verzogernd. Bei der ersten hat er bisher
kaum mitgearbeitet. Soll man ihm einfach nichts mehr schicken, wie ich es
vorldufig halte, oder eine diesbeziigliche Mitteilung zukommen lassen?

Nun noch einiges Mathematische! Ich habe in den letzten Tagen auf ver-
schiedenen, allabendlichen Spazierfahrten per Rad einmal griindlich iiber
das allgemeinste Normenrestproblem nachgedacht, dessen Grundlegung Sie
kiirzlich gaben. Zunéchst etwas Spezielles:
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Unsere gemeinsame Arbeit setzt die Existenz der (~ten E. W.in k voraus,
gibt also eine vollstandige Theorie (mit dem fritheren fiir p zusammen) des
Normenrestproblems fiir reine, relativ-zyklische Korper von Primzahlgrad .
Nun habe ich in der Takagischen Arbeit die ganz entsprechende Untersuchung
fiir ganz beliebige relativzyklische Korper von Primzahlgrad ¢ gefunden, al-
so auch solche, die durch nicht reine Gleichungen definiert werden, z. B. den
kubischen Korper, wenn er Galoissch ist, etc. Takagi’s Methoden sind nicht
sehr schon, das Resultat ist folgendes:

1.) Die Relativdiskriminante eines solchen Korpers ist wenn iiberhaupt ge-
nau durch [P*DE=D teilbar, wenn A eine Primzahl und % eine Eins-
einheit genau vom Grade h ist (h ist invariant !). o bedeutet die
erzeugende Substitution der Relativgruppe (1,0,... o/1).

2.) Dies h st der kritische Grad, d.h. in Takagi’scher Fassung:
Von allen zu [ primen Zahlen ist nach einem Modul [* jede Zahl Nor-
menrest, wenn k < h, dagegen nur der /—te Teil, wenn k > h.

3.) h ist im allgemeinen eine zu ¢ prime Zahl der Reihe 1,..., % Ist
es durch ¢ teilbar, so ist es gleich % .

Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Behauptungen in
unserem Falle eines reinen Korpers. Es ist nur nachzuweisen, dafl unser kri-
tischer Grad die Eigenschaft 1.), d. h. die Beziehung zu % und zur Relativ-
diskriminante hat.

1) k(vX)

oA (A VA e et

_— = — = = fd 1 — ]_ — = 1 — AZ* = 1 — AZ*I
also h = ;_—Kl . Tatséchlich resultiert bei uns der kritische Grad % , namlich
die ausgezeichnete Einseinheit 7, dieses Grades

2.) k(VI+uNr) = k(v/a)

Die Primzahl A kann als (175{1&)“ gewonnen werden, wo kk; — 01 = 1

ist. Dann ist % = (ll:p%)kl = (11_7,)@/2?)*’61
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Um den Grad dieser Einseinheit zu bestimmen, kann der Exponent —kq ,
als zu ¢ prim, unterdriickt werden. Ferner ist

l-¢fa _1-ya+(1-0¢a

(L-Qva _

=1
—va —Va T a
el
AT E - ¢
:1+—\/a

ARE!
wo E und E’ Einheiten im Oberkorper sind. Denn (1—() hat wie oben die
Ordnungszahl %5, 1— 4/a dagegen k, weil n(l—ya) =1-a = —ulk
ist. Also ist

UA el
_ = 1 AZ—I_k . E”
A +
und somit h = ;_—Zl — k, genau wie unser kritischer Grad.

Auch die Behauptung betr. prim zu ¢ und durch ¢ teilbar stimmt, da
im letzten Falle k& prim zu ¢ angenommen werden darf.

SchlieBlich die Invarianz des Takagischen h und Beziehung zur Relativ-
diskriminante:
Der Exponent h von Takagi 148t sich auch so charakterisieren:

h st der hochste Exponent, sodafl noch fiir jede fiir den Bereich von £
ganze Zahl A von K(L) gilt:

oA = A mod !
Entwickelt man namlich A nach Potenzen von A
A=ay+a A+ -+ +--

so diirfen wegen fy = 1 die Koeffizienten aus dem Koeffizientenkorper von
k() genommen werden. Es ist daher:

oA —A=oag+a (oA —A)+ay(cA*> = A + -+ ap(cA" — A") mod £

Nun ist oA* — A? teilbar durch oA — A . Ferner ist

oA _
A

also oA = A4 (A"1): oA — A = (A") = 0 mod £

14 (A"
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und somit auch fiir jedes fiir £ ganze A:
cA—A=0mod £"".

Andererseits ist h der hochste derartige Exponent, da ¢ A — A genau durch
£/ teilbar nach Definition von h.

Die Relativdiskriminante von K (£) nach k() bestimmt sich auf Grund
dieser Eigenschaft von h (Beziehung zu den Verzweigungsgruppen, es exi-
stieren genau k von der Einheitsgruppe verschiedene Verzweigungsgruppen)
zu

(e—1) + (e—1) =1 At (e—1)
[ —so—1 —1.Verzw. Gr. —2.V.Gr. —k—te Verzw. Gr. _ [(6—1)(h+1)

Man sieht hiernach, da8 das Verhalten der Normenreste (der Grad des
kritischen Elementes) weitgehend durch die Relativdiskriminante von K (£)
nach k([) bestimmt wird. Ist diese genau durch [PV teilbar, so ist
h der Grad des kritischen Elementes. Ist sie zu [ prim, so ist entweder
[ = £;...£. und alle Zahlen Normenreste, oder [ = £ und alle Einheiten
Normenreste, A Nichtrest.

Die genauere Charakterisierung des kritischen Elementes erfordert dage-
gen mehr, nimlich Kenntnis der den Kérper definierenden Gleichung z¢ —
a = 0, vor allem das Hauptglied von «. Takagi kennt kein kritisches Ele-
ment, er weist nur nach, dal genau der /-te Teil “Normenreste sind”. Es
ist iibrigens von Interesse, dafl er mit den Newtonschen Formeln alleine aus-
kommt, also nicht deren Auflésungen benutzt. Unsere Methoden miifiten das
also auch leisten. Aber das ist ja eine Kleinigkeit. Ich fiir mein Teil halte die
elegante Auflosungsformel und die Diskussion des Minimums fiir sehr schon
und ziehe sie einem Durchgehen der einzelnen Glieder in den Newtonschen
Formeln vor.

Wichtig ist aber, dal Takagi die nicht reinen Korper mit genau denselben
Methoden erledigt.(Auf die reinen geht er an dieser Stelle gar nicht besonders
ein). Seine Methoden sind A—adisch und es ist eine Kleinigkeit, wie Sie an
obiger Stichprobe sehen, sie zu unseren Zielen zu vervollstdndigen, d. h. mit-
tels mutliplikativer Normalform des kritischen Elementes zu charakterisieren
und so die Anwendung auf hohere Reziprozititsgesetze in der Art, wie ich
sie vorhabe,vorzubereiten. —

Die Takagischen Methoden stellen sich also als der erste Schritt zu der von
Ihnen beabsichtigten Verallgemeinerung des Normenrestproblems auf belie-
bige Relativkoérper dar.
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Fiir diesen allgemeinen Fall habe ich nun folgende Gedanken:
Ein ganz beliebiger Relativkorper fiir den Bereich von [, also Oberkorper von
k(l), Primteiler £, Rel. Grad f, Ordnung e, Gesamtgrad m hat folgende
Struktur:

1.)

Korper kp f-ten Grades iiber k(l), bestimmt durch prim. p/'/—te
E.W. (f" Grad von ). Dieser ist rel. zyklisch vom Grade f {iber k(I),
sein Primteiler [ hat Grad f, Ordnung 1 {iber [.

(Tragheitskorper).

Dariiber baut sich auf:

Korper kg eg—ten Grades iiber dem vorigen (e = epl” ), also eqf—ten
Grades tiber k(). Er ist rel.—zyklisch vom Grade ey tiber kr(lr). ey
ist Teiler von p//" — 1, also sind die ey-ten Einheitswurzeln in kp(l7)
enthalten, also dieser Korper durch eine reine Gleichung definiert. Sein
Primteiler [, hat den Rel. Grad 1 nach kz([r), die Relativordnung
eo . Sein primitives Element kann also als Primzahl A, fiir [, gew&hlt
werden.

(1. Verzweigungskirper).

Weiter bauen sich sukzessive auf die hoheren Verzweigungskiorper, de-
ren letzter K (L) ist. Jeder ist ein Abelscher Kérper zum vorherge-
henden, dessen Relativgrad eine Potenz ¢ von ¢ ist F . So ist denn
1+ vy + ... = v Die Abelsche Gruppe jedes dieser Koérper zum vor-
hergehenden ist vom Typus (¢,4,...¢) v;—mal, also der Kérper zu-
sammengesetzt aus v; zyklischen Korpern vom Primzahlgrad ¢. Fiir
den Fall, das ¢ in k(I) vorkommt, sind es also alles reine Korper.
Die Primteiler dieser Kérper erhéhen sich nur noch in der Ordnung
(nicht im Grad) in dem die Ordnung von ey in ko sukzessive durch
eg eol™, el V2 . eglt 2T = egfY  ansteigt.

Das allgemeine Normenrestproblem miifite sich nun so erledigen lassen, dafl
man durch diese Korperserie hindurchsteigt. Fiir den Fall, dafl

entweder K schon bei 1.) erreicht ist (also e = 1)
oder K schon bei 2.) I i (also e prim zu ¢) und
auBerdem (leider!) noch f prim zu p/" — 1 ist,

haben Sie das Problem schon erledigt. Es bleibt also bis auf die Einschrénk-
ung fiir f im “oder”—Falle im wesentlichen noch das Gleichungssystem durch
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die Korperserie 3.), die hoheren Verzweigungskorper. Diese Aufgabe setzt sich
nun aus 2 Teilen zusammen:

a.) Aufstellung von Gesetzen des “Hindurchsteigens”.

b.) Erledigung des Normenrestproblems fiir den Fall eines relativ—Abel-
schen Korpersvom Typus (¢,¢,...,¢), also eines aus v; zyklischen
Korpern vom Primzahlgrad ¢ zusammengesetzten Korpers.

Uber a.) habe ich noch nicht viel nachgedacht. b.) glaube ich schaffen zu
konnen und zwar mit Bestimmtheit fiir den Fall: ¢ in k([) oder auch nur
in k,(l,) enthalten. Da habe ich ndmlich in meiner neuen Arbeit folgenden
Satz als Hilfssatz bewiesen:

Ist K ein aus « unabhéngigen zyklischen Kérpern vom Primzahlgrad
ki(yaq), ..., ke(ou) komponierter Korper, also genau so ein solcher, wie
die hoheren Verzw. Korper sind, tiber k([), so lassen sich in k([) genau
kritische Elemente auswéhlen, die Nichtnormzahlen sind, sodaf} ein Element
dann und nur dann Normzahl ist, wenn es jene k kritischen Elemente nicht
enthélt. Die Normenreste bilden also eine Untergruppe vom Index ¢~ .

Ich mochte vermuten, daf a.) sich so erledigt:

Beim Hindurchsteigen durch die Serie 3.) bilden die Relativnormen von
K(£) nach k,(l,) eine Untergruppe vom Index (112t = ¢ d.h. es gibt
genau v kritische Elemente.

Beim weiteren Hinabsteigen kommen dann noch die von Ihnen angestell-
ten Uberlegungen hinzu, soda man auf v+ 1 oder v+ 2 kritische Elemente
kommen wiirde.

Es wire auch denkbar, dafl nicht genau sondern weniger kritische Ele-
mente bei 3.) herauskommen, jedenfalls sicher nicht mehr.

Hoffentlich sind Thnen meine kurzen Ausfithrungen versténdlich, sonst
bin ich gerne bereit, Niheres mitzuteilen und zu erliutern. Ubrigens habe
ich Herrn Tornier vorige Woche ein ldngeres Manuskript iiber die Theorie
der Tragheits— und Verzweigungskorper mit Thren Methoden entwickelt, ge-
sandt, das Thnen Herr Tornier wohl gerne mal zur Verfiigung stellt. Sie finden
darin die genaue Skizzierung der nur angedeuteten Sétze 1.) — 3.) iiber die-
se Korper und zwar aus dem “botokudischen ” Hilbertschen Zahlbericht ins
“Deutsche” iibersetzt und mit Zusétzen versehen.

Mit herzlichem Grufl auch an Ihre hochverehrte Frau Gemahlin, dem sich
auch meine Eltern freundlichst anschlieen, [hr getreuer
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Helmut Hasse.

Am 16. Mai bin ich zu Heiratszwecken zwei Tage in Marburg, Sie werden
es mir aber nicht iibelnehmen, wenn ich dann keine Zeit finde, Sie aufzusu-
chen.
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1.12 23.04.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
ALLENDORF/WERRA,
A.D. 23.1V.23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Zu meinem allergréfiten +-++ stellte ich heute ganz plotzlich fest, dafl in
unserer Normenrestarbeit ein ganz schlimmer Fehler ist, der eine groie Um-
wiélzung herbeifiihren mufi. Es ist nicht richtig, in den Potenzsummen

S0 day =03 (73) e

n=0

den Bin. Koeffiz. (;Z) durch den mod ¢ kongruenten ([Ti]) zu ersetzen. Denn
es entsteht dann folgendes:

7] .
S(1—+/a)* =¢ Z (—=1)" <[Z])a” + Glieder mit ¢

n=0

Man kann also nur schlie3en:
= 6{(1 - a)[rﬂ —i-E:a} = f{u)\h[%t] -I—f:a} :

sodafl die Ordnung von S, hiernach s, > min (e +h [%t] , %) wiirde, was
fiir alles weitere durchaus unbrauchbar. Man konnte alles retten, wie ich mir
iiberlegte, wenn man folgenden Satz nachreiche:

Ist n<(f—1)* (das geniigt !) so ist der Ausdruck:

A== () + () == (1)

mindestens durch ¢ teilbar, wo a, > E_Ll —1 ist.

Der Satz stimmt nach Beispielen und fiihrt zu der folgenden, auch bei
Takagi nicht besser zu gebenden Ordnungszahl s, von S(1 — Ya)™t
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s, > U+ [W} +1 mit der soweit ich sehe, unser Beweis noch

ebenso klappt, wie mit der tatsc¢hlich nicht in allen Féllen stimmenden, von
uns benutzten s, = £+ [%ﬂ h. Ich sitze fortdauernd in fieberhafter Auf-
requng, kann obigen Satz nicht beweisen, und bin tief ungliicklich. Muf} ich
doch die Schuld an jenem Fehler ganz auf mich nehmen und bereite Thnen
dadurch noch +++ ! Was sollen wir tun ? Das Manuskript miissen wir doch
schleunigst zurickfordern.

Mit herzlichem Grufl Ihr tieftrauriger H. Hasse
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1.13 26.04.1923, Hasse an Hensel

Allendorf, den 26. IV. 23.
ab 1. V. Kiel, Mathematisches Seminar der
Universitat.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Beiliegend sende ich Thnen das Manuskript (Reinkonzept) meiner neu-
en Arbeit, die Reinschrift geht mit gleicher Post an de Gruyter. Ich ha-
be in den letzten Tagen noch einige Miihe mit der endgiiltigen Fertigstel-
lung gehabt und daher auch in das Reinkonzept noch etwas verbessern, ins-
besondere a.S.10 unten einen Fehler andeutungsweise verbessern miissen.
Hoffentlich finden Sie trotzdem gut durch. Ich denke wenigstens, daf alles
gut verstindlich ist. Die Exponentialdarstellung (%2) = (Bilinearform (giehe
tibrigens fiir den Kreiskorper Zahlbericht, S.413, Gl (82.) (Nebendiagonal-
matrix) und S. 516, Mitte) habe ich nun doch einer weiteren Arbeit vorbehal-
ten, da diese schon lang genug ist und noch einige besondere Untersuchungen
notwendig sind. Ebenso habe ich den in meinem vorletzten Brief genannten
Satz iiber die Normenreste eines Kérpers K = ({/aq,...,/a,) nicht in
groffter Allgemeinheit, sondern nur soweit ich ihn nétig habe, namlich fiir
v = 2 aufgenommen, da ich eine weitere Arbeit iiber die Normenreste sol-
cher und etwas allgemeinerer Korper plane. Ich will Ihnen aber den auf Grund
meiner Resultate sehr einfachen Beweis mitteilen:

Satz Sind ay,...,q, itrgendwelche v Zahlen aus k(l), zwischen denen
keine Relation

(1.1) ot = £

mit mod. { nicht samtlich verschwindenden, rationalen a; besteht, so bilden
die Normenreste des Korpers

K, = k(l; Yaq,...,Ya,)

in k() eine Untergruppe vom Index (.
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Beweis: Vorweg einige Bemerkungen: 1.) In £([) besteht eine
eindeutige Darstellung:

o = Xonf e (0<a <0-1)
(m = ef)

Hieraus folgt, dafl hochstens m + 2 “unabhéngige” «, zwischen denen kei-
ne Relation (1.) besteht, existieren konnen, z. B. die m + 2 Basiselemente
A My M M- Esistalso 1 <v<m+2

2.) Auf Grund einfachster Betrachtungen (Galoissche Theorie) zeigt man
leicht, dafl im Falle des Nichtbestehens einer Relation (1.) der Korper K, ein
Kérper vom Grade ¢” iber k([) ist, indem [ nur einen einzigen Primteiler
£, hat. Ich bezeichne ihn daher sinngemif mit K,(£,). Es ist [ ~ ££.
K, (£) hat eine Reihe Unterkorper, von denen ich die Serie

k(D), Ki(£1) = k(I Van); Ka(L2) = k(I /au, ag); ...
KV(’Q‘V) = k([u \é/a_b?\lya_l/)

ins Auge fasse. Jeder ist zyklisch vom Grad ¢ und “rein” zum vorherge-
henden. Wendet man daher den Satz an, dafl die Normenreste eines solchen
zyklischen, reinen Koérpers /—ten Grades im Unterkorper eine Untergrup-
pe vom Index ¢ bilden, und zwar sukzessive durch die ganze Korperreihe
hindurch, so sieht man, wie im Beweis zu Satz 3 S.15 meiner Arbeit, dafl
die Relativnormen von K,(£,) nach k(l) in k([) eine Untergruppe bilden,
deren Index < ¢ sein muf.

Es kommt nun darauf an zu zeigen, dafl der Index genau gleich ¢¥ ist.
Dazu betrachte ich eine andere Reihe von “nebeneinander liegenden” Un-
terkorpern von K, (£,), ndmlich:

k(L) = k(L /aD); ... k(L) = k( Vay)

Jede Relativnorm N von K,(£) nach k([) die gleichzeitig Relativnorm n;
von ki(l;) nach k(I),...,n, von k,(l,) nach k([). Es ist also, wie in der
Arbeit S.16. N Untergruppe des Durchschnitts

(1.2) N = (ng,...,n)

der Normenzahl-Untergruppen ny,...,n, der v Korper k;([; /a;). Diese
Untergruppen sind samtlich durch lineare Kongruenzen mod.¢

m+1

(1.3) Li(d) =) pild,=0mod. £ (i =12 )
s=0

47



definiert, denen die Exponenten dg einer zu ihnen gehorigen
B = Xopit . apengt G (0<dy <0-1)

geniigen miissen. Diese v Kongruenzen definieren nun nach bekannten Grup-
pensitzen dann und nur dann eine Untergruppe von k([) vom Index ¢”, wenn
sie “unabhéngig mod ¢” sind, sonst eine Untergruppe von kleinerem Index
s (v <v).

Es ist also nur noch die Unabhéngigkeit der Kongruenzen (3.) nachzu-
weisen. Dann folgt, daB der Index von N gleich ¢”, also der von N als

Untergruppe > ¢ ist, und folglich genau = /¥, < und nach (2.) noch

N = (ny,ng,...,n,) ) . Damit ist alles bewiesen.

Um die Unabhingigkeit der Kongruenzen (3.) zu zeigen, benutze ich
Vertauschungs— und Zerlegungssatz fiir das Normenrestsymbol.Ist ndmlich

a = ninit . onsrn i ag(n) } ( A= 1 } )
dm ; gesetzt
B o= ngnit .. ndeanr i B5(1) Na = Tmt

so gestattet das Symbol (ﬂ—[a) die Zerlegung:

() -1 ()

S,T

oder, wenn fiir ein festes, primitives (: (%) = (M gesetzt wird,

B, a m+1 . .
(T = CES,T:OMSTdS (A— CL(d5| 7‘)

wo L(d|c) wieder eine Bilinearform, diesmal schiefsymmetrisch, ist.

() () = ¢ )

Die Determinante der Matrix L = (pg.) ist mod. ¢ von Null verschieden,
da sonst L durch eine mod. ¢ ganzzahlige, umkehrbare Transformation auf
weniger Variablen d,,c, gebracht werden konnte, also fiir gewisse «, die
nicht (~te Potenzen in k(l) sind, jedes [ Normzahl wire, was nicht der
Fall. Sind nun irgendwelche v unabhéngigen o = «ay,...,qa, gegeben, und
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ihre Darstellungen

(1)
_ cr 4
Q= | | . 51
r

(2)
| | cy 4
(6% = 777" 52
T
(v)
| | cr Y4
aV = T’r gy
r

so ist die Matrix C' = (cﬁi)) mod. ¢ vom Hochstrange v . Die iiber den Nor-
menrestcharakter von 3 entscheidenden Linearformen L;(ds) in (3.) entste-

hen nun aus L(?|¢,), indem die ¢ durch die v Reihen A ersetzt werden.
Folglich stellt sich die Matrix der v Linearformen L;(ds) in der Form

LC

dar, und hat wegen des Nichtverschwindens der Determinante von L den-
selben Rang wie C', also ebenfalls v. Also sind die v Linearformen L;(dy)
unabhéngig, was z.b. w.

Was ich nun weiter plane ist folgendes: Ich sehe eine grofie Analogie der
ganzen hier eingeschlagenen Entwicklungen zu der Theorie der Gruppen von
Idealnormen.In groflen Ziigen ist das Bild dort folgendes:

Die Normen der Ideale eines Oberkorpers K bilden im Unterkorper &
stets eine gewisse Idealgruppe. Legt man irgendeine (allgemeinste Klassenein-
teilung in k zugrunde, so bilden auch diejenigen Klassen aus £, die Idealnor-
men aus K enthalten eine Klassengruppe H. Fiir Galoissche Relativkorper
K gelten nun folgende beiden Tatsachen:

1. Der Relativgrad n des Gal. Korpers K ist stets grofler oder gleich
als der Index h der Klassengruppe H in Bezug auf die Gruppe aller
Strahlklassen.

2. Ist K’ Oberkorper von K (beide Galoissch), so ist die zugeordnete
Klassengruppe H' von K’ Untergruppe von H und umgekehrt.

(Ubrigens wird dann der “Klassenkorper” zu H einfach so definiert:

K heifit Klassenkorper zu H, wenn der Index h von H gleich
dem Rel. Grad n von k ist, und aus 2.) folgt sofort, dafi nur
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ein Klassenkorper zu jeder Klassengruppe H existieren kann.
Takagiweist die Frxistenz in allen Féllen nach, und weiter, daf3
er sogar rel. Abelsch ist und dafl umgekehrt jeder rel. Abelsche
KorperKlassenkorper zu einer bestimmten Klassengruppe H in
k ist.) Das nur nebenbei.

Die erwidhnte Analogie sehe ich nun in den Séitzen 1.) und 2.). Fiir Zahlnor-
men in den A-adischen Kérpern scheinen ndmlich die ganz entsprechenden
Tatsachen zu gelten:

1. Die Relativnormen jedes Korpers K (£) (ein solcher ist stets Galoissch)
bilden in k(I) eine Untergruppe H, deren Index kleiner oder gleich dem
Grad des Korpers K(£) iiber k([) ist.

2. Ist K'(£') Oberkorper von K(£), so ist die Normzahluntergruppe H’
von K'(£) Untergruppe der Normzahl-Untergruppe H von K(£).

Méoglicherweise gilt sogar in 1.) stets: nur gleich, was aber nicht anzunehmen
ist, schon eher, wenn man Abelsche Korper K(£) betrachtet.

2.) ist selbstversténdlich, da die Relativnormen aus K'(£') auch Normen
aus K (£) sind. (Bitte um Entschuldigung, habe < und > Verwechselt).ﬂ

1.) stimmt in allen von mir durchgedachten Fillen, z. B. fiir Korper k(I, /),

wo der Grad ¢, der Index auch ¢ ist, auch nach obigem Beweis fiir k(I; aq, . .

Sie erkennen im obigen Beweis iibrigens gleichzeitig die grofie Rolle, die
der Index der Normzahluntergruppe spielt. 1.) stimmt auch fiir rel. zyklische
Korpervom Grade (¥, z.B. k( 4/«a), etc..., wie man wieder durch sukzessi-
ve Relativnormbildung durch die ineinandergeschachtelten Unterkérper er-
kennt. Ich will nun versuchen, diesen allgemeinen Satz, der mir fiir das all-
gemeine Normenrestproblemwesentlich scheint beizukommen, und zwar in
folgenden Etappen:

1. Behandlung des Normenrestproblems fiir nicht reine (allgemeine) rela-
tivzyklische Korper vom Primzahlgrad ¢ und aus solchen komponierte
Korper. (im wesentlichen bei Takagi, braucht nur unseren Methoden
angepafit zu werden).

2. Behandlung des Normenrestproblems fiir relativ—zyklische Korper von
Primzahlpotenzgrad ¢ und aus solchen (fiir gleiches ¢) komponierte.

! Dies bezieht sich offenbar auf vier durchgestrichene Zeilen.
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3. Behandlung des Normenrestproblems fiir Korper die aus relativzykli-
schen Korpern der Grade 4,052, ... (" zusammengesetzt sind, und
somit fiir die allgemeinsten relativ—Abelschen Koérper.

Bei 2.) und 3.) werden die Richtlinien, die ich in meinem vorletzten Brief
entwarf, niitzlich sein, also Benutzung der héheren Verzweigungskorper, die
hier alle zyklische Unterkorper werden.

Ich glaube, dal dieser Teil, also die Behandlung der relativ—Abelschen
Korper sich sehr glatt wird machen lassen. Ob auch die Galoisschen Kérper
und somit die allgemeinsten Korper K(£) sich diesen Hilfsmitteln fiigen
werden, kann ich noch nicht ahnen.

Ich wére Ihnen sehr dankbar, wenn Sie mir gelegentlich einmal ausfiihrlich
Ihre Ansichten zu meinen Ideen mitteilten. Es wére doch fein, wenn vielleicht
sich wieder einmal eine gemeinsame Arbeit ergébe, sollten Sie dazu Lust
haben, so wiirde ich mit gréftem Vergniigen einen Teil der Sommerferien in
Marburg zubringen.

Ich mochte nochmals um Entschuldigung bitten, dal mir in der Normen-
restarbeit der schreckliche Fehler passiert ist. Sie haben das Manuskript wohl
zuriickerhalten, und ich bin dann gerne bereit, die erforderliche Anderung in
ein paar Tagen anzubringen. Es sind ja nur 4 Seiten neu zu machen, und ich
habe es schon im Konzept fertig.

Zum Schlufl mochte ich Thnen noch einmal versichern, mit welch’ groflem
Interesse und Freude ich nunmehr, wo mich die Angelegenheit “gepackt” hat,
nochmals Thre Arbeit iiber das allgemeine Norm—Problem durchstudiert, und
bis ins Einzelne alles durchdacht habe. Ich glaube, wie ich schon schrieb, daf3
grofe und schone Sétze am Ziele winken.

Mit herzlichen Griilen Thr getreuer
Helmut Hasse.
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1.14 27.04.1923, Hasse an Hensel

A. den 27.IV. 23.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Nach 2 schrecklichen Tagen kam mir heute friih der rettende Gedanke, der
unsere Arbeit wieder auf die Beine hebt, die sie verloren hatte. Es ist aller-
dings eine Uménderung von ca. 4 Seiten des Manuskripts vorzunehmen, und
wir miissen uns daher unbedingt das Manuskript noch einmal zuriicksenden
lassen. Ich will Thnen gleich ausfiihrlich mitteilen, wie alles richtig zu machen
ist. Dabei fiige ich gleich eine bedeutende Verbesserung ein, die darin besteht,
dal man die nach unten abzuschétzenden Ordnungszahlen auf den Primteiler
£ des Oberkirpers bezieht. Dadurch wird 1.) meine Neuerung iiberhaupt
erst moglich, 2.) die Anwendung der Waringschen Formeln unnétig, da die
Newtonschen geniigen, 3.) die Symbole “[ }” , d.h. “grofites Ganze” ver-
mieden. Der auf meiner Karte genannte Hilfssatz ist richtig und eine einfache
Folge der Kreiskorpertheorie:(man bilde die Spur von (1—¢)" die durch 71
teilbar ist, andererseits sich als

g{l_(gy(gg)_...}

ausrechnet, also ist die Klammer { } mindestens durch die néchste ganze
Potenz von ¢ iiber ¢7-1 ' teilbar. Ich brauche aber den Hilfssatz gar nicht,
daich (1 — ()™ gar nicht auszurechnen brauche. Nun Sie werden ja sehen).

Ich beginne da, wo die Anderung nétig wird. Es wird erst die Entwicklung

(1.10) n(Hs:) = n(1+wA(1—va)) =
= 1 + ’(Ul)\sGl(l - \‘/E)t + ’UJ,?)\QSGQ(l - \Z/a)t +--F U}f)\éng(l - \Z/a>t
angesetzt. Es seien ferner fir r = 1,2,... £:
die—
g, die Ordnungszahlen der G, in [, ferner g, = lg. | sel-
Syl I NS, T I 5, = ¢s, » ben
ar I Il Gliederin (10.) 11 [, I a, = fa, | O.7.
in £.
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Erstes und letztes Glied lassen sich, wie vorher, angeben:

(1.11) Erstes Glied = —w;wI )\, also a; =e+s

(1.12)  Letztes Glied = wf(—u)' A\ = wi(—u)' )\,
W oap = ht+0s = (.

Fiir die Potenzsummen S, (1 — /o)t fir r = 1,2,... £ —1 fiihre ich
nun folgende Rechnung aus:

/-1

S.(1—+a) = Si(1-

- <1—aa>” 14y (11 ff ]

NQ

V=

H’_‘

= (1-Va)" |1+

l—

(- “}‘W)]
{1+ e <>}rt]

é(ﬁ) <1 ) o]

. (t) Wz% 11<1¢—a )c:> ]

= (1—+va)" |1+

= (1—@” 1+

(113)  S.(1—V/a) = (1—

Aus (13) folgt alles, was man iiber S, zu wissen braucht.

Es ist namlich  (1—¢*) ~ €57 also 307! (1—¢¥)* teilbar durch €71
Ferner ist (1 —/a) ~ £" (wenn a = 1+ wA"), also (1 — Ja)* ~ £hr
Dieser ist das p—te Glied von Z;tzl teilbar durch g#(:£1-h) — gun'

. . . t . .
Die Ordnungszahlen der einzelnen Glieder von 22:1 sind also sukzessive

>h 20l rth
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und dies ist eine wachsende Folge. Die zunéchst ganz rohe Abschétzung:
alle Glieder von hoherer O.Z. als A’

geniigt aber nicht. Vielmehr mufl man noch benutzen, dafl die ersten ¢ — 1
Glieder sicher sdmtlich von nicht niedrigerer Ordnungszahl als ihr letztes,
also (¢ —1)h’' sind.

Es ist ndmlich fiir p = 1,2,... ¢ —1:

-1 -1 =1
S -y = Y-y =2 Y u())er -
v=1 v=0 v=0 k=0

Also sind die Ordnungszahlen der ersten ¢ — 1 Glieder, vorweggenommen
noch +++ 3 folgende £:

>el,el —h,el —2h,... el —(L—1)h, siamtlich >el—((—1)h = (L—1)N

und das schlieit sich an die nach der ersterhaltenen Reihe folgende, allge-
meingiiltige Fortsetzung ph’ an. Also sind alle Glieder in [ } mindestens
von der Ordnung (¢ — 1)’ in £ und daher unter Berticksichtigung des
Faktors (1 —+/a)™ in (13)

5. >rth+({ —1)h = rth+el — (L —1)h
Fiir den Ubergang zu den G, geniigen die Newtonschen Formeln:

ST — GlSr_l + GQST-_Q — = (—1)TGT_151 + (—1)TTG7« = 0;

(r=1,2...,0-1).

Wegen S = G gilt fiir g, dieselbe unsere Schranke wie fiir 5;. Sei
schon bewiesen, dafl fiir ¢,,... g,_; dieselbe untere Schranke gilt, wie fiir
S1,... S._1, also auch

g,>vth+(—=1)n; (fir v=12...7r—1)

ist. Dann sind die Ordnungszahlen von G15,_1,...,G,_1S; sédmtlich
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>vth+ (= 1) + (r —v)th+ (( — 1)
= rth+2(( — 1) > rth+ ({ — 1)

also, da auch die von S, nach obigem > rth+ (¢ — 1)h' ist, und r prim zu
¢ ist, auch

g, >rth+({—1)h =rth+el—((—1)h =el+[rt—(L—1)|h

und somit
a, = rsl+g, >rsl+el+[rt—({—1)h
also
a, t— (-1
(1.14) ar—%zrs—l—e—}—%h; (r=1,2..0-1)

wéhrend fir = 1 und ¢ — 1 genau nach (11) und (12)

(1.15) ap =e+s
(1.16) ag = ht+{s
ist.

Die in (14) erhaltene Abschiatzung geniigt, um die beiden Gleichungen
F und F in ganz genau demselben Wortlaut, wie frither zu beweisen. In-
folge Fehlens des komplizierten ++4 mit der Nebenbedingung und vor al-
lem auch der lastigen eckigen Klammern [V?t] , die in (14) entbehrt werden
kann, (natiirlich ist wegen der notwendigen Ganzzahligkeit von a, sogar
a, >rs—+ 0+ {Wh} , WO { } grofites ganzes “iiber” bedeutet), wird
der Beweis der Hilfssédtze noch nicht einfacher, als es schon war. Es geniigen
jedesmal 3 Zeilen Rechnung einfachster Art. Ich brauche das wohl nicht wei-
ter mehr auszufiihren.

Nun mochte ich Sie herzlich bitten, diese Uberlegungen noch einmal ganz
genau durchzugehen und zu priifen, ob so alles in Ordnung ist. Ich habe seit
der grausigen Entdeckung nun schreckliche Angst, daff noch ein Fehler an
irgendeiner Stelle stecken koénnte, obwohl ich alles mit grofiter Genauigkeit
durchdacht habe. Man ist manchmal direkt blind fiir ganz elementare Fehler.

Was nun meine weitere Arbeit {iber “Zerlegungs— u. Vertauschungssatz
und reduzierte Exponentialdarstellung des Hilbertschen Normenrestsymbols
fiir Primteiler [ eines ungeraden ¢” angeht, so ist diese dadurch auch geret-
tet. Ich stiel namlich bei der genauen Ausarbeitung auf den Fehler in der
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fritheren. Da darin der Satz iiber die Normenreste von komponierten Kérpern
vom Typus (4,¢,...0), also k (~te Wurzeln adjungiert, vorkommt, das zu
Threm allgemeinen Normenrestproblemin Beziehung steht, denke ich Thnen
einen Gefallen zu tun, wenn ich Thnen nach Fertigstellung der Ausarbeitung
mein sehr ordentlich abgefaites Reinkonzept sende, dann kénnen Sie gleich
Einblick tun, und meine Resultate, die ich Thnen iibrigens in groflen Ziigen
schon in Marburg in halbfertigem Zustand mitteilte, genau kennen lernen.
Die Reinschrift sende ich dann gleich an Crelle, da der Verlag mir immer
mitteilt, dafl er die Manuskripte zur Vorbereitung des Druckes, Abschétzung
etc. rechtzeitig héatte. Darf ich diese Arbeit fiir das im Winter zum Druck
kommende Doppelheft 3/4 von Bd. 153 vormerken ? — Gestern hatte ich
Nachricht von Herrn Wilton (Adelaide, Australien)daf die bei uns noch la-
gernde Arbeit von 1914 inzwischen in ganz wenig verdnderter Form gedruckt
ist. Ich denke, wir wollen Sie dann nicht mehr drucken, obwohl er gegen einen
Abdruck nichts einzuwenden hétte. Wir wollen doch lieber neue Sachen neh-
men.

In meinem Brief vom Sonnabend vergafl ich noch zu sagen, daf§ ich nach
meinen “iiberfliegenden ” Uberlegungen das “allgemeinste Normenrestsym-
bol” fiir auflerordentlich wertvoll halte. Ich glaube, dafl eine ganz neue Sorte
von Reziprozitatsgesetzen auf diese Weise erschlossen werden kann, von de-
nen die bisherigen nur Spezialfélle sind. Als oberstes Ziel mochte ich den

Nachweis von
nfs} -
B

B

hinstellen, was dann das “allgemeinste” Reziprozititsgesetz fiir beliebige Re-
lativkorper darstellen wiirde. Durch Sétze iiber die Auswertung von {%}
wiirden vermutlich Reziprozitidtsgesetze iiber die m-ten Potenzreste (belie-
bige ganze Zahl), aber noch vielmehr, ndmlich Sitze tiber “nicht Galois-
sche Kongruenzreste” folgen, die sich vermutlich in Reziprozitéiten zwischen
den Relativdiskriminanten duflern und womoglich zu schénen Diskriminan-
tensétzen {iberhaupt fithren. Diese Ziel ist aber noch in weiter Ferne. Denn
dazu ist aufler der Bestimmung des Symbols {%} noch ein ganz entsprechen-
des Gebdude fiir beliebige Korper notwendig, wie das Hilbert—Furtwdngler—
Takagische fiir Abelsche Korper.
Mit den herzlichsten Griilen Thr

Helmut Hasse.
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1.15 26.05.1923, Hasse an Hensel

Kiel, den 26. Mai 1923.
Esmarchstrafie 16 .

Sehr geehrter Herr Geheimrat !
Hochverehrte gnidige Frau!

Nehmen Sie unseren herzlichsten Dank fiir die wunderbare silberne Keks-
dose mit dem herrlichen Flieder darin, mit der Sie unsern Hochzeitsgaben-
tisch so reich bedachten. Das prachtvolle Stiick wird eine schéne Zierde un-
seres neugeschaffenen Heimes sein und soll uns stets an die von uns allen
beiden so hoch verehrten Geber erinnern. Unser Hochzeitstag, den uns viele
liebe Verwandte von mir und meiner Frau mitfeiern halfen, war ein wahrer
Freudentag fiir uns, und wie wir von allen +++ horen, auch fiir unsere lieben
Géste. Die treue Liebe meiner Schwiegermutter hatte es auch in wundervol-
ler Weise verstanden, alles trotz der heutigen schlimmen Zeit so feierlich und
festlich zu gestalten, wie man sich nur denken kann. Eine besondere Freude
war es uns, sehr verehrter Herr Geheimrat, Sie personlich in den Reihen derer
zu sehen, die unserer Trauung beiwohnten. Seien Sie fiir dies Zeichen Ihrer
Zuneigung zu dem jungen Ehepaar Hasse noch ganz besonders bedankt. —
Nachdem wir eine Woche lang bei nicht ganz wunschgeméflem Wetter uns
Hamburg und Umgegend angesehen haben, sind wir nun seit Mittwoch in
unserem neuen Heim in Kiel. Wir hatten das grofle Gliick, eine sehr schéne
Wohnung hier zu finden; in einer herrlichen, feinen Gegend Kiels gelegen,
(dicht bei Toplitz Wohnung), haben wir den hinteren Teil einer groBeren
Etage von einer alleinstehenden Dame gemietet. Es sind Wohn— und Schlaf-
zimmer, Badestube und eigene Kiiche. Das ist doch wirklich alles, was man
sich wiinschen kann, und mehr Gliick wie Verstand. Nun sind wir eifrig da-
bei, uns alles recht behaglich und schén einzurichten. Die Beschéftigung mit
mathematischen Dingen will ich in diesem Sommer einmal auf ein Minimum
reduzieren, um mich umsomehr meiner jungen Frau widmen und nach den
arbeitsreichen letzten Jahren ordentlich erholen zu kéonnen. Daf ich hiermit
auch einem von Ihnen so haufig geduflerten Wunsch entspreche, ist mir dabei
eine besondere Beruhigung. Weify ich doch so, daf§ Sie nicht von mir denken
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werden, ich wiirde unserer Wissenschaft im allgemeinen und den uns beson-
ders interessierenden Dingen im besonderen untreu. Wenn ich dann Ende
des Sommers nach Marburg komme, freue ich mich umsomehr, mit frischem
und ausgeruhtem Kopfe an neue Probleme herangehen zu kénnen, ganz be-
sonders, wenn ich dann mit Thnen, Herr Geheimrat, in gemeinsamer Arbeit
Neues schaffen darf.

Nun seien Sie nochmals herzlich bedankt und gegriift von IThrem Thnen
in aufrichtiger Verehrung zugetanen jungen Ehepaar

Hasse.
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1.16 07.07.1923, Hasse an Hensel

Kiel, den 7. VII. 1923.

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Fiir Thren lieben ausfiihrlichen Brief meinen besten Dank. Ich habe mich
sehr dariiber gefreut, dafl Sie an unserm schonen Gliick so freundschaftlichen
Anteil nehmen, und auch meine Frau 148t Thnen fiir all’ Ihre guten Wiinsche
und herzlichen Worte bestens danken. Ich habe mit der Antwort bis heu-
te gewartet, damit ich Thnen gleichzeitig meine zwei neuesten Arbeiten (im
Konzept) beilegen kann. Sie sind Thnen ja im Prinzip bekannt, da wir schon in
den Osterferien kurz dariiber sprachen, jedoch nahm die genaue Ausfithrung
doch noch einige Zeit in Anspruch, besonders, da ich in diesem Sommer
naturgeméf nicht so viel an die Arbeit komme. Bitte nehmen Sie es nicht
iibel, wenn ich Thnen die noch etwas durchkorrigierten Konzepte sende. Ich
mochte die Reinschriften gerne hierbehalten, da in ihnen noch dies und das
zu andern ist, was erst nach Besprechung mit Herrn Artin geschehen kann,
der ja an der zweiten Arbeit bei einem Beweis auch beteiligt ist. Die erste
der Arbeiten bringt die Fortsetzung zu meinen beiden fritheren 1.) Uber
die Darstellbarkeit des quadratischen Normenrestsymbols durch (—1) hoch
einer Bilinearform, 2.) Zerlegungs— und Vertauschungssatz, letztere sandte
ich Thnen ja im April schon. Die Hauptresultate sind:

1.) Das Hilbertsche Symbol (O‘—[ﬁ) ist durch seine “vorldufige Definition”
1 oder ¢ und Zerlegungs— und Vertauschungssatz eindeutig bestimmt,
bis auf die einmalige Auswahl von (.

2.) Die Auswahl von ¢ hat auf Grund der Forderung [], (O‘TF) =1 zu
geschehen. Diese Forderung ist nach Hilbert—Furtwangler mit allem
bisherigen vertriglich.(Hauptinhalt des Hilbert—Furtwénglerschen Re-
ziprozitatsgesetzes.

3.) Auch fiir ungerades ¢ gilt eine Formel (%3) = (L) wo L auf eine
sehr einfache Normalform gebracht werden kann.
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Die zweite Arbeit bringt dann zum Abschluff der ganzen vorhergehenden
Untersuchungen die Anwendung unserer Normenresttheorie auf die Rezi-
prozitatsgesetze, die in ziemlich erheblichem Umfang iiber das bisher be-
kannte hinaus erweitert werden. Ich dachte iiber diese Arbeit im Septem-
ber dann einen kleinen Vortrag zu halten und habe deswegen schon an Bie-
berbach geschrieben. Hecke findet iibrigens die Resultate {iber die Rezipro-
zitédtsgesetze sehr schon und interessant. Er kann sie selbst im einfachsten
Falle (¢ = 2) mit seinen verallgemeinerten Gaussschen Summen und mittels
Theta—Funktionen nicht bekommen, sondern erhélt nur die trivialen Vorzei-
chenfaktoren, (nicht die Spuren).

Ihre Absicht, die algebraische Zahlentheorie in einem neuen Buche dar-
zustellen, begriifle ich aufs lebhafteste. Tatséchlich existiert doch z. Zt. kaum
ein verniinftiges Buch, namentlich {iber die Normenreste und Reziprozitéts-
gesetze. Der Zahlbegriff ist ja in dieser Hinsicht zu speziell, auch nicht schon
genug dargestellt, Weber hat andere Tendenzen, Hecke geht, wie iiblich, nur
auf Spezialfille ein (¢ = 2). Ich selbst habe mir daraufhin auch schon man-
ches iiberlegt und finde, dafl in ein solches Buch hinein miifite:

1.) Elementare Theorie der algebraischen Korper.
(Grundrichtung: Thre Arbeit in der Zeitschrift)

2.) Theorie des Galoisschen Korpers
(Zerlegungs, Tragheits, Verzweigungsgruppen u. Korper)
Das 1488t sich ja mit Thren Methoden sehr schon einfach be—
griinden

3.) Multiplikative Normalform

4

)
.) Normenreste relativ—zyklischer Korper
5.) Reziprozititsgesetze.
)

6.) Kreiskorper.

Ich habe namentlich {iber 5.) viel nachgedacht. Der Beweis der auch mei-
nen Verallgemeinerungen zugrunde liegenden Hilbertschen Formel

(%) =

60



ist ja, wie Thnen bekannt ist, eine der schwierigsten Angelegenheiten. Es
erfordert bisher in einfachster Aufmachung (neuste Arbeit von Takagi) fol-
gende Gruppen von Hilfsmitteln

1.) Theorie der Einheiten.

2.) Theorie der Kongruenzstrahlenund allgemeinste Klasseneinteilung

nach Weber.
3.) Theorie der (~Funktion und L-Reihen.
4.) Theorie des Galoisschen Kérpers in obigem Umfang,.
5.) Theorie der Abelschen Gruppen.

Ich weifl nicht, ob mit Einbeziehung aller dieser Dinge Thr Buch nicht einen
zu gewaltigen Umfang annehmen wiirde. Im héchsten Grade wiinschenswert
erscheint sie mir ja, da eben heute kein verniinftiges und sogar iiberhaupt
kein Buch dariiber vorliegt.

Als vollsténdig abgeschlossen mochte ich allerdings meine Untersuchun-
gen iiber Normenresteund Reziprozitidtsgesetze noch nicht bezeichnen. Gera-
de heute ist mir ndmlich erneut die Moglichkeit etwas naher geriickt, viel-
leicht doch unmittelbar durch unsere Methoden auch das Hilbertsche Rezi-
prozititsgesetz ], (O‘—pﬁ) = 1 direkt beweisen zu kénnen. Auch bietet die
Anwendung der Methoden und Ergebnisse auf den Kreiskorper, sowie auf
Abelsche Korper noch ein reiches Feld meiner Betétigung.

Jedenfalls freue ich mich sehr, mich mit Thnen recht ausfiihrlich {iber Th-
re Absichten zu unterhalten. Ich werde wahrscheinlich vom 1.-30. September
in Marburg sein, sodaf} sich dazu hoffentlich reichlich Zeit und Gelegenheit
bietet. Sonst bleibe ich auch gern noch etwas ldnger. Auch iiber das von
Ihnen begonnene neue Normenrestproblem habe ich mir ein paar Gedanken
gemacht, in Verfolgung der Richtlinien, die ich Thnen im April schrieb. Ich
glaube, da ist noch viel zu machen und hoffe zuversichtlich, daf§ wir mit ver-
einter Kraft Schones erreichen werden.

*) unter alleiniger Anwendung des Satzes von der arithmetischen Progression in alge-
braischen Korpern, in den dann eben alle transzendenten Hilfsmittel zusammengedrangt
werden.
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WuBlten Sie iibrigens schon, dafi der grofle Fermatsche Satz mit der fol-
genden Behauptung identisch ist:

27 o0 , 3
/ (Z e " cos goye) dp =0 fir w>0.
0 v=1

Gelingt es, diese Formel fiir ein uw > 0 zu beweisen, so folgt elementar die
Fermatsche Behauptung. Ich habe mir dies zum Anschluf an die Lektiire von
Hardys Arbeiten iiber das Waringsche Problem zurechtgelegt. Anstelle von
e kann iibrigens auch % oder auch ﬁ in das Integral gesetzt wer-
den, da dies Glied lediglich die Rolle eines Il{onvergenz erzeugenden Faktors
hat. Natiirlich erfordert der Nachweis der Behauptung in dieser Form eine
genaue Kenntnis der Verteilung der /~ten Potenzen v’ mod. 27 . Diese hat
man aber durch Hardy—Littlewood. Es erscheint mir daher nicht ausgeschlos-
sen, auf diesem Wege durchzukommen, indem man etwa zeigt, fiir u — 0
konvergiert das Integral gegen einen endlichen Grenzwert < 7 bis auf Fehler
der Ordnung wu, was geniigen wiirde, oder entsprechendes fiir u — oo.

Wir besprechen in unserem Seminar die Hardyschen Arbeiten sehr genau
und haben viel Freude daran. —

Beiliegend erlaube ich mir die Porto—Abrechnung fiir Crelle fiir das erste
Halbjahr 1923 einzufiigen. Der Vorfall mit der Brandtschen Korrektur beruht
auf einem bedauerlichen Miflverstéindnis, entstanden durch den Verlust einer
Postsendung. Ich habe an ihn geschrieben und hoffe, daf3 die Sache durch
eine Druckfehlerberichtigung im néchsten Heft in Ordnung zu bringen ist.
Ubrigens kann von “sinnentstellenden” Druckfehlern nicht die Rede sein, es
waren nur einige formale Dinge, die auch keinem sehr auffallen, nicht richtig.

Ob Herrn Weyrichs Arbeitnoch in diesem Doppelheft Aufnahme finden
kann, erscheint mir zweifelhaft, denn erstens ist der Rohdruck schon beendet
und wiirde eine neue Arbeit, die erst jetzt kommt, erfahrungsgeméfl den Ter-
min des Erscheinens sehr hinausziehen, also jedenfalls sicher bis {iber Mitte
September, zweitens liegen schon 132 Seiten vor und hat sich de Gruyterschon
bei der Frage, ob die Kronecker Arbeitnoch dazu kénnte, darin geduBert, dafl
dann eine andere entsprechenden Umfangs fallen miifite. Ich mochte also vor-
schlagen, Herrn Weyrichs Arbeit fiir Heft 3/4 vorzumerken.

Ubrigens wére es sehr wiinschenswert, wenn unsere gemeinsame Annalen
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Arbeit recht bald erschiene, da in dem demnéchst erscheinenden Crelle 153
1/2 schon eine Anschlufi—Arbeit von mir enthalten ist. Kénnten Sie nicht
Herrn Blumenthal um Beschleunigungmit dem Hinweis hierauf bitten ?

Herr Bohm arbeitet “praktisch” , ohne benachrichtigt zu sein, schon an die-
sem Doppelheft nicht mehr mit. Es geht sehr gut, sogar besser, d. h. schneller

so. Mit vielen herzlichen Griilen von Haus zu Haus Thr sehr ergebener

Helmut Hasse.
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1.17 24.07.1923, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
KIEL, DEN 24. VII. 23

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Fiir heute folgende kurze Mitteilung: Das allgemeinste Reziprozititsgesetz
im Kreiskorper k(¢) lautet:

1

1 . - V
(%) (g) = Csa(a’ﬁ) wobei  ¢(a, f) = > " S(¢ glog a) ‘ S(¢ éog a)
a—1\N(pB) -1 51\ N(a) -1
+S( A ) ¢ S( \ ) 7 mod. /

ist. Dabeiist «,=1mod A (A= 1-—() vorausgesetzt. In dem Exponen-
ten treten die (—adischen Logarithmen im Sinne Ihrer fritheren Arbeit auf.
Der zweite Ergidnzungssatz heif3t:

(i) - C_SCOA%); (é) = C*S(C?%) fir a=1mod \.
o
Nun noch etwas sehr Schones: Ich habe folgenden Satz bewiesen:
Die Gleichung 2° + y* 4+ 2 = 0 ist in drei ganzen, zu ¢ primen, ratio-
nalen Zahlen hochstens dann 16sbar, wenn die (¢ — 3)te Bernoullische Zahl
einen durch ¢ teilbaren Zihler hat, also viel mehr, als Kummer in seiner
letzten Arbeit hierzu. Auch kommen die bekannten Kriterien von Wieferich,
Furtwangler, Mirimanoff sehr elegant heraus.
Methode: Reziprozititsgesetz.

Beste Griifle auch von meiner Frau. Ihr ergebener

Helmut Hasse.
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1.18 08.10.1923, Hensel an Hasse, Postkarte

POSTKARTE

Lieber Herr Doktor. Herzlichsten Dank fiir Thre lieben Zeilen und Ihren
schonen Vortrag, den ich nun noch gern ordentlich verstanden und genos-
sen habe. So wird die Darstellung in unserem Buche prachtvoll gehen, so
schon wie wohl sonst auf keine Weise, und das, was Thnen noch fehlt wird
sich in der Zwischenzeit sicher auch noch schén fiigen. Ich bin jetzt ganz
damit einverstanden, dass wir das Eingangsdatum der Crelle Arbeiten bis
auf Weiteres heruntersetzen. Wir brauchen in néchster Zeit keine Sorge zu
haben, jemand etwa zu verletzen.

Mein kleiner Zusatz zu unserer gemeinsamen Arbeit, auf den ich bei unse-
rem letzten Zusammensein noch hinwies, und den ich jetzt zu Ende gedacht
habe, bezieht sich auf Seite 16 zweite Hélfte hinter Formel (22) derselben, wo
es sich darum handelt, zu dem Elemente 7, = 1+7?? M die zugehorige
+++ Einseinheit 7, = 1+ /A"  zu bestimmen.

Hier bestimmt sich der Grad h' aus h+ h' = Zej = Zey. Aber etwas
vor unserem gemeinsamen Zusammenarbeiten hatte ich auch schon fiir die
Einheit «' die entsprechende Beziehung +++ hochst einfach abgeleitet, die
aber damals eben nur bei jener Beschrankung (h < (Z — 1)eg) galt, und
ich die Untersuchung fiir (Z — 1)eg < h nur sehr unbequem fiithren konnte.
Jetzt ist ja aber diese Schwierigkeit durch Sie behoben worden, und nun gilt
mein Schluss ganz allgemein, und macht das so einfach, dass er schon hier in
den folgenden Paar Zeilen hétte stehen konnen.

Etwa Fortsetzung am Ende von S. 16:

/ 1

v’ ist irgendeine von den f — 1 Einheiten: wZu?"! — w;w%

i (o)? (o)) = 2R (-g) fir =B (= L2.../-1).
w?90

+-++ linear unabhiingige Einheit. Also ist ' = &, wo  sk(&) = &+

u

&+ -—i—fg_l # 0 d.h. «/ ist dadurch bestimmt, dass sx(&) = sk( s ) =

w490

Sk((nhfl)(ﬁhlfl)) — Sk((nrl)(nhﬁl)) — Sk((ﬂhfl))\(gih’*l)) ?é 0 (IIlOd g) iSt, WO

Nhth! ,Z g0 Nw90)Z
nach S.3 X\ = (—Z)% zu setzen ist.
Das ist Alles, es ist IThnen wohl auch ganz bekannt, aber es ist doch schon an
dieser Stelle so schén anzufiigen, und das hat mich gefreut. —

(Z2-1)
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Haben Sie noch vielen Dank fiir die Rankbank!! Hat sich jetzt noch et-
was in Threr Theorie des Primideals geédndert ? Ich finde es bedenklich, dass
+++ +++ eine Ndhmaschine fehlen soll und wittere da eine Falle. Wir sind
hier bei +++ +++ Wetter herrlich untergebracht (Heidelberg +++ +++
N2262 bei Traumann und wollen uns noch 10 Tage erholen. Ich habe einen

+++4+ +++ an Prof. +++ ++4++ ++-+, vielleicht ++4 +++. Herzl. Gruss
Ihr K. H.
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1.19 14.10.1928, Hasse an Hensel, Postkarte

POSTKARTE
HALLE, 14. X. 28.

Lieber Herr Geheimrat !

Besten Dank fiir Thre Karte, aus der ich zu meiner Freude entnehme, dafl
Sie mit Frau Geheimrat ein so schénes Ferienende verlebt haben. Die kubi-
schen Diskriminanten will ich ndchste Woche angreifen. Z. Zt. schreibe ich auf
Wunsch der Hamburger fiir deren Abhandlungen eine Reziprozitéitsgesetz-
note.Dabei ist folgende ganz konkrete Frage von fundamentaler Bedeutung.
Wenn /¢ eine ungerade Primzahl,

( eine f—te Einheitswurzel und A = 1 — ( ist, so schreiten bekanntlich
die v/1 — X und v/1+£)\ (iiberhaupt v/1 — A¢+ ---) nach ganzen Poten-
zen von A fort, wenn sie A—adisch entwickelt werden. Dagegen kann ich
bisher nicht entscheiden, ob dasselbe auch fiir die 41— A,... mit n > 1
gilt, bezw. wie die Einseinheit 1 = 1 — X +---  beschaffen sein mufs, da-
mit /i nach ganzen Potenzen von X fortschreitet. (¢ und A sollen dabei
genau dieselbe Bedeutung haben, wie fiir n = 1, nicht etwa ( eine ("—te
Einheitswurzel )

Ich ware Thnen sehr dankbar, wenn Sie diese Frage beantworten koénnten,
was mir seit etwa einem Jahr trotz heiffer Bemiihungen nicht gliicken will.

Ich las, dal von Ihnen eine Note in einer Marburger Festschrift erschienen
ist. Darf ich die Bitte um einen Sonderabdruck duflern ?

Mit herzlichen Griiflen bin ich stets Ihr dankbar ergebener

H. Hasse.
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1.20 21.10.1928, Hasse an Hensel

Halle, 21. Oktober 1928.

Lieber Herr Geheimrat !

Endlich kam ich dazu, Ihnen aufzuschreiben, wie sich meine damalige Fra-
ge mit der Diskriminantentheorie kubischer Korperin Beziehung setzen 143t.
Hoffentlich sind Thnen meine Ausfithrungen einigermafien verstédndlich. Ich
wuflte nicht, wieviel ich aus der Klassenkorpertheorie voraussetzen konnte.
Auf den Abschnitt 1. kommt es im iibrigen weniger an, als auf Abschnitt 2.

Die eigentliche Frage nach der Anzahl der kubischen Korper gegebener
Diskriminante habe ich auf die Bestimmung einer Anzahl Ny der “durch-
weg” von Null verschiedenen Losungen eines linearen Kongruenzensystems
zuriickgefiihrt.

Selbst wenn man diese Anzahl Ny nach Ihrer Methode bestimmt, ist man
aber noch nicht restlos gliicklich. Denn um Thre Methode anzusetzen, muf
man erst einmal die fraglichen linearen Kongruenzen haben. Und dariiber,
wie diese bei gegebenem d und f aussehen, kann man leider gar keine all-
gemeine Aussage machen.

Meine Uberlegungen, verbunden mit Ihrer Methode fithren also zwar
zu einer in jedem konkreten Falle brauchbaren Berechnungsvorschrift fiir
die Anzahl N der kubischen Koérper vorgegebener Diskriminante D, lei-
der aber nicht dariiber hinaus zu einer fertigen Formel, die N als Funktion
von D = df? ausdriickt.

Urspriinglich wollte ich meine “ kubischen” Uberlegungen publizieren,
bin jetzt aber ganz entschieden davon abgekommen. Meine jetzige nochmali-
ge Durcharbeitung zeigte mir, daf§ die Dinge zum groflen Teil, wenn auch in
alter Sprache, bekannt sind, und daf} sie vor allem auf Grund der Takagischen
Theorie so einfach sind, dafl man sie als Seminar— oder Staatsexamensarbeit
stellen kann. Die wesentlichen Ergebnisse sind eben lediglich “Ausdeutun-
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gen” der Takagischen Satze auf den kubischen Fall.

Uber Verallgemeinerungen auf hohere Félle will ich aber Dissertationen
machen lassen, sodafl dann die Methode und die Resultate, als Spezialfille
dieser Dissertationen, spater doch im Druck vorliegen werden.

Wir bekommen jetzt Herrn Dr. Baer als Ersatz fiir Dr. Bessel-Hagen hier-
her. Mit ihm zusammen habe ich eine kleine Arbeit iiber “Dimension bewer-
teter Korper” geschrieben, die ich sehr gern im Crelle-Journal publizieren
wiirde, wenn Sie einverstanden damit sind.

Steinitz’ Tod hat auch mich tief erschiittert. Er ist mir in der Kieler Zeit
immer wie ein rithrender Vater geworden. Seine grofie Crelle-Arbeit (137)

alleine sichert ihm schon die Unsterblichkeit.

Mit den besten Griilen von Haus zu Haus stets Ihr dankbar ergebener

H. Hasse.
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1.21 08.03.1929, Hensel an Hasse, Fragment

REDAKTION DES JOURNALS
FUR DIE MARBURG A.D. LAHN d. 8. Méarz 1929.
BREITEWEG 7.

REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK

E  —

Lieber Herr Professor.

Ich habe gerade in diesem Vierteljahr, wo ich Ihnen leider nicht schreiben
konnte, so viel Threr gedacht und Sie hierher gewiinscht, denn es waren so
viele Fragen, {iber die ich besonders gern Thren Rat und Ihre Ansicht gehort
hétte.

Das fiir mich Interessanteste war ja, dass ich unmittelbar vor den Oster-
ferien die Benachrichtigung erhielt, dass ich vom 1. April ab von meinen amt-
lichen Pflichten entbunden sei. Da ich ohne mein Zutun erfahren hatte, dass
der Minister mich gern noch etwas linger im Amte haben wollte (was ich aber
nur Thnen sagen mochte), so hat er vielleicht diesen spéten Termin gewéhlt,
damit ich noch den Sommer meine Téatigkeit ausiiben sollte; jedenfalls war
es ganz unmoglich, fiir den 25. April bereits einen Nachfolger zu haben, und
so wurde in der Fakultéit beschlossen, dass in der ersten Sitzung nach den
Ferien iiber die Nachfolgerfrage Beschluss gefasst werden sollte, und dass ich
den Sommer noch mein Amt fortzufithren hétte. Das tue ich auch gern; im
Winter darauf beabsichtige ich dann nicht zu lesen, sondern mit meiner Frau
ein Land milden Winters aufzusuchen, worauf wir uns beide sehr freuen, und
was wir uns durch ein tétiges akademisches Arbeitsleben seit 1887 verdient
haben. Im Frithling, Sommer und Herbst wollen wir aber immer in unserem
lieben Marburg weilen, und im Sommer wiirde ich ja sehr gern, solange ich
kann, weiter lesen, im Winter aber wohl nicht.

Jetzt denken wir natiirlich viel an meinen Nachfolger, und zu meiner

grossen Freude bin ich mit Prof. Neumannbis jetzt wenigstens vollkommen
einig. Ich mochte Thnen da im tiefsten Vertrauen sagen, dass es mein grosster
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Wunsch wire, dass Sie mein Nachfolger wiirden, denn ich weiss Niemand,
dem ich grosseres Vertrauen entgegenbringen wiirde, dass Sie als Gelehrter
und als Lehrer eine Zierde unserer schonen Universitét sein wiirde. Dass ich
Sie dann noch fiir meine spateren Jahre in Marburg haben diirfte spielt ja
fiir meine eigenen Wiinsche eine grosse Rolle; aber diese Erwigungen miisste
ich natiirlich zuriickdrédngen, wenn ich nicht eben die Ueberzeugung hétte,
dass wir fiir gerade diese Professur keine bessere Wahl treffen kénnten. Ich
freue mich herzlich, Thnen sagen zu konnen, dass Prof. N. darin voéllig mit
mir iibereinstimmt; so zweifle ich eigentlich nicht, dass wir in der Kommissi-
on und in der Fakultdt durchdringen kénnten. Aber nun ist die eine grosse
Frage: Wiirden Sie gern nach Marburg gehen? Und die andere grosse Frage:
Wird Sie jetzt endlich der Minister von Halle fortberufen, wenn wir Sie an
bester Stelle vorschlagen? Schreiben Sie mir doch recht bald dariiber ein
Wort, und reden Sie bitte ausser mit Threr lieben Frau auf die Sie sich ja
doch wohl vollstéandig verlassen konnen, ja mit keinem Menschen iiber diese
Frage, denn dadurch kann gerade hier der allergrosste Schaden gestiftet wer-
den.

Es wiére zu schon, wenn Sie ganz hierher kdmen; Gott gebe, dass es +++.

Heute will ich Thnen nur noch erzéhlen, dass ich am 6. April bei der Abelfei-
erin Oslo zum dortigen Ehrendoktor ernannt werden werde, was mich sehr
erfreut hat. Nun leben Sie sehr wohl, lieber Freund, lassen Sie recht bald et-
was +++ Hoffnungsweckendes von sich horen, und seien Sie Beide herzlichst
gegriisst von Threm

K. Hensel.

Ich schicke sehr bald ein grosses Packet Manuskripte fiir Crelle ich arbeite
schon mit Gewalt an einer Fertigstellung

71



1.22 09.04.1929, Hasse an Hensel

Halle, den 9. April 1929.

Sehr verehrter, lieber Herr Geheimrat !

Nehmen Sie fiir Thren freundlichen Kartengrufl aus dem schonen Heidel-
berg recht herzlichen Dank. Hoffentlich kénnen Sie jetzt, nachdem es wieder
frithlingsméfBig warm drauflen ist, noch eine Reihe erholsamer und friedliche
Tage geniefen, um sich dann mit frischen Kréften in Ihr letztes Vorlesungs-
semester begeben zu kénnen. Welche Vorlesungen sind es, mit denen Sie den
groflen Reigen abschlielen wollen ? Sicherlich haben Sie doch ein zahlentheo-
retisches Thema gewahlt ?

Ich mochte Thnen heute vor allem auf Ihren langen und ausfiihrlichen
Brief in Crelle-Angelegenheiten antworten, bin aber dabei in der gliicklichen
Lage, weder Thnen besonders viel Miihe in Ihre Ferienreise zu werfen, noch
mir selbst besonders viel Miithe machen zu miissen. Denn dank Ihrer vortreft-
lichen Vorbereitung hat sich fast alles ganz glatt erledigen lassen.

Uber diejenigen Arbeiten, bei denen ich Threm bejahenden Votum ohne
weiteres zustimmen konnte, brauche ich kein Wort zu verlieren[)] Ich schicke
sie alle in den néchsten Tagen nach Berlin, zur Seitenzahl-Abschétzung, und
werde veranlassen, dafl man Thnen das Ergebnis mitteilt. Ich darf mir erlau-
ben, diesen auch meine drei neuen Arbeiten gleich beizufiigen, von denen ich
Ihnen im vorigen Brief schrieb. Sie bilden einen zusammengehorigen Zyklus,
und ich wére daher dankbar, wenn sie alle drei, in drei aufeinanderfolgenden
Heften des Journals Platz finden konnten. Die Titel lauten:

1. Neue Begriindung und Verallgemeinerung der Theorie des Normenrest-
symbols.

2. Die Normenresttheorie relativ-Abelscher Zahlkorper als Klassenkorper-
theorie im Kleinen.

*) Soweit Sie noch nicht bestitigt hatten, habe ich die Autoren benachrichtigt.
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3. Fiihrer, Diskriminante und Verzweigungskorper relativ-Abelscher Zahl-
korper.

Ubrigens habe ich gleichzeitig noch zwei Arbeiten fertiggestellt, eine kleinere,
iiber die Komposition Galoisscher und Abelscher Korper, und eine grofiere,
iiber kubische Zahlkorper. Den Inhalt der letzteren kennen Sie bereits aus ei-
nem Briefe von mir. Im vorigen Herbst konnte ich mich nicht zur Publikation
entschlielen, méchte das aber jetzt doch tun, selbst wenn die Leistung mehr
in einer systematischen Gesamtdarstellung als in den neuen Ergebnissen liegt.
Da ich aber nun das Crellesche Journal soeben mit drei nicht gerade kurz-
en Abhandlungen “bestiirmt” habe, und da ich vorhabe, diesen in néchster
Zeit, weitere, daran anschlieende folgen zu lassen, auflerdem auch noch ei-
nige zur komplexen Multiplikation in Fortsetzung meiner Festband—Arbeit
—, da also das Crellesche Journal in so kurzer Zeit verhéltnisméfig viel aus
meiner Feder bekommen soll, so werden Sie es begreiflich finden, wenn ich
die oben genannten beiden Abhandlungen an die Mathematische Zeitschrift
eingereicht habe. Herrn Lichtenstein bin ich sowieso schon lange schuldig,
mein Versprechen einzulosen und ihm etwas von mir zu schicken.

In der Arbeit iiber kubische Zahlkorper habe ich vorlaufig noch keinerlei
Ankiindigung gemacht, dafl Sie einen Satz iiber lineare Gleichungen bewei-
sen konnen, mittels dessen meine Anzahlbestimmung ausfithrbar wird.Bei
der Korrektur kann ich das immer noch nachholen. Ich hoffe, Sie inzwischen
gesprochen zu haben, und insbesondere iiber diesen Punkt ausfiihrlich mit
Ihnen beraten zu haben.

Nun aber von meinen eigenen Angelegenheiten zuriick zum Crelleschen
Journal. Kritisch waren nur folgende fiinf Félle:

1.) v.Gorgey. Hier habe ich Szegd befragt und die Antwort erhalten, daf
es sich um eine einfache Ubungsaufgabe handele, die nicht einmal inter-
essant zu sein scheint. — Daher habe ich das Manuskript zuriickgeschickt.

2.) Semiganowski. Hier konnte ich selbst erkennen, dafl etwa das Gleiche
gilt, und habe auch dieses Manuskript gleich zuriickgeschickt.

3.) Lubelski. Hier habe ich Brandt befragt,nachdem ich selbst nach einge-
hender Priifung zu einem ablehnenden Urteil gekommen war. Brandt
schreibt mir wortlich:
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“ Die Arbeit des Herrn L. ist nach meiner Meinung in dieser
Form worliufig unbrauchbar. Es mogen hier ja ganz inter-
essante Fragen angeschnitten sein. Um so mehr ist es not-
wendig, sie in allgemeinen Zusammenhang zu stellen. Wenn
er es gewohnt ist, quadratische Formen in einer Weise zu
behandeln, wie das vor Legendre iiblich war, so ist das sei-
ne Sache. Wir sind jedenfalls gewohnt, die Fortschritte, die
seitdem gemacht sind, beachtet zu sehen. Es ist dann aber
nicht unsere Sache, aus diesem Gestriipp herauszusuchen,
worauf es ankommt, sondern das ist seine Sache. Es sieht
aber so aus, als ob er von quadratischen Formen keine Ah-
nung hétte.Seine Probleme hidngen doch aufs engste mit re-
duzierten Formen, ambigen Formen, Geschlechtern, Klassen-
zahlen, Komposition zusammen, und doch kommen alle diese
Begriffe iiberhaupt nicht in der Arbeit vor. Dabei bezieht er
sich noch immer auf Frobenius, dessen Arbeit, obschon sie
nur mathématique amusante sein will, doch auf einem ganz
anderen Niveau steht. ...... Ob seine Sétze und Beweise alle
richtig sind, vermag ich beim besten Willen nicht zu sagen.
Keinesfalls sind aber seine Beweise, selbst wenn man die bar-
barische Form mit in Kauf nimmt, ganz einwandfrei. Wie
Sie auch bemerken, ist die Arbeit gar nicht durchgearbeitet.
...... Die Probleme sind ja keineswegs iiberwaltigend, wenn
sie auch in meiner Formulierung nach etwas aussehen. ...... 7

Doch nun genug. Ich glaube wohl das geniigt, um Ihr urspriinglich
zustimmendes Urteil einer Revision zu unterziehen. Ich wére dafiir die
Arbeit “zur volligen Umarbeitung” zuriickzuschicken. Wir kénnen uns
das umso eher leisten, als wir kiirzlich eine andere Note dieses Autors
zum Druck annahmen. Sie soll in Bd. 161 erscheinen.

4.) Kawanko (d.i. die durch Bohr eingesandte Arbeit)

5.) Ambarzumian Diese beiden ArbeitenE] habe ich an Hellinger zur Be-
gutachtung geschicktund warte noch auf Bescheid. Ich werde Ihnen
seinerzeit noch dariiber berichten.

! Dies bezieht sich auf 4.) und 5.)
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Damit ist alles erledigt.

Mit herzlichen Griilen an Sie und Frau Geheimrat, auch von meiner Frau,
stets Ihr getreuer

H. Hasse.

75



1.23 12.04.1929, Hensel an Hasse

Montreux—Ferritet Hotel Bristol
d. 12. April 1929.

Lieber Herr Professor.

Herzlichsten Dank fiir Thren lieben Brief, der heute in meine Héande kam, und
dafiir, dass Sie die Crellefragen so schnell und schon erledigt haben. Dass wir
3 Abhandlungen von Thnen und besonders auch solche, welche mich so sehr
interessieren demnéchst veroffentlichen sollen, ist mir dabei eine ganz be-
sondere Freude. Auch auf die beiden weiteren Arbeiten freue ich mich sehr.
Es ist auch sehr interessant, wenn die iiber die kubischen Zahlkérper doch
veroffentlicht wird.Meine Ergebnisse {iber die linearen Gleichungen mochte
ich dann auch in einer ganz kleinen Note veréffentlichen, weil mir die da auf-
tretende und notwendig gebrauchte Aequivalenzdefinition solcher Systeme,
welche nicht symmetrisch in bezug auf vordere und hintere Multiplikatoren
ist, und also nicht auf Elementarteilerrelationen sich zuriickfithren lasst, inter-
essant gewesen ist. Inzwischen habe ich auch meine Arbeit fiir 161 grossen-
teils ganz umgearbeitet, wobei ich Thre damaligen Wiinsche genau iiberdacht
und wie mir scheint ganz erfiillt habe; sie ist schon bei der de Gruyter; ich
wiére sehr dankbar, wenn Sie die Vorrede und den letzten Abschnitt derselben,
welche eben ganz umgearbeitet sind, und auch das Ende von Abschnitt II,
0 P -
1
wo ich den Fall ) = _ aber jetzt

1 1
wohl in vo6llig bedenkenfreier Weise zu erledigen glaube, noch einmal kurz
ansehen wollten; ich habe an diesen Ueberlegungen viel Vergniigen gehabt.
— Mit Threr Erledigung der Arbeit Lubelskibin ich v6llig einverstanden. Thm

bleibt ja dann die Moglichkeit, seine Arbeit vollig umzuarbeiten, wenn er das
Wertvolle an ihr retten will.
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Ich bin Thnen sehr dankbar, wenn Sie ihm also seine Arbeit zu volliger Umar-
beitung zuriicksenden wollen. Ich bin sehr gespannt, was Hellingerzur Arbeit
Kowankoschreiben wird.

Nun mochte ich Thnen im strengsten Vertrauen (auch vielleicht vorldufig
Prof. Neumann gegeniiber) etwasvon unseren Plénen fiir meine Nachfolge
erzdhlen, und Sie, falls Sie dies tun wollen, auch um Thren Rat bitten. Ich
mochte da gleich meinen Kollegen Neumann sehr loben, denn er hat sich bis
jetzt in dieser so wichtigen Angelegenheit durchaus sachlich und sehr ein-
sichtig benommen. Er war vollkommen meiner Ansicht, dass auf diese Stelle
notwendig ein sehr guter Arithmetiker und Algebraiker gehort, nicht etwa
ein rein analytisch eingestellter Gelehrter, da sonst die Arithmetik und Alge-
bra in Marburg glatt ausfallen wiirde, wihrend die Analysis dreifach besetzt
wére. Wir waren uns auch darin einig, dass wir die allerbesten Méanner in
diesem Gebiete vorschlagen miissten, die neben ihrer wissenschaftlichen Be-
deutung auch hervorragend gute und anregende Dozenten sein miissten.

Das Schwierige ist dabei nur diese rarissimae aves richtig festzulegen.
Dass wir Sie an erster Stelle vorschlagen und besonderen Nachdruck auf un-
seren lebhaften Wunsch legen wollen, gerade Sie zu gewinnen, habe ich Thnen
ja schon angedeutet. Ich hoffe auch dass wir dies so iiberzeugend werden ma-
chen konnen, dass das Ministerium uns beipflichtet. Ich nehme auch an, dass
unser vorziiglicher Kurator auf meine Bitte eingehen und gerade Thre Wahl
vielleicht besonders befiirworten wird.

Jedenfalls miissen wir aber die beiden anderen Vorschlége so machen, dass
auch fiir sie die oben gestellten Anforderungen moglichst erfiillt sind. Ich hat-
te nun eine langere Liste bereits gemacht, und sie schon mit Prof. Neumann
durchgesprochen. Da blieben dann hauptséchlich als in Frage komend

Haupt fiir die zweite Stelle.
Schmeidler fiir die dritte Stelle.

Bei Haupt hat mich besonders seine neue Algebra beeinflusst, welche mich
sehr interessiert hat, und die mir als eine betrichtliche algebraisch—arith-
metische Leistung erscheint, wenn sie auch ohne Steinitzund ohne Sie ganz
undenkbar ist. Ich hétte ihm dieses Buch eigentlich vorher garnicht zugetraut.
Ich glaube, er ist auch ein klarer und beliebter Dozent. Auch personlich stelle
ich ihn als Charakter hoch, und glaube, man konnte ihn gut an zweiter Stelle
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nennen und +-++.

Auch Schmeidlers Arbeitsrichtung erscheint mir sehr wertvoll, seine Ar-
beiten haben mich zum Teil lebhaft interessiert, aber — ich kenne ihn wenig
personlich, ich weiss wenig iiber seine akademischen Erfolge, und so bin ich
da etwas im Zweifel.

Da wollte ich Sie nun zunéchst fragen, was Sie von diesen beiden Herren
und von ihrer Eignung fiir diese Stelle halten, und ob Sie mir, falls Sie diese
Nennung giinstig beurteilen sollten, mir besonders iiber Herren Schmeid-
ler moglichst viel aus Threr Kenntniss seiner Arbeiten, seiner akademischen
Téatigkeit und seiner Personlichkeit mitteilen kéonnten. Das wiirde mich zu
grossem Danke verpflichten, und mir die Sache ausserordentlich erleichtern.

Ich hatte ausser diesen Namen auch an Kamke,Krull, v. Neumann, Priifer,
Rademacher und Schreier gedacht,aber nun schienen doch die beiden zuerst
genannten am meisten in Betracht zu kommen.

Wenn Sie nun vielleicht noch einen anderen Namen fiir noch geeigneter
halten sollten, und mir Beweismaterial dafiir angeben kénnten, so wére ich
Ihnen furchtbar dankbar dafiir und wiirde es sicher nach besten Kréften be-
nutzen.

Frankelkommt ja jetzt natiirlich nicht in Betracht, denn wir kénnen die
Stelle doch nicht so lange verwaist lassen, bis er aus Jerusalem zuriickkomt.
Ausserdem ist Neumann seine ausschliessliche wissenschaftliche Einstellung
auf die Mengenlehre doch nicht voll sympathisch. Das spricht iibrigens auch
gegen Herrn von Neumann, wenn dieser auch m. E. ungewohnlich tief und
vielseitig in seinen eigenen Gedanken ist.

Seien Sie mir nicht bose, lieber Herr Hasse, dass ich Sie mit diesen Dingen
beléstige, aber sie liegen mir so sehr am Herzen, und ich schétze Thr Urteil
so hoch, dass ich mich Thnen und im Wesentlichen Thnen allein anvertrauen
mochte. Wenn Sie mir moglichst bald noch hierher (Hotel Bristol) eine Ant-
wort senden konnten, tdten Sie mir einen grossen Gefallen.

Herzlichste Griile IThnen Beiden auch von meiner Frau
stets Thr
K. Hensel.
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1.24 16.04.1929, Hasse an Hensel

Halle, 16. 4. 29.

Lieber Herr Geheimrat !

Durch Thren Brief bringen Sie mir ein so hohes Vertrauen entgegen, dafl
ich Thnen von ganzem Herzen dafiir dankbar sein mufl. Zugleich aber ist
die Lage, in die ich dadurch komme eine so ungewohnliche, dafl es mir sehr
schwer wird, den rechten Weg und die rechten Worte fiir die Antwort an Sie
zu finden.

Ich habe mir gestern und heute iiberlegt, ob es nicht richtiger wére, ich
enthielte mich in diesem Falle jeder AuBerung. Aber Thre Bitte kommt so ein-
dringlich und vertrauensvoll, dal ich Thnen nicht den Schmerz einer vélligen
Nichterfiillung bereiten kann, zumal ich in genau derselben Situation Herrn
Fraenkelseinerzeit die gleiche Bitte erfiillt habe. Da bin ich nun zu dem Ent-
schlufl gekommen, Ihnen wenigstens einige meiner Ansichten zu unterbreiten.
Allerdings mochte ich Sie sehr bitten, es doch in keinem Falle bei diesen mei-
nen Ausfithrungen bewenden zu lassen. Vielmehr scheint es mir unbedingt
geboten, dafl Sie sich diese von anderer Seite bestitigen oder berichtigen las-
sen. Und da gerade Herr Fraenkel seinerzeit ein so umfangreiches Auskiinfte—
Material gesammelt hat, darunter auch die Namen, die Sie nennen, und die
ich noch nennen werde, so méchte ich Thnen eigentlich angelegentlichst emp-
fehlen, sich von Herrn Fraenkel die Briefe oder Ausziige daraus zu besorgen.
Sicherlich tut er das sehr gerne. Verzeihen Sie, wenn ich Thnen diesen Vor-
schlag in so dringlicher Form mache. Aber ich finde wirklich, das er im ge-
genwiartigen Falle unbedingt notig ist, um einen naturgeméf einseitigen und
nachher vielleicht falsch auszulegende Einflu meinerseits in den richtigen
Grenzen zu halten.

Ihr Vorschlag Hauptscheint mir in jeder Beziehung gerechtfertigt. Seine
eben erschienene Algebra habe ich vollstdndig und genau gelesen. Sie ist
wissenschaftlich wie didaktisch ein Glanzstiick, das ihn mit seinen Arbei-
ten zusammen in die Reihe der besten unserer Algebraiker stellt. Uber seine
Lehrtétigkeit weil ich nur Gutes, durch F. K. Schmidt, den dortigen Assisten-
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ten,mit dem ich ein eingehendes Gespréch iiber Haupt hatte. Auch personlich
habe ich von ihm nur den allerbesten Eindruck. Ihn fiir Marburg zu bekom-
men, wére ein schoner Erfolg fiir Marburg.

Leider kann ich zu Schmeidlerlhnen nicht ebenso vollstdndig und un-
bedingt schreiben. Ich kenne ihn zwar personlich und verehre in ihm mei-
nen Lehrer, der mich in Go6ttingen erstmalig in die Algebra einfiihrte. Diese
Vorlesung war sehr gut. Er selbst ist mir als ein angenehmer Mensch von
hochanstandigem und ehrenwertem Charakter bekannt, und das Echo das
ich — als sein Nachfolger in Kiel — von ihm dort zu Ohren bekam, war ein
lange nachhallendes, vollténendes und gutklingendes. Leider kann ich aber
iiber seine wissenschaftlichen Arbeiten und Ansichten hier nichts Positives
sagen, da ich sie bisher nur iiberfliegen, nicht studieren konnte. Die Dinge,
die er treibt, liegen mir ferner. Infolge einer +++ ++4 Andeutung, die mir
Fraenkel damals machte, mochte ich gerade zu diesem Punkte bitten, dafl
Sie Fraenkels Urteil einholen. Sonst kommt zur Beurteilung vor allem Em-
my Noetherin Frage, die wohl inzwischen aus Moskau zuriick sein wird. Ich
mochte sehr empfehlen, davon Gebrauch zu machen. Sie ist, neben IThnen
und vielleicht Haupt +++ eine der wenigen, die Schmeidler’s Arbeiten so
recht aus der Tiefe wiirdigen kann, weil sie selbst von diesem Arbeitsgebiet
ausgegangen ist.

Nun mochte ich aber doch sagen, dafl ich Krullfiir fraglos von gréflerem
Format halte als Schmeidler, iibrigens auch als Haupt. Krull ist wohl neben
der Emmy Noether der genialste, erfolgreichste und zukunftsvollste unter un-
seren heutigen jiingeren Algebraikern. Als Lehrer ist er, wie ich weiff und von
vielen Seiten bestétigt hore, in ganz ungewdhnlich hohem Mafle geschickt
und anregend. Ich weifl nur nicht, ob Sie ihn schon jetzt wieder dort fortho-
len sollen, wo er doch erst eben hinberufen ist. Ich mufl iibrigens gestehen,
dal — wenn es mir schon beschdmend ist, der Person Haupt und Schmeidler
als Jiingerer vorangestellt zu werden — ich das gleiche bei Krull, obwohl er
der Jiingere ist, als absolut ungerechtfertigt bezeichnen miifite.

Auch Herr v. Neumannscheint mir von gleichem, wenn nicht noch héhe-
ren Format zu sein. Allerdings halte ich es fiir zweifelhaft, ob er sich in der
Hauptsache der Algebra und Zahlentheorie widmen wird, wie Sie es gerne
sehen wiirden. Seine eigentlichen Interessen liegen doch auf axiomatischem

Gebiet.
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Herrn Kamkekenne ich zu wenig, um etwas sagen zu kénnen. Jedenfalls
ist er doch kein Algebraiker oder Zahlentheoretiker.

Herr RademacherBreslau ist ein Zahlentheoretiker von feinen Qualitdten
und als Dozent ungemein geschickt und fruchtbar. Er ist mein getreuer Ka-
merad auf den beiden Kieler Listen gewesen. Es fallt mir sehr schwer, ihn
gegen die zuerst besprochenen Algebraiker abzuwégen, doch ist das ja nicht
meine Aufgabe. Als Mensch ist er von edelstem Charakter und bei jedem,
der ihm néhersteht, hochbeliebt.

Herr Schreierist einer unserer besten Gruppentheoretiker. Seine Arbei-
ten habe ich ganz genau gelesen und halte sehr viel davon. Uber seine
Lehrtétigkeit weifl ich wenig, die beginnt ja jetzt erst eigentlich; aber nach
seinen Vortréagen zu urteilen, mufl er alles ganz glinzend klarmachen kénnen.

Herr Priiferist ein sehr tiefgriindiger und griindlicher Mathematiker. Wir
hatten ihn seinerzeit mit Krull zusammen hier als Extraordinarius vorge-
schlagen (die Stelle, die nachher in einen Lehrauftrag umgewandelt wurde).
Nun hat aber seine Produktivitét seit drei Jahren aufgehort. Er sitzt, wie ich
von ihm weif}; an Grundlagenfragen und hofft, eine neuartige Begriindung
und Weiterbildung der HilbertschenWiderspruchfreiheitsbeweise geben zu
konnen. Aber es ist bis jetzt nichts Positives da.

Seine damaligen Arbeiten iiber Abelsche Gruppen sind erstklassig.

Nun méchte ich aber von mir aus noch zwei Lanzen brechen.

Erstens namlich fiir Brandt.Das ist doch auch ein Zahlentheoretiker und
Algebraiker der es durchaus verdient, mit Haupt, Schmeidler, Rademacher in
einer Linie genannt zu werden. Vielleicht entsinnen Sie sich noch, was ich Th-
nen bei einer Marburger Unterredung iiber seine neuesten, geradezu bahnbre-
chenden Arbeiten erzéhlte. Ausgehend von den Quaternionen (in Gestalt der
quaternéren, quadratischen Formen)machte er plotzlich die Entdeckung, die
bisher noch fehlte, um eine verniinftige Zahlentheorie bei nicht—-kommutativer
Multiplikation durchzufithren, und nun ist unter seinen Handen eine ebenso
schone und erfolgreiche Zahlentheorie der hyperkomplexen Zahlen entstan-
den, wie es die algebraische Zahlentheorie ist. Dal Artin dieselbeTheorie,
nachdem er Kenntnis von Brandts Idee bekommen hatte, gleichzeitig fand
und eher in endgiiltiger Form verdtffentlichte, kann natiirlich Brandt’s Lei-
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stung und seine Anspriiche auf Prioritéit der Idee nicht beeintrichtigen. Nun
muf} ich zudem sagen, dafl allem Anschein nach die hyperkomplexe Zahlen-
theorie das grofle Zukunftsfeld ist, auf dem sich die kommende Generation
betdtigen wird. Alles dies 148t es gerechtfertigt erscheinen, dafi man den Na-
men Brandt in allerernsteste Erwigung zieht. Wie ich personlich weifl ist
Brandt nicht sehr gliicklich in der “technischen” Luft und wiirde sich gerne
von dort trennen, um an einer anregenderen Wirkungsstiatte mehr Zeit und
Kraft zu haben, sich seinen Lieblingsinteressen, den hyperkomplexen Zahlen
u. a. zu widmen. Als Mensch ist Brandt mir sehr sympathisch, und ich glaube
auch, daf} er ein guter Lehrer ist, den seine Studenten sehr schétzen. Seine
Tagungsvortrige sind mir als gut durchdacht und hochinteressant bekannt.

Und zweitens fiir unseren hiesigen Privatdozenten Baer.Er ist vor allem al-

gebraisch interessiert, aber auch axiomatisch, mengentheoretisch, topologisch
und funktionentheoretisch. Auf allen Gebieten har er bereits schone und zum
Teil erstklassige Arbeiten publiziert. Ganz besonders gilt das von seinen Ar-
beiten zur Algebra und Gruppentheorie. Hier hat er sich, angeregt durch die
Freiburger algebraische Schule Krull-Loewy, vor allem mit dem Gruppoid-
begriff und seiner Auswirkung in der Galoisschen Theorie beschéiftigt. Ferner
hat er, in hochst origineller Weise, die Topologie auf die Algebra angewandt
und auf diese Weise sehr interessante Sétze iiber Korper und Gruppen be-
wiesen. Dies neuartige Gebiet, das ganz unter seinen Handen entstanden ist,
scheint mir sehr zukunftsreich zu sein. Nédhert sich doch auf der anderen Seite
die Topologie immer mehr den Methoden und auch Sétzen der abstrakten
Algebra an, soda die Synthese beider Gebiete heute ein vor der Verwirkli-
chung stehendes Programm ist.
Dazu hat Herr Baer schon schone Beitrage geliefert und wird es, so hoffe ich
als einer der wenigen griindlichen Kenner beider Gebiete, auch des weiteren
tun. Seine Lehrtéatigkeit hat er hier, soviel sich bis jetzt sagen 1&8t, mit gutem
Erfolg begonnen. Allerdings ist ja Herr Baer erst seit einem Jahr habilitiert.
Immerhin wire es durchaus ungerechtfertigt, ihn neben Schreier, Priifer ganz
zu verschweigen.

Allen, die ich nannte voran, muf ich iibrigens Artin nennen,den ich fiir
einen der genialsten derzeit bekannten Mathematiker iiberhaupt halte, und
auf den das, was ich iiber Krull und v. Neumann schrieb, ganz sicher in der
Potenz zutrifft. Und ebenso Siegel. Aber ich kann verstehen, dafl weder der
eine noch der andere Thnen in Frage zu kommen scheint, ganz abgesehen da-
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von, daf} bei allen beiden die Antwort hochwahrscheinlich “nein” sein wiirde.

Nun sind meine Ausfithrungen unter der Hand doch breiter geworden,
als ich es urspriinglich beabsichtigte, und ich habe manches gesagt, was ich
vielleicht lieber ungesagt gelassen hétte. Da ich mich aber bemiiht habe, je-
dem so weit ich in der Lage bin gerecht zu werden, so brauche ich nicht zu
fiirchten, die Situation, in der ich selbst mich hierbei befinde, in unerlaub-
ter Weise ausgenutzt zu haben. Der Zweck dieses Briefes ist erfiillt, wenn
er Thren Wunsch erfiillt und Ihnen diesen oder jenen neuen Gesichtspunkt
geliefert hat.

Besten Dank fiir Thre freundlichen Worte {iber meine Arbeiten. Ich schrei-
be jetzt fleifig an meinem Bericht {iber das Reziprozitiatsgesetz,den ich nun
auf ganz neue Grundlagen stellen mufte.

Ihre Korrektur will ich gerne noch einmal iiberlesen. Ich sende Ihnen dann
ein Examplar.

Ihre Veroffentlichung iiber lineare Gleichungen mit lauter von Null ver-
schiedenen Losungen wiirde ich natiirlich lebhaft begriiflen.

Ihnen und Frau Geheimrat sende ich, auch von meiner Frau, die besten
Wiinsche und Griifle in IThren schénen Ferienaufenthalt.
Ist es nicht merkwiirdig, daf unsere Hausgenossen (Professor Diehl),genau
in Threm dortigen Hotel wohnten (vor etwa 3 Wochen), und unsere besten
hiesigen Freunde waren auch dort in einem anderen Hotel.

In steter Verehrung und Dankbarkeit
Ihr H. Hasse.
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1.25 02.05.1929, Hensel an Hasse

REDAKTION DES JOURNALS
FUR DIE MARBURG A.D. LAHN d. 2. Mai 1929.
BREITEWEG 7.

REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK

E  —

Lieber Herr Professor.

Ich danke Thnen vielmals dafiir dass Sie meine Bitte so schén und lie-
benswiirdig erfiillt haben. Ihre Anregungen sind fiir mich vom allergréssten
Werte und werden meine schwierige Aufgabe jetzt sehr erleichtern. Ich ha-
be auch von Friankeleinen sehr aufschlussreichen Brief erhalten, der manches
Wichtige enthélt. Ich schreibe Thnen spéater wohl noch mehr davon, wenn
wir erst weiter sind. Herr Fréankel schrieb so sehr begeistert von van der
Waerden.Ich weiss von ihm gerade leider sehr wenig. Stellen Sie ihn auch als
Forscher und Lehrer so ungeheuer hoch ?

Nun muss ich Thnen zweitens herzlich fiir die Durchsicht meiner kleinen
Arbeit und fiir IThre mir sehr interessanten Bemerkungen dran danken, von
denen ich den Satz zu der Einleitung mit Dank in diese aufnehmen mochte.

Dass ich mich in Fahne 5 so wenig deutlich ausgedriickt habe, dass Sie
die betreffende Stelle “sehr schwer finden, und sie ohne néhere Erlduterung
nicht verstehen” koénnen, tut mir sehr leid, und ich werde da noch einen Satz
hinzufiigen, wodurch das dort Angefiihrte ganz deutlich wird. Erlauben Sie
mir, dass ich Thnen diese Stelle noch kurz ausfiihre:

Ich hatte gezeigt, dass wenn
A= (hy...hg...hy) B = (p)rA = (hy...phg...hy)

ist, dass dann A und B entweder dquivalent

ai 0 pa; 0
9) <O A22) und (0 A22>
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oder dquivalent

a a 0 aq 0 .
9%) ( 0 A22) und ( 0 (p)?«Aw) sind.

je nachdem das kleinste Element von A nur in h; auftritt oder nicht.

Ich fiigte nun hinzu: Ist das aus den n—1 Horizontalreihen (hy...hg_q
hiy1...h,) gebildete System &dquivalent dem normalen Diagonalsystem
(ay...a,0...0),ist also a, sein letzter von Null verschiedener Elementartei-
ler und ist der Divisor von h; gleich oder grosser als +++ pa, , so tritt bei
der obigen successiven Ueberfiithrung von A und B in die ihnen dquivalenten
normalen Diagonalsysteme immer die zweite Eventualitdt (9) auf, und hier
fanden Sie die Schwierigkeit.

Ist aber diese Voraussetzung erfiillt, so ist zunéchst das kleinste Element
ay; nicht in hy enthalten (oder wenigstens nicht allein). Also tritt hier zuerst
die Eventualitdt (9%) auf, und wir erhalten zuerst

ay 0 aq 0
) ( 0 A > 8 ( 0 (p)As )
Bei den hierzu nétigen Umformungen werden aber die Horizontalreihen
(hi...hg_1hgy1 ... hy) nur in sich umgeformt, sie bleiben also dquivalent

dem normalen Diagonalsystem (ajas...a,0...0). Also ist nach Weglas-
aq 0

0
System dquivalent (az...a,0...0).

sung des Randes das in Ay nach Weglassung von h; bleibende

Ferner wird durch die obigen Elementartransformationen welche zu (10)
fithrten die Zeile hjy nur so verdndert, dass ihre Elemente ganzzahlig mit
einander verbunden werden, und dass ihr erstes Element zu Null gemacht
wird; dadurch wird aber der Divisor von hy hdchstens vergrissert.

Also wird auch bei dem Systeme Ay der (n — 1) Ordnung wieder der
Teiler von hy gleich oder grosser sein als der letzte Elementarteiler a, von
dem Systeme (hg...hp_1hpi1...hy) ~ (az...a,)

Also tritt bei der Umformung von Asy wieder die zweite Event (9*) auf
+++ und damit ist der Beweis vollstédndig erbracht.
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Ich wére Thnen sehr dankbar, wenn Sie mir méglichst schnell eine Karte
schicken konnten, ob nun Ihr Bedenken wollstindig behoben ist. Ich mochte
nédmlich nun schnellstens an dieser Stelle ein Paar kurze Sétze in diesem Sinne
zum vollen Versténdnis einschalten, und ich muss doch jetzt dringend und
schnellstens die Korrektur zuriicksenden, damit nun keine Verzégerung mehr
eintritt.

Ich sitze jetzt tief in dem Beginn der neuen Vorlesungen, die sehr +++voll
beginnen (Diff.—Rechn. ca. 180, Zahlentheorie ca.130). Wir werden ja auch
voraussichtlich dieses Mal auf 4000 Studenten kommen.

Unsere Reise war zwar nicht so sehr vom Wetter begiinstigt, aber doch
ganz wunderschén und herrlich erholsam. Hoffentlich geht diese Erholung
nicht zu schnell fort, wozu einige Méglichkeit vorliegt. Dass mein Sohn einen
Ruf als Ordinarius nach meiner alten Heimat Konigsberg erhalten hat und
hoffentlich hingeht, haben Sie vielleicht schon gehort. Wir freuen uns sehr.

Herzlichsten Gruss Ihres
K. Hensel.
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1.26 04.05.1929, Hasse an Hensel, Fragment

Mathematisches Seminar Halle (Saale), 0en 4 Mai 19 29
Oet Universitaet Halle. An dev iUniversitact 9.

Lieber Herr Geheimrat !

Ihren liebenswiirdigen Brief, den ich heute friih erhielt, will ich sogleich
beantworten.

Ich freue mich, daf} ich Thnen mit meinen Anregungen dienlich sein konn-
te. Dafl Herr Fraenkellhnen auch ausfiihrlich schrieb, ist mir sehr beruhigend.
Er hat eine umfassende Kenntnis und auch einen guten Blick fiir die Men-
schen.

Sie fragen nun noch nach v.d. Waerden.Dieser junge holldndische Mathe-
matiker ist mir wohl bekannt, und ich liebe und schétze ihn sehr. Sein Alter
ist im Jahresbericht nicht angegeben, es ist aber jedenfalls das einzige was
an ihm als sehr geringwertig zu bezeichnen ist. Er ist ein {iberaus geschei-
ter Kopf, der bereits eine grole Zahl schoner, grundlegender und wertvoller
Arbeiten auf abstrakt—algebraischem Gebiet aufzuweisen hat, ein glanzender
Vortragender und ein duflerst liebenswiirdiger Charakter. Sicherlich ist [hnen
bekannt, daf er vor nicht allzulanger Zeit in Rostock (mit Krull und Schreier
zusammen) genannt war, dann aber ein Angebot in Groningen annahm, ich
weif nicht ob als Ordinarius oder Extraordinarius. Ich trage kein Bedenken,
v.d. Waerden mit Krull in eine Linie zu stellen.

Nun mochte ich nochmals auf Thre Crelle-Arbeit zuriickkommen. Die
Zusitze, die Sie mir jetzt schrieben, dienen in der Tat dazu, die fragliche
Stelle verstidndlicher zu gestalten. Ich sehe jetzt, wie der Schlufl zustande-
kommt. Nur eine Kleinigkeit sehe ich im Moment nicht ein. Mir liegt aber
nur Thr Brief, nicht mehr der Korrekturabzug vor, sodafl es gut moglich ist,
dafl meine Unklarheit sich durch das in der Arbeit vorangegangene erledigt.
Ich meine folgendes:
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Sie schlieBen zunéchst, dafl unter der fraglichen Voraussetzung iiber hy

gilt:
aq 0 ap 0
A ~ B ~
< O A22> ( 0 (p);:’AQQ) ’

ferner, dafl hierbei die Horizontalreihen hy...hgy_1 hgoy...h, wieder
dem normalen Diagonalsystem (ay...a,0...0) &quivalent sind. Dann fah-

aq 0
0
nach Weglassung von hy, bleibende System dquivalent (az...a,0...0).”
Ich sehe das nicht recht ein. Aus einer Beziehung;:

ap O B ap, O
P(O AZQ)Q_(O AQ#Q)

P0A22Q0 = A;;

ren Sie fort: “Also ist nach Weglassung des Randes das in Ay

kann doch auf

so ohne weiteres nur dann geschlossen werden, wenn P und ) vom Typus

_(p O _(aqa O
r=(tn) (o)

sind. Folgt das hier aus dem Vorhergehenden? Oder wird der friither be-
wiesene Satz angewandt, dafl jedes System einem wund nur einem norma-
len Diagonalsystem dquivalent ist 7 Ich vermute eigentlich das letztere. Nur
fande ich dann einen Hinweis, wie diese Anwendung des Naheren gedacht ist,
erwiinscht.

Bitte nehmen Sie es mir nicht iibel, wenn ich an dieser Stelle so schwer
mitkomme. Ich entsinne mich, dafl mir die Stelle auch schon damals Schwie-
rigkeiten machte, als Sie sie mir vorlasen.
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1.27 o.Datum, Hasse an Hensel, Fragment

i

Mathematisches Seminar Halle (Saale), den 19
Oet Universitaet Halle. An dev iUniversitact 9.

Ihre groflen Horerzahlen sind ja erstaunlich. Da kommen wir bei weitem
nicht mit. Ich habe in diesem Semester in der Algebra vielleicht 50, in den
Diff. GI. der theor. Physik etwa 90 Horer. Den wissenschaftlichen Mittelpunkt
dieses Semesters bildet ein Vortragsseminar iiber die Theorie der hyperkom-
plexen Zahlen, nach Dicksons Buch “Algebren u.i. Zahlentheorie”, das Herr
Jung, Herr Baer und ich gemeinsam veranstalten. Wir versprechen uns sehr
viel von einem griindlichen Eindringen in diese schéne neue Theorie, die fiir
die Weiterentwicklung der Arithmetik ganz sicher von ausschlaggebender Be-
deutung sein wird. Auflerdem haben wir ein Mathem. Kolloquium eroffnet,
das in Vortrégen hiesiger und auswirtiger Mathematiker besteht. Im vorigen
Semester hatten wir mit einem privaten Zirkel begonnen, wollen aber jetzt
lieber an die Offentlichkeit treten. Die jiingeren Mathematiker der umliegen-
den Hochschulen Jena, Leipzig, Co6then nehmen o6fter teil daran.

Zur Berufung Thres Herrn Sohnes als Ordinarius nach Konigsberg nehmen
Sie meinen allerschonsten Gliickwunsch. Ich kann mir vorstellen, wie sehr Sie
sich dariiber freuen. Bitte iibermitteln Sie doch auch bei Gelegenheit Threm
Herrn Sohn meine Gliickwiinsche.

Pfingsten gedenken wir in Allendorf bei meinen Eltern zu verleben, die
sich schon seit langer Zeit auf den Besuch des Enkelsohnes freuen. Das Kind
lernt jetzt tédglich mindestens 10 Vokabeln und kann auch schon bis 6 zéhlen.
Das soll in Allendorf an Hithnern und Tauben praktisch geiibt werden.

Mit den besten Griiflen von Haus zu Haus
Ihr H. Hasse.

I Fortsetzung des Briefes vom 4. Mai 1929 ?
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P.S.

Ich habe de Gruyter auf Anfrageerklart, dafl es nicht wiinschenswert
sei, wenn das geplante Register fiir Band 141-160 zwei Druckbogen fiir die
wissenschaftlichen Beitrédge fortndhme. Vielmehr miisse er dies Register auf
zwei besondere Bogen drucken. Nun wird er sich in dieser Frage an Sie
wenden. — Ich finde es wirklich im gegenwéartigen Augenblick héchst un-
erwiinscht, wenn dadurch wieder eine Verzogerung eintritt. Wir sind so schon
weit genug zuriick, und nun haben wir doch neuerdings eine Fiille von schonen
und wertvollen Beitrigen namhafter Autoren. Wir dirfen diese nicht zu lan-
ge warten lassen, sonst verstimmen wir sie, und ihre néchsten Beitrige gehen
an eine andere Zeitschrift.
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1.28 25.06.1929, Hensel an Hasse

REDAKTION DES JOURNALS
FUR DIE MARBURG A.D. LAHN d.25. Juni 1929.
REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK BREITEWEG .

E  —

Lieber Herr Professor.

Heute mochte ich Thnen vor allen Dingen berichten, dass die Berufungs-
angelegenheit fiir meine Nachfolge zu meiner grossten Freude an der Fakultét
so schon und gliicklich verlaufen ist, wie ich nur irgend wiinschen konnte.
Das war vorher doch nicht ganz sicher, da in zwei dhnlichen Féllen der bis-
herige Fachvertreter von der Fakultédt iiberstimmt worden war, was dann
schwere Complikationen ergeben hatte.

Da aber in diesem Falle zu meiner grossten Freude Herr Neumanngenau
dieselben Ansichten und Wiinsche hatte, wie ich und da unsere Sektion volles
Vertrauen zu uns Beiden hatte, so ging unsere Vorschlagsliste einstimmig
angenommen an das Ministerium.

An erster Stelle haben wir Sie vorgeschlagen und aufs Deutlichste hervor-

gehoben, dass und warum wir Sie mehr wiinschen als die anderen in Frage
kommenden Gelehrten.
Mit der Bitte um strengste Verschwiegenheit fiir Sie und Thre liebe Frau,
zu der ich auch nach dieser Richtung das vollste Vertrauen habe und die
natiirlich Mitwisserin unserer Geheimnisse sein darf, teile ich Ihnen nun mit,
dass wir, wie ich Thnen schon andeutete, an zweiter Stelle Hauptan dritter
Stelle Krullvorgeschlagen haben.

Ich weiss ja, dass das Ministerium besonders auf Herrn Richters Ein-
fluss,der Sie gern in Halle fesseln mochte, schwer dazu gebracht werden kann,
Sie nach Marburg zu berufen. Deshalb habe ich mich auf Anraten unseres Ku-
rators, der Thre Berufung hierher auch dringend wiinscht und diesem Wunsch
bei seiner baldigen Anwesenheit in Berlin auch starken Ausdruck geben will,
dazu entschlossen, an den Herrn Minister +++, den ich auch etwas personlich
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kenne, einen Brief geschrieben, in dem ich ihm die Griinde, weshalb wir Thre
Mitarbeit in Marburg so sehr wiinschen, noch einmal griindlich klargelegt ha-
be und die Bitte der Fakultat auch von mir personlich aus warm unterstiitzt
habe. Nun muss man eben sehen, wie die Dinge laufen. Ich hoffe eigentlich
doch, wir konnten dieses Mal Erfolg haben, und damit wiirde mir ein grosser
Wunsch erfiillt werden. Ich glaube auch sicher, Sie kénnten und wiirden in
Marburg eine segensreiche und Sie selbst befriedigende Lehrtétigkeit ausiiben
und Sie wiirden es nicht bereuen einem Rufe hierher gefolgt zu sein. Quod
dis bene vertent.

Nun mochte ich IThnen noch erzédhlen, dass ich Thnen in den néchsten Ta-
gen eine Sendung Manuskripte fiir Crelle zusende.
Von diesen mochte ich eine kleine Abhandlung von Hausdorffiiber das Ei-
sensteinsche Reziprozitéitsgesetzhervorheben, und Sie bitten, sie doch gleich
anzusehen ob sie originell genug ist, um sie zu verdffentlichen, was ich ganz
besonders gern mochte, oder ob der Beweisgang sich schon in den anderen
Beweisen ganz vorfindet.

Nun leben Sie sehr wohl, lieber Herr Hasse, griissen Sie die verehrte Gattin
herzlichst und lassen Sie doch recht bald etwas von sich horen.

In alter Freundschaft bin ich stets
Ihr K. Hensel.
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1.29 04.10.1929, Hensel an Hasse

Heidelberg den 4. Oktober 1929.
Hotel Victoria
Heidelberg

Lieber Freund

Der Augenblick, als ich heute frith IThr Telegramm erhielt, gehort zu den
schonsten meines Lebens, und ich weiss nicht, ob ich vor ganzen 27 Jahren
eine grossere Freude dariiber empfunden habe, dass ich nach dem schonen
Marburg gehen sollte, oder heute, wo ich erfahren habe, dass gegriindete
Hoffnung dafiir besteht, dass Sie unserer Universitidt angehoren werden.

Ich hoffe sicher, dass das Ministerium, nachdem es zu unseren Gunsten
seinen Wunsch, Sie an Halle zu fesseln, iiberwunden hat, nun auch alles tun
wird, um Thnen den Uebergang nach Marburg erwiinscht und wertvoll zu
machen. Dariiber miissen wir noch genauer sprechen, und ich freue mich von
ganzem Herzen auf unser Wiedersehen in Marburg.

Meine Frau war hier im Sanatorium Speierershof zu einer vierwéchen Kur,

welche morgen (Sonnabend) ablduft und Gottlob sehr befriedigend verlaufen
ist. Die Aerzte verlangen aber unbedingt eine kurze Nachkur, wenn nicht der
ganze Erfolg in Frage gestellt werden soll.
Nur deshalb bat ich in meinem Telegramm, ob wir uns erst am 11 in Marburg
sehen und sprechen diirfen; denn am Donnerstag Abend wiirden wir dann
in Marburg eintreffen und Freitag Sonnabend und Sonntag wére ich ganz
zu Threr Verfiigung. Geht es aber von Thnen aus dann nicht mehr, woriiber
+++ das von Thnen erbetene Telegramm wohl noch heute Abend Auskunft
geben wird, so geben wir eben doch die Nachkur meiner Frau auf und reisen
so nach Hause, dass ich eben Dienstag den 8 zu Ihrer Verfiigung in Marburg
bin. Denn das ist jetzt natiirlich die Hauptsache!

Ich kann Thnen garnicht sagen, wie mich die Hoffnung, Sie in Marburg
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zu wissen, begliickt. Ich hoffe nur noch genug Zeit und Kraft zu behalten,
um diese schone Zukunft auch in begliickende Gegenwart umzuwandeln. Wie
sehr meine Frau und ich uns auf IThre liebe Gattin freuen, das kénnen Sie sich
wohl vorstellen. Es soll ein schones reiches Leben werden.

Mit herzlichsten Gliickwiinschen und Griissen bin ich Thr Thnen treu er-

gebener
K. Hensel.

94



1.30 o.Datum, Hensel an Hasse, Fragment

brachte, aber darauf war ich schon vorbereitet, denn dieser Gedanke ist ziem-
lich neuartig, es gibt wenig Prézedenzfélle an anderen Universitédten. Ich glau-
be doch nicht, dass Sie hier alles durchsetzen werden, aber vielleicht einen
Bruchteil dieses Betrages, womit man auch schon viel anfangen kénnte, be-
sonders wenn man vorldufig von unserem ziemlich betrédchtlichen Seminar-
fonds etwas hinzundhme. — Sehr freue ich mich, dass unsere Wiinsche in
Bezug auf ein Vorrecht auf mathematische Auditorien doch eine gewisse Un-
terstiitzung durch das Ministerium finden soll. Dass fiir Krafftnichts Festes
zu gewinnen war, ist mir schmerzlich, aber ich fiirchtete es schon.

Alles in Allem muss ich Sie aufs Wérmste zu Thren Verhandlungserfolgen
begliickwiinschen. Ich darf jetzt doch wohl die sichere Hoffnung hegen, dass
Sie zu uns kommen werden, und ich bin dariiber sehr gliicklich und hoff-
nungsvoll fiir Marburgs mathematische Entwicklung. Wenn Sie mir Weiteres
mitteilen wollen,
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1.31 16.10.1929, Hensel an Hasse, Postkarte,
Fragment

POSTKARTE

K. H. MARBURG - LAHN, d. 16 Oktober 1929.

Lieber Herr Professor.

Herzlichen Dank fiir Thren Brief mit den Mitteilungen {iber das bisherige
Ergebnis Threr Verhandlungen, das ich jetzt schon fiir ausserordentlich gut
halte. Die fast wichtigsten Punkte, die Gehaltsfrage, die Honorargarantie, die
Umzugsfrage, die Wohnungsfrage scheinen doch ganz nach Thren Wiinschen
geregelt zu sein. Dass [hnen auch die beiden Assistenten fest zugesagt wurden
ist sehr schon und sehr wichtig. Natiirlich ist es etwas traurig, dass man Threm
Wunsche nach M - 1000 im Jahre fiir Kolloquiumsvortriage von auswértigen
Gelehrten wenig Verstdndnis entgegen

so wiirde mich das sehr gliicklich machen.

Herzlichste Griisse und Wiinsche. Stets Thr
K. Hensel.
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1.32 21.10.1929, Hensel an Hasse

Marburg den 21. Oktober
1929.

Lieber Herr Professor.

Sofort nach Empfang Threr Karte sah ich meine Crellebestéinde durch und
fand zu meiner grossen Freude auch sofort die 3 Seiten a,b,c von Kommerell,
welche ich Thnenbeiliegend auch sofort sende.

Ich glaube mich zu entsinnen, dass wir bei unserem vorletzten Beisammen-
sein unter sonstigen Crellefragen auch iiber diesen Zweck sprachen. Leider
muss ich damals versdumt haben zu den iibrigen Arbeiten fiir das Journal
auch diese 3 Seiten beizulegen. Ich hoffe nur, dass damals dieses Versehen
von mir Thnen keine zu grosse Miithe und dem Erscheinen der néchsten Hef-
te keine Verzogerung erwachsen ist. Nach dem, was Sie schreiben scheint ja
wenigstens das letztere nicht zu befiirchten zu sein.

Ich bin ja nun natiirlich hoéchst gespannt, wie Thre Angelegenheit mit
Berlin weiter geht. Lassen Sie nur doch ja gleich wissen, wenn sich alles
entschieden hat.

Mit herzlichstem Grusse stets

Thr
K. Hensel.

Ich bin jetzt gerade an einer kleinen Arbeit iiber allgemeine Potenzreste,
dem Fulerschen Kriterium und dem Gaussschen Lema fiir diese allgemeinen
Potenzreste, womit ich Holderan seinem 70 Geburtstage in einer Festnumer
der Math. Zeitschrift {iberraschen will. Hoffentlich werde ich noch damit fer-
tig.
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1.33 11.11.1929, Hensel an Hasse, Postkarte

POSTKARTE

K. H. MARBURG - LAHN, d. 11 November 1929.

Lieber Herr Professor und Nachfolger.

Nehmen Sie meinen herzlichsten Gliickwunsch zu dem fiir Thr eigenes
Wirken und fiir unser mathematisches Marburg so sehr gliicklichen Ab-
schluss Threr Verhandlungen mit Berlin, das sich hier doch m. E. sehr einsich-
tig und recht grossziigig gezeigt hat. Ich hoffe nur, dass man Thren eigenen
Bediirfnissen als Gatte und Familienvater auch in zufriedenstellender Weise
Rechnung getragen hat.

Dass Thr Wunsch wegen des Fonds fiir Vortrage etc. so schon erfiillt ist
hat mich sehr erfreut. Das konnte eine schone Sache werden, durch die die
Mathematik in Marburg und in Deutschland wirklichen grossen Gewinn ha-
ben wiirde. Auch ich m6chte gern zum Gelingen dieses Planes vielleicht da-
durch ein wenig beitragen, dass ich, falls dies irgend moglich ist, d. h. ziemlich
h&ufig, die Vortragenden bei mir aufnehme. Wie viel kénnten wir alle von
dem reichen Strom von wissenschaftlicher Anregung haben, das sich dann
auf unser gliickliches Marburg ergiessen wiirde.

Und wie sehr befruchtend wiirde dieser engere Verkehr mit den besten
Ménnern unserer Wissenschaft auch auf unser Crelle’sches Journal einwirken.
— Kurz, ich bin froh und hoffnungsvoll und begriisse Sie Beide herzlichst.
Stets Thr

K. Hensel.
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1.34 14.11.1929, Hensel an Hasse, Postkarte

POSTKARTE

Marburg/L. d. 14-11-29.

Lieber Herr Professor.

Herzlichen Dank fiir Ihren Brief, nach dem wir auch nun sicher hoffen diirfen,
dass alles in Ordnung ist. — In Bezug auf die Mobelfrage kann ich Thnen nur
sagen, dass das ganze Problem mich vollig iberrascht hat. Ich hatte nie daran
gedacht meine Sachen in dem Amtszimmer zu lassen, hatte also natiirlich
auch mit niemand dariiber gesprochen. Da wir nach Herrn FréankelsWeggang
wieder unsere Ober—Zimmer zu unserer Verfiigung haben, so sind uns diese
Moébel auch sehr willkommen zur Moblierung +++ Zimmer. So passt ja alles
sehr gut mit Thren eigenen Wiinschen. Ich kann die M6bel natiirlich jederzeit
aus der Universitdat abholen lassen. Herzliche Griisse, ich muss eilig in +++
Vorlesung

Bald mehr. Stets Thr K. Hensel.
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1.35 28.11.1929, Hensel an Hasse, Postkarte

POSTKARTE

Marburg d #8/4; 29.

Lieber Herr Professor.

Ich habe mich iiber Thre schone Nachricht, dass nun alles in Ordnung ist
von ganzem Herzen gefreut. Ich wollte noch warten, bis auch die Universitét
die Nachricht erhalten hatte, gestern Abend sagte mir aber unser Dekan,
er wiisste officiell noch nichts. Da aber unser Kurator schon orientiert zu
sein schien, so ist das wohl eine der wohlbekannten, fahrplanméssigen Ver-
spatungen, welche meine Freude nicht im Geringsten triibt. — Ich habe mir
vorgenommen, am Sonntag zur Einweihung des ++4 neuen mathematisch—
amerikanischen Institutes nach Goéttingen zu reisen; ich wollte so gern auch
besonders Hilbert nach so langer Zeit, aber auch Landau und Courant wie-
dersehen. — Wie herrlich wére es, wenn Sie auch dorthin komen koénnten.
Das wire mir eine sehr grosse Freude! Ich treffe voraussichtlich Sonntag 12
Uhr 16 dort ein und wohne wieder in dem guten Hotel in der Hauptstrasse
(ich glaube Krone). Herzlichen Gruss Ihres K. Hensel.
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1.36 22.01.1930, Hasse an Hensel

22.1.30

Lieber Herr Geheimrat !

Unsere Briefe haben sich gekreuzt — haben Sie herzlichen Dank fiir Thre
freundlichen Zeilen.

Heute komme ich mir einer weiteren Crelle Angelegenheit, deren Ent-
scheidung ich in Thre Hénde legen mochte. Bieberbach schreibt mir, dafl
J.Schur plant, bei der mathematischen Zeitschrift ein Schottky—Heft anzu-
regen, anléBlich des 80. Geburtstages von Schottky am 24.7.31. J. Schur will
aber diesen Gedanken erst dann verfolgen, wenn er weif3, dal nicht das Crel-
lesche Journal schon Absichten hat; denn dieses wére ja wohl der richtigste
Ort fiir eine solche Festschrift.

Das finde ich nun auch, zumal Schottky doch seit Jahren unser Titelblatt
ziert. Und so mochte ich eigentlich vorschlagen, daf§ wir diese Anregung auf-
greifen und ein Doppelheft als Festschrift herausbringen. Ob und wen wir
allerdings da um Beitrége bitten sollen, das sind Fragen, auf die Sie bei Ihrer
genaueren Kenntnis von Schottky’s Person, Freundeskreis und Arbeitsgebiet
sicher besser antworten konnen, als es mir gerade in diesem Falle moglich ist.

Jedenfalls wire ich Thnen sehr dankbar, wenn Sie mir zunéchst einmal
moglichst bald schreiben wollten, ob Sie auch meinen, dafl wir und nicht die
Mathem. Zeitschrift diese Festschrift herausbringen sollen. Denn ich muf} ja
Herrn Bieberbach auf seine Anfrage, die schon eine Woche bei mir liegt, nun
schnell antworten.

In meinem Brief vom Sonntag vergafl ich leider, auf diesen Punkt einzu-
gehen. Denn die Notiz Bieberbachs war mir nicht mehr gegenwirtig, da sie
sich am Schlufl desjenigen Briefes befand, der seine Stellungnahme zur Frage
meiner Nachfolge enthielt und bei diesen Akten lag.

In der letzteren Frage ist nun gestern die Entscheidung der Fakultét ge-

fallen. Da, wie ich glaube, Thr Interesse an dieser Frage nicht klein ist, so
mochte ich Thnen ganz vertraulich das Resultat mitteilen:
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1.) Brandt, 2.) Krull, 3.) Priifer + Rob. Schmidt.

Mit herzlichen Griilen von Haus zu Haus
Ihr ergebenster

H. Hasse.

P.S. Neulich hat sich Herr Tornier bei uns habilitiert, nachdem er schon seit
Semesterbeginn den Lehrauftrag in Kiel vertretungsweise versieht. Ich freue
mich, diese Sache hier noch zum Abschlufl gebracht zu haben.
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1.37 24.02.1936, Hasse an Hensel

) DIE SCHRIFTLEITUNG DES
JOURNALS FUR DIE REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK
(CRELLES JOURNAL)

PROF. DR. HELMUT HASSE GOTTINGEN, DEN 24.2.1936
MATHEMATISCHES INSTITUT

BUNSENSTR. 3-5

Lieber Herr Geheimrat !

Im Anschlufl an meinen letzten Brief wollte ich Thnen nur noch kurz mit-
teilen, wie das abschlieBende Ergebnis iiber die Kennzeichnung der unver-
zweigten Erweiterungskorper vom Grade p™ eines m—adischen Korpers durch
ein p"—tes Radikal lautet:

Sei k ein m-adischer Zahlkorper, der die p™-ten Einheitswurzeln enthélt,
und sei (,, eine primitive p"—te Einheitswurzel in &k, sowie 7, = 1—(, das
zugehorige Primelement. Dann ist eine Zahl 1 aus k£ dann und nur dann
p"-primér, d.h. k( =/7) unverzweigt iiber %, wenn

n=(—m)" e =@
mit einer Zahl 7y aus k ist. Dabei ist £ eine ganze p—adische Zahl
=& +ap+&p’+--,

deren Koeffizienten &, keineswegs (¢ — 1)—te Einheitswurzeln aus dem Ko-
effizientenkorper von k sind, sondern hohere, nimlich (¢?” — 1)-te Einheits-
wurzeln, die aber dadurch eingeengt sind, dafl zwischen £ und

§V =+ ep+8p°+ -
die Differenzengleichung

(W _ ¢ = o = ganze p-adische Zahl aus dem
Koeffizientenkorper von &
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besteht. Mittels dieser Darstellung, die auch an sich interessant ist, wird die
durch ¢® — ¢ = o beschriebene Erweiterung des Koeffizientenkorpers in
Beziehung gesetzt zu der Erzeugung derselben Erweiterung durch das Radikal
pw .

Zum Versténdnis der Normalform ¢?"¢ mochte ich noch bemerken, daf3
aus (P" = 1 keineswegs auch folgt (?"¢ = 1 fiir beliebige ganze p—adische
¢, sondern lediglich ¢?"* = 1 fiir rationale ganze p-adische a.

Auch ist ("¢ zwar formal die p"—te Potenz von (§, aber ¢§ gehort nicht
mehr dem Ausgangskorper k an, sondern eben dem unverzweigten Korper
vom Grade p" iiber k.

Ich hoffe durch Ausbau dieser Methoden bald zu weiteren und auch ab-
schlieBenden Resultaten fiir die expliziten Formeln zum Reziprozitiatsgesetzzu
gelangen. Einstweilen aber wird meine heute abend beginnende Englandfahrt
dies ein wenig unterbrechen.

Mit herzlichen Griilen

Stets Ihr
H. Hasse.
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1.38 13.06.1939, Hasse an Hensel

13. Juni 1939

Lieber Herr Geheimrat,

Bei der herzlichen Freundschaft, die Sie mir durch lange Jahre erwiesen
haben und fiir die ich [hnen immer dankbar bin, halte ich es fiir meine Pflicht,
Ihnen ganz vertraulich und personlich zu sagen, dass in den letzten Wochen in
der Frage der Mitgliedschaft zur Deutschen Mathematiker—Vereinigung eine
Sachlage eingetreten ist, die es fiir Sie vielleicht doch angenehmer erscheinen
lasst, wenn Sie von sich aus Thre Mitgliedschaft aufgeben. Unser Vorsitzender,
Herr Siiss, von dem ich heute einen Brief iiber diese Fragen bekam, ist nach
den vor einigen Jahren getroffenen Verabredungen dem Reichserziehungs-
ministerium verantwortlich, und handelt in der Mitgliederfrage durchaus in
diesem hoheren Auftrage. Nach dem Einblick, den ich als Vorstandsmitglied
in den gegenwirtigen Stand der Frage bekommen habe, ist es gewiss, dass
in ganz kurzer Zeit u. a. auch die Frage Threr Mitgliedschaft von dieser Seite
her aufgerollt wird. Ich schreibe Thnen diesen Brief, ohne dass irgend jemand
davon weiss, weil ich glaube, dass es Thnen lieb ist, nicht plétzlich vor eine
vollendete Tatsache gestellt zu werden. Glauben Sie mir, dass mir dies sehr
nahegeht.

Herzlichst Thr
H. Hasse
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1.39 16.06.1939, Hensel an Hasse

Marburg, d. 16. 6. 19309.

Lieber Herr Professor.

Beifolgend sende ich Thnen einen Beitrag fiir Thre Zeitschrift, die durch ein
Missverstidndniss des Autors an mich gekommen ist. Herr D* R. Sprague, En-
kel von Schwarz, Urenkel von Kummer, der Sohn einer Tochter vonSchwarz,
die ich frither sehr gut kannte und hochschétzte, scheint den Weg seiner ma-
thematischen Vorfahren mit grosser Begeisterung und erfolgreich zu gehen.
Selbstverstéindlich mochte ich Thr Urteil iiber die vorliegende Arbeit in keiner
Weise beeinflussen. Vielleicht konnten Sie ihm moglichst schnell schreiben.

Die Anregung Thres letzten Briefes, der ich sofort gefolgt bin, mdchte ich
nicht weiter beriihren, da mir ihr Gegenstand zu schmerzlich ist.

Ihr ergebener
K. Hensel.
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Kapitel 2

Aus der Crelle—Korrespondenz
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2.1 10.02.1931, Hensel an Hasse

Berlin d. 10-2-1931
von der Heydtstr. 1. Pens. Fink

Lieber Herr Professor.

Nehmen Sie meinen herzlichsten Dank fiir Thren lieben Brief, der mich
sehr interessiert und erfreut hat. Ich méchte Thnen zunéchst von meinen Vor-
lesungen erzihlen, die mir zwar sehr viel Arbeit aber auch viele Anregung
und Freude geben. Ich habe viele und durch Schur besonders gut vorbereitete
Zuhorer, die bis jetzt gut ausgehalten haben, also doch wohl Interesse an der
Zahlentheorie haben. Schur, Spitzer und die jiingeren Dozenten horen wohl
stdndig und besonders die eingehenden Gespriache mit Schur sind mir sehr
anregend. Ich habe fiir diese Vorlesungen den ganzen Gegenstand nochmals
sehr eingehend durchgedacht und kann jetzt die ganze Theorie der algebrai-
schen Zahlen in einer Form geben, die gegen meine Darstellung in der Math.
Zeitschrift sehr viel einfacher und véllig einheitlich geworden ist. Auf dieser
Grundlage will ich nun ganz so wie in diesen Vortrédgen meinen ersten Teil
unseres Buches gleich schreiben. Ich hoffe ganz sicher, dass er Thre Zustim-
mung finden kann. Die mathematischen Kollegen sind alle sehr liebenswiirdig
und freundlich zu uns. Vorigen Sonnabend waren wir auf einer sehr hiibschen
Gesellschaft bei Schur’s diesen Sonnabend sollen wir bei Bieberbach’s sein,
die in Dahlem ein sehr schones Haus gekauft haben.

Zu dem Schottkyheft hat auch Kébe einen kleinen Beitrag fiir den 15
April in Aussicht gestellt. Remak ist auch im Wesentlichen fertig und wird
seine Arbeit bald einschicken.

Dass Sie Herrn Vennekohl angeregt haben, Thren Beweisgedanken fiir das
Reziprocititsgesetz weiter zu verfolgen finde ich sehr schon. Hoffentlich ge-
lingt es ihm, ein Stiick weiter zu kommen. Eine schénere Aufgabe konnte er
nicht finden.

Sehr interessant waren mir auch Thre musikalischen Erlebnisse in Kassel.
Das Brahms’sche Horntrio habe ich kiirzlich auch mit [...][| gespielt. Es ist
ergreifend schon und natiirlich mit Horn noch sehr viel eindrucksvoller als

Lyielleicht ‘Rhodes’ ?
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mit dem Cello. Kaiser selbst spielt doch wundervoll. Man miisste es doch zu
erreichen suchen, dass er auch einmal wieder in Marburg spielt.

Ich freue mich von Herzen, dass Sie nun aus den Sorgen mit der Ueber-
siedelung und Neueinrichtung heraus sind. Jetzt werden Sie auch die richtige
Freude an Threm schéonen Heim haben.

Ich freue mich sehr darauf, etwa am 12 Mérz Sie und Ihre liebe Gattin
wiedersehen zu diirfen und bin mit den herzlichsten Griissen und Wiinschen
auch von meiner Frau, die sich hier mit Begeisterung wieder der Malerei in
die Arme geworfen hat stets Ihr

K. Hensel.
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2.2 10.08.1933, Hensel an Hasse

Marburg, d. 10. August 1933.
Lieber Herr Professor.

Meiner Karte vom gestrigen Tage, die hoffentlich bei IThnen angekommen
ist lasse ich heute gleich einen Brief folgen, denn inzwischen ist ja nun die
Antwort unseres Verlegers bei mir (und wohl auch bereits bei Thnen) einge-
troffen, und da ist es mir ein lebhaftes Bediirfniss Thnen wenigstens kurz zu
schreiben. Ausfiihrlich ldsst es sich ja schriftlich schlecht machen, das fiihrt
etwas weit, aber ich hoffe, wir sehen uns doch in nicht zu ferner Zeit, und
kénnen uns dann aussprechen. —

Dass unsere Gegengriinde gegen das Ausscheiden von Schl. anerkannt
wurden ist ja gut. Sonst aber habe ich doch grossere Bedenken gegen fast
alle Punkte des Briefes, aber ich kann und will nichts Wesentliches antwor-
ten ohne Uebereinstimmung mit Threr Ansicht; dieser Gedankenaustausch
mit Thnen kann aber nur miindlich erfolgen, und ebenso kann ein solcher
Austausch mit Berlin nur miindlich zu Stande kommen (hier noch viel mehr
wie zwischen uns Beiden, da uns doch unsere Berliner Herren nur nicht nahe
genug stehen.)

Ich hatte also, (und dariiber mochte ich gern Thre Ansicht, und wenn sie
meinem Vorschlage giinstig ist, Thre Zustimmung haben), die Absicht, jetzt
nach Berlin etwa Folgendes zu schreiben:

Die in dem Briefe von Berlin angeregten Punkte sind so wichtiger und
weittragender Natur, dass wir Beide uns dariiber miindlich eingehend be-
sprechen miissen und dass wir dann auch miindl mit dem Verlag sprechen
miissen. Ich werde meine Abreise von hier deshalb bis Anfang September
verschieben, wo ich Sie zuriickgekehrt hoffen darf, und ich werde dann En-
de September (nach meiner Marienbader Kur) sofort nach Berlin zu einer
miindlichen Besprechung kommen. (Herrlich und héchst erwiinscht wire es
wenn Sie auch dort sein kénnten oder vielleicht kénnten wir auch Herren
Grethlein zu einer Besprechung nach Marburg Anfang September bitten; da-
mit wére ja viele Zeit gewonnen) — In jedem Fall kénnten wir das Erscheinen
von Bd. 170 ohne Verzégerung in der Drucklegung so lange verzogern, ev.
auch dadurch, dass wir Heft 1 und 2 zu einem Doppelhefte zusammenziehen,
was wir ja schon 6fter gemacht haben.
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So wollte ich etwa schreiben, sowie ich Thre Ansicht dariiber kenne. Sach-
lich wollte ich mich vorldufig zu dem Berliner Briefe nicht dussern. Kénnten

Sie mir vielleicht schnell ein Wort schreibenﬂ, ob Sie damit einverstanden
sind.

Mit den herzlichsten Griissen und Wiinschen fiir gutes Wetter und gute
Erholung bin ich wie immer Thr

K. Hensel

Lundeutlich
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2.3 28.08.1933, Hensel an Hasse

Percha a/Starnbergersee d. 28-8-33.
Lieber Herr Hasse.

Ich bin hier auf drei Tage in eine wunderschone ruhige Erholung ge-
kommen, welche mir nach der vielen Anstrengung und Aufregung der ver-
gangenen Wochen unendlich wohltut. Wie gerne hiétte ich etwas von dieser
schonen Zeit mit IThnen zugebracht, aber es war ja in diesem Jahre wirklich
nicht moglich, mit dem Auto in irgendwie ertréglicher Weise von Meran nach
Miinchen zu fahren.

So habe ich gleich nach Empfang Ihrer letzten Karte nach Berlin geschrie-
ben, dass ein Zusammentreffen in Miinchen oder Marburg unmoglich sei, und
dass ich nach griindlicher Verstdndigung mit Thnen gern Anfang Oktober zu
einer Besprechung nach Berlin kommen wiirde.

Soeben wird mir eine Antwort von Berlin aus Marburg nachgesandt, nach
der sie, “herzlich betriibt zwar” sich mit der Verlegung auf den Oktober
einverstanden erklédren, und dann das néchste Heft erst dann und das zweite
8-14 Tage danach ausgeben wollen, oder dann gleich ein Doppelheft ev. mit
revidiertem Titel erscheinen lassen.

Wir miissen uns nun beide schriftlich {iber unsere Ansichten und unsere
Stellungnahme verstédndigen; ich glaube aber, es wird nicht zu schwierig sein.
Vielleicht kénnen Sie mir, in der nédchsten Woche etwa, ein Wort zukommen
lassen ob Sie eine Aenderung in Beirat, Redaktion etz. fiir notig halten, und
welche Massregeln Thnen da vorschweben wiirden. Ich wiirde dann sofort
antworten und ich glaube, wir werden so bald {iber unsere eigenen Gedanken
einig werden die dann allerdings in Berlin besprochen und vertreten werden
miissen. Thre Briefe treffen mich in Marienbad Hotel Rauscher, wohin ich am
Donnerstag d.31. August mit meiner Frau reise.

Ihnen und Ihrer lieben Gattin sende ich die herzlichsten Griisse und
Wiinsche fiir das Andauern der schénen Meraner Erholung

Herzlichst Thr K. H.
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2.4 07.09.1933, Hasse an Hensel, mit Ant-
wort von Hensel

Marburg-Lahn, den 7. 9. 33
Lieber Herr Professorfl]

Vielleicht ist es Ihnen doch erwiinscht, Ihren Entwurf fir die erlduternden
Worte bei der definitiven Redaktion vor sich zu haben. Deshalb sende ich
thn meinem Briefe gleich nach. Ihre Bestditigung an de Gruyter geht von
mair mitunterschrieben soeben nach Berlin ab. Ebenso die Probedrucke des
KroneckeiPlan Sie. Herzl. Gruss Ihr ergebener

K. Hensel

Lieber Herr Geheimrat!

Heute erhalte ich mit den Reproduktionen des Kroneckerschen Briefes das
beigelegte Schreiben unseres Verlegers. Es tut mir leid, wenn ich Sie mit dieser
Angelegenheit doch in Thren Ferien “behelligen” muf}. Aber ich glaube, dafl
Sie doch unter allen Umstédnden sich personlich von der Ordnungsméfigkeit
der Reproduktion iiberzeugen wollen. Auf die Fragen der Verleger habe ich
den beigefiigten Antwortbrief aufgesetzt, dem Sie hoffentlich zustimmen wer-
den. Insbesondere bitte ich Sie, meinen Vorschlag fiir die Uberschrift am Kopf
zu priifen und gegebenenfalls nach Threm Gutdiinken abzuindern.

Fiir die geplanten erlduternden Worte von uns als den Herausgebern
kommt nach der ganzen Lage wohl nur der noch freie kurze Raum am Schlufl
von Seite 3 in Frage. Dort konnten wir gut das zu Sagende gerade unterbrin-
gen. Fiir eine ausfiihrlichere sachliche Erlauterung sehe ich keinen Anlaf}, da
die ausgesprochenen Gedanken und Tatsachen in ihrer Klarheit fiir sich selbst
sprechen.

Aufer vielleicht ein paar personlich—historischen Zeilen, deren Formulie-
rung Sie wohl auf Grund Ihrer Kenntnis der Situation und der Personlichkeit
Kroneckers leicht finden werden, kénnte man sagen, dal wir hier ein bis-
her unversffentlichtes Dokument aus dem Nachlafl Kroneckers zum Abdruck

Von Hensel handschriftlich angebrachte Antwort
Zundeutlich
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bringen, dessen Original in Threm Besitz ist, und das eine wertvolle Ergdnzung
zu den groflen und beriithmten Kroneckerschen Arbeiten iiber die Theorie
der elliptischen Funktionen darstellt. Kronecker findet hier als grofien lei-
tenden Gesichtspunkt fiir die allgemeine Theorie der elliptischen Funktionen
die Darstellung der “irrationalen” Teilwerte, dargestellt durch ihre “Rela-
tivkoordinaten” o, 7 (relativ zum Periodenparallelogramm), und damit also
des gesamten Wertvorrats der Funktion, als Invarianten eines arithmetischen
Aquivalenzbegriffs in der Theorie der quadratischen Formen. Dieser Zusam-
menhang bot sich ihm zunéchst in dem Spezialfall der singuldren Moduln
und rationalen Teilwerte dar. Dort ist Kroneckers Auffafung wesentlich iden-
tisch mit dem Grundgedanken der “Komplexen Multiplikation”, der in die-
sen singuldren Teilwerten Invarianten fiir die arithmetische Aquivalenz der
ganzzahligen quadratischen Formen (Ringklassen) mit linearen Nebenbedin-
gungen (Strahlklassen) feststellt. Seine hier mitgeteilte Entdeckung zeigt, daf§
die allgemeinen (irrationalen) Teilwerte bei beliebigen (auch nichtsinguléren)
Moduln in ganz der entsprechenden Beziehung zu einem entsprechend ver-
allgemeinerten Aquivalenzbegriff fiir beliebige quadratische Formen stehen.
Ich denke, das sind genug Richtlinien, um daraus unser Nachwort zu kom-
ponieren, das wir dann wohl am besten mit “Die Herausgeber” unterzeichnen.

Es tut mir wirklich leid, daf§ ich Sie mit dieser Angelegenheit jetzt in
Ihren Ferientagen storen mufl. Um Thnen so viel als moglich abzunehmen,
habe ich den Brief an de Gruyter schon fertig aufgesetzt, Sie brauchen ihn
nur zu unterschreiben, und ich lege Ihnen auch ein passendes Kuvert fiir die
Weitersendung mit ein, entweder direkt an de Gruyter, oder — falls Sie gerne
hétten, daBl ich das Nachwort vor der Drucklegung noch einmal ansehe — an
mich zuriick.

Mit herzlichen Griilen und Wiinschen

stets Thr
H. Hasse
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2.5 17.09.1933, Hensel an Hasse

Marienbad, d. 17. 9. 1933
Hotel Rauscher

Lieber Herr Professor.

Ich danke Thnen herzlichst fiir [hren lieben Brief; ich bin sehr geriihrt dariiber,
dass Sie in dieser fiir Sie so schweren Zeit unter dem Druck der Erkrankung
Ihrer lieben Frau die Zeit gefunden haben, mir so eingehend iiber die Fragen
zu schreiben, die uns Beide jetzt beschéftigen.

Vor allen Dingen mochte ich aber die Hoffnung aussprechen, dass der
Anfall Threr Gattin jetzt voriiber ist, und daran die Frage kniipfen, ob sie
nicht doch einen Versuch mit einer “[...Jkur” machen mochte, welche ich
schon so oft und immer mit dem allerbesten Erfolg angewendet habe. Es ist
nichts als préaparierter Rettigsaft, der aber von wunderbarer Wirkung auf die
Galle ist; iibrigens ein sehr bekanntes und von den Arzten viel empfohlenes
Mittel. Sollten Sie daran denken, so bitte ich um eine Karte hierher und
sende Thnen dann sofort alles Néhere.

Das was Sie iiber unsere Crellefrage schreiben hat mich natiirlich ganz
stark beschéftigt und es ist mir eine richtige und grosse Freude, dass ich in
allen von Thnen beriihrten Punkten genau so wie Sie denke. Ich reise zum
1. Oktober nach Berlin, und werde da in einigen wohl etwas anstrengenden
und aufregenden Sitzungen unseren gemeinsamen Standpunkt vertreten.

Dass wir dann am besten die Neuregelung schon mit Band 170 eintreten
lassen und diesen dann auch aus den von Ihnen angegebenen Griinden mit
einem Doppelhefte eréffnen wird sich dann wohl zwangslaufig ergeben. Viel
vorher wird ja auch die Kroneckerreproduktion mit [hren ganz ausgezeichne-
ten erlauternden Worten nicht fertig sein konnen. Auﬂr]die etwas verkleinerte
Reproduktion des Briefes ist ganz wunderschon. Ich habe mit Absicht die
Riicksendung an Sie etwas verzogert, damit die Herren in Berlin dem Plane
eines Doppelheftes geneigter werden.

Die Frage des vierten Herausgebers liegt, wie Sie meiner Ueberzeugung
nach sehr richtig bemerken, auf einem ganz anderen Felde, als auf dem des

Lundeutlich
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Titel’s “... und angewandte Mathematik” Ich glaube fest an den Druck von
oben, fast ebenso fest an den von Herrn K. Th. V. selbst, und ich glaube, dass
wir da noch einen schweren Stand haben werden; ich werde aber meine ganze
Kraft daran setzen, hier unseren gemeinsamen Standpunkt durchzusetzen.
Ich begriisse es hier lebhaft, dass Sie den Namen Schmeidler ausgesprochen
haben. Ich war nicht auf ihn gekommen, bin aber auch von meiner Seite sehr
fiir seine Zuwahl, wenn wir Haupt nicht durchsetzen kénnen. So will ich aber
in Berlin zu wirken versuchen. Dass von den vier jiingeren moéglichen Herren
keiner hier in Betracht kommen kann, scheint auch mir fraglos. Besonders gilt
das von Herrn T in Kiel aus einem Grunde, den ich Ihnen dann miindlich in
Marburg sagen mochte; es wére hier zu lang.

Das, was Sie Herrn Toplitz iiber die Verweisungen auf die Webersche
Arbeit schreiben wollen, ist meiner Ansicht nach durchaus notwendig.

Darf ich nun noch ganz kurz auf die freundliche Nachschrift Thres Briefes
antworten. Den Eingang IThrer Zinsen hatte ich iiberhaupt noch nicht ver-
misst. Bitte erledigen Sie doch das erst dann wenn es IThnen ganz bequem ist.
Von mir aus wird eine Aenderung des Zinssatzes oder gar eine Bitte um eine
Kapitalriickzahlung nach menschlichem Ermessen nicht in Frage kommen.
Ehe das eintritt miissten alle anderen Moglichkeiten fiir mich erschopft sein,
was der Himmel verhiiten moge.

Nun darf ich noch auf Thre liebenswiirdigen Begleitworte zur Reproduk-
tion des Kroneckerschen Briefes sprechen. Ich bin zunéchst von der kleineren
Wiedergabe ganz entziickt und ich glaube auch sicher, dass die Leser unse-
rer Zeitschrift die Ueberzeugung gewinnen werden, hier nach Form und nach
Inhalt etwas ganz Bedeutsames zu erhalten.

Dieser bedeutenden Verdffentlichung entsprechen vollsténdig die skizzier-
ten Worte, die Sie in unser beider Namen hinzufiigen wollen. Sie sind ganz
ausgezeichnet und treffen m. E. das Wesentliche des Kroneckerschen Gedan-
kenganges so wundervoll, dass dieser Zusatz so und nicht anders von Ihnen
gemacht werden muss. Natiirlich von Ihnen, denn ich kénnte ja doch nur Ih-
re Worte etwas paraphrasieren und machte es dadurch sicher etwas weniger
schon, als Sie das in Threr Skizze schon gemacht haben.

Zur Geschichte dieses Festbriefes mochte ich nur kurz bemerken, dass ich
bei seiner Abfassung im Jahre 1890 als junger Dozent zugegen war; Kronecker
hat ihn mit besonderer Liebe geschrieben; er sah in ihm ein Gegenbild zu
seiner arithmetischen Festschrift 10 Jahre vorher. Wie jene das beste zusam-
menfasst, was K. iiber die Arithmetik der Algebra zu sagen hatte, so sollte
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dieser Brief das Beste geben, was es iiber die Arithmetik der Analysis geben
konnte. Und seine Ueberzeugung war es damals dass dieses Beste eben in der
Aufstellung und richtigen Fassung der Invarianten der analytischen Funktio-
nen bestiinde.

Dieser Gedanke trat damals immer und immer wieder in seinen Gespréchen,
seinen Vorlesungen, seinen Arbeiten (besonders iiber die Theorie der ellip-
tischen Funktionen) hervor und er ist auch der leitende Gedanke in diesem
schonen Briefe mit seiner concreten Illustration in demselben.

Nach der Ueberreichung des Briefes iiber die Kummer sich noch sehr ge-
freut hat, war dieser Brief eigentlich verschollen. Ich horte nichts weiter von
ihm, sonst hétte ich ihn natiirlich in die Werke Kroneckers mit aufgenom-
men. Offen gesagt habe ich auch nicht bei der Abfassung des Verzeichnisses
aller (gedruckten!) Werke K’s an diesen ungedruckten Brief gedacht. Um so
merkwiirdiger war es mir nun, dass ich ihn seit dem Jahre 1910 ohne es
zu wissen in meinem Besitze hatte. In diesem Jahre (glaube ich) hielt ich
ndmlich die Gedéchtnisrede auf Kummer in Berlin und erhielt zum Dank
von der Witwe Kummers das Widmungsexemplar der Festschrift, welches
ich, da ich 4 andere Exemplare bereits besass und sie beinahe auswendig
kannte, so sehr liebte ich sie, nicht gelesen hatte. Als ich dieses Exemplar
aber vor etwa einem Jahr ganz durchblétterte fand ich mitten darin steckend
ein Jugendbild Kroneckers und diesen Brief. Aus d. Freude iiber diesen Fund
ist der Wunsch einer Reprod. im Crelle geboren.

Natiirlich ist diese Darstellung nur fiir Sie bestimmt, sie ist fiir die Publi-
kation ohne Interesse. Ich mochte Sie bitten aus ihr nur einige Worte (etwa
“ein gliicklicher Zufall und der nochmalige Dank an Kummers Witwe”) auf-
zunehmen und hieran Thre eigenen Bemerkungen zu kniipfen. Sollten diese
doch zuviel Raum einnehmen, so konnte man doch ganz gut diesen ganzen
Text auf S. 4 setzen und Thre grosse Arbeit erst auf S. 5 anfangen lassen.
Vielleicht wire das auch noch schoner. Jedenfalls darf Thr Commentar nicht
zu kurz kommen. Ich schicke Thnen also die ganze Sendung zuriick und er-
kldre mich im Voraus dankbarst einverstanden mit jeder Fassung die Sie
den Bemerkungen der Herausgeber geben wollen. Ich brauche diese Sendung
dann auch nicht mehr vor dem Druck zu sehen, sehe ich sie doch bei mei-
nem Besuche in Berlin. Sehr gern wiirde ich allerdings von diesem Briefe und
den Bemerkungen eine Anzahl (etwa 70-100) Abziige erhalten, um diese mit
meinen beiden jetzt fertig gewordenen Arbeiten zu verschicken, doch mochte
ich dem Verlage mit dieser Bitte nicht etwa grosse Kosten machen.
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Nun muss ich schliessen, damit dieser ausfiihrliche Brief bald in Ihre
Hénde kommt. Spater mochte ich Thnen gern noch erzéhlen, wie gern und wie
lebhaft ich mich mit der Anwendung der Gruppentheorie auf die arithmeti-
sche Auflosung der Gleichungen beschiftigt habe. Mir selbst sind die hier
gewonnenen Ergebnisse neu und sie haben mich sehr interessiert, aber ob sie
wirlich neu sind?

Ich hétte so gern noch eine kurze Karte von Thnen hierher, ob es Ihrer
lieben Frau schon besser geht und wie es Ihnen selbst geht und ob die kleine
Jutta wieder ganz wohl ist.

Wir reisen hier wohl den 28. ab und sind voraussichtlich um den 12. Ok-
tober in Berlin.

Mit den herzlichsten Griissen “for self and partner” bin ich

stets Thr
K. Hensel
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2.6 05.10.1933, Hensel an Hasse

Wannsee Berlin
Strasse zum Lowen

b/D Georg Hahn d. 5-10-33.
Lieber Herr Professor.

Ich méchte Thnen doch gern gleich von dem Ergebnisse meiner 2! /5 stiindigen
Conferenz mit den beiden Herren unseres Verlages berichten, mit dem ich im
Ganzen recht zufrieden war, besonders weil ich merkte, dass Beide auch “im
Grossen” wertvolle und anstédndige Ménner sind, mit denen sich verniinftig
sprechen l&sst.

Zunéchst besprachen wir die Frage dess Beirates und stellten fest dass es
nicht anders gehen wiirde, als dass seine Existenz auf dem Titel unterdriickt
wiirde. Ich stellte aber fest, dass wir ihn notwendig brauchten und dass er
im Uebrigen bleiben und jeder auch weiter sein Freiexemplar erhalten miisse
und dass ihnen die Tatsachen in bester Form gemeldet werden miissen. Die
Herren stimmten mir dann auch in Allem bei, hatten aber die grosste Sorge
wegen der schriftlichen Uebermittlung dieser Erwadgungen und Entschlusse.
Zuletzt sagte ich dann, dass Sie ja mit einigen Herren schon in Wiirzburg
gesprochen hétten; diese kénnten ja dann von Thnen kurz bezugnehmend auf
Ihre Besprechung benachrichtigt werden. [...] wére ich bereit zu besuchen
(in Frankfurt und Bonn) indem ich dann noch einmal hinreiste. Herr Fr. aus
Kiel konnte ja dann auch direkt verstandigt werden mit Bezug auf seine Ihnen
zugegangene Bereiterkldrung. Die wenigen iibrigen konnen dann wohl noch
direkt versténdigt werden. So wiirde sich diese Frage wohl giinstig erledigen;
sehr wichtig ist ja dabei, dass Sie in Wannsee schon mit einigen Herren direkt
mit gutem Erfolge gesprochen haben.

Ueber dass Verbleiben von Sch. in [...][] war besonders Herr [...] noch
sehr aufgeregt und dngstlich, obwohl beide Herren dabei blieben, dass [...]
sie [...] an eine Beseitigung von ihm nicht gedacht werden koénnte. Ich
sagte dazu meinerseits nichts Neues, will aber auf der Reise Frankfurt-Bonn
Schl. nochmal besuchen, das Gespréch auf diese Fragen bringen und vielleicht
ohne ihn aufzuregen, zu erreichen suchen dass Schl. wieder in den Beirat

Lyielleicht ‘Giessen’?
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zuriicktritt. Wenn ich aber im Geringsten merke, dass er sich dabei aufregt,
so kann ich absolut keinen weiteren Druck auf ihn ausiiben.

Was nun endlich den vierten Herausgeber anbetrifft, so konnte ich zu mei-
ner Freude feststellen dass der mehrfach wiederholte Vorschlag von V. nicht
von anderer Seite, geschweige denn von diesem selbst den beiden Herren ge-
macht worden ist, sondern diese Idee ist allein von ihnen ausgegangen. Auf
die Frage der angewandten Mathematik gingen sie auch {iberhaupt garnicht
ein, so dass sie ihr sicher keine grosse Bedeutung beimessen. Dagegen legte
besonders Herr G., der iiberhaupt nach dieser Richtung wesentlich feuriger
dachte, als Herr C. der eigentliche Chef, sehr grossen Wert darauf, dass der
neu zu wahlende dritte auch wirklich ein iiberzeugter activ gerichteter und
eingestellter Herr sein sollte, um damit eine bestimmte Wirkung hervorzu-
bringen, und dann auch in den wichtigen Fragen freie Hand zu behalten. Herr
G. war dann etwas im Zweifel ob [...]JP|in Erlangen nach dieser Richtung
allen Anforderungen entspréiche, iiber Schm. in Breslau wollte er sich noch
genauer erkundigen. Ausserdem warf er noch die Namen Kowalewski und
Erh. Schmidt in die Debatte. Was meinen Sie [...] dem [...]17 (der zweite
nimmt es sicher nicht an, entspricht auch [.. .]E] Einstellung und nicht den
Anford. wie ich weiss). Wir werden noch einmal zusammenkommen; so lan-
ge muss und werde ich hier ausharren. Wenn Sie mir unter obiger Adresse

noch ein Wort iiber Thre Ansichten zukommen lassen konnen, wére ich sehr
dankbar;

Auch wenn Sie bei Ihrer Vorlesungsankiindigung auch wieder fiir mich zu
demselben Datum schreiben lassen konnten, wére ich Ihnen zu grossem Dank
verpflichtet. Leben Sie sehr wohl mit den besten Griissen und Wiinschen bin
ich stets

Thr K. Hensel.

2vielleicht ‘H’?
3vielleicht ‘dessen’
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2.7 Datum 7, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte)
Lieber Herr Professor

Heute mochte ich Thnen nur schreiben, dass Herr Prof. Engel, Giessen mich
um Aufnahme einer lingeren Arbeit seines fritheren Schiilers Dr [...][]in
Worms in das Journal gebeten hat. Sie behandelt die allgemeinste mit der
projectiven GQEI der Ebene &hnliche Gruppe von Beriihrungstransformationen,
eine wichtige aber schwierige Aufgabe. Da E. in diesem Gebiete die erste Au-
toritét ist, so schrieb ich ihm soeben, wir wiirden die Arbeit gern aufnehmen,
wenn er sie genau kennte und sie uns empfehlen konnte. Ist das der Fall, so
bat ich ihn, sie Ihnen direkt zu schicken, da wir dann keinen besseren Ex-
perten brauchten. Hoffentlich sind Sie dann auch damit einverstanden, sie zu
nehmen; es ist ja eine wichtige Frage in einem interessanten Gebiete, die in
der Arbeit behandelt und wohl auch wesentlich weiter gefiithrt werden wird.
— Haben Sie herzlichst Dank fiir Thren Brief iiber den ich mich sehr freute
und den ich bald eingehend beantworte. Viele herzliche Griisse

Ihr K. H.

Lyielleicht ‘Neumer’
2undeutlich
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2.8 09.01.1934, Hensel an Hasse

Marburg a/L d. 9/1 1934

Die beiliegende Arbeit von K. Geissler glaube ich nicht zur Aufnahme
empfehlen zu kénnen. Ich bitte dazu den beiliegenden Brief der Verfasser zu
vergleichen. In jedem Falle ist Vf. zu benachrichtigen unter Benutzung des
von ihm beiliegenden Portos.

Viele Griisse und besten Dank fiir Thre freundlichen Zeilen.

Stets Ihr
K. Hensel
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2.9 16.03.1934, Hensel an de Gruyter

Abschrift !

Marburg a.d. Lahn d. 16. Mé&rz 1934
Breiteweg 7

Meine sehr geehrten Herren!

Ich danke Thnen verbindlichst fiir Thren freundlichen Brief vom 15. d.Mts.
Auch ich freue mich ganz ausserordentlich, dass die Episode Math. Zeitschrift
nun definitiv in fiir unser Journal giinstiger Weise erledigt ist, und das die
Tatigkeit von Herrn Professor Hasse in vollem Umfange unserer Zeitschrift
erhalten bleibt.

Ich freue mich nach wie vor, dass es durch die Vereinbarung iiber das Hono-
rar fiir den dritten in jedem Jahr erscheinenden Band Crelle méglich wurde,
Herren Hasse unserer Zeitschrift zu erhalten, denn ich weiss, dass er wirklich
fiir die gute Entwicklung derselben schlechthin unentbehrlich ist. Mit der
von Thnen gegebenen Erlauterung zu dieser Massregel bin ich auch einver-
standen, und wir wollen versuchen durch geeignete Werbung besonders auch
im Ausland ausgezeichnete Beitrige in moglichst grossem Umfang fiir uns zu
gewinnen.

Ich werde selbst bei einer Erholungsreise nach Italien, die der schone aber
anstrengende Wintervorlesungsbetrieb fiir mich sehr notwendig machte, da-
mit den Anfang machen; mochte es doch etwas niitzen.

Wir wollen nur jetzt mit Energie drucken. Die 13 Seiten M S, die der neue
Band 171 noch erfordert, werden zur Zeit wohl sicher da sein.

Dass Sie vorsichtshalber den Preis dieses Bandes auf RM 30.— festsetzen
wollen scheint mir auch sehr richtig, doch hoffe ich zuversichtlich, dass die
Bezieherzahl auf der bisherigen Hohe bleiben wird.

Ich habe Frau Prof. Schlesinger den von Thnen giitigst mir iiberwiesenen Bei-
trag von RM 30.— fiir Thres Mannes redaktionelle Tétigkeit am letzten Heft
iibermittelt und ich bin beauftragt, Thnen ihren verbindlichsten Dank aus-
zusprechen. Ich moéchte noch hinzufiigen, dass wir Prof. Schlesinger gerade
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eine besonders grosse Anzahl wertvoller Beitridge bedeutender Gelehrter zu
verdanken hatten. Es wird nicht leicht sein, die durch seinen Tod verursachte
grosse Liicke einigermassen auszufiillen.

Darf ich noch hinzufiigen, dass ich fiir etwaige wichtige Briefe vom 17-21
April in Rom Hotel de la ville erreichbar bin.

Mit den besten Griissen und Empfehlungen bin ich

Ihr ganz ergebener

gez. K. Hensel.
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2.10 28.07.1934, Hasse an Hensel

H./Tr. 28. Juli 34
Lieber Herr Geheimrat!

Aus dem noch vorhandenen Material habe ich beiliegende Disposition fiir
Band 172 Heft 2 zusammengestellt und auch gleich an de Gruyter geschickt,
die schon danach gefragt hatten.

Wiirden Sie bitte die Plamitzersche Arbeit auch bald an de Gruyter ein-
senden, damit der Umfang festgestellt werden kann und man einen Plan fiir
die weiteren Hefte machen kann. Sehr schon wére es, wenn wir die in Aus-
sicht gestellte Brendelsche Arbeit sehr bald bekommen kénnten. Ich selbst
habe vor 2 Tagen noch ein Manuskript von Davenport und mir eingesandt,
ausserdem, wie Sie aus einer Mitteilung de Gruyters gesehen haben noch eine
Arbeit von Schneider—Frankfurt iiber Transzendenz und eine Kleinigkeit von
einem Schweden Petterson, der einige Wochen hier in Géttingen verbracht
hat.

Néchsten Montag fahre ich noch einmal nach Berlin, um {iber meine Stel-
lung hier mit Vahlen zu sprechen.

Mit herzlichen Griissen stets Ihr
H. Hasse
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2.11 23.08.1934, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte)
Lieber Freund. —

Ueber Thre 1. Karte habe ich mich sehr gefreut, wenn ich es auch sehr bedaue-
re, dass Thnen dieser wunderbare Zugspitzenblick so ganz und so unangenehm
verhiillt gewesen ist; aber der Wettersteingrat muss ja herrlich und die Be-
steigung beneidenswert schon gewesen sein. So machen Sie nur weiter; das ist
das Beste, was ich Thnen jetzt wiinschen kann. Ich quéle mich hier, Tschecho-
kronen genug zu bekommen um nach Marienbad abreisen zu kénnen. Leider
aber will der Segen nicht geniigend fliessen, so dass ich nicht weiss ob wir
dorthin kommen konnen. Geht es nicht, so gehen wir nach Baden-Baden und
von dort auf 14 Tage nach Berlin, worauf wir uns sehr freuen. Ich habe hier
eine 9 grosse Seiten lange Arbeit von Herrn H. Kober, einem Schiiler Knesers
bekommen, welcher 1910 seinen Doctor in Breslau machte und Bd 140 eine
gute Arbeit im Crelle veroffentlichte. Sie heisst “Transf. von Potenzen der
Riemannschen (—Funktion und von verwandten Funktionen”. Sie scheint mir
recht gut und interessant zu sein. M. E. kénnten wir sie ruhig nehmen, umso
lieber weil wir Arbeiten brauchen. Soll ich sie annehmen und gleich zu de
Gruyter schicken?

Ich selbst sitze sehr tief in mathematischer Arbeit, die mich sehr inter-
essiert. Jetzt sehe ich Land. Sollte ich durchkommen, so schreibe ich Thnen.
Heute Thnen Beiden herzlichste Griisse und Wiinsche Thres

K. H.
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2.12 07.09.1934, Hasse an Hensel

den 7. 9. 34
Lieber Herr Geheimrat!

Herzlichen Dank fiir die freundlichen Zeilen Threr Gattin und von Thnen
selbst. Wir sind seit Anfang dieser Woche wohlbehalten und gut erholt aus
Partenkirchen nach Goéttingen zuriickgekehrt. Vor zwei Wochen schrieb ich
Ihnen aus Partenkirchen, wahrscheinlich haben Sie diese Nachricht nicht be-
kommen. Ich stimmte darin der Annahme der Koberschen Arbeit iiber die
Zetafunktion zu und teilte gleichzeitig mit, dafl ich zwei Zusendungen bekom-
men habe, die wir wohl annehmen miissen, und die ich einstweilen schon zur
Abschétzung nach Berlin geschickt habe: Deuring iiber Klassenkorpertheorie
und Doetsch iiber Darbouxsche Integrale. Haben Sie Kober nach Berlin ge-
schickt? Manuskripte werden jetzt dringend benétigt. Ich habe zudem noch
eine Zusendung tiber analytische Geometrie (Harmonicalen) meines fritheren
Lehrers Wolff, die ich gerne aufgenommen hétte. Sie ist gestern zur Priifung
an Haupt gegangen.

Mit besten Ferienwiinschen fiir Sie beide von uns beiden

stets Thr
H. Hasse
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2.13 08.09.1934, Hasse an Hensel

8. September 34
Lieber Herr Geheimrat!

Auf den heute bei mir eingegangenen und auch an Sie im Durchschlag
gerichteten de Gruyter—Brief hin habe ich beiliegende Disposition entworfen,
von der Heft 1 und 2 bereits frither festgelegt waren und nur Heft 3 jetzt neu
gemacht ist.

Haben Sie wohl inzwischen aufler der Arbeit von Kober noch Zusendungen
fiir unser Journal bekommen?

Ubermorgen reise ich auf 3 Tage zum KongreB nach Pyrmont. Ich bin
sehr gespannt, wie sich das Schicksal der D.M.V. dort entscheiden wird.

Mit herzlichen Griilen

stets Thr
H. Hasse
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2.14 10.09.1934, Hensel an Hasse

Marienbad Hot. Rauscher 10-9-34.
Lieber Herr Professor.

Herzlichen Dank fiir Thre Karte und Ihren heutigen Brief. Ich freue mich sehr,
aus Threr Disposition fiir Crelle 172173 zu sehen, dass auch dieser Band voll
gesichert erscheint, denn auch Heft IV wird ja mit Kober (ca 12 Seiten) und
Wolff, dem man wohl ca 8 Seiten zurechnen kann, und der doch hoffentlich
auch genommen werden kann, was mich ganz besonders freuen wiirde, auf
58 Seiten kommen, und 6 Seiten werden doch schon noch dazu kommen;
ich hoffe eigentlich sicher, dass ich selbst mit meinen Ueberlegungen die hier
ganz gut fortschreiten, zur Zeit werde fertig werden konnen; die Resultate
sind fiir mich sehr interessant und ganz sicher neu. — Dass wir aber so weit
kommen ist vollkommen Ihr Verdienst, denn es ist wirklich bewundernswert,
mit welcher Fiille von schonen Arbeiten Sie das Journal und die Wissen-
schaft beschenken wollen. Die beiden ersten Arbeiten (in Heft I) kann ich
mir nach dem was Sie mir personlich und in Threr Vorlesg gesagt haben, ganz
gut denken, ebenso die kleine Arbeit iiber ternédre Formen deren Entstehung
ich wohl durch meine Bitte an Sie am Schluss meiner Wintervorlesung be-
schleunigt habe. Aber dann kommt die Arbeit iiber “Unverzweigte Korper”
und die grosse “Davenport—Hasse”, auf die ich mich beide riesig freue mit
grosser Spannung; die Richtung der letzteren kann ich mir auch gut vorstel-
len. Es ist wirklich sehr bewundernswert, was [hnen in dieser schweren und
aufgeregten Zeit von schoner bester Wissenschaft eingefallen ist. Gehen Sie
nur nicht in diesem Tempo weiter, denn jetzt steht Thnen doch auch so viele
dussere Arbeit bevor, die einen grossen Mann fordert. Ich bin ja auch iiber
die D-M-V Frage in grosser Sorge und ich wire IThnen nach Ihrer Riickkehr
von Pyrmont fiir ein andeutendes Wort auch dariiber von Herzen dankbar.

Nun noch ein Wort iiber die Arbeit Kober. Ich hatte sie bei meiner Ab-
reise noch nicht an de Gruyter gesandt, weil Herr K. mir noch einen kurzen
Zusatz in Aussicht gestellt hatte. Dieser Zusatz ist gestern eingetroffen auch
er scheint mir interessant zu sein, und ich mochte fiir die Aufnahme der Ar-
beit auch jetzt stimmen. Ich méchte aber doch sehr gern, dass Sie, dem doch
dieses Gebiet so nahe und am Herzen liegt, iiber die Aufnahme der Arbeit
ganz von sich aus entscheiden kénnen, denn ich bin nicht so in diesen Fragen
darin, um entscheiden zu konnen, ob das hier Gefundene neu ist, und ganz
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durchrechnen konnte ich sie auch nicht, um festzustellen ob sie keinen Fehler
enthélt. Sie aber erkennen das mit einem Blick. So schicke ich Thnen morgen
jenen Zusatz als Drucksache, und lasse Thnen zugleich von Marburg aus die
itbrige Arbeit zugehen. Wenn Sie auch der Ansicht sind, dass wir sie nehmen
konnen, so schicken Sie doch bitte Herrn Dr. Kober Breslau Opitzstr 68!
eine Benachrichtigung und schicken Sie zugleich bitte die ganze Arbeit zur
Abschétzung an de Gr.

Mit herzlichsten Griissen und besten Wiinschen bin ich stets Ihr

K. Hensel.

Die Kobersche Gebrauchsanweisung fiir diesen Zusatz liegt diesem Briefe

bei.
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2.15 17.10.1934, Hensel an Hasse

Marburg a/L d. 17-10-1934
Lieber Herr Professor.

Seit drei Tagen sind wir nun wieder in Marburg, das mir ohne sie garnicht
recht schmecken will. Ich hoffe doch sehr, dass der schriftliche Gedankenaus-
tausch einigen Ersatz bieten wird; aber so schén wie bisher kann es doch
nicht mehr werden. Meine Gedanken sind viel bei Ihnen in Géttingen, und
ich mochte gern sehr viel Gutes von Thnen horen. Dazu ist ja augenblick-
lich noch reichlich Raum vorhanden. Augenblicklich denke ich mit einiger
Besorgniss an Thren siebenten Besuch in B. Ich glaube ja auch, dass die Zu-
sammenarbeit mit T. auf dieser Grundlage sehr schwer und eigentlich nicht
recht moglich ist, ich bin aber iiberzeugt, dass sie das einsehen miissen, und
dass Sie bei Threm iiber allem Kleinlichen stehenden Charakter die rechten
Worte und Griinde finden werden um das Unerléssliche durchzusetzen. Kei-
nesfalls aber diirfen Sie der Stelle verloren gehen, an die Sie jetzt wirklich
gehoren; das muss jetzt der Allem voranstehende Gedanke sein. Der zwei-
te Gedanke aber muss sein, dass Sie sich nicht durch diese Dinge zu sehr
angreifen lassen, so sehr dass Thre Gesundheit darunter leidet.

Ueber unsere Berufung hierher war ich auch des Todes erstaunt; personlich
ist es mir eine grosse Freude, dass dieser arme Mann endlich wieder in eine
Titigkeit eingesetzt wird, nachdem er 1!/, Jahre in Sorge und Ungewissheit
gelebt hat. Er und seine Frau haben meinem armen lieben Sohne sehr nahe
gestanden, dessen Schicksal ja auch so schwer gewesen ist (sein Todestag ist
morgen, ich schreibe diesen Brief in schmerzlichstem Gedenken an ihn). Des-
halb wollen wir Beide alles tun, um ihm seinen neuen Aufenthalt moglichst
angenechm zu machen, und sicher werde ich von ihm auch viel lernen und
grosse Anregung haben. Aber im Interesse der Sache finde ich es schade,
dass unsere Vorschlége so vollstdndig missachtet worden sind und es tut mir
furchtbar leid, dass wir unseren Erlanger Kollegen nicht hierher bekommen,
obwohl unser Rector noch am Tage von R’s Ernennung in Berlin die feste
Zusicherung erhielt, dass S. hierher kommen sollte, dass alles festgelegt sei.

Was nun Crelle angeht, so habe ich mit Héntze]E] fest verabredet, dass wir
eine grosse Arbeit baldigst von ihm bekommen. Auch von mir selbst wird

IName kommt im Verlauf noch in verschiedenen Schreibweisen vor.
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wohl bald eine grossere Arbeit fertig sein. Ausserdem wollte ich Reidemeister
bitten, uns doch bald eine Arbeit zu geben. Ich glaube dass er etwas Gutes
fertig hat. Ist Thnen das recht? Ausserdem hat Robert Remak eine grossere
und, wie mir scheint, recht interessante grossere Arbeit fast fertig. Aber soll
ich ihn darum bitten? Er ist ein nicht sehr bequemer Mitarbeiter, wie wir
wissen, jedoch konnte man ihm Bedingungen auferlegen. Aber er ist, wie wir
auch wissen, nicht arisch und zu viele solche Beitrége konnten Schwierigkeiten
geben. Ich glaube aber, es wiirde gehen. Bitte schreiben Sie mir auch dariiber
Ihre Ansicht. Jedenfalls glaube ich, unser schoner Plan mit Crelle wird sich
doch realisieren lassen.

Nun leben Sie wohl, lieber Freund, seien Sie und Ihre liebe Frau herzlichst
von uns Beiden gegriisst und lassen Sie bald etwas und hoffentlich etwas
Gutes von sich horen. Herzlichst Thr

Kurt Hensel

Bitte griissen Sie doch meinen alten Freund Hilbert Herzlichst wenn Sie
ihn sehen und Dr Ullrich? und viele mehr.

2Name nicht eindeutig
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2.16 19.10.1934, Hasse an Hensel

19. Oktober 34
Lieber Herr Geheimrat!

Vielen herzlichen Dank fiir Thren freundlichen Brief*] den Sie mir gleich
nach Threr Riickkehr aus den Ferien geschrieben haben. Die Lage hier in
Gottingen beginnt sich zu kldren. Wenn auch wahrscheinlich nicht 100%
meiner Forderungen erreicht werden, so hat die Schirfe, in der ich sie ge-
stellt habe, denn doch zumindest schon jetzt den Erfolg gehabt, dass der
Storungsfaktor von allen massgebenden Stellen in seiner wahren Natur er-
kannt und dadurch in seiner Macht eingeschrinkt worden ist. Im {ibrigen
werde ich wohl im Laufe der néchsten Woche selbst noch einmal nach Berlin
fahren miissen, um in einer vertraulichen Aussprache den durch Einwirkung
von dritter Seite erreichten Erfolg zu sichern und auszubauen.

Zur Wiederkehr des Todestages Ihres lieben Sohnes mdéchte ich Thnen
beiden, auch zugleich im Namen meiner Frau, warm die Hand driicken; ich
kann mir denken, wie schwer es fiir Sie ist, jetzt die schrecklichen Oktobertage
des vorigen Jahres noch einmal in Gedanken zu durchleben, besonders wo Sie
durch Herrn Reidemeister so sehr an alles erinnnert werden.

Fiir F.K. Schmidts Zukunft habe ich ernste Befiirchtungen, seine Aussich-
ten in Jena werden, wie ich gehort habe, von anderer Seite bedroht. Es wire
wirklich schade, wenn dieser ausgezeichnete Mensch, nicht zuletzt durch seine
Verquickung mit dem Gottinger Sommerwirbel, jetzt in Deutschland nicht
den Platz finden wiirde, der ihm gebiihrt.

Die Aussichten fiir Crelle beginnen sich erfreulicherweise zu bessern. Es
ist schon, dass Sie so gute Nachrichten in dieser Hinsicht geben konnten. Mit
Ihrer eigenen Arbeit und der von Haentzel kénnen wir demnach bestimmt
rechnen und auch Reidemeister wird bei seinem grossen Fleiss sicherlich bald
etwas liefern. Remak ist sicherlich kein angenehmer Autor, nach den fritheren
Erfahrungen zu urteilen, aber das diirfen wir doch nicht in Rechnung stellen.
Ich wiirde dafiir sein, ihn um seine neue grossere Arbeit zu bitten. Auch die
Bedenken, die Sie hinsichtlich seiner Abstammung gedussert haben, mochte
ich nicht teilen, denn es war doch ausdriicklich mit dem Verlag besprochen,
dass wir gelegentlich nichtarische Publikationen, besonders wenn sie ausge-
zeichnet sind, aufnehmen wollen, und ein Ubermass haben wir gewiss in
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der letzten Zeit nicht gehabt. Ich selbst habe in den letzten Tagen noch
drei Zusendungen fiir Crelle bekommen, nédmlich eine hochinteressante Ar-
beit von Deuring: “Uber die Zetafunktionen quadratischer Formen, seine fiir
Gottingen in Aussicht genommene Habilitationsarbeit, ferner eine Fortset-
zung der Arbeit von Studienrat K. Bogel, Halberstadt {iber “Mehrdimensio-
nale Differentiationen, deren 1. Teil wir in Band 170 gedruckt haben und
schliesslich eine kurze Note von Herrn Reichardt iiber “Die Diskriminante
in hyperkomplexen Zahlsystemen”. Alle drei Arbeiten kénnen wir wohl ohne
Bedenken annehmen. Ich habe sie nach Berlin zur Feststellung des Umfanges
geschickt.

Ihre freundlichen Griisse an Hilbert und Ullrich werde ich ausrichten.
Seien Sie selbst und Frau Geheimrat sehr herzlich gegriisst von

Threm

H. Hasse
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2.17 26.10.1934, Hasse an Hensel

26. Oktober 34
Lieber Herr Geheimrat!

Die lange erwartete Aussprache in Berlin hat nun am vorigen Mittwoch
stattgefunden. Es ging hart auf hart. Ich habe immerhin ein so befriedi-
gendes Zugestdndnis bekommen, dass ich mich entschlossen habe, jedenfalls
noch den kommenden Winter hier auszuhalten. Was dann wird, muss man
abwarten.

Ubrigens traf ich Herrn Reidemeister in Berlin. Er war auf dem Wege
nach Hamburg und wird von dort aus dann nach Marburg fahren. Wie er
mir sagte, wird er bei Frau Dr. Flothmann wohnen.

Beiliegend habe ich eine Disposition fiir Band 172/4 zusammen gestellt,
die hoffentlich Thren Beifall findet. Gerade heute ging {ibrigens die nach mei-
nen Anweisungen umgearbeitete Kobersche Arbeit wieder ein. Ich habe sie
noch nicht durchgesehen, denke aber, dass wir sie jetzt nehmen kénnen.

Beiliegenden Ausschnitt aus dem Hannoverschen Kurier fand ich zuféllig
auf meiner Reise. Ich kann nicht glauben, dass Sie wirklich der Autor von
dieser Geistlosigkeit sind, aber vielleicht macht sie Thnen etwas Spass.

Mit herzlichen Griissen allerseits

stets Thr
H. Hasse

2 Anlagen
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2.18 08.11.1934, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 8. November 1934.
Lieber Herr Hasse.

Gern hiitte ich Thren Brief vom 26. Okt[*] schon friither beantwortet, aber
es kam der Beginn der Vorlesungen, der programmaéssig, allerdings mit sehr
wenig Zuhorern vor sich ging, auch bei Reidemeister, der aber ganz zufrieden
ist, und die Vorlesung iiber Algebren mit Passion hielt; er hat jetzt auch eine
schéne Wohnung (im Bréckingsohenﬂ Hause mit dem wundervollen Garten in
der Universititsstrasse bei der Bismarckstrasse gemietet und freut sich auch
dariiber. Bis jetzt geht auch sonst alles gut. Heute fahrt Herr Krafft allein
nach Kénigsberg, wo er in diesem Semester die Mathematik vertreten soll. Es
tut mir leid, ihn im Winter zu vermissen, aber ich bin doch froh, dass etwas
mit ihm geschieht; Sie haben wohl auch fiir ihn gesprochen. Herr R. will im
S. S. Arithmetische Theorie der algebr. Fkt einer Variablen lesen, was mich
sehr freut.

Leider traf uns wieder ein schwerer Verlust: der Bruder meiner Frau der
Hygieniker Prof. Hahn in Berlin ist leider einem Herzleiden erlegen. Meine
Frau, die ihn ganz besonders liebte ist nach Berlin gefahren. Wir sahen ihn
noch vor wenigen Tagen und hatten grosse Freude an diesem ausgezeichneten
wertvollen Manne; auch fiir mich ist sein Tod ein sehr schwerer Verlust; wir
standen uns seit unserer Kinderzeit nahe.

Ich bin aufs Hochste auf Nachrichten aus Gottingen gespannt. Thre Nach-
richten haben mich doch gefreut; ich glaube und hoffe, dass Sie am Ende
des Winters iiber Alles gute Nachricht geben kénnen, aber vorher erfahre ich
doch noch von Threm Ergehen?

Von R. Remak erhielt ich einen Brief mit warmem Danke, aber die Arbeit
von der er mir erzéhlte wird wohl erst in 5 Monaten fertig sein. Vorher wiirde
er mit einer kleineren Arbeit zu Rande kommen. Reidemeister wird sehr gern
moglichst bald einen Beitrag liefern. Thre Disposition fiir Bd 172/4 ist sehr
schon ich bin sehr mit ihr einverstanden.

Ich wiirde mich sehr iiber eine gute Nachricht von Thnen und Threr lieben
Gattin freuen, die ich herzlich zu griissen bitte.

IName schwer lesbar
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Herzliche Griisse Thnen Beiden

stets Thr
K. Hensel

Die beiliegende Notiz miissen wir doch wieder drucken?
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2.19 12.11.1934, Hasse an Hensel

Gottingen, den 12. November 1934.
Lieber Herr Geheimrat!

Es hat uns sehr leid getan, zu horen, dass Sie durch den Tod Thres Herrn
Schwagers einen neuen schweren Verlust in Ihrer Familie erfahren haben. Wir
driicken Thnen und Frau Geheimrat im Geiste warm die Hand.

Hier hat der Beginn des Semesters die erregten Geister auf die sachliche
Arbeit konzentriert. Die Zusammenarbeit mit der Studentenschaft vollzieht
sich, trotz der oder jener sachlichen Meinungsverschiedenheit, zufriedenstel-
lend. Die grossen Entscheidungen iiber die zukiinftige Gestaltung der Dinge
hier liegen in der Hand des Ministeriums und man muss hoffen, dass sie bald
und im befriedigenden Sinne fallen.

Die Notiz iiber Trefftz habe ich nach Berlin zum Druck weiter gegeben.

Weitere Eingénge fiir Crelle: Kober wird gegenwirtig von Rohrbach, dem
Hilfsarbeiter von de Gruyter in Berlin, gepriift. Wolff (Uber harmonikale
Abbildungen) ist wieder eingegangen, nach Vorschligen von Haupt umgear-
beitet; ich habe diese Arbeit jetzt angenommen. Von W. Franz bekomme ich
eine Arbeit iiber “Die Teilwerte der komplexen Multiplikation”, die auf mei-
ne Anregung hin zustande gekommen ist. Ich stehe noch im Briefwechsel mit
ihm dariiber; die Arbeit scheint mir brauchbar. Von F. K. Schmidt erwarte ich
néchster Tage seine lange versprochene Arbeit zur Theorie der unendlichen
inseparablen Korper, eine wichtige Fortfiihrung der Steinitzschen Theorie.
Vielleicht bekomme ich auch noch eine weitere Arbeit von ihm {iber “Al-
gebraische Funktionskorper mit unvollkommenem Konstantenkorper. Dass
er seit Anfang des Semesters die Nachfolge Haussners in Jena angetreten
hat, werden Sie gehort haben. Ich freue mich sehr, dass diesem verdienten
Mann nun endlich Gerechtigkeit geschehen ist. Gestern bekam ich noch ei-
ne sehr schone Arbeit meines hiesigen Assistenten Dr. Witt iiber das “Exi-
stenztheorem der Klassenkorpertheorie bei algebraischen Funktionenkorpern,
die ausserdem noch einige geistreiche Vereinfachungen und Ergénzungen zu
Schlussweisen der Klassenkorpertheorie enthélt.

Wie steht es mit der in Aussicht stehenden Arbeit von Haentzel? Von
Reidemeister und Remak diirfen wir ja nach Threr Mitteilung in Kiirze etwas
erwarten und ebenso von Ihnen selbst. Da haben wir dann doch eine ganze
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Menge, sodass wir fiir die Zukunft des Journals zunichst keine Sorge zu
haben brauchen.

Zu mathematischen Arbeiten komme ich noch immer sehr wenig, es ist
tagsiiber viel an allem moglichen anderen Dingen zu tun und zu besprechen
und abends bin ich fast immer zu miide. In unserem kleinen Heim fiihlen wir
uns sehr wohl. Wir haben mancherlei Besuch gehabt, auch von ausserhalb.
Hoffentlich konnen wir auch Sie bald einmal hier begriissen.

Mit herzlichen Griissen von Haus zu Haus Ihr

H. Hasse
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2.20 30.11.1934, Hasse an Hensel

Gottingen, den 30. November 1934.
Lieber Herr Geheimrat!

Herzlichen Dank fiir Thre freundliche Karte! Die Arbeit von Herrn Dr. Neu-
mer ging mir gestern durch Herrn Engel zu. Ich stimme der Aufnahme auf-
grund der Empfehlung Engels ebenfalls gern zu. Ich werde die Arbeit gleich
an die Verleger nach Berlin schicken und benachrichtige gleichzeitig Herrn
Engel und den Verfasser von der Annahme.

Sehr dankbar wére ich Thnen, wenn Sie mir in dem in Aussicht gestell-
ten Briefe auch schreiben wollten, an welche Stelle ich die Abzahlung der
Hélfte meiner grossen Schuld an Sie leisten kann — ich mochte das gern bald
erledigen.

Mit herzlichen Griissen

stets Thr
H. Hasse
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2.21 05.03.1935, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 5. Mé&rz 1935.
Lieber Herr Hasse

Morgen friih, unwahrscheinlich friih reisen wir nach Locarno (Hotel Reber
au lac) ab und wollen erst am 3 April Abends zuriickkommen. Da mochte
ich Thnen in grosster Herzlichkeit und grosster Eile Lebewohl sagen und die
besten Wiinsche fiir Thre Erholung und Erfrischung in England zufiigen.

Ich fiige noch drei Arbeiten fiir Crelle hinzu (folgen anbei als Druckms),
deren Aufnahme ich Ihrem Ermessen anheimstelle.

Die erste kleine Arbeit von unserem Kollegen Krafft iiber den oft behan-
delten und oft bewiesenen Weierstrass’schen Vorbereitungssatz konnen wir
m.E. sehr wohl aufnehmen sie scheint mir sehr einfach und hiibsch zu sein,
unterscheidet sich auch geniigend von unserer [...]’schen Arbeit. Ich glau-
be auch, dass es fiir Krafft wichtig ist, dass wieder einmal etwas von ihm
erscheint.

Was die Arbeit von Hawkesworth anbetrifft, so weiss ich nicht, ob wir
starken Bedarf an Material haben, sonst wére ich auch etwas “lukewarm”
fiir Arbeiten dieser Art. Aber vielleicht wiirde ein Specialist hierfiir ein an-
gewandter Mathematiker Schonheiten und Fortschritte entdecken, die eine
ganz kurze Note rechtfertigen konnte.

Aehnlich stiinde es vielleicht auch mit der dritten Arbeit, fiir welche wohl
auch unser Journal nicht ganz der rechte Ort sein wiirde.

Alle 3 Herren miissten aber wohl eine Empfangsbestétigung erhalten und
eine Annahme oder Ablehnung.

Ich widerstehe der Versuchung noch iiber meine eigenen Plidne Ihnen zu
erzdhlen, denn die Zeit drangt dringend.

Viele herzliche Griisse IThnen Beiden von meiner Frau und mir, die wir Sie
sehr vermissen.

In alter Treue Ihr

K. Hensel
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2.22 02.04.1935, Hasse an Hensel

2. April 1935.
Lieber Herr Geheimrat,

herzlichen Dank fiir Ihren freundlichen Brief*] den Sie mir kurz vor Threr
Abreise schrieben. Er erreichte mich doch erst in England, wo wir einen
schonen und eindrucksvollen Monat verbrachten. Wir waren erst 14 Tage in
Cambridge, dort war ein sehr reges mathematisches Leben, spéter haben wir
noch Mordell in Manchester besucht und sind dann eine Woche in Wales und
Stidengland herumgefahren. Hin— und Riickreise haben wir mit den Dampfern
der Hamburg—Amerika—Linie gemacht. Das war auch ein schones Erlebnis.

Die Arbeit von Krafft habe ich mir angesehen, ich stimme Ihnen gern
zu, dass wir sie drucken sollen, nur habe ich Krafft gebeten, doch in der
Einleitung noch zu sagen, wie sich sein Beweis von den bereits vorhandenen

abhebt.

Sehr amiisiert hat mich die Arbeit von Hawkesworth und seine launigen
philatelistischen Briefe dazu. Ich habe meinen englischen Freund Sadler, der
Spezialist fiir numerisches Rechnen am Royal Naval College, Greenwich ist
und dessen numerischem Befehl Sonne, Mond und Sterne gehorchen miissen,
um sein Urteil iiber diese Arbeit gefragt. Ich bin selbst recht skeptisch {iber
die Geeignetheit fiir uns.

Bei der dritten von Ihnen zugesandten Arbeit von Prof. Hanftmann iiber
die Architektur des Wiirzburger Domes teile ich Thre Ansicht, dass unser
Journal keinesfalls der richtige Ort dafiir ist. Ich habe das Material an den
Verfasser mit einigen freundlichen Worten zuriickgesandst.

Bei mir sind in letzter Zeit noch drei kleine Manuskripte eingegangen: 1.)
Petterson (Schweden) tiber Irreduzibilitdt von Polynomen. In der dusseren
Form ist diese Arbeit ganz unfertig. Der Verfasser hatte mich auch von vorn-
herein gebeten, ihm Anregungen fiir ev. Aenderungen zu schreiben. Ich habe
damit jetzt unseren Dr. Rohrbach beauftragt. 2.) Witt iiber verschrinkte
Produkte, eine schone, ganz kurze Arbeit von hochstens 2 Seiten, in der eine
Verallgemeinerung mit sehr elegantem Beweis einer der formalen Hauptregeln
aus der Theorie der verschrinkten Produkte entwickelt wird. 3.) Eine Arbeit
des Japaners Sugawara, in der versucht wird, eine von mir ausgesprochene
Vermutung in der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen zu
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bestétigen. Ein fritherer in Japan verdffentlichter Versuch des Verfassers wur-
de von Herrn Franz als fehlerhaft herausgestellt. Ich habe jetzt wieder Herrn
Franz gebeten, das neue Manuskript auf seine Richtigkeit zu priifen.

Herr E.A. Weiss, Bonn, musste kiirzlich sein bereits abgesetztes Manu-
skript tiber apolare Fléchen, das in Band 172 | 2 veréffentlicht werden sollte,
zuriickziehen, da sich inzwischen herausstellte, dass die Hauptergebnisse be-
reits vor langen Jahren von Severi gefunden worden waren. Auf Grund von
Verhandlungen mit dem Verlag hat sich Herr Weiss bereit erklért, die ent-
standenen Unkosten von 100,— Mk. zu tragen. Ich habe anstelle dieser Arbeit
die gleich lange von Holzer iiber die Fermatsche Gleichung fiir Heft 2 vorge-
sehen.

In England traf ich Herrn Watson, dieser fragte mich wegen eines auf
Kronecker beziiglichen Zitates in Dicksons history of the theory of numbers
Bd. 3 Seite 109. Dort wird ohne niéhere Angabe festgestellt, dass Kronecker
mit Hilfe von Klassenzahl-Relationen die Klassenzahl der ungeraden binéren
quadratischen Formen fiir alle ungeraden Diskriminanten von 1-10000 be-
rechnet habe. Wissen Sie wohl etwas dariiber, wo diese Kroneckerschen Rech-
nungen zu finden sind? Ich versprach Watson Erkundigungen dariiber einzu-
ziehen.

Hoffentlich haben Sie auf Threr Locarno—Reise eine gute Erholung gefun-
den und koénnen jetzt mit frischer Kraft ins neue Semester gehen.

Mit herzlichen Griissen
stets Thr
H. Hasse
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2.23 15.04.1935, Hasse an Hensel

15. April 1935.
Lieber Herr Geheimrat!

Wenn es vor zwei Wochen noch ziemlich triibe mit den Aussichten fiir
unsere néchsten Crelle-Hefte stand, so scheint es jetzt wieder etwas aufwérts
zu gehen. Ich habe vor einigen Tagen zwei grossere Arbeiten des Ungarn
L. Rédei iiber die Pellsche Gleichung und gewisse Dichtigkeitsfragen im Zu-
sammenhang damit, bekommen, deren Inhalt ich aus miindlichen Berichten
des Verfassers — er ist augenblicklich als Humboldt—Stipendiat hier — bereits
kenne und die ich zur Aufnahme empfehlen kann. Ferner ist Herr Witt, der
Fleissigste und Produktivste von uns allen hier, gegenwértig mit Aufschrei-
ben zweier Arbeiten iiber quadratische Formen und iiber zyklische Korper
von Charakteristik p beschéftigt, von denen mindestens eine uns sicher ist.
Das sind ganz besonders schone Sachen. Weiter hat mir Herr Richard Brau-
er die Anregung gegeben, seine allerdings bereits vor 5 Jahren geschriebene
Begriindung der modernen Arithmetik Theorie der Gruppen linearer Substi-
tution im Anschluss an Frobenius und Schur als eine Art Bericht im Crelle
Journal abzudrucken. Ich mochte das sehr befiirworten. Diese Art der Be-
griindung ist ein Seiten—Stiick zu der Begriindung mittels hyperkomplexer
Zahlensysteme, das sein selbsténdiges Interesse fiir alle die hat, die zwar die
Gruppen linearer Substitutionen in ihren Grundziigen kennen, denen aber
die moderne Theorie der hyperkomplexen Zahlen fremd ist. Sie gibt implici-
te auch eine Einfithrung in die letztere Theorie. Die Anzahl derer, die einen
solchen Bericht begriissen wiirden, noch dazu wenn er in der klaren und ge-
schickten Schreibweise R. Brauers verfasst ist, ist sicher gross und noch siche-
rer grosser als die Anzahl der Interessenten an manchen anderen Crelle Ar-
beiten. Natiirlich habe ich Herrn Brauer geschrieben, dass er sein damaliges
Manuskript noch einmal iiberarbeiten und dem neuesten Stande anpassen,
sowie auch auf die Beziehung zur Theorie der hyperkomplexen Systeme lau-
fend eingehen miisse. Sodann habe ich noch in Aussicht eine kleinere Arbeit
von Oberstudienrat Neuss iiber die Unmdglichkeit, ein Dreieck aus seinen drei
Winkelhalbierenden algebraisch zu berechnen. Schon vor drei Jahren hatte
Herr Neiss ein Manuskript dariiber eingesandt. Dies war aber noch fehlerhaft
und jetzt hat mir der Autor die Zusendung eines berichtigten Manuskriptes
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in Kiirze versprochen. Schliesslich méchte ich anregen, dass wir unter den
heutigen Umstédnden nicht mehr allzu engherzig mit der Aufnahme von Dis-
sertationen sind, sofern es sich um wirklich erstklassiges Material handelt.
Dafiir kann ich in zwei Féllen, die mir gerade bekannt sind, einstehen: Es
handelt sich 1.) um die Dissertation des mit Herrn Ullrich hierher gekomme-
nen Herrn Wagner, die eine Untersuchung im Anschluss an den damaligen
Nevanlinnaschen Vortrag in Marburg iiber Riemannsche Fléchen mit endlich
vielen logarithmischen Windungspunkten durchfiihrt. Was Nevanlinna nur
fiir n = 3 und 4 konnte, kann Wagner fiir beliebiges n. Herr Ullrich versi-
chert, dass die Arbeit sich nach Qualitdt und Form wiirdig in die Reihe der
Nevanlinnaschen Arbeiten einordnet.

2.) habe ich selbst hier meinen damaligen Hauptopponenten Herrn Teich-
miiller als Doktoranden mit dem Thema iiber abstrakte Theorie der linearen
Operatoren in abstrakten linearen Rdumen. Das Thema ist an sich aus dem
Seminar von Rellich {iber Spektraltheorie hervorgegangen, gehort aber sowohl
der Methodik als auch dem Inhalt nach eigentlich in die abstrakte Algebra
(Richtung J. v. Neumann). Teichmiiller behandelt die Theorie der Operato-
ren in einem solchen Hilbertschen Raum, dessen Koordinaten Quaternionen
anstatt komplexe Zahlen sind. Wie oft in der Mathematik, so hat auch hier
die Betrachtung eines so allgemeinen Koordinatenbereiches zu einer erheb-
lichen Vereinfachung der klassischen speziellen Theorie gefiihrt. Dies wird
gleichzeitig in Teichmiillers Arbeit mitgemacht. Auch diese Arbeit kann ich
zur Aufnahme warm empfehlen. Sie wird diesen Sommer fertig werden.

Zu meiner Freude habe ich auch von Herrn Franz gehort, dass sowohl er
noch zwei Arbeiten geschrieben hat, die er uns geben will, und dass auch
Herr Reidemeister eine seiner versprochenen Arbeiten fertig hat. Da wir au-
genblicklich dringend Material brauchen, so wére ich Thnen recht dankbar
fiir eine baldige Zusendung der bereits in Ihren Handen befindlichen Ar-
beiten von Franz und Reidemeister, sowie etwaiger weiterer noch bei Thnen
eingegangener Arbeiten.

Die Arbeit von Hawkesworth, von der ich neulich schrieb, ist aus der briti-
schen Admiralitét mit vernichtender Kritik zuriickgekommen und schwimmt
bereits wieder dorthin, woher sie kam.

Gleichzeitig gehen Thnen die ersten Blétter der von Herrn Boehle unter
meiner Leitung angefertigten Ausarbeitung meiner Vorlesung zu. Sie erhalten
jetzt laufend die Fortsetzungen.

Zu Threr Unterhaltung mochte ich Thnen noch die beiliegenden Denkauf-
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gaben schicken, von denen Sie auf Wunsch die wochentlichen Fortsetzungen
erhalten konnen.

Mit herzlichen Griissen von Haus zu Haus und besten Wiinschen fiir das
Osterfest

stets Thr
H. Hasse
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2.24 20.04.1935, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 20-4-1935.
Lieber Herr Professor.

Auch ich glaube, dass die Aussichten fiir unsere Crellehefte der néchsten
Zukunft sehr gut sind; iiber die Beitrdage, welche Sie in Aussicht stellen, bin
ich hocherfreut. Besonders auf Herrn Witt freue ich mich sehr, aber auch die
Idee von Brauer ist mir ausserordentlich sympathisch, denn der Aufbau der
Frobenius—Schurschen Theorie der Gruppen linearer Subst. ist wundervoll
und liegt mir sehr nahe. Ich bin von Herzen dafiir mit der Aufnahme bedeu-
tender Dissertationen nicht zu engherzig zu sein, wenn wir den Widerstand
des Verlages tiberwinden koénnen; hoffentlich haben sie sich dort nicht zu fest
gebunden. Man miisste jedenfalls jeden Verweis, dass die Arbeit eine Diss
ist, streng unterdriicken; das kann ja durch einen Umschlag nachher nach-
geholt werden. Jedenfalls sollten wir uns die schénen Arbeiten von Wagner
und Teichmiiller nicht entgehen lassen.

Ich selbst schicke Thnen heute 5 sehr schone und brauchbare neue M. S. fiir
Crelle, die wir m. E. wohl alle nehmen kénnen, wenn ich auch die Arbeiten von
Herrn Reidemeister (sehr interessant) und die anschliessende von Herrn Franz
nicht zu beurteilen in der Lage bin. Bei letzterem bin ich aber sehr erfreut,
dass er doch jetzt schon in die eigene Arbeit hereinzukommen scheint. Ich
wiirde mich sehr freuen, wenn dieser sehr wertvolle Mann der akademischen
Laufbahn erhalten werden kénnte. — Dass wir die durch Herrn Kowalewski so
warm empfohlene Arbeit von Remak gut nehmen kénnen scheint mir auch
zweifellos. Auch die Gruppenarbeit von Griin, der ja schon eine wertvolle
Arbeit bei mir publiciert hat erscheint mir der Veréffentlichung wert. Die
Arbeit von Mayer konnte ja wohl noch von einem Kenner beurteilt werden,
aber mir scheint sie auch wertvoll zu sein. —

Wie sehr schmerzlich ist die Nachricht vom Tode unserer lieben und ver-
ehrten Emmy Nother; welch schwerer Verlust fiir unsere Wissenschaft und
ganz besonders fiir unsere Wissenschaft ist ihr Hingang. Auch personlich ist
es mir ein Schmerz, dass sie von uns gegangen ist, wenn ich selbst sie wohl
sicher nicht mehr wiedergesehen hétte. Es war aber so schon, sie gliicklich
und in erfolgreichem Fortschreiten zu wissen; das war mir wirklich ein Ae-
quivalent fiir so viele Trauerbotschaften und Enttduschungen. Es ist schwer
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solche Nachrichten zu empfangen und doch den Kopf oben zu halten und
seine néchste Pflicht zu tun.

Diese letztere Aufgabe wurde mir wirklich sehr erleichtert und verschont
durch den Anfang Ihres und unseres Buches, das mir einen sehr schonen Ein-
druck gemacht hat. Ich habe die Blédtter schon mehrmals gelesen, aber immer
noch nicht genug. Ich selbst halte ja jetzt auch diese Vorlesung iiber elemen-
tare Zahlentheorie und naturgeméss mache ich manches anders, aber ich fin-
de Thr Vorgehen so einheitlich, aus einem Gusse, dass ich glaube, die Sache
kénnte nur verlieren, wenn Sie meinem Wege dabei auch Rechnung triigen.
Ich mochte Thnen aber doch einige Blédtter meiner Vorlesung senden, bitte
Sie aber dringend, sie nur als “schitzbares Material” zu gebrauchen und mir
keinesfalls zu begriinden, warum Sie mitunter andere Wege gehen; das wiirde
Ihnen nur unniitz Zeit nehmen. Vielleicht finden Sie aber meine Einfithrung
der p—adischen Zahlen, die ich mir vor 1/, Jahren stark durchdacht habe,
jetzt brauchbar; das wiirde mich sehr freuen. Die Manuskriptseiten darf ich
dann wohl wieder haben; Ihre Bogen darf ich vielleicht behalten, um sie auch
ofter ordentlich lesen und durcharbeiten zu kénnen?

Sehr schon sind die englischen Denkaufgaben. Ich habe im Verein mit mei-
nem #ltesten Enkel, der jetzt eben mit Auszeichnung in Salem das Abitur be-
standen hat und jetzt auf 1/2 bis 1 Jahr zum Studium nach England geht, der
iibrigens ein préachtiger Junge geworden ist die Tischaufgabe richtig gelost,
wodurch sich iiberraschende Einblicke in die Verwandtschaftsverhéltnisse der
einen Familie ergeben haben. Wir bleiben jetzt um die Mordaufgabe bemiiht.
Ich wire sehr dankbar, wenn ich auch weitere Aufgaben erhalten diirfte.

Nun leben Sie wohl, mein lieber Freund; ich hoffe und wiinsche, dass die
Erholung von dem schénen englischen Aufenthalt fiir das Gottinger Semester
vorhélt und Thnen die Kraft giebt das schone Buch ebenso schon weiter zu
fithren. Vielleicht konnten wir uns einmal bald etwa in Kassel fiir ein kleines
Wochenende treffen? Man kann doch eine Menge miindlich in kurzer Zeit
besprechen.

Meine Frau griisst Sie Beide herzlichst, ich ebenso. Stets

Thr
K. Hensel
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2.25 26.04.1935, Hasse an Hensel

26. April 1935.
Lieber Herr Geheimrat!

Herzlichen Dank fiir Thren freundlichen Brief vom 20. April®] und die
reichhaltige Sendung fiir Crelle. Ich m&chte Ihnen zunéchst iiber die Crelle—
Sachen berichten.

1) An R. Brauer habe ich geschrieben und ihn um Fertigmachung sei-
ner grossen Ausarbeitung iiber lineare Substitutionsgruppen fiir den Druck
gebeten.

2) Ich werde beim Verleger durchzusetzen bemiiht sein, dass wir die Dis-
sertationen Wagner und Teichmiiller aufnehmen kénnen.

3) Die Arbeiten von Reidemeister und Franz, sowie von Rembs (Kowa-
lewski) habe ich gleich an den Verleger eingeschickt. Die Arbeit von Mayer
(Wien) habe ich Herrn Haupt zur Begutachtung gegeben. Ich denke wohl,
dass das Gutachten zufriedenstellend ausfallen wird. Dagegen habe ich schon
auf der ersten Seite in der Arbeit von Grin Unklarheiten gefunden und mus-
ste daher die Arbeit dem Verfasser noch einmal zur Beseitigung dieser Un-
klarheiten zuriickgeben. Es scheint sich allerdings nur um eine ungeschickte
Darstellung zu handeln. Die Sache selbst ist interessant und soweit ich bisher
sehen konnte neu. Ich werde bemiiht bleiben von dem Verfasser eine klare
und lesbare Darstellung zu erhalten.

4) Ich selbst habe noch zwei weitere Einsendungen bekommen, néamlich
U. Wegner und die schon frither angekiindigte Arbeit iiber das Winkelhal-
bierenden—Problem von Herrn Neiss. Hinsichtlich der letzteren gilt ungefahr
dasselbe wie oben fiir Griin. Ich stehe mit dem Verfasser im Briefwechsel iiber
die Herstellung einer klaren Fassung. Die Arbeit von Wegner beschéftigt sich
mit der Zerlegungstheorie von Polynomen im Zusammenhang mit den Peri-
oden der Potenzsumme modulo Primzahlen. Wie schon in so mancher Arbeit
von Wegner habe ich auch in dieser wieder einen groben Fliichtigkeitsfehler
gefunden und musste ihn zunéchst um Richtigstellung dieses Fehlers bitten.

Es freut mich, dass Sie solch Gefallen an der Ausarbeitung meiner Zahlen-
theorie—Vorlesung finden. Sie erhalten bald die Fortsetzung. Selbstversténdlich
wiirde ich mich freuen, wenn ich auch von Threr Vorlesung die angekiindigten
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Blatter bekommen wiirde. Ich komme jetzt sehr bald zur Einfiihrung der
p—-adischen Zahlen und da interessiert es mich natiirlich, wie Sie die jetzt
machen.

Auch dass Sie an meinen Denkaufgaben Gefallen gefunden haben, freut
mich. Beiliegend die Losung von Nr. 2 und eine neue Nr. 3, die neben Entzif-
ferungskiinsten wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen erfordert und
deren Einkleidung hochst zeitgeméss ist.

Diirfte ich wohl anregen, dass Sie mir bei der Korrektur des kommenden
Crelleheftes etwas helfen, ndmlich die Korrektur der noch von Herrn Schlesin-
ger eingereichten Arbeit von Herrn Walter Neumer in Worms iibernehmen.
Ich habe das Material hier und wiirde es Thnen gegebenenfalls gleich zusen-
den. Sie wiirden mir einen grossen Gefallen tun, wenn Sie mich dadurch ein
wenig entlasteten.

Ihre Anregung, dass wir uns zu einem Wochenende in Kassel treffen, be-
gegnet sich mit meiner Absicht, im Laufe des Mai einmal nach Marburg zu
fahren. Ich habe dort Verschiedenes mit meiner Schwiegermutter zu bespre-
chen und zu ordnen und wiirde dann gern auch ausfiihrlich mit Thnen zusam-
men sein. Im Moment kann ich noch nichts Néheres festlegen. Ich hoffe, es ist
Ihnen recht, wenn wir bei dieser Sachlage den Gedanken eines Zusammen-
treffens in Kassel, der an sich recht verlockend ist, auf spéter verschieben.

Mit herzlichen Griissen von Haus zu Haus

stets Thr
H. Hasse
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2.26 04.05.1935, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 4 Mai 1935.
Lieber Herr Professor.

Ich freue mich, Thnen einen neuen interessanten grosseren Beitrag fiir un-
sere Zeitschrift anzeigen zu konnen. Es handelt sich um die Arbeit “Ueber all-
gemeine Quadraturformeln” von Herrn v. Mises in Istanbul. Diese 20 Schreib-
maschinenseiten lange Arbeit schliesst sich an die Arbeit von R. Schmidt bei
uns Bd 175 an und scheint mir sehr interessant und weitfithrend zu sein. Ich
glaube, man konnte sie sehr gern und unbedenklich nehmen, jedoch kénnten
wir sie ja auch, wenn Sie meinen an Kowalewski zur Begutachtung senden.
Ich weiss aber nicht, wie Sie principiell zur Veroffentlichung einer Arbeit von
diesem ausgezeichneten Manne stehen. Ich wéire unbedingt dafiir. Ich wire
Ihnen sehr dankbar dafiir wenn Sie mir dariiber recht schnell ein ganz kurzes
Wort schreiben wollten, damit ich Herrn v. Mises gleich antworten kann; Ich
mochte da nicht ohne IThr Einverstdndnis handeln.

Mit Threm M.S. bin ich sehr gliicklich und freue mich sehr dariiber, dass
wir in so vielen Punkten ganz conform lesen. Aber es gibt dann auch wieder
Partien, wo ich viel von Thren schonen Ausfithrungen angeregt werde.

Bei Thren Ausfithrungen zur Theorie des grossten gemeinsamen Teilers
(S. 7-18) und der Primzahlzerlegung (S. 19-23) habe ich allerdings gleich
die Zermelosche Beweisfithrung gegeben (Ihre Darstellung derselben ist be-
sonders einfach und interessant) Dann folgen ja alle die von Thnen vorher
gegebenen Teilbarkeitssiatze unmittelbar und so habe ich diese auch nur aus-
gesprochen, weil ja dann garnichts zu beweisen ist. Mir scheint, dass die sehr
schonen Beweise ohne Kenntniss d.[...] doch fiir den Anfang etwas schwer
fiir den Leser sind. Andererseits wire es vielleicht aber auch schade sie zu
unterdriicken.

Ausserdem habe ich bei den Primzahlen einen Excurs iiber ihre wichtig-
sten Eigenschaften iiber ihre Verteilung (im Anschluss an Gauss’ Brief) (ohne
Beweise) iiber die arithmetische Reihe gegeben und die Beweise more Eucli-
ded] fiir die Fille 4m=1 gegeben, weil mir das doch so sehr anregend vorkam.
Soll ich Thnen noch mein M.S. fiir die gehaltenen Vorlesungen schicken, oder
geniigt Thnen das hier gesagte zur Uebersicht? Herrlich wére es ja, wenn Sie
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wirklich bald nach Mbg kdmen; dann sdhe ich Sie wieder und wir konnten
iiber alles auch richtig reden.

Ich dachte, der Verlag hatte lingst einen Korrektor fiir Crelle angestellt
und bin sehr traurig, dass Sie allein die Arbeit der Correktur gehabt haben.
Wenn noch kein Korrektor fest angestellt ist, so miissen Sie mir natiirlich
ordentlich Korrekturen zusenden. Ich mache es sehr genau und so genau wie
ich irgend kann.

Herzlichste Griisse Thnen Beiden. Stets Ihr

Kurt Hensel
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2.27 06.05.1935, Hasse an Hensel

Gottingen, den 6. Mai 35
Lieber Herr Geheimrat.

Von meiner Seit bestehen garkeine Bedenken, die Arbeit des Herrn von Mie-
ses fiir Crelle anzunehmen. Ich wiirde es fiir unnétig halten, eine Arbeit eines
so bewihrten Gelehrten erst noch von einem Redaktionsmitglied begutach-
ten zu lassen.

Ich selbst habe in den letzten Tagen noch eine Zusendung von E.A. Weiss
bekommen {iber ein Syzygetisches Biischel, ich habe keine Ahnung, was das
ist, die Arbeit scheint aber mit Sorgfalt geschrieben und mit Forschungen
vieler Anderer in Zusammenhang zu stehen. Ich mochte glauben, dass Herr
Weiss nach der fiir ihn schmerzlichen und kostspieligen Erfahrung mit seiner
kiirzlich eingesandten Arbeit sich diesmal genau vergewissert hat, dass nicht
schon etwas Aehnliches vorliegt in der Literatur. In diesem Sinne mochte ich
die Annahme befiirworten. Im Anschluss an meinen letzten Crelle-Bericht
mochte ich noch sagen, dass sich Herr Haupt iiber die Arbeit von A.E. Mayer
ungiinstig gedussert hat: sie sei im wesentlichen identisch mit einer schon
verdffentlichten Untersuchung von Menger, nur etwas ausfiihrlicher als die-
se. Auf Haupts Rat habe ich bei Menger deswegen angefragt. Die Arbeit
von U. Wegner ist mit verbessertem Fehler wieder eingegangen. Ich habe die
Arbeit nun angenommen. Herr Neiss hat sich mit meinen Aenderungsvor-
schldgen einverstanden erklart: ich hatte ihm praktisch die ganze Arbeit ins
modern—mathemetische iibertragen. Es handelt sich nur noch um die Ueber-
windung einer kleinen technischen Schwierigkeit in einem Beweis.

Die Arbeit von Herrn Griin ist auch nach meinen Vorschldgen verbessert
worden. Sie enthélt wirklich sehr schone und neue Resultate. Ich freue mich
feststellen zu konnen, dass wir jetzt sicher fiir 3 Hefte voraus wieder Material
haben, also bis Band 174 Heft 1. Vor 6 Wochen sah es noch recht triibe aus.
Ich werde nun bald aus den vorhandenen Manuskripten eine Disposition fiir
die kommenden Hefte zusammenstellen.

Ihre Ausfithrung meiner Vorlesung ist mir aus der Seele gesprochen. In dem
Buch will ich ebenfalls wie Sie von vornherein die Beweisfiihrung von Zermelo
bringen, allerdings will ich nachher doch nicht ganz an klassischen Bestand-
teilen der Zahlentheorie, wie dem Euklidischen Algorithmus voriibergehen,

153



und insbesondere die immer wieder wichtige Tatsache bringen, dass jedes
Ideal aus ganzen Zahlen ein Hauptideal ist.

Die sehr schénen elementaren Beweise fiir die Existenz unendlich vieler Prim-
zahlen in den arithmetischen Progressionen = +1 mod m werde ich an einer
spateren Stelle der Vorlesung bringen, wo sie naturgeméss hinpassen, namlich
bei dem Artinschen Lemma iiber zyklische Klasseneinteilungen der rationa-
len Zahlen.

Einen Einblick in die Einzelheiten Thres Vorlesungsganges kann ich mir ja bei
Gelegenheit meiner nun feststehenden Reise nach Marburg tun. Ich werde am
Sonnabend, den 18. Mai dort sein, allerdings bin ich dann nicht ganz Herr
meiner Zeit, und so mochte ich Sie bitten, meinen Besuch vor den Marburger
Mathematikern zunéchst geheim zu halten. Ob ich am Sonnabend abend frei
bin oder nicht, kann ich heute noch nicht iibersehen, jedenfalls halte ich mir
im gegenteiligen Fall den Sonnabend Vormittag oder Nachmittag frei. Mit
den Korrekturarbeiten fiir Crelle ist es so, dass der Verleger einen Hauskor-
rektor, Dr. Rohrbach angestellt hat. Dieser besorgt erstens die Durchsicht
der Manuskripte auf drucktechnische Einzelheiten und liest 2. die Korrek-
turen, ehe sie an den Autor hinausgehen. Dadurch bleibt fiir mich nur die
verhédltnisméssig geringe Arbeit, die Autor—Korrekturen, ehe sie ausgefiihrt
werden, noch einmal zu iiberpriifen. Ich lese dabei das Ganze kursorisch
durch, verbessere was mir noch auffillt — meistens ziemlich wenig —, und
iiberwache in der zweiten Korrektur, die in der Regel nur durch mich geht,
die richtige Ausfithrung der angebrachten ersten Korrekturen. Ich wére Ihnen
dankbar, wenn Sie mir dieses fiir die Arbeit Neumer abnehmen kénnten. Das
Material sende ich Thnen in den nichsten Tagen zusammen mit der nichsten
Sendung meiner Vorlesungsausarbeitung.

Beiliegend im verschlossenen Umschlage die Losungen der Denkaufgaben
1,3,4. Ich lege ausserdem Denkaufgabe 5 bei, die besonders reizvoll ist. Ich
freue mich sehr, Sie bald wiederzusehen und Sie ausfiihrlich sprechen zu
konnen.

Mit herzlichen Griissen stets

Ihr treuer
H. Hasse

PS. Beiliegend die Abschrift eines Briefes von R. Brauer, der Sie wohl inter-
essieren wiirde.
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2.28 19.06.1935, Hasse an Hensel

19. Juni 35
Lieber Herr Geheimrat!

Heute mochte ich Thnen wieder einmal kurz iiber Crelles Journal berichten.

In der letzten Zeit habe ich zum Gliick erfreulich viel Material bekommen.
Zunéchst ist die Arbeit von Herrn Grin nunmehr endgiiltig druckfertig ge-
macht, und ist nach Berlin eingeschickt. Ich hatte sehr viel Arbeit damit,
habe praktisch ein vollig neues Manuskript hergestellt und die Griinschen
Beweise modernisiert. Die Sétze sind sehr schon, sie erweitern die Kenntnisse
in der Gruppentheorie betrachtlich. Herr Griin ist jetzt auf meine Einladung
fiir eine Woche hier und nimmt an unserer Arbeitsgemeinschaft iber Grup-
pentheorie teil. Er hat dort weitere sehr schéne Dinge vorgetragen, die er
auch noch in einer weiteren Arbeit fiir Crelles Journal zusammenstellen will.
Er hat nie studiert, ist vielmehr nach abgeschlossener héherer Schulbildung
kaufméannisch tétig gewesen und ist jetzt Biicherrevisor in Berlin, ungefiahr
50 Jahre alt. Das Kultusministerium (Vahlen) ist auch bereits auf ihn auf-
merksam geworden und hat ihm einmal ein Forschungsstipendium gegeben.

Fiir die Arbeit von Sugawara iiber die komplexe Multiplikation hat Herr
Franz ein neues Manuskript hergestellt. Dieses musste ich aber erst dem Au-
thor in Japan zur Genehmigung zuschicken. Ich denke, er wird zustimmen.
Seine Antwort wird wohl in etwa 4 Wochen eingehen.

Wegen der Arbeit von A.FE. Meyer iiber lingste konvexe Kurven habe ich
mit Haupt und Menger korrespondiert, mit dem Ergebnis, dass der Verfasser
noch eine Vorbemerkung einschalten soll, die das Verhaltnis dieser Arbeit
zur Arbeit von Menger klarstellt. Ich erwarte seine Riickdusserung téglich.

Die Arbeit von Neiss iiber das Winkelhalbierungsproblem, von der ich Thnen
frither schrieb, ist noch immer unklar, das Material liegt im Augenblick bei
Herrn Jung in Halle zur Kldrung. Neu eingegangen ist inzwischen eine kur-
ze Note von einer Seite von Garvevﬂ (Los Angeles) die sich an eine frithere
Bieberbachsche Note in Crelles Journal iiber die Winkeldreiteilung mit Hilfe
eines rechten Winkels anschliesst. Obwohl der Gegenstand nicht sehr wichtig
ist, habe ich die Aufnahme zugesagt, eben weil Bieberbachs Note schon bei
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uns veroffentlicht war.

Ferner eine kurze Note von 4 Seiten von Herrn Maruhn, einem fritheren
Lichtensteinschiiler, den wir hier zum Assistenten machen wollen. Die Note
behandelt Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. Ich hatte Herrn
Maruhn darum gebeten, als er vor 4 Wochen hier einen Vortrag hielt.

Ferner eine Fortsetzung der kiirzlich angenommenen Arbeit von F.A. Weiss,
die einen fiir mich ebenso ratselhaften Gegenstand behandelt, wie das in der
ersten Note behandelte syzygetische Biischel, ndmlich die Autopolokonikenﬂ
Auch hier habe ich die Annahme zugesagt, weil es sich ja um eine Fortset-
zung der schon angenommenen Note handelt.

Ferner eine neue Arbeit von Herrn Rédei (dem Ungarn) zusammen mit Herrn
Behrbohm, das Resultat des Studienaufenthaltes von Herrn Rédei hier. Es
handelt sich um eine allgemeine Untersuchung, wann in einem reellen qua-
dratischen Zahlkorper ein Euklidischer Algorithmus existiert, die weit iiber
die bisher bekannten Tatsachen hinausfiihrt. Ich habe die Arbeit gern ange-
nommen.

Dann hat Herr Brandt aus Halle eine Arbeit seines Schiilers Fichler iiber die
Zahlentheorie der Quaternionen zugesandt. Es handelt sich allerdings um
eine Dissertation, aber nach der sehr warmen Befiirwortung Herrn Brandts
glaube ich, die Annahme dieser Untersuchungen verantworten zu koénnen.

Auch die Dissertation von Herrn Teichmiiller, von der ich Thnen schon friiher
schrieb, in der die von Neumannsche Theorie von Operatoren auf lineare
Réume (beliebiger Dimension) mit Quaternionen—Koordinaten verallgemei-
nert wird, und die vieles Neue auch fiir den klassischen Fall des Hilbertschen
Raumes enthélt, ist inzwischen fertig geworden, und ich werde sie demnéchst
nach Berlin senden. Herr Teichmiiller promoviert néchste Woche bei mir.

Dann ist noch eine Arbeit von Herrn Lubelski (Warschau) eingegangen, die
sich mit den Klassenzahlrelationen quadratischer Formen beschéftigt, deren
Koeffizienten selbst einem quadratischen Zahlkérper angehoren. Zur Durch-
sicht dieser Arbeit bin ich allerdings noch nicht gekommen.

Herr Krafft, den ich schon in den Osterferien um die Einfiigung eines einzigen
Satzes am Anfang seiner Arbeit iiber den Weierstrassschen Vorbereitungssatz
gebeten hatte, hat dies bisher trotz wiederholter Mahnung nicht getan. Wenn
er jetzt in den Ferien nach Marburg kommt, kénnten Sie ihn vielleicht noch
einmal nachdriicklich darauf hinweisen.
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Haben Sie wohl noch neue Eingéinge bekommen? Dann wére ich fiir einen
kurzen Bericht dankbar und eventuell fiir eine Zusendung. Die Korrektur
Neumer haben Sie wohl inzwischen erledigt? Sonst wiirde es jetzt notig sein.

Wir haben grosse Freude an unserem neuen Wagen. Hoffentlich kénnen wir
uns bald einmal Thnen darin vorstellen. Ich will Anfang Juli noch schnell
fahren lernen, vorlaufig fihrt nur meine Frau mit grosser Liebe und Ge-
schicklichkeit. Gegen Ende Juli werden wir auf unserer Ferienreise nach dem
Stiden Marburg passieren. Dann sind Sie aber wohl kaum zu Hause,

Mit den herzlichsten Griissen von Haus zu Haus stets Ihr

H. Hasse
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2.29 29.06.1935, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 29. Juni 1935.
Lieber Herr Professor

Heute ist mein erster Ferientag, den ich zuletzt etwas herbeigesehnt habe,
denn meine beiden Vorlesungen, die ich gliicklich zu Ende gebracht habe,
brachten doch eine ziemlich grosse Anstrengung mit sich.

Die “elementare Zahlentheorie” gab mir nun Gelegenheit die g—adische
und p—adische Zahlentheorie noch einmal ganz griindlich durchzudenken,
und hier mdéchte ich Sie nun fragen, ob es Ihnen recht und angenehm fiir
das Buch erscheinen wiirde, wenn ich Thnen diesen Abschnitt ganz griindlich
und genau aufschriebe, damit Sie das, was Ihnen erwiinscht schien fiir Thre
Darstellung leicht entnehmen kénnten. Ich glaube es ist jetzt alles rund und
einfach geworden. Schreiben Sie mir dann doch recht schnell eine Karte (nur
ja oder (hoffentlich nicht) nein). Dann frage ich sofort an und schicke Thnen
die Blatter successive zu; es ware mir eine Freude und Anregung diese kleine
Arbeit zu machen und so nach meinen besten Kriften auch etwas fiir das
Buch zu wirken, was wirklich gross und wunderschon wire, noch dazu, was
ich bis jetzt davon erlebe.

Meine zweite Vorlesung hat mir das Ergebniss iiber die Wurzeldarstellung
der Zahlengleichungen f(x) = 0 in K(1) fiir den Bereich einer jeden Primzahl
p gebracht nach dem ich mich zwei Jahre gesehnt habe, und das wohl ganz
sicher richtig ist. Ich will es jetzt richtig aufschreiben und Ihnen schicken.
Ich wére Thnen sehr dankbar, wenn Sie es mit starker Kritik lesen wiirden.
Das Ergebniss der Untersuchung habe ich Thnen ja schon bei meinem letzten
Zusammensein erzahlt.

Nun mochte ich IThnen noch sagen, wie sehr ich mich iiber die schonen
Crelle-Ergebnisse freue, von denen Sie in Threm letzten Briefe berichten.
Besonders interessant finde ich die Resultate von Herrn Griin und das was
Sie iiber ihn selbst schreiben; dass er ganz ohne Studium so weit gekommen
ist ist sehr {iberraschend; es ist schon, dass er uns noch mehr geben will; Auch
die beiden Arbeiten von Redei scheinen wieder interessant zu sein. — Sehr
umfangreich ist ja die Arbeit von Teichmiiller (50 Seiten). Wir haben ja auch
wieder Bedenken wegen Dissertationsdruck vom Verlag horen miissen, aber
ich glaube wir kénnen und sollten bei unser Einstellung gegeniiber dieser
Frage bleiben.

158



Mit der Disposition fiir Crelle 173" und 1742 bin ich sehr, und dank-
bar, einverstanden. Wir sind ja damit auch wirklich auf lingere Zeit hinaus
gedeckt. Natiirlich hatte ich die Correktur Neumer lingst erledigt jetzt eben
auch die zweite Corr mit Druckerlaubniss abgesandt. Ausser meiner eigenen
Arbeit, an deren Fertigstellung ich jetzt arbeite, und die dieses Mal wohl
ziemlich umfangreich wird, habe ich nur noch eine ganz kleine Arbeit von
Dr Aloys Herrmann der s. Z. bei mir den Doctor gemacht hat und ein recht
tiichtiger und sehr begeisterter Mathematiker war.

Diese kleine Notiz, die sich auf den Anregungen durch Frobenius grosse
Crellearbeit iiber Systeme aufbaut, leitet einen recht hiibschen Satz der Ma-
trizenrechnung auf, wie mir scheint, sehr einfache Art ab. Ob der Satz und
seine Ableitung aber ganz neu und ob der Beweis richtig ist, konnte ich nicht
genau feststellen; ich meine sonst, wir konnten diese Note annehmen, wenn
wir sie von einem Spezialkenner noch nachpriifen liessen. Kénnten Sie dann
Dr H iber die Frage der Annahme Antwort geben?

Ich war noch mit meiner Frau 6 Tage in Baden-Baden um die Zusam-
menkunft der siidwestdeutschen Mathematiker mitzumachen und fiir Crelle
zu werben. Es war sehr hiibsch ich sah manchen Kollegen wieder, den ich
lange nicht gesehen hatte. Viel Schones horte ich allerdings leider nicht.

Dass Sie so viele Freude an Threm neuen Auto haben, ist wunderschon.
Konnen wir nicht davon profitieren und Sie und Ihre liebe Gattin hier be-
griissen? Gegen Ende Juli sind wir wohl auch noch hier; wir wollen erst etwa
Mitte August nach Marienbad u.s.w. gehen.

Mit den herzlichsten Griissen von uns Beiden an Sie Beide bin ich stets
Thr

K. Hensel.
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2.30 01.07.1935, Hasse an Hensel

1. Juli 1935
Lieber Herr Geheimrat,

Es scheint zwischen uns eine Gedankenverbindung zu bestehen, sonst
wiirden wir nicht beide zu gleicher Zeit und mit derselben Einleitung an-
einander schreiben.

Zu Threr Frage iiber Ihre g—adische und p—adische Zahlentheorie sage ich
selbstverstéandlich: ”Ja, gern!” Ebenso will ich Thr Ergebnis iiber die Wur-
zeldarstellung der Zahlengleichungen f(z) =0 in K(1) fiir den Bereich einer
jeden Primzahl p gern mit starker Kritik durchsehen.

Die Arbeit von Dr. A.Herrmann werde ich mir in den néchsten Tagen
genau ansehen und ihn von dem Ergebnis unterrichten.

Unsere Reiseplédne sind in letzter Stunde durch den Tod von Davenports
Vater ins Wanken gekommen. Es steht danach noch nicht fest, wann unser
Opel uns nach Marburg tragen wird.

Mit herzlichen Griissen und Wiinschen Thr

H. Hasse
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2.31 06.09.1935, Hasse an Hensel

6. Sept. 1935.
Lieber Herr Geheimrat!

Die Verleger haben mich um die Disposition fiir das néchste Crelle-Heft
gebeten und ich habe daraufhin die beiliegende Aufstellung gemacht. Das
vorhandene Material reicht, wie Sie sehen, gerade noch fiir dieses Heft und
etwas mehr. Wir miissen also sehen, dass wir bald wieder neue Arbeiten
bekommen. Hoffentlich habe ich in Stuttgart Gelegenheit dazu. Unter den
in der beiliegenden Disposition aufgefiihrten Arbeiten sind zwei, iiber die ich
Ihnen noch nicht berichtet habe. Namlich die beiden kleinen Noten meines
Schiilers Otto Schilling, die er auf meine Anregung hin zusammengestellt hat.
Beides sind kurze, aber recht interessante Beitrage zur modernen Algebra
bzw. Zahlentheorie.

Gestern habe ich meine Fiihrerpriifung bestanden und fithle mich nun
mit unserem Wagen noch erheblich gliicklicher als bisher. Néachste Woche,
am Donnerstag, bin ich in Berlin zu einer Besprechung im Ministerium, aber
dann sind Sie ja wohl noch nicht dort, wenn Sie Thren Aufenthalt, wie Sie
andeuteten, auf 5 Wochen ausdehnen.

Mit besten Wiinschen und herzlichen Griissen

IThr
H. Hasse
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2.32 09.09.1935, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte) Marienbad d. 9. September 35.
Lieber Herr Professor.

Vielen Dank fiir Thren Brief vom 6. d. Mt$™| Ich finde den Plan fiir 174 sehr
schon. Fiir Heft 4 teile ich Thnen mit, dass ich soeben von Herrn Haentzel
in Karlsruhe eine sehr elegante aufschlussreiche Arbeit “Die Geometrie des
Linearen Strahlencomplexes gegriindet auf seine Polarentheorie” erhalten ha-
be. Dieser spielt in der Geometrie des Strahlenraums eine dhnliche Rolle, wie
die Fléache II. Ordnung und Klasse in der Geom. d. Punkte— und Ebenenrau-
mes. Hier bedingt der Lineare Strahlencomplex eine polare Korrelation im
Strahlenraume und zwar als ihr Incidenzgebilde. Die Grundlagen dieser Po-
laritét werden in der ersten Hélfte dieser 11!/, enge Schreibmaschinenseiten
langen Arbeit sehr einfach und elegant entwickelt. Der zweite Teil fiithrt diese
Polarentheorie des lin. Komplexes weiter aus und ergiebt u.a. die bisher un-
bekannte Theorie seiner Involutionen. — Meiner Ueberzeugung nach kénnen
wir diese Arbeit gern und ruhig annehmen. Wenn Sie einverstanden sind,
d.h. nichts Gegenteiliges schreiben, so schicke ich sie gleich von Berlin aus an
de Gruyter und lasse sie dann an Sie gehen. Ich gratuliere Ihnen herzlich zur
Fiithrerpriifung. Leider komme ich erst Sonnabend Abend in Wannsee Stras-
se z. Lowen 15 b/Dr. G. Hahn an. Meine Arbeit geht sehr schon vorwérts.
Herzl. Gruss Thres

K. H.
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2.33 11.09.1935, Hasse an Hensel

Gottingen, den 11. 9. 35.
Lieber Herr Geheimrat!

Herzlichen Dank fiir Thre Kartd®] Selbstverstindlich bin auch ich gern
fiir die Annahme der Arbeit von Herrn Haenzel. Meine Besprechung in Ber-
lin ist nun doch noch um eine Woche verschoben. Voraussichtlich findet sie
am Donnerstag, den 19. Sept. statt. Ich wiirde mich freuen, Sie bei dieser
Gelegenheit in Berlin treffen zu konnen. Bitte lassen Sie mich doch kurz
vorher einen Vorschlag dafiir wissen. Vormittags bin ich natiirlich durch die
Besprechung in Anspruch genommen, aber nachmittags werde ich frei sein.

Mit herzlichem Gruss
stets Ihr
H. Hasse
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2.34 03.10.1935, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte) Marburg a/L d. 3-10-35
Lieber Herr Professor.

Da ich annehme, dass die Stuttgarter Tage fiir Sie zu Ende sind richte ich die-
sen Gruss wieder nach Gottingen. Ich danke Thnen nochmals herzlich, dass
Sie mich in Wannsee so liebenswiirdig besucht haben. Ich habe mich iiber
diese schénen und mir hochst interessanten Stunden sehr gefreut. — Mit
gleicher Post sende ich IThnen mit der Hanzel’schen Arbeit noch eine mir sehr
interessant erscheinende von Herrn Martin Eichler “Bestimmung der Ideal-
klassen in gewissen normalen[l] einfachen Algebren”. Seine “Zahlentheorie der
Quaternionen” haben Sie s. Z. angenommen. Sie soll im Bd 174! erscheinen.
Mir scheint auch diese der Annahme voll wiirdig. Da sie aber stark an Sie an-
kniipft, so sind Sie natiirlich der gegebene Beurteiler derselben. Herr Brandt
empfiehlt sie auch zur Annahme. Ich schrieb diesem soeben, Herrn E. aber
natiirlich noch nicht.

Herzlichste Griisse und Wiinsche. Ich bin sehr gespannt auf Thre Erleb-
nisse in [...].

Lundeutlich
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2.35 05.10.1935, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte) Marburg d. 5-10-35.
Lieber Herr Professor.

Herzlichen Dank fiir Thren soeben erhaltenen Brief. Ich finde die Zu-
sammenstellung fiir Bd. 174"V sehr schén und inhaltsreich; eigentlich ist
hier jede dieser Abhandlungen eine Sache besonderen Interesses am mei-
sten natiirlich fiir mich speziell “Witt” “Behrbohm-Redei” und besonders
“Hasse—Schilling”. — Das M.S. von Herrn [...] interessiert mich auch, da
es offenbar einige Verwandtschaft hat mit einer ganz frithen Abh. von mir
“Theorie der unendlich diinnen Strahlenbiischel”. Ich sehe es mir noch genau-
er an, meine aber schon jetzt, dass es schon etwas Ordentliches sein wird nach
seinen fritheren Arbeiten. Dariiber miissen wir aber sicher noch genauer spre-
chen. Dass wir hoffen diirfen, Sie am Freitag Nachmittag hier zu begriissen
ist uns eine sehr grosse Freude. Kommen Sie doch so frith und gehen Sie
doch so spét es irgend geht. Der Tee wartet auf Sie. Ginge es nicht, dass Sie
erst am Sonnabend wieder abreisten?

Also auf ein gutes Wiedersehen mit herzlichen Griissen an Sie Beide

Stets Ihr H. Hensel.
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2.36 14.10.1935, Hasse an Hensel

14. Oktober 35
Lieber Herr Geheimrat!

Hoffentlich haben Sie den Anfall von neulich ldangst iiberwunden. Es tat
mir sehr leid, dass es Thnen am Tage meines Besuches bei Ihnen gerade nicht
gut ging.

Heute mochte ich Sie nur kurz wissen lassen, dass ich die Arbeit von Haen-
zel dem Verlag zum Druck eingeschickt habe, dagegen die Arbeit von Eichler
(Brandt) zuriickschicken musste, da gleich zu Beginn ein grober Fehler war,
der alles beeinflusste. Soviel ich sehe, wird durch diesen Fehler das Resultat,
welches an sich ja sehr interessant ist, nur unter einer Einschrankung richtig,
némlich, dass der Grundkérper die richtigen Einheitswurzeln enthélt. Ich ha-
be den Verfasser gebeten, die Sache in Ordnung zu bringen und dann erneut
einzureichen.

Vor einigen Tagen sandte Doetsch eine kurze Arbeit von Lettenmeyer,
Miinchen ein, iiber die sogenannte Regel von de I’'Hospital (Bestimmung von
Grenzwerten der Formen 2 und 2 durch Differenzieren). Ich fand das ganz
nett, obwohl nicht irgend etwas Besonderes und habe es angenommen. Fer-
ner habe ich eine sehr schone Arbeit von Herrn Witt, hier, bekommen iiber
die Konstruktion von Korpern mit vorgeschriebener Gruppe von Primzahl-
potenzordnung, die ich natiirlich mit Freuden angenommen habe. Weiter
eine Arbeit meines Schiilers Schilling iiber Funktionenkoérper von mehreren
Verédnderlichen, die ich zundchst Herrn Deuring zur Priifung gegeben habe.
Diese Arbeit habe ich bereits in der letzten Dispositionsliste aufgefiihrt. Ich
selbst werde wahrscheinlich im Laufe dieses Monats noch 2 Arbeiten fertig-
stellen, die ich dem Journal geben will, eine mit Schilling tiber die Normen aus
einer Divisionsalgebra und eine von mir allein iiber die Struktur der Klassen-
gruppe in Funktionenkérpern mod p und ev. iiber Weierstraszpunkte. Damit
haben wir etwa Manuskript—Material fiir einen Band im Voraus.

Mit herzlichen Griissen von Haus zu Haus

stets Thr
H. Hasse
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2.37 21.10.1935, Hasse an Hensel

21. Oktober 35
Lieber Herr Geheimrat!

Der Verlag de Gruyter hat mich gebeten, anlésslich der Woche des Deut-
schen Buches einen Aufruf zu entwerfen. Dieser Aufruf soll dem Anfang
nichster Woche erscheinenden Doppelheft 1|2 des neuen Crelle-Bandes bei-
gelegt werden. Ich habe nun den beiliegenden Aufruf entworfen und heute
der Eile halber gleich an den Verleger geschickt. Da der Gedanke ist, dass
wir als “Die Schriftleitung” unterzeichnen, mochte ich Thnen den Aufruf aber
doch vorher vorlegen. Falls Sie Bedenken oder Aenderungsvorschléige haben,
lassen Sie mich das doch bitte umgehend wissen. Ich habe den Verleger ge-
beten, den Druck noch bis Donnerstag offen zu halten, fiir den Fall, dass
Sie noch etwas gedndert sehen wollen. Die Sache ist so eilig, weil das Heft
eben zu Beginn der Woche des Deutschen Buches, das ist ndchsten Montag,
bereits gedruckt vorliegen soll. Ich habe dem Text des Aufrufs entsprechend
gebeten, ihn nur den im Inland oder an Deutsche im Ausland verschickten
Exemplaren beizulegen. Seien Sie bitte nicht bose, dass ich nicht vorher mit
Ihnen dariiber in Verbindung getreten bin, ich erhielt die Aufforderung erst
vorgestern.

Der Stand des Manuskript—Materials fiir Crelle ist jetzt ausser dem bereits
Disponierten (bis inkl. Band 174|3) folgender aus der Tabelle ersichtlicher.
Ueber die 4 letzten Arbeiten habe ich Thnen wohl noch nicht berichtet. Die 3
Beitridge von mir habe ich eben fertiggestellt. Der Beitrag von Beck ist eine
grossere Arbeit (43 Schreibmaschinenseiten), die mir sehr gut und interessant
scheinen. Wir kénnen solche Fiille jetzt vertragen.

Entschuldigen Sie die Kiirze dieses Briefes. Ich bin sehr in Eile.

Herzlichst Thr
H. Hasse
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2.38 04.11.1935, Hasse an Hensel

4. November 35.
Lieber Herr Geheimrat!

Beiliegend die Zusammenstellung des letzten Heftes von Band 174, die
hoffentlich Thren Beifall findet. Ich lege ferner ein Manuskript von Herrn
Jonas bei, das ich allein nicht annehmen mdochte, obwohl Herr J. offenbar ein
tiichtiger Mathematiker ist, nach seinen vielen Verdffentlichungen zu urteilen.
Vielleicht kénnen Sie es auch kurz ansehen und Ihr Votum dariiber geben. Ich
werde nédchsten Freitag nachmittags kurz in Marburg sein und wiirde mich
freuen, Sie dann sprechen zu kénnen. Darf ich zum Tee zu Thnen kommen?
Ich muss dann allerdings um 6 Uhr schon wieder aufbrechen.

Mit herzlichen Griissen stets Ihr

H. Hasse
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2.39 04.12.1935, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 4. Dezember 1935.
Lieber Herr Professor.

Jetzt bin ich endlich so weit gekommen, dass ich Thnen den zweiten und
vorlaufig letzten Teil meiner Ueberlegungen zur elementaren Zahlentheorie
schicken kann. Ich habe mir die Dinge noch einmal ganz griindlich iiberlegt
und hoffe, es wird Thnen im Ganzen eine Hiilfe bei Threm Werke sein. Ich
wiirde ja gern etwas dariiber horen, wenn Sie meinen Beitrag haben lesen
konnen. Hieran schliesst sich dann die Formentheorie der quadratischen spe-
ciell der ternédren Formen an, doch da kann ich teilweise auf meine kleine gelbe
Zahlentheorie verweisen, die ich allerdings noch wesentlich ausgestaltet habe;
aber da kommen natiirlich Thre wunderschénen Arbeiten vor allen Dingen in
Betracht. Vorher wiirde allerdings noch ein Kapitel {iber das cubische und
das biquadratische Reciprocitétsgesetz sehr schén passen, da das auch durch
Erweiterung auf die p-adischen Korper K(p) sehr vereinfacht und verschont
werden wiirde. Doch miisste das noch schén durchgearbeitet werden.

Noch nicht ausgearbeitet habe ich bei der Theorie der Betrachtung der
Zahlen modulo p* die kleine Frage nach der Anzahl der primitiven d'" Ein-
heitswurzeln modulo p* bzw. 2%. Das giebt ein sehr hiibsches einfaches Re-
sultat unter Benutzung der allgemeinen Theorie der endlichen Abelschen
Gruppen; da Sie diese ja vorher bringen, so konnte ich die Resultate auch
gebrauchen (was dann schnell geht); ich brauche sie allerdings nur in dem
ganz speciellen Falle der Congruenzbetrachtung modulo p* bzw. modulo 2F.
Uebermorgen reise ich mit meiner Schwester nach Hamburg komme natiirlich
auch durch Goéttingen, habe aber leider nur ganz kurze Minuten dort, so dass
ich Sie nicht sehen kann. Aber ich hoffe dann bald wieder nach G zu kommen
und mochte dann sehr gern einen Zug iiberschlagen um Sie wiederzusehen,
worauf ich mich sehr freue. — Von dem Verzeichniss der Crellebénde die
Mitarbeitern und Austauschenden geliefert werden sehe ich nicht viel Erspar-
nissmoglichkeiten. Ich glaube sicher, wir konnten Clemens Schéfer fortlassen
und auch Rademacher-Swarthmore, die sich beide eigentlich garnicht um uns
gekiimmert haben. Wiirden Sie damit einverstanden sein?

Nun leben Sie wohl, lieber Freund, herzlichste Griisse Ihnen und Threr
lieben Gattin, stets [hr getreuer
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Kurt Hensel

170



2.40 06.12.1935, Hasse an Hensel

6. 12. 35.
Lieber Herr Geheimrat!

Unsere Briefe haben sich gekreuzt. Haben Sie herzlichen Dank fiir Thren
Brief*] Der Zusendung Threr weiteren Aufzeichnungen sehe ich mit Interesse
entgegen.

Wegen der Freiexemplare bin ich mit der kiinftigen Fortlassung von Cle-
mens Schéfer gern einverstanden, bei ihm hat es wirklich keinen Sinn. Da-
gegen wiirde ich aus Griinden personlicher Beziehungen eine einseitige Aus-
schlieBung Rademachers nicht gerne sehen. Meiner Ansicht nach miiffiten wir
dann auch Fraenkel ausschlieffen und das, glaube ich, wollen Sie nicht gern
und auch mir widerstrebt es, weil er schon viel fiir das Journal getan hat. Bei
Hellinger hétte ich weniger Bedenken, sein Interesse am Journal war stets ein
sehr laues. Aber bitte entscheiden Sie die ganze Frage von sich aus.

Ich wiirde mich freuen, wenn Sie auf Ihrer Riickreise hier einen Zug
iiberschlagen wiirden. Sie lassen mich dann wohl rechtzeitig wissen, wann
es sein wird. Wir erwarten morgen Davenport fiir einen zehntéagigen Aufent-
halt. Sonntag bis Dienstag wird Hecke bei uns sein zum Vortrag.

Im letzten Monat habe ich meine lange geplanten Arbeiten iiber Ellip-
tische Funktionenkorper abgeschlossen und sende heute das ganze Material,
das aus drei Manuskripten besteht an de Gruyter ein.

Mit besten Empfehlungen und Griilen

von Haus zu Haus stets Thr

H. Hasse
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2.41 7.7.1977, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte)E]
Lieber Herr Professor. —

Verzeihen Sie, dass ich heute auf Thre interessanten und wichtigen Briefe nur
(vorlaufig) mit einer Karte antworte, aber es soll ja heute schnell gehen. Ich
schreibe baldigst genau. Also mit dem Entwurf zu unserer Beilage bin ich
vollsténdig einverstanden; ich wiisste nicht wie man’s besser und wiirdiger
machen sollte. Die Manuscripte fiir die Zukunft sind ja sehr schén und hoff-
nungerweckend; ich bin aufs Hochste gespannt auf Ihre Arbeiten, die Sie, ein
Zeichen hochster Productivitdt an den 3 auf einander folgenden Tagen am
14, 15, 16 Oktober der Redaktion eingereicht haben. Das soll IThnen einmal
einer nachmachen. Was [. ..] mit den hoheren Differentialen? Sollen die auch
axiomatisiert und arithmetisirt werden? Das wére mir sehr interessant. —

Ich arbeite jetzt sehr stark und sehr freudig an den g— und p—adischen Zah-
len und bin schon etwa auf der Hélfte. Mir ist dabei noch mancherlei Neues
und Einfaches eingefallen. Ich méchte Thnen bald diese erste Hélfte schicken
damit Sie sie noch vor dem Semester etwas durchsehen kénnen. Inzwischen
mache ich dann die zweite Hélfte fertig.

Herzlichen Dank u beste Griisse

Stets Thr
K. Hensel

'Das Stempeldatum ist schwer zu erkennen, es lifit sich aber ‘22.10” erahnen, und das
Jahr konnte ‘1935’ sein.
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2.42 21.12.1935, Hasse an Hensel

21. Dezember 35.
Lieber Herr Geheimrat!

Ich habe in der letzten Zeit Thre Aufzeichnungen iiber p—adische Korper
genau durchgesehen und sehr viel Freude daran gehabt, und auch manche
Anregung fiir das Buch daraus genommen. Allerdings liegt ja die Sache so,
dass bei dem mir vorschwebenden Aufbau die p-adischen Zahlen nicht durch
ein gesondertes Konstruktions—Verfahren sondern durch die allgemeine Can-
torsche Methode in der Bewertungs—Theorie konstruiert werden und dass
dann die von Thnen zur Konstruktion benutzte Zifferndarstellung erst als
Endergebnis herauskommt. Sie werden das genauer in den Bléattern sehen,
die ich Thnen kiirzlich zugehen liess und die die Ausarbeitung meiner Vorle-
sung darstellen. Sehr schade ist, dass ich Ihre Aufzeichnungen nicht ein klein
wenig frither hatte, dann hétte ich einige in meiner Vorlesung umsténdlich
gemachte Beweise eleganter darstellen kénnen, so z.B. die Behandlung der
Ordnungszahl von n! und die Konstruktion einer primitiven (p —1)—ten Kon-
gruenzwurzel. Auch Ihr Beweis des Reziprozitiatsgesetzes gefillt mir sehr gut,
und ich denke, ich werde diesen Beweis statt meines im Sommer gegebenen
fiir das Buch zugrunde legen. Eben habe ich iibrigens Thre Arbeiten iiber al-
gebraische Funktionen zweier Verédnderlicher in Crelles Journal noch einmal
genau durchgelesen. Ich musste sie fiir die Fortschritte besprechen. Besonders
interessant war mir, dass hier tatséchlich die Divisorentheorie im Grossen mit
fast genau demselben Ergebnis gilt, wie bei einer Variablen. Nicht ganz ver-
standen habe ich den letzten Paragraphen iiber die Konvergenz der Grosse
nach. Ich sehe ndmlich nicht klar, was man fiir die Elemente des Koeffizien-
tenkorpers einzusetzen hat, damit es gewohnliche Zahlen werden. Fiir eine
kurze Erklarung in dieser Hinsicht wére ich Thnen dankbar.

Fiir Crelles Journal habe ich eine erfreuliche Reihe von Eingéngen zu ver-
zeichnen, ndmlich eine kurze Note von Deuring iiber die Anwendung der Alge-
brentheorie auf die Klassenkdrpertheorie, zwei schone Aufsétze von Schilling
iiber Funktionenkorper zweier Variabler und iiber hyperkomplexe Einheiten,
eine Arbeit von Wegner iiber auflosbare Korper (Fortsetzung der bei uns vor
einigen Jahren gedruckten ersten Arbeit), eine Arbeit von Teichmiiller iiber
formale Differentiation in Funktionenkérpern der Charakteristik p und eine
Arbeit von Schmid iiber das Reziprozitédtsgesetz in Funktionenkérpern vom
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Grade p™ bei Charakteristik p. Ausserdem bekam ich noch eine nicht ganz
so schone Arbeit des Schweden Petterson iiber Irreduzibilitét, die an Unter-
suchungen von Ore ankniipft. Diese Arbeit habe ich zur Durchsicht und ev.
Gléattung an Dr. Rohrbach geschickt.

Sehr dankbar wére ich Ihnen, wenn Sie mir bald das Ms. von Jonas wieder
zuschicken konnten, das ich Thnen Anfang November dort liess. Ich mochte
namlich bald alle diese schonen Arbeiten fiir die kommenden Hefte zusam-
menstellen und muss sie dazu erst nach Berlin einsenden, um den Umfang
feststellen zu lassen. Da mochte ich “Jonas” gleich mitschicken. Auch wenn
Sie sonst noch etwas bekommen haben sollten, hétte ich es gern bald.
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2.43 09.01.1936, Hasse an Hensel

9. Januar 1936
Lieber Herr Geheimrat!

Auf Wunsch des Verlegers habe ich jetzt das Heft 1 des neuen Bandes
175 zusammengestellt und sende Ihnen beiliegend den Durchschlag davon,
ebenso auch eine Aufstellung der weiter vorhandenen Manuskripte. Ueber
die letzten fiinf muss ich Thnen noch berichten.

Teichmiiller gibt eine neue und sehr originelle Begriindung der Theorie
der hoheren Differentiale bei Charakteristik p im Anschluss an meine eige-
ne kiirzlich verfasste Arbeit dariiber, in der ich mehr in Anlehnung an die
klassische Theorie vorgehe.

A. Scholz verfolgt in der ihm eigenen, vielfach an Zahlenbeispielen ori-
entierten Art die interessante Frage, mit was es zusammenhéngt, wenn in
einem algebraischen Zahlkoérper die Gruppe derjenigen Zahlen, die an allen
Primstellen Normenreste eines abelschen Korpers sind, wirklich kleiner ist
als die Gruppe der Zahlnormen aus diesen Korpern.

Schmid gibt das Resultat seiner einjéhrigen Bemithungen um die Theorie
der Normenreste bei zyklischen Funktionenkorpern vom Grade p™, Charak-
teristik p, bekannt. Seine Resultate sind jetzt sehr elegant und liefern, wie ich
glaube, den Schliissel zur Behandlung der expliziten Reziprozitatsformeln fiir
Primzahlpotenzexponenten in algebraischen Zahlkoérpern. Er will diese Frage
weiter verfolgen.

Richter ist eine bei v.d. Waerden entstandene ausgezeichnete Dissertati-
on, die sich mit der Frage befasst, wann ein zyklischer Koérper vom Grade
¢" zu einem zyklischen Korper vom Grade "™ erweitert werden kann bei
beliebigem algebraischen Grundkorper. Ich hatte diese Frage als Aufgabe
im Jahresbericht gestellt. Die Losung ist hochinteressant: es wird gezeigt,
dass dies im allgemeinen dann und nur dann im grossen geht, wenn es fiir
jede Primstelle geht. Merkwiirdigerweise stimmt das aber nicht immer, die
nichtzyklische Struktur der Einheitswurzeln von Exponenten 2™ bewirkt ein
abweichendes Verhalten fiir ¢ = 2.

Deuring gibt in einer sehr kurzen Note eine invariantenméssige Losung
einer ganz entsprechenden Frage fiir Algebren. Das ist fiir heute alles.
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Ich hoffe, Sie haben das neue Jahr gut angetreten und bin mit den besten
Griissen allerseits

stets Thr
H. Hasse
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2.44 14.01.1936, Hensel an Hasse

Marburg-Lahn, d. 14. Januar 1936.
Lieber Herr Professor.

Ich danke Ihnen herzlich fiir Ihren sehr interessanten Brief*] mit Ihrer
Disposition fiir Crelle 175, die ich sehr schon finde. Auf Ihre Arbeit iiber
die hoheren Differentiale bei Char. p und Herrn Teichmiillers originelle Be-
griindung dieser Theorie bin ich ja besonders gespannt; das muss ja sehr
schon werden und ich freue mich ausserordentlich, dass bei dieser neuen Auf-
fassung dieses Gebiet doch wieder rein arithmetisch zu werden scheint und
da eben einen neuen naturgeméssen Ausblick geben wird. Thren drei Arbei-
ten iiber elliptische Korper sehe ich mit den grossten Erwartungen entgegen.
Etwas von Thnen weiss ich ja schon, wie das alles weitergehen wird. Es ist
doch auch wieder eine ganz neue Phase in diesem wundervollen Gebiete, das
uns frither durch Weierstrass nach Jacobi und Abel so ganz abgeschlossen
erschien.

Dass wir noch so viele und schéne Ms. fiir Crelles néchste Hefte haben
ist wunderschon und ich danke Thnen ganz besonders, dass Sie mir mit der
Charakteristik der fiinf letzten den Mund so schon wésserig gemacht haben.
Eigentlich sind wenigstens die ersten vier doch wirklich ganz besonderer Na-
tur und sie werden wieder dazu beitragen der Zeitschrift die Note zu geben
und zu erhalten, welche fiir sie so charakteristisch ist. Ich schicke Ihnen mit
gleicher Post eine Abhandlung von Herrn Haenzel als Fortsetzung seiner bei-
den Arbeiten iiber die Geometrie der Linearen Strahlenkongruenz, in der er
sich wieder in sehr interessanter und eleganter Weise mit den [...]scharen
dritter und vierter Ordnung in dieser Kongruenz sowie mit den Ketten von
[...Ischaren zweiter Ordnung in derselben auseinandersetzt. Ich habe ihm
bereits geschrieben und ich meine, wir diirfen auch diese schone Arbeit ruhig
aufnehmen. Wenn Sie derselben Ansicht sein sollten, so brauchen Sie ihm
nicht weiter zu schreiben, wenn Sie nicht wollen.

Ich selbst habe mich in den letzten Wochen sehr gern mit einer kleinen Un-
tersuchung aus der Theorie der Abelschen Gruppen und daran anschliessend
der Congruenzgruppen modulo p**! in algebraischen Kérpern beschiftigt.
Ich hoffe Thnen bald eine kleine Note dariiber zu schicken. Dann méchte ich
gern auf die Auflosung der Gleichungen [...] Reihen eingehen; ich glaube,
es wird jetzt schon gehen.

177



Wir wollen etwa am 1. Februar auf 10 Tage nach Berlin und von da auf
etwa 8 Tage nach Dresden gehen; in Berlin habe ich zu tun, in Dresden aber
wollen wir uns erholen, was fiir uns Beide gut und ziemlich notwendig sein
wird.

Mit den besten Griissen an Sie und Ihre liebe Gattin bin ich stets

Thr
K. Hensel

Soeben kommt Thr neuer Teil der Zahlentheorie. Herzlichsten Dank. Ich habe die letzten
Wochen immerfort mir der grossten Begeisterung im Studium und in der Lektiire der letz-
ten Teile zugebracht. Die Gruppentheorie und die Korpertheorie insbesondere die Theorie
der endlichen Korper ist ein richtiger Genuss. Nun freue ich mich sehr auf den §11, die

Analysis in R, u. einen Erw. K. Diese Dinge liegen mir doch so sehr am Herzen.
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2.45 Undatiert, Hensel an Hasse

Lieber Herr Professor.

Beiliegend sende ich Thnen einen Fermatversuch, den ich in 3 schnell auf-
einander folgenden Lieferungen noch erhalten habe. Leider habe ich nicht
viele Hoffnung beim Ueberfliegen der Seiten, aber seien Sie doch recht ge-
linde mit ihm; er schreibt so riihrend. Ich habe ihm schon den Empfang
bestétigt, und ihm geschrieben, dass Alles an Sie gegangen ist.

Mit den besten Griissen und Wiinschen stets Thr

K. Hensel
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2.46 23.01.1936, Hasse an Hensel

23. Januar 1936.
Lieber Herr Geheimrat!

Beiliegend die Zusammenstellung fiir Band 175|2.

Besten Dank fiir die Arbeit von Haenzel. In Ergénzung zu meinem letz-
ten Brief mochte ich Sie heute in aller Eile nur noch folgendes wissen lassen:
Anlésslich der dort erwiéhnten Dissertation Richter, habe ich mit dem Ver-
leger vereinbart, dass als Norm fiir die Anzahl der Dissertationen pro Band
< 1 sein soll. Der Verleger hat dem zugestimmt, allerdings hat Herr Richter
nachtréglich den Wunsch geéussert, seine Dissertation doch lieber in den Ma-
them. Ann. zum Druck zu geben. Ich war kiirzlich in Leipzig und habe mit
Herrn v.d. Waerden dariiber gesprochen. Es liegt kein boser Wille vor, son-
dern nur der Wunsch, méoglichst bald das Diplom zu bekommen, und v.d.W.
kann es augenblicklich bei den Annalen sehr schnell machen.

Ich habe dann noch eine sehr wertvolle und interessante Arbeit des jun-
gen Frankfurter Mathematikers Schneider bekommen, die er mir schon vor
lingerer Zeit versprochen hatte. Es handelt sich darin um die Approximati-
on algebraischer Zahlen und zwar um eine bemerkenswerte Verschéarfung des
bekannten Satzes von Thue|Siegel. Sonst nichts Neues vom Leinestrand.

Mit herzlichen Griissen von Haus zu Haus Ihr

H. Hasse
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2.47 10.02.1936, Hasse an Hensel

10. Februar 1936.
Lieber Herr Geheimrat!

Recht herzlichen Dank fiir Thre so freundlichen und anerkennenden Worte.
Ich habe sie den Hauptbeteiligten an der Neugestaltung der Theorie vermit-
telt. Ich denke, diese ganze Art des Aufbaues in meinem Buch ausgiebig zu
verwenden.

Heute mochte ich noch mitteilen, dass ich wieder zwei Manuskripte fiir
Crelle bekommen habe, eine ldngere und sehr tiefe Arbeit von T e i c hm
i ller iber die Struktur der hyperkomplexen Zahlsysteme von Primzahl-
potenzgrad bei Primzahlcharakteristik und eine kurze Note von H. L. S c h
m i d, in der eine interessante Relation zwischen Gauss’schen Summen auf
elementarem Wege bewiesen wird, die Davenport und ich in unserer Arbeit
im Crelle 172 nur durch tiefer liegende arithmetische Betrachtungen beweisen
konnten.

Ende des Monats fahre ich auf etwa drei Wochen nach England. Ich bin zu
Vortriagen an der Universitidt Manchester eingeladen. Fiir Thre Reise und Ar-
beit wiinsche ich Thnen alles Gute. Bitte empfehlen Sie mich Thren verehrten
Angehorigen in Berlin.

Herzlichst
Thr

H. Hasse
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2.48 15.02.1936, Hensel an Hasse

d. 15. Februar 1936.
Lieber Herr Professor.

Herzlichen Dank fiir Thren Brief vom 10-2%] (wir wohnen noch etwa 12-14
Tage zwar bei Dr. G. Hahn, aber nicht in Wannsee, sondern Berlin Tier-
gartenstrasse 21) Jetzt sind wir ein Paar Tage noch in Dresden in obi-
gem wunderschénen Hote[[]und geniessen dankbar die grossen kiinstlerischen
Anregungen dieser wirklich herrlichen Stadt. Jeder Tag bringt uns neue
Schonheiten und hier sieht man erst wie viel die nicht in jeder Hinsicht erfreu-
liche Herrschaft von August “the physical strong” wie ihn Carlyld? jedesmal
etwas vorwurfsvoll nennt, und die seines ihm &hnlichen Sohnes der Haupt-
stadt Sachsens und damit auch Sachsen selbst gegeben hat.

Ueber die Arbeit von Herrn Teichmiiller fiir Crelle habe ich mich sehr
gefreut; Sie haben diesen doch wirklich wissenschaftlich sehr betrachtlichen
Mann richtig erobert und Ihre Anregungen sind bei ihm doch auf sehr frucht-
baren Boden gefallen.

Fiir Thre Ferienfahrt nach England meine herzlichen Wiinsche und ich
bitte Sie meine besten Griisse an den mir bekannten und sympathischen
Teil von Manchester sagen zu wollen. Woriiber Thre Vortrage handeln sollen
wiisste ich natiirlich sehr gern.

Auch ich kann Thnen von zwei Arbeiten erzéihlen, die ich fiir unsere Zeit-
schrift erhalten habe, und die wir m. E. unbedenklich nehmen kénnen.

Die erste ist eine kleinere Abhandlung von meinem alten Freunde L. Heff-
ter, mit der seinem Begleitschreiben nach seine vielfachen Untersuchungen
itber den Cauchyschen Integralsatz “fiir ihn” zum Abschluss kommen. Ich
habe sie gelesen und das Resultat scheint mir jetzt wirklich sehr einfach
und so klar und naturgeméss zu sein, wie dies in diesem so viel gepfliigten
Felde {iberhaupt moglich ist. Es scheint ndmlich hiernach dass ein Versuch
den C-Integralsatz mit noch einfacheren Voraussetzungen iiber die Natur
des Integranden f(z) zu beweisen vollig zwecklos ist. — Ich habe den Emp-
fang bestétigt und glaubte in Threm Sinne zu handeln, wenn ich die wirklich

Hotel Bellevue Dresden
2Name undeutlich
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interessante kl. Arbeit annahm und ihm auch die von ihm erbetene Zusi-
cherung gegeben habe, dass die Arbeit voraussichtlich noch in diesem Jahre
herauskommen wiirde (Sonst wollte er sie ndmlich lieber in seiner Heidelber-
ger Akademie publicieren) Das wird ja auch in der Reihenfolge des Einganges
sehr gut geschehen konnen.

Bei dem zweiten Beitrage handelt es sich um eine Rede von Herren Lo-
rey, die er iiber Lagrange in einer Festsitzung der Berliner Mathematischen
Gesellschaft zur Feier seines 200. Geburtstages gehalten und seitdem in den
Math Gesellschaften in Jena und Darmstadt wiederholt hat. Da die math.
Gesellsch. in Berlin wie L. schreibt, finanziell sehr schlecht stehen soll und so-
mit ihre Mitteilungen nur noch in ganz verkiirzter Form veréffentlichen kann,
so fragt Lorey mich an, ob wir geneigt wiren diesen Vortrag zu Vereinigenﬂ

Nun scheint mir, wenn er wirklich gut wére, konnten wir das vielleicht tun,
besonders wo Crelle die Lagrangesche Funktionentheorie doch deutsch her-
ausgegeben hat. Vielleicht wiirden unsere Leser diese Publikation begriissen.
Ich wollte Lorey antworten, wir baten ihn den Vortrag gleich an Sie zu sen-
den und nach dem Eindruck den Sie von ihm gewinnen entscheiden Sie dann
vielleicht von sich aus auch in meinem Namen.

Mit meiner kleinen Arbeit iiber die Invarianten der allgemeinen alge-
braischen Gruppen fiir eine Primteilerpotenz p**! als Modul bin ich jetzt
nach ziemlich angestrengter Arbeit zu einem sehr hiibschen und einfachen
Resultate gekommen in dem Falle, dass der algebraische Korper keine p*"
Einheitswurzeln enthélt. Den anderen Fall habe ich iiberhaupt noch nicht be-
handelt und will das auch vorerst nicht tun. Damit ergiebt sich dann auch eine
einfache Bestimmung der primitiven p**" Einheitswurzeln in diesen Kongru-
enzgruppen fiir ein beliebiges p*.

Nun will ich aber diesen langen Brief schliessen; er soll sie doch noch in
Gottingen erreichen. Ich habe mich sehr iiber den Dr. habil. von Herrn Franz
gefreut. Hoffentlich gestaltet sich seine néchste Zukunft nun befriedigend.
Er liest in Vertretung von Krafft in Marburg Wahrscheinlichkeitsrechnung
zweistiindig. Krafft ist nun auch fiir den Sommer fiir Bonn festgelegt worden.
Wenn dieser wertvolle Mensch nun endlich zu festen Verhéltnissen kdme.

Leben Sie sehr wohl und erholen Sie sich gut. Stets Ihr

K. Hensel

3undeutlich
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2.49 17.02.1936, Hasse an Hensel

17. Februar 1936
Lieber Herr Geheimrat!

Vielen herzlichen Dank fiir Thren freundlichen Brief[*] Ich freue mich sehr,
dass Sie zwei schone Arbeiten fiir Crelle in Aussicht haben. Mit der Annahme
der Heffterschen Arbeit bin ich natiirlich gern einverstanden. Ich bitte dann
um baldméglichste Zusendung des Manuskriptes. Die Rede von Herrn Lorey
will ich durchsehen. Bitte schreiben Sie ihm doch, dass er sie mir einsendet.
Auf Thr Resultat iiber die algebraischen Restklassengruppen bin ich sehr
gespannt.

Mit Herrn Teichmiiller habe ich ein Tauschgeschaft gemacht. Er wollte
die schonen Untersuchungen iiber die allgemeinen p—adischen Zahlen in der
“Deutschen Mathematik” verdffentlichen. Ich habe nun mit ihm abgemacht,
dass er diese Untersuchung an Crelle gibt und dafiir dann die Arbeit iiber
die p—Algebren, die er kiirzlich bei uns eingereicht hatte, in der Deutschen
Mathematik veroffentlicht. Ich bin sehr froh, dass es mir gelungen ist, ihn
zu diesem Tauschgeschéft zu bestimmen, denn, wenn auch die Arbeit {iber
p—Algebren sehr tief und schon ist, so ist sie doch reichlich abstrakt und
steht den Anwendungen auf die Zahlentheorie sehr fern, wihrend die Arbeit
iiber die allgemeinen p—adischen Zahlen sich eng an meine eigenen Arbeiten
in Crelles Journal anschliesst und ungleich fruchtbarer fiir die Zahlentheorie
ist.

In England werde ich {iber die elliptischen Funktionenkérper und auch
ein bischen iiber quadratische Formen vortragen.

Die letzte Zeit hier war sehr aufregend. Ich muss Thnen gelegentlich da-
riiber einmal miindlich erzéhlen.

Mit besten Wiinschen fiir Ihren Erholungsaufenthalt, etwas in Eile,

Thr
H. Hasse
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2.50 18.02.1936, Hensel an Hasse, Postkarte

von morgen ab: Berlin Tiergartenstrasse 21 b/Dr. Georg Hahn
(Postkarte) d. 18-2-36.
Lieber Herr Professor.

Heute nur herzlichsten Dank fiir den neuen wichtigen Abschnitt des Bu-
ches in den ich mich natiirlich schnell und hocherfreut hineingelesen habe.
Es ist schon wenn das Werk so fundamentiert wird, dass der Ubergang zu
den algebraischen Zahlen so natiirlich und mit so grossartiger Einfachheit
gemacht werden kann. Auch eigene Wiinsche und Gedanken finden hier ihre
schonste Erfiillung und reinste Darstellung.

Ich kann Thnen wieder den Empfang einer interessanten Arbeit von Haupt
melden: “Ueber ebene Punktmengen mit {iberall unendlicher Kriimmung”
(5 Maschinenschriftseiten) in der eine von dem franz. Geometer Bouligand
gestellte Frage mit Hilfe von Haupt—Sétzen in bemerkenswert einfacher Weise
beantwortet wird. Ich glaube, wir kénnen diese Arbeit ruhig annehmen. Auch
Remak hat mir aus Ziirich recht befriedigt geschrieben und stellt mir fiir den
Sommer zwei grossere arithmetische Arbeiten in Aussicht, welche in gewissem
Sinne eine Fortsetzung seines Beitrages zu meinem Festbande bilden. Die
Resultate sind sehr interessant. Herzlichste Griisse stets Ihr

K. Hensel
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2.51 26.03.1936(7), Hasse an Hensel

26.3136
Lieber Herr Geheimrat,

seit einigen Tagen bin ich von meiner Reise nach England wieder zuriick.
Es war alles sehr interessant, und auch meine Vortriage verliefen zur Zu-
friedenheit. Ich hoffe recht bald einmal wieder Gelegenheit zu haben, Ihnen
iiber alles miindlich zu erzdhlen. Heute fehlt mir leider die Zeit zu einem
ausfiihrlichen Bericht, denn — wie Sie sich denken kénnen — hier hat sich
in der Zwischenzeit eine Unmenge Arbeit angesammelt, und dazu noch hatte
ich das Pech, gleich nach meiner Riickkehr drei Tage krank zu sein und so
Arbeitstage zu verlieren.

Ich mo6chte heute nur ganz kurz um folgendes bitten: die Gesellschaft der
Wissenschaften in Gottingen hat mich aufgefordert, fiir die 6ffentliche Sit-
zung bis zum 11.4.36 eine nekrologische Notiz iiber Schottky einzureichen.
Ich weifl nun absolut nichts iiber Schottky und moéchte daher Sie bitten, mir
doch das, was Sie wissen, in kurzen Stichworten moglichst bald aufzuschrei-
ben. Vielleicht wissen auch Sie nur sehr wenig, aber das ist immer besser als
gar nichts, und die Notiz braucht ja nur sehr kurz zu sein.

Die Zusendung von Lorey habe ich inzwischen erhalten aber noch nicht durch-
gesehen. Ich wére Thnen nun dankbar, wenn Sie mir recht bald die schon in
Aussicht gestellte Arbeit von Hefter zusenden wiirden und auch was sonst
etwa in der Zwischenzeit bei Thnen eingegangen ist. Darunter mufl wohl eine
Arbeit von Haupt sein, jedenfalls habe ich dazu von ihm selbst schon eine
Ergénzung bekommen.

Sehr begriifen wiirde ich es, wenn Sie auch Thren eigenen in Aussicht ge-
stellten Beitrag iiber die Invarianten der allgemeinen algebraischen Gruppen
abgeschlossen hétten, denn wir konnen jetzt sehr viel Material brauchen.
Dem Verleger liegt daran, den Druck zu beschleunigen, und zwar ist das eine
der Nebenwirkungen des Erscheinens der ‘Deutschen Mathematik’, von der
er ernste Konkurrenz fiirchtet.

Sobald ich kann, lasse ich mich einmal in Marburg sehen, um vieles mit Ihnen
miindlich zu besprechen.

Einstweilen herzlichste Griifle
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Stets Ihr

H. Hasse
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2.52 27.03.1936, Hensel an Hasse

Marburg d. 27. Marz 1936.
Lieber Freund.

Eigentlich sollte Sie dieser Brief nach Threr englischen Reise sehr herzlich in
Gottingen begriissen denn ich nahm an, Sie wiirden Thren Aufenthalt dort
bis an die Grenze der Mdéglichkeit ausdehnen um dann mit den dort neu ge-
wonnenen Kriften unmittelbar in die Vorlesungen am Dienstagl|zu springen.
Nun kommt heute Thr lieber Brief*] aus dem ich sehe, dass Sie schon einige
Tage in G. und leider auch, dass Sie dort 3 Tage nicht wohl gewesen sind.
Hoffentlich war es nichts Schlimmes, das etwa einen Teil Threr englischen
Erholung aufgefressen hétte.

Von mir muss ich Thnen leider erzihlen, dass es mir inzwischen garnicht
gut ergangen ist. Ich habe bei meiner Riickkehr von Dresden wo wir 10 Tage
lang herrlich und hochst anregend gelebt hatten, in Berlin bei meinem Schwa-
ger [.. .]E] Hahn einen sehr starken Gichtanfall gehabt (den ersten seit etwa
14 Jahren) Ich lag dort iiber 3 Wochen krank zu Bett, hatte eine Schwester,
ausserdem aber sehr viele Schmerzen und entschloss mich dann ohne herge-
stellt zu sein nach Marburg zuriickzufahren und hier habe ich weiter krank
gelegen und erst jetzt beginne ich mich ganz langsam zu erholen, fithle mich
aber schwach und kaput, und habe von dieser langen Zeit den Hauptteil fiir
jede Arbeit verloren, was mir besonders nahe geht.

Ich wiirde mich herzlichst freuen, wenn ich Sie hier wiedersehen diirfte.
Der Wunsch nach Reisen ist uns vorlaufig vergangen, so dass wir sicher zu
Hause sind; und ich bin doch sehr neugierig viel von Ihnen auch iiber die
Reise und von England zu horen, das mir jetzt wieder durch die politischen
Ereignisse der letzten Wochen so angenehm und interessant geworden ist.

Sehr gern werde ich Thnen auf ein ganz kleines Zettelchen alles aufschrei-
ben, was ich {iber unseren guten Schottky weiss. In der Tat ist es nicht
allzuviel, denn wie ich in Berlin war, war er in Ziirich und Marburg und wie
ich in Marburg war, war er in Berlin so dass wir nur sehr wenig zusammen
waren. Es handelte sich iibrigens nur um 1000 Mark jéahrlich die Althoff ihm
nicht mehr bewilligen wollte, dass er in Marburg und ich als Ord. in Berlin

Lundeutlich
Zvielleicht ‘Georg’
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blieb. Ich bin aber sehr gliicklich dass es so gekommen ist, denn ich bin hier
immer sehr gliicklich gewesen und ganz sicher hétte ich doch Sie nicht so gut
kennengelernt und so viel durch Sie und von Thnen gehabt.

Morgen bekommen Sie noch die Crelle-MS Heffter (die dritte Fassung
sehr viel besser als die beiden ersten) Haupt u.a. Meine eigene kleinere Arbeit
ist gut vorwérts gegangen. Hoffentlich dauert sie nicht mehr zu lange.

Mit herzlichen Griissen bin ich stets Ihr

K. Hensel

Kennen Sie wohl die sehr schéne Arbeit meines fritheren Schiilers Dr Strass-
mann in der er die Frage nach der notwendigen und hinreichenden Bedingung
vollsténdig 16st, dass ein beliebiger algebr. Korper K(p) die p”*" Einheits-
wurzeln fiir ein beliebiges v enthélt. Ich habe die Frage fiir die p*" E. W.
gelost. Dies ist die ganz allgemeine Frage.

Was die Arbeit von Hausdorff betrifft, so ist sie so noch nicht zur Verof-
fentlichung bestimmt. Ueber ihre Genesis giebt der beiliegende Brief Hs Aus-
kunft. Mir schien sie doch viel Interessantes zu enthalten, aber garnicht das
Viele zu beriicksichtigen, was iiber diese Frage schon geschrieben ist. Da
mochte ich Sie nun sehr bitten, sich diese Blédtter anzusehen und von sich aus
Herrn H., der grossen Wert darauf legte, Ihre Ansicht zu sagen. Was davon
Wert hat, wiirde er gern bei uns veroffentlichen.
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2.53 30.03.1936, Hasse an Hensel

30. 3. 36
Lieber Herr Geheimrat,

es tut mir herzlich leid, aus Threm Brief zu erfahren, daf§ es IThnen gar
nicht gut gegangen ist. Recht von Herzen wiinsche ich Thnen, dafi Sie den
bosen Gichtanfall bald ganz tiberwinden. Ich kann mir denken, wie sehr Sie
durch die starken Schmerzen in allem und vor allem in Threr Arbeit behindert
waren.

Vielen herzlichen Dank fiir die versprochene Hilfe {iber Schottky. Die
Manuskripte von Hefter und Haupt habe ich angesehen und gleich zum
Druck nach Berlin eingesandt. Das Manuskript von Hausdorff will ich in
den néchsten Tagen genau lesen und werde dann direkt mit ihm dariiber in
Verbindung treten.

Natiirlich kenne ich die schone Arbeit von Straimann. Ich habe damals
ausfithrlich mit ihm dariiber gesprochen. Ich glaube allerdings, dal man die
Losung heute noch besser geben kann, und vor allen Dingen kiirzer, als er es
getan hat.

Mit vielen herzlichen Griilen und guten Wiinschen stets Thr

H. Hasse

190



2.54 08.04.1936, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte) Marburg d. 8-4-36
Lieber Herr Professor.

Ich nahm an, dass Thnen mit der hoffentlich bereits eingetroffenen Sendung
von Frau G.R.S. geniigend Material fiir Ihren Vortrag gegeben wére. Mei-
ne Erinnerungen sind teils so, dass Sie sie fiir [hren Zweck kaum brauchen
konnen, teils so, dass Sie sie mit grosster Leichtigkeit aus der Litteratur
(Fortschritte etc) selbst zur Verfiigung haben.

Falls ich also keine Nachricht von Thnen iiber diese Frage erhalte sende
ich Thnen weiter nichts iiber S/ Anderenfalls schreibe ich Thnen noch schnell-
stens, was ich weiss.

Mir geht es besser, aber leider noch immer nicht gut. Mit herzlichen
Griissen bin ich

stets Thr
K. H.

Lundeutlich
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2.55 16.04.1936, Hasse an Hensel

16. 4. 36
Lieber Herr Geheimrat,

vielen herzlichen Dank fiir Thre bereitwillige Vermittlung in der Angele-
genheit Schottky. Ich habe von Frau Geheimrat Schottky alles was ich an
Material brauchte erhalten und daraufhin seine kleine nekrologische Notiz
fiir den Jahresbericht der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften zusam-
mengestellt.

Beiliegend habe ich Thnen die Disposition fiir Band 175, Heft 4 von Crelles
Journal zusammengestellt. Damit ist allerdings das vorhandene Material bis
auf eine drei Seiten lange Arbeit von Schmid véllig aufgebraucht. Ich hoffe
bestimmt, dafl wir in der néchsten Zeit eine Reihe von weiteren Manuskripten
hereinbekommen, sonst miissen wir im Herbst mit der Produktion aussetzen.

In der Hoffnung, dal Sie sich nunmehr véllig erholt haben, bin ich mit
herzlichen Griilen von Haus zu Haus

stets Thr
H. Hasse
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2.56 27.04.1936, Hensel an Hasse

Marburg d. 33 — 22 — 442
Lieber Herr Professor.

Beiliegend sende ich Thnen eine Anzahl von Abhandlungen fiir das Journal
zu denen ich einige kurze Bemerkungen anfiigen mochte.

1) Die Arbeit von Herrn Studienrat Denk aus Erlangen erhielt ich erst
gestern Abend und konnte sie nur oberflichlich lesen, wollte sie aber doch
gleich mitschicken, da sie ja bei IThnen in den allercompetentesten Handen ist
und da Sie bei der jetzt herrschenden Leere doch wohl gerne nach Moglichkeit
einen Ueberblick iiber den “visible supply” fiir Crelle haben mo6chten.

Mir scheinen die so zahlreich eingefiihrten Begriffe in diesem so viel behan-
delten Gebiete wirklich neu; weniger deutlich ist mir, ob sie wirklich notwen-
dig sind, um im Gebiete der Permutationen zu neuen Resultaten zu kommen,
die auch ausserhalb dieser Terminologie von Wert sind. Sollte das letztere der
Fall sein, so kénnten wir vielleicht bei unserem Stoffmangel die Arbeit aufneh-
men. Ich hab Herrn Haupt vorldufig nur eine Empfangsbestétigung geschickt.
Vielleicht teilen Sie dann Herrn Denk das definitive Urteil mit, dem ich mich
in jedem Falle bedingungslos anschliesse.

2) Etwas ldnger hatte ich die italienische Arbeit des Prof. Ugo Broggi aus
Mailand, der augenblicklich in Spanien ist, und dem ich auch dahin schon
vorlaufig berichtet habe. Ich glaube, dass wir diese Arbeit die iiber dieses
vielbehandelte Thema recht einfache und recht interessante Ergebnisse giebt
und in der die fritheren Resultate auch sorgfiltig beriicksichtigt sind, ruhig
annehmen.

3) Recht zweifelhaft bin ich bei der Arbeit des Herren WerrenE] iiber die
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Ich lege Ihnen ein kurzes Gut-
achten des Herren Krafft bei, mit dem ich sie eingehend durchsprach und mit
der ich vollkommen iibereinstimme. Durch das Scheiden des Herrn T aus G
haben Sie ja allerdings den “héchsten Gutachter” auf diesem Gebiete verlo-
ren, der ja durch seinen letzten Beitrag in der neuesten Zeitschrift bewiesen
hat, dass er in allen mathematischen Fragen das entscheidende Wort zu sagen
hat. Aber vielleicht konnen Sie doch die hier vorliegende Frage in der fiir uns

IName undeutlich
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wichtigen Form entscheiden. Ich habe an Herrn W. bereits geschrieben, aber
so, dass Sie in Threr Entscheidung véllig frei sind.

4) Ich lege noch einen Beweis des Fermatschen Satzes bei, mit der Bitte,
ihn dann an die im Begleitschreiben angegebene deutsche Adresse zuriicksenden
zu wollen, wenn Sie einverstanden sind.

5) Endlich lege ich noch die schwer zu lesende Note von Herrn Karl Glése]ﬂ
bei.

Ich hatte hier einen zweitédgigen Besuch von Remak, der in Ziirich einen
sehr schonen und interessanten Winter mit den (und durch die) dortigen Ma-
thematiker verlebt hatte. Er wird uns wohl in 1-2 Monaten zwei interessante
Arbeiten schicken, auf die ich mich freue.

Ich selbst bin in meiner Arbeit iiber die algebraischen Gruppeninvarianten
sehr viel weiter gekommen. Ich glaube sie wird Sie auch interessieren. Ich
widerstehe ungern dem Wunsche Thnen das Wesentliche hinzuschreiben, aber
Sie sollen die Arbeiten 1-3 schnell haben.

Soeben kommt Thre neue hochinteressante Sendung (S.132-173) auf deren
Studium ich mich sofort stiirzen werde. Herzlichsten Dank.

Viele Griisse Thnen und Threr lieben Gattin. Kommen Sie nicht einmal
nach M. heriiber? Es geht mir asymptotisch gut, aber noch immer nicht gut.
Stets Thr

K. Hensel

2Name nicht eindeutig lesbar
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2.57 07.05.1936, Hasse an Hensel

7. Mai 36
Lieber Herr Geheimrat,

herzlichen Dank fiir IThren freundlichen Brief mit dem quadratischen Da-
tum. Von den zugesandten Abhandlungen habe ich — wie es ja wohl von
vornherein klar war — die Arbeiten von [...] iiber die Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechung, von H o f m an n iiber den Fermat’schen Satz
und von G lo e s ch ‘Zu Legendres théorie des nombres’ ohne weiteres
zuriickgesandt, dagegen die Arbeiten von D e n k {iber Permutationen und
von Broggi iiber unendliche Gleichungssysteme angenommen.

Bericht iiber die weiteren Eingénge fiir Crelle:

1) Wiedereingang nach Umarbeitung durch den Autor (unter starker Be-
teiligung von mir): U. W e g n e r: Diskriminanten auflésbarer Korper.

2) die Habilitationsschrift von E. W i t t — Gottingen: Zur Theorie der
quadratischen Formen, die auflerordentlich tief und schoén ist und meine
Bemiihungen von vor 13 Jahren in hochst eleganter Weise aus— und unter-
baut.

3) Vassiliou— Saloniki: Uber affektlose Gleichungen, eine kleine
Note, die an Untersuchungen von van der Waerden ankniipft.

4) H a s s e : Diskriminante auflésbarer Korper, im Anschluf} an die
oben erwdhnte Arbeit von W e g n e r . Ich gebe hier eine Begriindung
der grundlegenden Wegnerschen Sétze, indem ich die schone Strukturtheorie
der Diskriminante heranziehe, die Artin Ihnen zum 70. Geburtstag gewidmet
hat.

S5)Hasse: Uber primére Zahlen bei Primzahlpotenzexponenten, worii-
ber ich Thnen bereits im Februar brieflich berichtete.

So korpmt allmahlich doch wieder Material fiir den nichsten Band zu-
sammen. Uber die in Aussicht gestellten Arbeiten von R e m a k und von
Ihnen freue ich mich natiirlich sehr.

Néchste Woche fahre ich auf Einladung von Sperner nach Kénigsberg zum
Vortrag iiber quadratische Formen, und Himmelfahrt fahren wir im Auto
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nach Hannover, um den 80. Geburtstag der dltesten Schwester meines Vaters
im groflen Familienkreis zu begehen. So muf ich leider meine Absicht, wieder
einmal nach Marburg zu kommen, auf den Monat Juni verschieben, denn es
wird mir sonst bei dem laufenden Betrieb des Semesters zu viel.

In der Hoffnung, dafl es Ihnen nun endlich wieder ganz gut geht und mit
herzlichen Griiflen von Haus zu Haus

stets Thr
sehr ergebener

H. Hasse
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2.58 Undatiert, Cram an Hensel

Sehr geehrter Herr Geheimrat!

Die Sorge um die Weiterfithrung des Crelleschen Journals und nicht min-
der die Besorgnis, die wir Thretwegen selbst hegen, lassen uns eine Frage
aufwerfen, die wir Threr wohlwollenden Ueberlegung unterbreiten mdochten.
Bei den langjéhrigen personlichen und geschéftlichen Beziehungen, die Sie
mit uns und unserer Firma verbinden, und bei den Verdiensten, die Sie sich
um Crelles Journal erworben haben, halten wir es fiir unsere Pflicht, Thnen
eine Situation ersparen zu wollen, die unseres Erachtens Ihnen und unserer
Zeitschrift abtréglich wére.

Alle Anzeichen deuten darauf hin, dass im Herbst auch fiir die wissen-
schaftlichen Zeitschriften ein Erlass zu erwarten ist, der in dem vorliegenden
Fall Thren Riicktritt von der Herausgeberschaft des Crelleschen Journals zur
Folge haben miisste. Eine derartige Massnahme wére natiirlich fiir uns bin-
dend und darum glauben wir Ihnen einen Dienst zu erweisen, wenn wir die
Anregung geben, ihr zuvorzukommen. Das wiirde bedeuten, dass Sie jetzt
schon von sich aus freiwillig zuriicktraten. Eine Begriindung mit Threm Al-
ter wiirde jede missliebige Ausdeutung ausschliessen; unter allen Umstanden
aber wiirde dadurch ein Thnen wie uns gleich peinlicher Eingriff vermieden.

Priifen Sie, sehr geehrter Herr Geheimrat, diese Anregung und fassen
Sie sie nicht anders auf als sie gedacht ist: nach aussen und innen als eine
freundschaftliche Losung eines jahrzehntelangen Verhéltnisses, die geeignet
ist, Thnen jede Kréankung, die zu vermeiden uns ein wirkliches Bediirfnis ist,
Zu ersparen.

Unseres wéarmsten Dankes fiir Ihre hingebende Tétigkeit diirfen Sie sich
jederzeit versichert halten.

Mit freundlichen Griissen

Ihre ganz ergebenen
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2.59 11.06.1936, Hensel an Hasse, Postkarte

(Postkarte) Marburg-Lahn, d. 11-6-1936.
Mein lieber Freund.

Soeben erhielt ich vom Verlag de Gruyter einen Brief, in dem die Zukunft
unserer Zeitschrift besprochen wird; da ich annehme, dass Sie eine Abschrift
desselben erhalten haben, so brauche ich nicht genau auf seinen Inhalt ein-
zugehen, und ich mdéchte Thnen nur sagen, dass ich der Ueberzeugung bin,
dass es das Richtigste und Anstédndigste ist, dass ich selbst meine Tétigkeit
als Leiter unserer lieben Zeitschrift abschliesse. Dass mir dieser Schritt sehr
schwer wird, konnen Sie sich wohl denken: 25 Jahre habe ich dieser Aufgabe
gern und freudig gewidmet, 51 Bénde habe ich herausgegeben und ich habe
so ein schones Stiick der ruhmvollen Geschichte der deutschen Mathematik
handelnd durchleben und bewundernd mitgeniessen diirfen. Das Beste und
Liebste, was mir diese lange Arbeit gegeben hat war aber in den langen letz-
ten Jahren die Zusammenarbeit mit Thnen, der Sie so manche Wiinsche und
Hoffnungen, die ich in meinem langen Leben hegte, so schon erfiillt haben.

Dass ich einen anderen Abschluss meiner Arbeit am Crelleschen Journale
frither erhofft habe, werden Sie mitempfinden, aber es ist auch etwas wert,
sich als ansténdiger Mensch in schweren Zeiten fithlen zu diirfen.

Ich weiss, dass die Zukunft unserer Zeitschrift in IThren Hinden am besten
und schonsten aufgehoben ist und griisse Sie in alter Freundschaft

Ihr K. H.
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2.60 18.06.1936, Hensel an Cram

Abschrift.

Marburg-Lahn, den 18. Juni 1936.
Sehr geehrter Herr Cram!

Ihr Brief vom 9. ds. Mts. hat mich natiirlich sehr bewegt, denn die Verbin-
dung mit Thnen, Threm beriihmten ehrwiirdigen Verlage und besonders mit
unserer Zeitschrift ist ein so wesentlicher Bestandteil meines geistigen und
wissenschaftlichen Lebens geworden, dass mir die jetzt notwendig werden-
de Losung bitter schwer wird; meine Selbstachtung gebietet mir aber, unter
diesen Teil meiner Lebensarbeit den Schlussstrich zu ziehen.

Seit meiner Studienzeit habe ich schon fiir die Entwicklung des Crel-
leschen Journals unter meinen grossen Lehrern Weierstrass Kronecker und
Helmholtz tétig und begeistert mitarbeiten diirfen. Ueber 24 Jahre habe
ich unsere Zeitschrift geleitet und und 51 Bénde herausgeben kénnen. Das
ist doch eine so enge Beziehung, wie sie wohl nicht oft vorkommt, und ich
mochte gerade heute dankbar bekennen, wie schon und wertvoll mir diese
Arbeit durch die vorbildliche Unterstiitzung von Herrn Dr. de Gruyter und
von Thnen gewesen ist. Es wird mir eine gute Erinnerung bleiben, dass ich so
lange Zeit mit zwei solchen Verlegern habe arbeiten diirfen.

Es ist mir ein Trost, dass die Zukunft unseres Crelleschen Journals in
Ihren Handen und unter der Leitung von Herrn Professor Hasse so gut auf-
gehoben ist, wie dies jetzt iiberhaupt irgend moglich ist.

Bitte sagen Sie doch Herrn Grethlein meinen herzlichen Dank fiir sei-
ne wertvolle und férdernde Mitarbeit an unserem gemeinsamen Werke, und
gedenken Sie auch ferner freundlich

Ihres Thnen aufrichtig ergebenen

gez. Kurt Hensel
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2.61 25.06.1936, Hasse an Hensel

25. Juni 36
Lieber Herr Geheimrat,

der Verlag de Gruyter hat mich gebeten, mich mit Thnen dariiber zu be-
sprechen, in welcher Form die in Aussicht genommene Anderung in der Her-
ausgeberschaft des Crelleschen Journals am zweckméfligsten bekannt gegeben
wird. Der Verlag regt an, dafl Sie selbst auf der ersten Seite des letzten (4.)
Heftes vom laufenden Band 175 Ihren Riicktritt unter Berufung auf Ihr Alter
anzeigen, und dafl dann der Verlag und ich einen Thre Tétigkeit betreffenden
Absatz darunter anfiigen. Ich finde diesen Vorschlag durchaus passend. Wenn
Sie ihm zustimmen, so wére ich Thnen dankbar, wenn Sie mir den von Ihnen
ausgehenden Teil dieser Bekanntgabe bald zuschickten.

Der Verlag hat mir angeboten, dafl ich mit der Herausgabe des Crelleschen
Journals vom 176. Band ab betraut werde und hat mir auch schon einen
Entwurf fiir einen Herausgebervertrag zugeschickt.

Ihr Brief vom 18. Juni an Herrn Cram, der mir in Abschrift zugesandt
wurde, hat mich tief bewegt. Ich weif, wie schwer Thnen dieser Entschluf}
geworden ist, und Sie wissen aus meinem Brief von voriger Woche auch, wie
ich zu all dem stehe.

Meine Vorlesung iiber Zahlentheorie werde ich mit dem dritten Teil die-
ses Semesters abschlielen. Ich bin bei weitem nicht so weit gekommen wie
ich wollte sondern habe nur ungefdhr den ersten Band des geplanten Bu-
ches, ndmlich die allgemeine Begriindung der Theorie vorgetragen. Ich habe
mich eben sehr ausfiihrlich bei den Grundlagen aufgehalten und auch viel
Zeit durch die Ereignisse am Anfang dieses Semesters verloren, sowie durch
die Einfiigung der Theorie der quadratischen Formen. Ich werde nun in den
Ferien wie gesagt daran gehen, diesen ersten Band des Buches in druckfertige
Form zu bringen.

In der Hoffnung, dafl es Thnen und den Thren gut geht, bin ich mit herz-
lichsten Griiflen

stets Thr
H. Hasse
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2.62 28.06.1936, Hensel an Hasse

d. 28. Juni 1936
Lieber Herr Professor.

Ich bin natiirlich mit den Vorschldgen von Ihnen und dem Verlage ein-
verstanden und mochte nur, dass ich die ganze Sache, die mich doch sehr
angreift, weil sie mir nahe geht, moglichst schmerzlos hinter mich bringen
kann.

Ich wiinsche Thnen von Herzen, dass niemals eine Arbeit von Thnen, die
Sie mit solcher Liebe iibernommen und durchgefiihrt haben, wie ich diese, ein
dhnliches Ende nehmen muss; doch kann und wird das ja bei [hnen niemals
vorkommen. Sed haec quidem hactenus. Es wire mir angenehm, wenn Sie mir
vielleicht einen kleinen Entwurf meiner eigenen Addication senden kénnten,
den ich ja dann vielleicht noch nach meinen Wiinschen modificieren kénnte.
Ein Anderer kann so Schmerzliches immer noch besser sagen als man selbst,
und zu Thnen habe ich das beste Vertrauen, wie immer.

In alter Freundschaft Thr
K. Hensel
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2.63 04.07.1936, Hasse an Hensel

4. Juli 36
Lieber Herr Geheimrat,

gern komme ich Threm Wunsch nach, fiir die Abfassung der von Ihnen
erbetenen Anzeige jedenfalls den Grundstock zu liefern. Sie erhalten ihn auf
dem beiliegenden Blatt. Ich bin mir nicht ganz sicher, ob ich dort die richtigen
Worte gefunden habe. Sie kénnen ja den Text noch nach Belieben abédndern
oder ergénzen.

Ich fahre nun am 12. Juli nach Oslo zum KongrefS. Augenblicklich bin
ich noch sehr intensiv mit der Vorbereitung meines Vortrags beschéftigt. Die
Tage werden gewify sehr anregend aber auch sehr anstrengend sein.

Mit herzlichen Griilen von Haus zu Haus

stets Thr
H. Hasse
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2.64 11.07.1936, Hasse an Hensel

11. Juli 1936
Lieber Herr Geheimrat,

Herzlichen Dank fiir Thre freundlichen Zeilen, und Ihre guten Wiinsche
fiir Oslo. Ich hoffe, dass mich das Davenportsche Auto nach dem Kongress
zu einigen der Sehenswiirdigkeiten des Landes hinfiihren wird, wenn ich auch
aus anderen Griinden nicht sehr viel Zeit zur Verfiigung haben werde.

In den letzten Tagen habe ich sehr intensiv an meinem Vortrag gearbeitet.
Ich wollte doch sehr gerne noch ein Stiickchen weiter kommen, als ich in mei-
nen bisherigen Verdffentlichungen gekommen war. Nun hat gerade vor kurz-
em Herr Deuring den entscheidenden Gedanken gehabt, der zur Bewéltigung
des Falles beliebigen Geschlechts fiihrt. Dieser Gedanke besteht in der Al-
gebraisierung der Hurwitzschen Theorie der Korrespondenzen algebraischer
Riemannscher Flachen. Es sieht in der Tat so aus, als ob man damit zu ei-
ner vollen Ubertragung meines Beweises der Riemannschen Vermutung auf
Kongruenzfunktionenkorper beliebigen Geschlechts kommt. Leider ist aber
die Zeit zu kurz gewesen, als dass ich die sehr schwierige Einzeldurchfiithrung
noch vor dem Kongress erledigen konnte. Immerhin ist es doch schon méoglich,
den Weg zum Ziele in rohen Umrissen zu sehen.

Dass Guldberg inzwischen gestorben ist, war Thnen wohl entgangen. Denn
Sie tragen mir noch Griisse an ihn auf. Die Griisse an Stormer werde ich gerne
ausrichten.

Nun haben Sie mir gar nicht auf meinen Entwurf geantwortet, den ich
meinem letzten Briefe beigelegt hatte, ich meine den Entwurf fiir [hre Anzeige
der Abgabe Threr Herausgeberschaft. Die Verleger dringen mich wiederholt,
dass dies fertiggestellt wird. Bitte lassen Sie mich doch Ihre Zustimmung
oder gegebenenfalls Thre Abanderungsvorschlage dazu recht bald wissen, am
besten direkt nach

Oslo, Pensjon Frogner, Fr. Stangsgt. 33.

Fiir den Fall, dass Sie das Blatt nicht zur Hand haben, lege ich noch einmal
einen Durchschlag bei. Auch moéchte ich Thnen den Text der kurzen Bekannt-
gabe vorlegen, die ich selbst unter die Ihre setzen wollte. Ob der Verlag von
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sich aus noch etwas dazu setzt, weiss ich nicht, ich finde es eigentlich nicht
notwendig.

Auf Thre schénen Untersuchungen iiber die algebraischen Kongruenzgrup-
pen freue ich mich sehr.

Mit herzlichen Griissen stets Ihr

H. Hasse
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2.65 12.07.1936, Hensel an Hasse

Marburg den 12. Juli 1936
Lieber Herr Professor.

Beiliegend sende ich Thnen nun die Anzeige der Abgabe meiner Herausge-
berschaft. Offen gestanden verstehe ich nicht recht, warum die Verleger Sie
“wiederholt gedrangt” haben, dass diese Anzeige so schnell fertiggestellt wer-
den sollte. Ich habe dem Verlage sofort nach IThrem Briefe meinen Riicktritt
angezeigt, so dass die Herren iiber diesen wichtigsten Punkt vollig beruhigt
sein konnten. So viel ich weiss soll die Anzeige selbst erst im letzten Hefte des
175 Bandes erscheinen, von dem doch jetzt erst das vorletzte Heft gedruckt
wird. Also warum diese grosse Eile?

Und wenn sie es damit schon so eilig hatten, warum schrieben sie mir dann
nicht direkt und behelligten dafiir Sie damit, dem die Uebermittelung dieser
Anfragen an mich doch sicherlich nicht ganz leicht geworden ist?

Ich bitte Sie, dem Verlage nur meine Anzeige zu iibermitteln aber diesen
meinen Brief nicht etwa beizulegen, denn ich mochte mich ihm gegeniiber
nicht noch in weitere Ausfithrungen einlassen.

Ihren Entwurf, der den Inhalt meines ersten Briefes an Sie kurz und gut
zusammenfasst, habe ich mit bestem Danke benutzt, habe ihn aber allerdings
in seiner zweiten Hélfte abgeédndert, denn es war mir ein inneres Bediirfnis
Ihnen noch ganz besonders fiir die schéne Zeit unserer gemeinsamen Arbeit
zu danken; dann aber musste ich den Dank an den Verlag etwas weniger warm
gestalten als ich es sonst wohl getan hétte denn schon einmal vorher und dann
jetzt beim Schlusse meiner Arbeit am Crelleschen Journale erschien mir ihre
Mitwirkung nicht ganz so aufrecht und ethisch wertvoll wie frither und ich
glaube, der Vorgénger Herr Dr de Gruyter wiirde da vielleicht etwas anders
gedacht und gehandelt haben. Mit Thren allerdings sehr kurzen Worten fiir
die Uebernahme der Herausgabe bin ich einverstanden.

Dass Sie fiir Thren Vortrag fiir Oslo noch nicht ganz so weit gekommen
sind, als es Thnen vorschwebte, tut mir auch leid. Indessen sind Sie und Herr
Deuring durch Thren letzten wunderschonen Gedanken so weit gekommen,
dass Sie das grosse Ziel vollstdndig werden herausheben kénnen, und dass ist
doch fiir den Vortrag eine grosse Sache.
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Ueber den Tod von Guldberg, von dem ich wirklich nichts gehort habe,
bin ich sehr traurig. Ich hatte ihn bei mehreren Besuchen in Marburg lieb
gewonnen, und fithlte mich Stérmer und ihm durch den liebenswiirdigen Ge-
danken, mich zum Osloer Doktor zu machen, immer etwas ndher verbunden.

Dass Sie mit Herren Davenport die Schonheiten Norwegens im Auto ken-
nen lernen werden freut mich sehr. Machen Sie es doch ja nicht zu kurz.
Wer weiss wann Sie noch einmal dorthin kommen; und jedenfalls kénnen Sie
Norwegen nicht auf schonere Weise kennen lernen. Ich freue mich herzlich
darauf, in nicht zu ferner Zeit viel von Ihnen iiber Oslo, den Congress und
Norwegen zu horen.

Nun leben Sie sehr wohl, lieber Herr Professor, haben Sie eine schone Zeit
und bleiben Sie etwas gut Threm

Kurt Hensel

Griissen Sie Thren liebenswiirdigen und bedeutenden Chauffeur herzlich
von mir.
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2.66 30.07.1936, Hasse an Hensel

30. 7. 1936
Lieber Herr Geheimrat,

Vielen herzlichen Dank fiir Ihren lieben Brief (%] ?7), der mich in Oslo
erreichte. Der Kongress war ein grosses Erlebnis. Er verlief in jeder Weise
harmonisch. Wir Deutschen hatten alle den Eindruck, dass er insbesondere
ein voller Erfolg fiir uns war. Es ist sehr schade, dass Sie nicht auch dort
waren. Von vielen Seiten wurde nach Thnen gefragt und Ihr Fehlen bedauert.
Ich habe allen denen, die mich nach Thnen fragten, und iiberhaupt allen
Ihren Freunden und Bekannten Griisse von Ihnen ausgerichtet und von IThnen
erzihlt. Oslo ist in der Tat eine sehr schone Stadt. Die Gastfreiheit, mit
der wir dort empfangen wurden, war iiberwéltigend. Die Organisation war
mustergiiltig und jeder hatte das Gefiihl, dass es gar nicht schéner hétte
sein kénnen. Das Koénigshaus nahm sogar von uns Notiz, indem wir alle zu
einem Tee-Empfang ins Schloss gebeten wurden, wo Konig und Konigin sich
unter uns mischten und jedem die Hand driickten. An einem anderen Tage
begleitete uns das Kronprinzenpaar auf einer 8-stiindigen Ausfahrt mit einem
grossen Amerikadampfer in den Oslofjord.

Hinter dem Kongress bin ich noch zwei Tage mit Davenport und den Mor-
dells ins Innere des Landes gefahren, und zwar durch das Numedal und das
Hallingdal. Wenn das auch nicht die allerschonsten Partien sind, so haben wir
doch einen grossartigen Eindruck vom Land bekommen und viel Prachtvolles
an Landschaft gesehen.

Ihren Entwurf habe ich nun an de Gruyter eingeschickt. Natiirlich habe
ich Thren Brief*] an mich nicht beigelegt und auch von dem was Sie mir
schrieben gar nichts durchblicken lassen. Der Verlag war wohl deshalb eilig,
weil er das Heft 4 gerne noch im August herausbringen will und mit der
Schwierigkeit der brieflichen Verbindung in den Ferien rechnete.

Ich habe nun meine eigene Anzeige doch noch etwas ausfiihrlicher gestal-
tet und lege Thnen den zweiten Entwurf bei. Hoffentlich findet dieser Ihren
Beifall. Ich m6chte ganz offen sein und Thnen sagen, dass es mir nicht gut
erscheint, die Namen Kronecker und Fuchs explizit zu nennen. Daher habe
ich iberhaupt von der Nennung von Namen und von dem Worte “Tradition”
abgesehen. Fiir die meisten Mathematiker geniigt wohl der Hinweis auf ‘Thre
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grossen Lehrer’” in der Form wie ich ihn gebracht habe. Hoffentlich verstehen
Sie mich in diesem Punkte richtig. Ich méchte doch auf alle Félle vermeiden,
dass unser Journal irgendeinen Schaden oder Nachteil hat, und da ist es heute
richtig, wenn man jegliche moglichen Angriffspunkte vermeidet. Auch in der
D.M.V. verfolgen wir notgedrungen diese nicht immer von Herzen kommende
Politik, weil wir das Ganze nicht aufs Spiel setzen wollen.

Nun bin ich sehr gespannt, was Sie fiir schone Resultate iiber die Kongru-
enzgruppen gefunden haben. Herr Franz schrieb mir neulich schon ein paar
Worte dariiber.

Bitte lassen Sie mich doch in den néchsten Tagen noch kurz wissen, ob
mein neuer Entwurf Ihre Billigung findet.

Von Davenport, der augenblicklich bei uns ist, herzlichen Dank und Er-
widerung der freundlichen Griisse. Wir verbringen unsere Ferien diesmal zu
Haus, nachdem wir eben eine neue Wohnung eingerichtet haben.

Dass ich Thnen ‘etwas gut’ bleibe ist trivial, sogar noch viel mehr.

Mit herzlichstem Gruss Ihr
H. Hasse
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2.67 31.07.1936, Hensel an Hasse

Marburg den 31. Juli 1936.
Lieber Herr Professor.

Ich danke Thnen herzlich fiir Thren lieben Brief*] und beeile mich Thnen zu
sagen, dass fiir den mitgesandten zweiten Entwurf Threr Ankiindigung sehr
dankbar und voll einverstanden bin; auch ich bin ganz Ihrer Ansicht, dass Sie
alles vermeiden sollten, was unserem lieben Journal Schaden oder Nachteil
bringen kénnte; dariiber wiirde ich mir selbst die grossten Vorwiirfe machen;
es ist so sehr schén und warum ausgefallen.

Dass Oslo auch fiir Sie so schon gewesen ist, hat mich von Herzen ge-
freut; natiirlich ist es mir schwer gewesen nicht dorthin zu kommen, aber ich
glaube, dass es vielleicht doch das beste gewesen ist, zu verzichten. Mehrere
Griisse aus Oslo haben mir auch gezeigt, dass allgemeine Befriedigung iiber
die Stimmung etz geherrscht hat. Dass Deutschland so schon abgeschnitten
hat, freut mein deutsches und mein mathematisches Herz; dass sie dort aber
abgewinkt haben, Engels neuen Lie-Band sich iiberreichen zu lassen, (was
Engel so peinlich beriihrt hat, dass er die véllig vorbereitete Reise nach O.
aufgab) giebt aber doch vielleicht iiber die Stimmung der leitenden Osloer
gegen Deutschland etwas zu denken, denn gegen Sie kann sich das doch nicht
richten, da er doch ihr mathematischer Stolz ist.

Meine Arbeit iiber die algebraischen Kongruenzgruppen habe ich jetzt im
Wesentlichen abgeschlossen. Ich will dort zeigen, wie die endlichen Congru-
enzgruppen aller Einheiten modulo p,p?, p3,... oder, was fast dasselbe ist,
aller Finseinheiten, gegen die unendliche Abelsche Gruppe aller m—adischen
Einheiten wn{ns? - - - n bzw niins ---n3 convergieren, wie die Invarianten
P1, P2, - .- P jener endlichen Gruppen &(p), &(p?),...&(p®). .. sich fiir jeden
Modul p® ganz direkt und einfach aufstellen lassen, und wie sie sich beim
Fortgang vom Modul p® zum Modul p**! dndern, wie gross die Anzahl aller
Basis-Elemente n; ist, welche dieselbe Ordnungszahl p; fiir einen beliebigen
Modul p® besitzen u.s.w. Alles dies ergiebt sich sehr einfach und naturgemséss

aus einer gewissermassen dualen Einteilung der Zahlengeraden
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S0 ‘ S1 S9 Sy - Spt1

PPN Sl/—l Sy “ e 8_3 8_2 8_1
von einer Anfangsstelle sq aus, nach rechts wo s; s -+ s, --- additiv con-
gruent so modulo e, nach links wo s 1 s 5 s_3 --- zu sg multiplikativ con-

gruent sind modulo p, so dass allgemein s, = sg + ve (v = 0) nach rechts,
s, = sop” (v < 0) nach links ist. Und hier ist sy die eindeutig bestimmte zu
s = s, additiv mod e bzw multiplikativ mod p congruente ganze Zahl in dem
Fundamentalintervalle

(T0:ﬁ<80§7“0+€}: ep )
Top p—1) "~

welcher genau e Gitterpunkte enthélt.

Dann ergeben sich fiir die Gruppen
G(p°*), B(p2), B(p* 1), B(p™), &(p™) - -

aller Finseinheiten n = 1 + nw [...] + -+ fiir die Moduln p* betrachtet
die folgenden Resultate: Die Grade dieser Gruppen sind Potenzen p"™ von p,
deren Ordnungszahlen

Ty = {SV} f

sind, wo allgemein {s,} die néchstkleinere ganze Zahl an s, bedeutet, mag
s, nun ganz oder gebrochen sein. Bildet man von der Reihe

. r—3,"—2,7—1,70,71,72, ...
ihre erste und zweite Differenzenreihe
cn AL, A1, A, AL, Ao,

. Q_2 _1 Ao A7 ...

so ergiebt die erste die Dimensionszahlen der Gruppen &(p=2), &(p~5) - - -
d.h. die Anzahl der wirklichen Basiselemente (1, 7o --- 1,,) der Congruenz-
gruppen &(p® ), die zweite die Anzahlen der Basiselemente gleicher Ordnung
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welche in den Congruenzgruppen &(p®) auftreten; und zwar besitzen allge-
mein diese a, Basiselemente 7; in einer dieser Congruenzgruppen &(p*) die
gemeinsame Ordnungszahl p”~¢.

Es werde hierzu bemerkt, dass der rechte Teil dieser 3 Reihen von ry aus
so aussieht:

(7"0 T T 7“3) = T, To +)\, To +2)\, To —|—3>\
( )\1 /\2 )\3) = A= €f A Ao
( aq ag) = 0 0

Andererseits werden natiirlich fiir geniigend grosse negative Indices v alle
r, ={s,}f = {p%} = 0 sodass jene Reihen nach links alle abbrechen.

So ergiebt sich, dass fiir irgendein ganzzahliges s die Ordnung von & (p®)
d.h. die Anzahl aller modulo p® incongruenten Einseinheiten: n = nj'ns? - - - n>
(¢; < p;) d.h. dass

pipa-px =p/ Y =n(p)!

ist und hieraus folgt leicht, dass wie es sein muss, die Anzahl aller modulo
p® incongruenten Zahlen des Korpers K (p) gleich n(p)® ist.

Es war mir nun, um eine vollsténdige Uebersicht iiber alle endlichen
Congruenzgruppen &(p®) zu gewinnen, interessant, die Beziehung zu fin-
den, welche zwischen derjenigen Gruppenreihe &(p®) deren O.Z.(---s; -+ ) =
(+++$_95_15¢0 - ) einer der Zahlen sy des Grundintervalles (rg . .. 7op) modulo
p multiplikativ bzw modulo e additiv congruent sind und der Gruppenreihe
(...s...) besteht, deren O.Z.(- - - s; - - - ) der néchstfolgenden Zahl sj, = so+1
congruent sind.

Dazu braucht man nur jene Beziehung zwischen den beiden ersten Reihen
(«-ri={si}f---)und (-7, = {f!}f---) kennen zu lernen, da ja die beiden
anderen ihre Differenzenreihen sind.

So ergiebt sich leicht das folgende einfache Resultat:

Besitzt so = p*Sp die Ordnungszahl « so geht (---7}---) aus

(++-r;--+) dadurch hervor, dass alle Glieder von r_, an um f

Einheiten vergrossert werden.
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So ergibt sich also fiir die 3 Reihen:

("'T;"') — ( ...... T—(a+1)7r—a+f7r—(o¢—l) _f_f’ ...... )
(X)) = (A ey Aot F A (@), )
(..a;) — (...ai(a+1)_|_f7a7(a+1) _f7a7(a71) ...... )

d.h. man erhilt das interessante Resultat:

Besitzt sy die Ordnungszahl a so vergrossert sich beim Ueber-
gang von sp zu Sop + 1 nur die Dimension A_, von &(p°~*) um
f Einheiten, wihrend alle iibrigen Dimensionszahlen ungeédndert

bleiben.

Bei diesem Uebergang nehmen nur die Anzahlen a_¢,11) und a_, bzw um
f zuund um f ab.

Alle anderen Ergebnisse muss ich leider weglassen; ich habe Sie schon lang
genug mit diesen Dingen ermiidet. Schreiben Sie mir doch bitte ein Wort, ob
Sie diese Resultate interessieren. Sie haben mich doch etwa 4 Monate stark
aber sehr erfreulich beschéftigt. Sie beziehen sich iibrigens nur auf den Fall,
dass der algebraische Korper die p** Einheitswurzeln nicht enthélt. Auf die
Modifikationen im anderen Falle gehe ich vielleicht spéter ein. Es geht auch
gut und ist interessant.

Herzliche Griisse Ihres

K. Hensel

212



2.68 14.08.1936, Hasse an Hensel

14.8.36
Lieber Herr Geheimrat,

heute habe ich begonnen, Thre Arbeit iiber die Kongruenzgruppen durch-
zulesen. Ich finde die Resultate sehr schon und finde auch, dafi die Methode,
mit der sie herauskommen, duflerst elegant und durchsichtig ist. Die gruppen-
theoretische Einleitung finde ich allerdings bei dem heutigen Stand unserer
Kenntnisse ein wenig zu ausfiihrlich. Ich werde das Ganze in den néchsten
Tagen noch einmal griindlich lesen — bisher habe ich viele Einzelheiten nur
iiberflogen — und dann Thnen noch einmal iiber alles schreiben.

Der Verlag de Gruyter hat an mich jetzt geschrieben wegen der Frage
der Tauschzeitschriften von Crelles Journal. Er hat mir eine Liste geschickt,
aus der ich allerdings nicht ganz klug werde, weil meistens nur die Orte und
nicht die Namen der Zeitschriften angegeben sind. Der Verlag mochte gern
wissen, ob es bei den bisherigen Austduschen bleiben soll. Ich wére IThnen
nur sehr dankbar, wenn Sie mir eine genaue Liste derjenigen Zeitschriften
schicken konnten, die Sie im Austausch gegen Crelles Journal bekommen,
und wenn Sie mir auch schreiben wiirden, wie Sie {iber die Beibehaltung
dieser Austédusche denken.

Mit herzlichen Griiflen stets Ihr
H. Hasse
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2.69 20.08.1936, Hensel an Hasse

Marburg a.d. Lahn d. 20. August 1936
Lieber Herr Professor.

Ich mo6chte Thnen gleich aussprechen, wie dankbar und geriihrt ich bin, dass
Sie sich mit meiner Arbeit so sehr viel Miihe gegeben haben und wie gliicklich
ich dariiber bin, dass ich nun auf Grund Ihrer mir so wertvollen Ratschliage
und Anregungen diese Arbeit in eine richtige brauchbare Form bringen kann.

Ich kann Thnen schon jetzt sagen, dass ich alle Ratschliage befolgen wer-
de, sie scheinen mir so richtig und iiberzeugend, dass ich garnichts besseres
tun kann. — Die Einleitung wollte ich ja selbst noch ganz wesentlich kiirzen,
wie ich Thnen schon miindlich sagte, denn ich weiss sehr gut, dass ich bei
meinen Untersuchungen z. Th. wohlbekanntes noch einmal behandelt hatte.
Mir schwebte dabei eine so kurze Ueberlegung vor, wie Sie sie so schon an-
gedeutet haben; ich glaube auch man kann wirklich diesen Eingang auch gut
versténdlich machen.

Auch die Benennungen werde ich natiirlich &ndern, denn mir selbst wa-
ren die mannigfachen Coincidenzen unbehaglich gewesen. Sehr gerne kiirze
ich auch S. 5-S. 10, wenn mir auch gerade diese Ausfithrungen nicht unbe-
trachtliche Miithe gemacht haben, um sie in diese einfache Form zu bringen.

Ich nehme mir nun alles am Sonntag mit nach Marienbad (Hotel Rau-
scher) und werde dort recht schnell die definitive Redaktion machen und Ih-
nen baldigst zusenden. Sie haben mir wirklich einen grossen Dienst erwiesen
und eine grosse Freude bereitet. Nehmen Sie nochmals meinen herzlichsten
Dank dafiir.

Ueber die Frage der Tauschzeitschriften konnten wir vielleicht bald ein-
mal miindlich sprechen. Ich kann mir denken, dass Sie bei Threm jetzigen
Amt in der D.M.V. und bei der unglaublich schénen mathematischen Bi-
bliothek Thres Institutes nicht so grossen Wert auf noch mehr Zeitschriften
augenblicklich legen. Indessen kann sich Beides jeden Moment &ndern und
ich mochte hervorheben, dass mein Anrecht auf die Austauschexemplare, die
mir allerdings in der ganzen Zeit von hdchstem Werte gewesen sind, mit den
Jahrgéingen nach meiner Amtsniederlegung meiner Auffassung nach erlischt;
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allerdings giebt es ja dafiir keinen Précedenzfall, denn alle meine Vorgénger
sind ja erst bei ihrem Tode ausgeschieden. Mein jetziges Ausscheiden als
Lebender darf ich also als eine besondere Ehrung fiir den ldngst wirkenden
Leiter d. Journals ansehen.

Aber meiner Ueberzeugung nach ist die Rechtslage so. Also werden wir
mit [Thnen und mit dem Verlage zu einem guten Ende gelangen kénnen. Wenn
ich vorlaufig noch einige Zeit Einsicht in einige der mich am meisten interes-
sierenden Zeitschriften behalten konnte (besonders Acta, Wiener Monatshef-
te, Annalen und Fortschritte d. Math.; Crelle werde ich doch wohl sowieso
weiter erhalten wie die Mitglieder des beratenden Ausschusses, so wiirde
mich das sehr erfreuen). Nun leben Sie sehr wohl, lieber Freund, haben Sie
nochmals herzlichsten Dank v. ihrem getreuen

K. Hensel
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2.70 27.08.1936, Hasse an Hensel

27.8.36
Lieber Herr Geheimrat,

recht herzlichen Dank fiir Thren freundlichen Brief*] Wegen der Tausch-
zeitschriften wollen wir also dann bei Gelegenheit unseres nichsten Zusam-
mentreffens einmal miindlich sprechen. Ich habe den Verlag gebeten, Ihnen
wie bisher alles bis auf weiteres zuzusenden. Eine heute an mich gelangte
Tauschsendung aus Moskau habe ich gleich an Thre Marburger Adresse wei-
tergeleitet.

Wenn es nicht so schwer wére, mit dem Auto ins Ausland zu reisen, so
wiirde ich Sie bei meiner Fahrt nach Salzbrunn Mitte September in Marien-
bad besuchen, aber so geht das ja leider nicht. Vielleicht komme ich Ende
September einmal nach Marburg.

Herzlichste Griifle und beste Wiinsche fiir eine gute Erholung an Sie und
Frau Geheimrat, stets Ihr

H. Hasse
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2.71 26.11.1936, Hasse an Hensel

26.11.36
Lieber Herr Geheimrat,

endlich bin ich dazu gekommen, Ihr Manuskript noch einmal genau durchzu-
sehen. Ich finde jetzt alles in bester Ordnung, auch die Bezeichnungen, und
ich habe das Manuskript gleich nach Berlin zum Druck eingeschickt.

Die Arbeit an meinem Buch geht sehr langsam vorwérts, besonders jetzt
im Semester. Ich habe etwa 200 Druckseiten geschrieben und bin gerade bei
der genaueren Untersuchung der algebraischen p-adischen Zahlen.

Das Blatt von Remak hat mich sehr interessiert.

Nehmen Sie es mir nicht iibel, wenn ich mich so kurz fasse, weil ich mit
der Zeit immer sehr bedriangt bin. Meine Gedanken sind oft und herzlich bei
Ihnen. Ich bitte auch Frau Geheimrat herzlich zu griiflen.

Stets Ihr
H. Hasse
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2.72 03.12.1936, Hensel an Hasse

Marburg-Lahn d. 3. Dezember 1936
Lieber Herr Professor.

Nehmen Sie meinen herzlichsten Dank dafiir dass Sie meine Arbeit nochmal
durchgelesen haben; ich freue mich sehr dariiber, dass sie nun bald gedruckt
werden soll. — Wire es wohl moglich, dass sie vielleicht noch in diesem
Monat soweit fertig gesetzt werden koénnte, dass ich wenigstens die Sepa-
ratabziige etwa um Weihnachten erhalten konnte? Ich habe in diesem Jahre
einen Grund weswegen mir die Erfiillung dieser Bitte eine Freude wére. Geht
es aber schlecht einzurichten, so lassen Sie es ruhig. So wichtig ist es mir nun
wieder nicht.

Die letzten Wochen habe ich mich sehr mit der m—adischen Auflésung
der p—adischen Gleichungen beschéftigt und bin nun wirklich schon damit
zu Ende gekommen. Als Anwendung habe ich die Primteilergleichungen von
den Graden p® untersucht, welche ich schon im Teubnerbuche behandelt habe
und habe da fiir s = 1 meine fritheren Resultate viel einfacher und jetzt auch
fiir den Grad p? die einfachste eindeutig bestimmte Gleichung gefunden, die
wirklich sehr merkwiirdig und einfach wird.

Herzliche Griisse Thnen und Threr lieben Gattin

Stets Ihr
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2.73 14.12.1936, Hasse an Hensel

14.12.36
Lieber Herr Geheimrat,

Besten Dank fiir Ihre freundlichen Zeilen. Ich habe darauf gleich an den
Verlag geschrieben und Thre Bitte befiirwortet. Ich glaube aber kaum, dass
die Zeit ausreicht, um bis zur Fertigstellung der Sonderdrucke zu kommen.
Jedenfalls habe ich gebeten, dass die erste Korrektur gleich in Bogen gesetzt
wird. Dann haben Sie auf alle Félle bald ein einigermassen prisentables Stiick
in der Hand.

Herzliche Griisse und beste Wiinsche fiir ein frohes Weihnachtsfest!

Stets Ihr getreuer
H. Hasse
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2.74 18.12.1936, Rundbrief

Geheimrat Haussner 18.12.36
Jena
Stoystr. 1

Sehr geehrter Herr Geheimrat /]

aus Anlafl Threr Mitarbeit an dem im Jahre 1931 zusammengestellten
Crelle-Band, der Herrn Geheimrat Hen s el zum 70. Geburtstag gewidmet
war, mochte ich mir die Mitteilung erlauben, dal Hensel am 29.12. ds. Js.
seinen 75. Geburtstag begeht. Fiir den Fall, daff Sie ihm aus diesem Anlaf
Gliickwiinsche senden wollen, gebe ich Thnen nachstehend seine Anschrift:

Marburg (Lahn), Behringweg 7.

Mit deutschem Gruf

ging an:

Prof. Siegel, Frankfurt a.M. Neuhausstr. 22

Prof. Fueter, Ziirich 7, Klosbachstr. 75

Prof. A.Fraenkel, Jerusalem, Rehavia A

Prof. Furtwéngler, Wien XVIII, Messerschmidtgasse 45
Prof. Rella, Wien I, Rathausstr. 3

Prof. Jung, Halle S. Weidenplan 11

Prof. Doetsch, Freiburg i.Br. Giinterstal, Riedbergstr. 8
Prof. Artin, Hamburg-Langenhorn, Heimfelderstr. 9
Prof. Schur, Berlin—Schmargendorf, Ruhlaerstr. 14
Prof. Hecke, Hamburg—Fuhlshiittel, Kleekamp 34

Prof. Haupt, Erlangen, Spardorferstr. 45

Prof. Hausdorff, Bonn, Hindenburgstr. 61

Prof. Speiser, Ziirich, Pelikanstr. 22

Dozent Dr. Ullrich, Gieflen, Kaiserallee 3

Prof. Rosenthal, Heidelberg, Blumenthalstr. 7

THandschriftliche Randnotiz: Haussner an Hensel
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Prof. Nagell, Uppsala, Norrlandsgatan 9
Prof. Mordell, Manchester University, Manchester
Prof. Krull, Erlangen, Ratsbergweg 53
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2.75 28.01.1937, Hasse an Hensel

28.1.37
Lieber Herr Geheimrat,

es war mir eine grofle Freude, Sie am Montag Abend so frisch und ge-
sund wiederzusehen. Ich mochte Thnen noch einmal besonders danken, daf
Sie es moglich gemacht haben, auch meinen Schiiler H.L. Schmid, den ich
menschlich und wissenschaftlich hochschétze, zu sich zu bitten. Er 148t Ih-
nen durch mich noch einmal von Herzen dafiir danken. Er war wie ich ganz
erfiillt von dem netten Abend bei Thnen. Leider ist es ja so, dafl bei solchen
Gelegenheiten wenig aus einer ausfiihrlichen Unterhaltung zu zweien wird.
Ich hoffe aber, daB ich im Laufe des Semesters noch einmal Gelegenheit habe
nach Marburg zu kommen und Sie dann mit etwas mehr Ruhe ausfiihrlich
sprechen zu konnen.

Beiliegende Zusammenstellungen fiir den neuen Crelle-Band werden Sie
interessieren.

Mit herzlichen Griilen auch an Frau Geheimrat und von meiner Frau

stets Thr sehr ergebener

H. Hasse
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2.76 07.03.1937, Hensel an Hasse

Marburg d. 7. Méarz 1937
Lieber Herr Professor.

Vor allen Dingen mochte ich Thnen nochmals sehr herzlich fiir Thren Be-
such danken, der meiner Frau und mir wieder eine ganz grosse Freude war,
der Thnen selbst aber doch eine rechte Strapaze und wohl auch nicht ganz
ungefahrlich gewesen ist. Wir reisen morgen wieder auf etwa 8 Tage nach
Wiesbaden (Hotel Fortuna Paulinenstrasse 11) worauf wir uns sehr freuen;
ich hoffe da auch mit meiner Mathematik noch wesentlich weiter zu kommen.

Herr College Jolles schreibt mir, dass er eine grossere Abhandlung ab-
geschlossen hat, (entschieden eine grosse Leistung bei seinen 79 Jahren). Er
wiirde sie gern an das Crellesche Journal zur Verdffentlichung geben, und bei
dem, was er in seinem Gebiete, der Geometrie ganz Hervorragendes leistet,
scheint es mir fiir diese Zeitschrift sehr erwiinscht zu sein, falls sich die Arbeit
auf gleicher Hohe hélt, wie seine letzten Abhandlungen. Ich schrieb ihm ge-
stern und bat ihn, sein Werk direkt nach Go6ttingen an Sie zu senden, damit
Sie sie priifen bzw. priifen lassen kénnen. Es wére ihm, — versténdlich bei
seinem hohen Alter — sehr wertvoll, die Arbeit nach Annahme bald gedruckt
zu sehen und das wére ja wohl auch ohne Schwierigkeit zu errreichen, da jetzt
nicht so viel vorliegt[!]

Bitte griissen Sie doch Ihre liebe Gattin sehr herzlich von uns Beiden.
Wir haben sie leider, leider so sehr lange nicht gesehen, und haben Sehnsucht
danach, sie wieder ordentlich sehen und sprechen zu diirfen.

Ob wir in diesem Jahre nach Marienbad gehen konnen, ist doch nicht
ganz sicher; es haben sich neue Devisenschwierigkeiten ergeben.

Nun haben Sie doch eine gute Zeit der Erholung vor sich! Dies wiinscht
von Herzen

Thr K. Hensel

Wire es wohl ohne grossere Kosten moglich, dass ich von meiner eigenen
Arbeit, wenn sie erscheint noch einige Separata erhalten konnte. Es sind noch
einige Wiinsche in dieser Richtung an mich gelangt, und mein eigener Vorrat

Lundeutlich
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ist vollig erschopft. Wenn es aber Schwierigkeiten machen sollte, trete ich
auch gern zuriick; es geht dann auch so

224



2.77 18.03.1937, Hasse an Hensel

18.3.37
Lieber Herr Geheimrat,

vielen herzlichen Dank fiir IThren Brief*] Die Sache mit den Sonderdrucken
a8t sich, wie Sie ja vom Verlag selbst gehort haben, gut machen und ich
nehme an, dafl sie inzwischen klargestellt ist. Ein Manuskript von Herrn
Jolles habe ich bisher nicht erhalten. Ich freue mich natiirlich sehr, wenn es
kommt.

Kurz nach meinem Besuch neulich bei Ihnen war ich in Berlin und habe
auch bei de Gruyter vorgesprochen. Ich erfuhr dort, dafl die Befiirchtungen,
die der Verlag im vorigen Jahr vorbrachte, jetzt tatséchlich eingetreten sind,
so daf} es wirklich gut ist, dafl Sie dem zuvorgekommen sind.

Meine Frau 148t Thre lieben Griile aufs herzlichste erwidern.

Mit den besten Wiinschen fiir die Ferien und Griiflen, auch an Frau Ge-
heimrat,

stets Thr
H. Hasse
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2.78 03.05.1937, Hensel an Hasse

Marburg den 3. Mai 1937
Lieber Herr Professor.

Durch Thre Zusendung des prachtvollen Heft 3 von Crelle und der Fiille
interessantester Arbeiten von Thnen und Herrn Witt haben Sie beide mir
eine wirklich sehr grosse Freude bereitet und ich muss Ihnen Beiden meinen
warmsten herzlichsten Dank aussprechen. Es ist sehr viel, dass bei uns jetzt
eine Arbeitsgemeinschaft abgehalten worden ist, aus welcher Arbeiten von
einem solchen Kaliber, wie diese 7 kleinen Werke hervorgingen. So etwas
haben wir frither noch nicht gehabt, und es muss fiir Sie und fiir Herrn Witt
ein stolzes Gefiihl sein, solche Arbeiten und ein solches Zusammenwirken zum
ersten Male inspiziert zu haben.

Dass mir der Gegenstand und die Ziele dieser Arbeiten so gut liegen,
dass ich sie ganz gut verstehen und sehr geniessen kann, ist mir eine ganz
besondere Freude, und dasselbe gilt auch von den sehr schonen fritheren
Arbeiten von Herrn Witt, durch deren Zusendung er mich so sehr erfreut
hat. Danken Sie ihm doch sehr herzlich in meinem Namen.

In den néchsten Tagen reisen wir nun wieder auf 4 Wochen nach unserem
lieben Marienbad, wofiir wir zu meiner Freude dieses Mal reichliche Devisen
bekommen haben. (Wir wohnen wieder Hotel Rauscher). Dieses Mal geht
unsere liebe Freundin Frau Prof. Giinther mit mir, was unserem Aufenthalt
sehr zu gute kommen wird. Ich nehme meine Arbeit iiber die Gleichungen
fiir die m—adischen Primzahlen in beliebigen Algebraischen Kérpern mit, die
sich jetzt endlich ihrem Ende ndhert und die mir sehr viele interessante Auf-
schliisse iiber diesen Teil der Arithmetik und Algebra giebt, denn sie geht
wirklich ganz tief in die Eingeweide der Gleichungen und der algebraischen
Korper hinein.

Entschuldigen Sie, dass ich noch einmal auf Ihr so liebenswiirdiges An-
gebot eingehe, mir die Austauschexemplare fiir Crelle in vollem Umfang zu
lassen. Ich habe mir diese Frage genauer iiberlegt, und mochte doch lieber
auf diese Freude verzichten und Sie bitten, von dem letzten mir zustehen-
den Bande jedes Journales ab, sich die nédchsten Béande zusenden zu lassen.
Vorlaufig konnte noch alles beim Alten bleiben, bis ich zuriickkomme. Dann
ordne ich alles iibersichtlich und schicke Thnen die Hefte, die mir nicht mehr
zukommen.
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Das Ordnen dieser vielen Hefte ist mir jetzt schon ein wenig miihsam,
das Einbinden in die schénen Béande ein wenig kostbar und das Ordnen der
vielen neuen Bénde setzt soviel Raum und die Anschaffung neuer Regale
voraus, dass es mir besser erscheint, wenn ich jetzt damit abschliesse. Offen
gestanden mochte ich auch lieber nichts haben, worauf ich kein Recht habe,
wie ich es bisher in meinem Leben immer gehalten habe. Vielleicht bitte ich
Sie spéter noch, etwa das Jahrbuch iiber die Fortschritte noch etwas ldnger
behalten zu diirfen, wobei natiirlich die spateren Bande nach meinem Tode
an Sie kdimen, ebenso wie mein ganzer Besitz am Crelleschen Journale, den
ich Thnen ja vererben will.

Nun bleiben Sie mir bitte weiter so gut wie bisher und schreiben Sie
mir einmal nach Marienbad ein Wort, wie es Ihnen und Ihrer lieben Gattin
geht, die wir Beide herzlich griissen. Auch was bei Ihnen und Thren Schiilern
wissenschaftlich vor sich geht, wiisste ich gern, selbst wenn es natiirlich nicht
gleich wieder eine solche ” Girandola”E] giebt, wie sie Crelles Journal Band

176 gezeitigt hat. Herzlichst Thr

K. Hensel

Lundeutlich
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2.79 24.05.1937, Hasse an Hensel

24.5.37
Lieber Herr Geheimrat,

haben Sie sehr herzlichen Dank fiir Thren freundlichen Brief vom 3.Mai[”]
Ich komme erst heute zur Beantwortung, iiber Pfingsten war ich mit meiner
Frau in der Liineburger Heide, und anschlieBend haben wir eine sehr anregen-
de Tagung in Hamburg mit dem Thema ‘Gruppentheorie’ mitgemacht. Der
Glanzpunkt war ein Vortrag des sicher auch IThnen bekannten franzosischen
Mathematikers E. Cartan iiber seine fritheren Untersuchungen zur Theorie
der Lieschen Gruppen.

Herrn Witt habe ich Thre freundlichen Worte iiber unser Sonderheft des
Crelleschen Journals gesagt, und er 148t Thnen bestens dafiir danken. Er hat
iibrigens {iber seine in dieser Richtung liegenden Ergebnisse auch in Hamburg
vorgetragen.

Sehr freut es mich, daf§ Sie in Thren Untersuchungen iiber algebraische
Korper jetzt zum Ende gekommen sind, und ich sehe der zusammenfassenden
Darstellung mit Freude entgegen.

Uber die von Thnen angeschnittenen Fragen wegen der Austauschlite-
ratur konnen wir uns ja dann nach Threr Riickkehr aus Marienbad noch
verstéandigen. Selbstversténdlich sollen Sie gern die Fortschritte der Mathe-
matik auch weiter bekommen. Ich kann natiirlich verstehen, dafl Thnen das
Aufheben, Ordnen und Bindenlassen der vielen andern Sachen auf die Dauer
mithsam wird, und wenn Sie diese Dinge nicht mehr haben wollen, so sollen
sie sich dann bei mir anhdufen. Auch mochte ich Thnen noch einmal ganz
besonders danken fiir Thr Versprechen, dafl ich spéter einmal in den Besitz
der jetzt bei Thnen befindlichen Béndes des Crelleschen Journals kommen
soll.

Augenblicklich beschéftigen wir uns hier in Gottingen mit der algebrai-
schen Geometrie. Wir erwarten in einem Monat den Besuch von Severi aus
Anlafl unseres Universitatsjubilaums. Wir haben ihn zu einem Vortrag auf-
gefordert und bemiihen uns augenblicklich, sein Buch aus der zwar Severi-
schen aber nicht strengen Sprache in die streng arithmetische Sprache des
Hensel-Landsberg zu iibersetzen. Morgen werden wir den Abschnitt iiber
die Auflésung der Singularitéiten vornehmen und uns ihn zunéchst in der
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Hensel-Landsbergschen Sprache klar machen. Die forschende Téatigkeit der
Gottinger Arithmetiker und Algebraiker ist ebenfalls auf die algebraischen
Funktionen gerichtet. Ich bin augenblicklich dabei, die Theorie des Korpers
der Abelschen Funktionen zu algebraisieren mit dem Endziel, meinen vor 3
Jahren fiir elliptische Funktionskérper bewiesenen Satz auf beliebiges Ge-
schlecht zu verallgemeinern. Die Arbeit geht gut vorwérts, nur fehlt leider
doch sehr die Zeit und Ruhe zur fortgesetzten ungestorten Beschéftigung
damit.

Fiir Thren Aufenthalt in Marienbad wiinsche ich IThnen das Andauern
des augenblicklichen Sommerwetters. Bitte empfehlen Sie mich auch Frau
Geheimrat und Frau Prof. Giinther. Wir wollen im Juli nach Ostpreuflen
(Cranz) fahren, was Ihnen ja sicher nicht ganz unbekannt ist. Herzlichst Thr

H. Hasse
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2.80 02.09.1937, Hasse an G.Henzel

2.9.37
Herrn Prof. G.Henzel

Karlsruhe Baden

Lehrstuhl fiir Mathematik und
Mathematische Technik an der
Technischen Hochschule

Lieber Herr Kollege Henzel,

haben Sie recht herzlichen Dank fiir die Zusendung Ihrer Arbeit fiir Crelles
Journal. Ich werde sie gern aufnehmen.

Fiir das Gebiet der Mechanik und angewandten Mathematik komme ich
natiirlich als Berater sehr wenig in Frage. Ich m6chte mich darauf beschran-
ken, Thre Aufmerksamkeit auf Herrn Dr. Rellich zu lenken, der ein ausge-
zeichneter Kenner der Anwendungsgebiete der Mathematik auf die Physik
ist. Er ist zur Zeit Assistent am Mathematischen Institut der Universitét
Marburg.

Heil Hitler!
Ihr sehr ergebener

H. Hasse
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2.81 06.12.1937, Hasse an Hensel

6.12.37
Lieber Herr Geheimrat,

der beiliegende Entwurf fiir das néchste Crelle-Heft soll nicht ohne einen
herzlichen Grufl mitten zwischen aller Arbeit an Sie abgehen. Ich hoffe, es
geht Thnen und den Thren gut. Das Weihnachtsfest werden Sie wohl zu Hause
verbringen und dann wie iiblich nach Berlin fahren.

Stets Thr
H. Hasse
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2.82 11.07.1938, Hensel an Hasse

Mbg d. 11-7-38
Lieber Herr Professor.

Ich sende Thnen hier einen Crelle-Beitrag, der noch an mich gekommen ist
mit den umstehend angebogenen Zeilen von Herrn Dr. Ugo Broggi. Vielleicht
sind Sie so freundlich, ihm gleich eine Bestétigung zu senden; ich kann es nicht
mehr, da ich morgen auf ganz kurze Zeit verreise. Deshalb kann ich Thnen
auch heute nur herzliche Griisse und Wiinsche fiir Thre so schén projectierten
Ferien senden; ich schreibe aber bald ausfiihrlicher. Stets Ihr

K. H.
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2.83 17.06.1939, Hasse an Hensel

17.6.1939
Lieber Herr Geheimrat,

Haben Sie herzlichen Dank fiir Thre freundlichen Zeilen und die Zusendung
der Arbeit von Sprague. Ich habe sie mir eben angesehen und finde sie sehr
schon, besonders da sie die noch offene Frage vollstdndig 16st. Es hat mich
interessiert zu erfahren, dass Sprague Enkel von Schwarz und Urenkel von
Kummer ist. Ich werde nun seinen Werdegang mit umso grosserem Interesse
verfolgen.

Mit herzlichen Griissen von Haus zu Haus

stets Thr
H. Hasse
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Kapitel 3

Korrespondenz Hasse—Gertrud
Hensel
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3.1 24.01.1949, G.Hensel an Hasse

7 Norham Road, Oxford. 24.1.49.
Sehr geehrter Herr Professor/l]

Meine Tochter schrieb mir heut aus Darmst. [hren Wunsch ein Photo
meines Mannes fiir den Nachruf zu haben. Wir haben nun hier 3 leidlich
geeignete gefunden; am besten finde ich das mit der Geige, wenn man davon
nur die linke Hélfte des Bildes nimmt. Das ohne Brille ist IThnen vielleicht
zu alt u. traurig; es ist aus einer unguenstigen Zeit. Es waere mir lieb, die
Photos, so bald Sie sie nicht mehr brauchen wieder zu erhalten; 2 gehtren
meiner dltesten Tochter hier. In der Hoffnung, dass Sie dieser Brief bei guter
Gesundheit antrifft u. mit den besten Wiinschen fiir Sie u. die Ihren fiir 1949
verbleibe ich Thre

Gertrud Hensel.

Sollte Thnen keins der Photos geeignet erscheinen, so rate ich, sich an meine
Tochter Lilli in Marburg zu wenden u. ihr zu schreiben, dass die von hier
nicht genuegten.

'Randnotiz von Hasse: Gedankt 2.2.49
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3.2 11.02.1949, G.Hensel an Hasse

7 Norham Rd., Oxford. 11.2.49.
Sehr geehrter, lieber Herr Professor.

Vielen Dank fiir Thren heutigen 1. Brief! Auch fuer Thre Absicht der Familie
einige Exemplare des Nachrufs zur Verfiigung zu stellen. Er wird besonders
von meinem Enkel Walter Haymann gewuerdigt werden konnen. Ihre Frage
nach dem Todesdatum kann ich nicht ganz exact beantworten. Er starb in
der dem Pfingstsonntag vorhergehenden Nacht; wir wissen nicht wann, da
wir um die Wirkung der Morphiumspritze, die er bekommen hatte, nicht
zu storen, nicht das Zimmer selbst betraten. Wir haben aber, da der Anfall
abends plotzlich eintrat angenommen, dass das Ende gegen Morgen, also am
Sonntag eingetreten ist. Das Datum war also glaube ich der 4te Mai, aber
rechnen Sie es bitte noch 1 mal nach, mein so sehr geschwéchtes Gedéchtnis
ist nicht zuverldssig. Der Vorname meiner Schwiegermutter war Julie.

Zur Verlobung Ihrer Fraulein Tochter meine allerbesten Wuensche; bit-
te uebermitteln Sie sie doch auch Threr Frau Gemahlin u. der gluecklichen
Braut. — Kiirzlich kam auch eine Vermaehlungsanzeige von Ostrowsky, der
mehr Threr Generation angehoert. Hoffentlich werden Sie, Herr Professor doch
bald u. alle Teile in Gesundheit, mit Threr Familie vereinigt. Dass Thr Herr
Schwiegersohn ein der Mathematik nahe stehendes Fach hat freut mich fuer
Sie.

Sollte meine Angabe des Datums nicht genuegen, so muessten Sie noch
bei der M.er Universitaet anfragen, was mir leid taete. Mein Enkel Walter
H. geht wahrscheinlich fuer 1 Jahr nach der Browns Univ. die 1 Stunde per
Bahn von Boston entfernt ist. Mein Mann hatte als wir noch in Berl. waren
ja einen Ruf nach Ithaka in U.S.A. —

Weitere Fragen nach bestem Wissen zu beantworten bereit u. Thnen u.
Ihrer Familie nochmals allerbeste Wiinsche u. viele Gruesse sendend Ihre

Gertrud Hensel

236



3.3 03.03.1949, Hasse an G.Hensel

3.3.49
Sehr verehrte, liebe Frau Geheimrat,

Haben Sie herzlichen Dank fiir Thren freundlichen Brief vom 11.2[%] Ich
habe inzwischen auch von Ihrer Frau Tochter in Darmstadt ein Bild bekom-
men, das mir doch besser geeignet erscheint, als das hier wiederbeigelegte,
obwohl es aus einer spéiteren Lebenszeit stammt.

Als Todesdatum rechne ich nach Thren Angaben den 4. Mai 1941 aus, ha-
be allerdings keinen Kalender, der mir sagt, ob das gerade der Pfingstsonntag
war. Ich wusste weder Tag, noch Monat, noch Jahr genau. Mir geht es immer

mit dem Todesdatum meines Vaters durcheinander, der auch am Pfingstsonn-
tag 1940 starb.

In den allerndchsten Tagen erwarte ich die Korrekturen des Aufsatzes.
Ich habe um Zusendung je eines Exemplares an Sie und nach Darmstadt
gebeten.

Vielen Dank auch fiir Thre freundlichen Wiinsche zu Juttas Verlobung.
Auch meine Frau und Jutta lassen mit freundlichen Griissen danken.

Das grosse Zahlentheoriebuch, an dessen Planung und erstem Entwurf Thr
lieber Mann noch beteiligt war und regsten Anteil nahm, wird nun in Kiirze
erscheinen. Ich werde mir erlauben, fiir Thren mathematischen Enkel Walter
Haymann ein Exemplar zu senden.

Fiir heute beste Griisse und Empfehlungen an Familie Haymann,

Ihr sehr ergebener

H. Hasse
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3.4 09.05.1949, G.Hensel an Hasse

7 Norham Road, Oxford, 9.5.49.
Sehr geehrter, lieber Herr Professor!

Der Nachruf, der mich heute friih erreichte, hat mir eine grosse wenn auch
wehmiitige Freude verursacht; haben Sie auch von mir sehr herzlichen Dank
fiir diese gewiss nicht leichte aber so weit ich urteilen kann dafiir sehr wohl-
gelungene Arbeit. Man fithlt beim Lesen, dass die Personlichkeit mit dem
Auge des juengern Freundes gesehen ist u., wenn ich auch das was davon
nebenbei auf mich entfaellt als viel zu guenstig u. schmeichelhaft beschaemt
ablehnen muss, so ist es doch im ganzen zum Vorteil des Werkes, gibt ihm
einen waermeren, lebendigeren Ton. Nach dem mein Mann so lange infol-
ge der allgemeinen u. politischen Verhaeltnisse zu seinen Lebzeiten noch u.
auch nachher die volle ihm schuldige Anerkennung nicht gefunden hat, sehe
ich dies nun im Lichte von einer Art ausgleichenden Gerechtigkeit. Ich sehe
beim Durchblédttern des wissenschaftlichen Teils allerdings wieder aufs neue
mit tiefem Bedauern, wie viel mir durch meine gaenzliche Unbegabtheit fuer
Mathematik entgangen ist; mein Trost ist nur, dass sie nicht verhindert hat,
dass die Begabung meines Mannes mindestens in einem unsrer Enkel, Walter
Hayman, wieder aufgelebt ist. Ich weiss nicht, ob ich schon schrieb, dass er
demnaechst, im August, mit Frau u. kuerzlich erschienenem Toechterchen,
einer Aufforderung auf 1 Jahr nach U.S.A. (Browns College) zu kommen
folgen wird.

Nun moechte ich Thnen nochmals sehr von Herzen danken u. verbleibe
mit sehr vielen Gruessen fuer die Ihrigen IThre

Gertrud Hensel.
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3.5 16.05.1949, G.Hensel an Hasse

7 Norham Road, Oxford, 16.5.49.
Sehr geehrter lieber Herr Professor!

Es tut mir ausserordentlich leid durch ein Missverstaendnis meinerseits
Aufschub des Druckes u. vielleicht auch etwas Aerger verursacht zu haben.
Ich hatte nicht begriffen, dass der Aufsatz mir als Correcturexemplar ge-
schickt worden war u. habe ihn nur gelesen u. dann bald meinem Enkel
geschickt, der mir gerade heute schreibt, dass er ihn ausserordentlich inter-
essiert u. dass ich mich doch bei Thnen dafuer verwenden moechte, dass er
auch 1 Exemplar bekaeme. Ich habe ihm gleich heute durch meine Tochter
schreiben lassen, er moechte mir den Aufsatz sofort zurueckschicken u. werde
ihn dann gleich noch einmal so weit ich competent bin durchlesen. Was nun
die vom Ehepaar Sch. geaeusserten Zweifel betrifft, so bitte ich Sie sehr, sich
nicht dadurch irre machen zu lassen: Die Angaben stimmen alle; ich habe es
mir alles heute gleich von meiner aeltesten Tochter, bei der ich hier wohne,
bestaetigen lassen. In Bezug auf die Lectuere von K. Mai, wo ich im Augen-
blick ein ganz klein wenig zweifelhaft geworden war, beruhigte sie mich auch,
da auch sie wusste, dass m. Mann sie Schuelern, die ueberarbeitet waren,
empfahl; da ich aber in Oxf. nicht gut ergruenden kann, von wann an Mai’s
Werke erschienen, so koennte man zur groessten Vorsicht viell. schreiben “in
der Art von K. Mai”. Er las auf Kron.’s Rat auch “Backfischbuecher” wie die
von Clementine Helm, aber dies nur nebenbei. Die Marlitt war nicht dabei.
Der im Druck ausgelassene Vorname seiner Mutter, das einzige, was mir als
zu ergaenzen auffiel, sie war geborene von Adelson, ist Julie. Meinen Brief,
den Dank f.d. Zusendung erhielten Sie wohl? Ich schicke das Exemplar dann
baldigst. Indem ich fuer das Misverstaendniss sehr um Entschuldig bitte ver-
bleibe ich mit vielen Gruessen auch an die Thren

Thre Gertrud Hensel.
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3.6 22.06.1949, Hasse an G.Hensel

Berlin—Zehlendortf, den 22.6.49
Sehr verehrte Frau Geheimrat,

Haben Sie sehr herzlichen Dank fiir Thre beiden Briefd”|[*]und die Riicksendung
der durchgesehenen Korrektur. Ich habe alle Ihre Bemerkungen beriicksichtigt,
ausserdem von den Schenckschen Verbesserungen nur die, dass das Bild im
Salon nicht Fanny, sondern Cecile Mendelssohn war. Karl May habe ich ste-
hen lassen; wenn es auch vielleicht gerade auf jene Zeit noch nicht zutrifft,
so doch ganz sicher fiir spéter, wie ich von Ihrem lieben Mann selbst ofter
horte.

Ich habe den Verlag gebeten, Ihnen 10 Sonderdrucke nach Oxford zu
schicken. Sie sind wohl so liebenswiirdig, davon eines IThrem Enkel Haymann
zuzuleiten. Die {ibrigen Sonderdrucke werde ich von mir aus an geeignete
Adressen versenden. Sollte es Thnen lieber sein, von sich aus noch mehr Ex-
emplare zu verschicken, so lassen Sie es mich bitte rechtzeitig wissen. Dann
lasse ich der Sendung des Verlages an Sie entsprechend mehr Exemplare bei-
legen.

Von hier ist nicht viel Gutes zu berichten. Das Leben ist zwar etwas leich-
ter geworden, aber die Schwierigkeiten dusserer Art hier in Berlin dauern
unvermindert an. Trotzdem denken wir daran, bald alle zusammen hier eine
Wohnung zu nehmen. Wie wir allerdings unter den gegenwértigen Verhéltnissen
einen Umzug bewerkstelligen sollen, ist noch ein ungelostes Problem.

Indem ich Thnen nochmals recht herzlich fiir alle Thre wertvolle Hilfe bei
dem Nachruf danke, bin ich mit besten Griissen

Ihr sehr ergebener

H. Hasse
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3.7 01.07.1949, G.Hensel an Hasse

Oxf. 7 Norham Road, 1.7.49
Sehr geehrter, lieber Herr Professor!

Vielen Dank fuer Ihren 1. Brief mit der erfreulichen Nachricht, dass die
Biographie fertigﬂ gedruckt ist. Dass die Lebensbedingungen in Berl. noch
so schwierig sind tut mir allerdings fuer Sie u. die Thrigen sehr leid; ich hoffe
doch, sie bessern sich bald. Ich waere sehr dankbar, wenn ich in Anbetracht
meiner ziemlich grossen Familie 6 Exemplare haben koennte. Falls Sie Prof.
Ostrowsky in Basel keins schicken wuerde ich sogar so unbescheiden sein
um 7 zu bitten, aber nur dann. Ich haette sehr gern, dass Hellinger, dessen
Anschrift ich nicht weiss, eins bekaeme, ebenso Fueter, falls er lebt. Eben
faellt mir noch Prof. Vahlin in Columbia—Missouri ein, der s. Zeit in seinem
Sabbatjahr meinen Mann in Marb. hoerte, koennte ich f. den noch eins haben,
also 8 Stueck? Ich haette gern 4 Stueck hierher geschickt, da ich leider noch
immer nicht weiss wann ich Papiere u. Pass zur Heimreise bekomme; den
Rest nach Marburg mit dem Vermerk “nicht nachsenden” fur meine Familie
Walter Haymann schicke ich dann eins von hier. Wenn extra Kosten entstehen
sollten bitte ich es mir eventuell mitzuteilen.

Indem ich Thn sehr von Herzen danke u. Sie bitte mich Threr Gattin sehr
zu empfehlen u. mit den besten Wuenschen auch fuer Thr junges Paar stets
Thre

Gertrud Hensel.

Lundeutlich
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3.8 16.01.1950, Hasse an G.Hensel

Berlin—Zehlendorf, den 16.1.1950
Sehr verehrte Frau Geheimrat,

Der Verlag Walter de Gruyter u.Co. hat mir mitgeteilt, dass es nun end-
lich soweit ist, dass der Crelleband mit dem Nachruf erscheinen kann. Ge-
genwértig werden nur noch die Umschldge gedruckt, sowie die Bogen einge-
heftet. Der Verlag rechnet mit dem Herauskommen Anfang Februar.

Da ich nicht weiss, ob Sie noch in Oxford sind, moéchte ich mich vor Zu-
sendung der in Aussicht gestellten Sonderdrucke dariiber vergewissern. Sie
baten mich damals, von den 10 fiir Sie und Thre Familie bestimmten Son-
derdrucken einige nach Oxford, die anderen nach Marburg (mit dem Ver-
merk "nicht nachsenden”) zu schicken. Ich wére Thnen dankbar, wenn Sie
mir mitteilten, ob es dabei bleiben soll, und wieviel nach Oxford, wieviel
nach Marburg gehen sollen.

Von mir aus werde ich von den durch Sie gewiinschten Namen W. Hay-
mann, Prof. Ostrowski, Prof. Hellinger, Prof. Fueter, Prof. Vahlin Abdrucke
zusenden.

Von uns ist nicht viel Neues zu berichten. Wir leben noch immer getrennt,
da wir nicht sicher sind, ob wir den endgiiltigen Sprung nach Berlin machen
sollen. Wir erhoffen von diesem Jahr eine Entscheidung. Weihnachten war ich
mit Jutta, die ja hier in Berlin beim Zentralblatt fiir Mathematik arbeitet,
bei meiner Frau und dem kleinen Riidiger in Gottingen. Seit ldngerer Zeit
war so die Familie einmal wieder vollzihlig beisammen.

Indem ich Thnen und den Ihren noch nachtréglich alles Gute zum Neuen
Jahre wiinsche bin ich mit freundlichen Griissen

Ihr sehr ergebener

H. Hasse
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3.9 23.01.1950, G.Hensel an Hasse

Marburg-Lahn, d. 23.1.50
Behringweg 7.

Sehr geehrter Herr Professor!

Vielen Dank fuer Thren heute auf Umwegen hier eingetroffenen Brief"]
Ich bin seit Anfang Aug. wieder hier. Herzl. Dank auch fuer die Fertigstel-
lung der Sonderabdrucke u. die Absendung an die genannten Adressaten. Ich
waere dankbar, wenn Sie noch 2 Exemplare an m. Tochter Ruth H., Norham
Rd 7, Oxford schicken wuerden; ich werde sie bitten 1 Exemplar Miss Cart-
wright in Cambridge durch ihren Walter, der ihr sehr viel verdankt u. sie als
Forscherin sehr hoch stellt, aber jetzt an Browns Univ., Providence in U.S.A.
Gastvorlesungen haelt, zukommen zu lassen. Nach Marb. an mich schicken
Sie bitte wenn Sie so viel dafuer eruebrigen koennen 5 Exemplare fuer die
Familie, so dass jeder Stamm eins hat u. ein sechstes fuer mich, aber nur
wenn es gut geht, sonst nicht.

Es freut mich, dass Sie Weihnachten mit allen den Ihren gefeiert haben;
es wuerde mich auch freuen, wenn Sie wieder mehr nach dem Westen zoegen.
Ich bin noch etwas angegriffener als sonst durch eine kuerzl. ueberstandene
Grippe; daher kann ich heut noch nicht viel schreiben; abgesehen von einigen
mehr haeuslichen Miseren geht es mir u. den Meinigen ziemlich gut. Mit
nochmaligem herzlichen Dank u. der Bitte auch Ihre Damen, ev. schriftlich,
sehr zu gruessen bin ich Thre

Gertrud Hensel.

P.S. Es wuerde mich freuen, wenn auch Prof. Krafft 1 Sonderabdruck be-
kommen koennte, da er unser Freund war; noetig ist es nicht.
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3.10 23.02.1950, G.Hensel an Hasse

Marburg-Lahn, d. 23.11.50. Behringweg 7.
Sehr geehrter Herr Professor(|

Haben Sie herzlichsten Dank fuer die Nachrufexemplare, die heut eintra-
fen u. die in der endgueltigen Fassung zu lesen natuerlich mein erstes war. Sie
haben in das Leben meines Mannes sich so liebevoll vertieft u. es so lebendig
geschildert, dass auch spaetere Leser, die ihn nicht mehr gekannt haben, ein
farbiges lebendiges Bild von ihm bekommen werden. Wenn ich etwas aus-
setzen duerfte waere es nur, dass Sie meiner in viel zu ehrenvoller Weise
Erwaehnung tun; die belebende Sonne des Hauses, die alle anzog war ja doch
mein Mann, das galt fuer alle Besucher, nicht nur fuer die mathematischen.
— Sehr wohl getan hat mir die Art wie Sie meines armen Sohnes gedenken;
er ist ja nicht so frueh dahingegangen wie mein Enkel Roland Haymann, aber
doch zu bald um eine nachhaltige Wirkung auf die Wissenschaft auszuueben,
darum erfreuten mich Thre Worte doppelt. — Mein Enkel Walter H. kommt
zu meiner Freude im Fruehsommer aus U.S.A. zurueck. Ich schicke ihm 1
Exemplar.

Nun moechte ich Thnen noch einmal waermstens fuer Thre so muehevolle
aber auch erfolgreiche Arbeit danken und Sie bitten Thre Gattin u. Thre Frau
Tochter sehr zu gruessen. Ich moechte Ihnen auch versichern, dass mein Mann
sich sehr eng mit Ihnen verbunden u. zusammengehoerig fuehlt. Ich verbleibe
in aufrichtiger Dankbarkeit fuer alles was Sie fuer ihn u. dadurch auch fuer
die Seinigen getan haben Thre

Gertrud Hensel.

'Randvermerk von Hasse: Beantw. 4.4.50
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4.1 01.05.1923, Manuskript Normenreste

Uber die Normenreste eines relativ—zyklischen Kérpers
vom Primzahlgrad ¢ nach einem Primteiler [ von /.

Tit.: K.Hensel — H. Hasse,
Normenreste im relativ—zyklischen Zahlkérper.[]

Von Kurt Hensel in Marburg und Helmut Hasse in Kiel.

Die vorliegende auf Grund gemeinsamer Besprechungen entstandene Ar-
beit bildet die Fortsetzung einer kiirzlich in dieser Zeitschrift erschienenen
Abhandlung des einen von uns. Sei wie dort k ein beliebiger algebraischer
Zahlkorper, der die (—te Einheitswurzel ¢ enthilt (¢ beliebige Primzahl),
« eine Zahl aus k, die nur keine /—te Potenz in k ist und K der durch die
reine Gleichung

=«

definierte relativ—zyklische Kérper vom Primzahlgrad ¢ iiber k. Es soll dann
hier die Fragenach dem Normenrestcharakter (N.R., S.2) der Zahlen
von k in Bezug auf K fiir den a.a.O. noch ausgeschlossenen, schwierigsten
und zugleich wichtigsten und interessantesten Fall vollstindig beantwortet
werden, dafl der zugrundegelegte Primteiler ein Teiler [ von ¢ in k ist.
Wihrend die Resultate fiir den in N. R. behandelten Fall eines zu ¢ primen

! Anmerkung auf der Originalseite:
“Korrektur an die Verf. — Adressen fiir die Korrektur:
1.) Geheimrat Professor Dr.
K. Hensel, Marburg/L.
Breiter Weg 7
2.) Dr.Helmut Hasse, Kiel,
Math. Seminar der
Universitat.”
*)K.Hensel, Ueber die Normenreste und Nichtreste in den allgemeinen relativ—
Abelschen Zahlkoérpern, Math. Ann._85 , 1922, S.1-10, im folgenden zitiert mit N.R.
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p im Wesentlichen mit den Satzen der Hilbert—Furtwdinglerschen Theorie
iibereinstimmen und sich von jenen nur durch die u. E. naturgeméfere Be-
handlungsweise unterscheiden, was schon in der viel einfacheren Definition
des Normenrestcharakters (N.R., S.2) deutlich zum Ausdruck kommt, wer-
den die Ergebnisse dieser Arbeit ersichtlich iiber die entsprechenden Resul-
tate Hilberts und Furtwdnglers hinausgehen. Das dortige Hauptresultat, das
in dem Satz enthalten ist[}

Geht | nicht in der Relativdiskriminante von K auf, so sind alle zu |
primen Zahlen von k Normenreste von K nach . Im anderen Falle bilden
die zu U primen Normenreste von K nach | eine Untergruppe vom Index
¢ aller zu | primen Restklassen nach jedem genigend hohen Modul 19, (es
gentigt stets g > ;_—Kl, wenn ¢ genau durch ¢ teilbar), gibt ndmlich nur
eine Abzdhlung der zu [ primen Normenreste. Wir werden hier erstens das
Resultat in vollster Allgemeinheit, d.h. auch fiir zu [ nicht prime Zahlen
erhalten und zweitens die betreffende Untergruppe der Normenreste genau
angeben.

Das erhaltene Ergebnis wird von dem jiingeren von uns in einigen weite-
ren Arbeiten zur Aufstellung einer systematischenTheorie der quadratischen
Formen in einem algebraischen Korper k£, sowie zu bemerkenswerten Ver-
allgemeinerungen der bekannten Furtwdinglerschen Reziprozitéitsgesetze fiir
(—te Potenzreste in k auf nicht priméren Zahlen verwendet werden.

Sei [ ein Primteiler von ¢ in k, e seine Ordnung, f sein Grad, ef = u
und k(l) der zu [ gehorige transzendente Erweiterungskorper von k. Dann
gelten folgende, leicht einzusehende Tatsachen (N.R., S.2 und 3):

1) Siehe etwa D. Hilbert, Uber die Theorie des rel.-quadr. Zahlkérpers, Math. Ann. 51,
1898, S. 1 ff.
und Ph. Furtwiingler, Uber die Reziprozititsgesetze zwischen ¢-ten Potenzresten etc.,
Math. Ann. 58 , (1904), S. 1 fI.; Die Reziprozititsgesetze fiir Potenzreste mit Primzahlex-
ponenten etc., Math. Ann. 67 , (1909), S.1 ff.; 72, (1911), S.346 ff.; 74 , (1913), S. 413
ff.; T.Takagi, Uber eine Theorie des relativ Abelschen Zahlkérpers, Journ.of Coll. of
Science XLI,8 Tokyo

Y Ph. Furtwingler, Math. Ann. 58, S. 47 unten, sowie die weiteren zitierten Arbeiten,
insbesondere Takagi a.a.O., Satz 9, S.28. ..

8 Ubertragung der beiden Arbeiten: H.Hasse, “Uber die Darstellbarkeit von Zahlen
durch quadratische Formen im Kérper der rationalen Zahlen” und “Uber die Aquivalenz
quadratischer Formen im Korper der rationalen Zahlen”, Crelle 152, 1923, S. 129 ff. u. 205
ff.
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Jede (~te Potenz 3 = £X(I) in k(l) ist Normenrest von K nach
[. Ist a = &Y(I) (~te Potenz in k(I), so ist jetzt B won k(I)
Normenrest von K = k({/a) nach [.

Produkt und Quotient aus Normenresten sind wieder Normenre-
ste, Produkt und Quotient aus einem Normenrest und einem Nor-
mennichtrest sind Normennichtreste, d. h. die Normenreste bilden
eine Untergruppe aller Zahlen von k(I) .

Infolge dieser drei Sétze darf man zur Entscheidung iiber den Normenrestcha-
rakter von [ in Bezug auf K = k(\/«) die Zahlen 5 und « von vornherein
durch Multiplikation mit geeigneten f—ten Potenzen aus k(I) in einfachen
Normalformen annehmen, auf die zunéchst eingegangen werden soll.

Nach den Ergebnissen einer fritheren Arbeit des einen von uns[P] lassen
sich alle Zahlen (§ von k(I) durch ein sogenanntes Fundamentalsystem fiir
die multiplikative Darstellung in der Form darstellen:

(4.1)
oo o b,© ganz rational
= AW n%enSe (1) ' .
g e () {El, ...,Cu; Cq ganze (—adische Zahlen}
Die Basiselemente \; w; m1,...,7n,; 17, eines solchen Fundamentalsystems
sind:

(1.) Eine Primzahl X fiir [, d.h. eine genau durch [' teilbare Zahl aus k().
Es Werdew im folgenden die Entwicklung von —¢ nach Potenzen von
A in der Form

—0 = \°wY + hohere Glieder in A

angenommen. e und ¢ sind dann, da k£ nach Voraussetzung die /-
ten Einheitswurzeln enthélt, durch ¢ — 1 teilbar, und k(I) enthalt die

“V/—=0, deren (~te Potenz (‘v —E)E = )\ gesetzt werden moge. \g

ist genau durch [T teilbar.

2.) Eine Primitive (in k(I) stets vorkommende) (¢ —1)-te Einheitswurzel
w.

VK. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen fiir den Beweis
eines beliebigen Primteilers, Crelle 146, 191b, S. 189 ff., im folgenden zitiert mit M. D.
DSiehe hierzu M.D., S.212.
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3.) e Basissysteme von je f FEinseinheiten fiir die Gruppen der Einsein-

heiten der e zu ¢ primen Grade der Reihe 1,2,..., f_—ﬂ :

r=12...ef =p
. _ (s,t) y sl+t . = 172a 7f
777’_771,S,t_1+wi A ! 8:()717--7Z 1_1

t=1,2,....6—1

Dabei bedeuten  w!™", .. ,w](f’t) Systeme von je f mod [ linear un-

abhéngigen Einheiten aus k(1) .

Unter (wy,...,wy) kurz (w;) moge im folgenden durchweg ein solches

System verstanden, ferner die e zu ¢ primen Grade s+t kurz mit p
bezeichnet werden.

4.) Eine “ausgezeichnete” Einseinheit von durch ¢ teilbaren Grade %:
Ne = 1+ UJQ)\O .

Dabei ist unter wq hier wie im folgenden stets eine solche Einheit aus
k(l) verstanden, fiir die der Ausdruck

s[(wo)zw0+w€+~-+wgf_l # 0 mod ¢

st .

Jedes System  A; w; mi,...,m,; e dieser Beschaffenheit ist als Funda-
mentalsystem im Sinne von M. D. geeignet, gestattet also eine Darstellung
(1.) aller Elemente [ aus k([). Diese ist dabei nicht eindeutig, vielmehr
besteht eine, aber auch nur eine Relation (M. D., S.207):

ni . .n/‘f"na“ =1(0); (d,...,d,; d, ganze (~adische Zahlen)

zwischen den Basiselementen, aus der jedesmal unendlich viele Darstellun-
gen folgen. In dieser Relation sind sédmtliche Exponenten d, durch ¢
teilbar. Daher sind jedenfalls die Anfangsglieder (nullten Ndherungswerte)

*) Siehe hierzu K.Hensel, Zur multiplikativen Darstellung der algebraischen Zahlen
fiir den Bereich eines Primteilers, Crelle 151, 1921, S.210-212.
1) Die in M. D. getroffene Normierung des Koeffizienten wgs’t) einer der Einseinheiten

7 (in der dortigen Bezeichnung vom Grade eg) diente nur dazu, diese Relation moglichst
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der ganzen (-adischen Exponenten ¢i,...,¢,; ¢, in (1.) als Zahlen der Rei-
he 0,1,...,¢ — 1 eindeutig bestimmt. Sieht man also, wie es ja unserem
Zwecke entspricht, von allen multiplikativ zu ( hinzutretenden f-ten Po-
tenzen aus k([) ab und beriicksichtigt noch, daB w als Einheitswurzel des
zu ¢ primen Grades ¢/ — 1 stets ¢-te Potenz in k(I) ist, so erkennt man,
dafl jedes (8 aus k(l) eindeutig in der Form

(42) B =Nt grnedt (D (e e =01, ,0—1)

darstellbar ist[*)] Diese Normalform soll fiir die auf ihren Normenrestcharak-
ter zu untersuchenden Zahlen  aus k([) zugrundegelegt werden.

Die Normalform fiir das den Relativkorper k(y/«) definierende Element
« von k ist in einer fritheren Arbeit des einen von uns behandelt Worden.
Dort wurde (ebenfalls auf Grund der Normalform (2.)) gezeigt, dafl abgesehen
von dem schon oben a.S... vollsténdig erledigten Fall, wo « eine /—te Potenz
in k(I) ist, durch Fortlassen unwesentlicher ¢(-~ter Potenzen und eine einfache
Transformation der den Relativkorper bestimmenden Grundgleichung z¢ =
a das Element « stets auf eine der drei folgenden Normalformen gebracht
werden kann, und dafl nun die daneben angegebene Zerlegung des Primteilers

[ im Relativkorper K = k(\/a) gilt:

a.) a =171, = 14+WAo =L
(s((wp) #Z 0 mod ¢)

b) a= 2\ C =gl
(A geeignet gewihlte Primzahl aus k([) ).

c) a=7,=1+u\ C =gl

(u Einheit aus k([), h einer der Grade o,

also 0 < h < & (h,0) = 1).
Bezeichnet K(£) den zu dem Primteiler £ von K gehorigen transzen-

denten Erweiterungskorper, der ein algebraischer Kérper vom Relativgrad ¢

einfach zu machen, sodaf sich aus den unendlich vielen Darstellungen jedes [ eine ganz
bestimmte, normierte auswihlen lief (Beschrinkung eines Exponenten ¢,). Durch eine
einfache Transformation des betr. Basissystems (eg—ten Grades) kann man sich leicht von
dieser Einschrinkung befreien und erkennt so die Richtigkeit der im Text ausgesproche-
nen Behauptungen fiir allgemeine (nicht normierte) Fundamentalsysteme der angegebenen
Gestalt.

*) Daraus folgt noch die wichtige Tatsache, daB jede Einseinheit von héherem als dem
4 ten Grade aus k(I) nur ¢-te Potenz in k(I) ist.

) K.Hensel, die Zerlegung der Primteiler eines beliebigen Zahlkorpers in einem
auflésbaren Oberkorper, Crelle 151, 1921, S. 200-209.
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iiber k(I) ist, so ist (N.R., S.2) eine Zahl § aus k(I) (speziell also aus k)
dann und nur dann Normenrest von K nach [, wenn

g =n(B) @),

d. h. B der Relativnorm einer Zahl B aus K(£) fiir den Bereich von
[ gleich ist. Um die Relativnormen der Zahlen B aus K(£) und damit die
Normenreste in k(I) zu beherrschen, denken wir uns die Zahlen B von K (£)
ebenfalls durch ein Fundamentalsystem in der zu (2.) analogen Form:

(4.3)

B = APHY' .. Hy"HS = (2);  (B;Ch,...,Coui Co = 0,1,...,0 1)

dargestellt, wo die Basiselemente A; Hq,...,Hy,; H, die entsprechende
Bedeutung fiir K(£) haben, wie oben A; ny,..., 1, 0, fur k([).

Dann beweisen wir fiir den hier vorliegenden Fall den folgenden, schon in
N.R. S.4,(+++) aufgestellten, und dort fiir die zu ¢ primen Primteiler p
bewiesenen Satz:

Satz 1 Zu jedem gegebenen o (# £° (1)) lassen sich die beiden Funda-
mentalsysteme

(I.) XNm,....nu;me und (IL.) A; Hy, ... Hg Hy
so wdahlen, dafs

I.) samtliche Elemente mit Ausnahme eines einzigen des Systems (1.)
Normenreste sind.
Dieses ausgezeichnete Element soll das “kritische” heifsen.

II.) Die Relativnorm eines jeden Elementes des Systems (I1.) bei der Dar-
stellung durch das System (I.) in der Form (2.) jenes kritische Element
nicht, (d.h. nur in ¢—ter Potenz) enthilt.

Ist dieser Nachweis gefiihrt, so folgt unter Beriicksichtigung der Tatsache,
daB n(Zf) = &* eine (~te Potenz in k(1) ist, aus den Darstellungen (2.) und
(3.) und ihrer Eindeutigkeit unmittelbar (vergl. N. R. S.4) der Fundamental-
satz:

¥) Wir bezeichnen, abweichend von N.R., im Anschlufl an die nach Hilbert-Furtwingler
iibliche Bezeichnungsweise die Elemente des Relativkorpers K durch grofie griechische
Buchstaben.
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Satz 2.  FEine Zahl  aus k() ist dann und nur dann Normenrest von
K = k(Ya); (a# (1)) nach |, wenn sie bei der Darstellung durch das
gefundene, zu « gehorige Fundamentalsystem (I.) in der Form (2.) das kri-
tische Element nicht enthdlt.

Nach diesem Satz bilden also, (wenn « keine ¢—te Potenz in k(I) ist), die
Normenreste von k(y7«) nach [ stets eine gewisse Untergruppe aller Zahlen
von k(I) vom Index ¢. Uber diesen rein abzihlenden Satz hinaus wird sich
ferner der folgende, die genaue Charakterisierung der Normenreste liefernde
Satz ergeben:

Satz 3. Das kritische Element, das als einziges Basiselement des zu «
gehorigen Fundamentalsystems (I.) Normennichtrest ist, ist in den drei oben
unterschiedenen Fidllen fir o bzw.:

a.) o =T, = 14+WeAo : das Element A,

b) a =2\ . das Element n,,

c) a=1,=1+u\" : eine gewisse der Einseinhei-
ten
M, ..., Ny von der Form

T]h/ = 1+ U/)\hl,

deren Grad h' der Bedin-
gung

el

b bl —
* 1

gentigt.

Durch die Sétze 2 und 3 wird fiir jedes gegebene « eine genaue Ubersicht
iiber die Normenreste und Nichtreste  von k(y/a) und [ vermittelt. Die
hier eingeschlagene Methode erdffnet ferner die Moglichkeit, zu einer in der
Hilbert—Furtwdnglerschen Theorie keinen Platz findenden, d ire k t e n
Definition und expliziten Formel fiir das den Normenrestcharakter von [
in Bezug auf k(\7«) ausdriickende Hilbertsche Normenrestsymbol (5—[“) zu
gelangen, und so eine neue Grundlage fiir die Behandlung des allgemeinsten

252



Reziprozitéitsgesetzes fiir die /~ten Potenzreste in k zu schaffen, worauf der
jiingere von uns in einigen weiteren Arbeiten einzugehen gedenkt.

Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptungen ist in den drei getrennt
zu behandelnden Féllen a.), b.), c.) jedesmal nur die Moglichkeit der Auswahl
der beiden in Satz 1 genannten Fundamentalsysteme (I.), (II.) mit den
Eigenschaften I.) und II.) und dem in Satz 3 genannten, zu dem betreffenden
a gehorigen kritischen Element nachzuweisen. Dabei soll durchweg an den
a.S. ... festgesetzten Bezeichnungen festgehalten werden. Auflerdem sollen
durch Punkte in den Entwicklungen nach Potenzen einer Primzahl A stets
Glieder hoherer Ordnung als die hingeschriebenen angedeutet werden.

a.) a=7,=14+weA; [=2L.

Der Primteiler £ von K(£) hat hier die Relativordnung 1 und den Re-
lativgrad /¢, also insgesamt die Ordnung e und den Grad £f . Eine beliebige
Primzahl A von k(I) bleibt Primzahl fir K(£), und es kann daher als Fun-
damentalsystem (IL.) fur K(£) das System

(ITa.) A= X; Hi oo He, s H

gewihlt werden, wo die H, irgendwelche nach der bekannten Vorschrift als
Basiseinheiten fiir K (£) geeignete Einseinheiten sind.

Zur Konstruktion des Fundamentalsystems (I.) fir k() benotigen wir
eine Einheit W von K(£), deren Relativspur

w=Se(W)y=W+W" 4.4 W £0mod £,

also eine Einheit w aus k() ist. Ein solches W kann stets gefunden werden,
da die Kongruenz Sg¢(W) = 0 mod £ den Grad ¢~/ hat und folglich
nicht alle ¢*/ in kongruenten Einheiten mod £ zu Losungen haben kann.
Bildet man dann die Relativnormen der Einseinheiten

Hiﬂg =1 + wZW)\'Q

aus K(£), so wird
(4.4)
n(Hi,) = n(1+w;WA2) = 14+w; Gy (W)NHw?Ga(W)N2 4 - +wiGo(W)Ne,
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wo G,...,G, die symmetrischen Grundfunktionen von W und seinen re-
lativkonjugierten bezeichnen, also speziell G1(W) die Relativspur Se(W) =
w ist. Aus der Bestimmung von W folgt dann, dafl auf der rechten Seite
von (4.) alle auf das “Hauptglied” w;G1(W)A¢ = w;wA? folgenden Glieder
von hoherer Ordnung sind. Daher erhilt man aus (4.) die folgenden ef = pu
Einseinheiten aus k([):

(45) MNi,o = n(Hiyg) =1 + wiw)\g + - 5

die bei der festgesetzten Bedeutung der w; und p offenbar als Basiselemente
m,-..,n, eines Fundamentalsystems (I.) fiir k(l) geeignet sind.

Das letzte Element 7, des Fundamentalsystems (II.) kann ferner im Falle
eines ungeraden ¢ als

1

2
A~ —l—

(4.6) Ne =7, = a > = 1+wWeA = n(va)

gewihlt werden. Im Falle ¢ = 2 ist n(y/a) = —a = 1 =2 —WoA\y =

1—2—4wy (esist hier \g = (“vV/—£)* = 4) genau vom Grade e, also

sicher nicht als ausgezeichnete Einseinheit 7, vom Grade ;_—gl = 2e geeignet.

Hier ist jedoch
(4.7) Ne = nfl+2wo(1+ va)] = 1+ 4w, — 16w,
ein geeignetes 17, .

Das damit bestimmte Fundamentalsystem

(Ta.) Ay Migs Na

fur k(I) hat mit dem zu Anfang angegebenen System (IIa.) fir K(£)
zusammen die in Satz 1 behaupteten Eigenschaften I.) und II.) mit A\ als
kritischem Element. Denn erstens ist nach Konstruktion des Systems (Ia.) in
(5.) = (7.) jedes seiner Elemente mit Ausnahme von A Relativnorm, zweitens
enthélt die Relativnorm jedes Elementes von (IIa.) A nur in ¢-ter Potenz,
da ja n(A) = n(\) = A und die Relativhormen der Einseinheiten H,
Einseinheiten in k() sind.
Damit sind im Falle a.) unsere Behauptungen bewiesen.

§) diese sind mit positivem Zeichen verstanden.
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b) a= X [=g"

Der Primteiler £ von K(£) hat hier die Relativordnung ¢ und den Re-
lativgrad 1, also insgesamt die Ordnung fe und den Grad f. Eine Primzahl
fir £ ist A = VX. Das System (w;) und w, behalten wegen des un-
verdnderten Grades von £ ihre Bedeutung auch fiir K(£). Daher bilden die
folgenden Elemente aus K(£) ein Fundamentalsystem (II.):

(1.) die Primzahl : A = VX,
2.) die le - f Einseinheiten der le zu ¢ primen Grade
0 der Reihe 1,2,...,;%21 :
(ITb.) Mg = 14wl
3.) die ausgezeichnete Einseinheit :
Ho = 14+ woho = 7a;
(H, ist also schon in k(I) enthalten
L und dort als 7, geeignet).

Die Relativnormen der Basiselemente 2.) lassen sich unter Beriicksichti-
gung von

(4.8) n(Hig) = n(1+wA?) = 1+ win(A?) = 1+w![(-1)"N]°

in folgender Weise zur Konstruktion eines Fundamentalsystems (I.) fiir %([)
verwenden:

(1) die Primzahl : X\ = n(A) = (=1,
2.) die e- f Einseinheiten der e zu ¢ primen Grade o :
Mo = n(Hip) = 1+ wiXe
Es ist noch hinzuzufiigen
3.) die ausgezeichnete Einseinheit :
L Na = 1+ wolo.

Ib.

Das so bestimmte System (Ib.) ist ein Fundamentalsystem fiir k(1) und
hat mit dem System (IIb.) fir K(£) zusammen die in Satz 1 behaupteten
Eigenschaften I.) und II.) mit 7, als kritischem Element. Denn erstens ist
nach Konstruktion jedes Element des Systems (Ib.) mit Ausnahme von 7,
Relativnorm, zweitens enthalten die Relativnormen der Elemente von (IIb.)
7, nur in /—ter Potenz. Letztens ist ohne weiteres klar fiir die Normen von A

) Die w! sind mit den w; gleichzeitig mod [ linear unabhingig.
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und der ersten e- f Einseinheiten H,;; (fir o = 0 < % ), die ja als von 7,
verschiedene Basiselemente in (Ib.) verwendet sind. Ferner ist n(H,) = 1
eine (—te Potenz in k([) und ebenso, wie unmittelbar aus (8.) folgt, die

Normen der iibrigen H;; (fiir o > ;_—El ), da sie Einseinheiten von hoherem

als dem —ten Grade aus k(l) sind.

Damit sind auch fiir den Fall b.) unsere Behauptungen bewiesen.

¢) a=T1,=1+uN; =28 (0<h<g; (b0 =1).

In diesem letzten und schwierigsten Falle hat der Primteiler £ von K(£)
wie unter b.) wieder die Relativordnung ¢ und den Relativgrad 1, also ins-
gesamt die Ordnung fe und den Grad f, sodafl das System (w;) sowie wy
auch hier ihre Bedeutung fiir K(£) behalten.

Eine Einseinheit

(49) Hz’,s,t =1+ wz)\s(l - %)t
aus K(£) hat offenbar genau den Grad ht + ¢s, da die Relativnorm
(4.10) n(l—+va) =1-—a = —u\

die Ordnungszahl h in Bezug auf [, also 1 — {/a selbst die Ordnungszahl
h in Bezug auf £ hat. Um daher Einseinheiten aller le fiir ein Fundamen-
talsystem (IL.) von K(£) in Frage kommenden, zu ¢ primen Grade ¢ der
Reihe 1,2,..., ;_igl in der Form 9 = ht 4+ ¢s zu erhalten, hat man ¢ in
(9.) der Reihe nach gleich 1,2,...,¢ — 1 zu setzen und s fiir jedes dieser
t alle ganzen Zahlen eines bestimmten Intervalls m durchlaufen zu lassen.
Da (h,f) = 1, entstehen so tatsichlich alle Grade g, und man erhilt bei
der angegebenen Bedeutung von ¢ und 3 die folgenden Elemente eines

Fundamentalsystems (II.) fiir K(£):

(1.) eine beliebige Primzahl : A fiir £,
2.) die fle- f Einseinheiten der fe zu ¢ primen Grade
0= ht+ /s :

Ilc.
( ) Hi,s,t = 1 + wz)\s(l — \Z/a)t,
3.) eine ausgezeichnete Einseinheit :
\ H, = 14+ woAo; (wie unter b.)).
I Némlich — [%} <s< ;fl — [%] — 1, dessen Kenntnis aber im folgenden explizit

nicht benétigt wird.
*') | hier eine etwas andere Bedeutung als im vorhergehenden (I...) F diese ist
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Zur Aufstellung des zugehorigen Fundamentalsystems (Ic.) fir £([) sind
vor allem die Relativnormen der Einseinheiten H;,; unter 2.) einer genaueren
Untersuchung zu unterziehen. Es ist

(4.11) n(His:) = n[l+wr*(1—va)]
= 1+ w NG (1 — Va) + wABGy(1 — Va) + - + wIX*Gy(1 — Va)!,
wo G1,...,Gy wieder die symmetrischen Grundfunktionen der Groéfle (1 —

Va)t und ihre relativ-konjugierten bezeichnen, speziell also G die Rela-
tivspur und G, die Relativnorm ist. Um iiber die Grade der durch (11.)
gelieferten Einseinheiten aus k() Aussagen machen zu kénnen, ist zu unter-
suchen, welches der ¢ Glieder mit G4, ..., G, rechts, die kurz als das erste,
zweite,. . ., (~te bezeichnet werden mogen, die niedrigste Ordnungszahl hat.
Ich bezeichne die Ordnungszahlen der Gréflen G, ..., G, in Bezug auf den
Primteiler [ mit ¢q,...,gs, die Ordnungszahlen der entsprechenden Glieder
in (11.) selbst mit ay,...,a,, sodafl

a, = g-+rs; (r=12....0)
ist.

Die Ordnungszahlen a; und a, des ersten und letzten Gliedes und je-
ne Glieder selbst lassen sich in allen Féllen genau angeben. Es ist ndmlich
einerseits

- > ({ v s e

und da Zfz_:lo (™™ fiir jedes zu ¢ prime m gleich Null, sonst gleich ¢ ist,
reduziert sich wegen 1 <t < /¢ —1 die Zm auf ihr erstes Glied:

Gi(1—vVa) =1¢.
Es wird also das erste Glied in (11.):

(4.12)  wNGi(1 — Ya)! = wrl = —wwINT 4. (s.S. ..,
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also a; = e+ s.
Andererseits ist

Gl ~ Va) = n(1 —Ya) = (1—a) = (~ufA",
also das letzte Glied in (11.):

(4.13) w N Go(1 — Va) = wi(—u) N = wh(—u)' A2,
Seine Ordnungszahl a; = ht +/¢s = o stimmt jedesmal mit dem Grade
0 der zugrundegelegten Einseinheit H; ; aus K(£) iiberein.

Eine explizite Angabe der iibrigen Ordnungszahlen as,...,a,_; und der
entsprechenden Glieder aus (11.) ist im allgemeinen nicht moglich. Dagegen
lassen sich fiir unsern Zweck hinreichende untere Grenzen fiir diese Ordnungs-

zahlen angeben, indem solche zunéchst fiir die Ordnungszahlen sq,..., s,
der ersten ¢ —1 Potenzsummen Si,...,S,—1 von (1—/a)" aufgestellt und

dann mittels der Newtonschen Formeln fiir die Potenzsummen auf die Ord-
nungszahlen der symmetrischen Grundfunktionen iibertragen werden.

Sei fiir das folgende 1 < r < ¢ — 1. Um gebrochene Zahlen und “grofite
Ganze” zu vermeiden, erweist es sich als zweckméfig, alle auftretenden Ord-
nungszahlen in Bezug auf den Primteiler £ zu rechnen. Die abzuschétzenden
Ordnungszahlen s,, g,, a, sind dann durch ihre ¢—fachen:

Sy = VUs., g, = lg,, a, = la,
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zu ersetzen. Die r—te Potenzsumme S,(1 — /a)! stellt sich so dar:
-1

Sr(l - \Z/a)t - 51(1 — \e/_>rt = — Cn\e/a)rt =

= (1— rt[1+z(1—<" a)
= (1-a rt[uz(l—ﬁﬂ—cwa)

_ (1-a ”[1+Z<1+ 1—(")
- (1-Va rt[1+2<1+2(rt) [f/ﬂ:) (1 —C))

_ (1 - vy [“i (rt) mz%ll_(l\z/—a)cz)m

Nun ist 1—¢" bekanntlich genau durch (7T ~ SFT teilbar, 1 —/a nach
(10.) genau durch £". Also haben die einzelnen Glieder der > zumindestens

die Ordnungszahl m (i — ) . Die wegen 0 < h < 2 stets positive und

¢ /—1
el

wegen (h,f) = 1 zu £ prime GroSe ;%5 — h, die sich nachher als Grad

der kritischen Einseinheit des zu konstruierenden Fundamentalsystems (Ic.)
herausstellen wird, soll mit A’ bezeichnet werden:

el
—h
(-1 ’
sodal die Ordnungszahlen der Glieder der ) = nacheinander > 1/ 2/,
) ,.mh’, ... sind.
Uber die ersten ¢ — 1 Glieder a8t sich noch Genaueres aussagen. Fiir
1 <m < /¢ —1 ist namlich, dhnlich wie oben

-1
da-¢ym =

Also sind die Ordnungszahlen der ersten (¢—1) Glieder der ) = nicht kleiner
als

’—‘OM
A

h' =

el —mh>el—({L—1)h={—-1)N
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und dasselbe gilt von der Ordnungszahl ef des zu Beginn stehenden /¢, sowie
nach obigem fiir alle weiteren Glieder der ) . Da schlieBllich der Faktor
(1 — /a)™ nach (10.) die Ordnungszahl rth hat, wird

(4.14) S, >rth+el —({—1)h = rth+ (£ —1)K.

Fiir den Ubergang von den S, zu den G, benutzen wir die Newtonschen
Formeln:

Sy — G151+ G2Sr—g — - FG 151 £rG, =0; (1<r</(-1).

Sei schon bewiesen, dafl die Ordnungszahlen g, fiir n = 1,2,...,r—1 die
selbe untere Grenze nth+ (¢ —1)h' haben, wie 5, in (14.). Dann sind die
Ordnungszahlen von G15,_1, G2S,_2, ...,G,_1S7 samtlich nicht kleiner
als

rth+2(0 — 1)h > rth+ (£ — 1)K/,
also auch die Ordnungszahl g, von G,, da r prim zu /¢ ist,
(4.15) g, > rth+ ((—1)K,

und da fir » = 1 wegen S; = G die gemachte Annahme stimmt, gilt (15.)
allgemein fiir 1 <r </ —1. Es wird somit

G =g, +rst>rth+ ({— 1) +rsl= rth+el— ({—1)h+rsl
= el+ [rt—((—1)]h+rsl,

rt — (0 —1)

(4.16) a, > e+ i

h+rs; (r=1,2,...,0—1)

und speziell nach (12.), (13.) genau:

(4.17) a = e+s,
(4.18) ag = ht + {s.
Wir denken uns nun fiir jedes feste ¢ der Reihe 1,2,...,¢ — 1 die ganze

Zahl s variabel, von ihrem kleinsten bis zu ihrem grofiten Werte aufsteigend
und die a, als Funktionen von s graphisch dargestellt. Dann entspricht nach
(11.) jedem a, eine bestimmte gerade Linie, deren Steigung die positive Zahl
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r ist, sodafl die Steigungen von aq,...,a; eine zunehmende Folge bilden.
Die Geraden a; und a, werden durch (17.) und (18.) genau gegeben, die
iibrigen ag, ..., a,—; sind Parallelen zu den durch die rechten Seiten in (16.)
gegebenen Geraden und verlaufen jedenfalls nicht unterhalb der letzteren.
Fiir unseren Zweck geniigen dann die beiden folgenden Hilfssétze iiber die
Lage der ¢ Geraden aq,...,a;:

Hilfssatz 1. Fir t = (¢ — 1 wverlaufen die Geraden as,...,ap_1 ganz
aufSerhalb des durch a; und a, bestimmten, nach unten gedffneten, stumpfen
Winkelraums (inkl. Scheitel), d. h. es ist bei wachsendem s zuerst ap, von
einer gewissen Stelle sy an a; die niedrigste aller Ordnungszahlen a,. .

N\
a

Qr,
aj
Qy I
S0 5
~
Fig. 1.

Beweis: Fiir ¢ = ¢ — 1 schneiden sich a; und a, nach (17.), (18.) fiir

e+s=h(l—1)+1/s,

d. h. fiir .
— — _ — / _
s = 89 = 71 h=h-—e
und haben den gemeinsamen Wert
el
4.1 —h =h.

Da die Steigung ¢ von a, grofler als die Steigung 1 von ay ist, ist tatséchlich
ap fiir s < s¢, ay fiir s > sq das kleinere. Um die Behauptung fiir die iibrigen
a, zu beweisen, deren Steigungen 2,3,...,¢ — 1 zwischen den Steigungen 1
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und ¢ von a; und a, liegen, ist, wie aus Fig. 1. ersichtlich, nur zu zeigen,
daf jedes dieser a, fiir s = sg grofer als A’ ist. Dazu geniigt, dafi schon
die in (16.) gefundene untere Schranke fiir die a, :

ist, d. h., wenn der Wert fiir sy eingesetzt wird, daf3

e+%h+rh’—r6>h’

oder nach (19.)

(r—1) h’—e—i—g_Tlh} = (T—l)[%_%] >0

ist, was fiir » > 1 wegen % > h stets der Fall ist. Damit ist Hilfssatz 1

bewiesen.

Hilfssatz 2. Fir jedes t, (also 1 <t < ¢ — 1), verlaufen die Geraden
ai,...,ap_1 ganz auflerhalb des durch a, und die Parallele zur s—Achse im
Abstande h' = % — h bestimmten, nach unten gedffneten, stumpfen Win-
kelraums (exkl. Scheitel), d. h. wenn sy = s, die Abszisse des Schnittpunk-
tes von a; mit jener Parallelen ist: Fir s < s{ ist a; die niedrigste aller

Ordnungszahlen ay,...,a;, fir s > s sind alle ay,...,ap gréfier als der
“kritische” Grad h'.

N\
a

a,
Qy h
/ S
20 >
Fig. 2.
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Beweis: Der Wert s; ergibt sich nach (18.) aus

el
=ht+ls =1 = —h
a s —1
zultt’
e hi+1
TT T -
Wie bei Hilfssatz 1 geniigt hier der Nachweis, dal ay,...,a,—; fir s = s

nicht kleiner als A" sind. Dazu geniigt wieder, daf schon die in (16.) gefundene
untere Schranke fir die a, :

e+—rt_<j_1) h+rsy>h = ge_@l —h
ist, d. h. wenn der Wert von s{ eingesetzt wird, da8
€+rt (f 1)h—|—r€i1 —rh(tz_l) > ge_él —h
oder r—1 r—1
—1cz e h
ist, was fiir » = 1 stimmt, fiir » > 1 gleichwertig mit der ebenfalls +++

Ungleichung % > h ist.

Nach den beiden hiermit bewiesenen Hilfssétzen ist in der oben a.S....
angegebenen Entwicklung (11.) von n(H;;) das letzte Glied sicher dann
das niedrigste, wenn

ap = ht+10s =0< h/,

also der Grad p von H,,; kleiner als der kritische Grad A’ ist. Daher lautet
in diesem Falle die Entwicklung (11.) unter Beriicksichtigung des Ausdruckes
(13.) fur das letzte Glied:

(4'20) Nist = n(Hi s t) =1+ wf(—u)t)\ht+€5 4o

ISE)

1) sf) ist also nur fiir ¢ = £ —1 eine ganze Zahl, soda fiir 1 <t < £—1 ein eventuelles
Hindurchgehen eines a, durch den Scheitel des genannten Winkelraums fiir die beabsich-
tigte Anwendung auf ganzzahlige s belanglos ist. Fiir ¢ = ¢ — 1 geht nach Hilfssatz 1
tatsdchlich a; durch den Scheitel, aber keins der iibrigen as,...,ap_1 .
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= 1 +wi(—uw)\+---; (o=ht+ls<h).

Es entstehen also, wenn s und ¢ alle nach den fritheren Festsetzungen
in Frage kommenden und der angegebenen Bedingung geniigenden Werte
durchlaufen, auf diese Weise alle fiir unser zu konstruierendes Fundamental-
system fiir k([) notwendigen Basissysteme, deren Grade o < h’' sind, jedes
einmal, und dazu werden die Normen der sémtlichen Basiselemente H; ;, des
Fundamentalsystems (IIc.) fir K(£) verwendet, deren Grade ¢ < h’ sind.

Fiir die Grade o > h’ erhdlt man Basissysteme fiir den Unterkorper,
indem man speziell die Normen der H;,,_; fiir ¢ = ¢ — 1 verwendet. In
deren Entwicklungen (11.) ist nach Hilfssatz 1 fiir s > sy = ;5 — h das
erste Glied das niedrigste, sodal man unter Beriicksichtigung des Ausdruckes

(12.) fiir dieses Glied hat:
(4.21) Nise1 = N(Hige1) = 1= wwf X 45 (5> 50).

LaBt man also s alle der angegebenen Bedingung gentigenden Werte durch-

laufen, fiir die e 4+ s kleiner als % und prim zu ¢ ist, so erhilt man auf

diese Weise alle fiir unser zu konstruierendes Fundamentalsystem fiir £([)
notwendigen Basissysteme, deren Grade ¢ (= ¢+ s) > A’ sind.
In der Form (21.) erhédlt man ferner auch eine als ausgezeichnete Einsein-
el

heit unseres Fundamentalsystems geeignete Einseinheit 7, vom Grade ;%5 .
e

Denn fiir s = ;% (dies ist tatsichlich > sy) liefert (21.) ein Basissystem
fiir den Grad % und also sicher ein 7, = 14 wWeA\g mit (wy) Z 0 mod £.
Sei also etwa

(4.22) Na = n(Hy < p4) =1— wlwg)\f%el + - = 1+ wWoAo.

5T

Fiir den noch iibrigen, kritischen Grad ¢ = h’ erhélt man f—1 Basisele-
mente als Relativnormen der H;,, indem man wieder ¢ = {—1 und s = s
setzt. In der Entwicklung (11.) ist dann nach Hilfssatz 1 das erste und letzte
Glied von gleicher Ordnung h', sodafl unter Beriicksichtigung der Ausdriicke
(12.) und (13.) fiir diese beiden Glieder die Entwicklung (11.) lautet:

(4.23) Miso—1 = N(Hiso-1) = 1+ (wfuz_1 — wiwg))\h/ 4.

Ist dann das System (w;) so gewéhlt, daf fiir eines seiner Elemente, etwa

wy:
wfcug_l —wyw? =0 mod [

) Fiir g setzen wir hier, wo es sich um die Grade der 7,5, des Unterkérpers handelt,
nach unseren fritheren Festsetzungen o.
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wird, was nach einer in M. D. auf S.198/99 angestellten Betrachtung hier
moglich ist, da die Exponenten ¢/ —1 und g von v und w beide durch ¢—1
teilbar sind, so sind, wie a.a.O.S.200/01 ausgefiihrt, die f — 1 iibrigen
Koeffizienten w!u‘~! — w;w? mod [ linear unabhingig, soda$ in der Form
(23.) fiir ¢ = 1,2,..., f—1 dieersten f—1 Einseinheiten eines Basissystems

fiir den Grad A’ enthalten sind. Wir haben dann noch eine letzte Basiseinheit

(424) ’f]h/ = 1 + U,)\h,
fiir diesen Grad hinzuzufiigen, die hier die Rolle der kritischen Einseinheit
iibernimmt; dabei ist u’ als irgendeine von den f — 1 Einheiten w{u‘"! —

w;w? mod I linear unabhéngige Einseinheit zu wéhlen.
Nimmt man Schliellich noch die Norm der Primzahl A:

(4.25) N = n(A)

als Primzahl fiir k([), so bilden die Elemente (20.) — (25.) nach Konstruktion
ein Fundamentalsystem (Ic.) fiir &£(I), dessen samtliche Elemente, bis auf das
kritische 7, in (24.) Relativnormen sind, soda8 also das gewonnene System
(Ic.) die in Satz 1 behauptete Eigenschaft I.) mit 7, als kritischem Element
hat.

Schliellich haben die beiden Systeme (IIc.) (S....) und (Ic.) auch die in
Satz 1 genannte Eigenschaft I1.).

Denn einmal sind die Normen der Basiselemente A in (25.) und aller
H,s: vom Grade ¢ < A’ in (20.) als von 7, verschiedene Basiselemente
des Systems (Ic.) verwendet, ebenso die Normen der H; g, -1 vom Grade
0 =N firi = 1,2,...,f —1 in (23.), wihrend die Norm der f-fachen
Basiseinheit Hy,, -1 dieses Grades nach Wahl der w; bei (23.) sicher von
hoherem Grade als h' ist, also die Basiseinheit 7, vom Grade A’ nur in (-
ter Potenz enthalten kann . Dasselbe gilt ferner von den Normen der noch
iibrigen Basiseinheiten H;;, deren Grad p > b’ ist. Denn nach dem obigen
Hilfssatz 2 ist fiir diese wegen ¢ = a, der Grad der Einseinheit n(H; ;) aus
k(1) sicher groBer als der kritische Grad h’ von 7 . Schlieflich ist die Norm
von H, = 1+ wg\y eine (—te Potenz in k(I).

Damit sind unsere Behauptungen auch fiir den letzten Fall o =7, =
14+aX\" und somit die auf S. ... aufgestellten Hauptsitze 2 und 3 vollsténdig

*") Letzteres ergibt sich unmittelbar aus der in M. D. entwickelten Regel zur Darstellung
eines gegebenen Elementes von k() durch ein gegebenes Fundamentalsystem.
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bewiesen.
(Eingegangen am 1. 5. 1923).
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4.2 21.06.1923, Anweisungen

Bemerkungen fiir den Setzer.

(zweimal unterstrichen ) : fetter Druck
S (einmal I ) : kursiv
———————— (gestrichelt 1 ) : gesperrt
- (blau I ) : unterstrichen
(rot I ) : groBe griechische Buchstaben,

die senkrecht (nicht schrigliegend)
zu drucken sind:

AH, ...
Es bedeutet stets:
[ kleines deutsches “el”
£ grofles deutsches “el”
l kleines lateinisches “el” (nicht zu verwechseln mit e)
In der Verbindung: k() stets kl.lat. “el”
T klein lateinisch “er”

S oder S beidesmal dasselbe grofle lateinische “es”
An einigen Stellen ist durch: || ein anzubringender Absatz bezeichnet.
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4.3 23.06.1923, Manuskript Hilb. Normenrest-
symbol

Zur Theorie des Hilbertschen Normenrestsymbols in

algebraischen Zahlk6rpern.
(Zweiter Teil: Fall eines ungeraden /).

Von Herrn Helmut Hasse in Kiel.

Ich gebe in dieser Arbeitdie Fortsetzung meiner fritheren Untersuchun-
gen iiber die Normenreste in algebraischen Zahlkorpern;die Ergebnisse sind
zum Teil an sich von Interesse, zum anderen Teil sollen sie in einer weiteren
Arbeit zu einer Verschirfung des allgemeinsten Reziprozitéitsgesetzesin al-
gebraischen Kérpern Verwendung finden. In den Bezeichnungen schliefle ich
mich an die genannten Arbeiten an.

1.) In Q.N.R. hatte ich im Falle £ = 2 fiir den Wert des Symbols (%)
eine gewisse Normalform hergeleitet, ndmlich

(4.1) (0‘_[5> _ (1) ),

wo L(z|y) eine symmetrische Bilinearform in den Exponentenreihen x; und
y; aus der multiplikativen Darstellung von « und S fiir den Bereich von [
ist, die bei geeigneter Wahl des Fundamentalsystems \; 0y, ..., 0m; n, fir
die multiplikative Darstellung in k([) die in Q.N.R., Satz ... angegebene,
einfache Gestalt annimmt.

Nachdem in Z.V. die notwendigen Vorbereitungen fiir die Ausdehnung
dieser Untersuchungen auf den Fall eines ungeraden ¢ durch den direk-
ten Beweis des Zerlegungs— und Vertauschungssatzes fiir das Hilbertsche

*) H.Hasse, Zur Theorie des quadratischen Hilbertschen Normenrestsymbols..., Crelle
153, S. ...
H. Hasse, Direkter Beweis des Zerlegungs— u. Vertauschungssatzes..., Crelle 153, S. ...
Siehe auch: K. Hensel u. H. Hasse, Uber die Normenreste..., Ann. ... S. ...
zitiert mat resp. Q. N. R., Z. V., H H.
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Normenrestsymbol getroffen sind, féllt es nunmehr nicht schwer, eine (1.)
entsprechende Normalform auch in diesem allgemeinsten Fall herzuleiten.
Die Beweise und das Resultat werden hier viel einfacher, als fir ¢ = 2,
da fiir ungerades ¢ stets (%) = 1 ist, also das die Untersuchungen in
Q. N. R. erheblich komplizierende Glied, das eventuell in der Hauptdiagonale

der reduzierten Matrix L noch stehen bleibt, hier gar nicht auftreten kann.

2.) Sei also ¢ eine ungerade Primzahl, k ein beliebiger algebraischer
Korper, der die /~ten Einheitswurzeln enthélt, und [ ein Primteiler von /¢
in k. Durch die Festsetzungen von Z. V. ist das Hilbertsche Normenrestsym-
bol (a—[ﬁ) folgenden Bedingungen unterworfen:

Fiir beliebige Zahlen a, 3, ... aus k(I) ist:

(4.2) <M> = 1 oder (¢, je nachdem a Normzahl von k(I;/3) ist
[ oder nicht. ( “Vorldufige” Definition.)
(¢ feste, primitive (—te Einheitswurzel,
1<e<t-1).

(4.3) (%) (O@_{,ﬁ) = (alof’ﬁ) : (Zerlegungssatz fir die erste
Komponente)

(4.4) (%) (B’—[a) =1; (Vertauschungssatz)

(2.) - (4) sind nach den Ergebnissen von Z.V. widerspruchsfrei. Aus (3.)
und (4.) folgt noch:

(4.5) a’—ﬁl a’—& = w : (Zerlegungssatz fir die zwei-
[ [ [ )
e Komponente)

Sel nun

(4.6) A=105 My lm s Ta = Dt

£ 14
) Die in Z.V. noch getroffene Festsetzung (%) = (O‘—[ﬁ) ist eine unmittelbare
)

Folge aus (2.), (3.), (5.), braucht also hier nicht mit aufgezihlt zu werden.
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ein beliebiges Fundamentalsystem fiir die multiplikative Darstellung in k()
, dann folgt aus (3.) und (5.) fiir zwei beliebige Zahlen

m+1 m+1
(4.7) a = Hn af und B = ankﬁo, 0 <uazye <L—1)
k=0
aus k(I):
m+1 Ty
@B i S a L(aly)
48 _ — - — i,k=0 dik Yk — Yy
o ()= I0() = e

wenn (’72 ’7’“) = (% fiir ein festes ( gesetzt wird.
Da nach Z.V. eine den Bedingungen (2.) — (5.) geniigende Bestimmung
der Werte des Symbols (#) moglich ist, so gilt also:

Satz 1. Zu jedem Fundamentalsystem (6.) existiert eine Bilinearform

m—+1

L(zly) = Z aipz;yr mod. L,
i k=0

sodafS der Wert des Symbols (a—[ﬁ) fiir zwei beliebige Zahlen (7.) aus k(1)
durch (8.) gegeben wird.

Die Koeftizientenmatrix L = (a;;) dieser Bilinearform ist nach (4.)
Schiefsymmetrisch mod. ¢. Ferner gilt:

Satz 2. FEs ist die Determinante |L| = |ay| Z 0 mod. ¢

Beweis: Wire |L| = 0 mod. ¢, so gébe es eine mod. ¢ nicht identisch
verschwindende Losung ( ) der Kongruenzen

m+1
Z iplYr = 0 mod. 6,
k=0

sodafl fiir dieses System (y,go)) identisch in den x; gilte:

m+1 m+1
($|?/ Z IL“Z< Z a/zk;y > = 0 mod. /.
=0

) Siehe etwa H.H., S. ...
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Das wiirde aber bedeuten, daf fiir das jenem System (y,(go)) entsprechende (3,

jedes « der Gleichung (a—fo) = 1 geniigte; im Widerspruch zu (2.), da dies
nach den Ergebnissen von H. H. nur fiir 3, = £%(I), d.h. (y,go)) = 0 mod. ¢
eintritt.

Aus dem Nichtverschwinden von |L| mod. ¢ ergibt sich nun sofort die
fundamentale Tatsache:

Satz 3. Zu jedem Fundamentalsystem (6.) existiert bis auf eine willkirliche
multiplikative Konstante ¢ #Z 0 mod. ¢ auch nur eine Bilinearform L mit
der Eigenschaft von Satz 1, d. h. der Wert des Hilbertschen Symbols (#3) ist
durch die Festsetzungen (2.) — (5.) in allen Fdllen bis auf die einmalige Wahl
eines bestimmten ( eindeutig festgelegt.

Beweis: Sei L'(zly) = ) al,x;yx eine zweite Bilinearform mit der Eigen-
schaft von Satz 1. Dann gilt nach (2.):

Aus L(z|ly) =0 mod. ¢ folgt L'(z|y) =0 mod. ¢ und umgekehrt.

Man iiberzeugt sich aber leicht auf elementar—algebraischem Wege, dafl dies
infolge |L| # 0 mod. ¢ die Identitét

L'(z|ly) = ¢ L(z|y) mod. £ ; (c# 0 mod. ¢)
zur Folge hat, w.z.b.w.
3.) Aus den Gleichungen ..... aus Z. V. folgt ohne weiteres, daf3 die Ma-
trix L fiir jedes beliebige Fundamentalsystem (nach steigenden Graden ge-

ordnet) :

A=005 Ma-- Mgy Mo M2fs = 0 Nel---Nefs Na = Nl
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folgenden Typus hat: (r = 1,2,... f):

| A Mr or Ner Na
__‘__ o
A ‘ 0 Aoi Ao Age  Aget1
Mr ‘ Ao Ay A A 0
nar | Ax Agr Az 0

(8a) {

|

|
Ner | AeO Ael
Na ‘ Aet+10 0 . . . . . . 0

Dabei sind entsprechend den e Basissystemen 7y, 79, ..., und den bei-

den “ Eckelementen” A, 7, die Koeffizienten a;, in Teilsystem A;; von ent-
sprechendem Typus zusammengefaﬁt. Wegen der Schiefsymmetrie ist

Ay + AL, =0 mod. £,

wenn Aj, das transponierte System zu Ay; ist.

Wegen |L| # 0 mod. ¢ sind auch die Determinanten der A;.;1-; der
Nebendiagonale, sowie die Eckelemente agcy1 und i1 mod. ¢ von Null
verschieden. Daher 148t sich, ganz entsprechend, wie in Q. N. R. (Substitution
( )) das Fundamentalsystem so transformieren, dafl die zugehorige Matrix
iibergeht in:

0 Em EOQ cee s A 1
AlO AH Alg E
E
—E
Ao —F - .l
-1 0 R

§ Siehe Q.N.R., S. ...
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Dabei bezeichnet E die f-reihige Einheitsmatrix. (Die Anzahl e der in der
Nebendiagonale stehenden +F ist wegen e = eo(f —1) stets gerade; es tritt
also, anders wie in Q. N.R., hier ein “ Zentralglied” in der Matrix L auf).

Durch weitere Transformation des Fundamentalsystems, entsprechend zu
Q.N.R. (), 148t sich dann die Matrix ohne weiteres auf die Normalform
bringen:

0 0 o1
0 0 E 0
(4.9 "
' —E
0 —-F Lo
—1 0 J U |

Die genannten beiden Transformationen sind genau dieselben, wie in Q. N. R.,
mit dem einen, ganz unwesentlichen Unterschied, dafl hier die zu transfor-
mierende Matrix schiefsymmetrisch ist , und mit der schon erwéhnten be-
deutenden Vereinfachung durch das identische Verschwinden der Hauptdia-
gonalglieder a;; .

Es ergibt sich somit der Satz:

Satz 4: FEs ldfit sich ein Fundamentalsystem m

1 = 1,2,...,e
A= 005 Niks Na = Nt ; E = 1,2,...,f

Y Y

fiir die multiplikative Darstellung in k(l) so wdhlen, daff fir zwei beliebige,
durch dieses System dargestellte Zahlen

a = np [ [ mmniiats 8 = ne 1] mitnmss 66 (0 <@,y <€—1)
i,k ik

9 Fiir ¢ = 2 fallen die Begriffe schiefsymmetrisch und symmetrisch mod. 2 zusammen.
Natiirlich hdatte man in Q.N.R. auch immer von schiefsymmetr. Matrizen reden kénnen.
Die Schiefsymmetrie ist natiirlich invariant gegen die in Frage kommenden +-++gredienten
Transformationen P'LP.

D und zwar ein solches genau von der Beschaffenheit wie stets in H.H., Z. V.
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aus k() das Hilbertsche Normenrestsymbol durch die Gleichung gegeben wird

(%) = (L) (mit einem festen ()

Dabei bedeutet L(z|y) die schiefsymmetrische Bilinearform mit der Koeffi-
zientenmatriz (9.), es ist also

‘

f

2
L(zly) = ZoYm+1 — Tms1Yo + Z Z (i kYer1-iJ — Tet1-ikYik) -
i=1 k=1

Dies Resultat stellt die gewiinschte Verallgemeinerung des Ergebnisses
von Q. N. R. auf den Fall eines ungeraden ¢ dar.

4.) Nachdem nach Satz 3 der Wert des Hilbertschen Normenrestsym-
bols fir alle Zahlen «, aus k([) bis auf die einmalige Auswahl von (¢
eindeutig festgelegt ist, entsteht natiirlich die Frage, ob und wie diese letzte
Unstimmigkeit noch zu beseitigen ist. Naturgeméaf 148t sich in dieser Rich-
tung durch alleinige Betrachtung eines einzigen Primteilers [ nicht erreichen,
da in k(I) eine sinngeméfle Heraushebung eines bestimmten ¢ unméglich
ist. Auch wenn man alle Primteiler des Korpers k gleichzeitig betrachtet,
wird natiirlich eine eindeutige Auswahl von (¢ nicht moglich sein, da ja
die Definition des Symbols lediglich auf Teilbarkeitsbeziechungen, nicht auf
Groflenbeziehungen gegriindet, und folglich auch fiir die Gesamtheit aller
Symbole jedes ( gleichberechtigt ist. Es kann sich vielmehr nur um Festset-
zung von Relationen handeln, die zwischen den Symbolwerten fiir die einzel-
nen Primteiler bestehen sollen, wenn ein beliebiges, aber fiir alle Primteiler
festes ( zugrundegelegt wird. Fiir die zu ¢ primen p ist dies in folgender
Weise leicht zu erreichen:

Sei 7 eine Primzahl fiir p und w eine in k(p) enthaltene, primitive £"—te
Einheitswurzel mit groftmoglichem n (> 1) . Dann bestehen die eindeutigen
Darstellungen fiir irgendzwei Zahlen «a, 3 aus k:

_ bt

o = mway (p)
g = m“ﬁg(p)} O<abedst—1)
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Es kann dann

P cd‘
&P\ _ a b
(5) -

gesetzt werden. Man bestimmt nun einfach die zugrundegelegte ("—te Ein-
heitswurzel w so, daf§ w’ gerade das festgewihlte ( ist, oder auch, was
auf dasselbe herauskommt, setzt bei irgendwie gewdhltem w das Symbol

(%_ﬁ) _¢

p

wenn w’ " gleich der Potenz (" des festgewihlten ¢ ist. Hierdurch ist
also vermoge der festen Wahl von ¢ und der Beziehungen von «,  zu die-
sem ( fiir jedes p eine gewisse Verbindung zwischen den Symbolwerten fiir
die einzelnen p geschaffen.

Fiir die Primteiler [; von ¢ = I[{*...[% ist etwas Ahnliches deshalb
nicht moglich, weil in einem Fundamentalsystem fiir die multiplikative Dar-
stellung in k() im allgemeinen kein mit ¢ in einfacher Beziehung stehende
Grofle enthalten ist. Die Normierung der Symbole (O‘[—B) 148t sich jedoch auf
Grund der eben getroffenen Normierung fiir die zu ¢ primen p durchfiihren,
indem man fordert, dafl das iiber alle Primteiler to von £ erstreckte Produkt

(4.10) 1;[ (O‘Tf) =1

sein soll. Wegen der Unabhéngigkeit der Werte der Zahlen aus k fiir die
einzelnen Primteiler [; von ¢ kann diese Forderung, wenn tiberhaupt, sicher
die Normierung fiir jeden einzelnen Primteiler [; liefern. Sie kann némlich,
wie eine leichte Uberlegung zeigt, durch die Forderungen

(4.11) E[(O‘Tﬁ)(o‘[—ﬂ) =1; (i=12...2)

ersetzt werden, wo jedesmal «; alle solchen Zahlen aus k bedeutet, die nach
geniigend hohen Potenzen der von [; verschiedenen Primteiler [; einer /—ten

**) Siehe K. Hensel, Normenreste,... Ann 85, S. 1.
1) Diese Bestimmung ist offensichtlich dieselbe, wie bei Hilbert-Furtwingler....
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Potenz kongruent sind, (sodafl die Symbole fiir die [; in (10.) identisch 1
sind), und auf Grund von (11.) werden dann offenbar die Symbole fiir jedes
einzelne [; in eindeutiger Weise normiert.

Der Nachweis, dafl (11.) und der im vorhergehenden gewonnenen De-
finition der Symbole (a[—ﬁ) vereinbar ist, kommt wegen der Giiltigkeit des
Zerlegungs— und Vertauschungssatzes (s. (3.) — (5.) oben) auch fiir die zu ¢
primen p auf den Nachweis hinaus, dafl (11.) nur mit der “vorldufigen Defini-
tion” (2.) von (O‘[—B) in Einklang steht, d. h. da8 fiir alle «; der angegebenen
Beschaffenheit gilt:

(3

(4.12) Wenn H <M> = 1, ist auch (a“ ) = 1 und umgekehrt.
p P [

Der Nachweis dieser Tatsache (12.) bildet den Hauptpunkt beim Beweise der
unter dem Namen: “Hilbertsches allgemeines Reziprozititsgesetz” bekannten
Formel (10.)Er ist allgemein zuerst von Furtwéngler, neuerdings auf einfa-
cherem, aber im Prinzip iibereinstimmendem Wege von Takagigefiihrt und
beruht auf dem Beweis spezieller, einfachster Teile des allgemeinen Rezipro-
zitdtsgesetzes und seiner beiden Ergénzungsséitze in k. Beide Beweise be-
nutzen in wesentlichen Punkten transzendente Hilfsmittel und scheinen mir

einer rein arithmetischen Behandlung auf Grund der hier eingeschlagenen
Henselschen Methoden nicht fahig zu Sein

5.) (Hinter 3.) einzuschalten)
Aus der Form (8a.) der Matrix L fiir ein beliebiges Fundamentalsystem folgt
sofort, dal zu irgendzwei eine Linearform Lg(x|y) mit der f reihigen Ma-
trix A;e+1-; nicht (mod. ¢) verschwindender Determinante gehort, sodaf fiir
irgendzwei Einseinheiten «, (3, die mindestens den Grad h bzw. h’ haben,
also eine Darstellung

_ T1 Lf—

« = gm0 } (0 <y <1

Bo= e Mg () 77,7 von mindestens
(h+1)-ten, (B 4+ 1)-
tem Grade)

) Vgl. das in der Einleitung meiner Arbeit: “Darstellbarkeit von Zahlen durch quadra-
tische Formen in algebraischen Zahlkorpern” a.S.... Gesagte
(Crelle 153, Bd 1/2.).

276



besitzen,

(04_[5) _ (ol

gilt. Wegen des Nichtverschwindens der Determinante |A; .1-;| = |Lo| kann
dann genau, wie bei Satz 3, die eindeutige Bestimmtheit von Ly bis auf einen
konstanten Faktor ¢ # 0 mod ¢ geschlossen werden.

Basissysteme  7;1,...,m;f und  Nefi—i1, ..., Net1—i,f vonzu £ primen
“komplementiren Graden” h und h' = f_—gl —h.
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4.4 30.06.1923, Manuskript Reziproz.Gesetz

Das allgemeine Reziprozititsgesetz und seine
Erginzungssitze in beliebigen algebraischen
Zahlkorpern fiir gewisse nicht—primére Zahlen.

Von Herrn Helmut Hasse in Kiel.

Das allgemeinste Reziprozitétsgesetz fiir Potenzreste mitPrimzahlexponen-
ten ¢ in einem beliebigen Oberkorper k des Kreiskorpers k¢ der (-ten
Einheitswurzel ¢ 148t sich unter Verwendung des Hilbertschen Normenrest-
symbolsin der einfachen Formel

(4.1) 11 (O‘Tf) =1

to

zum Ausdruck bringen, die zuerst von Hilbertaufgestellt und von Furtwéng-
ler allgemein bewiesen wurde. Dabei bedeuten «a, 3 zwei beliebige (ganze
oder gebrochene) Zahlen # 0 aus k& und w durchlduft alle Primteiler p von
k sowie die den reellen zu k konjugierten k) zugeordneten “Primstellen”
pé@ Da man die nur fiir ¢ = 2 von 1 verschiedenen “Vorzeichensymbole”
durch ihre Exponentialdarstellung:

Oé’ﬁ _ (_1)sgn.a;i)fl.sgnﬁ;i)fl
P

ohne weiteres beherrscht, soll im folgenden der Einfachheit halber, ohne Be-
schrankung der Allgemeingiiltigkeit der anzustellenden Betrachtungen a im
Falle £ = 2 als total positive Zahl aus k vorausgesetzt werden, sodafl die
Primstellen p% in (1.) fortgelassen werden konnen.

Dann lassen sich fiir beliebiges ¢ mit der Zerlegung in k:

=171 (I; vom Grade f;)

*) Ph. Furtwiingler, Reziprozititsgesetze LIL,III, Ann 67, 72, 74.
) Siehe Hasse, Quadr. Formen in algebr. Kérpern, Crelle 153, S. ...
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die aus (1.) folgenden, unter dem Namen allgemeines Reziprozititsgesetz,
erster und zweiter Ergénzungssatz bekannten Reziprozitédtsbeziehungen in £
in folgender Form schreiben:

—1 z
(4.2) (%) (g) = H (%—la) ; (a,f prim zu ¢ und zueinander),

i=1

@) () =T(5): @wma@=w,
(2b.) (g) 10 (“&A) . (o primzn £, (\) = 11[ ‘).

i=1

Dabei bedeuten die Symbole links verallgemeinerte Legendresche Restsym-
bole fiir /-te Potenzreste, a’ bezeichnet eine beliebige ¢~te Idealpotenz. Die
rechts auftretenden Normenrestsymbole fiir die Teiler [; von ¢ beherrscht
man bisher abgesehen von speziellen Fillen (Eisensteinsche Reziprozitéts-
beziehungen im Kreiskérper k¢) nur insofern, als man Bedingungen fiir «
angeben kann, unter denen sie sicher gleich 1 sind. Diese Bedingungen fafit
man zusammen in den Definitionen der “priméren” und “hyperpriméren”
Zahlen. Bezeichnet [, = (1 — () = (A¢) den Primteiler von [ in kc
so nennt man eine Zahl « aus k primér bezw. hyperprimér, wenn sie zu ¢
prim ist und der Bedingung

fé mod g[o
gé mod 6[0[1 e [z

o
bezw. «

geniigt (und fiir ¢ = 2 total positiv ist). Fiir solche primére, bezw. hyper-
primére « spezialisiert, lauten dann die Gesetze (2.) — (2b.):

-1
(4.3) (g) (é> =1, wenn «, [ prim zu ¢, zueinander und « primdir,

6) \«
€ . ¢
(3a.) —) =1, wenn « primdr, () = a,
Q
A z
(3b.) (—> = 1, wenn « hyperprimdr, (\) = H[f -at,
Q@ ,
=1
D Fiir ¢ = 2 ist im folgenden stets ¢ = —1, also A\g = 2, [y = 2 zu setzen.
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Nun sind von Herrn Hensel und mir in einer Reihe kiirzlich erschienener
Arbeiten Methoden dargelegt, die gestatten, den Wert des Normenrestsym-
bols (a[—ﬁ) in expliziter Form darzustellen. Die Anwendung der Ergebnisse
dieser Arbeiten fiihrt zu folgender Ausdehnung der bisher allein explizit be-
kannten Spezialfille (3.) — (3b.) der Reziprozitétsgesetze (2.) — (2b.) auf

gewisse nicht primére Zahlen:

a\ (0 -t §(la=hE=1 a = 1mod/¥
(4.4) (B)(a> :C< 0 >,Wenn{ﬁ _ 1mod[0}
und (o, 5) = 1,
(4a.) (é) = Cs<a7j1), wenn a = 1 mod ¢,
(4b.) (g) = CS(%&), wenn « = 1 mod /Iy .

Dabei bedeutet S die Spur in k. (4.) ist eine direkte Verallgemeinerung
von (3.), (4a.) ist nicht so allgemein wie (3a.), da nur ¢ = ¢ beriicksichtigt
wird, die entsprechende Verallgemeinerung von (3a.) ist vielmehr als in der
Hauptformel (4.) fiir (o) oder (3) = (¢) = a® mit enthalten anzusehen.
Ebenso ist (4b.) nicht so allgemein wie (3b.), da nur A = ¢ beriicksichtigt
wird, die entsprechende Verallgemeinerung von (3b.) auf beliebiges A ist mir
bisher nicht gelungen.

Die in den Bedingungen bei (4.), (4a.) fir a und § auftretenden For-
derungen: “= 17 lassen sich ersichtlich durch die allgemeineren: “kongruent
einer zu ¢ primen rationalen Zahl” ersetzen, wenn nur in den Exponenten

von ¢ dann o' und ! und in (4a.) links (%)_1 geschrieben wird. In
dieser Form

w0 (@) ), [

(a, 8) = 1

ist (4.) eine unmittelbare Verallgemeinerung des bekannten Eisensteinschen
Reziprozitétsgesetzes in k. ,(¢ ungerade).

a mod ¢
bmodly [’

9. siehe ++4+ in ++4+ Arbeit, S. 1. Z. V. und H. H. haben dieselbe +++ +++ +++
+-++ und die +++ Arbeit zitiert.
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Fiir diesen Korper spezialisiert folgt ndmlich aus (4c.) fiir eine rationale, zu
¢ prime Zahl a und eine beliebige zu ¢ prime Zahl:

B = by +biXg+ -+ bp_o M52

-1 Wl1_q pt—1_4 =11 5 =1t 2o ag 4 —1
(g)(é) = Sl) J oes(t s

af 11 g boililfb“?b =1 ¢—2 =1y 402
— C [ Ao 0 ! Ca Z_ S(—bo bl) — Ca 18_ ~b0 b17

ein schon von Eisenstein gefundenes Resultat, das fiir semipriméres (3,
d.h. b; =0 mod ¢, iibergeht in

1 .
(E) (é) = 1, wenn { a rationale } zu ¢ prime Zahl aus k¢,

3) \a [ semiprimére

d. h. die unter dem Namen Eisensteinsches Reziprozitatsgesetz bekannte For-
mel. Die eigentiimliche Unsymmetrie in diesem Gesetz beziiglich der Bedin-
gungen fiir @ und [ findet sich auch in meiner Verallgemeinerung (4.), wo
a einer Bedingung mod ¢, (# einer solchen nur mod [y geniigen mufl, und
erscheint somit als in der Natur der Sache liegend.

(4a.) ist ersichtlich nichts Neues, da man fiir o =1 mod ¢ leicht

S(a_l)EN(a)_lmod.f

14 4

nachweist [ und andererseits aus den Definition des Symbols (é) sofort

(-
(6%

folgt (k ist fiir ungerades ¢ total imaginir, also N(«) positiv, fir ¢ =
2 sollte a total positiv sein). Ich habe jedoch (4a.) und auch (4b.) in

) Eisenstein, Crelle 39, S. 361 oben. Es muf an jener Stelle wohl o = /,31/(11) heiflen, da
der Exponent a7 von A (unser f3) in der Darstellung A = bo(1 — )2 (1 —n?)ez ...
sichaus A = A({) = bop+bin+-+ zu a; = —Z—; = —|—A/(1) ergibt. (n = 1—)
Damit folgt die Identitdt mit meiner Formel unmittelbar.

1) Siehe unten, S. ...

~—|
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dieser Gestalt besonders hervorgehoben, wegen der unmittelbar ins Auge
springenden Analogie des Formelsystems (4.) — (4b.) mit dem gewo6hnlichen
quadratischen Reziprozitidtsgesetzim rationalen Koérper und seinen beiden
Ergénzungssétzen. In der Tat gehen jene Formeln fiir / = 2 und den ratio-
nalen Grundkérper iiber in:

a é _1_ (_1)%1% a = 1 mod?2
b) \a N ’ wenn b = 1mod2 [’
(a,0) =1,
_1 a—1
(_> = (—1) =, wenn a = 1 mod 2,
a
2 a-1
<_> = (—1) 7, wenn a =1 mod 4,
a

also bis auf den nicht ganz vollstédndigen zweiten Ergénzungssatz in das be-
kannte quadratische Reziprozititsgesetz fiir das Jacobische Symbol.

Beweis fiir (4.) und (4a.).

Sei wie in meinen fritheren Arbeiten [ ein Primteiler von ¢ in k, der
Ordnung e vom Grade f, A eine Primzahl fiir [ aus k() und

w primitive (¢/ — 1)te )

) ye N _
¢ = M\wY + hohere Potenzen von A ; ( Einheitswurzel aus A(l)

Ferner seien mit Sy, N; Spur und Norm im Koérper k(I) und mit sy, ng
Spur und Norm in dem zu k(I) gehorigen Koeffizientenkoérper f-ten Grades
(Kérper der primitiven (¢ — 1)ten Einheitswurzel w iiber dem Kérper der
rationalen (-adischen Zahlen) bezeichnet.

Ich betrachte dann Zahlen «, 3, die fiir den Bereich von Einseinheiten nur
zwei bestimmten, zu ¢ primen und zueinander “komplementéren” Graden h
und b = ;_—ﬂ — h sind:

a=1+u\" (D),
B=1+0vM" (1).

Hk )

Es werde an die Voraussetzung a > 0 fiir ¢ = 2 erinnert.
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Nach den Ausfithrungen von Z.V., S. ... ergibt sich ohne weiteres, dafy das
Symbol (O‘—B) fiir solche «,( dann und nur dann gleich 1 ist, wenn die

[
3[( uz) = 0 mod /¢
wt-1

Kongruenz

besteht. Denn dann und nur dann erfordert (+++4) bei der Darstellung durch
das zu k(l; /B) gehorige, fiir den Normenrestcharakter der Zahlen (+++)
mafgebendeFundamentalsystem dessen “kritische Einseinheit” vom Grade
h = % —n nicht. Dies gilt offensichtlich a fortiori auch in dem Falle,
dal o oder B oder beide von hoherem als dem h-ten, bzw. h'~ten Grade

sind, also v bzw.wv durch [ teilbar sind, da dann (a—[ﬁ) = 1 und s[( ﬁ) =
Z

wl—T
0 mod [ ist.

Sind dann auch

o; = 1+Ul)\h .

Basissysteme von Einseinheiten fiir die Grade h und A’ und

a = oft...afE (0<z; <l—1; £=1mod (M)
B o= . Bn; (0<y<l{—1; n=1mod )

die Darstellungen irgendzweier «, 3 der angegebenen Beschaffenheit durch
diese Basissysteme, also

u
(%

w4+ - - +upry mod I,
viyr + -+ o5y mod [,

so hat der Ausdruck

. ( uw ) _, ((ulxl + o tupzg) vy + o+ vfyf))
[ =5

el el
w1 w1

f !
U;U;
= E TiY; s[(7> = E 73y; bij = Mo(z|y) mod ¢
ij=1 wet ij=1

1) Siehe hierzu Hensel-Hasse, Normenreste...
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die Eigenschaft, fiir alle und nur die Exponentensysteme x;, y; mod. ¢ zu
verschwinden, fiir die die zugehorigen o, 3 der Bedingung

() -

geniigen. Nach einem entsprechenden Schlufl, wie in H.N.R. Satz 3 ist al-

so die Bilinearform M(z|y) bis auf einen konstanten Faktor mit der nach
H.N.R., S. ... existierenden, den beiden komplementiren Graden h, h' zugeordneten
Bilinearform Lg(z|y) identisch, fiir die

O"_ﬁ - (Lo(x\y)
[
gilt, sodafl demnach

(45) (%) - )

mit einem fiir alle genannten «, 3 festen ¢ # 0 mod. ¢ gesetzt werden kann.
Dabei ist ¢ eine ein— fiir allemal fest gewéhlte primitive /—te Einheitswurzel,
die im folgenden stets fiir die Darstellung der Potenzrest— und Normenrest-
charaktere zugrunde gelegt wird.

Der Exponent rechts in (5.) 148t sich in folgender Weise ausdriicken:

Es ist[#)]
w _ (a=-1B-1)  (e=1)@-1)_ (a=1)(@-1)

Wwe-1 N )\thh'w% N )\%w% (_g)i—il
(a—-1)(B-1)
0V

mod [

mod [

Nun folgt aus
(=01-00-=¢--1-=¢YH=0-0 e e01,

wo die Einheit
1
1-¢

) das folgende gilt natiirlich wie alle Behauptungen dieser Arbeit auch fiir £ = 2, wo
es trivial ist. Siehe S.... Ann ...

€ = =14+(¢+--+ ¢ =imod
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ist, daf3
(=(1-0"M1-2---(f—1)=—(1-¢)"" mod ]

ist. Daraus ergibt sich, dafl die in k(I) stets vorhandene
V== (1—¢) mod [yl = Ay mod [yl

ist, wo ¢ eine naturgeméf nicht niher bestimmbare, mod. ¢ von Null ver-
schiedene Konstante ist, sodafl

uv 1 (a=1)(B-1)

— = —— mod [

1 - 1)(p-1
s[< m}é > = ——/s[((Q Z)\(B )) mod ¢
w1 C 0
ist. Daher wird (5.) schliefllich zu

(4.6) < ,ﬁ) _ C_fs (lege-ny Ccusl(%)’ (¢ % 0 mod 0)

und somit

[

sodaB also der vorher in “v/—/ stehende, unbestimmte rationale Zahlfaktor
¢ in die nunmehr allein noch zu bestimmende Konstante ¢’ hineingegangen
ist. Gleichzeitig ist durch das Hereinschaffen eines bestimmten ( = 1 —
Ao in den Exponenten und Eliminierung aller noch willkiirlicher Wahl
unterworfenen Elemente aus demselben, die Briicke geschaffen, um mittels
des Hilbertschen Reziprozitétsgesetzes (1.)die Konstante ¢’ zu bestimmen.
Hierzu hat man némlich jetzt nur ein spezielles Paar «, § einzusetzen und
die linke Seite von (6.) auf Grund von (1.) auszurechnen.

Ich fiihre dies in dem mir bisher allein zugénglichen Fall h = e, b’ = ;%
aus, indem ich vorldufig e (und damit ;%) prim zu ¢ voraussetze. o und
( konnen dann in der Gestalt

a=1+ul
ﬁ =1+ U)\()
angesetzt werden. Ich wahle dann speziell v = —1 also = ¢ und bestim-

me die zu [ prime Zahl v aus k zunéchst so, dafl

si(u) #0 mod ¢

*) namlich desselben, das als Basis benutzt wird.
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ist. Weiter wihle ich eine zu u mod [ kongruente Zahl v fiir die also ebenfalls
si(u') £ 0 mod ¢
gilt, aus k so, daf

(4.7) 7 =14ul=14ul mod [%“,

(4.8) 7 =14+uf=1mod[Y; (N hinreichend grof)

wird, wo [; jeden anderen Teiler von ¢ aufler [ = [} bezeichnet, und 7 eine
(total positive) Primzahl fiir ein Haupt— und Primideal p ersten Grades aus
k,also N(m) = N(p) = p eine positive rationale Primzahl ist. Dies ist
nach dem bekannten Satz von der arithmetischen Progression stets moglich.
Dann ist nach (7.) und (6.) :

<LC> _ CC//SI(%) _ C__C//s[(u)
[

ferner nach (8.)
(W[;C) =1, wenn N grof} genug,

(LC) =1, wenn ¢ irgendeinen zu ¢ primen,
q

von p verschiedenen Primteiler von k bedeutet.

W’_C B g -1 B _N(p[)—l - _N(?_l
( p ) - (p) =¢ =

Aus (1.) folgt also:

Schlieflich

N(m)—1

(4.9) :

+"s(u") = 0 mod ¢.

Nun ist
N(m) = Ny(m)Ny(m)--- N (m)  (£),
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ferner nach (8.)

Ny (7) =1 mod N, wo N mit N beliebig grof
wird, also jedenfalls N > 2
angenommen werden darf,

daher
N(7) = Ny (7) = Ny(r) mod ¢*

Weiter ist Ny(m) das Produkt von m = 1+ /¢ mit seinen ef konjugierten
in Bezug auf k([). Die f konjugierten zu v’ in Bezug auf den Koeffizien-

tenkorper sind mod [ kongruent u/,u”,. .. w'“'. und die simtlichen e f
konjugierten zu v in Bezug auf k([) zerfallen in f Gruppen von je e zu
' u . Y mod I kongruenten. Es ist daher

N@ozwwaz[a+w@u+uWy”u+ﬂW”@rrmdm
= [1 + 58[(u')r mod /I
=1+es(u)" mod £
also

N —1
L =es(u) mod [, also mod ¢

Somit ergibt sich aus (9.) wegen si(u') #Z 0 mod ¢:

" = —emod ¢

und somit nach (6.) allgemein fiir zu ¢ primes ¢ und o = 1 mod I, 8 =
1 mod [77 aus k:

(4.10) (O‘[ﬁ) _ e (e Cisl(%x

da allgemein
(4.11) Si(v) =esi(y) mod I also mod ¢

fiir ganzes v aus k([) gilt. Die Formel (10.) gilt aber auch dann, wenn e
durch ¢ teilbar ist, da dann einerseits nach (11.) Sy stets durch ¢ teilbar,
andererseits a und [ sich in die Form setzen lassen

a=¢&ay (1)

B=ns (1)
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wo £, n Einseinheiten mindestens von den Graden e+1, ;5 +1 sind, sodaf
aBy _(8m) _y
[ [

Erfiillen nunmehr «, 3 die gemachten Voraussetzungen fiir alle Teiler [;
von ¢ = [{...1¢7, d.h.ist

wird.

a=1 mod/,
6=1 mod [y,

IR () s
p N i

da die Summe aller Sy, gleich der gewohnlichen Spur S in k ist. Folglich
gilt fiir noch zu einander prime «, § der angegebenen Kongruenzeigenschaft
die zu beweisende Relation (4.)

() e

und speziell fir = (¢ = 1— Xy, a =1mod ¢ die Relation (4b.):

@ s,

Im Falle ¢/ = 2 lassen sich die Betrachtungen noch etwas weiterfiihren.
Da nédmlich dann nur ein einziger Normennichtrestcharakter —1 existiert,
ist die auf tiefergehende Betrachtungen gestiitzte Bestimmung der obigen
Konstanten ¢” hier nicht notwendig. Es ist a fortiori ¢ = 1, und man hat
aus (6.)

(4.12) (%) — (—s(=E)
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fiir beliebige «, 3 die den Bedingungen

(4.13) { g

geniigen.

1 mod [*
1 mod

}; h+h = 2e

Wenn e ungerade ist, darf hier s; durch S| ersetzt werden. Also folgt fiir
Grundkorper k, in denen 2 keinen Primteiler gerader Ordnung enthélt, das
quadratische Reziprozititsgesetz

OORESS

fiir irgendzwei der Bedingungen (13.) geniigende, zueinander prime «a, 3. («
total positiv, sonst nach Vorzeichenfaktoren!).

Fiir beliebige Grundkorper 1é8t sich jetzt unter diesen allgemeineren Vor-
aussetzungen fiir o, § nur aussagen:

(%) (g) _ (—1)Ti S ()

sodafl also zur Bestimmung des sogenannten “Umkehrfaktors” nicht allein
die Kenntnis der Hauptgleichung fiir W in k ausreicht, sondern die
“Hauptkongruenzen” fiir jeden Modul [; bendtigt werden, um die s, aus
ihnen abzulesen.

Speziell erhélt man iibrigens fir = f = —1 aus (10.) fir ¢ = 2:

(57 = 000 = (-p

wie ich es in einer fritheren Arbeit behauptet hatte.

Beweis fiir (4.b)

Ist A irgendeine Primzahl fiir [ und o = 1+ uf)\y eine Zahl aus k,

die fiir den Bereich von [ eine Einseinheit vom Grade % ist und sich

*) Hasse, Quadr. Formen in algebr. Kérpern, Crelle 153.
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durch ein Fundamentalsystem fiir k() mit der “ausgezeichneten” Einseinheit
Ne = L+ wlhy; (si(w)Z0mod ) so darstellt:

a =gt (1),

so ist nach den Ausfithrungen von H.H., Z. V..

P\ B A Mg Cxi -
() = () =

wo ¢ aus (’\i) = (“ eine vorldufig unbestimmte Konstante 0 mod. ¢

S‘<ae;01> = silu)

ist. Der Ausdruck
ist, da nach Hensel, Bemerkungen..., u = zw+w mit s;(w) =0 mod ¢ ist,

N1 +ul) =
ot ul) =

a_l "
xs[(w)zxs[(nw\o )EC x mod /7,

)\C,Oé B C7%/ o — 1 . CCIIIS[(%)
() = o) =«

u

sodaf

gesetzt werden kann, wo ¢” #Z 0 mod /¢ eine vorlaufig unbestimmte, fiir alle
in kommenden « feste Konstante ist.
Fiir ¢ = 2 ist a fortioris ¢” =1 mod 2. Sei also im folgenden ¢ > 2.
Um ¢” in gewissen Féllen zu bestimmen, betrachte ich unter der zunéchst
zu machenden Annahme e #Z 0 mod ¢ die Darstellung von ¢ durch ein
Fundamentalsystem fiir £([):

0= Xengt et (1)

Wegen (e,¢) = 1 koénnen hierin die nf*,...,nS+ als e—te Potenzen von

ra

Zahlen aus k(l) geschrieben werden, sodafl unter Einfiihrung einer neuen
Primzahl X\
= Neeh (1)

geschrieben werden kann. Daher gilt fiir die vorhin betrachteten o = 1+
UE)\O

(4.14) <€TO‘) _ ()
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" bestimmt sich dann wie oben auf Grund des Hilbertschen Reziprozitéts-

gesetzes (1.). Dazu wihle ich das Hauptglied u von « als ganze Zahl aus k
so, daf

(4.15) si(u) # 0 mod. ¢
(4.16) u =0 mod [N fiir hinreichend grofles N
wird, wobei wieder [; alle iibrigen Teiler von ¢ aufler [; = [ bezeichnet.

Dies ist natiirlich stets moglich. Dann wird nach dem Hilbertschen Rezipro-
zitdtsgesetz (1.)

e () (699 - (e

wenn nur N in (16.) hinreichend grof ist.

Das Symbol (é) 1Bt sich nun unter Verwendung einer im Prinzip von
Herrn E. Artin herrithrenden SchluBBweise folgendermaflen bestimmen:

Es ist (%C) = 1; denn aus (4a.) folgt einerseits (g) = 1. Andererseits

ist wegen «a = 1+ ul)y, da u ganz ist, (o,u) = 1, ferner noch +++

(u,l) = 1 also wenn
u = uH [
i=2

gesetzt wird,

RUCEOOR ICRCOR

da fiir ¢+ = 2,...,z fiir hinreichend grofies N: (“[a) = 1 und (%) =1

ist, letzteres, weil w prim zu [ und « =1 mod = (Z.V.,S....).
Daher gilt

Wegen ulu ist aber (2) =

1+u€)\0)
behauptet, (g) = 1 und (%) =1.

(%1) = 1. Somit ist auch, wie

) 8. Anm. am Schluf} der Arbeit

291



Daraus folgt weiter, dafl

(-

ist. Letzteres Symbol 148t sich aber so weiter berechnen:

(%) - (557)

da der Wert des Legendreschen Symbols nur von der Restklasse abhéngt, der
sein “Zahler” mod. “Nenner” angehort. uf( + o und « sind aber offenbar
zwei zueinander und zu ¢ prime Zahlen und « primér, sodafl schon nach
dem speziellen Reziprozititsgesetz (3.)

(uﬁ{+a>_< o )
« \ull +

ist. Durch erneute Anwendung des vorherigen Verfahrens wird dann
o (o= (ulC+a)\ [ —ulg
uwlC +a) ulC 4+ « \wl Fa
e Y e 14 ¢
S\l +uwl)  \1+uwl)\1+ul
N(14ul)|—1

' » . IN(tut)| =1
Nunist (757) = (FF) = (Fg) =1 wd (55) = ¢ 7

wobei |[N(1 4 ul)| = N(1+ uf) ist, da fiir ungerades ¢ der Korper k
total imaginér ist. Wie oben ist weiter

N1+ ul) = Ny(1+ uf) mod ¢*
und Ny(1 + ul) =1+ esi(u)l mod /I,
N(1+4+ul)—-1

sodaf = esi(u) mod [, also mod ¢

14
ist. Daher wird schlie3lich
(é) = ¢ent) = (i)

«

also nach (17.)
" =—-1mod ¢,
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sodal nunmehr nach (14.) allgemein fiir ¢ Z 0 mod ¢ und a =1+ ul), (I)

gilt:
Fiir e = 0 mod ¢ gilt dies aber ebenfalls, da dann ¢ = n¢’ (I) sich von einer
Einseinheit aus k() nur um eine f(~te Potenz aus k([) unterscheidet, und
dann nach Z.V.; S. ... (z_a) = (M) = 1 ist, andererseits auch die rechte

[ [
Seite 1 wird. Daher folgt wie oben:

I (fTa) _ 56D

i=1
und somit (4b.):

a—1

(_) _ CS(W>7 wenn o = 1 mod 4l

Anmerkung zu S. ...

Herr E. Artinteilte mir ein einfaches Rekursionsverfahren mit, das gestattet,
im Falle des quadratischen Reziprozitiatsgesetzes im rationalen Korperund
des kubischen imKreiskorper k: der dritten Einheitswurzeln den zweiten
Ergidnzungssatz aus dem allgemeinen Gesetz zu erschlieffen, und somit an-
gedeutet, dafl der in der Hilbert—Furtwénglerschen Theorie stets besonders
schwer zu beweisende zweite Ergidnzungssatz auch im allgemeinen Falle als
nicht tieferliegend anzusehen ist, als das allgemeine Reziprozitédtsgesetz und
der erste Ergdnzungssatz. In einer gemeinsamen Besprechung konnten wir
dann dies Verfahren auf den Kreiskorper k¢ der ¢~ten Einheitswurzeln tibertragen.
Des Interesses halber teile ich die einfachen Uberlegungen, denen der Haupt-
schlul bei meinem obigen Beweise entnommen ist, hier mit:

1.) Rationaler Grundkérper, a positiv ungerade,

Voraussetzung: (=) = (—1)“; (4) = (&), wenn a oder b =
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1 mod 4 (primér)

() - ) e (557) - e () -
_ (_1)“;1(—“ _ﬁ;”) . (ai)

@) (1)t (%) I

2.) Grundkoérper k. der 3 ten Einheitswurzeln, o = a+30¢, (a prim
zu 3, a, b ganz rational d. h. a ganz) semiprimér

also

Voraussetzung: (%) =( N(o:?fl; (%) = (g) , wenn «, 3 semiprimér

066

(- (9- (=9 -
- (af 3<> - <%;<30) - (a icsc)’

also (%) = (afgbg) = (%) =
gleich, also 1 ist. Somit

(§> B (£)2<£> = (R o e
(8% « a

G-

(0]

3.) Grundkoérper k. der (—ten Einheitswurzeln. « prim zu ¢ und =
rationaler Zahl mod ¢, d.h. a = a+/0y = a+€(byC+byC?+---+b_ 1Y)

3) (g) = (g) weil (2) seinem konjugierten

a

wo a prim zu ¢ und by,...,by_; rationale Zahlen, die ¢ nicht im Nenner
enthalten sind. Wegen (%) = 1 fiir rationales, zu ¢ primes b diirfen die
Zahlen by, ..., by_; ganz vorausgesetzt werden (dasselbe gilt iibrigens auch

im Spezialfall 2.) ).
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Voraussetzung. (E) C (%) = (g) , wenn «, J = rat. zu /¢

primer Zahl mod ¢, was nach (4a) fur ¢ > 2 sicher richtig.

Es werde ’
(a) - q)(bl, e ,bg_l)

gesetzt. Dann folgt, dhnlich wie unter 1.) u.2.) die Rekursionsformel

1
O(byy o by = <%>(I)(bl —1,by,. .. ’bf_l)(—a _C£C>

-1
O(by, by, .. bp1) = (g) (Q_L%IJ ®(0, by, . .., b

und durch die “konjugierten” Rekursionsformeln:

(e e T ¢
O(by,ba, ... bp1) = (;) (a — gblg) (a — eblg) (a — by ¢ — EbQCZ)
Cg_l -1 Cf—l
AN ¢\ ¢ -
()6 ) Gmcae)
¢ -1 ¢ -1

Werden hier die einzelnen “Nenner” zur Abkiirzung mit

also

Qo = @, O, O, ... Qp2, Gy = Q
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bezeichnet, so ist allgemein

N(ag)—1 _a*' =
und (Oéog) = a 7 ! — a2 Zbi mod £
i=1
N(a)—1 a"'-1 —
(alg) =2 7 — a2 Z b; mod /¢
i=2
N(ags) =1 _a~' =1 —
(ar Z) = a 7 — a2 b; mod ¢
i=0—1
N(oyg-1)—1 a"'—1
l N l

Folglich wird

(é) = (‘Zf;é Hep=t _ C—Z#M""" (1 bt s bit )

o
g - C% Y b
«

Dies Resultat ist die entsprechende Verallgemeinerung zu dem unter 2.) fiir
k¢ erhaltenen (bekannten). In der Tat wird fur ¢ = 3

3
= — a(b1 +2b2)
(0) ¢

a = a+3(bio+bo)® = a+3(by — by)o — 3by

wenn

also nach 2.)

§ _ (a=3b2)(bi—b2) _ ra(bi+2b2)
¢ ¢

(07
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Allgemein 148t sich die erhaltene Formel fiir (é) noch etwas einfacher

schreiben. Entwickelt man namlich in

/-1
a=a+ld bl =a+ly

i=1

~ nach steigenden Potenzen von 1 —( = )y, schreibt also:
a = a+Lllcg+cho+ AT

so findet man leicht:

b; = —c; mod £

.

also

Dies Resultat ist ersichtlich allgemeiner, als das durch Spezialisierung fiir
ke aus (4b.) zu gewinnende

14
(a) =(“ wenn o = 1+ clhg+---

indem es fiir beliebiges a = rat. Zahl mod ¢ gilt, jenes aber aut oo = 1 mod £ly
beschréankt ist. Ubrigens gilt letzteres in der Form

(-

auch schon fiir &« =1 mod ¢, da der Koeffizient ¢y in die allgemeine Formel
nicht eingeht, kann aber dann nicht mehr in der Form (4b.) mit “Spur” im
Exponenten geschrieben werden.
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4.5 Sept.1923, Vortrag Hasse in Marburg
Vortrag, Marburg, September 1923

k beliebiger algebraischer Korper, der (-te E. W. ¢ enthélt (fiir £ = 2 ganz
beliebig).
Ferner sei in k: =151

Alle Reziprozitdtsbeziehungen fiir die /-ten Potenzreste in k lassen sich
nach Hilbert in die eine Formel

H <a’TF> =1; (a, B beliebige Zahlen aus k)
o

zusammenfassen. Darin bedeutet tv alle Primteiler des Kérpers &, fiir ¢/ = 2
einschl. der Primstellen p., fiir die reellen zu k konjugierten, (O‘—mﬁ) Normen-
restsymbol.

Aus dieser Formel entstehen allgemeines Reziprozititsgesetz, erster .
zweiter Erginzungssatz, wenn fiir o, 3 spezielle Werte eingesetzt werden.
Die zu ¢ primen p liefern die Legendre—Jacobischen Symbole, die iibrigen [
und p., schafft man dann durch Vertauschungssatz nach rechts.

Allgem Rez. gesetz (%) (g)_l = TL(%2)- I1,. (%) :
a, prim zu einander und
zu /¢

erster Erginzungssatz ) = TL (=) - I1,. (gé_;) ;
a prim zu £, e = a’ prim

zu « (speziell Einheit)

zweiter Erginzungssatz ) = TL (= 1, (;“—Oj) ;

a prim zu £, A\ = [[{a’
prim zu «

(also eine durch Primteiler

von (¢ teilbare Zahl).

Man beherrscht diese 3 Gesetze erst dann, wenn man die rechten Seiten
explizit kennt. Fiir die p,,—Symbole ist das nicht schwer. Sie sind nach ihrer
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Definition falls ¢ = 2:

(e} sgn a{® 1 sgn g(9)
H (p’—ﬁ) = (—1)x By ; Vorzeichencharaktere
Poo o

Ohne Beschrinkung sei einfachheitshalber: Fir ¢ = 2: « total positiv,
sodaf} die p,,—Symbole identisch 1 sind.

Dann kommt es also nur auf die Normenrestsymbole nach den [; an.
Abgesehen von Spezialfillen (rat. Grdk., Kreiskorper, Eisenstein) beherrsch-
te man diese Symbole bisher nur insofern, als man Bedingungen fir o an-
geben kann, unter denen sie identisch 1 sind. Hierzu Begriffe primdar, hyper-
primar.

Sei [p Primteiler (1 — () = (A\g) des Kreiskorpers k¢ (fiir
(=2: [ =2)

o primdr ,wenn o= £ mod /I o ¢
o hyperprimdr a=¢ mod lyl .. .1, (up o
tot.
positiv.)
Dann gilt:
(%) (g)il = 1, wenn «,3 prim zu ¢, zueinander und o primdr.
(5) = 1, o primdir, & = a’ prim zu «
(2) = 1, i« hyperprimar, A = [[. [jiaf, prim zu o

Es ist mir nun auf Grund der Henselschen Methoden gelungen, die Nor-
menrestsymbole fiir die [; in weiteren Féllen, wo sie nicht identisch 1 sind, in
einfache Form zu setzen und folgende Gesetze zu beweisen, in denen « nicht
mehr primér zu sein braucht:

_ a1 p-1 =1 d/?

@O = P e {52 1m0 L g =1
(%) — CS (%), wenn « =1 mod ¢
(é) = CS (%), wenn o = 1 mod /)
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S = Spurin k. Die Erginzungssitze sind nicht die allgemeinsten. Diese
haben sehr verwickelten Typus. Der erste fiir beliebiges ¢ ist als im allgemei-
nen Gesetz enthalten anzusehen, der zweite 148t sich dhnlich auch noch fiir
Ao statt ¢ aussprechen, jedoch fiir beliebige unsymmetrische Verbindungen
der [; habe ich ihn noch nicht.

Ergénzungssétze in dieser Form geschrieben, wegen Analogie zum be-
kannten quadr. Rez. Ges.im rat. Korper:

ay (b — (155 a = 1mod?2 B
HG) = -1 , wenn { b = 1mod?2 } (a,b) = 1, a pos.
) = (_1>QT_1, wenn a =1mod 2, a pos.
3) = (-1, i a=1mod4  (hier kann a pos.

entbehrt werden,
da 2 positiv ist).

Das allgemeine Gesetz ist auch als Verallgem. d. Eisensteinschen Rez. Ges.
anzusehen.

1.) Die Bedingung = 1 ist unwesentl. ebenso gilt:
= rat. (zu ¢ prime Zahl).

Dann muf§ das Gesetz geschrieben werden

BT _ sl
5) () -l )

2.) Ist nun k der Kreiskorper und

a = a mod /
B = b mod N3  (semiprimér)
so wird ! 1 =1 mod A2, also ﬁé:\:_l durch )\ teilbar, also

a\ (B) _ . —_— «
<B> (E) =1 wenn im Kreiskorper { 3

das ist das bekannte Fisensteinsche Reziprozititsgesetz.

rat. Zahl mod /¢
rat. Zahl mod M2
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Es entsteht natiirlich die Frage, ob sich die notwendigen Voraussetzungen
nicht noch weiter herabdriicken lassen, also die Moduln noch weiter verklei-
nern.

In dieser Richtung habe ich noch kein abschliefendes Resultat. Den Aus-
gangspunkt fiir die Aufstellung einer ganz allgemeinen Formel findet man am
zweckméfigsten in der Kummerschen Formel fiir den Kreiskérper ke .

3 -1 a, 3 prim zu ¢ und zu-
(2) (_) _ CZﬁ;ﬁ(—l)"fm(a)ﬁ(z—m(ﬁ) ‘ einander
B) \« und = 1 mod Ag.

wo die /. («) die Kummerschen logarithmischen Diff. Quot. sind. Dieser ent-
steht aus

a = a(()
als  ly(a) = %OM mod /.
[ v=0

Ich habe zeigen konnen, dafl man diese unerfreulichen Ausdriicke durch ein-
fachere ersetzen kann, die zu ihrer Bildung nicht noch den formalen Differen-
tiationsprozef3 erfordern, sondern direkt angebbare Spuren von Polynomen
in « sind.

(@—1)* (a—1)°

Sei loga = (a—1)— 5 + I fir =1 mod A\

hinreichend weit fortgesetzt. Die Glieder werden schliellich durch jede noch
so hohe Potenz von \g teilbar, also hat

Sloga {1) teilbar durch ¢

2.) ganz bestimmten Kongruenzwert mod. /.

Damit ist
-1 . .
(g B _ Czi—zllﬁ.s@ logo) S logs) | g(act) Slopd (521 5(lose)
B) \«

fir «,6=1 mod )\, prim zu ¢ und zueinander im Kreiskorper

Das ist soweit heruntergedriickt, als moglich. Hochstens noch o« =rat. Zahl
mod g, das aber leicht durch a‘~! zu erreichen. Letzten beiden Glieder
treten nur fiir

a,3# 1mod A\
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auf. Fir semiprimdre o, nur das erste Glied.

Nach einem allgemeinen Satz iiber Legendre Symbole im Ober— und Un-
terkorper folgt hieraus:

—1 w . .
(2)(5) " = cmmmpeen s g s ) (e
g

fir A, =1 mod Xy, prim zueinander, [ im Kreiskérper k.

Es fehlt also noch die entspr. Formel, wenn A, B beide im Oberkorper liegen,
und auch nur nach niedrigeren Potenzen, als \q, =1 sind.

Den ersten Erginzungssatz besonders zu fiithren, ist nicht notwendig, da
er fiir § = (te Idealpotenz im allgem. Gesetz unmittelbar enthalten ist.

Der zweite Erginzungssatz 148t eine entsprechende Darstellung zu. Mit-

teilungen von Artin.Wieder erhélt man zunéichst den allgemeinsten zweiten
Ergdnzungssatz in k¢, der dort offenbar nur die beiden Symbole

12 A

) w3

o «
zu behandeln braucht:

_g(loga og
<£> = s( Agé ); (&> = (_S(Céko ) fir o =1 mod )\

Q@ o . -
im Kreiskorper.

Fiir beliebigen Grundkérper k wird dann, wenn ebenfalls A auf die beiden
Werte A = Ao, ¢, die schon im Kreiskorper liegen, beschrankt wird

_ log A og
(%) = s G >; (%) = C_S(%AOA) flir A=1mod \g.

Es fehlt also wieder eine entspr. Formel fiir
1.) beliebiges A

2.) niedrigere Kongruenzbedingung fiir A.
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4.6 1928 ,Manuskr. Kub.Koerper,Fragment

Kubische Korper vorgegebener Diskriminante.

1. Allgemeines

Sei K ein kubischer Korper, der nicht mit seinen konjugierten zusam-
menfallt. Nur von solchen ist im Folgenden die Rede; die Galoisschen und
somit zyklischen kubischen Korper sind also vollsténdig beiseite gelassen.

Wenn D die Diskriminante von K ist, so ist

K = K(VD)

der durch K bestimmte Galoissche Kérper.Er ist vom Grade 6. In ihm steckt
als Teilkorper der quadratische Zahlkorper

k = ko(vVD)

wo ko den rationalen Korper bezeichnet.Wenn d seine Diskriminante ist, so
ist auch

und

mit ganz rationalem f.
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Der Kérper K ist nun Abelsch (zyklisch) vom Grade 3 iiber & .Nach dem
Umkehrsatz der Klassenkorpertheorie ist er also als Klassenkorper zugeord-
netzu einer bestimmten Kongruenz-Idealgruppe H vom Index 3 in k. Von
dieser Idealgruppe H kann man nun, wie ich hier nicht weiter ausfiihren will,
die folgenden beiden Eigenschaften beweisen:

(1.) Die oben auftretende ganze rationale Zahl f ist der Fihrer von H
(2.) H enthélt alle zu f primen rationalen Zahlen.

(1.) besagt, dafl die Zugehorigkeit zu H zwar mod. f beschrieben werden
kann, aber nicht mod. fy, wo fy irgendein echter Teiler von f in k ist.
(2.) besagt, dal H auch alle Zahlen enthélt, die mod. f einer rationalen zu
f primen Zahl kongruent sind, also den sog. Zahlring mod. f (Diskriminante
D = df?*). H ist also eine Gruppe von Ringklassen mod. f .

Nach dem Existenzsatz der Klassenkorpertheoriegehort umgekehrt jeder
Idealgruppe H vom Index 3 in k ein bestimmter iiber k£ vom Grade 3
zyklischer Korper K als Klassenkorper. Man kann wieder zeigen, daf dieser
vom obigen Typus ist, d. h. Galoisscher Koérper zu einem kubischen Korper
K der Diskriminante D = df?, wenn H die beiden Eigenschaften (1.) und
(2.) hat.

Es gilt also der folgende Satz:
Es sei D eine ganze rationale Zahl, die keine Quadratzahl istund
D = df?

thre Zerlegung in eine quadratische Korperdiskriminante d und das Quadrat
einer ganzen rationalen Zahl f .

*) D = f? entspricht dem ausgeschlossenen Fall, da K schon selbst Galoissch ist.
Dann modifiziert sich +++ +++ sodafl +++ einfacheren Fall +++ +++.
Nun enthdlt H, als Zahlgruppe vom Index 3 alle 3-ten Potenzen. Da 1+ p und 1+
wp wegen p # 3 nach dem mod. p™ kongruent 3-ten Potenzen sind, gehoren diese
Basiselemente also zu H, . Die Gruppe H,, enthélt also mit einer Potenz w® auch gleich
immer alle a = w®(1+p)® (1+wp)® mod. p™ wo by, by beliebig, d. h. alle o = w® mod. p.

H,, besteht somit aus vollen Restklassen mod. p!, d.h. es ist notwendig m = 1.
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Dann und nur dann ist D Diskriminante eines kubischen Korpers K ,
wenn es 1m quadratischen Kérper k = ko(\/a) ewne Kongruenzidealgruppe
H vom Index 3 gibt, deren Fihrer f ist, und die alle zu f primen rationalen
Zahlen enthilt.

Die Anzahl der nicht-konjugierten kubischen Kérper K mit der Dis-
kriminante D ist gleich der Anzahl der verschiedenen Idealgruppen H wvon
dieser Art. ...

...setzt werde noch ausgenutzt, dal H,, alle zu p primen rationalen Zahlen
enthélt. Nun ist w als primitive (p? — 1)-te Einheitswurzel wihlbar und
folglich wP™ eine primitive (p — 1)-te Einheitswurzel, also einer rationalen
Zahl mod. p kongruent, d.h. zu H, gehorig. Wenn nun p + 1 nicht durch 3
teilbar wére, so folgte aus

WPt zu H, und W zu H,,
dafl w selbst zu H), gehort, also alle Restkl. mod. p,d.h. alle zu p primen
Zahlen zu H, gehoren. Das geht nicht, wenn p wirklich im Fiihrer von H
steckt. Also ist notwendig p = —1 mod. 3.

Auf dieselbe Weise zeigt man, dafl im Falle p # 3, (i) = +1 (also

p
p = pp’ in k) notwendig m = 1 und p = +1 mod. 3, sein muf.

Ferner, daf} im Falle p = 3, d # 0 mod. 3 notwendig m = 2 ist,
wéhrend fiir p = 3, d =0 mod. 3 nur geschlossen werden kann

m= 1oder 2, wenn d= -3 mod.9
m = 1, wenn d = +3 mod. 9

Gerade diese +++ Fille diirften Thnen keinerlei Schwierigkeiten machen,

+++
e e e e e

+++ +++ Einseinheit bei der +++ Darstellung in +++ +++ +++ ++-+
hinauslaufen.

da sie auf die bekannten Eventualitaten:

Der Einfachheit halber sei fiir das Folgende +++ +++ f prim zu +++
ist. Dann 1488t sich das bisherige Ergebnis so zusammenfassen:

Ist der Fiihrer f eines H der gesuchten Art prim zu 8, so ist er von der
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Form

f=p1-pn
wo pi,...,pn verschiedene Primzahlen in einer Anzahl n > 0 sind, die
die K . haft pi = 1 mod. 3  fir (I%) = +1 !
ie Kongruenzeigenschaf 0 = —1mod 3 fir (g) _ [ Pz

pi = (p%_) mod. 3 haben.

Es ergibt sich ferner bei der angedeuteten Diskussion der H,, daf fiir
jedes p; = (i) mod. 3 ein einziges Basiselement w; existiert derart, dafl
fiir jede zu p; prime Zahl « eine eindeutige Darstellung besteht:

Yi

a=w! 79 mod. p; (y; mod 3),

wo 7 eine rationale Zahl und +3 eine 3-te Potenz aus k ist.

Um nun zu einer Basisdarstellung in Bezug auf H zu kommen, aus der
man auf die Zugehorigkeit zu H schlieen kann, wéhle ich zunéchst die
Basiselemente w; so, dafl

w; = 1 mod. p; fiir alle 5 # 4

ist. Dann folgt leicht, daf} fiir jedes zu f prime « aus k eine eindeutige
Basisdarstellung

(4.1) a=w. . W r-y* mod. f (y; mod. 3)

besteht, wo r eine rationale Zahl und ~? eine 3-te Potenz aus k ist.

Nunmehr miissen noch die Ideale a aus k einbezogen werden. Natiirlich
gehort jede 3—te Idealpotenz zu H, da H den Index 3 hat. Aus einer Ba-
sis fiir die Idealklassen des Korpers k& konnen +++ diejenigen Basiselemente
sofort weggelassen (d. h. als eine 3—te Potenz geschrieben) werden, deren Ex-
ponenten keine Potenzen von 3 sind. Es seien ty,...,t; zu f prime Ideale
aus den iibrigen Basisklassen, ++4+ Exponenten also Potenzen 3% von 3
sind, sodaf} also einerseits

tz‘gei = Pi
Zahlen (Hauptideale) sind, andererseits jedes (zu f prime) Ideal a aus k
eine eindeutige Darstellung

(4.2) a=1t.. .- (x; mod. 3)
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besitzt, wo ¢3 eine 3-te Idealpotenz aus k und « eine zu f prime Zahl aus
k ist. Fligt man jetzt die Darstellung (1.) fiir « in (2.) ein, so bekommt man
fiir jedes zu f prime Ideal a aus k eine Darstellung:

r; mod. 3)

(4.3) a=1t. ol w3 (yZ mod. 3

wo 7 eine rationale Zahl, ¢® eine 3-te Idealpotenz und 3 eine Zahl =
1 mod. f aus k ist.

In (3.) sind die Exponenten z;, wie in (2.), eindeutig mod. 3 bestimmt,
dagegen i.a. nicht mehr, wie in (1.), die Exponenten y; .
Aus

L= ol wr- 3

folgt ndmlich wegen der Eindeutigkeit der Darstellung (2.) zunéchst, dafl die
x; =0 (mod. 3) sind, also eine Relation der Form

_ Y1 Y 3
1l =wit. . wmr-c- 3.

Die 3-te Idealpotenz ¢ ist also Hauptideal (Zahl), d.h. es besteht eine Re-
lation von der Form

p=uwi. . whr-p (p dritte Idealpotenz).

Daraus kann im allgemeinen nicht auf y; = 0 mod. 3 geschlossen werden.
Denn p kann dritte Idealpotenz sein, ohne 3-te Zahlpotenz zu sein (und
erst das letztere ergéibe geméf (1.) y; = 0 mod. 3). Die 3—ten Idealpotenzen,
die Zahlen p sind, ergeben sich nach S. leicht so: Ist ¢ = p, so muf

¢ = (ﬁ’“”)al... (ﬁz) € (¢ Zahl aus k)

sein, also
&= e

und daher bis auf eine Einheit ¢ auch p gleich der rechten Seite:
p=cepit...piE

Fiir € kann man noch seine Basisdarstellung durch +++ ++-+ £¢ einfiihren,
falls &k reell ist. Sonst ist i.a. & = +1 = (£1)% in +++.
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Diese 3-ten Idealpotenzzahlen p liefern also (wenn man sie in der Form
(1.) darstellt) i.a. eine Anzahl r von unabhéngigen Relationen der Form

(37> 1:w11/”...w}{”j~r~c3-ﬁ (jzlu-"7T)7

und es kann dann das y;—Ezponentensystem in (3.) um eine beliebige lineare
Kombination dieser y;;—Exponentensysteme verdndert werden, alles immer
nur mod. 3.

In einer Idealgruppe H der verlangten Art sind nun die r, ¢3, 3 durchweg
darin, soda8 die Zugehdorigkeit zu H +++ von den Exponenten x;,y; in (3.)
abhingt. Da H vom Index 3! ist, wird es also in dem Sinne durch eine
lineare Kongruenz o

t n
(4.4) Lz, y:) = Z Xix; + Z Y;y; =0 mod. 3
i=1 i=1

definiert, daf ein Ideal a, in der Form (3.) geschrieben, dann und nur dann
zu H gehort, wenn seine Exponenten z;,y; dieser Kongruenz geniigen.

Zwei unabhéngige L(z;,vy;) definieren verschiedene Idealgruppen und

zwei L(z;,y;) sind unabhingig, wenn sie nicht +++ sind, d. h. nicht L; =
+ Ly mod. 3 identisch gilt.

Nicht jede willkirlich hingeschriebene lineare Form L(z;,1;) definiert
aber eine Idealgruppe H . Vielmehr mufl L(z;,y;) die Identitdten (3’) re-
spektieren, es miissen also die Koeffizienten Y; in (4.) so gewihlt werden,
daf3

(4) > Yiy;; =0 mod. 3 (G=1,...,7)
i=1
gilt.
Und ferner darf, damit H wirklich den Fiithrer f hat, kein einziges
Y; = 0 mod. 3 werden, da sonst +++ +-++ p; bei der Entscheidung iiber die

Zugehorigkeit von +++ gar +-++ mitsprechen wiirde. Sind diese Bedingun-
gen erfiillt, so existiert eine durch L(x;,y;) = 0 mod. 3 definierte Idealgruppe
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i e e

Es kommt also nur darauf an, diejenigen Lésungen Y; der Kongruenzen
(4.°) zu ermitteln, bei denen kein einziges Y; # 0 mod. 3 ist.

Es sei Ny deren Anzahl. Nach (4.) ist dann im Falle n > 0 , ¢ > 0 die
Anzahl N der unabhingigen L(x;,y;), die in Frage kommen, gleich

3'No
N = 5
speziell im Falle n = 0, ¢t > 0:
3t —1
N = 5
im Falle n >0, t = 0: N
_ 220
N = 5
im Falle n =0, ¢t =0
N =0.

Hierin sind also die Anzahlen der nicht konjugierten kubischen Kérper K
mit der Diskriminante D = df? ausgedriickt, +++ (f,3) = 1, und jeder
Primteiler p von f genau zur ersten Potenz +++ und p = (%) mod. 3
++4+. (Andernfalls gibt es tiberhaupt keine kubischen Korper K zu D)
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4.7 02.12.1930, Courant an Hensel

2. Dezember 30

Herrn
Geheimrat Prof. Dr. Hensel,

Marburg.(L)

Sehr verehrter Herr Geheimrat !

Da meine Hoffnung, Sie einmal fiir einige Zeit als Gast unseres Institutes
hier zu sehen und dann ausfiihrlich mit Ihnen sprechen zu kénnen, anschei-
nend doch nicht so schnell in Erfiillung geht, mochte ich mich heute in meiner
Eigenschaft als Herausgeber der “Gelben Sammlung” schriftlich mit einem
Vorschlage an Sie wenden.

Es besteht ja noch der alte Vertrag mit Thnen und Hasse wegen eines
mehrbéndigen Werkes iiber Zahlentheorie. Bei dem langen Zeitraum, der seit
Abschluss jenes Vertrages verstrichen ist, hat sich naturgeméss die Sachlage
in mancher Hinsicht ein wenig verschoben, sodass vielleicht eine Neuordnung
der auf die Zahlentheorie beziiglichen Pléne in dieser Sammlung zweckmaéssig
erscheint. Schon seit langerer Zeit bereitet Knopp ein Buch iiber ausgewahlte
Kapitel aus der elementaren Zahlentheorie vor, ein Buch, das iibrigens mit
den alten Plénen keineswegs in Kollision steht. Ihnen, hochverehrter Herr Ge-
heimrat, liegen ja vor allen Dingen die Zweige der Zahlentheorie am Herzen,
welche durch Thre eigenen Ideen entscheidend beeinflusst worden sind, und ich
glaube daher, dass vielleicht die Verwirklichung unserer hierauf beziiglichen
Pléne am einfachsten erreicht werden kann, wenn dies im Rahmen eines be-
sonderen Buches geschieht. Hasse wiirde wohl sicher gern bereit sein, ein
solches Buch iiber p-adik mit Thnen fiir unsere Sammlung zu schreiben. Auf
der anderen Seite wiirde dann die Darstellung der iibrigen Gebiete der Zah-
lentheorie, insbesondere auch der analytischen Zahlentheorie, von jenem Plan
unabhéngig gemacht werden konnen. Ich wollte dann Hasse bitten, die Bear-
beitung dieser Abschnitte in Form eines besonderen Werkes zu iibernehmen
und denke, dass er das gern und auch — woran uns besonders liegt — in nicht
allzu ferner Zeit machen wiirde.
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Springer ist mit einer solchen Losung der Frage vollkommen einverstan-
den.

Ich wire Thnen sehr dankbar, wenn Sie mir moglichst bald — hoffentlich
in zustimmendem Sinne — antworten wollten, weil Springer mit Riicksicht
auf seine Stellungnahme zunanderen Moglichkeiten den grossten Wert dar-
auf legt, dass die zahlentheoretischen Plédne fiir die Sammlung bald geregelt
werden.

Indem ich hoffe, dass Sie diesen Brief nicht als ein unberechtigtes Drangen
auffassen werden, verbleibe ich mit herzlichen Griissen

Ihr sehr ergebener

R. Courant
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4.8 20.02.1936, Manuskript Einseinheiten

Zur Multiplikativen Darstellung der

Einseinheitengruppe
in einem n—adischen algebraischen Zahlkorper.

1

Es sei k ein m-adischer algebraischer Zahlkérper der Charakteristik 0,
mit endlichem Restklassenkorper & von ¢ = p/ Elementen und mit der
Verzweigungsordnung e .

Dann ist bekanntlich & eine Eisensteinsche Erweiterung

k = ko(m), m Eisensteinsch vom Grade e iiber kg

vom Grade e iiber einem eindeutig bestimmten unverzweigten (p—adischen)
Teilkorper kg, der genau denselben Restklassenkorper £ hat und aus dem
Korper R, der rational-p-adischen Zahlen durch Adjunktion der (¢ —1) =
(p’ — 1)~ten Einheitswurzeln entsteht:

ko = Ry(w), w primitive (p/ — 1)-te Einheitswurzel.

Die Gruppe H der Einseinheiten 1 aus k hat folgende Struktur:
Es durchlaufe « die e zu p primen Zahlen zwischen 1 und z%
bezeichne (%) ein festes zu 7 assoziiertes Element aus k. Ferner bezeichne
w; (i =1,...,f) eine Basis fiir den Restklassenkorper € in k.

und es

a.) Enthilt dann & nicht die p-ten Einheitswurzeln, so besitzt jedes n
eine eindeutige Darstellung:

n = H (1- wm(“))cm, ¢ ganz, rational-p-adisch.

ik

b.) Enthilt aber k£ die p-ten Einheitswurzeln, und sind die p"-ten die
hochsten Einheitswurzeln von p—Potenzgrad, die in k enthalten sind, so ist

e =cp 'p—1) mit N>n und (ep,p) =1,
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und jedes n besitzt eine eindeutige Darstellung:

n=J[ (1 —wa®)™ (1= m) (1 - apm)”,

1,K

wo folgendes der Fall ist: (n = 1—m, ist eine primitive p"—te Einheits-
wurzel, QﬁnA =( =1—m; m, und m; sind ja zu 7eoP™ ™" und geor” !
assoziiert. Das Element 7(%) ist speziell so gewdhlt, daf die Entwicklung

—n

seiner pV"—ten (zu w, assoziierten) Potenz so anfingt: rleo)? =
T, + - -+ und die Basis w; ist so gewéhlt, dafl etwa wy; = 1 ist, wiahrend
dann w! —w; 0 (i=2,...,f) ist; « ist ein festes ganzes Element aus

ko mit der Eigenschaft, von den w! — w; linear unabhingig mod. p zu sein,
d. h. mit der Eigenschaft

sf@)=a+a’+---+a”  #0mod. p.

Die Exponenten c¢;., ¢, c¢” sind ganze rational-p-adische Zahlen; bei
¢ kommt es nur auf die Restklasse mod. p™ an, innerhalb deren ¢ ganz
beliebig gewihlt werden kann; ¢y, ist auf ein festes Restsystem mod. p™V—
zu beschranken.

|1

Ziel der folgenden Ausfithrungen ist, zu einer multiplikativen Darstellung
zu gelangen, bei der auch die w; in die Exponenten gezogen sind, bei der al-
so die Ezponenten ganze p-adische Zahlen aus dem (nicht mehr rationalen)
Koeffizientenkérper ko sind.

Dazu ist der Potenzbegriff auf solche Exponenten zu verallgemeinern. Das
geschieht durch eine genauere Analyse der Struktur des p—adischen Logarith-
mus. Dieser ist gegeben durch die Potenzreihe

b 22 o3
—log(1 — — = — 4+ —
g(l —x) Z n x + + 3 +-
h=1
konvergent fiir alle x von positiver Ordnungszahl. Ich zerspalte diese Reihe
so, dafl ich die im p-adischen wesentlichen Nenner, d.h. die Primzahlpo-
tenzen p?, vor den unwesentlichen Nennern, d.h. den zu p primen ganzen
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positiven Zahlen m hervorhebe. Ich setze also
h = mp? (m,p) =1

und zerlege
me

—log(l —z) = Z Z .

mp)l 0=0

Dementsprechend fiihre ich die folgende Funktion ein:
2
L(l—x) = S e

Es wird dann )
—1 —x) = — —a™).
og(l—z) = Y —L(1—a")
(map)zl
Diese Beziehung 1&8t sich nach bekanntem Schema mittels der M&biusschen
Funktion umkehren:

L(l—z) = Z ulm) (—log(l—xm)>.
(m,p)=1

In dieser Umkehrformel kann aber rechts die Funktionalgleichung des Loga-
rithmus angewandt werden. Zunéchst ist

@( — log(1 - xm)> = —log(1 — ™)+,

weil der Exponent eine ganze rational-p—adische Zahl ist, und daher weiter:

L(1-z) = ~log J[ (1—a™".
(m,p)=1

Dementsprechend fiihre ich die Funktion
P(1—=x) = H (1—xm)% =1—2—ayr? —azr® —---
(m,p)=1

ein, die sich als mit 1 — z beginnende Potenzreihe darstellen 148t, deren
weitere Koeffizienten as, as, ... ganze rational-p-adische Zahlen sind.

Es wird dann
L(1—2z) = —logP(1—12x).
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Die Funktion P(1—x) verwandelt jede Einseinheit 1 —x in eine dquivalente
(mit demselben Hauptglied). Nennt man diese 1 — y, so ist die Beziehung

l—y=Pl—2)=1—2—a®—az®—--.

eindeutig durch eine Beziehung der Form
l—z=Q(l—y) = 1—y—by’—bgy’—---

mit ganzen rational-p-adischen Koeffizienten b, b3, ... umkehrbar.
Diese beiden zueinander inversen Funktionen 1—y = P(1—2z), 1—2 =
Q(1 — y) vermitteln also eine umkehrbar eindeutige Hauptgliederhaltende
Abbildung der Einseinheitengruppe H jedes m—adischen Kérpers k.

Es gilt die Funktionalgleichung
L(1—x)+L(1—x9) = L(1—x3), wenn P(1—x;)-P(1—x) = P(1—x3).

Unsere Abbildungsfunktion P erzeugt also fiir die modifizierte Logarithmus-
funktion L die additive Funktionalgleichung.

[|e

Nun zur Definition der Potenzfunktion (1 —y)® mit einem Exponenten
a, der eine ganze p—adische Zahl aus dem Koeffizientenkorper ko von k ist.
Sei
a = ap+ap+ap’+ -

mit multiplikationstreuen Koeffizienten «, ; diese «, sind also 0 oder Po-
tenzen der (¢ — 1)—ten Einheitswurzel w, d.h. Losungen von a? = «,, . Die
Konjugierten von « sind gegeben durch

a?) = of L p ol P+

wo in den Koeffizienten wirkliche p?—te Potenzen auftreten.
Wir definieren dann

2

(1—y)* = P(1 - apz)--- <P(1—a1x)>p- <P(1—a2x)>p
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WO T zu y aus
l-y=PQl-2z), 1-2=Q(l-y)
bestimmt ist.

Ich zeige, dafl diese Potenzfunktion folgende Eigenschaften hat:

(4.1) (1—y)*-(1- y)ﬁ = (1— y)a+ﬁ

(1—y)* wo a eine ganze rational-p—adische Zahl ist, ist
die im gewohnlichen Sinne verstandene a—te Po-
tenz von 1 —y

43) (1—y)*= ((1 - y)a)“, wenn {

«a ganz aus kg
a ganz aus R, |

Fiir die Beweise bemerke ich vornweg: Hat man eine Gleichung
—log(1 —y1) = —log(l — 1),

WO yp,Y2 ganze durch z teilbare Potenzreihen in einer Unbestimmiten x
sind, so folgt daraus

l—y1 =1—19.

Denn es folgt zunéchst

1—
— log g 0,
1 —yo
WO t—z; = 1 —y und dann y auch eine derartige Potenzreihe in x ist,
und also .
N
—log(l—y) = Z = 0.
h=1

Diese Relation kann aber aus Ordnungszahlgriinden in der Unbestimmten =z
nur fiir y = 0 bestehen, denn fiir y = cx™ + --- mit ¢ # 0 haben die
einzelnen Summanden % durchweg verschiedene Ordnungszahlen in z, es
kann sich also nichts wegheben.

Hiernach geniigt es, die logarithmischen Gleichungen (1.)—(3.) zu bewei-

sen. Denn man kann ja wegen des umkehrbar eindeutigen Zusammenhangs
l—-y =P(1—-2z), 1—2 =Q(1—y) das x als unabhingige Unbestimmte
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auffassen. Man beweist dann also (1.)—(3.) gleich als Identitdten in der Un-
bestimmten x, in die man dann nachher fiir x beliebige Elemente positiver
Ordnungszahl aus £ einsetzen kann, und dadurch erhélt man dann eben we-
gen des umkehrbar eindeutigen Zusammenhangs 1—y = P(1—xz), 1—z =
Q(1 —y) auch jedes beliebige y positiver Ornungszahl aus k.

Nun ist nach Definition

—log P(1 — a,@))

(
(1-ax) = Z P’ Z aﬁpfp

—log(l —y)* =

)= p(
::j{: pVL

v=0 0=0
oder nach Umordnung der Summation wegen o) = oo, b
> ) xpg
—log(1 — = Z
0=0

wo als Koeffizienten jetzt die Konjugierten a®?) auftreten.

(1.) folgt jetzt also ohne weiteres aus der gewohnlichen Logarithmus-
Funktionalgleichung und der Tatsache a®) + 37 = (a4 3)®*) fiir die
Konjugierten.

(2.) folgt ohne weiteres aus a?’) = ¢ fiir rational p-adisches a; denn
das ergibt
a S :L‘pg
—log(l—y)* = a r aL(l—z) = a(—log(l —y)),
0=0

und hier ist die rechte Seite bekanntlich gerade der (negative) Logarithmus
der im gewohnlichen Sinne verstandenen Potenz (1 — y)®.
(3.) folgt ganz analog aus (aa)®*) = a®)a) = oP)q was

—log(1 —y)** = a( —log(l —y)%)

ergibt. —
Ich bemerke aber ausdriicklich, da$ fir ((1— y)a)ﬁ, (1—y1)*(1 —y2)®
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nicht die gewodhnlichen Potenzregeln gelten, wenn «, 3 bzw. a allgemeine
(nicht-rationale) p-adische Zahlen sind; auch iibertragt sich das fiir rational-
p-adische a giiltige Gesetz log(1—y)* = alog(l—y) nicht auf allgemeine
p—adische «.

|+

Dem Erfinder der “multiplikativen Darstellung” brauche ich wohl nicht in
allen Einzelheiten auseinanderzusetzen, wie man mittels dieses Potenzbegriffs
zu den nachstehend angegebenen multiplikativen Darstellungen kommt.

a.) k enthalte nicht die p—ten Einheitswurzeln. Dann besitzt jede Eins-
einheit 1 aus k eine eindeutige Darstellung

n = H (1 — 7y, v. ganz im Koeffizientenkorper k.

Dabei ist 7() wie vorher ein festes System zu den 7" assoziierter Elemente

aus k, wo k die e zu p primen Zahlen zwischen 1 und pe_pl durchlauft.

b.) k enthalte die p—ten Einheitswurzeln, und es sei ¢, = 1 — 7, eine
p"—te Einheitswurzel in k£ von grofftmoglichem Exponenten n, und wieder

e=ep"tp—1); N>n, (e,p) =1.
Dann besitzt jede Einseinheit 7 aus k eine eindeutige Darstellung
n=[] (t=a®)" (1 —al)™ . (1 —m)" (1 —pm)*
KF#eo

Dabei ist wieder (; = (ﬁ"fl = 1—m und « ein festes ganzes Element
aus ko mit s(a) # 0 mod. p, ferner

Y (k#eg) ganz aus kg,

Yeo, ganz aus ko und bei Entwicklung nach multipli-
kationstreuen Koeffizienten mod. p¥~" reduziert,

v ganz aus ko und bei Entwicklung nach multipli-
kationstreuen Koeffizienten mod. p™ reduziert,

c* ganz aus R,.
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Entsprechend der Relation
1-m)" =¢" =1,
also allgemeiner
(1—m)" =1 fiir beliebiges ganzes ¢ aus R,

kann « auch um beliebige cp™ abgeéndert werden, ohne 1 zu dndern.

[|er

Diese Darstellung ist fiir die Zwecke, die ich verfolge, ndmlich die Anwen-
dung auf die hoheren Reziprozitéitsgesetze noch nicht vollkommen.
Es stort dabei ganz wesentlich das Auftreten des Zusatzbasiselements (1 —
pmy)®. Ich will daher nachstehend eine etwas abgeéinderte Darstellung ent-
wickeln, bei der man zwar dieses Basiselement nicht braucht, dafiir aber fiir
den Exponenten ~ neben den p-adischen Zahlen aus ky auch solche aus
p-adischen Kérpern Ky mit grofierem Koeffizientenkorper zulassen muf3.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Basisdarstellung sind die Formeln:

a.) Sei k eine zu p prime Zahl zwischen 1 und z%’ aber k # eg, und

sei als letztes kp? < £ d.h. also
p—1

(& e
eopV = —S < pt < — L = epV,
p—1 p—1

dann ist fiir beliebige “Koeffizienten” & aus ko (Einheitswurzeln oder 0):

(1_77-(“))521_571-(”)4_... :1—£7T(H)+"'
(1- W(n))fp =1-—aP 4. —1—¢rplem) 4.
(1- 7T(n))ﬁp‘-’ G L — 1 Pl
(1 _ 7T(f-ﬁ))épﬁy =1 gpgpu(ﬁ(fi))pg 4. =1 — gPiplapttve) 4 .
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b.) Ist Kk = eg, so tritt an die Stelle dieser Gleichungskette die folgende:

(1 — w0 = 1 — gnleo) 4 =1 —¢rle) 4
A S
em)mlogmt —1—gme
()Lt gy ey
_<1_—_7r;);"£” - (21)_—_5);_19_%% _i- <;p_—_§>;”_l_<eop“w>
o

<7T(e°)pN7n ~ Wn)

Hieraus ergibt sich, dafl man bei der sukzessiven Bestimmung der Koeffizi-
enten ¢ in den Exponenten der Basisdarstellung in den meisten Féllen nur
Kongruenzen der Form

€7 = geg. Rest mod. p

zu 16sen hat, jedoch beim Ubergang vom Einseinheitengrad egp™ +ve zu
eopN +ve+1 fiir v =0,1,... jedesmal eine Kongruenz der Form

(&P — &P = geg. Rest mod. p

Dies erfordert beim ersten Male (v = 0) die Erweiterung des Koeffizien-
tenkorpers ko auf den (einzigen) p-adischen Kérper vom Grade p iiber
ko ; natiirlich liegen dann auch die “gegebenen Reste mod p” fiir die nunmehr
zwischengeschobenen Kongruenzen der ersteren Form in diesem erweiterten
Koeffizientenbereich. Beim n#chsten Male (v = 1) wird dann eine neue
Erweiterung des Koeffizientenkérpers auf den (einzigen) p-adischen Korper

vom Grade p? iiber k erforderlich, u.s.w.
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So gelangen wir also zu einer eindeutigen Darstellung der Form

0= I (=n)" =)™ (1= m)

K#eo

wo jetzt die Exponenten 7,,~ jedenfalls ganze p—adische Zahlen der folgen-
den Form sind:

v =6+ &p+&Eapt 4,

wo jedes &, 0 oder eine (qph" — 1)fte Einheitswurzel mit einem gewissen h,
ist (das mit v gegen oo streben kann).

Ve, bricht mod. pV=" ab, nicht aber jetzt auch +; an v kénnen ganz belie-
bige Zusatzsummanden cp” mit ganzem rational-p—adischem ¢ angebracht
werden.

Ve, liegt nach der Konstruktion noch in &y, wihrend die iibrigen -, nach
der Herleitung moglicherweise die oben angegebene kompliziertere Struktur
haben konnen. In Wahrheit haben diese ~, aber nicht diese kompliziertere
Struktur, sondern liegen von selbst auch in ko, und nur der Exponent v von
1—m, hat diese kompliziertere (irrationale) Struktur. Uberdies 18t sich auch
iiber 7 noch eine charakteristische Aussage machen, die diese Struktur noch
genauer einengt, so wie es bei der Herleitung schon ungefiahr herauskam.
Um das alles zu erhalten, geht man aber besser nicht von der schrittwei-
sen Herleitung der Koeffizienten £ der Exponenten aus, sondern betrachtet
vielmehr gleich die fertige Basisdarstellung in der obigen Form. Daraus, dafl
7 eine Zahl aus k ist, folgt ja, daBB 1 bei dem Automorphismus, der jedes
¢ durch &7 ersetzt, ungedndert bleibt, (und umgekehrt ist dies auch nach
der galoisschen Theorie gerade hinreichend dafiir, dal n zu k gehort, und
nicht zu einem der unverzweigten Erweiterungskoérper K von k vom Grade
p,p?,...). Es folgt also:

n = H (1 _ W(n))v,&q) ' (1 _ W(eo))%i@ ' (1 B 7rn)7@,
K#eq

wo 7@ die Erhebung aller Koeffizienten ¢ in die ¢-te Potenz £ bezeichnet.
Der Vergleich mit der urspriinglichen Basisdarstellung ergibt dann wegen der
Eindeutigkeit:

%@ = 7, (k #ey und auch Kk = ¢),
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alle diese =, liegen also in der Tat schon im urspriinglichen Koeffizien-
tenkorper ko . Fiir v kann nach der obigen Bemerkung nur geschlossen wer-
den:

79D =~ +pta mit einem gewissen ganzen
rational—-p—adischen a.

Diese Relation beschreibt gerade das sukzessive Anwachsen der Irrationa-
litdten in den Koeffizienten &, von p; es beginnt erst von &, ab, ganz im
Einklang mit der obigen Herleitung.

Fiir &, ergibt sich eine Kongruenz

Er=¢,+ap mod. p, ap rational

also
§§Lp = ¢, mod. p,

was (i.a.) erst im endlichen Kérper von ¢? Elementen losbar ist, fir &,
kommt man entsprechend auf eine erst im endlichen Kérper von ¢¢° Elemen-
ten losbare Kongruenz, u.s. w., ganz im Einklang mit der obigen schrittweisen
Herleitung.

So gelangt man also schlielich zu folgendem Resultat:
Jede Einseinheit n aus k besitzt eine eindeutige Darstellung der Form:

n = H (1 —W(”))%-CZ.

K

Dabei sind die Koeffizienten ~, ganze p—adische Zahlen aus dem Koeffizi-
entenkdrper ky von k, insbesondere 7., bei Entwicklung nach multiplika-
tionstreuen Koeffizienten (0 oder (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln) mod. pV—"
abbrechend. v ist eine ganze p-adische Zahl mit in Bezug auf ky irrationalen
Koeffizienten, und zwar ist genauer

Y =+ pta

mit einem gewissen ganzen rational-p-adischen a .
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Mittels dieser Darstellung kann ich die schwierige Frage 16sen, wann ein
zyklischer Korper
K = k(/n)

unverzweigt ist. Antwort: n mufs sich nach Abspaltung aller p™—ten Potenzen
auf den Bestandteil (] reduzieren, d.h. es miissen alle v, durch p" teilbar
sein.

Ich habe das allerdings bisher nur fiir den Fall N = n bewiesen, wo also
kein abbrechendes 7., auftritt. Ich glaube aber, es stimmt auch allgemein. Es
ergibt sich daraus hoffentlich bald eine entscheidende Foérderung der ganzen
Theorie der expliziten Reziprozitatsformeln.
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