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Kapitel 1

Letters Hasse—Deuring

10



1.1 30.07.1933, Deuring to Hasse

Lerpzic 30.7.1933

LiEBER HERR HASSE,

ich schicke Thnen der Einfachheit halber einen Durchschlag
der Note, die in der Math. Z. erscheinen soll, mit der Bitte um gelegentliche
Riickgabe. Die Ergdnzungen von Hecke kenne ich nicht, ich will aber mit ihm
dariiber korrespondieren. Ich erinnere mich, dass Frl. Noether davon sprach,
Hecke hétte den Beweis ,,bis auf einen Faktor % 7. Wahrscheinlich handelt es
sich dabei um Folgendes: in meiner Note wird fiir die Folge —4d;, —4ds, . ..
der Diskriminanten mit der Klassenzahl 1 lim,_., e!®! = c(t) gezeigt, falls
¢(3+it) = 0. Also gilt auch lim, .., e™" = ¢(t), wenn ¢ Linearkombination
von Nullstellenordinaten ist. Nun sucht man beliebige ¢ durch solche Line-
arkombinationen zu approximieren, um etwa gleichméssige Konvergenz von
e'd! auf einer iiberall dichten t-Menge zu beweisen, was einen Widerspruch
gébe. Aber b?i diesem Unternehmen wird man durch die Abhéngigkeit des

Fehlers (’)(e?) von t gestort. Stiinde O(eﬁ) oder etwas Ahnliches, so
wiirde es wohl gehen.
Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.2 12.10.1933, Deuring to Hasse

LErpPziG, 12 OKTOBER 1933.
LIEBER HERR HASSE,

Ihre Bemerkungen iiber zwei Vorzeichenfehler in meiner
Arbeit sind richtig. Ich glaube mich auch erinnern zu koénnen, Satz 9 (also
Formel (2’) Thres Referates) bei der Korrektur verbessert zu haben. Satz 9 ist
richtig, aber in der Einleitung falsch zitiert. Wie mir allerdings der Fehler in
Satz 7 hat entgehen konnen, wiahrend ich Satz 9 verbessert habe, ist mir jetzt
unerklérlich. Dass die zweite Formelzeile von unten auf Seite 414 verdruckt
ist, ist Thnen wohl auch aufgefallen.

Auf reell quadratische Korper habe ich meine Untersuchungen schon aus-
dehnen wollen. Es geht nicht ganz so glatt, aber es scheint, dass man fiir das
Produkt von Klassenzahl und Regulator dhnliches wird zeigen konnen, wie
fiir die Klassenzahl allein bei den imaginédren quadratischen Kérpern.

Es interessiert Sie iibrigens sicher auch, dass van der Waerden fiir das
Existenztheorem (0.3) Threr Arbeit iiber die Algebrenklassengruppe einen
elementaren Beweis gegeben hat, als Verallgemeinerung des Spezialfalles r =
1, der in der Ausarbeitung Ihrer Vorlesung steht.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.3 15.08.1934, Deuring to Hasse

LEIPzIiG 15.8.1934.
LIEBER HERR HASSE,

durch Fraulein Noether weiss ich, dass Sie sich in Géttingen
fiir mich eingesetzt haben. Darf ich Thnen meinen herzlichsten Dank dafiir
aussprechen ? Ich wiirde mich natiirlich sehr freuen, wenn ich nach Géttingen
kéame. Meine Habilitation hatte ich seinerzeit bis nach der Amerikareise auf-
geschoben; inzwischen kamen neue Bestimmungen, die [hnen ja bekannt sind.
Ich habe mich daher zum Staatsexamen gemeldet und hoffe, es bald erledigt
zu haben. Mit dem vorgeschriebenen Lagerdienst ist es so, dass die Einbe-
rufungen von der Dozentenschaft ausgehen, einen Einfluss auf die Einberu-
fungen hat aber anscheinend die ortliche Dozentenschaft nur in geringem
Masse, wir miissen also einfach abwarten. Soweit die dusseren Bedingungen.
Die Arbeit, die ich als Habilitationsschrift beabsichtige, kennen Sie ja, wie
mir Frl. Noether mitgeteilt hat.

Diesem Brief lege ich ein Manuskript einer Arbeit bei, die ich Sie bitte,
in das Crelle’sche Journal aufzunehmen. Die Sache ist schon iiber ein Jahr
alt; urspriinglich dachte ich, in der gegebenen Richtung weiter zu arbeiten, es
hat sich aber nichts ergeben. Aber im Zusammenhang mit der letzten Arbeit
von Herrn Schmidt scheint es mir auch so interessant genug.

Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING

Annahme auf Formular zugesagtE]
22.8.34

! Added by H. Hasse
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1.4 19.09.1934, Hasse to Deuring

19. SEPTEMBER 34
LIEBER HERR DEURING !

Auf eine Bemerkung von Friulein Noether hin, habe ich
gestern mit dem Dekan iiber die Frage des Druckes Ihrer beabsichtigten Habi-
litationsarbeit gesprochen. Es besteht keinerlei Hinderungsgrund dafiir, dass
Sie diese Arbeit schon jetzt zum Druck geben. Sie konnen sie dann spéter
gedruckt als Habilitationsarbeit einreichen. Ich wiirde es begriissen, wenn Sie
dieser Anregung bald Folge leisteten und méchte Sie in diesem Falle bitten,
mir die Arbeit fiir Crelles Journal zu geben. Hoffentlich gelingt es Ihnen bald,
die Vorbedingungen fiir Ihre Habilitation zu schaffen.

Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.5 29.11.1934, Deuring to Hasse

LEIPZIG,
29. NOVEMBER 1934.

LIEBER HERR HASSE,

Kiirzlich habe ich bei der Dozentenschaft noch einmal dar-
auf gedrungen, dafl man mich im Frithjahr zum Geldndesportlager einberuft;
es ist jetzt ziemlich sicher, dafl es geschehen wird. Dann werde ich mich also
im Sommer habilitieren konnen, wenn, wie ich annehme, die Einberufung zur
Dozentenakademie dann schnell folgt. Meine Assistentenstelle hier lauft am
1. Mai 1935 ab. Besteht die Moglichkeit, dafl ich im Sommer eine Stelle in
Gottingen erhalten kann ? Ich will mich beizeiten um diese Angelegenheit
kiimmern.

Zweitens habe ich noch eine mathematische Frage an Sie, die den Haupt-
idealsatz betrifft. In ihrem Bericht iiber das Reziprozitétsgesetz wird (S. 173)
als mogliche Vermutung hingestellt, dafl} in einem unverzweigten abelschen
Korper K/k stets eine Untergruppe der Ordnung (K : k) in der Klassen-
gruppe des Grundkorpers k kapituliert. Ist diese Vermutung bewiesen, durch
Beispiele widerlegt oder unentschieden ? Auf diese Frage bin ich gestoflen,
wie ich den Beweis dafiir, dafi der Index der einem zyklischen Korper K/k
zugeordneten Idealgruppe in k& mindestens gleich (K : k) ist, auf beliebi-
ges galoissches K/k (zunichst einfach durch Uebertragung der Rechnung)
verallgemeinern wollte. Bedeutet A die Gruppe der Zahlen von K , welche
Ideale von k darstellen, « die Zahlen von k£, E die Einheiten von K, so
ist die Anzahl der kapitulierenden Idealklassen ja gleich (A : aE) — im
unverzweigten Fall. Dieser Index kann leicht umgewandelt werden in einen
Ausdruck, der dem Herbrandschen Indexquotienten fiir den zyklischen Fall
entspricht. Es gelang mir auch, zu zeigen, dafl man sich fiir die Berechnung
dieses Ausdruckes auf die Herbrand—Minkowskische Einheitenuntergruppe
beschréanken darf, aber ich konnte ihn dann noch nicht endgiiltig bestim-
men, vermute aber, daf§ er im abelschen Fall gleich (K : k), im galoisschen
Fall gleich dem Index der Kommutatorgruppe der Galoisschen Gruppe von
K/E ist. Ist die Vermutung richtig, so ist damit der Hauptidealsatz mit einer
Methode bewiesen, die eine Verallgemeinerung der Hilbertschen Methode fiir
den zyklischen Fall darstellt; dariiber hinaus wére der eingangs genannte Satz
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als richtig erkannt, wenn dieser aber falsch ist, so wire das ein Fingerzeig fiir
meine Frage.

Mit den besten Griissen

IHR MAX DEURING
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1.6 12.12.1934, Hasse to Deuring

12. DEZEMBER 34
LIEBER HERR DEURING !

Heute mochte ich zu dem mathematischen Teil Thres Brie-

fes vom 29. November Stellung nehmen. Dass im unverzweigt—abelschen K/k
eine Kapitulation mindestens von der Ordnung (K : k) stattfindet, ist bis-
her weder bewiesen noch widerlegt, hochstwahrscheinlich aber richtig, jedoch
scheint es aussichtslos, diesen verschéirften Hauptidealsatz, wie iiberhaupt
den Hauptidealsatz bei Hilbert auf Hilbeets Wegen, d.h. ohne Zweistufig-
keitsbetrachtungen zu beweisen. Schon fiir zyklische K/k vom Primzahlpo-
tenzgrad ist Zahlberichtssatz 91 nur giiltig, wenn man unter E Einheiten der
Zwischenkorper und Wurzeln daraus versteht, und das hat zur Folge, dass
keine zyklische Kapitulation der Ordnung (K : k) stattzufinden braucht,
sondern nur iiberhaupt eine von dieser Ordnung. All dieses entnehme ich ei-
ner Mitteilung von Arnold Scholz, der Thnen demnéichst ausfiihrlicher dariiber
berichten wird. Im iibrigen lege ich ein Blatt mit Aufzeichnungen meines
Schiilers Dr. Schilling bei, das sich mit der Frage der Berechnung des In-
dex des Einheitenhauptgeschlechtes beschéftigt. Hoffentlich niitzt Thnen dies
Material etwas.

Ihre fiir Crelle eingereichte Arbeit geht néichster Tage in Korrektur.

Mit herzlichen Griissen

stets Thr

H. HASSE
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1.7 06.01.1935, Deuring to Hasse

GOTTINGEN,
6. JANUAR 1935

LIEBER HERR HASSE,
ich habe Herrn Professor Reich erst am Sonnabend spre-
chen koénnen. Es gibt keine Schwierigkeiten fiir die Dr. Habil. Priifung, Herr
Prof. Reich war der Ansicht, dass ich die Priifung noch in diesem Semester
erledigen kann, ich will daher mein Gesuch noch in dieser Woche einreichen.
Mit den besten Griissen verbleibe ich

Thr

MAX DEURING
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1.8 28.01.1935, Hasse to Deuring

GOTTINGEN,
DEN 28. JANUAR 1935.

LIEBER HERR D EURIN G ,

bitte entschuldigen Sie, dass ich versehentlich den wieder
beigefiigten Brief an Herrn Ore, der mir auf meinen Schreibtisch gelegt wor-
den war, geoffnet und gelesen habe.

Herr Ore ist bis jetzt nicht hier. Seit seinem letzten Brief vom 26.Sep-
tember habe ich von ihm nichts wieder gehort. In diesem Brief schrieb er
mir: “Ich werde im Friithjahr ein halbes Jahr Urlaub nehmen und reise im Ja-
nuar 1935 nach Norwegen und werde dann nach Deutschland und vielleicht
Ziirich und Paris reisen. Wenn Sie in Gottingen sind, werde ich versuchen,
da zu arbeiten. Ich habe nicht einmal das neue Institut gesehen.”

Ihr Habilitationsgesuch liegt mir jetzt vor. Ich lasse es schnellstens weiter
gehen.

Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.9 20.03.1935, Deuring to Hasse

RIENECK, 20. MARZ 1935.
LIEBER HERR HASSE,

ich mochte Thnen gern davon Mitteilung machen, dass ich

zur Zeit im Dozentenlager bin, dies wird mir spéter angerechnet, ich habe
mich in Berlin besonders erkundigt. Auch dem Dekanat in Gottingen habe ich
dies mitgeteilt, damit das Kolloquium zur Habilitation nicht zu frith angesetzt
wird. Immerhin wére es mir angenehm, wenn es dann gleich nach Ostern
stattfindet; und wenn Sie darauf hinwirken konnten, wére ich Thnen sehr
dankbar.

In meinem Berichte iiber ,Algebren” sind einige Ungenauigkeiten, die we-
sentlichen sind die folgenden:
1. In dem § iiber einfache Algebren ist nicht ausdriicklich gesagt, dass
, Teilalgebren” immer nur solche sind, deren Eins mit der der ganzen Al-
gebra zusammenfillt; beim unbefangenen Lesen wird das storen.
2. In VI, §8ist Satz 2 nicht fiir die allgemeinste Maximalordnung bewiesen.
Er kann aber umgekehrt leicht aus Satz 1 gewonnen werden.
3. In VIIL §5 ist der ,elementare” Beweis von Satz 10 falsch. Jedoch habe
ich mir einen richtigen rein algebraischen Beweis iiberlegt.
4. Im Literaturverzeichnis fehlt Deuring [4] (in IV, §3 erwihnt), diese Ar-
beit ist noch nicht erschienen.
Hoffentlich finden Sie diese Fehler nicht zu stérend.

Mit den besten Griissen

Ihr sehr ergebener

MAX DEURING
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1.10 12.04.1935, Deuring to Hasse

LerrziG, 12. APRIL 1935
LIEBER HERR HASSE,

besten Dank fiir Thren Brief. An sich wiirde ich gern mit
Ihnen sprechen, wenn ich zum Kolloquium nach Gottingen komme, da dies
aber immerhin 8 bis 14 Tage nach Ostern sein kann, und ich etwas beunruhigt
bin, dachte ich daran, noch vor Ostern in Gottingen mit Thnen zu sprechen.
Mit meiner Assistentenstelle hier ist es so, dass sie erst zu Semesterschluss,
also am 30. Juni ablduft. Herr van der Waerden will Verléngerung auf jeden
Fall beantragen, ob sie durchgeht, steht noch nicht fest.
Den Enzyklopédieartikel denke ich in etwa einem Jahre fertig zu haben.
Disposition und néhere Angaben werde ich Thnen in néchster Zeit mitteilen.
Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.11 15.04.1935, Hasse to Deuring

15. ApRIL 1935.
LIEBER HERR DEURING !

Herzlichen Dank fiir Ihren freundlichen Brief, ich habe noch
einmal mit verschiedenen Stellen {iber Sie gesprochen und habe jetzt beim
Dekan die Festsetzung des Termins fiir Thr Kolloquium erreicht. Wenn nicht
noch etwas dazwischen kommt, was der Dekan vorsichtshalber ausdriicklich
offen liess, soll es bereits am 24. April nachmittags 5 Uhr sein. Danach halte
ich es nicht fiir erforderlich, dass Sie noch vor Ostern hierher kommen, falls
Sie nicht sowieso die Absicht hatten, die Ostertage hier bei ihrer Frau Mutter
zu verbringen.

Es beruhigt mich, dass Thre Assistentenstelle nun doch anders als Sie mir
frither einmal sagten, bis zum 30. Juni 1auft und sogar unter Umstédnden auch
noch weiter verldngert werden kann.

Ich wiirde es sehr begriissen, wenn Sie ganz unabhéngig von Threm Kollo-
quium am Dienstag, den 23. April abends hier in der Mathematischen Gesell-
schaft einen Vortrag halten konnten. Wenn Sie das tun wollen, so bitte ich
um umgehende Mitteilung und Angabe des Themas. Hier wiirde ich von mir
aus aus bestimmten Griinden anregen, dass Sie kein abstrakt algebraisches
Thema wihlen. Fiir einen solchen Vortrag konnten wir Thnen eine Vergiitung
von 50 Mk geben.

Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.12 16.04.1935, Deuring to Hasse

LEerrziG, 16. APRIL 1935

LIEBER HERR HASSE,
meinen besten Dank fiir Thren Brief und Ihre Einladung
zum Vortrag. Ich wiirde gern iiber ,Nullstellen von Zetafunktionen” vortra-
gen, also iiber meine Habilitationsschrift, und hoffe, dass dies den geniigenden
Abstand von der abstrakten Algebra hat. Hoffentlich ist es recht, wenn ich

erst am Dienstag 187 in Gottingen ankomme, ich bin iiber Ostern in Berlin.
Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.13 18.04.1935, Hasse to Deuring

18. ApRIL 1935.
LIEBER HERR DEURING !

Nun hat der Dekan mir doch noch eine Aenderung in dem
vorgesehenen Termin fiir Thr Kolloquium mitgeteilt. Da der Rektor es so
wiinschte, soll es erst am Donnerstag, den 2. Mai um 5 Uhr nachmittags
stattfinden. Da ich nun aber inzwischen Thren Vortrag in der Mathemati-
schen Gesellschaft angesetzt habe und die Einladungen bereits verschickt
sind, mochte ich das nicht gern wieder riickgéngig machen. Ich bitte Sie also,
doch schon am 23. hier zu sein. Falls Sie darum eine besondere Reise haben,
wird das Institut diese vergiiten. Bitte bemessen Sie Thren Aufenthalt hier
nicht zu kurz, denn es wire gut, wenn Sie bei dieser Gelegenheit sich schon
einmal dem Rektor und vielleicht auch der Dozentenschaft vorstellten. Die
Ankunftszeit 18°7 oke. Der Vortrag beginnt um 20 Uhr c. t.

Von Weyl erhielt ich vorgestern die telegraphische Nachricht, dass Emmy
Noether am vorigen Sonntag an einem plotzlichen Zusammenbruch nach ei-
ner erfolgreichen Tumor—Operation gestorben ist. Sie wurde am Mittwoch in
Bryn Mawr eingeédschert.

Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.14 12.06.1935, Deuring to Hasse

Leirzic, 12. Junt 1935.

LIEBER HERR HASSE,

kurz vor Pfingsten erhielt ich von der Fakultéit in Géttingen
die Mitteilung, dafl das Ministerium meiner Habilitation zugestimmt hat. Da-
her will ich jetzt an das Ministerium den Antrag auf Zulassung zur Dozentur
stellen. Eine Aufforderung, von der Sie mir Anfang Mai sprachen, ist nicht
erfolgt, wenn ich davon absehe, dal das Rektorat den Nachweis der arischen
Abstammung meiner als solche nicht existierenden Ehefrau verlangte.

In einigen Tagen werde ich Thnen die Disposition des Enzyklopéadieartikels
schicken. Anfang Juli werde ich fiir einige Tage nach Gottingen kommen und
hoffe, Sie dann besuchen zu kénnen.

Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.15 14.06.1935, Hasse to Deuring

14. Jun1 35
LIEBER HERR DEURING !

Ich freue mich sehr, dass das Ministerium IThnen ohne die
befiirchtete Verzogerung den Dr.habil. bestétigt hat. Ich werde nun auch
von hier aus den Antrag stellen, Thnen nach Absolvierung der Dozenten-
akademie hier eine Dozentur mit Lehrauftrag fiir analytische Zahltheorie zu
geben. Bitte lassen Sie mich doch gleich wissen, wann Sie mit der Einberu-
fung zur Dozentenakademie rechnen. Es freut mich auch zu erfahren, dass
man nicht von befreundeter Seite an Sie herangetreten ist, um Sie von sich
aus zu einem Verzicht auf Gottingen zu veranlassen. Die Disposition fiir den
Enzyklopédieartikel schicken Sie bitte an Teubner, der alles sammelt und
gleich Abschriften in nétiger Anzahl herstellt. Dann bitte ich um einen etwa
6 Schreibmaschinenzeilen langen Auszug fiir die Vorankiindigung.

Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.16 17.06.1935, Deuring to Hasse

LEipziG, 17.6.1935

LIEBER HERR HASSE,
besten Dank fiir Thren Brief. Ich will IThnen nur mitteilen,
dass ich die Einberufung zur Dozentenakademie fiir einen der Kurse in diesem
Sommer rechne, es finden in Kiel und Rittmarshausen je drei Kurse zu drei
Wochen hintereinander statt. Meine Meldung habe ich schon Anfang April

abgegeben.
Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.17 22.10.1935, Deuring to Hasse

Lepzic 22.10.1935

LIEBER HERR HASSE,

anliegend schicke ich Thnen die Schillingsche Arbeit zuriick
mit einigen kleineren Bemerkungen: Auf Seite 4, im letzten Absatz von Ab-
schnitt 1, muss noch gesagt werden, dass ein Element von k& durch seinen Di-
visor bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist, was keineswegs
selbstversténdlich ist. Es wird in der zweiten der unter (5) zitierten Arbei-
ten von van der Waerden in der nétigen Allgemeinheit bewiesen. Vielleicht
meint Herr Schilling dies in dem Satze: “Jedes Element a aus k besitzt....”
und hat sich nur in der Formulierung vertan. Abschnitt 2 ist eine schone
Zusammenfassung der Sitze in meiner Arbeit, die Beweise auszufithren war
natiirlich nicht notig.

Das Zerlegungsgesetz auf Seite 10 ist leider auf die angegebene Weise
nicht begriindbar. Denn der zitierte (falsche, aber korrigierbare) Beweis von
Satz 10 auf Seite 122 in meinen “Algebren” ist nicht iibertragbar. Ich halte
es auch nicht fiir wahrscheinlich, dass es ein Zerlegungsgesetz in dieser einfa-
chen Form iiberhaupt gibt, weil zu dem Zerlegungstypus eines Primdivisors
die Struktur der Zerlegungsgruppe gehort, die im Zahlkorperfall, aber nicht
hier, schon durch den Grad gegeben ist. Das ergibt sich ja daraus, dass alle
Untergruppen der galoisschen Gruppe als Zerlegungsgruppen auftreten. Bei
dieser Gelegenheit mochte ich Thnen eine Bemerkung iiber die arithmetischen
Beweise in der Klassenkorpertheorie mitteilen, die Sie sicher interessiert.

Der Satz: Zu vorgeschriebenen Invarianten (%) , die die drei Bedingun-
gen

(1) > (é) =0 (mod1)

> p
(2) 2(£> =0 (mod1)
" o . A
(3) Nur fiir endlich viele p ist (—) # 0 (mod 1)
p
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erfiillen, gibt es stets eine Algebra iiber k
kann rein arithmetisch aus der Summenrelation abgeleitet werden:

Nach Chevalley—Nehrkorn folgt die Klassenkorpertheorie aus rein a-
rithmetisch. Insbesondere: Bedeutet K /k einen zyklischen Korper n—ten
Grades, a (A) die Gruppe der zum Fiithrer f von K/k teilerfremden Ideale
von k (K) und v die primen Normenreste modulo f von K/k, so ist
a/v NA zyklisch von der Ordnung n und die Untergruppe v NA von a ist
durch die Relation (%) = 1 gekennzeichnet. Wird ein Ideal a =[], rr P
durch die Exponenten g, bestimmt, so kann die Gruppe v NA, weil sie
zyklisch vom Grade n unter a liegt, durch eine Relation

(4) Z 0,6p = 0 (mod n) oder Z 0y6p/n = 0 (mod 1)

gekennzeichnet werden, in der ¢, gewisse ganze Zahlen sind. Bis auf ganz-
zahlige Faktoren ist auch die einzige Relation fiir die Untergruppe v NA.
Aus der Kennzeichnung von v N A mittels des Artinsymbols ergibt sich, dass
man fiir die ¢, die Exponenten ¢, in einer Darstellung (%) = s der Fro-
beniussubstitutionen durch einen erzeugenden Automorphismus S von K/k
zu nehmen hat. Aus der Einzigkeit der Relation folgt, dass es zu vor-
geschriebenen Invarianten (f), die ausser , und auch noch die
Bedingungen

(5) (ﬁ) =0 (mod1) fir p|f
(6) (84 (5) =0 (mod 1)

erfiillen, eine Algebra A = (v, K, S) gibt.
Sind jetzt beliebige Invarianten geméss , , vorgegeben, so be-
stimmen wir zunéchst in k eine total negative Zahl o und eine Zahl [,

die an der Stelle p,, positiv ist, falls (ﬁ) = 0 (mod 1) ist, die aber an

der Stelle p., negativ sein soll, wenn (%) =77 (mod 1) gilt. Wir setzen

(8, Vo, S) = B und bilden die neuen Invarianten

6)- () me»
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Mittels des van der Waerdenschen Existenztheorems bestimmen wir einen
zyklischen Kreiskorper K/k, der den Bedingungen

(K, k) (5) =0 fmod 1)

geniigt, und zu dessen Verzweigungsprimstellen ¢ die Invarianten (Q) =0
(mod 1) gehoren. Es gibt dann, wie wir gesehen haben, eine Algebra C' =

(v, K, S); A = C x B ist die gesuchte Algebra.
Ich bleibe mit den besten Griiflen
Ihr

M. DEURING
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1.18 17.11.1935, Deuring to Hasse

Lempzic 17.11.1935

LIEBER HERR HASSE,

Es freut mich, dass Sie meine Mitteilung iiber die Alge-
bren interessiert hat. Gerade habe ich die Note von Chevalley in den Comp-
tes Rendus fiir das Zentralblatt referiert, in der die Klassenkorpertheorie
von den analytischen Methoden befreit. Jetzt ist also der ganze Komplex
Klassenkorper— und Algebrentheorie “elementar” begriindbar ! Vorlaufig aber
kaum in einer Form, die dem Anféinger das Eindringen erleichtert.

Die Vorbereitung auf meine Probevorlesung habe ich beendet, so dass
ich wie eine geladene Kanone darauf warte abgefeuert zu werden. In der
Mitteilung von der Fakultdt vom 1.11. war Raum fiir ein vorldufiges Datum
der Vorlesung, der aber nicht ausgefiillt worden war.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.19 18.11.1935, Hasse to Deuring

18. NOVEMBER 1935.
LIEBER HERR DEURING !

Besten Dank fiir Thren Brief. Ich habe daraufhin gleich
mit unserem Dekan gesprochen. Durch einen plotzlichen Wechsel im Deka-
nat hat sich die Sache etwas verzogert. Der Dekan hat mir jetzt versprochen,
die Probevorlesung Anfang Dezember und zwar an einem Mittwoch und dar-
auffolgenden Sonnabend stattfinden zu lassen. Ich hoffe, dass der Ziinder in
Ihrer Kanone nicht beschédigt ist und sie noch so lange dicht hélt.

Mit besten Griissen

Thr

H. HASSE
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1.20 02.12.1935, Hasse to Deuring

2. DEZEMBER 1935.
LIEBER HERR DEURING !

Ich habe heute nochmal mit dem Rektor telefoniert. Da-
nach sieht es so aus, als ob man Ihre Antritts—Vorlesung — aus Zeitmangel
des Rektors — auf 2 Stunden verkiirzen und an einem Vormittag statt-
finden lassen will. Wenn es allen Andern passt, wird wohl Mittwoch, der
11. Dezember gewihlt werden, vormittags 9—11. Ich wollte Sie dies schon
heute auf alle Félle wissen lassen, damit Sie sich darauf einstellen. Sicher
steht der Termin noch nicht, Sie erhalten noch offizielle Nachricht.

Fiir Thr Manuskript recht herzlichen Dank. Ich habe es bereits nach Berlin
geschickt. Ich freue mich sehr, Sie bald zu sehen und verschiedenes mit Thnen
besprechen zu kénnen, vor allem mathematische Fragen. Ich habe ziemlich
viel Neues gefunden.

Mit bestem Gruss

Thr

H. HASSE
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1.21 07.01.1936, Deuring to Hasse

LEIPZIG,
7. JANUAR 1936

LIEBER HERR HASSE,

anliegend schicke ich Ihnen die Seminaraufzeichnungen von
E. Noether zuriick. Meiner Ansicht nach kommt nichts davon fiir die Publi-
kation in Frage. Der Beweis des Diskriminantensatzes ist ja schon von ihr
selbst in Crelle 157 verdffentlicht worden und der Beweis des Differenten-
satzes steht ja im Prinzip in Threr Arbeit iiber p—adische Schiefkorper und in
hinreichender Allgemeinheit in meinen “Algebren”.

Ich fiige noch ein Manuskript bei, das ich Sie bitte in Crelle aufzunehmen.
Die Bearbeitung des nachgelassenen Manuskriptes von E. Noether wird noch
einige Zeit erfordern.

In meiner Angelegenheit habe ich nichts wieder gehort; auch keine Ent-
scheidung von Berlin, die ja wohl in irgend einer Form gemacht werden muf.

Ich bleibe mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.22 09.01.1936, Hasse to Deuring

GOTTINGEN,
DEN 9. JANUAR 1936.

LIEBER HERR DEURING !

Besten Dank fiir Thr Manuskript fiir Crelle, das ich gerne
annehmen werde, ebenso fiir die Riicksendung der Noether—Papiere, die ich
an F. Noether zuriickgesandt habe.

Von Berlin habe ich noch nichts gehort, auch ich nehme an, dass irgend-
eine Aeusserung erfolgen wird.

Ich werde wahrscheinlich iibermorgen in Lpzg. sein, um mit v. d. Waerden
zu sprechen ]

Mit besten Griissen

Thr

H. HASSE

ISiehe den Brief von vdW. an Hasse vom 17.12.35. H. méchte mit vdW. iiber die
Zukunft von Deuring sprechen.
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1.23 09.05.1936, Deuring to Hasse

Lerpzic O 27, 9. MA1 1936
LIEBER HERR HASSE,

in den letzten Wochen habe ich versucht, Ihre Ergebnisse
fiir elliptische Funktionenkorper auf Korper hoheren Geschlechtes zu ver-
allgemeinern. Das ist mir bis zur Aufstellung des Multiplikatorenringes und
dem Beweis seiner Algebraizitéit gelungen. Da Sie vielleicht auf diesem Gebiet
schon weiter sind, schicke ich Thnen die Einleitung einer geplanten Arbeit. In
ihr sind die algebraischen Ergebnisse nur angegeben. Die Beweise sind zwar
vollstéandig durchgefiihrt, aber noch in einem monstrésen Zustand.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.24 11.05.1936, Hasse to Deuring

11. MA1 36

L1IEBER HERR DEURING,

herzlichen Dank fiir die Zusendung IThrer Einleitung. Ich
muf das sehr genau studieren, wozu ich heute und in den néchsten Tagen
allerdings beim besten Willen nicht kommen werde, denn ich muf} fiir einige
Tage zu einem Vortrag nach Konigsberg.

Jedenfalls bin ich sicher, dal Sie damit die Grundlage insbesondere fiir die
Bewdéltigung der Riemannschen Vermutung in beliebigen Funktionenkdrpern
gelegt haben. Ich bin iiberzeugt, dal ich durch Verkniipfung der eigenen
Ansitze, die ich selbst in den letzten Wochen iiberdacht habe, mit Thren
Resultaten einen Beweis der Riemannschen Vermutung geben kann. Ich will
mir die Sache baldmoglichst genauer durchdenken, auch im Hinblick auf eine
glattere Darstellung Ihrer Beweise.

Herzlichst

Thr

H. HASSE
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1.25 28.05.1936, Hasse to Deuring

28.5.36
L1IEBER HERR DEURING,

ich bin nun zur etwas genaueren Durchsicht Threr Zusen-
dung gekommen und finde das bestétigt, was mein erster fliichtiger Eindruck
war. Sehr dankbar wére ich Thnen, wenn Sie mir die genaue Definition der
Divisorenfunktion ®(q) angeben kénnten, am liebsten alle Moglichkeiten fiir
diese Definition, sowohl die fiir den Beweis als auch die fiir das Versténdnis
zweckméBigste. Inzwischen werden Sie aus meiner Arbeit No 2 in Crelles
Journal gesehen haben, dafl ich im elliptischen Falle jetzt ganz &hnlich bei
der Begriindung des Additionstheorems der Meromorphismen vorgegangen
bin. Wenn ich recht sehe, fehlt in Threm Aufbau aus Griinden, die mit der
Mehrvariabligkeit des Korpers der Abelschen Funktionen zusammenhéngen,
das Analogon zu der inhaltlichen Bedeutung der Meromorphismen als Ope-
rationen fiir die Flemente des Funktionenkorpers. Daher wird man fiir den
Beweis desjenigen Theorems, das ich ‘Normenadditionsformel’ genannt habe
(genaue Ausfithrung folgt in meiner Arbeit No 3 im {ibernéchsten Crelle—
Heft), bei hoherem Geschlecht eine vollig neue Methode ausdenken miissen,
wenn man sich nicht entschlielt, den dornigen Weg zu gehen und die Mero-
morphismen durch Teilkérperabbildungen des zugehorigen Korpers der Abel-
schen Funktion zu definieren.
Haben Sie Thre Arbeit iiber diese Dinge schon in endgiiltiger fiir den Druck
bestimmter Gestalt vorliegen ? Und diirfte ich sie dann fiir Crelle haben ?
Mit herzlichen Griiflen

stets Ihr

H. HASSE
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1.26 29.05.1936, Deuring to Hasse

LEIPZIiG 29.5.1936
LIEBER HERR HASSE,

als ich Ihren Brief erhielt, war ich schon entschlossen, IThnen
den ersten Teil meiner Arbeit als Teil I fiir Crelle zu schicken. Alles in einem
wére wohl zu lang. Dem beiliegenden Manuskript soll noch ein Paragraph fol-
gen, der nur eine Zusammenfassung des Vorhergehenden bis zur Aufstellung
des Multiplikatorenrings enthélt. Die genauere Untersuchung dieses Ringes
soll in Teil IT gegeben werden.

Ich glaube, dass aus meinem Manuskript klar hervorgeht, warum man
fir ¢ = 1 mit Meromorphismen auskommt: weil sich in KK’ jede Divi-
sorenklasse der Ordnung 0 in der Gestalt P/o mit konstantem o und P
vom Grade 1 schreiben ldsst. Schon von hier aus leuchtet es ein, dass man
fiir hheres g auch die P hoéheren Grades heranziehen muss, als Abbildun-
gen von K nicht auf Teilkorper von K, aber doch auf Teilkérper von Er-
weiterungen endlichen Grades von K . Die fiir die Riemannsche Vermutung
wesentliche Eigenschaft der komplexen Multiplikatoren scheint mir darauf
zuriick zu gehen, dass die Normen als durch Gradzahlen definiert positiv sind.
Das ist mir aber noch nicht ganz klar. Die fiir die Theorie der Teilungskorper
Abelscher Funktionen wesentlichen Kongruenzen fiir Teilwerte erhilt man
natiirlich nach Threm Vorbild fiir den elliptischen Fall ohne weiteres.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.27 04.06.1936, Hasse to Deuring

4.6.36
L1IEBER HERR DEURING,

vielen herzlichen Dank fiir die Zusendung IThres Manuskrip-
tes. Wenn ich Sie recht verstanden habe, soll diesem Manuskript zunéchst
noch ein Paragraph folgen, der mit in den ersten Teil aufgenommen werden
soll. Ich warte also mit dem Einsenden zum Druck, bis ich diesen restlichen
Paragraphen in den Hénden habe.

Zusammen mit Herrn H.L. Schmid habe ich mich an eine eingehende
Lektiire Thres Manuskriptes gemacht. Wir kommen sehr langsam vorwérts,
weil wir alles ganz genau verstehen wollen. Bis jetzt haben wir nur die Ein-
leitung und § 1 durchgearbeitet. Dazu mochte ich folgende Fragen stellen, dir
mir auch zur Aufklirung eine gewisse Anderung des Textes notwendig zu
machen scheinen.

Auf S. 2 oben, Zeile 3 haben Sie die wichtige Bedingung ausgelassen, dafl
die betreffenden Funktionen im Grofien eindeutig sein sollen. Ich wiirde das
ausdriicklich hinzufiigen und nicht nur implizit in den nicht bei allen Mathe-
matikern gleichen Funktionsbegriff auf einer Flédche hineinlegen, ganz beson-
ders, da es nachher bei den Korrespondenzen auf den Wegfall dieser Bedin-
gung ankommt.

Am Schluf desselben Absatzes wiirde ich es aus genau dem gleichen Grun-
de fiir zweckméflig halten zu sagen, dafl die betreffende n—deutige Funktion
bei geschlossenen Wegen auf der Fliache lediglich eine Permutation ihrer n
Zweige erfihrt. AuBerdem ist das Wort ‘analytisch’ genauer zu erldutern,
ndmlich dahin, dal die einzelnen Zweige Potenzreihen in einer festen Wurzel
der Ortsuniformisierenden sind. Vielleicht ist es sogar noch besser einfach
zu sagen, daf die Korrespondenz aus den n Wurzeln einer (nicht notwen-
dig irreduziblen) algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus K besteht.
Damit ist meiner Ansicht nach eine viel klarere Definition gegeben als die
von Thnen gewéhlte recht unbestimmte Definition. Dasselbe wiederholt sich
dann auf S.6, 1. Abs. Dort haben Sie zur Abwechslung statt analytisch ge-
schrieben ‘regulédr oder algebraisch verzweigt’. Sie wissen doch selbst, wie
mannigfach der Gebrauch der Worte ‘regulér’ und ‘analytisch’ ist, so daf} es
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zum mindesten notwendig ist zu sagen, in welchem der landldufigen Sinne
Sie die Worte meinen. Auch macht es einige Schwierigkeiten zu verstehen,
was ‘gemessen in den Ortsuniformisierenden von F' und F’’ bedeutet. Was
gemeint ist, scheint mir zu sein, daB eine n-blittrige Uberlagerungsfliche
von I konform auf F’ abgebildet wird. Dies ist vielleicht die beste Aus-
drucksweise.

Ich nehme an, dal das Wort ‘reguldaranalytisch’ auf S. 7 Mitte im folgen-
den Sinn verstanden ist : unverzweigt polfrei.

Sehr gut hat mir Thr auf S. 10 gefithrter Nachweis gefallen, dafl man fiir
Einzelpunkte der Flache die Ausnahmeklassen durch Parallelverschiebung
beseitigen kann. Ich bin gespannt auf das rein algebraische Aquivalent im
spateren Teil.

Néchstens mehr.

Herzlichst Ihr

H. HASSE
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1.28 09.06.1936, Deuring to Hasse

LEIPZIG 9. 6. 1936.
LIEBER HERR HASSE,

herzlichen Dank fiir Thre Bemerkungen zu meiner Arbeit.
Vorerst : in der Tat soll Teil I noch einen §4 erhalten, ich werde ihn sobald
wie moglich schicken. Thre Aussetzungen an den Formulierungen in §1 gebe
ich zu, vor allem deswegen, weil §1 ja der Erleichterung des Verstdndnisses
dienen soll. Am besten ist es wohl, eine Korrespondenz als konforme Abbil-
dung einer Uberlagerungsfliche von § auf § zu definieren. Vergleichen Sie
doch bitte die angefiithrte Arbeit von Hurwitz.

Ich will nun als Antwort auf Ihren Brief vom 5. 6. begriinden, warum ich
die Korrespondenzen nicht als Korperabbildungen aufgefasst habe. Korper-
abbildungen gehoren zu Primdivisoren 8 von K'K ; die allgemeine Korres-
pondenz gehért aber zu einem zusammengesetzten Divisor, und zusammen-
gesetzte Divisoren miissen betrachtet werden, weil sich die Klassen nullten
Grades von KK’ nicht wie im Falle ¢ = 1 durch Primdivisoren (ersten
Grades) reprisentieren lassen. Zweitens bilden die Meromorphismen keinen
Ring, weil die Nacheinanderausfiihrung fiir K* # K nicht definiert ist (siehe
§3). Die Korrespondenzen als Homomorphismen der Divisorengruppe von K
in die von K’ bilden dagegen (falls K’ = K ) einen Ring, der einzige (im
Grunde nicht schwierige) Punkt ist die multiplikative Abgeschlossenheit. Be-
merken Sie bitte auch, dass keine ,normierten” Korrespondenzen auftreten,
die in Threr Arbeit doch einigen Kummer verursachen.

Bei der Entstehung der Arbeit war gerade diese Loslosung von den Kor-
perabbildungen der entscheidende Schritt; nachdem ich dieses und die Unno-
tigkeit der Normierung erkannt hatte, habe ich die Definition der Korrespon-
denzen und die Sétze in §2 erraten, um sie schliesslich mit ,roher Gewalt”
zu beweisen. Darum sind die Beweise auch so fiirchterlich. Ich wiirde mich
freuen, wenn Sie radikale Vereinfachungen finden.

Mit herzlichen Griissen

Thr
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M. DEURING
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1.29 11.06.1936, Hasse to Deuring

11. Junt 36
L1IEBER HERR DEURING,

besten Dank fiir Thren freundlichen Brief. Ich sehe sehr
wohl die Griinde und Schwierigkeiten, die Sie zu Ihrer Definition veranlaft
haben. Immerhin glaube ich, durch eine geeignete Ausdehnung des Begriffes
der Korperabbildung, namlich Zulassung auch hyperkomplexer Systeme, das
Gewlinschte zu erreichen. Selbstverstéindlich hat das nur Zweck, wenn sich
dadurch wirklich ein mehr versténdlicher Beweis fiir den schwierigen Satz 4
ergibt. Ermutigt werde ich zu dieser Hoffnung dadurch, dafl im elliptischen
Fall der Satz 4 eben auf Grund der Definition der Punktabbildung durch
Nacheinanderausfithrung von Kérperabbildungen ganz trivial wird.

Wenn ich nur mehr Zeit hiatte, um mich uneingeschréinkt mit allen diesen
Dingen zu beschéftigen. Ich hoffe, dafl Herr Schmid, mit dem ich bisher Thre
Arbeit zusammen durchstudiert habe, sich bald so weit eingearbeitet hat, daf3
er nach Anleitung von mir weiterbohren kann. Er hat jedenfalls das grofite
Interesse daran.

Ich werde dann die Formulierungen im kontinuierlichen Teil entsprechend
klarer machen. Auch darf ich mir wohl die Freiheit nehmen,

1) unzéhlige Interpunktionszeichen zu setzen, die Sie ganz ausgelassen
haben, und

2) diese oder jene kleinere stilistische oder sachliche Anderung vorzuneh-
men. Beim Lesen sind mir schon eine ganze Reihe solcher Dinge aufgefallen.
Ich werde Thnen dann das so préaparierte Manuskript vor der Drucklegung
noch einmal vorlegen.

Gestern habe ich mit Herrn Ministerialrat Mentzel einmal {iber die Frage
Ihrer Zukunft gesprochen. Er hat mir bestétigt, dafl prinzipiell die Moglich-
keit besteht, dafl Sie nach geraumer Zeit noch einmal Gelegenheit haben,
sich um eine Dozentur zu bewerben. Das mufl dann auf Antrag des hiesigen
Rektors geschehen. Er selbst sagte, dafl er es auf alle Fille fiir zweckméfig
hielte, noch etwa ein Jahr zu warten. Von mir aus mochte ich hinzufiigen,
dafl es sich wohl kaum lohnen wird, einen erneuten Antrag dieser Art von
hier aus zu stellen, solange der gegenwiéirtige Rektor noch im Amt ist. Es ist
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immerhin anzunehmen, dafl dies nach einem Jahr nicht mehr der Fall ist.
Dann kénnen wir ja die Situation noch einmal priifen. Es wire insbesondere
wiinschenswert, dal dann von vornherein sicher steht, dal von der hiesigen
Fachschaft kein Widerstand mehr ausgeht. Solange aber Herr Teichmiiller
noch hier ist, kann ich dafiir keine Garantie iibernehmen. Ich wollte Thnen
jedenfalls die Lage, wie ich sie sehe, und wie sie sich aus der Auskunft Herrn
Mentzels ergibt, ganz offen schildern.
Mit herzlichen Griiflen

stets Ihr

H. HASSE
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1.30 16.07.1936, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 16. JuLt 1936
LIEBER HERR HASSE,

Ich habe mir die Frage der Transformation der Differentia-
le iiberlegt und bin zu der folgenden Definition gekommen : Fiir eine prime
Korrespondenz P bilde man die Spur Spg g, des Differentialvektors erster
Gattung du, von K und driicke sie durch den Differentialvektor erster Gat-
tung du von K aus: Spg,g,dug = Cpdu. Die Cp bilden die gesuchte
Darstellung des Multiplikatorenrings im Konstantenkorper. Ich habe gefun-
den, dafl mir diese Cp auch iiber eine prinzipielle Schwierigkeit bei der arith-
metischen Untersuchung des Invariantenkorpers im “vollsténdig singuléren”
Fall hinweghilft (Konstruktionsproblem). Die Schwierigkeit bei der obigen
Definition der Cp liegt natiirlich darin, zu zeigen, dal aus P/ 77 Q;-nj
Cpri 77 Cgmy folgt.

Ab Anfang] August bin ich wieder in Leipzig und hoffe Thnen dann bald
das verbesserte Manuskript vorlegen zu kénnen.
Mit den besten Griiflen

Thr

M. DEURING
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1.31 10.08.1936, Deuring to Hasse

Lerrzic 10. 8. 1936
LIEBER HERR HASSE,

ich habe heute Ihre beiden Briefe erhalten. Ich habe sofort
bei Severi nachgesehen : Weil (und damit Lefschetz) hat natiirlich ganz recht,
alles steht ziemlich explizit bei Severi, allerdings mit vollstéandig verschiede-
nen Beweisen. Eine Publikation meiner Beweise scheint mir aber doch nicht
iiberfliissig, weil sie zeigen, dass man auch vom arithmetischen Standpunkt
an die Fragestellungen und ihre Losungen kommt (abgesehen davon, dass die
alten Beweise daraufhin untersucht werden miissten, ob sie im allgemeinen
Fall gehen, was aber wohl der Fall sein wird. Ich muss mich erst genauer
einarbeiten).

In Salzbrunn wiirde ich gern vortragen, ich zégere noch etwas, weil es
fiir mich eine grosse finanzielle Belastung wird, Salzbrunn liegt so im Fernen
Osten. Ich hoffe aber, dass es sich machen lasst.

Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.32 04.09.1936, Hasse to Deuring

4.9.36
L1IEBER HERR DEURING,

zur Fahrt nach Salzbrunn werde ich hier (mit W. Franz und

H.L. Schmid) am Sonnabend den 12.9. morgens starten. Wir werden zwi-
schen 1 und 2 in Leipzig eintreffen und dort wahrscheinlich eine Mittagspause
einlegen. Bitte lassen Sie mich doch wissen, ob wir Sie schon dazu abholen
sollen oder erst hinterher.

Auch wére ich dankbar, wenn Sie in Anbetracht der 4 Mitreisenden einen
nicht allzu grofien Koffer verwenden wiirden.

Ich hoffe am Sonnabend noch bis Dresden oder etwas weiter zu kommen.

Mit besten Griiflen

Thr

H. HASSE
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1.33 04.12.1936, Hasse to Deuring

4.12. 36
L1IEBER HERR DEURING,

zunéchst mochte ich Thnen sagen, dafl wir, d. h. Schmid und
ich in den letzten Wochen Thre Arbeit {iber Korrespondenzen erneut ganz ein-
gehend durchgesehen haben. Sie diirfen nicht bose sein, wenn wir noch immer
den Eindruck haben, dafl die Darstellung sowohl der Form nach als auch der
Methode in einzelnen Beweisen nach noch verbesserungs— und abrundungs-
bediirftig ist. Um nur einen von mehreren Punkten zu nennen: beim Beweis
des Restsatzes (andere Art der Charakterisierung von Korrespondenzen) ist
es absolut unnoétig, die konstanten Primdivisoren nachtréglich mit einem be-
sonderen Schluffverfahren zu behandeln. Der Beweis von nicht konstanten
Primdivisoren iibertriagt sich vollig auch auf konstante.

Ein anderer Punkt: der Beweis des Satzes, daf§ aus einer Kongruenz in
einem Oberkorper auf eine Kongruenz nach der Norm in einem Unterkorper
geschlossen werden kann, von endlich vielen Ausnahmen abgesehen, schien
uns in der ersten Fassung, wo also die Theorie der Zerlegungsgruppe benutzt
wurde, viel durchsichtiger als jetzt.

Herr Schmid hat sich nun der dankbaren Aufgabe unterzogen, das ganze
Manuskript noch einmal durchzuarbeiten und dabei alle die Einzelpunkte,
die sich uns beim Lesen ergeben haben, entsprechend zu beriicksichtigen. Er
wird also ein ziemlich weitgehend verdndertes Manuskript herstellen, das wir
Ihnen dann zur Begutachtung vorlegen werden. Ich hoffe, Sie werden beim
Vergleich dieser neuen Fassung mit Threr alten sich der Einsicht nicht ver-
schlieflen kénnen, dafl es im Interesse des Verstdndnisses IThrer sehr wichtigen
und schénen Arbeit gut ist, wenn wir sie in dieser Neufassung drucken.

Eben fillt mir noch eine andere Sache ein, die Thnen offenbar entgangen
ist : Die Tatsache, dafl die konstanten Primdivisoren auch hinsichtlich der
Teilbarkeit (genaue Exponenten) stets durch die ihnen zugeordneten Diviso-
ren des Unterkorpers ersetzt werden diirfen — fiir Kongruenzrelationen nach
Ihnen ist das trivial — | folgt erst aus dem Beweis des Satzes iiber Funktio-
nalprimdivisoren. Es ist also methodisch unrichtig, diese Behauptung gleich
zu Beginn bei Einfithrung der konstanten Primdivisoren auszusprechen, so
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als ob sie ganz selbstverstédndlich wére, und sie dann nachher bei der andern
Auffassung noch einmal ausfiihrlich zu beweisen.

Dafl die Transformationen und die Korrespondenzen einen Ring bilden,
ist nicht richtig, jedenfalls dann nicht, wenn man das beiderseitige Distribu-
tivgesetz verlangt. In diesem scharfen Sinne bilden nur die Multiplikationen
einen Ring, die andern verhalten sich bei der Multiplikation wie lineare Funk-
tionen mit konstantem Glied bei Ineinanderschachtelung. Uberhaupt haben
Sie wohl versdumt ausdriicklich zu zeigen, dafl bei der Multiplikation der
Korrespondenzen das einseitige Distributivgesetz gilt, und dafl bei der Mul-
tiplikation der Multiplikationen auch das Distributivgesetz nach der andern
Seite gilt. Da dies sehr wichtig ist, darf es nicht einfach iibergangen werden.

Nun komme ich noch mit etwas ganz anderem. Wir wollen hier vom 6. bis
8.1.37 eine algebraisch-geometrische ‘Woche’ abhalten, zu der bisher die
Herren Jung und van der Waerden ihre Mitwirkung zugesagt haben. Ich
wollte auBlerdem noch Herrn Geppert und Sie bitten, uns bei dieser Gelegen-
heit Vortrige zu halten. Van der Waerden wird voraussichtlich zwei Stunden
iiber Multiplizitdt und vielleicht noch zwei weitere Stunden iiber Moduln
algebraischer Korper reden, Jung 4 Stunden iiber Stellen, Primteiler, Stel-
lentransformation und Divisorenklassen bei algebraischen Funktionen zwei-
er Verdnderlicher. Von Geppert erwarte ich noch Antwort, und Sie mochte
ich bitten, dafl Sie uns bei dieser Gelegenheit iiber Thre Theorie der Korre-
spondenzen vortragen mit besonderer Beriicksichtigung dessen, was Sie noch
nicht in Thr Manuskript aufgenommen haben. Sie kénnen dafiir drei Stunden
bekommen. Wir wollen in diesen Tagen die Vorlesungen der Interessierten
ausfallen lassen und jeden Vormittag und Nachmittag zwei Stunden zusam-
menkommen. Reisekosten werden natiirlich ersetzt. Fiir Unterkunft brauchen
wir wohl in Threm Fall nicht zu sorgen, da Sie ja hier Thr Elternhaus haben,
wir werden aber fiir die Vortrage noch ein Honorar bieten kénnen. Ich méchte
Sie bitten, dafl Sie doch Thre Mitwirkung zusagen. In diesem Fall bitte ich
um baldigste Mitteilung der Titel, die Sie fiir Thre Vortrédge im Programm
aufgenommen wissen wollen.

Mit herzlichen Griiflen

Thr

H. HASSE
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1.34 14.12.1936, Hasse to Deuring

14.12.36
L1IEBER HERR DEURING,

Besten Dank fiir Thre freundliche Zusage. Beiliegend das
eben als Entwurf zusammengestellte Programm. Dass ich Sie an den Schluss
gesetzt habe, werden Sie verstehen. Denn IThre Dinge sind entschieden am
hochsten, weil abstraktesten.

In der Ringfrage muss ein Missverstindnis trivialer Art vorliegen, iiber
das wir uns dann am besten miindlich unterhalten, ebenso wie iiberhaupt
iiber die ganze Sache Threr Arbeit.

Einstweilen herzliche Griisse

Thr

H. HASSE

Ich bitte dann noch um Mitteilung Threr Ankunftszeit, damit wir fiir einen
wiirdigen Empfang am Bahnhof sorgen kénnen.
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1.35 05.03.1937, Hasse to Deuring

5.3.37
L1IEBER HERR DEURING,

vielen Dank fiir Thren Brief vom 15. 2., den ich erst heute in
Ruhe habe lesen k('jnnenE] Ich entsinne mich, dafl ich damals, als ich mich mit
den Differenzialen beschéaftigte, schon auf den von Ihnen jetzt im einzelnen
ausgefithrten Beweis aufmerksam geworden war, der ja wohl im wesentlichen
schon im Hensel-Landsberg steht, oder jedenfalls seinem Gedankeninhalt
nach fiir jeden Kenner dieses Buches auf der Hand liegt, dal ich ihn aber
nicht genommen habe, weil er die Spurformel fiir die Residuen, die fiir diese
Anwendung die Hauptsache war, nicht mit lieferte.

Ubrigens hat mir Kneser im Jahr 1935 auch eine erhebliche Vereinfa-
chung fiir meinen Beweis der Invarianz des Residuums mitgeteilt, den ich
Ihnen nachstehend kurz skizzieren will. Er vermeidet fast alle Rechnung und
auch die voriibergehende Korpererweiterung durch die Nullstelle o auf S. 57
meiner Arbeit.

Um zu beweisen, dafi in (4) €.y = c_; ist, nehme ich an, die Reihe
(2) beginne mit c_xt~*. (Fiir k& < 0 ist nichts zu beweisen). Man stellt
leicht fest, dal ¢_; nur von ey, ..., e, abhédngen kann. Es geniigt danach zu
beweisen, dafl man bei gegebenen ey (# 0),...,¢e; die Reihe (3) immer so
fortsetzen kann, dafl das Residuum sich nicht &ndert. Eine Substitution (3)
mit gegebenen Koeffizienten eq, ..., e, ldBt sich aber durch eine Folge von
Substitutionen t; = eyu, t,yy = tp+ fitht 4 (r=1,...k-1; t=
tr) erzeugen. Bei der ersten dndert sich das Residuum offenbar nicht; die
iibrigen setze ich in der Gestalt

t =u/(1+eu")

!'Dieser Brief von Deuring ist nicht vorhanden. Hasse hat ihn spiiter an Deuring
zuriickgeschickt, weil dieser darum gebeten hatte. Siehe Brief vom 2.11.1938.
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an. Dann ist (vgl. S.56, Z.7 v.u.)
1 dt (1+eur) tt 1 reu”
il du ur+l I+eu (1+eu)?
= uw " ((1+eu) —reu (1 +eu) ).

Entwickelt man (bei v > 1) nach dem Binomialsatz, so kommt «~! nur vor,
wenn v ein Vielfaches rs von r ist, und zwar mit dem Koeffizienten

(7”8) o re (rs - 1) _ 0
S s—1

Augenblicklich bin ich mit der Durchsicht des von H. L. Schmid angefer-
tigten Manuskriptes Threr Arbeit befafit. Ich selbst habe mich noch einmal
mit dem Beweis des jetzigen Hilfssatzes (3) beschiiftigt, der die unangenehm-
sten Beitrige zu den Ausnahme-Primdivisoren liefert. Das ist der Hilfssatz,
durch den der Ubergang zu der Kongruenz nach der Norm eines Primdivisors
als kleinstem Multiplum im Unterkorper begriindet wird. Ich habe hier noch
eine kleine Vereinfachung erzielt. Wie Thnen Herr Schmid schon schrieb, wer-
de ich Thre Arbeit in Bd. 177, Heft 2 herausbringen. Heft 1 steht unmittelbar
vor dem Erscheinen.

Mit herzlichem Gruf3

Thr

H. HASSE
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1.36 08.03.1937, Hasse to Deuring

8.3.37
L1IEBER HERR DEURING,

Fraulein Noether hat eine Bestimmung hinterlassen, dafl
einigen ihrer fritheren mathematischen Freunde Andenken aus ihrer Biblio-
thek iiberlassen werden. Diese Biicher sind an mich gelangt, und gleichzeitig
habe ich von F.Noether die Anweisung fiir die Verteilung erhalten. Danach

bekommen Sie: Galois, Oeuvres, was ich Thnen gleichzeitig zugehen lasse.
Mit besten Griiflen

Thr

H. HASSE
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1.37 18.03.1937, Hasse to Deuring

18.3.37
L1IEBER HERR DEURING,

Ich habe mich in der letzten Woche noch einmal ganz
eingehend mit Threr schonen Korrespondenzarbeit beschéftigt, ndmlich die
von Herrn Schmid hergestellte Neufassung vorgenommen und noch einmal
griindlich tiberarbeitet. Dabei haben sich noch mancherlei formale und auch
sachliche Verbesserungen ergeben, und so habe ich der Ubersichtlichkeit we-
gen schliesslich ein vollig neues Druckmanuskript hergestellt, das Thnen Schmid
nédchster Tage im Durchschlag zugehen lassen will. Das Original habe ich
der Eile wegen gleich eingesandt. Schmid meinte, dass Sie wohl sicher mit
der nunmehr erreichten endgiiltigen Fassung einverstanden seien. Immerhin
mochte ich Thnen aber doch Gelegenheit geben, sich dazu noch von sich aus
zu dussern. Da es noch ein paar Tage dauern wird, bis die Druckerei mit
dem Satz beginnt, konnten dann etwaige Wiinsche von Ihnen gerade noch
beriicksichtigt werden. Es ist ndmlich im hochsten Grade unerwiinscht, wenn
bei der Korrektur noch gréssere Anderungen gemacht werden, denn das ko-
stet unverhaltnisméssig viel Geld.

Ich will Thnen nun nachstehend im Einzelnen berichten, was ich noch
gedndert habe, und welche Griinde mich dazu bestimmt haben.

Zunachst das Skelett des Ganzen, die Korrespondenzsétze. Die zerfallen
in zwei Gruppen, von denen die eine die Abhéngigkeit einer Korrespondenz

a — D(a) vom Divisor a betrifft, und die andere die Abhéngigkeit vom
Divisor D.

Die erste Gruppe besteht ausser Trivialitdten wesentlich aus dem Homo-
morphiesatz: Aus a ~ 1 folgt D(a) ~ 1. Man hat dann auf Grund der
Korrespondenzdefinition und dieses Satzes vier homomorphe Abbildungen,
néamlich

Divisorengruppe von K
Divisorengruppe nullten Grades von K
Klassengruppe von K

Klassengruppe nullten Grades von K

in die von K.

95



In der zweiten Gruppe hat man vier Sétze nebst ihren formalen und
verschérften Umkehrungen, die diesen vier Homomorphismen entsprechen,
néamlich aussagen, dass diese vier Homomorphismen umkehrbar eindeutig
zugeordnet sind

dem Divisor D

der Restklasse von D nach der Gruppe der
konstanten Divisoren

der gewohnlichen Klasse von D

der Restklasse von D nach der Gruppe der
Klassen aus konstanten Divisoren

Die letztere Restklasse von D habe ich die grébere Klasse von D genannt.

Ich habe nun diese Struktur sowohl im algebraischen Teil {iberall mog-
lichst herausgearbeitet, als auch fiir die analytischen Betrachtungen in Ein-
leitung und Schluss—§ zugrundegelegt. So bekommt das Ganze ein iibersicht-
liches festes Skelett, das man iiberall wiedererkennt.

81. Vorbereitende Ausfithrungen. Hier habe ich, Ihrem Wunsche
gemass, die separable Erzeugbarkeit weggelassen und auch nichts iiber den
Konstantenkorper vorausgesetzt. Soviel ich sehe, braucht man sie namlich
wirklich nicht, wenn man die fraglichen Tatsachen dementsprechend formu-
liert. Es handelt sich zunéchst um den Satz, dass die arithmetischen (bewer-
tungstheoretischen) Primdivisoren ¢, die nicht im Nenner von ¢ aufgehen,
umkehrbar eindeutig den Primidealen @, des Integritétsbereichs K¢ der &
ganzen Elemente entsprechen. Das gilt doch wohl sicherlich allgemein. Und
auch der fiir die spétere Anwendung wesentliche Hilfssatz 1, dass diese Prim-
ideale (¢, und damit die nicht im Nenner von ¢ aufgehenden ¢ umkehrbar
eindeutig den nicht-konjugierten Realisierungen eines Multiplikationssche-
mas entsprechen, gilt dann ohne weiteres allgemein. Der springende Punkt fiir
den Beweis dieser Tatsachen ist, dass eine k[¢]-Basis 7; von K¢ gleichzeitig
auch k(§),, Basis von K, ist, wo die angehéngten Indizes den Ubergang zu
den p—ganzen Elementen bedeuten. Man pflegt das zwar gewohnlich durch
die Minimaleigenschaft der Basisdiskriminante zu beweisen, jedoch gibt es
in der arithmetischen Theorie, soviel ich sehe, auch einen Beweis dieser Tat-
sache, der gar nicht von der Basisdiskriminante Gebrauch macht und daher
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auch fiir inseparables K/k() giiltig ist.

Das einzige, was man (wie ich glaube) opfern muss, ist die Tatsache, dass
bei einer algebraischen Realisierung (a;b;) des Multiplikationsschemas der
(&;m;), bei der also

(&ni) — (a;0:), und k" = k(a;b;)

beim Restklassenhomomorphismus mod. ¢ gilt, der Primdivisor @ umkehr-
bar eindeutig einem Primteiler ©* von g in der Konstantenerweiterung
K* = Kk* so entspricht, dass der Restklassenhomomorphismus als

(&:m;) = (a;b;) mod. p*

geschrieben werden kann. Doch wird dies ja nirgends gebraucht.

Hilfssatz 3 (betr. den Ubergang zur Norm im Modul einer Kongruenz)
habe ich — im wesentlichen nach Threr urspriinglichen Beweismethode —
unter folgenden Voraussetzungen bewiesen: Sei K*/K; separabel, w; eine
in K, gelegene Basis fir K*/K;, D; = |Si(w;w;)| ihre Diskriminante,
dy ihr Zéhlerdivisor, und ns der Hauptnennerdivisor der w;. Dann sollen
p1 und po in den Behauptungen des Satzes prim zu d; und Ni(ny) sein.
Dabei bezeichnen Sy, Ny Spur und Norm fiir K*/K; .

Das Wesentliche ist dabei folgender Schluss: Ist

pr = Ni(p*), p2 = No(p")
p1 kein Teiler von dy, py kein Teiler von ns

SO 1st
P = (pla p2)-

Denn es stellt sich heraus, dass die p*—ganzen Elemente
z = Z a;w; (a; in K)

dann p,—ganze Koeffizienten a; haben, wihrend die w; nach Vor. p,—ganz
sind. Also sind die z wvon selbst (p1, pa)—ganz, d.h. es ist (p1, p2) hochstens
eine Potenz von p*. Da aber zudem die aus der Basisdarstellung gebildeten
Reste mod. (p1, p2) in k liegen, ist diese Potenz notwendig die erste.

Ich habe dann noch den Begriff des einem Divisor 0 von K zugeordneten
Ke—Ideals O eingefithrt und bemerkt, dass diese Zuordnung fiir die zum
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Nenner von ¢ primen 0 umkehrbar eindeutig und multiplikativ ist. Dies ist
unmittelbar vor dem Hilfssatz 4 eingefiigt, wo die Hauptdivisoreigenschaft
von O mit der Hauptidealeigenschaft von 0 verkniipft wird, fiir den Fall,
dass im Nenner von & nur ein einziger Primdivisor ., aufgeht.

§2. Korrespondenzen. Hier habe ich die Sdtze 1 und 2 iiber die
Beschreibung der konstanten und nicht—konstanten Primdivisoren neu for-
muliert, und zwar so, dass ich das Zuordnungsprinzip (von P zu @ bzw. zu
dem Isomorphismus von K) mit in die Formulierung aufgenommen habe.

Im Falle des Satzes 1 (konstante Primdivisoren) ist dabei der Restklas-
senkorper K* von P die Konstantenerweiterung K* = Kk* durch den
Restklassenkérper &* von K. Hier kann man nun (weil iiber & zunéchst
nichts vorausgesetzt ist) — siehe die obigen Ausfiihrungen zu Hilfssatz 1 —
im allgemeinen nicht

GradP = [K*: K| = [k" : k] = Gradp

behaupten, sondern nur mit < in der Mitte. Nur wenn entweder K/k separabel
erzeugbar oder k*/k separabel ist, geht das. Ich habe das im Satz angemerkt.
Fiir das Folgende ist es ja nicht wichtig, weil bald £ als algebraisch abge-
schlossen vorausgesetzt wird. In Satz 2 ist — wenn man auf die Beschreibung
des Restklassenhomomorphismus von K auf K* durch eine Kongruenz
mod. P* statt der blossen Angabe durch — verzichtet — keinerlei derar-
tige Beschrinkung zu machen.

Den Beweis beider Sétze habe ich in eins verarbeitet, und dabei wesentlich
auf den vorangestellten Hilfssatz 1 (iiber die Charakterisierung der Primdi-
visoren durch algebraische Realisierungen des Mult. Schemas) verwiesen.

Satz 3 iiber die Funktionalprimdivisoren: Bezeichnung zunéchst p, fiir
den p zugeordneten Funkt.Primdiv. von K. Nach Satz 3 p mit p identi-
fiziert. Ausserdem Verabredung: f(&), g(&),... sollen stillschweigend stets
die durch Restbildung mod. p in den Koeffizienten von F(¢), G(§), ... ent-
stehenden Polynome bezeichnen.

Sodann habe ich mich Threr ersten Fassung der Arbeit insofern wieder
angendhert, als ich an dieser Stelle, also vor der Aufstellung der Korrespon-
denzdefinition und Formulierung der Korrespondenzsétze, gleich noch die fiir
das Folgende wichtigen Tatsachen iiber Funktionalprimdivisoren in Form ei-
niger Hilfssitze eingefiigt habe. Es schien mir vorteilhaft, dafiir zwei neue

Begriffe einzufithren, die sich auf den Ubergang zu den p-Resten in einem
K¢-Ideal Ag beziehen.
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A, eine K[¢]-Basis von Ag,

o Gy(§)
i = j G(€) 1j

ihre Darstellung bei einer Erzeugung

(dabei oBdA G() p-primitiv normiert)

Die Basis A; heisst p-reguldr, wenn dann die G;;(§) p-ganz sind und |G;;(€) |
sowie G(§) zu p prime hochste Koeffizienten haben. A heisst fremd zu p,
wenn es eine p-reguldre Basis A; hat.

Beides ist fiir fast alle p der Fall, wenn £ und A; gegeben. Von der Wahl
der Basis n; unabhéngig, worauf es aber nicht ankommt.

Fiir eine p-reguldre Basis sind die p-ganzen Elemente aus A; genau
durch die Elemente mit p-ganzen Koeffizienten in der Basisdarstellung ge-
geben.

Daraus folgt ohne weiteres, dass die p—Reste der p—ganzen Elemente ein
Ke-Ideal bilden. Es wird das p-Restideal von A¢ genannt und mit Ag|p
bezeichnet.

Hilfssatz 5. Die p-Reste a; der A; bilden eine Basis von A¢|p, wenn
A; p-regular ist.

Hilfssatz 6. Grad A|p = Grad A, wenn A, fremd zu p ist.

Hilfssatz 7. Sind A¢, Be, A¢Be fremd zu p, so ist
AeBe|p = Aclp- Belp.

Hilfssatz 8. Ist A; p-reguldre Normalbasis, so ist auch die p—Restbasis
«; Normalbasis.

Bei der Korrespondenzdefinition habe ich die
Gradregel: Grad D(a) = Grad D - Grada
als besondere Feststellung eingefiigt und mich wiederholt darauf bezogen.
Die Korrespondenzsitze sind nach dem obigen Schema eingeteilt. Bei den
Umkehrsétzen habe ich Thre urspriinglichen negierten Formulierungen wie-
derhergestellt:

Satz 5. Aus D # 1 folgt D(p) # 1 fiir fast alle p.
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Satz 6. Aus D # D, folgt D(z%) = 1 fiir fast alle p.
Satz 7. Aus D 1 folgt D(p) # 1 fiir fast alle p.
Satz 8. Aus D +# D, folgt D(;r) 1 fiir fast alle p.

Dy (konstanter Divisor) und p. (fester Primdivisor) sind vorher festgesetzt,
ebenso ag (Divisor nullten Grades) fiir die nicht—iiberstrichenen Sétze. Vor
der Formulierung dieser Umkehrsétze wird kurz besprochen, inwiefern sie in
dieser Form Verschirfungen der durch blosse formale Umkehrung entstehen-
den Sétze sind.

Der Restidealsatz wird jetzt sofort fiir zusammengesetztes D formuliert
als

Satz 9. Es sei ¢ ein D—ganzes, iiber k transzendentes Element von
K. Fiir fast alle Primdivisoren p ist das p-Restideal von D, gerade

D¢ |p = D(p)e-

Dann erst folgt Angabe der ev. auszunehmenden p, und zwar explizit
nur fiir den Fall D = P, ndamlich alle p, die nicht den drei folgenden
Bed. geniigen :

1.) p prim zum Nenner des Bildes z von £ bei P; also z p-ganz.

2.) Hilfssatz 3 auf p mit K; = K, Ky, = K anwendbar; also aus

20 =0mod. p (29 in Kj)

folgt
2o = 0 mod. N(p)

3.) P ist fremd zu p; also Grad P |p = Grad ;.

Fiir zusammengesetztes D hétte man 1.),2.),3.) fiir jeden Primfaktor P
von D zu fordern, ausserdem noch zu 3.) analoge Bedingungen fiir einen
rekursiven Aufbau von D aus den P*!.

Die folgenden Schmidschen Ausfithrungen iiber den Vergleich mit mei-
ner Meromorphismentheorie habe ich im wesentlichen gelassen, nur ein we-
nig besser angeordnet. Ich habe da die Behauptung ausgesprochen, dass ein
ganzer Divisor g-ten Grades G von K/K im allgemeinen weder zu einem
Primdivisor P ersten Grades noch zu einem Primdivisor ‘3 beliebigen Gra-
des im groberen Sinne dquivalent ist. Ich weiss nicht, ob Thnen eine solch
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allgemeingehaltene negative Behauptung recht ist. Sie scheint mir richtig,
obwohl ich sie nicht beweisen kann. Immerhin hatte ich das Bediirfnis, die
von Schmid eingefiigte Behauptung, dass man fiir hoheres Geschlecht we-
der mit Meromorphismen (Primkorrespondenzen vom ersten Grade) noch
mit Primkorrespondenzen beliebigen Grades durchkommt, irgendwie néher
zu begriinden.

§3. Beweis der Korrespondenzsitze. Zerfillt jetzt in folgende
Teile:

1. Bew.d. Homomorphiesatzes (sehr kurz)

2. Bew. d. Restidealsatzes. Wesentlich unverédndert gegen-
iiber der Schmidschen Fassung. Nur dass jetzt durch die vorangestellten
Hilfssétze iiber die p-Restideale die Teile b.) (Schluss von < auf =) und
c.) (zus. ges. D) sehr kurz werden. c.) besteht einfach in folgendem:

Fir D = [] P" ist einerseits def. gem.
D(p) = [[ P
also
D(p)e = ] P
Andrerseits nach Hilfssatz 7 fiir fast alle p

Delp =[] (Felp)

Das ergibt die Behauptung nach b.).

3. Beweis der Sitze 5,6,7, 8.
Satz 5,6 trivial. Satz 7 (Additionstheorem) wesentlich unverandert. Satz 8
einfache Folge daraus, wesentlich unverandert, bis auf die Bezeichnung.

4. Beweis der Umkehrsitze 5, 6, 7, 8.
Satz 5. Hier habe ich die in ihrem Beweis vorkommende Relation

FFF+GG =1

herausgebracht. Diese Charakterisierung des Gebrochenseins ist ndmlich unnétig
scharf. Man kommt gedanklich einfacher so aus: Sei A; wie oben (S.6.) an-
gesetzt. Dann ist das Gebrochensein von A, gleichbedeutend damit, dass die
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Ubergangsdeterminante

|G (€) |

—_— gebrochen in &

G(E)"

ist, dass also die Division mit Rest

|Gii(©) | = G(§)"Q(E) + R(E)

nicht aufgeht. Dies zieht sich nun fiir fast alle p auf das p—Restideal durch.
Man muss nur voraussetzen : Die Basis A; ist p-reguldr, Q(§) ist p—ganz,
R(§) ist p—primitiv.

Satz 6. Bis auf die Bezeichnung unveréindert.

Satz 7. Hier habe ich die einzelnen Schritte im Beweis etwas umgestellt.
Zuerst habe ich die Reduktion der Behauptung auf den Nachweis vorgenom-
men:

Ist Ae o K¢, so ist auch Ag|p o K¢ fiir fast alle p. (Dabei A
ein ganzes K¢-Ideal). Dann: Hierzu rechnerisches Kriterium fiir Ay ~ K¢
(Resultanten). Ausgangspunkt : Existenz in A, eines A mit Grad N¢(A) =
r = Grad A¢, oder formal besser: eines A # 0 mit N(A) <r in A,. Dann
Herleitung der A aus unbestimmtem U . Dabei nur beschrinkte Grade der
Koeffizienten U;(€) gebraucht, denn es gilt der nachher zu beweisende
Hilfssatz 9. Haben fiir ein A # 0 aus dem ganzen K.-Ideal A, die Ko-
effizienten F;(§) bei der Darstellung durch eine Normalbasis die Grade m; ,
so gilt

(1) Grad N¢(A) > nMax m; — (n —1).

Wiéhlt man also M so gross, dass

(2) nM—(n-1) > r,

so gilt fiir jedes A aus A¢ mit

(3) r > Ne(4)

durch einfaches Hintereinanderschreiben der drei Gleichungen , ,
M > Max m;,

d. h. man kommt mit diesem M als oberer Schranke fiir die Grade der U;(§)
aus.

62



Mir schien es besser, diese Schlusskette so anzuordnen, dass man die im-
merhin begrifflich nicht so ganz einfache Behauptung durch einfaches Hin-
tereinanderlesen der Ungleichungen ablesen kann. Das weitere habe ich nur
im Ausdruck etwas verédndert.

Die von Thnen in Hilfssatz 9 angegebene schlechtere Schranke mit 2(n —
1)(2n — 1) statt einfach (n —1) beruht auf einem Versehen IThrerseits. Denn

es ist doch einfach A
Exp A = [U( >]
n

(grosstes Ganze), wo v(A) die Ordnungszahl von A in P, ist. Hieraus folgt
aber einfach

ExpAB < ExpA+ExpB+1

und nicht n — 1, sodass sich
ExpN¢(A) < nExp A+ (n—1)

ergibt.

Satz 8. Bew. folgt genau wie fiir Satz 6, indem man £ statt # liest.
Hier habe ich dann ihre Anmerkung tiber die weitergehende Giiltigkeit der

Schliisse in den Beweisen der Umkehrsétze fiir beliebige Konstantenkdrper

mit Primdivisoren, z. B. algebraische Zahlkorper als Schlussbemerkung im

Text angebracht.

8§4. Zusammensetzung von Korrespondenzen.
Bezeichnungen: K17 KQ, Kg, D12, Dgg, D13-
Im Beweis spezialisiert auf

Dy =P Dy =Q
Zunéchst (nach Abtrennung der konstanten Fille) allgemein

(1) Q(P(a)) = N, k3 16 (Nicy 105 ()

Dann gedanklich einfacherer Fall Grad@ = 1 vorweggenommen wie
bisher.

Im allgemeinen Fall: Zur Komposition der beiden Erweiterungen K;KJ
und KJKE™ von K7 betrachten wir die erstere als hyperkomplexes System
und die letztere als Grundkorpererweiterung davon, und werfen die auftre-
tenden Isomorphismen, die den direkten Summanden K entsprechen, auf
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K, (statt wie bei Ihnen auf Kj3). Das ist ndmlich in den Formeln deshalb
einfacher, weil K7 nur einmal in den Normindizes vorkommt, K3 dagegen
zweimal (links und rechts vom Strich); bei meiner Auffassung bleibt also
mehr fest. Das hyperkomplexe System ist halbeinfach, wenn auch nur eine
der beiden Erweiterungen separabel ist. Sind sie beide inseparabel, so nehmen
wir, anders als Sie, den grossten gemeinsamen rein-inseparablen Teilkorper
(K7)?" als Grundkérper. Die Norm von K;KJ nach KJ bzw. diesem
grosseren Teilkorper (K7 )‘171 spaltet sich der direkten Zerlegung entspre-
chend auf. Im Inseparabilitidtsfalle tritt dann einfach noch der Exponent ¢
an die Norm heran; so erhélt man die Aufspaltung

(2) Nr kz/x5(a) = H NK(i)/KgKg”(aQi)q'

Dabei ist K ein Kérper vom Typus K K7, enthilt also einen zu K
isomorphen Teilkorper K7* und definiert einen Primdivisor R von K}
von K{'K3/K{ , und damit auch einen solchen R; von K;Kj3/K;, derart,
dass

R¥(a®) = Ri(a)

gilt.

Jetzt ergibt sich der Beweis in derselben Weise wie bei IThnen durch Ein-
tragen von in und Reduktion der Normen von K® auf den kleinsten
moglichen Korper, den Restklassenkorper mod. RY'. Es resultiert

D13 - H Rfiq7

wo die e; die Grade der K@ iiber den genauen Restklassenkorpern sind.
Ich hoffe, mit diesen Verdnderungen den urspriinglich wirklich abscheulich
zu lesenden Beweis etwas geniessbarer gemacht zu haben.

§ 5. Zusammenfassung, Transformatoren und Multiplikatoren.

Transformator = Homomorphismus der vollen Klassengruppe von K
Multiplikator = ——— Klassengruppe nullt. Gr.

bei einer Korrespondenz, und zwar entweder von K in K oder speziell von
K in sich. Addition und im letzteren Falle auch Multiplikation der Transfor-
matoren und Multiplikatoren nach allgemein—gruppentheoretischem Schema
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des Rechnens mit Homomorphismen erklért. Liefert

{ Transformatorenmodul

Multiplikatorenmodul } von K in

und

Transformatorenring
Multiplikatorenring

} von K in sich.
Das Hauptresultat ist:

D { Transformatorenmodul

Multiplikatorenmodul } von K in K ist isomorph zur

gewohnlichen

Gruppe der { groberen

} Divisorenklassen von K/K .

§6. Korrespondenzen und Integrale erster Gattung im klassi-
schen Fall.

Klassischer Begriff einer Korrespondenz A(p) durch konforme Abbildung
einer Uberlagerungsfliiche. Nachweis, dass dieser Begriff sich dem algebrai-
schen Korrespondenzbegriff unterordnet : Zu Delta existiert ein ganzer Di-
visor D ohne konstante Primfaktoren derart, dass A(p) = D(p). Dabei
riickwérts A nicht eindeutig; kann aber eindeutig gemacht werden, indem
man den konform-#quivalenten Uberlagerungsflichen eine leicht ersichtliche
Minimalbedingung auferlegt, die darauf hinauslduft, dass die einzelnen zu-
sammenhéingenden Teile jeweils minimal sind (keine Exponenten e;). Die
Exponenten der Primzerlegung von D kommen dann lediglich durch mehrfa-
ches Setzen der zusammenhédngenden Teile zustande, was einem zerfallenden
hyperkomplexen System anstatt einem iiberfliissigen algebraischen Erweite-
rungskorper des genauen Restklassenkorpers entspricht.

Die Beschrinkung auf ganze D ohne konstante Primfaktoren kann auch
in der analytischen Definition durch leichte formale Erweiterungen beseitigt
werden.

Im folgenden wird in Gedanken wieder der algebraische Korrespondenzbe-
griff an die Spitze gestellt, und das Vorstehende als eine Methode angesehen,
die Wirkung einer Korrespondenz im klassischen Fall analytisch zu beschrei-
ben. Der entwickelte Sachverhalt liefert dann sozusagen analytische Beweise
fiir die Sétze 5, 5, 6, 6, die es mit der Wirkung der Korrespondenzen auf

65



die Divisorengruppe und die Divisorengruppe nullten Grades von K zu tun
haben.

Die folgenden Ausfithrungen dienen dann dazu, auch die Sitze 4 (Homo-
morphiesatz) und 7, 7, 8, 8 im klassischen Fall analytisch zu erfassen, also die
Sétze, die es mit der Wirkung der Korrespondenzen auf die Klassengruppe
und die Klassengruppe nullten Grades zu tun haben.

Bezeichnungsidnderung : dw, u (fette Typen) fiir das bisherige dw’, du’.
Einfithrung der linearen Transformation

(1) u(D(p)) = Mu(p) +t mod. A
nebst der Bedingung
(2) MA = AG,

die als Multiplikation von A in A bezeichnet wird. Im Falle K = K: Multi-
plikation von A in sich (“Komplexe Multiplikation”) Das Eigenschaftswort
“komplex” trifft doch auf beide Fille zu. Daher empfiehlt es sich nicht, es zur
Unterscheidung des einen vom andern Fall zu benutzen; immerhin habe ich
die von Thnen gemeinte Anspielung auf die klassische Bedeutung des Termi-
nus “Komplexe Multiplikation” beibehalten und diesen bei dem zweiten Fall
in Klammern beigesetzt.
Nachweis des Homomorphiesatzes aus dem Abelschen Theorem, auf

Grund der Folgerungen aus :

(3) u(D(a)) = Mu(a) +tf(a) mod. A
speziell
(30) u(D(ag)) = Mu(ag) mod. A

fiir ay vom Grade Null. Dann Nachweis von zu den Sétzen 7, 7, 8, 8 analo-

gen Tatsachen:

Der durch eine Korrespondenz gelieferte Homomorphismus der

{ vollen Klassengruppe von K in die von K und die durch die Korre-
Klassengr. nullt. Gr.

lineare Transformation (M, t)

Multiplikation M } bestimmen sich ge-

spondenz gelieferte {

genseitig eindeutig.

Hier habe ich im Beweis, da die formale Erweiterung auf gebrochene D
vorher schon erwahnt war, gleich solche Formulierungen genommen, bei de-
nen nur ein D anstelle zweier D, F vorkommt. Es wird dann zum Beweis
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nach Erledigung des analytischen Schlusses (Abel und Jacobi) einfach noch
gesagt, dass daraus die Behauptung folgt, weil der Multiplikation und Divi-
sion der D die Addition und Subtraktion der (M, ¢) entspricht.

So ergibt sich:

Der Transformatorenmodul von K in K ist isomorph zum Modul der
linearen Transformationen (M, t).

Der Multiplikatorenmodul von K in sich ist isomorph zum Modul der
Multiplikationen M von A in A.

Um schliesslich auch die Zusammensetzung der Korrespondenzen im Falle
K = K einzubeziehen, erweitere man die Substitution (3)) der Funktion wu(a)
bei @ — D(a) durch die Substitution der Funktion f(a) bei a — D(a),
und erhélt :

u(D(a)) = Mu(a)+tf(a) mod. A
W \ - i)

Daraus sieht man, dass der Zusammensetzung der Korrespondenzen die Mul-

—

—

=

~
|

M . .
0 entspricht. Und das ergibt :
Der Transformatorenring von K in sich ist isomorph zum Ring der li-

tiplikation der aufgefiillten Matrizen

0 m

Der Multiplikatorenring von K in sich ist isomorph zum Ring der Mul-
tiplikationen M von A in sich.

Die letzte Tatsache ist als die wichtigste Erkenntnis anzusehen. Jetzt wei-
ter, wie im urspriinglichen Ms.

Ich muss um Entschuldigung bitten, dass ich diese Sache, die Sie mir schon
einmal vergeblich klar zu machen versuchten, erst jetzt richtig verstanden
habe. Der Transformatorenring ist also damit gerettet. Und ich sah nicht ein,
weswegen man ihn auslassen sollte, weil dadurch eine Liicke in dem formalen
Skelett der Arbeit entstehen wiirde.

In der Einleitung habe ich die hier in extenso entwickelte analytische
Theorie der Korrespondenzen noch etwas knapper, als es im bisherigen Ms.
der Fall war, skizziert und auf die ausfiihrliche Darstellung im Schluss—§
verwiesen.

Schliesslich habe ich in dem zum Schluss angefiigten strengen Beweis des
Hurwitzschen Satzes einiges geéndert. Zunéchst habe ich die durch das Ja-
cobische Theorem gelieferte eindeutige Punktfunktion A(p), nicht D(p)
genannt, um an die Ausfithrungen zu Beginn dieses § anzukniipfen. Ferner

. Mt
nearen Transformationen .
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habe ich diejenige Stelle im Beweis genau angegeben, wo von der Vorausset-
zung Gebrauch gemacht wird, dass die Matrix M eine Multiplikation (2|) von
A in A ist. Dies ist namlich, soviel ich sehe, massgeblich an der Stelle ver-
wandt, wo von der Teilmannigfaltigkeit M; die Rede ist, die von den Punkten
Mu(p)+t mod. A aus R durchlaufen wird, wenn p die Fliche F durchlduft.
Sie sagen es zwar nicht ausdriicklich, aber es ist selbstverstéindlich wesent-
lich, dass M; eine analytische eindimensionale Teilmannigfaltigkeit von R
ist. Und gerade diese Analytizitat wird durch garantiert.

Schliesslich habe ich die genauere Beschreibung dessen, was unter Ana-
lytizitdt der Punktfunktion A(p) zu verstehen ist, nach manchem eigenen
Ringen mit diesem Begriff so gefasst: A(p) = @1---p, ist in der Um-
gebung jedes Punktes py mit A(py) = o1 oy dadurch gegeben, dass
die symmetrischen Funktionselemente einer Ortsuniformisierenden zu den
©o; reguldr—analytische Funktionselemente einer Ortsuniformisierenden zu
po sind. Denn dann folgt weiter — dies steht im neuen Text —, dass A(p)
eine Uberlagerungsfliche F, von F' eindeutig analytisch auf ® und so-
mit umkehrbar eindeutig konform auf eine Uberlagerungsfliche ®, von ¢
abbildet, was nach den Ausfithrungen zu Beginn dieses § den Beweis vollen-
det.

Den Nachweis der Analytizitdt von A(p) habe ich so gelassen, wie sie ihn
hatten, bis auf einige kleine Bezeichnungs— und sprachliche Anderungen.

Damit wére ich am Schluss dieses Briefes angelangt, der langer geworden
ist, als ich dachte, weil ich doch lieber der Eile halber gleich alles so schreiben
wollte, dass Sie es ohne Vorliegen des Ms. verstehen kénnen. Denn es kann
doch noch einige Tage dauern, bis Schmid mit dem Durchschlag soweit fertig
ist, dass er ihn Thnen schicken kann, und fiir den Druck ist jeder Tage kostbar.
Ich bitte Sie also, sich nach Moglichkeit umgehend mit der Sache zu befassen
und ev. Wiinsche vorzutragen.

Die Fussnote am Titel habe ich noch offen gelassen, fiir den Fall, dass
Sie in irgendeiner Form noch auf Schmids und meine Mitwirkung bei der
Herstellung der endgiiltigen Fassung des Ms. hinweisen wollen. Das kénnen
Sie bei der Korrektur ausfiillen, sie geht auch an Schmid und F. K. Schmidt,
auf dessen Wunsch.

Mit herzlichen Griissen

Thr
H. HASSE
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1.38 21.03.1937, Deuring to Hasse

DRr. M. DEURING
WASSERTURMSTR. 58
Leirzic O 27

AB 1.4.1937: MATH. INST.,
ABBEANUM, Jena

LIEBER HERR HASSE,

fiir IThren Brief besten Dank. Ich glaube nicht, dass es die
Miihe lohnen wiirde, die ganz nebensichlichen Aenderungswiinsche, die ich
vielleicht vorbringen kénnte, jetzt noch zu berticksichtigen. Nur eines konnte
vielleicht noch gedndert werden: Bei dem Vergleich mit Ihrer Meromorphis-
mentheorie bemerken Sie, dass ein ganzer Divisor g-ten Grades im allge-
meinen nicht zu einem Primdivisor (beliebigen Grades) grob dquivalent ist.
Ich bin nicht sicher, ob das iiberhaupt richtig ist. Es héngt vielleicht vom
Konstantenkorper ab. Wenn der Konstantenkorper nicht absolut algebraisch
ist, kann man, wie ich glaube, in jeder gréberen Klasse einen Primdivisor
angeben. Auf jeden Fall ist das ein Punkt, bei dem man sich leicht vor den
Geometern blamieren kann.

Ich benutze die Gelegenheit, Thnen noch etwas mitzuteilen: Am 1. 4. sollte
ich eigentlich mein Manuskript fiir die Enzyklopédie fertig haben, ich sehe
aber, dass ich nicht fertig werde (es kommt jetzt auch noch die Uebersiedlung
nach Jena dazwischen). Ich werde es dann aber bald zu Ende bringen kénnen.
Druckfertig kann das Manuskript allerdings erst nach Angleichung an die
Artikel von Brauer und Magnus sein, der vielen Verweisungen wegen.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.39 01.04.1937, Hasse to Deuring

1.4.37
L1IEBER HERR DEURING,

vielen Dank fiir Thre freundliche Antwort.

Wegen der Enzyklopadie brauchen Sie sich um ein paar Monate keine
iibertriebenen Sorgen zu machen.

Was nun die fraglichen Stellen in Ihrer Arbeit angeht, so ist es doch trivi-
al, dafl ein ganzer Divisor g—ten Grades fiir ¢ > 1 fast immer nicht zu einem
Primdivisor 1. Grades édquivalent ist, denn es gibt doch da nur endlich viele
Automorphismen und sonst keine Meromorphismen. Anders liegt die Sache
allerdings fiir Primdivisoren beliebigen Grades, da kénnen Sie recht haben.
Es geniigt aber wohl, wenn im Manuskript an der betreffenden Stelle gesagt
wird, dafl man nicht ohne weiteres zeigen kann, dafl usf...... so dal die Verwen-
dung von zusammengesetzten Divisoren formal gerechtfertigt erscheint. Bitte
machen Sie diese oder irgend eine andere Thnen richtig scheinende Anderung
an der betreffenden Stelle.

Im {ibrigen ist gerade diese Stelle fiir mich der Anlafl gewesen, eine Ehren-
rettung meiner Meromorphismentheorie zu unternehmen. Es ist mir in der
Tat gelungen, alles das, was in Threr Korrespondenzen—Theorie noch nicht ein
Analogon vom elliptischen Fall her hat, nachzuliefern, also vor allen Dingen
die Korrespondenzen als Ausflul von Meromorphismen darzustellen. Damit
wird der fiir den Beweis der Riemannschen Vermutung wichtige Punkt nach-
geholt: Es wird die Anwendung eines Multiplikators auf Korperelemente
statt nur Divisoren moglich. Selbstverstindlich handelt es sich dabei nicht
um Elemente eines Funktionenkorpers einer Variablen, sondern um Elemente
des zugehorigen Korpers der Abelschen Funktionen (Jakobische Mannigfal-
tigkeit) und zwar auch nicht um Einzelelemente, sondern um g-—gliedrige
Systeme von algebraisch unabhéngigen Elementen der Jakobischen Mannig-
faltigkeit. die Multiplikationen von K in sich entsprechen umkehrbar ein-
deutig den normierten Meromorphismen der Jakobischen Mannigfaltigkeit,
man hat auflerdem die Theorie die Translations— und Spiegelungsautomor-
phismen dieser Mannigfaltigkeit in ihrer Beziehung zur Divisorenklassen-
multiplikation im Kérper K . Als Norm eines Multiplikators bietet sich der
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Korperrelativgrad bei dem Meromorphismus der Jakobischen Mannigfaltig-
keit dar, und die Normenadditionsformel muf} sich aus dem algebraischen
Aquivalent des Nullstellen— und Polvergleichs eines geeigneten Systems von
g algebraisch unabhéngigen Elementen dieser Mannigfaltigkeit ergeben. Das
Letztere bedarf noch der genaueren Ausfithrung, bietet aber wohl keine prin-
zipiellen Schwierigkeiten mehr, man hat ja das entsprechende Theorem bei
den Thetafunktionen.

Mit herzlichen Griilen und besten Wiinschen fiir Thre neue Tétigkeit in
Jena,

stets Ihr

H. HASSE
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1.40 19.06.1937, Deuring to Hasse

JENA, 19. Jun1 1937.
LIEBER HERR HASSE,

in der letzten Zeit habe ich mich wieder mit der Korrespon-
denzentheorie befasst, vor allem im Hinblick auf die Klassenkorperkonstruk-
tion. Ich bin dabei auch auf die Darstellung der Korrespondenzen durch
Meromorphismen des Korpers der Abelschen Funktionen gestossen. Fiir die
Theorie der Teilerreste singulérer Abelscher Funktionen ist das ja von vorn-
herein klar — da eben die Teilerreste Abelscher Funktionen zu untersuchen
sind. Ich habe aber bemerkt, dass man den Korper der Abelschen Funk-
tionen auch schon fiir den Beweis der Algebraizitéit der singuldren Moduln
braucht. Es wére mir nun lieb, wenn ich, um unnétige Arbeit zu vermeiden,
eine Schilderung Threr Meromorphismentheorie héitte, die etwas eingehender
ist als in Threm Brief vom 1. 4. 1937; nach diesem Brief scheint mir Thr Ansatz
mit meinem nicht ganz {ibereinzustimmen.

Weiter méchte ich Sie fragen, ob es moglich ist, dass ich eine Note in den
Gottinger Nachrichten erscheinen lasse iiber die Algebraisierung der komple-
xen Multiplikation, denn die Ausarbeitung des allgemeinen Falles wird noch
Zeit in Anspruch nehmen. Da ich voraussichtlich zu dem Vortrag Severis nach
Gottingen komme, kénnte ich beides mit Thnen besprechen.

Mit herzlichen Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.41 21.06.1937, Hasse to Deuring

21.6.37
L1IEBER HERR DEURING,

besten Dank fiir Ihren Brief. Ich habe im Augenblick wirk-
lich keine Zeit, Ihnen eine ausfithrliche Zusammenstellung meiner Uberleg-
ungen iiber den abstrakten Korper der Abelschen Funktionen zusammenzu-
schreiben. Vielleicht findet sich aber néchsten Montag, wenn Sie zu Severis
Vortrag hierher kommen, eine Gelegenheit, dafl ich Thnen miindlich meine
Gedankenggéinge ausfiihrlich schildern kann.
Selbstversténdlich ist eine Note {iber die Algebraisierung der komplexen
Multiplikation hochwillkommen. Vielleicht bringen Sie sie gleich mit.

Herzlichst Thr

H. HASSE
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1.42 07.08.1937, Hasse to Deuring

GOTTINGEN, 7.8.37

L1IEBER HERR DEURING,
Vor vier Wochen stellten Sie mir eine Note iiber die ab-
strakte Begriindung der komplexen Multiplikation fiir die Gottinger Nach-

richten in Aussicht. Bisher habe ich diese nicht erhalten. Darf ich wohl in der

nachsten Zeit damit rechnen ?
Heil Hitler,

Thr

H. HASSE
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1.43 17.08.1937, Deuring to Hasse

JENA, ABBEANUM, DEN

PosTcarD 17.8.1937
LiEBER HERR HASSE,

entschuldigen Sie bitte, dass ich nichts iiber die Arbeit
iiber komplexe Multiplikation horen liess. Der Grund ist, dass ich inzwischen
auf neue Dinge gestossen bin, iiber die ich mir klar werden will. Da ich fiir
Kreuznach einen Vortrag iiber den gleichen Gegenstand angemeldet habe, so
muss ich bis dahin einen Abschluss gefunden haben, dann kann ich Ihnen

also auch die versprochene Note schicken.
Heil Hitler!

Thr

M. DEURING
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1.44 28.09.1937, Deuring to Hasse

JENA, 28.9.1937

HINDENBURGSTR. 13
LiEBER HERR HASSE,

Sie werden sich gewiss gewundert haben, dass ich Thnen
das versprochene Manuskript iiber die komplexe Multiplikation noch nicht
geschickt habe. Das hat einen einfachen Grund: Wie ich das Manuskript
ungefiahr fertig hatte, gelang es mir, die fehlenden Beweise fiir das Rezi-
prozitétsgesetz im absoluten und im Strahlklassenkoérper mit den gleichen
Hilfsmitteln zu erbringen. Ausserdem bin ich dabei auf einen geradezu ver-
bliiffenden Beweis des Hauptidealsatzes gekommen. Ueber beides habe ich
dann in Bad Kreuznach schon vorgetragen. Da nun der ganze Aufbau der
Theorie abgeschlossen ist, so scheint es mir das richtigste, wenn ich gleich
ein ausfiihrliches Manuskript fiir Crelle einreiche. Dies fertigzustellen wird
allerdings nicht so rasch moglich sein, weil ich im Oktober in der Dozenten-
akademie bin und anschliessend mit der Probevorlesung zu tun haben werde.
Ich glaube aber, dass es so auch in Threm Sinne ist.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.45 05.10.1937, Hasse to Deuring

5.10. 37
L1IEBER HERR DEURING,

besten Dank fiir Thren Brief. Ich freue mich sehr, daf§ Sie
weiter so schone Dinge gefunden haben. Ich sehe dann also der Einreichung
eines ausfiithrlichen Manuskriptes in Crelles Journal in nicht zu ferner Zukunft
entgegen.

Zu Threm Beweis der Riemannschen Vermutung in Funktionenkorpern
wiirde es mich interessieren, wie Sie beweisen, daf§ der auf formale Weise de-
finierte Konjugiertheitsbegriff die Eigenschaft o+ 3 = @+ 3 hat, daB also
die Konjugiertenbildung ein involutorischer Antiautomorphismus des Mero-
morphismenrings ist. Vielleicht finden Sie trotz Dozentenakademie fiir eine
kurze Nachricht dariiber Zeit.

Mit besten Griilen und Wiinschen

Thr

H. HASSE
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1.46 11.10.1937, Deuring to Hasse

TANNICH,
Post REMDA—THURINGEN,

11.10.1937
LiEBER HERR HASSE,

ich glaube, dass ich Thre Frage auch von hier aus ausrei-
chend beantworten kann : Man definiert die Konjugiertenbildung zunéchst fiir
Korrespondenzen. Fiir die primen Korrespondenzen ‘P durch umgekehrtes
Durchlaufen des ,Daches”. Fiir allgemeine Korrespondenzen ? = [ B
durch 2 = [] ﬁfl Zum Ubergang auf die Multiplikatoren ist zu zeigen:
Wenn 0 ~ const. ist, so ist auch d ~ const. Man sieht nun ohne Schwierig-
keit : Wenn der Divisor 9 bis auf einen konstanten Faktor durch Z dargestellt
wird, so stellt das gleiche Element den Divisor 0 bis auf einen konstanten
Faktor dar — jetzt K als Konstantenkorper !

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.47 10.05.1938, Hasse to Deuring

10. MAr 1938.
Lieber Herr Deuring,

Darf ich Sie heute bitten, mir iiber den Stand der Arbeiten an Ihren En-
zyklopadie—Artikeln zu berichten. Es wire sehr zu wiinschen, wenn wir das
Manuskript in kiirzester Zeit bekommen konnten. Es sind schon fast alle Ar-
tikel iiber abstrakte Algebra abgeliefert.
Auch wiirde es mich interessieren zu erfahren, wieweit Sie mit der Nieder-
schrift Ihrer fiir Crelle vorgesehenen Fortsetzung zu der Korrespondenzarbeit
sind. Ich habe leider bisher von Thren schonen Resultaten noch gar keine be-
stimmten Vorstellungen, da ich Thre Vortrage in Kreuznach nicht gehort habe.
Was mir Dritte davon erzéhlten, geniigt mir nicht, um mir ein Bild davon zu
machen.
Wir sind in meinem Seminar damit beschéftigt, die Satze von A. Weil und Sie-
gel iiber die Losungszahlen diophantischer Gleichungen auf rein algebraischer
und arithmetischer Methode zu beweisen. Auch dafiir leistet die Korrespon-
denztheorie gute Dienste.
Schade, dass ich Sie bei Threm Hiersein in den Osterferien nicht personlich
sprach.

Mit freundlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.48 25.05.1938, Deuring to Hasse

JENA, ABBEANUM,
DEN 25.5.1938

LIEBER HERR HASSE,

ich kann kaum eine Entschuldigung dafiir angeben, dass ich
den Enzyklopéadieartikel noch nicht abgeliefert habe, wenn ich davon nicht
reden will, dass ich wegen der dauernden Scherereien um die Dozentur in der
letzten Zeit nichts rechtes habe arbeiten kénnen. Da aber diese Angelegen-
heit jetzt wohl erledigt ist, geht es wieder besser, und ich hoffe, im Juli das
Manuskript fertigstellen zu kénnen. Im Semester habe ich ja mit Vorlesungen
und Seminaren vieles zu tun.

Ich habe auch die komplexe Multiplikation noch nicht ausgearbeitet,
schicke Thnen aber anliegend einen Anfang, aus dem Sie das wesentliche sehen
kénnen. Der Aufbau ohne Benutzung der allgemeinen Klassenkorpertheorie
steht allerdings noch nicht darin, es wird Thnen aber sicher geniigen, wenn
ich Thnen im folgenden den Gedankengang kurz schildere :

Man erklart auch zu jedem Ideal a des Multiplikatorenrings M einen
Korper K% namlich das Kompositum aller K¢, « aus a. Ohne weiteres
ist zu sehen, dass jedes p € M auch Multiplikator von K¢ ist. Man zeigt
leicht (K : K%) = Na. Ist M maximal (nur der Einfachheit halber), so hat
K*® auch den Multiplikatorenring M , und zwar liegt j(k) in €(j), weil man
ja den Konstantenkérper & von vornherein gleich €2(j) nehmen kann, wie
in meinem Manuskript. Ist p Primideal, £, seine Klasse, so lehrt Reduktion
von K/KP? die Kongruenz

j(ky) = " mod. p
und allgemeiner, wenn man K*/K modulo p reduziert
j(kk,) = 7(k)N" mod. p.

Daraus folgt wie iiblich, dass die j(k) iiber Q konjugierte Zahlen sind, und
dass €(j)/Q galoissch ist. Wird der Klasse k der durch j(ko) — j(kok)
gegebene Automorphismus og von €(j)/€2 zugeordnet, so ist das ein Iso-
morphismus der Klassengruppe auf die Galoisgruppe von €2(j)/€. Die obige
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Kongruenz lehrt das Reziprozitédtsgesetz. Zunéchst zwar nicht fiir alle p.
Aber da die Kongruenz kraft ihrer Herleitung nicht nur fiir j, sondern fiir
jedes Element von Q(j) gilt, so folgt auch das Reziprozitétsgesetz sofort
fiir alle Primideale. Auch die Unverzweigtheit von €(j)/Q folgt so! Jetzt
kann man auch einen Meromorphismus von K angeben, der K auf K¢
abbildet, wobei man allerdings auch den Konstantenkorper k& = Q(j) mit
transformieren muss, ndmlich mit seinem Automorphismus ok, , dieser —
nicht eindeutig bestimmte — Meromorphismus von K/ heisse etwa o, .
Ist dz/y das ganze Differential von K, so gilt fiir sein Bild d(z)/y* eine
Relation d(z*)/y’* = cdx/y mit ¢ aus (j), dem Konstantenkorper.
Man sieht leicht, dass das Hauptideal (¢) im Ring der ganzen Zahlen von
Q(j) gleich dem Bild von a bei der durch d(a*)/y* = c,dx/y gelieferten
Abbildung von M in €) ist — Hauptidealsatz !

Nimmt man wie in meinem Manuskript einen passenden Erweiterungskor-
per von €(j) als Konstantenkorper, so kann man ganz &hnlich die volle
Theorie des Strahlklassenkorpers begriinden, ohne die unangenehmen Aus-
nahmefille in der {iblichen Theorie, die ja dadurch bedingt sind, dass man
sich an bestimmte Zahlen halten muss, wéahrend hier von vornherein die vol-
len Korper herangezogen werden.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.49 02.11.1938, Deuring to Hasse

JENA, ABBEANUM,
DEN 2.11.1938

LIEBER HERR HASSE,

am 15.2.1937 hatte ich Thnen brieflich einen Beweis des
Residuensatzes mitgeteilt, der mit der Reduktion auf Elementardifferentiale
arbeitet. Jetzt versuche ich vergeblich, ihn zu rekonstruieren, obwohl er ja
wohl ganz einfach war; ich kann auch einen Durchschlag des Briefes nicht
finden. Wenn Sie jenen Brief noch haben, so wére ich Thnen sehr dankbar,
wenn Sie mir seinen Inhalt kurz mitteilen konnten.

Zur weiteren Ausarbeitung der komplexen Multiplikation und der kom-
plexen Multiplikation der Abelschen Funktionen, von der wohl F.K.Schmidt
in Baden-Baden gesprochen hat, bin ich noch nicht gekommen.

Mit bestem Gruss

Thr

M. DEURING
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1.50 07.07.1939, Deuring to Hasse

JENA, ABBEANUM,
DEN 7.7.1939

LIEBER HERR HASSE,

Hier ist das gewiinschte Beispiel eines Funktionenkoérpers
mit Multiplikatoren, die Nullteiler sind:
k der Korper der komplexen Zahlen. «, (3, 71, 72 seien drei verschiedene
Zahlen. Durch

i = (z—a)z=PB)z—m); ¥ = (z—a)(z—PB)(z—)

werden zwei elliptische Korper definiert. Thr Kompositum k(z, y1, y2) = K
ist vom Grad 4 iiber k(x) und hat, wie leicht nachzurechnen, das Geschlecht
2. Folglich ist

d d
dU1 = —J:, dUQ = —I
Y1 Yo
eine Basis der ganzen Differentiale. Bei den Automorphismen oy : x —
x, 7=~ ; o9 X — X, Y2 7 I transformieren
Y2 — Y2 B—U
sie sich so
(dul)"l = —(dul), (dl@)al = dUQ
(dul)‘” = dul, (dUQ)UQ = dUQ

o1 und oy geben daher zwei Multiplikatoren oy, o2, bei denen sich (dug,

dusy) nach den Matrizen ( _01 ? ) : ( (1) _01 ) transformieren. Die Mul-

tiplikatoren (1 + o), (1 4+ 03) werden mithin durch die Matrizen ( 8 g ) :
2 0
00
ferentialen gegebene Darstellung des Multiplikatorenrings treu ist, so wird
(1+01)(1—|—02):O,aber1+017é0, 1+O’27é0

Mit den besten Griissen

dargestellt, und weil bei Charakteristik 0 die von den ganzen Dif-

Thr
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M. DEURING
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1.51 10.08.1939, Deuring to Hasse

JENA, ABBEANUM,
DEN 10.8.1939

LIEBER HERR HASSE,

ich habe in meinem “unfairen” Beweis noch einen Feh-
ler entdeckt. Er ldsst sich wohl herausbringen, aber dadurch wird er so
umsténdlich, dass ich ihn lieber weglassen will. Man muss da ndmlich mit
nicht maximalen Ordnungen ganzer algebraischer Funktionen rechnen und
das ist nicht schon. Auch den Satz, dass im Falle der Charakteristik 0 die
von den ganzen Differentialen erzeugte Darstellung des Multiplikatorenringes
treu ist, kann wohl vorldufig ohne Zuriickgreifen auf die Funktionentheorie
bewiesen werden, weshalb ich ihn weglasse[l] Er ist ja auch fiir die Zwecke
der Riemannschen Vermutung nicht notig. Meiner Ansicht nach miissen bei-
de Sétze aus der Theorie der Abelschen Funktionen bewiesen werden, und
da haben Sie jetzt das Wort. Was allein mittels der algebraischen Funktio-
nen einer Verdnderlichen gemacht werden kann, scheint gemacht zu sein. Ich
hoffe, dass Sie auch mit dem Rest der Arbeit einverstanden sind.

Mit bestem Gruss

Thr

M. DEURING

'Deuring meint offenbar, dass der Satz nicht ohne Zuriickgreifen auf die Funktionen-
theorie bewiesen werden kann.
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1.52 19.08.1939, Hasse to Deuring

19.8.1939
Lieber Herr Deuring,

Beiliegend sende ich Thnen :
1. Thr Ms. Korrespondenzen 11,
2. Bemerkungen dazu,

3. Eine von fiir meinen eigenen Bedarf angefertigte Ausarbeitung des Be-
weises des Abelschen Theorems.

Ich sende Thnen 1. noch einmal zu, weil ich nach 2. den Eindruck habe, dass
doch noch eine griindliche Uberarbeitung mit zum Teil Neuschrift wiinschenswert
ist. Es steht Thnen dabei frei, nach Belieben von der Miihe Gebrauch zu ma-
chen, die ich in 3. gesteckt habe.

Ausser den ausfiihrlich zur Sprache gebrachten Punkten habe ich in ITh-
rem Ms. noch eine Reihe kleinerer stilistischer Korrekturen angebracht. Ich
habe mich dabei sehr im Zaume gehalten, weil Sie mir gesagt hatten, dass Sie
einen knappen Stil lieben. An manchen Stellen konnte ich aber doch nicht an
mich halten. Hoffentlich halten Sie mich nicht fiir allzu pedantisch. Wenn Sie
eine Neuschrift unternehmen, so méchte ich vorschlagen, den Antiautomor-
phismus vor dem Multiplikationssatz der Differentialmatrizen zu behandeln,
weil dann der Leser schon besser in den Mechanismus der Zusammensetzung
der Korrespondenzen hereingekommen ist. Ausserdem ist dies notig, wenn
Sie meinen Wunsch erfiillen und die Einordnung der Definition von M (P)
fiir inseparable P geben wollen; man kann ja nicht wissen, ob das nicht fiir
die Vermutung R einmal gebraucht wird.

Bitte lassen Sie mich doch kurz wissen, was Sie zu meinen Bemerkungen
denken. Ich lasse mich gerne belehren, wenn ich Thnen mit meiner Kritik
Unrecht getan habe. Mir liegt doch aber vor allem daran, dass Ihre Arbeit
wirklich gut lesbar ist und gern gelesen wird.

Mit herzlichen Griissen
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Thr

H. HASSE

Bemerkungen zum Ms. Deuring.

Zu S.3-4. Den Beweis von Hilfssatz 1 so breit auszufiihren, scheint
mir nicht im Einklang mit der wirklich oft {ibertriebenen Knappheit der
Darstellung bei den spéteren Hauptgegenstanden. Hilfssatz 1 ist doch wohl
jedem, der sich mit diesen Dingen beschéftigt, gelaufig. Meinem Geschmack
wiirde es entsprechen, Hilfssatz 1 mit Hilfssatz 2,3 in einen einzigen Hilfs-
satz zu vereinigen, so wie ich es in meinem beiliegenden fiir meine eigenen
Zwecke bestimmten Ms. getan habe. Die anschliessende Bemerkung fiir end-
liche Konstantenkdrper brauchen Sie in Wahrheit gar nicht, sie kénnte also
ohne Schaden ganz wegbleiben. Doch finde ich sie ganz interessant. In meinem
Ms. habe ich sie als Hilfssatz 2 aufgenommen und spéter noch angewandt,
entsprechend der Tatsache, dass ich spater k£ nur als vollkommen, nicht als
algebraisch—abgeschlossen vorausgesetzt habe.

Zu S.5. Ihre Bemerkung betr. die Umkehrung von Hilfssatz 4, dass die
angegebene hinreichende Bedingung fiir die Umkehrbarkeit auch notwendig
ist, stimmt nicht. Es diirfte kompliziert sein, eine gleichzeitig notwendige und
hinreichende Bedingung zu formulieren. Jedenfalls ist schon die folgende Be-
dingung hinreichend, die schwicher als Ihre ist: Jeder Primdivisor p, von
Ky enthélt mindestens einen Primdivisor p von K, dessen Verzweigungs-
ordnung e nicht durch p teilbar ist. Denn dann kann der zusétzliche Faktor
d = 11, Hp|p0 p°~! keinen Nennerprimdivisor p, = Hp|p0 p¢ vollstandig
wegheben, weil ja € = e fir pfe gilt.

Zu S.5-7. Ich wiirde Hilfssatz 5,6 in einen einzigen Hilfssatz verei-
nigen, so wie in meinem beiliegenden Ms. Mit Hinblick auf ev. spéteres
Zuriickgreifen auf Ihre Arbeit wiirde ich ferner bei der Definition der Diffe-
rentialspur noch nicht voraussetzen, dass K|K, separabel ist, und bemerken,
dass im inseparablen Falle diese Definition den Wert 0 fiir die Differentialspur
liefert. Siehe meine nachher folgenden Ergénzungsvorschlag zur Definition der
Differentialmatrizen.
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Zu S.8 Als zweiten Satz von §2 habe ich deutlichkeitshalber hinzu-
gefiigt : Insbesondere sei der Konstantenkorper k fortan algebraisch—abge-
schlossen. Aus dem weiteren habe ich indirekt entnommen, dass Sie in der
Tat diese Voraussetzungen gemacht wissen wollen. In Threm Teil I war sie an
einer nicht sehr in die Augen fallenden Stelle mitten im Text eingefiihrt.

Da Sie in Teil I (ich glaube, durch meinen Eingriff) die ganzen Differen-
tiale von K mit du (fett) statt mit du’ bezeichnet hatten, miissten Sie das
besser auch hier in Teil II tun.

Zu S.10. Der Text gefiel mir hier deshalb nicht, weil Sie fiir jeden der
vollig analogen Schritte eine grammatisch andere Konstruktion gewihlt hat-
ten, so dass man gar nicht sah, dass ein systematisches Verfahren vorlag.
Weshalb wihlen Sie, wo Sie doch sonst so auf Knappheit in der Ausdrucks-
weise aus sind, ausgerechnet hier umsténdliche Worte statt knapper Formeln.
Siehe mein beiliegendes Ms.

In der Bezeichnung gefallt mir nicht, dass die konstanten Primdivisoren
durch dieselbe Typenart bezeichnet werden wie die nicht—konstanten. Ich
pladiere fiir eine besondere Typenart (etwa geschwungene lateinische Typen
4 la Weierstrass—p und partielles Differential-d), damit sich die unwesentli-
chen konstanten Divisoren von den wesentlichen nicht-notwendig-konstanten
auch schon durch das dussere Bild unterscheiden. Im iibrigen gewinnen diese
ganzen Schliisse an Prdgnanz, wenn man wie in meinem beiliegenden Ms.
statt Threr allgemein gelassenen F' Potenzen eines festen Primdivisors er-
sten Grades von K verwendet. Auf jeden Fall habe ich einmal den unnétigen
Index 0 an Ihrem letzten (endgiiltigen) F weggestrichen.

Zu S.11. Die im Text vorgesehene Fussnote 7) war nicht aufgeschrie-
ben. Ich weiss nicht, was Sie da noch sagen wollten, nachdem Sie bereits in der
Klammerbemerkung im Text, an die die Fussnote 7) sich anschliessen sollte,
Ihre Vorstellung von diesem Beweis angedeutet hatten. Ich finde aber diesen
Beweisgang nicht sehr schon. Um aus der anderweitig festgestellten Invari-
anz des Geschlechts auf die Invarianz der Dimensionen zu schliessen, kommt
man mit dem von Ihnen angefiithrten Prinzip der Invarianz der linearen Un-
abhéngigkeit nur bei den Klassen grossen Grades aus, fiir die Klassen kleinen
Grades muss man noch eine Sonderbetrachtung anstellen. Es scheint mir viel
naturgemésser, die Beweisordnung zu nehmen, die ich in meinem eingetrage-
nen Entwurf fiir die Fussnote z) skizziert habe. Ich lasse mich aber in diesem
Punkte gerne von Ihnen belehren, denn ich wiinsche mir schon immer ine
moglichst wenig umstédndliche Theorie beliebiger Konstantenerweiterungen
(fiir Funktionenkorper, die durch eine absolut—irreduzible Grundgleichung
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iiber einem beliebigen Korper erzeugt sind).

Dass Sie die Koeffizienten aus K mit ¢ bezeichnen, geféllt mir nicht
recht. Sie sind zwar ‘konstant’, aber sie werden doch differenziert, und jedem
Analytiker wird es gegen den Strich gehen, dd—; zu lesen. Und wenn Sie schon
die separierenden Elemente von K und K, nach denen differenziert werden
soll, mit x und ¢ bezeichnen, weshalb dann nicht aus Gleichberechtigungs-
grilnden X statt A7

Auch wiirde ich die Zeichen d und 0 gerade umgekehrt verwenden, da-
mit die Differentiation in K , die doch vorher das Zeichen d hatte, auch jetzt
von rechtswegen das Zeichen d behélt. Es passt ja auch viel schoner, wenn
die lateinischen Buchstaben (K—Elemente) das d und die griechischen Buch-
staben (K-Elemente) das Zeichen 0 bekommen. Natiirlich wire dies Zeichen
0 schon auf S. 8 bei der Einfiithrung der Differentiale von K zu verwenden.

Zu S.12 Im Beweis von Hilfssatz 7 ist der iibergang zur algebraisch—
abgeschlossenen Hiille und die Anwendung des Residuensatzes iiberfliissig.
F ist doch ein Primdivisor ersten Grades von K(a)|K , spaltet sich also
nicht weiter auf. Und es geniigt die Bemerkung, dass die Differentiale eines
rationalen Funktionenkorpers den Grad -2 haben und somit nicht nur einen
Primdivisor ersten Grades im Nenner haben kénnen, wenn sie # 0 sind.

Zu S.13. Ich ziehe hier die P-adische Zerlegung der Spur vor und
wiirde mich ohne nidhere Ausfithrung auf den aus der P—adischen Begriindung
bekannten Tatbestand stiitzen, dass fiir unverzweigte P-adische Erweite-
rungen ein Reprisentantensystem einer Basis mod. P gleichzeitig eine P—
Ganzheitsbasis ist, woraus dann die gebrauchte Spurrestgleichung folgt.

Zu S.15. Hier ist eine der Stellen, aus der ich indirekt geschlossen habe,
dass Sie k als algebraisch—abgeschlossen vorausgesetzt wissen wollen; in Z.5
(urspriinglich 3).

Zu S.8-15. Ich fand es hochst traurig, dass man bei der Definition
der Differentialmatrizen die inseparablen Primfaktoren ausschliessen muss,
um den Beweis des Abelschen Theorems fiithren zu konnen. Ich habe mich
lange bemiiht, den Beweis so zu gestalten, dass A auch inseparable Prim-
faktoren enthalten darf, fiir die dann die explizite Definition M(P) = 0
voranzustellen wire, wie es ja durch formale Ubertragung der Definitions-
formel folgt. Es wiirde auf Grund Ihrer Reduktion geniigen, den Fall zu be-
herrschen, dass A lauter verschiedene Primfaktoren hat, darunter hochstens
einen inseparablen. Aber ich kam dann mit den Rechnungen auf S.14-15
nicht durch. In meinem Ms. habe ich versucht, jedenfalls zu zeigen, dass die
aus der Klasseninvarianz gewonnene Definition von M (P) fiir inseparable
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P den Wert M(P) = 0 liefert. Dies ist mir fiir den Fall der Multiplikation
von K|k in sich auch gelungen, unter Ausnutzung des Antiautomorphismus.
Siehe mein beiliegendes Ms. am Schluss.

Zu S.16. Es stort etwas, dass Sie in Satz 2 einen Multiplikator von
Ky in Ky mit asg; bezeichnen, wiahrend gleich darauf im Beweis der ihm
zugrundeliegende Divisor mit Dj5 bezeichnet wird. Was ist der Grund dafiir.
Soll er dem Leser absichtlich vorenthalten werden 7

Ich wiirde {ibrigens die Differentialmatrizen mit M bezeichnen, da doch
M Zeichen fiir den Multiplikatorenring ist. Oder legen Sie Wert darauf, dass
Sie eine griechische Type haben, entsprechend IThrer Gewohnheit, die Kon-
stanten griechisch zu bezeichnen 7

Zu S.18. Hier habe ich durchweg das ‘konstant’ préizisiert, weil ich
fand, dass man zunéchst gar nicht weiss, ob wirklich der bisherige auf K
beziigliche Konstanzbegriff hier weiter gelten soll. Liegt Thnen an der Wie-
derherstellung Threr urspriinglichen grammatisch glatteren Ausdrucksweise,
so wiirde ich wiinschen, dass zu Beginn generell gesagt wird, dass ‘konstant’
nach wie vor in dem Sinne ‘konstanter Divisor von KK|K ' verstanden sein
soll.

Zu S.19-20. Dieser Beweis ist nach meiner Ansicht viel zu knapp dar-
gestellt. Es ist mir unmoglich, Ihren Gedankengang wirklich bis ins einzelne
zu verstehen, obwohl mir natiirlich der Beweis selbst auf meine Art vollig
klar ist. Die Unklarheit liegt an dreierlei:

a.) Sie geben dem Leser keine Auskunft, ob pv die Zusammensetzung
P(Q(a)) oder Q(P(a)) bedeuten soll; iiberdies hatten Sie im Text offenbar
die eine dieser Reihenfolgen zugrundegelegt, in der Figur 2 aber die andere.

b.) Ich verstehe durchaus nicht, was ¢~ '7~ !¢ bedeuten soll. Die An-
wendung dieses Isomorphismus soll nach Threr Angabe auf den Koérper K
erfolgen. Das geht auch im ersten Schritt gut, denn der erste Faktor bildet ja
K nur auf K ab. Nun sind wir in K angelangt. Der zweite Schritt verlangt
dann, dass durch 7! abgebildet werden soll. Das geht aber nicht; denn 7!
ist ein Isomorphismus, der von K™ ausgeht und ber K landet. Was Sie mei-
nen, ist mir zwar ungefahr klar, aber ich finde es fiir den Leser unertriglich
hart, dass Sie ihm diese sehr unprézis formulierte Schlussweise zumuten.

c.) Sie tun dem armen Leser gegeniiber so, als wenn die Multiplikatoren
allein durch solche Isomorphismen gegeben seien, wihrend doch diese nur
den &dusseren Rahmen liefern, in den sich dann die Bildungsregel der Kor-
respondenzen mit den drei Schritten (Verlagerung, Normbildung, isomorphe
Riickabbildung) einbaut. Gerade an dem Fehlen jedes expliziten Ausdrucks
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fiir die eigentliche Multiplikation (Korrespondenz) liegt die Schwierigkeit fiir
das Verstandnis Thres Gedankengangs.

Ich halte fiir diesen Beweis folgende Bezeichnungsweise fiir niitzlich, die
dann auch fiir Weiteres in Ihrer Arbeit (siche nachfolgende Bemerkungen)
sehr dienlich ist : Jedem nicht—konstanten Primdivisor P von [...] entspricht
im Falle K = K ein Isomorphismus von K auf einen von K algebraisch—
abhéngigen Korper, und umgekehrt (Meromorphismus hoheren Grades in
meinem Sinne). Wir bezeichnen fortan diesen Isomorphismus mit 7 (er ent-
spricht dem bisherigen ¢~'7) und die Korrespondenz von Klk zu sich mit
P(a) (sie entspricht dem bisherigen P(a)p ). Die explizite Formel fiir eine
nicht—konstante Primkorrespondenz von K|k zu sich lautet demgemiss:

P(a) = NKKW|KW(CL).

Schematisch:

Sei nun P (ich habe auf meiner Maschine keinen Stern) der gespiegelte Prim-
divisor zu P . Der zugehorige Meromorphismus entsteht, indem man in obi-
gem Schema die Rollen von K und K™ auswechselt, was ja der Auswechs-
lung der Rollen von K und K in dem urspriinglichen Schema — Teil I Threr
Arbeit — entspricht. Das ergibt folgende Bildungsregel fiir die zugehorige
Primkorrespondenz :

—1

P(a) = Nggnix(a™) = Ngrgige(a)”
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Schematisch:

Es wird also das Dreieck jetzt in umgekehrter Richtung durchlaufen, wobei
Normbildung in Verlagerung, Verlagerung in Normbildung, und Isomorphe
Riickabbildung in Isomorphe Vorabbildung iibergeht.

Fiir die Zusammensetzung zweier nicht-konstanter Primkorrespondenzen
P und @ mit den Meromorphismen 7 und s hat man die Regel :

Q<P<a>> = NKKH\KK(NKKﬂKn(a)W_I)E

= NKTI’KHTF‘KNTF (NKK‘II"KTI’ (a/))(nﬂ—)_l.

Schematisch:

K" K" K™ KKT™

Die zweite Form entsteht, indem man in dem x zugrundeliegenden Dreieck-
schema den Ausgangskorper K durch 7 isomorph auf K™ abbildet; dadurch
wird K"™ definiert :

K" hangt mit K™ durch dieselben algebraischen Relationen zu-
sammen, wie K" mit K.
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Mittels dieses Formalismus ist es nun leicht, Thren Gedankengang zum Beweis
der Antiautomorphieeigenschaft in verstandlicher und préziser Form auszu-
sprechen. Storend macht sich allerdings dabei leider jetzt bemerkbar, dass in
Teil I die Symmetrie des hyperkomplexen Systems in seinen beiden Kompo-
nenten nicht zum Ausdruck kam, sondern unsymmetrisch gearbeitet wurde;
daran bin soviel ich weiss ¢ch Schuld. Ich bitte also um Verzeihung fiir diese
unschone Storung der Harmonie. In meiner Seminarausarbeitung, wo ich den
Antiautomorphismus schon behandelt habe, habe ich diesen Irrtum bereits
eingesehen und eine Darstellung der Korrespondenzenzusammensetzung ge-
geben, aus der die Antiautomorphieeigenschaft ohne weiteres in die Augen
springt

Zu S.21. Hier haben Sie systematisch iibersehen, dass im Sinne Threr
Korrespondenzdefinition D(o) ein Divisor von K ist, und dass man dem-
geméss neben o noch den isomorph zugeordneten Divisor von K einfiihren
muss. Selbst wenn Sie D(0) jetzt als Divisor von K verstanden wissen wollen
— dann hétte das aber doch zum mindestens irgendwo gesagt sein miissen
— kommen Sie um diese Sache nicht herum; denn D kann nicht plotzlich
als Divisor von KK|K aufgefasst werden.

Zu S.22 Insbesondere ist die Gleichung Ngxu(0) = o falsch. Sie lau-
tet richtig:

Ngigu(0) = o (oder = po, im nachher erklérten Sinne).

Die jetzt gegebene Bemerkung iiber die Auffassung der Multiplikatoren als
Linksoperatoren hétte schon vor den Beweis von Satz 3 gehort, im Zusam-
menhang mit der Festlegung der Bedeutung des Multiplikatorenprodukts.
Zu S.23. Hier tritt endlich — ganz unscheinbar im Text — die Formel
P,(r) = Ngjgu(z)* " auf, die ich oben vor oder im Beweis von Satz 3 ver-
misste. Man kann es keinem Leser iibelnehmen, wenn er an dieser Stelle (und
auch schon vorher S.22 oben) stockt und versucht, sich an Hand der in Teil
I gegebenen Anleitungen zu iiberzeugen, dass diese Formel wirklich stimmt.
Sie diirfen nicht vergessen, dass in Teil I die Korrespondenzen von Kk zu
sich formelméssig iiberhaupt kaum behandelt sind. Man findet dort einzig
die ganz kurze Anleitung auf S. 185 oben. Im iibrigen schliesse ich aus dieser
Stelle, dass Sie in der Tat die Bezeichnung D(a) jetzt — stillschweigend ! —
so verstanden wissen wollen, dass D(a) ein Divisor von K statt von K ist.
Zu S.23-24. Ich weiss, dass IThnen die Anwendung der Differential-
determinanten nicht sehr angenehm ist. Auch ich finde sie nicht so schon,
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dass man sie nicht vermeiden sollte, wo es geht. Hier geht das tatséchlich,
wenn man von dem Fall Char.k = 2 absieht. Wegen der Nullteilerfreiheit
ist ndmlich die Char. von M entweder 0 oder eine Primzahl. Wéare sie eine
Primzahl, so wéiren alle natiirlichen Multiplikatoren entweder Null oder Ein-
heiten (Bemerkung von Witt!); es geniigt also, einen einzigen natiirlichen
Multiplikator aufzuweisen, der weder Null noch Einheit ist. Fiir Char. k # 2
leistet dies der Multiplikator 2. Es geniigt zu zeigen, dass einerseits nicht iden-
tisch p? ~ o? gilt, andererseits ein p # 0 dieser Art existiert. Die p dieser
Art sind die Differentialteiler des (durch o eindeutig bestimmten) Korpers
Klk(z), wo z nicht—konstantes Multiplum von 072 ist. Dieser Korper ist
aus Geschlechtsgriinden separabel und hat eine Differente vom Grad 4. Fiir
Char.# 2 enthélt diese ein p # 0. In meinem Seminar habe ich den Aus-
nahmefall dadurch umgangen, dass ich den Grad des zur Zweimultiplikation
gehorigen Primdivisors P, in bezug auf K als Konstantenkorper explizit
ausrechnete. Doch ist das nicht sehr erfreulich. Vielleicht fallt Thnen noch
eine kleine Ergédnzung zu dem an sich sehr schonen Wittschen Gedanken ein,
so dass die Differentialdeterminante vermieden wird. Wenn nicht, schadet es
aber in meinen Augen nicht viel.

Zu S.24. Die Richtigkeit der im Text gegebenen Bildungsregel fiir
P(P(a)) wird dem Leser erst dann einsichtig werden, wenn Sie die obigen
expliziten Formeln fiir P(a) und P(a) vorher gebracht haben. Dann kénnen
sie einfach einsetzen, also rechnen, anstatt mit Worten heranzugehen.

Zu S.25. Es ist unschon, dass vorher der n—Mult. Kérper allgemein
mit K™ bezeichnet wird, und nachher der p-Mult. Kérper mit K ®, noch
dazu ohne jedes erkldrende Wort fiir den Leser. Ich weiss den Grund, aber
der arme Leser ?

Der Schritt von §2 zur Beziehung (du)* = p/du ohne jedes erkliarende
Wort ist wirklich ganz unverantwortlich knapp. Zum mindestens muss doch
gesagt werden, dass bei der Betrachtung der Multiplikatoren von Klk in
sich die beiden Differentialbasen von K und K durch den Isomorphismus
¢ zu verkoppeln sind. Noch schonder fande ich es, wenn Sie am Schluss von
§2 kurz auf den Fall der Multiplikation von K|k in sich eingingen und —
entsprechend zu den von mir in §3 gewiinschten expliziten Formeln — auch
hier die explizite Formel :

N(P)du = Sk (e ((du)")

angidben. Dann hétten Sie auch gleich Gelegenheit, auf die von mir oben
beriihrte Frage der Giiltigkeit dieser Formel fiir inseparable P einzugehen.
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Zu S.26. Als ich neulich mein Ms. zusammen mit Geppert las, stellte
ich fest, dass er meine Bezeichnung p—-Potenznenner an der entsprechen-
den Stelle grundsétzlich missverstand und demgemaéss falsch ins Italienische
iibersetzte. Er verstand ndmlich als unverbildeter Deutscher: Nenner, die
p—te Potenzen sind. Aus diesem Grunde habe ich die Korrektur im Text
angebracht.

Zu S.27. Die Hinzufiigung von “und = 2’ ist wohl eher eine Hilfe
als eine Erschwerung fiir den Leser. Noch lieber wiirde ich die nachtréglich
eingefiigte Wendung sehen, die explizit auf den Ausnahmefall bezug nimmt,
wie er vorher erwdhnt war.
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1.53 24.08.1939, Deuring to Hasse

JENA, ABBEANUM,
DEN 24.8.1939

LIEBER HERR HASSE,

anliegend schicke ich Thnen mein Manuskript in einer etwas
iiberarbeiteten Form zuriick. # 1. habe ich Threm Vorschlag entsprechend zu-
sammengerafft. Hilfssatz 1 wird wirklich nur fiir unendliches k gebraucht;
die Multiplikatorentheorie bei beliebigem vollkommenem Konstantenkorper
ist ja sehr leicht aus der fiir algebraisch abgeschlossenen Konstantenkorper
zu gewinnen. Den Zusatz fiir endliches k& habe ich stehen gelassen, weil er
ganz hiibsch ist. Dass ich die Differentialspur nur im separabeln Fall ein-
gefiihrt habe, hat seinen guten Grund. IThre Behauptung, dass M(P) = 0
sei, wenn P inseparabel ist, ist ndmlich falsch. Zwar gilt M(P*) = 0, aber
daraus folgt keineswegs M(P) = 0, wie Sie schon am Beispiel der elliptischen
Korper sehen kénnen. Die Matrizendarstellung ist bei dem Antiautomorphis-
mus nicht invariant. Die Differentialspur ist also sozusagen im inseparabeln
Fall nicht immer Null. Dass M(P*) = 0 ist, habe ich angefiigt, weil es ja
wichtig ist. Ich hatte es ganz vergessen. Die Bezeichnung der Differentiale
habe ich Threm Vorschlag entsprechend umgeéndert. Die Fussnote iiber die
Invarianz von Geschlecht und Klassendimension bei Konstantenerweiterung
habe ich so abgefasst wie Sie vorschlugen. Eine verniinftige Theorie der Kon-
stantenerweiterung ist auch mein Schmerzenskind. Uebrigens ist mir de/dx
angenchmer als dX/dz .

Der Uebergang von K zu seiner algebraisch abgeschlossenen Hiille beim
Beweis von Hilfssatz 4 (frither 7) ist eine Verbeugung vor der hoheren Logik.
Denn der Hilfssatz 3, auf dem der Beweis beruht, ist, wie die ganze Differen-
tialtheorie, nur fiir vollkommenen Konstantenkorper formuliert und bewiesen
worden. Ich habe das jetzt ausdriicklich gesagt.

Ich habe mit der Zerlegung des Restklassenrings und nicht mit der Zerle-
gung der p-adischen Erweiterung gearbeitet, weil ja nur der Restklassenring
gebraucht wird.

Mit dem Antiautomorphismus habe ich mich tatséchlich geirrt, ich habe
es verbessert. Und ausserdem die nétigen Bemerkungen iiber die Bildung von
P(a) eingefiigt.
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Ich bin iibrigens gar nicht fiir ein zu starkes Arbeiten mit Formeln. Sie
fallen mir beim Lesen und Schreiben viel schwerer als Text. Auch sollte bei
manchen Dingen, z. B. bei der Zusammensetzung der Korrespondenzen und
bei dem Antiautomorphismus, nicht alle Einzelheiten darstellen, weil dadurch
der einfache Kern der Sache verschleiert werden kann.

Ihre Einwédnde gegen den letzten # waren z.T. nur gegen Schreibfeh-
ler gerichtet. Ich habe der Deutlichkeit halber die Eins des Multiplikatoren-
ringes mit € und dementsprechend die natiirlichen Multiplikatoren mit ne
bezeichnet, damit wird die leidige Unterscheidung zwischen K? und KP?*
besser.

Ihre Antipathie gegen “in bezug auf” ist, wenn ich recht unterrichtet bin,
nur eine boswillige Erfindung schreibfauler Kanzlisten. Der Begriff, der mit
i.b.a. gemeint ist, hat ja nichts mit Kissenbeziigen oder Geldbeziigen (auch
ein schreckliches Wort) zu tun, sondern mit Beziehungen.

Ich hoffe, dass jetzt das Manuskript IThren Beifall findet !

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.54 29.08.1939, Hasse to Deuring

29.8.1939
L1IEBER HERR DEURING,

Herzlichen Dank fiir die so schnelle Wiedereinsendung Ihres
Ms. Auch fiir den Hinweis auf meinen Fehler betr. die inseparablen Primdi-
visoren besten Dank. Ich habe jetzt das Ms. zum Druck eingesandt. Nur
noch eine kleine Anderung habe ich eingefiigt, auf die ich ja schon in meinen
vorigen langen Bemerkungen zu sprechen kam, nédmlich bei der Einfithrung
der normierten Meromorphismen. Dort muss ndmlich zwischen dem Bezugs-
primdivisor o von K|k und seinem isomorphen Bild o” in dem Hilfskorper
KP|k unterschieden werden (mangels eines Zeichens fiir phi schreibe ich hier
(). Die Normierungsrelation lautet richtig geschrieben :

pa Do
D(o)”
Ferner musste vor der Betrachtung der quadratischen Gleichung fiir die Mul-
tiplikatoren jetzt noch gezeigt werden, dass hier wieder § = 1 gerechnet
wird.

“In Beziehung auf’ klingt fiir mein Gefiihl schrecklich pedantisch, wenn es
vielleicht auch sprachlich richtiger ist. Ich finde aber, wenn man iiberhaupt
anfdngt iiber manche Redeweise vom sprachlichen Standpunkt aus nachzu-
denken, dann kann man kein Ende mit solchen Sprachreinigungen finden.
Wenn Thnen ‘in bezug auf’ wirklich so unsympathisch ist, entfernen Sie es
bei der Korrektur bitte wieder zugunsten IThrer Redeweise.

Ob ein weiteres Erscheinen des Journals im Falle eines Krieges gesichert
ist, kann ich natiirlich nicht sagen. Vorlédufig lasse ich aber alles weiter seinen
alten Gang gehen. Hoffen wir das Beste!

Mit herzlichem Gruss und Heil Hitler,

Thr

H. HASSE
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1.55 16.02.1949, Deuring to Hasse

HaMmBURH]]
16.2.1949

LIEBER HERR HASSE,

fiir Ihre Separatenzusendung meinen besten Dank. Zu mei-
ner Uberraschung sehe ich, dass Sie zur Zeit in Gottingen sind. Ich méchte
Ihnen daher in aller Eile einen Vorschlag machen: Wéren Sie bereit, uns
in der nachsten Woche einige Vortréige iiber Thre neuesten Arbeiten zu hal-
ten 7 Wir haben fiir das laufende Etatjahr noch einige Mittel zur Verfiigung,
die wir gerne nutzbringend verwenden mochten. Bitte entschuldigen Sie die
formlose Eile, aber wir mdchten natiirlich Sie gerne noch vor Semesterende
hier haben. Donnerstag, Freitag und Sonnabend, vielleicht auch noch Montag
28. 2. wiren passend.

Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING

!Deuring hatte inzwischen einen Ruf nach Hamburg angenommen.
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1.56 18.02.1949, Cl.Hasse to Deuring

GTTG. 18.11.

Lieber Herr Deuring, als ich eben Thren Brief aufmachte, polterten nur
die beiliegenden Lebensmittelkarten entgegen. Gewiss haben Sie in der Eile
den falschen Umschlag genommen.

Leider muss ich Sie enttduschen — mein Mann ist nicht hier bei uns.
Die Separata habe ich von hier aus verschickt, da es nicht moéglich war,
die dicken Pakete nach B. zu befordern. Mein Mann besteht mit allerlei
Blockade—Belastungen sein Berliner Semester. Zwar ist dieses am 28. Februar
beendet, aber vor April wird er nicht in den Westen kommen. Thren Brief
schicke ich natiirlich an meinen Mann weiter.

Beste Griisse Ihre

CLARLE HASSE
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1.57 03.03.1949, Hasse to Deuring

3. MARz 1949
L1IEBER HERR DEURING,

Haben Sie besten Dank fiir Thre freundlichen Zeilen, die
meine Frau Ihnen ja schon vorldufig beantwortet hat.

Es ist sehr freundlich von Thnen, mich zu einem Vortrag dort einzuladen.
Diesmal ging es nun leider nicht. So etwas muss ja bei den gegenwirtigen
Verhéltnissen leider von langer Hand vorbereitet sein. Da auch Blaschke
schon seit einem Jahr in jedem Brief bittet, ich méchte doch einmal zum
Vortrag nach Hamburg kommen, darf ich mir erlauben, Thnen folgenden Vor-
schlag zu machen.

Wir sehen dafiir einen geeigneten Termin im Sommer vor. Fiir mich
wire es am gilinstigsten, wenn es an einem Sonnabend oder Montag gin-
ge. Es wire dann erforderlich, dass Sie mir eine formelle Einladung des In-
stituts, womdglich mit einer Befiirwortung des dortigen englischen Univer-
sitdtsoffiziers schickten, damit ich hier bei der englischen MilReg. einen Flug
hin und zuriick genehmigt bekomme. Anders kann ich es rein zeitlich nicht
machen. Denn ich muss schon wegen einer Pfingstreise nach Oberwolfach in
Angelegenheiten Enzyklopddie mehrere Vorlesungsstunden ausfallen lassen,
und dann noch zweimal meinen von oben auferlegten Verpflichtungen nach-
kommen und die Universitdten Jena und Rostock mit zahlentheoretischen
Vortrigen “betreuen”.

Hinsichtlich der Enzyklopédie darf ich mir bei dieser Gelegenheit gleich
die Anfrage erlauben, ob wir (d.h. Sperner und ich) nach wie vor auf einen
Artikel von Thnen rechnen diirfen. Sie waren damals fiir die Darstellungstheo-
rie vorgesehen; ein Vertrag ist wohl allerdings mit Thnen noch nicht geschlos-
sen worden. Nun wollen Sperner u.ich Pfingsten eine vollige Neuplanung der
noch zu schreibenden Artikel des Algebra—Zahlentheoriebandes vornehmen.
Da wiisste ich sehr gerne, ob Sie uns Ihre Mitarbeit weiter schenken wollen
und welches Thema Ihnen am liebsten wére. Es sind u. a. noch zu besetzen :

Lineare Algebra
Allgemeiner Korpertheorie
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Algebra der hyperkomplexen Zahlen

Allgemeine Darstellungstheorie

Invarianten endlicher Gruppen lin. Transf.

Bewertungstheorie

Arithmetik der hyperkomplexen Zahlen

Klassenkorper der komplexen Multiplikation

Arithmetische Theorie der algebraischen Funktionenkorper
Diophantische Approximationen und Diophantische Gleichungen
Diophantische Kongruenzen.

Wir wiren IThnen sehr dankbar, wenn Sie nicht nur einen Artikel iiberndhmen,
und versprechen Thnen, dass wir Ihnen die dazu nétige Arbeitszeit gewédhren
werden, ohne in unliebsamer Weise zu dréangen.

Sehr bedanken wollte ich mich auch schon lange fiir Ihre freundliche an
Rohrbach gegebene Zusage, bei der Herausgabe von “Crelle” mitzuwirken.
Sie machen mir damit eine grosse Freude. Es wére schon, wenn Sie nicht nur
selbst bald einmal eine Arbeit schickten, sondern auch in Threm Bekannten—
und ev. —Schiilerkreis gute Arbeiten zu erhalten bestrebt waren. Wir kénnen
recht schnell drucken. Die Sache ist bereits angelaufen. Der Druck erfolgt in
der Zbl. Druckerei in Kéthen in bewihrter Giite und Schnelligkeit ]

Ich horte, dass Sie Rohrbach zunéchst missverstanden und geglaubt ha-
ben, dass Sie an meiner statt die Herausgabe iibernehmen sollten, und dass
Sie das abgelehnt haben. Fiir diese in der heutigen Zeit seltene und darum
umso hoher zu bewertende Geste danke ich Thnen ganz besonders.

Nun wollte ich Thnen noch sagen, iiber was ich in Hamburg vortragen
konnte. Ich habe zwei Themen, und glaube bei beiden, dass sie dort Interesse
finden wiirden.

1. Invariante Kennzeichnung galoisscher Korper. — Davon erzdhlte ich
Ihnen bereits einmal auf der Strasse in Gottingen. Ich habe die Arbeit
jetzt abgeschlossen, und sie soll im ersten neuen Crelleband erschei-
nen. Ich erhoffe mir von ihr eine Belebung der Klassenkorpertheorie,
zunéchst im Kleinen, dann aber auch im Grossen.

2. Klassenzahlformeln in arithmetischer Gestalt fiir Korper, deren Nor-
malkorper iiber einem (reell- oder imaginédr— )quadratischen Zahlkorper

!Beginnend mit dem Band 187 (1950) erscheint der Name von Deuring auf dem Titel-
blatt des Crelleschen Journals.
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abelsch ist. Es sind das Verallgemeinerungen der Kummerschen For-
meln auf singuldre Werte von Modul— und elliptischen Funktionen statt
der die Kreiseinheiten bildenden singuldren Werte der Exponential-
funktion. Hier scheint mir besonders bemerkenswert, dass auch der
reell-quadratische Fall erfasst wird. Die Funktionen, die hier auftreten,
sind erstaunlicherweise nicht neu, sondern wieder die Funktionen des
imaginéren Falles, jetzt aber wird die hyperkomplexe Ebene des reellen
quadr. Korpers (Koordinaten die beiden Konjugierten) formal zu ei-
ner gewohnlichen komplexen Ebene gemacht und dann (logarithmisch)
iiber einen Fundamentalbereich der reellen Einheitengruppe integriert :

C(J1((L’) = W + iwlx w1 B
wo(x) = wei + dwhr ! ‘ (wg) reell-quadr. [...]
c : dx
log D (w1, wy) = / log [Q At (w1 (), wa(x)) Aga(wi (), CUQ(,Q?))] —
x=1

wo A die 12-te Wurzel der Weierstr. Diskr. und € der konjugierte Inhalt
der Fundamentalmasche (zur Normierung auf Dimension 0). Entsprechend
auch fiir die Strahlklasseninvarianten. Dj(wy, we) ist dann der ,singulére
Modul”. Mit scheint das besonders deshalb interessant, weil doch die in der
Klassenzahlformel auftretenden Funktionen einen Anhalt dafiir geben, wel-
che Funktionen man zur Klassenkorperkonstruktion brauchen wird. Einen
Uberblick iiber das in den Klassenzahlformeln der genannten Korper auf-
tretende Funktionenmaterial gebe ich in einer Arbeit, die in den Annali di
Matematica (Festbénde) erscheinen wird. Die Klassenzahlformeln selbst wird
mein Schiiler C. Meyer in seiner Dissertation bringen, die sich nun endlich ih-
rer Vollendung ndhert. Schwierigkeiten macht noch der Fall der Charaktere,
in deren Fiihrer nur eine der beiden reellen unendlichen Primstellen aufgeht.
Dafiir ist die Kroneckersche Grenzformel sehr kompliziert, und Meyer meint,
hier wird ein neuer Funktionentypus auftreten. Ich glaube das aber nicht.
Denn es wére absurd, dass die anderen Fiélle mit dem elliptischen Funktio-
nen auskommen sollten, und dieser Fall etwa Integrale iiber Besselfunktionen
erfordern sollte.

Mein grosses Buch iiber Zahlentheorie (Grundlagen der Bewertungstheo-
rie, Divisorentheorie und algebraischen Zahlentheorie) steht vor dem Erschei-
nen. Ich lese eben die letzte Revision. Dann folgt noch in der gelben Samm-
lung ein Buch “Vorlesungen {iber Zahlentheorie” mehr elementarer Art, das
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zu 3/4 geschrieben ist. Auch das muss in diesen Ferien im Ms. fertig werden,
wenn das Gottinger Residuum meiner Familie weiter leben soll.
Nochmals herzlichen Dank fiir alles und beste Griisse

Thr

H. HASSE
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1.58 25.10.1949, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 25.10.1949
LIEBER HERR HASSE,

besten Dank fiir Thren Brief. Die Angelegenheit Suetuna
ist ja damit aufs beste erledigt, dass er selbst die notwendigen Ergénzungen
machen will; das bisherige Manuskript ist sicher brauchbar.

Die Enzyklopéddiehefte wiirde ich sehr gerne nehmen, einmal weil sie
sehr niitzlich sind und zweitens, weil ich, was Biicher angeht, an einem
Vollstandigkeitskomplex leide, d. h. ich habe nicht gerne unvollstandige Sam-
melwerke und dergleichen. Teilen Sie mir doch bitte noch mit, wohin ich
Thnen die Kaufsumme iiberweisen soll.[l

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING

! Remark by Hasse on the left margin: “beantw. 29.10.1949”
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1.59 04.05.1950, Deuring to Hasse

HAMBURG, 4. MAI 1950

LIEBER HERR HASSE,

es wird Thnen sicher bekannt sein, dass ich einen Ruf nach
Gottingen (als Nachfolger von Herglotz) angenommen habe und dass ich
im Wintersemester nach Gottingen gehen werde. Fiir die Neubesetzung hier
haben wir vor kurzem unsere Vorschldge gemacht, mit Ihnen an erster Stelle.
Wir brauchen aber fiir die Behorde noch Thren Entnazifizierungsbescheid.
Darf ich Sie bitten, mir eine beglaubigte Abschrift davon zu schicken ?
Mit herzlichen Griissen

Thr

M. DEURING
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1.60 06.01.1951, Hasse to Deuring

PROFESSOR DR. H. HASSE
AHRENSBURG B. HAMBURG
HAMBURGERSTR. 43

6. JANUAR 1951
LIEBER HERR DEURING,

Sie wiirden mir einen grossen Gefallen tun, wenn Sie mir
einmal ganz offen schrieben, wie Sie iiber die wissenschaftliche Befdhigung
von Dr. E. A. Behrens denken. Wir stehen vor der Frage, ob wir ihn weiter in

seiner hiesigen Assistentenstelle belassen sollen.
Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.61 29.01.1951, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 29.01.1951

REINHAUSER LANDSTR. 70

LIEBER HERR HASSE,

leider ist es mir nicht moglich, in diesem Semester nach
Hamburg zu kommen. Ich will versuchen, Herrn Schmid zu iiberreden, wenn
er nach Hamburg kommt, auch uns in Géttingen zu besuchen.

Ihren Wunsch, einen festen ,wirklichen” Termin fiir die Fertigstellung der
Enzyklopédie Artikel auszumachen, finde ich begreiflich. Ich méchte zunéchst
fiir den Artikel {iber komplexe Multiplikation dem , Papier”-Termin (1.1.1952)
ein halbes Jahr hochstens addieren. Fiir den zweiten Artikel mochte ich mich
erst festlegen, wenn ich eine genauere Ubersicht habe, die ich in den Ferien
gewinnen will.

Die Stellung des Artikels iiber fastperiodische Funktionen unter der ana-
lytischen Zahlentheorie scheint mir doch ziemlich ungliicklich. Denn obwohl
die Theorie der Zetafunktion der Anlass zur Theorie der fastperiodischen
Funktionen war, ist der Zusammenhang doch sehr lose, wihrend die heutige
Theorie — insbesondere der von Herrn Maak darzustellende Teil — mit Recht
als ein Teil der allgemeinen Darstellungstheorie angesehen werden muss. Viel-
leicht ist es moglich, den Artikel in einen ,Nachtrag”aufzunehmen — solche
Nachtrédge gibt es ja auch in der alten Enzyklopédie. Sie sind ja auch ganz
natiirlich, denn erfreulicherweise entwickelt sich die Mathematik immer wei-
ter, so dass im Laufe eines Unternehmens wie der Enzyklopédie neue Gebiete
auftauchen konnen, die zu Beginn der Planung noch nicht vorhanden waren.

Herr Behrens bildet ein schwieriges Problem, iiber das mich auszulassen
ich zogere. Ich habe mit seiner wissenschaftlichen Arbeit nicht Kontakt finden
konnen, mein Eindruck ist, dass er ein eigenes fruchtbares Arbeitsgebiet nicht
gefunden hat. Ob er es noch finden wird, scheint mir fraglich. Dennoch sollte
man ihm noch eine Chance geben.

Von Herrn Petersson horte ich beildufig, dass Ihnen die 1000. DM fiir Vor-
tragszwecke mit der Begriindung abgelehnt wurden, sie seien von mir nicht
ausgenutzt worden. Das ist die glatte Unwahrheit : in den beiden Geschéftsjah-
ren 48/49 und 49/50 sind sie voll verbraucht worden, und 50/51 zur Hélfte —
das schien mir korrekt zu sein, weil ich genau die Hélfte des Geschéftsjahres
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in Hamburg war. Das musste die Hochschulabteilung doch wissen oder hétte
es feststellen kénnen !

Mit dem Gitterpunktproblem bin ich leider nicht durchgekommen, es
ist unglaublich tiickisch. Immerhin glaube ich, mit meinen Ansétzen etwas
Brauchbares herauszubekommen.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.62 27.05.1953, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 27.5.1953

REINHAUSER LANDSTR. 70

LIEBER HERR HASSE,

Mbei der Arbeit an meinem Enzyklop#die—Artikel iiber kom-
plexe Multiplikation ist mir in Ihrer Arbeit ,Neue Begriindung...”II, S.83
etwas aufgefallen, was mir nicht richtig zu sein scheint, ndmlich der Satz:,
,Da die Multiplikation mit einer Einheit durch eine Modulsubstitution er-
setzt werden konnte, konnen hierbei keine zwei der Zahlen assoziiert sein.” Sei
ndmlich etwa A\, = A\e, ¢ Einheit, so ist

M (0‘1) A\, = S,,M(a1> .M (O‘l)AVg _ suM(O”) .
Qi Qg (6% (8%

Es wird
(a1>8 = Q(al) , @ unimodular,
(6] (0%)]
also
M(O‘l) _ s;lM;(o‘l)Ay,
(6] (6D)
daher

SV 1]\4—1/, = S,u IML,Q )
was zunéchst keinen Widerspruch einschliesst.
Man kann ja nicht M), (Z;)e = QM) (Z;) mit unimodularem Q" be-
haupten, da M L (z;) keine Idealbasis zu sein braucht.
Die in Rede stehende Behauptung (im wesentlichen g¢y(a, ag) € Q
(ji(k)) ) folgt aber einfach so: Die Gleichung — S.82 —

z

G(t, j(k) = J](t = gar(n, az))

r=1

driickt aus, dass eine zu gy(a1, as) iiber Q(j(k)) konjugierte Zahl ein
gmy (a1, o) = Xogar(aq, ag) ist. Sei o der Automorphismus des von gy

! Remark by Hasse on the first page: “beantw. 29.5.53”
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(a1, ao) tiber Q(j(k)) erzeugten Normalkérpers, der g, o) in Agu

(a1, ap) iiberfithrt, o¥ = 1. Dann ist A = 1, d.h. )\, ist eine Ein-
heitswurzel in Q, also A& = 1, gy, )’ = gu(aq, az), o = 1,
w.z.b.w.

Fiir die Uberlegungen in Ihrer Arbeit ,Zum Hauptidealsatz der komple-
xen Multiplikation” Monatshefte 38 gilt das Entsprechende.

Bei dieser Gelegenheit noch eine andere Frage: In Threr Arbeit ,Das Zer-
legungsgesetz fiir die Teiler des Moduls ...”, Monatshefte 38, steht am Schluss
im Zusatz bei der Korrektur: ,,Jedoch kann man wie bei spdterer Gelegenheit
gezeigt werden soll ...”

Wo steht das?

Mit herzlichen Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.63 30.05.1953, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 30.5.1953

REINHAUSER LANDSTR. 70

LIEBER HERR HASSE,

besten Dank fiir Thre Aufkldrung. Entschuldigen Sie, dass
ich meinen Irrtum nicht selbst bemerkt hatte, ich interessierte mich im Au-
genblick nur fiir die Schlussweise, nicht fiir das Ergebnis. Ich brauche sie fiir
meine Ausarbeitung, dafiir geniigt dann auch die Abkiirzung, die ich angege-
ben habe (dass in Threr Arbeit schirfer bewiesen werden muss, dass gy (z;)
vom Typus Q(j (k)) ist, war mir durchaus klar, deswegen schrieb ich auch :
»es ist im wesentlichen zu zeigen...” ; das ,wesentlich” war im Unterbewusst-
sein fiir meine Anwendungen der Schlussweise gemeint).

Ihre rot unterstrichene Frage habe ich eigentlich schon mit ja beantwor-
tet : ich habe gerade einen meiner Schiiler, Herrn Hesse, an diese Aufgaben
gesetzt, deswegen bin ich Thnen auch sehr dankbar, dass Sie mir Thre Auf-
zeichnungen noch einmal zuschicken, ich habe sie, wenigstens teilweise, schon
einmal gehabt. Ich bin auch nur auf all dieses zuriickgekommen, weil ich den
Enzyklopédieartikel schreibe, auch wegen meiner Vorlesung in Nancy.

E]ICh mochte aber noch eine zweite Frage stellen, die Thre Arbeit ,Zum
Hauptidealsatz der komplexen Multiplikation” betrifft. Auf S.316 unten

! Remark by Hasse on the margin left to this paragraph :
“bekannt !
(Kritik von Artin!)
S. 316 geniigt Normierung

_ FE  mod. 4
M:{j:E mod.4}’

weil x3(—FE) = 1.

S. 322 Schlussbem. : jedoch
irreparabel. Siehe

dazu auch meine

Bem. im Takagi-Festheft
(Journ. Math. Soc. Japan 3 )
S.50”
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werden Repréasentanten M, = Y ) der Transformationsklassen m—

a, b
0 d,
= EF mod. m (wegen m = 1 mod. 12). Wie

a v

0 d
ein in der iiblichen Weise normierter Repriasentant, also a'd = m, da >
0, (a,¥,d) =1, 0<V <d.Dann wird eine unimodulare Matrix M

mit o
a b a b\ _
M(Od,)—(0d>:Emod.12

gesucht. Das erfordert aber
+1 n
M= ( 0 =1 ) !

also a = +ad', d = =+d, sodass a« = d = 1 mod. 12 im allgemeinen
nicht erfiillt werden kann, z. B. nicht fiir

ad v\ (50

0o d ) \0 17
mit der Determinante 85 = 1 mod. 12. Wohl kann b = 0 (12) erreicht
werden. Die Dreiecksform der Repréasentanten ist aber auf S. 321 fiir die ¢—
Entwicklungen der ¢y, (wy, we) wesentlich und die Kongruenz M, = FE (12)

fiir die Transformationseigenschaften der ¥y, (w1, we) S.319-320.
Mit herzlichen Griissen

ten Grades aufgestellt mit M,
ist das moglich 7 Sei zunéchst

Thr

M. DEURING
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1.64 05.06.1953, Hasse to Deuring

PROFESSOR DR. H. HASSE
AHRENSBURG 1. H.
HAMBURGERSTR. 43

5. JUNI 1953
LIEBER HERR DEURING,

besten Dank fiir Thren Brief. Thre Kritik an meiner Arbeit
zum Hauptidealsatz wurde bereits bald nach Erscheinen von Artin ausge-
sprochen. Auf S.316 geniigt natiirlich die Normierung M = FE mod. 4,
M = 4+F mod. 3 weil der kubische Charakter auch fiir —F den Wert 1
hat. Dagegen ist die Schlussfolgerung auf S. 315 Abs. 2 und auf S. 322 letzter
Absatz nicht zu reparieren, siehe dazu auch meine Bemerkung im Takagi—
Festheft (Journal Math. Soc. Japan Bd. 3) S.50. Es wiirde mich interessieren
zu erfahren, welche Ergebnisse Ihr Schiiler Hesse erzielen wird.

Mit besten Griissen

Thr

H. HASSE
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1.65 17.07.1953, Hasse to Deuring

PRrRoOF. DR. H. HASSE
AHRENSBURG 1. H.
HAMBURGERSTR. 43

17.JuL1 1953
LIEBER HERR DEURING,

in den letzten 14 Tagen habe ich getan, was ich schon seit 12
Jahren hétte tun sollen, ndmlich einmal Thre Arbeit aus den Hamburger Ab-
handlungen 14 iiber Multiplikatorenringe im Detail durchgelesen, wahrend
ich mich bisher nur mit der Zurkenntnisnahme der Resultate begniigt hatte.
Es sind das ja ganz wunderschone Resultate, die auch im Grunde eigentlich
sehr einfach und plausibel sind. Das Verstindnis Threr Beweise im einzel-
nen ist allerdings fiir den Leser oft recht miithsam, da Sie nun einmal eine
verhéltnisméssig knappe Form der Darstellung haben.

Vielleicht ist es Thnen nicht uninteressant, einige Notizen in die Hand zu
bekommen, die ich mir laufend am Rande Threr Arbeit gemacht habe. Es
handelt sich dabei vorwiegend um Druckfehler, die zum Teil recht storend
fiir das Verstdndnis sind. Einige wenige Bemerkungen enthalten Sachliches.
Besonders dankbar wére ich Thnen, wenn Sie mir eine kurze Antwort auf die
mit Rotstift unterstrichenen Fragen geben konnten. Ich méchte ndmlich erst
diese Thre Arbeit restlos verstanden haben, ehe ich mich mit der entspre-
chenden Griindlichkeit und Vollstandigkeit an ein ebensolches Studium Threr
anschliessenden Arbeiten iiber die algebraische Begriindung der komplexen
Multiplikation mache. Darf ich gleich noch eine weitere Frage anschliesen ?
Ist es moglich, fiir einen singuldren elliptischen Funktionenkorper der Cha-
rakteristik 0 eine Erzeugung anzugeben, die folgenden Bedingungen gentigt :

1. Sie verlduft iiber den Korper von 7 und der Differentialkoeffizienten,

2. Sie gestattet fir alle Primdivisoren dieses Korpers (auch die von 2
und 3) den Ubergang zu den Restklassen derart, dass der entstehende
Korper wieder elliptisch ist und den richtigen Konstanten—Korper hat.

Eine solche Erzeugung wére natiirlich sehr erwiinscht, aber ich glaube
fast, dass ich zuviel verlange, weil ja die von Ihnen angegebene Normal-
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formen immer noch akzessorische Irrationalitaten (A bzw. «) enthalten
(s.insbes. auch meine Frage zu S. 225 Mitte).
Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.66 23.07.1953, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 23.7.1953

REINHAUSER LANDSTR. 70

LIEBER HERR HASSE,

besten Dank fiir Thren Brief mir den Bemerkungen iiber
meine Arbeit aus den Hamb. Abh. 14. Die grosse Zahl der Inkorrektheiten
hat mich erschreckt, vielleicht habe ich die Arbeit damals in zu grosser Hast
geschrieben.

Zuerst will ich Thre Frage nach einer iiberall reduzierbaren Erzeugung ei-
nes singuldren Korpers der Charakteristik 0 mit Koeffizienten aus X(j) (X
der Korper der Differentialkoeffizienten) beantworten — oder vielmehr nicht
beantworten. Diese Frage habe ich mir oft vorgelegt, aber nicht beantworten
konnen. Im Februar fragte mich A. Weil auch danach, er hat sich auch verge-
bens bemiiht und ist, wie ich auch, der Ansicht, dass es eine Erzeugung mit
den gewiinschten Eigenschaften nicht gibt — jedenfalls keine mit nur zwei
Elementen. Mit mehreren Elementen mag es solche Erzeugungen geben, fiir
sie wire dann aber die Reduktionstheorie neu zu entwickeln.

Im Zusammenhang damit: die Normalform y? —y + azy = 2 gilt fiir
p = 3 und j = 0 nicht! Ich habe noch nicht einmal eine zweigliedrige Er-
zeugung in einer passenden Erweiterung von ¥(j) finden konnen, die iiberall
reduzierbar wiére !

Zu §9: Ich glaube nicht, dass sich der Hilfssatz wesentlich einfacher be-
weisen lésst. Vermutlich geféllt Thnen nicht, dass Ringe auftauchen, die nicht
ganz abgeschlossen sind. Das liegt aber, glaube ich, in der Natur der Sache.
Eine Aufkldrung wird wohl die von Kéhler angestrebte Theorie der algebrai-
schen Korper liefern.

Zu (49): Die Rollen von ®,;-1 und ®, miissen vertauscht werden :

u(pf=1) (1, jn) u(pf=1)
(Dpf(t7 .7) = H I;_—’ja (I)pf_l(tv j) = H (t_jh)
h=1 v=1

Zu S.248, Zeile 6:  Es ist statt (53) zu lesen: (49) und (53). Man muss
ja mit (53) die Nullstellen jj, , die in den beiden vorletzten Formelzeilen von
S. 247 vorkommen, mittels (53) entwickeln und dann (49) benutzen ((49) ist
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jafiir f = 2 richtig). Allerdings hétte ,mit Hilfe von (49) ”schon hinter Z. 3
von S. 248 stehen sollen.

Auf Thre obigen Bemerkungen will ich spéater eingehen. Ich darf kurz noch
auf einige Fehler aufmerksam machen :

S.247,7.12.v.0.:  d = 3%-5%.4027. Danach ist auch (57) zu
korrigieren.

S. 258 Tabelle: Fir p = 97 ist
P,(j) = j® + 6057 + 105° + 965° + 25* + 725" + 3% + 28j + 19

Die Wurzeln von Py7(j) stimmen dagegen !
S. 269, Schluss von §10:

tp =1ty = -+ =2t—h

Zu S.255: sp(A) ist mod. p das Legendre’sche Polynom vom

Grade 1. Die Doppelwurzelfreiheit von s,()\) lisst sich damit

wie in der Theorie der Legendre’schen Polynome iiblich beweisen.
Vgl. die Bemerkungen auf S. 266 hinten (66)

Mit herzlichen Griissen

Thr

M. DEURING
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1.67 04.08.1953, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 4.8.1953

REINHAUSER LANDSTR. 70

LIEBER HERR HASSE,

heute schrieb mir Herr Kéthe, dass der Titel Thres Vor-

trages auf der D. M. V. -Tagung ,, Zetafunktionen arithmetischer Funktionen-
korper” lautet. ungliicklicherweise hatte ich am Sonnabend mit Herrn Kothe
einen Vortrag ,Zetafunktionen algebraischer Funktionenkorper” verabredet.
Ich fiirchte, dass das auf das gleiche hinauslauft! Meine Absicht war, iiber
die Arbeit von André Weil (az™+by™ +c = 0), meinen Beweis der Darstell-
barkeit der Zetafunktion eines elliptischen Funktionenkorpers mit komplexer
Multiplikation durch Heckesche L—Reihen und die Formel ((s)((s — 1) =
C(s)* T2, ¢i(s) fiir die Zetafunktion ((s)¢(s — 1) des Geschlechtes 0 zu
berichten (*(s) ist die Zetafunktion des Korpers der n—ten Einheitswur-
zeln, ohne die von den Primfaktoren von n herrithrenden Bestandteile der
Produktdarstellung); ferner iiber die Verallgemeinerung der eben genannten
Formel auf das Geschlecht 1.

Ich koénnte aber genau so gut iiber neue kurze Methoden in der klassischen
Theorie der komplexen Multiplikation sprechen.

Mit den besten Griissen

Thr

MAX DEURING
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1.68 22.01.1954, Hasse to Deuring

22. JANUAR 1954
L1IEBER HERR DEURING,

vielleicht interessiert es Sie zu wissen, dass mein Schiiler
Paul Wolf im Februar (wahrscheinlich zweite Hélfte) zur Ablegung seiner
Doktorpriifung in Philosophie bei Prof. Kénig nach Gottingen kommen wird.
Er hat in den Mathematischen Nachrichten eine Reihe von Arbeiten iiber
invariante Kennzeichnung galoisscher Korper mit vorgegebener Galoisgrup-
pe und iiber das Erweiterungsproblem bei galoisschen Algebren geschrieben.
Wenn Sie dort Interesse dafiir haben, wiirde er gern bei Ihnen vortragen.
Seine Adresse lautet : 24a Hoisbiittel {iber Ahrensburg.

Mit freundlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.69 21.06.1955, Hasse to Deuring

21. JUNI 1955
L1IEBER HERR DEURING,

beiliegend Abschriften des Ihnen bereits angekiindigten
Schriftwechsels iiber die Einladungen zum Internationalen Mathematischen
Colloquium in Japan. Es ist nicht leicht, sich daraus eine klare Vorstellung zu
machen, was wirklich vorgegangen ist. Mein Eindruck ist jedenfalls der: Von
irgendeiner Person oder Personengruppe, sei es im Organisationsausschuss,
sei es im Exekutivausschuss, sei es unter den ins Auge gefassen Teilnehmern,
sind Einwédnde erhoben worden, die sich zunéchst auf die gesamte, von mir ge-
machte Vorschlagsliste oder zum mindesten auf Sie, Witt und mich bezogen.
Trotz des auf meinen Schritt hin von Hopf gedusserten Wunsches, “etwai-
ge Uneinigkeit beim Colloquium durch Takt der Géste und Diplomatie des
Wirtes zu beseitigen”, hat Iyanaga nicht den Mut gehabt, Witt und mich ein-
zuladen, sondern sich auf die nachtriagliche Einbeziehung Ihrer Person unter
die Teilnehmer beschrankt.

Witt wird Thnen in dieser Sache seine Gedanken schreiben, die etwas iiber
die meinen hinausgehen. Von mir aus mochte ich nur sagen, dass ich es ver-
stehen wiirde, wenn Sie die Einladung trotz allem annihmen, und Sie in
diesem Falle bitten, wo immer es moglich ist, durch Thr personliches Eintre-
ten darauf hinzuwirken, dass eine derartige wissenschaftlich ungerechtfertigte
Zuriicksetzung nicht wieder stattfindet.

Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.70 02.07.1955, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 2.7.1955

REINHAUSER LANDSTR. 70

LIEBER HERR HASSE,

besten Dank fiir die Zusendung der Briefabschriften, die
mich, wie Sie sich denken kénnen, bestiirzt haben. Ich hatte von dem geplan-
ten Symposium in Tokio vor lidngerer Zeit fliichtig gehort, die Angelegenheit
war mir aber ganz aus dem Kopf gekommen, so dass ich sehr iiberrascht
war, als ich Ende Mai die Einladung erhielt. Damals habe ich gleich positiv
geantwortet und sofort auch iiber die Gottinger Akademie einen Antrag beim
Auswirtigen Amt um das Reisegeld gestellt.

Ich bin sehr froh dariiber, dass Sie selbst nicht unbedingt der Meinung
sind, ich sollte die Einladung noch ablehnen. Ich halte es fiir falsch, in einer
solch grundsatzlichen Weise zu reagieren, weil ich glaube, dass dadurch bei
manchen Leuten die unverséhnliche Haltung nur bestirkt wiirde. (Mir ist
iibrigens durchaus unklar, wer diese Unnachgiebigkeit gezeigt hat, ich denke
aber, dass ich es erfahren werde.) Mir scheint es auch darum falsch, weil ja
offenbar auch gegen mich eine Voreingenommenheit vorhanden ist — wiirde
ich ablehnen, so wiirde ich nur Wasser auf die Miihlen der Unversohnlichen
giessen.

Auf jeden Fall ist mir, das kénnen Sie sich denken, der Spass an der
Sache verdorben und ich mache mich auf einige unerfreuliche Unterhaltungen
gefasst. Vielleicht ergibt sich aber auch eine Besénftigung der Gemiiter.

Bitte nehmen Sie auch Herrn Iyanaga sein Verhalten nicht zu iibel.
Schliesslich sind ihm die Hénde gebunden, weil er als ausfithrendes Organ
des Organisationskomitees nicht einfach als Vertreter der japanischen Ma-
thematiker handeln konnte. Seine Absicht, Sie spéter einzuladen, halte ich
nicht einfach fiir ein Ausweichmanéver, vielmehr glaube ich, dass ihm wirk-
lich daran liegt, Sie nach Japan zu bekommen und dass er natiirlich, wenn
es ohne Riicksicht auf internationale [...] handeln kann, leicht erreicht, was
er will — von den technischen Schwierigkeiten abgesehen.

Eigentlich wartete ich noch auf Herrn Witt’s Meinung, ich habe aber
nichts von ihm gehort.

Darf ich Thnen noch kurz in Sachen Enzyklopéadie etwas schreiben ? Herr
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Heisig hat Thnen vor einiger Zeit eine neue Fassung des von ihm geplanten
Schreibens an die Autoren geschickt. Auf meinen Wunsch hat er sich auf rein
sachliche Dinge beschrénkt, so dass Sie, glaube ich, diesem Verfahren zustim-
men konnen. Seine Absicht ist in der Hauptsache, die Autoren, die vielleicht
zum Teil ihre Verpflichtung halb vergessen haben, zu erinnern. Darf ich Sie
bitten, auch Herrn Sperner von dieser meiner Stellungnahme zu unterrich-
ten ?
Mit herzlichen Griissen

Thr

M. DEURING
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1.71 08.07.1955, Hasse to Deuring

8. JULI 1955
L1IEBER HERR DEURING,

ich danke Thnen sehr fiir Thren freundlichen Brief und fiir
Ihre Anteilnahme an der Demiitigung, die mir anlésslich des Kolloquiums
Tokio zugefiigt wurde. Ich mochte nicht glauben, dass auch gegen Sie eine
personliche Voreingenommenheit vorhanden ist. Es scheint mir vielmehr, dass
Iyanaga, weil er glaubte, mich nicht einladen zu kénnen, zunéchst iiberhaupt
keinen deutschen Mathematiker einladen wollte und dann auf die Vorstel-
lungen von Kamke und Hopf hin aus der auf mich zuriickgehenden, durch
Kamke eingereichten Vorschlagsliste — Deuring, Hasse, Witt, Leopoldt, Jeh-
ne — wenigstens Sie als Zeichen des guten Willens gewéahlt hat.

Ich mochte den beiliegenden Durchschlag eines Briefes an Iyanaga zu
Ihrer Kenntnis bringen. Ich bin gespannt, ob er daraufhin mir die Wahrheit
sagt. Auf jeden Fall wire ich Thnen sehr dankbar, wenn Sie sich bemiihen
wiirden, diese Wahrheit in Tokio in Erfahrung zu bringen, denn Sie kénnen
sich denken, dass ich die gegenwirtige Situation als sehr quélend, ja geradezu
unertriaglich empfinde.

Im {ibrigen lassen Sie sich bitte durch diese Geschichte Thre Freude an der
weiten Reise in ein sicher schones Land nicht verderben.

Was die Enzyklopédie betrifft, so tragen Sperner und ich uns sehr ernst-
haft mit dem Gedanken, unsere Arbeit daran niederzulegen. Der Rechtsbera-
ter der Deutschen Forschungsgemeinschaft hat uns angedeutet, dass in seinen
Augen die Rechtslage doch recht verwickelt ist und moglicherweise ein bei
ostdeutschen Gerichten gegen uns ergangenes Urteil auch von westdeutschen
Gerichten anerkannt werden miisste. Wir lassen im Augenblick diesen Punkt
durch den Rechtsberater der Deutschen Forschungsgemeinschaft unter Vor-
lage des gesamten Materials noch ganz genau priifen. Herrn Heisig werden
wir jedenfalls erst einmal eine vorldufige knappe Antwort auf seine Anfrage
geben. Er verlangt ja eigentlich nur, dass wir unsere Bereitschaft erklédren,
mit den Autoren wieder in Beziehung zu treten.

Mit besten Griissen auch von Sperner
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Thr

H. HASSE
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1.72 29.07.1955, Hasse to Deuring

29. Jurt 1955
L1IEBER HERR DEURING,

Ich mochte Sie durch Ubersendung beiliegender Abschrif-
ten iiber die japanische Angelegenheit auf dem Laufenden halten. Mein Ein-
druck — und iibrigens auch der von Sperner — ist, dass der auf Iyanaga
ausgelibte offenbar sehr starke Druck von Chevalley ausgeht, der wohl sei-
nerseits durch die vor Jahren von Siegel driiben iiber mich verbreiteten,
sachlich v6llig unzutreffenden Verleumdungen verhetzt ist. Wahrend Artin
mir vor 2 Jahren einen sehr freundlichen Brief schrieb, wihrend R. Brauer
wohl Zuriickhaltung gewahrt hat, aber nach Rohrbachs Aussagen sicher nicht
so weit gehen wiirde, dass er ein Zusammentreffen mit mir vermeiden oder
gar meine Nichtanwesenheit verlangen wiirde, wiahrend Mac Lane mir be-
reits 1946 in Gottingen einen Besuch machte und A. Weil unserer Einladung
nach Hamburg folgte, ist ja auch Thnen von der Enzyklopéddie her bekannt,
dass Chevalley mir auf meine wiederholten Anfragen iiberhaupt nicht mehr
geantwortet hat, nachdem er 1950 meinen sehr freundschaftlich gehaltenen
Brief kiihl, sachlich und mit der Grussformel beantwortet hatte: “Mit der
Hochachtung, die ich Ihren mathematischen Leistungen entgegenbringe, bin
ich...”.

Ich mochte annehmen, dass Sie schon wegen der Enzyklopéddie mit Che-
valley ins Gespriach kommen werden, und wére IThnen dankbar, wenn Sie nicht
nur herausbekommen kénnten, was er gegen mich hat, sondern gegebenenfalls
auch iiberzeugend fiir mich eintreten wiirden.

Nochmals meine besten Wiinsche fiir Thre Reise.

Mit freundlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.73 16.09.1955, Deuring to Hasse

TOKYO,
16. SEPTEMBER 1955

LIEBER HERR HASSE,

nach dem Schluss des Symposiums darf ich Thnen zusam-

men mit Herrn Suetuna die herzlichsten Griisse senden. Es ist sehr schade,

dass Sie und ihre Schiiler nicht hier sein konnten, denn es gab héchst in-

teressante neue Dinge zu horen, insbesondere iiber komplexe Multiplikation

der Abelschen Funktionen, iiber die — ausser Weil — zwei junge japanische

Mathematiker, Shimura und Taniyama, mit grossen Erfolg gearbeitet haben.
Herzliche Griisse

Ihr
MAX DEURING
Von Herrn Deuring habe ich erfahren, dass Sie nun krank zu Bett liegen.
Vom ganzen Herzen hoffe ich, dass Sie bald wieder gesund sein werden. Heute
Abend bin ich mit Herrn Deuring zusammen. Wir essen japanische Speisen
und sprechen iiber Deutschland und denken an Sie.

Mit vielen herzlichen Griissen von

Threm

Z. SUETUNA
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1.74 30.10.1956, Hasse to Deuring

30. OKTOBER 1956

L1IEBER HERR DEURING,

im Jahre 1953 schickte ich Ihnen auf Thren Wunsch 4 hand-
geschriebene Manuskripte von mir aus den Jahren 1925-28 iiber komple-
xe Multiplikation. Da ich neulich bereits Korrekturbogen zu Threm Enzy-
klopadie—Artikel vor Augen hatte, darf ich wohl annehmen, dass Sie dieses
Material nun nicht mehr brauchen. Ich wére Ihnen sehr dankbar, wenn Sie
mir diese Manuskripte moglichst bald zuriicksenden kénnten. Es gibt hier
einen jungen Mathematiker, dem ich eine Aufgabe iiber elliptische Funktio-
nen gestellt habe, bei der er wohl mit Vorteil von den darin befindlichen
frither von mir angestellten Rechnungen Gebrauch machen kann.

Mit besten Griissen

Thr

H. HASSE
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1.75 07.11.1956, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 7.11.1956

MERKELSTRASSE 45

LIEBER HERR HASSE,

anbei die Aufzeichnungen zuriick, die Sie mir freundlicher-
weise iiberlassen hatten. Besten Dank, ich hoffe, dass nichts fehlt.

Vor kurzem bekam ich Thre Arbeit aus der Berliner Akademie iiber die Ze-
tafunktionen von Funktionenkoérpern vom Fermatschen Typus in die Hand.

Sie werden bemerkt haben, dass in meinen beiden Arbeiten zur Zetafunk-
tion einer algebraischen Kurve vom Geschlechte 1 (2 und 3. Mitteilung) die
Antwort auf die Frage der birationalen Invarianz der Zetafunktion, die Sie
auf S. 13-16 Threr Arbeit stellen, fiir die singuldren Korper vom Geschlechte
1 gelost ist, fast in dem Sinne, wie Sie es vermuten : ,Fast”, weil man nicht
mit einer Transzendenten auskommt, sondern sie jeweils dem fortzusetzenden
Primdivisor der Zahlkoérper anpassen muss.

Ubrigens hatte ich anfangs den Titel , Zetafunktion einer Kurve gewshlt,
weil ich mir iiber die birationale Invarianz nicht klar war !

Erlauben Sie mir noch eine Bemerkung zu der Einleitung Ihrer Arbeit. Sie
erwahnen dort die Normierungsformeln aus Threr Arbeit ,Beweis des Analog-
ons der Riemannschen Vermutung” usw., S. 261 unten. Mir scheint, dass diese
Formeln sich mit der allgemeinen Kongruenz II = 1 mod. m aus meiner Ar-
beit ,,Die Struktur der elliptischen Funktionenkorper” usw. durchaus nicht
decken. Einerseits kommen in IThren Formeln ja nur ganz spezielle Kongruenz-
moduln vor und man kann ihnen eine Verallgemeinerung auf beliebige Mo-
duln nicht ansehen. Andererseits gilt die von mir bewiesene Kongruenz nur
unter der Voraussetzung, dass der m—Teilungskorper im Konstantenkorper
enthalten ist. Infolgedessen sind Thre Formeln nicht sdmtlich Spezialfille von
meinen, sondern lediglich die erste,

w = 1 mod. 4, falls (12)) =1.

Die anderen Kongruenzen lassen sich von meiner Theorie her nicht ohne
weiteres verstehen.
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Fiir die Zetafunktionen sind natiirlich die von mir aufgestellten Kongru-
enzen fiir einen beliebigen Modul wesentlich.
Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.76 13.11.1956, Hasse to Deuring

13. NOVEMBER 1956
L1IEBER HERR DEURING,

vielen Dank fiir die Riicksendung meiner Aufzeichnungen,
die ich nun in die Hédnde eines meiner Schiiler gelegt habe, der weiter iiber
derartige Fragen arbeiten mochte.

Thre 2. und 3. Mitteilung habe ich inzwischen gelesen. Die Resultate sind
ja wirklich wunderschén. Ich hatte von ihnen schon durch Lamprecht gehort.
Was meine Bemerkung iiber Thre Mitteilung betrifft, so haben Sie natiirlich
recht. Die Bemerkung entsprang aus dem, was Sie mir einmal bei einem Kurz-
besuch in Gottingen miindlich sagten, wonach die Methode der Normierung
der Nullstellen der Kongruenz—Zetafunktion, die zur Grossencharaktereigen-
schaft notig ist, grundsdtzlich dieselbe ist, wie ich sie in einem Spezialfall
in meiner Note aus den Gottinger Nachrichten angewandt habe, nur dass
mir die analytische Theorie zugrundelag, wiahrend bei Thnen die Strahlklas-
senkorper abstrakt definiert sind, und alles in voller Allgemeinheit gemacht
wird.

Mit besten Griissen

Thr

H. HASSE
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1.77 17.04.1957, Deuring to Hasse

GOTTINGEN, 17.4.1957
MERKELSTRASSE 45

LIEBER HERR HASSE,

darf ich — als Enzyklopddie-Herausgeber — anfragen, wie
es mit dem von Thnen {ibernommenen Artikel iiber die Arithmetik der hy-
perkomplexen Systeme steht ? Es wére und sehr erwiinscht, wenn Sie einen
Termin nennen konnten, bis zu dem das Manuskript fertiggestellt sein kann.
Ich habe im Zusammenhang mit der Enzyklopéddie noch eine weitere Fra-
ge : Befindet sich ein von A.Scholz hinterlassenes Manuskript iiber spezielle
Zahlkorper in Threm Besitz 7 Wir mochten es gerne als Grundlage fiir eine
neue Bearbeitung dieses Gegenstandes nehmen.

Es wird Sie gewiss interessieren, dass ich einen weiteren Fall der “Has-
seschen Vermutung” behandelt habe: Die Zetafunktion eines elliptischen
Korpers K iiber einem Zahlkoérper k, wenn die Invariante j singulér ist,
aber k den zugehotrigen imagindren quadratischen Zahlkérper Y nicht ent-
hélt. Gehort zu dem mit ¥ erweiterten Korper KY der Heckesche Cha-
rakter x (von kY), so dass (L(s— 3, x)L(s — 3, X)) der L-Faktor der
Zetafunktion von KX ist, so ist L(s — 3, x)~' der L-Faktor der Zetafunk-
tion von K (es ist in diesem Falle L(s, ¥) = L(s, x) ).

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.78 08.05.1957, Hasse to Deuring

8. MAT1 1957
L1IEBER HERR DEURING,

auf Thre Anfrage nach dem von mir iibernommenen Enzy-
klopddie—Artikel kann ich nur dieselbe Antwort geben, die ich Teubner schon
oft gegeben habe, dass ich namlich diesen Artikel erst dann zu planen und zu
schreiben beginnen kann, wenn der Artikel iiber die Algebra der hyperkom-
plexen Systeme mir zum mindesten im endgiiltigen Ms vorliegt. Es wiirde
dann schitzungsweise 1 Jahr dauern, bis die Arbeit an meinem Artikel abge-
schlossen ist. Was an Material von A.Scholz hinterlassen ist, lasse ich Ihnen
gleichzeitig als eingeschriebene Sendung zugehen.

Vielen Dank fiir die Mitteilung Ihres eigenen interessanten Resultats iiber
die Zetafunktionen elliptischer Korper. Das klingt ja sehr verniinftig und
befriedigend.

Mit freundlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.79 14.06.1957, Hasse to Deuring

14. Junt 1957
L1IEBER HERR DEURING,
da ich nicht weiss, ob Alexandroff auch nach Gottingen ge-
schrieben hat, mochte ich Thnen Abschrift seines Briefes und meiner heutigen
Antwort beiliegend zur Kenntnis bringen.
Mit freundlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.80 10.07.1959, Hasse to Deuring

10. JuLt 1959
L1IEBER HERR DEURING,

haben Sie recht herzlichen Dank fiir die Zusendung Ihres
Enzyklopéadie-Artikels iiber komplexe Multiplikation, zu dessen Fertigstel-
lung ich Thnen gratulieren méchte. Thre Darstellung geféllt mir sehr, und ich
bin froh, dass sich nun etwaige Interessenten unter meinen Schiilern darauf
stiitzen konnen. Ein solcher Interessent Herr Klaus Alber reicht gerade ei-
ne Dissertation aus diesem Gebiet bei der Fakultit ein. Er beweist darin
den Anordnungssatz der Klassenkorpertheorie, den ich in den Monatsheften
fiir die Ringklassenkorper behandelt hatte, auch fiir die Strahlklassenkorper
untereinander sowie auch fiir einen Ring— und einen Strahlklassenkorper.
Ausserdem beweist er ein ganz allgemeines bemerkenswertes Theorem {iber
die Hauptdivisordarstellung eines Quotienten aus zwei Deltawerten mit be-
liebigen Ringidealbasen und kann damit die Einschriankung [...] in meinem
Zerlegungsgesetz fiir Strahlklassenkorper auf |...] reduzieren.

Mit nochmaligem Dank und besten Griissen

Thr

H. HASSE
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1.81 16.05.1960, Hasse to Deuring

16.5.1960

L1IEBER HERR DEURING,
Ich wére Ihnen sehr dankbar, wenn Sie mir sagen kénnten,
ob Sie Curt Meyer nach den vorliegenden wissenschaftlichen Arbeiten (siehe
Beilage) fiir geeignet halten, zum a. o. Prof. ernannt zu werden. Wir brauchen

ja dafiir, wie Sie sich noch erinnern werden, einige auswdrtige Gutachten.
Mit freundlichen Griiflen

Thr

H. HASSE
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1.82 11.06.1960, Deuring to Hasse

GOTTINGEN,
DEN 11. JUNI 1960

BUNSENSTRASSE 3/5
TELEFON 59364

Herrn
Professor Dr. H. Hasse
Mathematisches Institut der Universitat

Hamburg 13

Rothenbaumchaussee 67/69

LiEBER HERR HASSE,

Bitte entschuldigen Sie, dass ich erst jetzt das gewiinschte
Gutachten iiber Herrn Meyer schicke. Ich hatte noch etwas auf die Kor-
rekturen von Meyers letzter Abhandlung gewartet, die Sie in Threm Brief
erwiahnten. Da Sie aber gewiss den Antrag noch in diesem Semester einbrin-
gen wollen, so will ich nicht ldnger zogern und glaube damit in Threm Sinne
zu handeln.

Darf ich bei dieser Gelegenheit gleich um ein Gutachten iiber Herrn Richert
bitten fiir den gleichen Zweck, die Ernennung zum ausserplanméssigen Pro-
fessor. Ein Schriftenverzeichnis von Herrn Richert fiige ich bei.

Mit herzlichen Griissen

Thr

M. DEURING
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1.83 28.06.1960, Hasse to Deuring

28. Jun1 1960
L1IEBER HERR DEURING,

Der Verlag de Gruyter hat es leider versdumt, meine Bitte
zu erfiillen, Thnen und Eichler, die Fahnen der letzten Arbeit von C. Meyer
zuzusenden. Besten Dank, dass Sie auch ohne dies Thr Gutachten abgegeben
haben. Ich freue mich, dass es so positiv ausgefallen ist.

Beiliegend das erbetene Gutachten iiber Richert.
Mit herzlichen Griissen

Thr

H. HASSE
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1.84 07.03.1961, Deuring to Hasse

GOTTINGEN,
DEN 7. MARZ 1961

BUNSENSTRASSE 3/5
TELEFON 59364

Herrn
Professor Dr. Hasse
Mathematisches Institut der Universitat

Hamburg 13

Rothenbaumchaussee 67/69

LiEBER HERR HASSE,

im Auftrage unserer Fakultdt und meiner mathematischen
Fachkollegen bitte ich Sie, uns bei der Neubesetzung des Ordinariates fiir
Mathematik zu beraten, das im kommenden Jahre durch die Emeritierung
von Professor Reidemeister frei werden wird.

Wir wiren Thnen sehr zu Dank verpflichtet, wenn Sie uns die Namen von
Mathematikern nennen, die Sie dafiir fiir geeignet halten. Uns liegt daran,
dass nach Moglichkeit Topologie und Geometrie wieder vertreten sein wer-
den, oder dass Sie in Ihren Vorschlagen Mathematiker beriicksichtigen, die
in der reellen Analysis (insbesondere partielle Differentialgleichungen) gear-
beitet haben, jedoch mochten wir vor allem die Qualitdt der zu nennenden
Mathematiker beriicksichtigt wissen.

Mit den besten Griissen

Thr

M. DEURING
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1.85 15.03.1961, Hasse to Deuring

15. MARZ 1961
L1IEBER HERR DEURING,

zu der im Auftrage Ihrer Fakultéit gestellten Frage, betref-
fend Neubesetzung des demnéchst freiwerdenden Ordinariats fiir Mathema-
tik, habe ich mich gestern mit Artin unterhalten und dabei erfahren, dass er
Ihnen M. Kécher (Miinster) vorschlagen wird. Diesem Vorschlag mochte ich
voll und ganz beitreten. Ich halte Kocher fiir einen ungewthnlich ideenrei-
chen Mathematiker, der durch seine Arbeiten die Theorie der automorphen
Funktionen mehrerer Verdnderlicher entscheidend gefordert hat.

Leider haben wir von Ihnen bisher keine Zusage zu der fiir die Woche
nach Pfingsten in Oberwolfach geplanten Zahlentheorie-Tagung bekommen.
Ich wiirde es sehr begriissen, wenn Sie es moglich machen kénnten, an dieser
Tagung teilzunehmen.

Mit besten Griissen

Thr

H. HASSE
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1.86 11.01.1972, Deuring to Hasse

34 GOTTINGEN,
11.1.1972

BUNSENSTRASSE 3-5
TELEFON 59364, 55102

Herrn Professor Dr. H. Hasse
207 Ahrensburg
Hagener Allee 35

LIEBER HERR HASSE,

ich wende mich heute mit der Bitte an Sie, ein Gutachten

iiber Herrn Maus abzugeben. Er hat sich um eine Stelle als wissenschaftlicher

Rat und Professor beworben, die Institutsdirektion hat ihn in die engere Wahl

gezogen und braucht nun zur Vorlage beim Ministerium ein Gutachten iiber

Maus’ wissenschaftliche Qualifikation. Sie kennen ihn gewifl noch gut genug.
Mit herzlichen Griissen []

Thr

M. DEURING

! Hand-written remark by Hasse: “Dank fiir Grul aus Koln”
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1.87 13.01.1972, Hasse to Deuring

13.1.72
L1IEBER HERR DEURING,

Zu Threm Brief wegen Maus méchte ich bemerken, daf ich
durch die rdumliche Trennung die Ubersicht iiber sein wissenschaftlichen Ar-
beiten weitgehend verloren habe. Ich wére Thnen daher sehr dankbar, wenn
Sie mir durch einen der dortigen Assistenten ein Verzeichnis von Maus’ Schrif-
ten aufstellen lassen konnten. Eine weitere Hilfe konnten Sie mir dadurch
leisten, dafl Sie Band und Seitenzahl des betr. Zbl.—Referats zusetzen lie-
Ben. Ich habe ja hier niemanden, dem ich solche Aufgaben detachieren kann,
sitze aber andrerseits sehr im Druck, nicht nur durch Crelle (6 Bénde mit
mehr als 150 Arbeiten im Jahr), sondern auch durch eine nahe bevorstehen-
de USA—Vortragsreise, die an 13 verschiedene Universitéten fithrt und hochst
kompliziert zu organisieren ist. Bitte zogern Sie daher die Erfiillung meiner
obigen Bitten nicht zu lange hinaus, damit ich nicht schon fort bin oder in
den letzten Tagen hier nicht mehr Zeit habe, das erbetene Maus-Gutachten
zu schreiben.

Fiir Thren Kartengruf§ aus Koln herzlichen Dank. Mit besten Griiflien

Thr

H. HASSE
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1.88 18.01.1972, Deuring to Hasse

34 GOTTINGEN,
18.1.72

BUNSENSTRASSE 3-5
TELEFON 59364, 55102

Herrn Professor Dr. H. Hasse

207 Ahrensburg
Hagener Allee 35

LIEBER HERR HASSE !

Anbei die gewiinschten Zitate :

Arithmetisch disjunkte Korper, Zbl. 149.5.294; M. R. 35,5.534
Crelle 226, S. 184

Die gruppentheoretische Struktur
der Verzweigungsgruppenreihen, Zbl.165,S.357; M.R. 37,S.254
Crelle 230,S.1

Mehr sind es nicht; natiirlich hat Herr Maus moglicherweise irgendwo eine
Arbeit eingereicht, vielleicht bei Thnen fiir Crelle 7 Wir kénnen das in der Eile
nicht feststellen, da Herr Maus z. Zt. in Vancouver ist.

Mit herzlichen Griiflen

Ihr

M. DEURING
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1.89 22.01.1972, Hasse to Deuring

22.1.1972
L1IEBER HERR DEURING,

Anbei das erbetene Gutachten. An die beiden weiteren Ar-
tikel von Maus kann ich im Augenblick nicht herankommen, da sie bei der
Druckerei von W.de Gruyter im Satz befindlich sind. Es geniigt aber doch
wohl, was ich geschrieben habe.

Mit herzlichem Gruf3

Thr

H. HASSE
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2.1 13.10.1959, Klaus Alber to Deuring

HAMBURG 39,
DEN 13.10.1959
BAUMKAMP 24
SEHR GEEHRTER HERR PROFESSOR DEURING !

Herr Professor Hasse bat mich, Thnen kurz die Ergebnisse
meiner Dissertation mitzuteilen.

Zunéchst zu der von Herrn Professor Hasse erwdhnten Hauptidealdarstel-
lung von Deltaquotienten. Dieses Ergebnis ist weiter nichts als eine vollstéandige
Ausschopfung der Beweise der Hasseschen Arbeit in den Monatsheften fiir
Math. 38(1931) S.331-344. Im wesentlichen das gleiche Ergebnis fand ich
dann auch in den Abschnitten 13 und 22 IThres, von mir leider erst nach Fer-
tigstellung meiner Arbeit im Juli entdeckten, Enzyklopéddieartikels wieder.
Es lautet :

Seien to, o’ zwei beliebige (nicht ausgeartete ) Gitter aus einem ima-
gindr—quadratischen Zahlkorper mit den Divisorteilern a, @' und den Indizes

t=1[[p» ¥= H;;’. Dann gilt

12
A(w') (et [T b2 2w
A(ro) a'/ .

(v]p)
mit
0 , falls p zerlegt,
E(p,r) = pf{p__ll) , falls p verzweigt,
z% , falls p trage.

Insbesondere gilt also fiir zwei Gitter to, ' mit gleichem Index

A(w')  (a 12
A(ro) — \a')
Aber, wie gesagt, der Beweis ist zum grofiten Teil aus der genannten Arbeit
von Herrn Professor Hasse abgeschrieben, und das Ergebnis 148t sich unmit-

telbar auch aus demjenigen in Threm Enzyklopédieartikel zusammensetzen.
Uberhaupt nicht untersucht habe ich dabei bisher die Frage, welchen Kérpern
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diese Deltaquotienen denn nun eigentlich angehéren. Die eigentlichen Resul-
tate meiner Arbeit sind die folgenden beiden :

1. Der Anordnungssatz fiir die Ring— und Strahlklassenkorper :

Ist eine Ring— oder Strahlklasseneinteilung eines imaginir—quadratischen
Zahlkorpers eine Verfeinerung einer zweiten, so ist der zur ersten gehorige
Klassenkdrper ein Erweiterungskorper des zur zweiten gehorigen. Dabei gel-
ten fiir die Automorphismen der beiden Kérper die entsprechenden Aussagen
wie in dem in Abschnitt 19 Thres Enzyklopadieartikels bewiesenen Anord-
nungssatz fiir Ringklassenkorper.

Fiir zwei Ringklassenkorper stammt dieser Satz ja von Herrn Prof. Hasse
(Abschnitt 19 Thres Enzyklopédieartikels), fiir zwei Strahlklassenkorper 1a8t
er sich sehr leicht aus dem “verallgemeinerten Prinzip der komplexen Mul-
tiplikation” (Hasse, Crelle 168 (1931) 64-88, Satz 15) herleiten. Die Einbet-
tung eines Ringklassenkorpers in einen Strahlklassenkorper schliellich habe
ich mit folgender Idee bewiesen :

Die #(m) verschiedenen primitiven Verfeinerungsgitter m-ten Grades
eines Gitters v (die ich mit %ﬂﬁm bezeichne) lassen sich durch die Bezie-
hung

1
w = 0 mod. —Mito
m

umkehrbar eindeutig den t(m) “Reihen” primitiver m—Teilungspunkte w
zu 1o zuordnen. Ist dann, fiir singuléres to,

JEM) = ) wnd r(elw) = (E).

so kann man zeigen, dafl die genannte Zuordnung zwischen den Verfeine-
rungsgittern und den Teilpunktreihen zu to gerade die Relation

goce!

zwischen den Ring— und Strahlklassen liefert. Driickt man also mit Hilfe ei-
nes geeigneten Interpolationspolynoms die Funktionswerte j (%imm) rational
durch die “zugeordneten” Funktionswerte 7(w|to) aus, so ist damit der Satz
bewiesen.

2. Den Beweis der Frobeniuskongruenz fiir singuldre 7—Werte (Formel

51) in Ihrem Enzyklopédieartikel) habe ich derart verschérft, dal er nur noch
mit der natiirlichen Einschrankung h{m anstatt f{ Nm gilt.
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Zu diesem Zwecke benutze ich statt der Funktion
1
dp(wlw) = T(w[w)” — T(wli‘Bm)

die Funktionen

b = {r(elroy = el { S L

wobei w und %‘Bm einander wieder durch die Beziehung

1
w = 0 mod. —Mto
m

zugeordnet sind. Der zusétzliche Faktor bewirkt, dafl die g—Entwicklungsko-
effizienten der Funktionen dg(w|to) nicht nur hochstens durch Nm teilbare
Nenner haben wie diejenigen der Funktionen dg(w|w), sondern sogar ganz
sind. Aus dem Satz iiber die Deltaquotienten liest man weiter ab, daf§ der
Zusatzfaktor im singuldren Fall nur aus Primteilern von m zusammengesetzt
ist, sodaBl die singuldren Werte

Os(wlw) = T(RL)" — 7(K,07)

hochstens Primteiler von m statt von Nm im Nenner haben.

Das sind — in ganz grober Skizze — die Ergebnisse meiner Arbeit.
Im {ibrigen habe ich mich dabei auf Vorschlag von Herrn Professor Hasse
bemiiht, moglichst weitgehend nicht von den Gitterbasen, deren Transforma-
tionen usw., sondern nur von den Gittern selbst, deren Verfeinerungsgittern
usw. zu sprechen. Nur bei den ¢—Entwicklungen mufl man dann notgedrun-
gen diese basisinvariante Sprechweise aufgeben.

Ich hoffe, dafl ich Thnen mit diesen Angaben ein wenig niitzlich sein
kann. Falls Sie Interesse daran haben, kann ich Thnen gern einen Durch-
schlag der Arbeit zur Verfiigung stellen. Nur habe ich im Augenblick keinen
iiberzéhligen hier. Aber ich werde ohnehin in einigen Wochen, falls die Arbeit
von der Fakultdt angenommen wird, noch eine Reihe von Exemplaren davon
herstellen miissen.

Mit freundlichen Griiflen

Thr

(KLAUS ALBER)
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Alber,

Artin, [114] [126] [140]
Behrens, [107]
Blaschke, (101

R. Brauer, [69] [126]
Chevalley, 31], [126
Eichler, [138

Franz, [4§
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5
N
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Maak,

MacLane, [120]

Magnus, [69]
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C.Meyer, [103] [136] [137, [138|
Nehrkorn,
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F. Noether,
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v.d. Waerden,

A Weil, [@7, [79] [1I7, [126] [127]
Witt, 121} [122]

Wolf, [T20
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Differential, [46]
Diophantine Equation, [79

prime, 28 [42, M9
Elliptic case,

Field,
Abelian,
class,

cyclic,

I

=

2

—|
O

elliptic, [36, [83, [[I5 [II9,

E

—
(o8
(@1

[9, b3, (6 60 63 [69 [0
B4 [0

[132]

function, R3, [M15] [119] [12
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Formula,
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Hasse Hypothesis, [132
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Superposition, [42] [65

Theorem,
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Jacobi, 67
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