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Kapitel 1

Die Korrespondenz
Hasse—v.Caemmerer

1.1  Vorbemerkung

[...] steht als Platzhalter fiir Text, der nicht oder nicht eindeutig zu entzif-
fern war !
00O steht fiir ausgestrichene, aber lesbare Passagen.?

L erreichbar mit \xxx
2 erreichbar mit \boxes
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1.2 22.08.1938, v.Caemmerer an Hasse

8, Southwood Lane
Highgate Village
London N6
22. 8. 38.

Sehr geehrter Herr Professor!

Als ich nach Semesterschluss nach Ber-
lin kam, erfuhr ich, dass ich, aus familidren Griinden, wahrscheinlich meine
Arbeit in Gottingen abbrechen miisse, also im Winter nicht nach Géttingen
zuriickkommen koénne. Nun habe ich eben hierher — ich verbringe zur Zeit
einen Erholungsurlaub bei einer Bekannten in London — von zu Hause end-
giiltige Nachricht bekommen, dass ich leider tatséchlich meine Absicht, in
Gottingen zu arbeiten und den Doktor zu machen, vorlaufig aufgeben muss,
und ich teile Ihnen dies umgehend mit, damit Sie rechtzeitig Bescheid wissen.

Ich hoffe sehr, in der folgenden Zeit doch noch weiterhin zum Arbeiten
zu kommen, und ich wéare Ihnen dankbar, wenn ich mich auch dann noch
gelegentlich mit Fragen oder auch mit der Mitteilung von Ergebnissen an
Sie wenden diirfte. Ich glaube, dass ich dank der vielfachen Anregungen und
Ratschlége, die Sie mir wiahrend meines Aufenthalts in Gottingen gegeben
haben, und fiir die ich Thnen noch einmal meinen besonderen Dank ausspre-
chen mochte, auch allein und neben anderen Dingen weiterarbeiten kann,
sodass die Zeit in Gottingen trotz des vorzeitigen Abreisens fiir mich ein
grosser Gewinn war.

Ich schicke Thnen gleichzeitig IThre Notizen zuriick, die Sie mir zur Ver-
fiigung gestellt hatten. Darf ich Sie dabei darauf aufmerksam machen, dass
auf S. 6 ein Irrtum ist? Zwei verschiedene Primdivisoren 3 und P’ # P kon-
nen gemeinsame Primstellen p mit p/9P und p/P’ haben (im Allgemeinen
sogar unendlich viele; geometrisch sind es die zwei irreduziblen Mannigfal-
tigkeiten gemeinsamer Punkte), und ein Element a mit a = 0 mod P und
% = 0 mod ' ist dann fiir p eine Unbestimmtheitsstelle. Z. B. haben im ra-
tionalen Fkt. Korper k(x1, z5) die den Primpolynomen x;+z; und x; —xo —2
zugeordneten Primdivisoren P8 und P’ die gemeinsame Primstelle p, die durch
(1, 22) — (1, —1) definiert ist. — In dem Satz II. zur Distributionenlehre
(S. 9) kann man wohl nur verlangen, dass a7, ..., a; algebr. unabhiingig sind
und den Hauptnenner 91 haben, andernfalls wire ja gerade wegen II. z. B.
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schon aj (ganz) algebraisch abhéingig von aj---aj ;. Ich glaube allerdings,
man wird, um II. zu zeigen, den Zusammenhang zwischen® den Primdivisoren
B bzgl. 21 - - - z, und den Primdivisoren 3’ bzgl. einer anderen Transzendenz-
basis ) - - - 7, brauchen. Ich hoffe, mir das in der néchsten Zeit noch genau
iiberlegen zu konnen. I ist leicht zu beweisen; ich schicke Thnen den Beweis
mit, ferner den Beweis der Behauptung iiber ,Einsetzungen* im Abelschen
Funktionenkorper (Ausarb. v. W. S. 37/38, S. 131/132).

Mit nochmaligem Dank fiir Thre freundliche Unterstiitzung und Thre An-
regungen bei meiner Arbeit in Gottingen, und mit Empfehlungen an Ihre
Frau Gemabhlin bin ich

Ihre sehr ergebene

Hanna v. Caemmerer.

Lundeutlich
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1.3 26.08.1938, Hasse an v.Caemmerer

26. 8. 38
Liebe Frl. v. Caemmerer,

Es tut mir sehr leid, aus Threm Brief zu entnehmen, dass Sie sich ge-
zwungen sehen, Ihre Arbeit in Gottingen zunéchst aufzugeben. Sie schreiben
in IThrem Brief* nichts Naheres iiber die Griinde. Sollte es so sein, dass Sie
es finanziell nicht weiter durchfiihren kénnen, so wiirde ich gerne versuchen,
Ihnen zu helfen. Dazu wiisste ich gerne, unter welchen Bedingungen Sie in
der Lage wéren, doch wieder hierherzukommen. Ich fande es wirklich sehr
schade, wenn nun aus den allen den Anséatzen nichts wiirde. Also bitte lassen
Sie mich doch bald noch ein Wort horen. Ich will alles versuchen, Ihnen zu
helfen, wenn es in meiner Macht liegt.

Ihre Aufzeichnungen habe ich kurz durchgesehen. Sie scheinen mir in Ord-
nung. Ich muss allerdings noch alles im Einzelnen priifen, was bei néchster
Gelegenheit geschehen wird. Augenblicklich bin ich mit den letzten Ausfei-
lungsarbeiten an Band 1 meines Buches beschéftigt. Das Ms. selbst ist seit
drei Wochen abgeschlossen, und damit ist mir ein grosser Stein von der See-
le genommen. Im September fahre ich erst zum Deutschen Kongress nach
Baden-Baden und dann nach Finnland und Schweden.

Herzlichen Dank auch fiir den Hinweis auf den offensichtlichen Fehler in
meinen eigenen Aufzeichnungen. Die beiden Beweise, die Sie mir geschickt
haben, sind in meinen Augen sehr wichtig fiir den Fortgang der Theorie. Ich
hoffe im Wintersemester die Zeit zu finden, mich dieser meiner eigentlichen
Forschungstétigkeit wieder mit voller Kraft zu widmen, und ich denke, dass
dann dabei Thre beiden Beweise sehr niitzlich sein werden.

Fiir Thren Erholungsaufenthalt in England wiinsche ich Thnen alles Gute.
Mit herzlichen Griissen und in der Hoffnung, dass Sie vielleicht doch noch im
Winter wieder hier sein konnen, Ihr

H. Hasse



02.09.1938, v.Caemmerer an Hasse 7

1.4 02.09.1938, v.Caemmerer an Hasse

8, Southwood Lane
Highgate Village
London N6
2. 9. 38.

Sehr geehrter Herr Professor!

Sehr vielen Dank fiir Thren freundli-
chen Brief*, insbesondere fiir Thr Angebot, mir im Falle finanzieller Schwie-
rigkeiten zu helfen. Leider muss ich Thnen mitteilen, dass es sich in diesem
Fall nicht um finanzielle Griinde handelt, ich wiirde dann gern und mit Dank
Ihre Hilfe in Anspruch nehmen. Es sind vielmehr rein persénliche Griinde —
die ich nicht ndher prézisieren kann — die es tatsachlich unmoglich machen,
dass ich im Winter wieder in Gottingen arbeite.

Es wiirde mich freuen, wenn Thnen die neulich mitgeschickten Bemer-
kungen niitzlich sein kénnten. Leider habe ich das zur vollstdndigen Durch-
fiihrung der Distributionen noch fehlende in den letzten Tagen noch nicht
ergdnzen konnen. Sehr freue ich mich auf das Erscheinen Ihres Buches, das
nunmehr ja schon in nahe Zukunft geriickt ist.

Mit nochmaligem Dank fiir IThre Freundlichkeit und den besten Griissen
bin ich
Ihre sehr ergebene

Hanna v. Caemmerer.



Kapitel 2

Weiteres Material zu
Hasse—v.Caemmerer
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2.1 Juni 1938, Manuskript von Hasse

Siehe hierzu Brief v. Caemmerer 22. 8. 38™. Juni 1938

Primdivisoren und Primstellen bei Transzendenzgrad g.
k beliebiger Korper.

K/k Transzendenzbasis xq, ..., z,, endlich-algebraisch (separabel) tiber K
= k(xq,...,2,).

a.) Primdivisoren B von K/k bezgl. x1,...,x,.

Betrachte zunéchst Ky/k. Fiir die Elemente a # 0 aus Kj besteht ein-
deutige Primzerlegung
a=« H pure)
P

nach den Primpolynomen P in zy,...,x, iilber £ mit einem Faktor a # 0
aus k. Jedes P liefert eine diskrete Bewertung und damit einen Primdivisor
PBo von Ky/k. Aukerdem liefert jedes z; eine diskrete Bewertung (negativer

Grad in x;) und damit einen Primdivisor ‘Bg) von Ky/k. Setze
[i(Po) = —wq3<i)(P) = Grad P in z;
0

und . .

fBE) =1 LB =0 (G #0).
Durchlauft jetzt Py alle diese Primdivisoren (einschl. der ‘Béi)), so entspricht
jedem ag # 0 aus K eindeutig ein endlicher Divisor

a = [T 5
Bo

mit den g Gradbedingungen
> fiBowg(a) =0 (i=1,...,9)
Po

Dieser Divisor legt ay bis auf einen Faktor o # 0 aus k fest. Fiir einen
beliebigen endlichen Divisor

%o =[] B™
Po
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seien die Grade durch

fil®0) =Y fi(Po)ag,  (i=1,....9)
Po

erklart. Dann und nur dann ist 2y = ag, wenn alle f;(y) = 0 sind.

Die Primdivisoren P von K/k bezgl. 1, ..., z, werden durch Anwendung
der Fortsetzungstheorie auf die endlich—algebraische (separable) Erweiterung
K/K, erklért:

Po=P7 .. B, NB,) =By, D efy=n=[K:K].
p=1

Die Grade der ‘B, werden so erklért:

fl(mp) = fz(‘Bo) 'fp-

Dann entspricht jedem Element a # 0 aus K eindeutig ein endlicher Divisor
a H pew (a)
B

mit den g Gradbedingungen

Y iPBwgla) =0 (i=1,....9).
B

Dieser Divisor legt a bis auf einen Faktor av # 0 aus k fest. Fiir einen belie-
bigen endlichen Divisor
A= [P
B

seien die Grade durch

B

erklart. Die Gruppe der Hauptdivisoren 2 = ¢ ist dann jedenfalls eine Un-
tergruppe der Gruppe aller Divisoren mit Graden f;(2) = 0.

Im Gegensatz zum Falle g = 1 ist nicht notwendig jeder Grad f;(3) # 0.
Dafs etwa f1() = 0 ist, bedeutet, dak das zugehorige Primpolynom P von
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21 nicht abhéngt, bzw. die zugehorige Gradbewertung nicht die nach x; ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn P schon in k1 = k(xo, ..., x,) eine nicht—
identische Bewertung induziert, wenn also ¥ nicht schon Primdivisor von
K/ky ist. Dafs f1() # 0 ist bedeutet also, dafs 8 schon Primdivisor von
K /ky ist; dann ist ersichtlich f; (%) einfach der Grad von ‘B als solcher.

b.) Primstellen p von K/k bezgl. x1,. .., z,.

Sei J der Integritatsbereich der in x4, ..., z, ganzalgebraischen Elemente
aus K, und Jy = k[zy, ..., 24
J ist ein endlicher Jo—Modul:

J=Toy1 + -+ ToUm (m 2 n).

Die (endlichen) Primstellen p von K/k bezgl. x,...,x, werden als die
nicht-konjugierten Homomorphismen von J/k auf Kérper k,/k erklirt; dabei
ist ky/k endlich-algebraisch (aber nicht notwendig separabel). Die p entspre-
chen umkehrbar eindeutig den maximalen Primidealen von J, als deren Rest-
klassenhomomorphismen. Jede Primstelle p von K/k bezgl. z1,...,z, indu-
ziert eine Primstelle pg von Ko/k bezgl. x4, ..., x,; hochstens n verschiedene
p induzieren dasselbe pg. Die py entsprechen umkehrbar eindeutig den nicht—
konjugierten iiber k algebraischen Elementsystemen «q,...,q,, derart daf
(1,...,24) — (0,...,a,) bei po. Jedem py entspricht wirklich mindestens
eine Fortsetzung p.

c.) Die Relation p | B.

Es bezeichne

Jyp  den Integritatsbereich der fiir P8 ganzen
Elemente von K (Bewertung = 0)

B gleichzeitig die durch P teilbaren Elemente von K
(Bewertung > 0),

ferner entsprechend

Jp  den Integritédtsbereich der fiir p ganzen
Elemente von K (endlich abgebildet)

p  gleichzeitig die durch p teilbaren Elemente von K
(auf 0 abgebildet).

Jyp und J, sind ganz-algebraisch abgeschlossen mit K als Quotientenkdrper,
B und p sind Primideale von Jg und J,,.
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Up |'B bedeute P < p fiir die Primideale, oder — was das-
selbe — Jg = J,, fiir die Integrititsbereiche.

Da fiir die oben allein definierten endlichen Primstellen p gilt J, = 7,
kann fiir sie p | P nur dann gelten, wenn auch Jyp = J ist, wenn also P aus
einem Primpolynom P(z4, ..., z,) aus Jy entspringt. Jede iiber k algebraische
Losung von P(oy,...,0q) = 0 definiert eine Primstelle p, von K, bezgl.
x1,...,%,. Fir jede Fortsetzung p eines solchen py gilt dann p | . Das sind
auch alle Moglichkeiten fiir p | B.

Da fiir jedes iiber k algebraische System «, ..., oy mindestens ein Prim-
polynom P(xy,...,x,) aus Jy verschwindet, gibt es umgekehrt zu jedem p
mindestens ein B mit p | . Es gibt aber auch nur ein solches B zu p.? Ange-
nommen namlich es sei auch p | P’ mit P’ # P. Wegen der Unabhéngigkeit
der zu P, P’ gehorigen Bewertungen gibt es ein Element @ in K mit den
Eigenschaften:

a =0 mod ‘P, — = 0mod .
Dann gélte bei p gleichzeitig
1
a— 0, - —0,
a

was ein Widerspruch ist.

Hiernach ordnen sich die Primstellen p in elementfremde Systeme nach
der Zugehorigkeit zu den 3, und dabei kommen genau alle endlichen 8 (mit
Jgp 2 J) vor.

Fiir ¢ = 1 ist dies Entsprechen gegenseitig eindeutig (Charakterisierung
der Primdivisoren durch ihre Restklassenhomomorphismen), fiir g > 1 ent-
spricht jedem ‘P ein unendliches System von p.

Um auch den unendlichen ‘B unendliche Stellen p zuzuordnen, betrachte
man neben Jy = k[z1, ..., x,] die Integritdtsbereiche 3(()1), wo x; durch xi er-
setzt ist, und die zugehorigen endlichen Primstellen mit xi — 0. Dann gelten
ganz entsprechende Tatsachen. Die von 38“ hinzukommenden Primstellen p
verteilen sich auf die Primdivisoren 3, die aus der Gradbewertung nach z;

entspringen.

'Randnotiz, offenbar von Hasse: falsch! Man hat auch die unbestimmt abgebildeten
Elemente zu beriicksichtigen
2Vermerk, augenscheinlich von Hasse: falsch!
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Unter Umsténden kann es zweckméfig sein, diese besondere Art der Ein-
fiihrung unendlicher Primstellen noch abzuéndern.

d.) Zum Aufbau der Distributionenlehre.

k endlich—algebraischer Zahlkorper.

Eine Distribution von K /k wird erklért als eine Funktion d(p) der Prim-
stellen p von K/k (bezgl. x1,...,z,), die fiir ,fast alle” p als Ideal von k,
erkléart ist, wobei ,fast alle® p bedeutet: alle p bis auf die Nullstellen eines
festen Elements u # 0 aus J, also die p mit u = 0 mod p, kurz u(p) = 0.

Jedem Element a # 0 aus J entspricht eine Hauptdistribution, definiert
durch die Hauptideale a(p) fir alle p, fiir die bei einer Quotientendarstellung

a="2(bc+#0in7J) gilt b(p)c(p) # 0.
Zwei Distributionen d(p),0'(p) heifsen gleich:

wenn es zwei feste (von p unabhéngige) Ideale u,u’ von k derart gibt, daf

o'(p) [ud(p),  o(p) | wWo'(p)

ist. In diesem Sinne héngt die Hauptdistribution a(p) nur vom Hauptdivisor
a ab.

Um die Distributionenlehre nach voller Analogie zum Falle g = 1 auf-
zubauen, braucht man lediglich folgende Sétze iiber die Divisoren von K/k
(bzgl. z1,...,2,) zu beweisen:

L. Jeder Divisor von K /k lafst sich durch Multiplikation, Division und Bil-
dung des grofiten gemeinsamen Teilers in endlich vielen Schritten aus endlich
vielen Elementen von K herleiten.

I1. Sind a4, ..., a, Elemente aus K mit dem Hauptnenner N und ist b ein
Element aus K, das hiochstens den Nenner Mt hat, so gehort b zu k(aq, . .., a,).
Genauer: Ist p der Transzendenzgrad von k(ay,...,a,) iber k, so gibt es
linear—unabhdngige Systeme a1, ..., (i =1,...,7) aus k derart, daf

3

ﬁv (Swm):l

*
a; = a1 + -+ Qyray

ist, und b gehort zu k(a7, . .., a}). Dabei ist
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b ganzalgebraisch tiber

und

b , . ay
—  ganzalgebraisch tiber k| —
a

i %

MR
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2.2 26.01.1972, Hasse an Cossey

Jan. 26, 1972

Dr. John Cossey
C/— Department of Pure Mathematics
Australian National University

P. O. Box 4, Canberra, A. C. T.
Australia

Dear Dr. Cossey,*

Enclosed you will find a cheque of USA $ 50.—, destined for the Hanna
Neumann memorial fund.

Will you please convey to Professor Neumann my deep sympathy. I shall
never forget highly the gifted, excellent student Hanna von Caemmerer of
mine in Gottingen 1938/39.

As to a contribution to the memorial volume of your Journal, I greatly
regret not being in the position to submit one.

Yours very sincerely,

H. Hasse

Wermerk von Hasse: Hanna Neumann
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