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Aufgabe 1. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie jeweils
kurz Thre Antwort.

1. Jede endlich erzeugte unendliche hyperbolische Gruppe hat exponentielles
Wachstum.

2. Jede endlich erzeugte Gruppe mit exponentiellem Wachstum ist hyperbo-
lisch.

3. Fiir jedes n € N gibt es ein endliches Erzeugendensystem S C Z"™ mit: Fiir
alle r € N ist
Bgn’S(O) ={-r,..,r}"

Aufgabe 2. (Wachstumstyp der Heisenberggruppe). Sei H < SL(3,Z) die Hei-
senberggruppe.
1. Zeigen Sie, dass
H = <Z’, Y, Z‘[xa Z]a [y: Z], [$, Z/]Z_1>-
Wir definieren S := {z,y,2} C H.
2. Seien n, k € Z. Zeigen Sie, dass dg(z™y" 2, e) < |m| + |n| + 64/]k|.
3. Zeigen Sie, dass [m| + |n| < dg(x™y"2*, e) und /|k| < dg(z™y"2F €).
4. Folgern Sie, dass die Wachstumsfunktion Sz, zu einem Polynom vom Grad
4 quasi-dquivalent ist.

Aufgabe 3. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, die kein exponentielles Wachstum
hat und quasi-isometrisch zu G x G ist. Zeigen Sie dass G mittleres Wachstum hat.

Aufgabe 4. Sei G = (S) endlich erzeugt. Sei L < G von endlichem Index, n €
N>9, c€(0,1), b € R>p und ¢ : L — G" ein injektiver homomorphismus, so dass

> ds(i(g);.€) < cds(g) +b.
j=1

Zeigen Sie, dass G kein exponentielles Wachstum hat.
Folgern Sie, dass die Grigorchukgruppe Gri mittleres Wachstum hat. Hinweis:
Betrachten Sie den Homomorphismus

w : L3 — Hw€{071}3 Gri
g = (pry,¢)o (pr;,®) o (pri,¢(g))



