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Abgabe am Dienstag, dem 4. Juli 2017 in der Vorlesung

Auf diesem Aufgabenblatt betrachten wir n Massen mq, ..., m, die sich auf der reellen
Gerade R bewegen. Wenn ¢; die Position der j-ten Masse bezeichnet, dann sind die Be-
wegungsgleichungen durch m;g; = —% gegeben, wobei das Potential U gegeben ist durch

J

U(q) = > 1<icjen Vii(@ — ¢;) filr Funktionen Vi; : R — R.
Sei W(x) := e ® fiir x € R. Im folgenden betrachten wir der Einfachheit halber nur den
Fallmj =1und V;; ;=W firi =75 —1und V}; := 0 fiir ¢ # j — 1.
Aufgabe 1. (Toda Gitter)
a) Zeigen Sie, dass dieses System durch die Hamiltonsche Funktion H(q, p) = 3|p|* +
Z;:ll edi—%+1 gegeben ist.
b) Seia; := %e(qﬂ'*qﬁ'“)ﬂ firj=1,...,n—1undb; := —%pj fiir j = 1,...,n. Zeigen Sie,
dass die Differentialgleichungen dann die folgende Form haben (mit ay = a,, = 0):
a; = aj(bjy —b;) fiir j=1,...n — 1 und b; = 2(a —aZ ) fir j=1,...,n.

c) Seien L und B die n x n-Tridiagonalmatrizen

(b a; 0 0 0 a1 0 0
aq b2 a9 : —aq 0 a9 :
L:=10 a . 0 |wdBi=| 0 —a 0 0
S ’ i : : 1
_O 0 Ap—1 bn ] L 0 0 —Anp—1 0 ]
Beweisen Sie, dass die Gleichungen aus 2b) ausgedriickt werden konnen als
dL
— =BL-LB=:[B,L].
dt

d) Benutzen Sie a; > 0 um zu zeigen, dass L n verschiedene reelle Eigenwerte hat.

e) Es sei U eine Losung von & = BU und U(0) = 1. Zeigen Sie, dass UBU ™
zeitunabhéngig ist.

f) Folgern Sie, dass die symmetrischen Polynome o} in den Eigenwerten von L In-
tegrale des Systems sind, deren Ableitungen iiberall linear unabhéngig sind fiir
k=1,...,n.

g*) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von L in Involution zueinander sind.

h) Folgern Sie daraus, dass auch die symmetrischen Funktionen oy in Involution zu-

einander sind.



