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Sei Vt ein zeitabhängiges Vektorfeld auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M,ω).
Dann heisst Vt symplektisch, wenn d(ιVtω) = 0. Ausserdem nennt man Vt Hamiltonsch,
wenn es eine zeitabhängige Funktion Ht auf M gibt mit dHt = ιVtω. In diesem Zusammen-
hang nennt man dann Ht Hamiltonsche Funktion.

Aufgabe 1. Sei Vt ein symplektisches Vektorfeld auf (M,ω) mit Fluss φt, t ∈ R.
a) Zeigen Sie, dass φt die symplektische Form erhält, das heisst φ∗

tω = ω für alle t ∈ R.

b) Sei jetzt Vt = V ein autonomes Hamiltonsches Vektorfeld. Zeigen Sie, dass der
Fluss von V für jedes c ∈ R die Niveaufläche Σc := H−1(c) ⊂M erhält (das heisst:
φt(Σc) = Σc für alle t ∈ R).

Aufgabe 2. Wir betrachten R2n versehen mit der standard symplektischen Struktur:
(R2n, ω0 =

∑n
k=1 dxk ∧ dyk).

a) Bestimmen Sie den Fluss der Hamiltonschen Funktion H(x, y) = x auf R2.

b) Bestimmen Sie den Fluss der Hamiltonschen Funktion H(x, y) = c(x2 + y2) auf R2.

c) Zeigen Sie, dass sich die symplektische Form auf Cn = R2n in Polarkoordinaten
zk = rke

iϕk schreiben lässt als ω0 =
∑n

k=1 rkdrk ∧ dϕk.

d) Berechnen Sie den Fluss von H(r, ϕ) = c|r|2 auf Cn.
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Aufgabe 3. Sei (T 2n, ω =
∑n

k=1 dxk∧dyk) der 2n-Torus und L ⊂ T 2n der Lagrange Torus
gegeben durch L := {(x, y) ∈ T 2n|y = 0}.

a) Zeigen Sie, dass ∂
∂x1

ein symplektisches Vektorfeld auf T 2n ist.

b) Finden Sie ein (autonomes) symplektisches Vektorfeld V auf T 2n, dessen Fluss ψt

L von sich selbst entfernt: ψ1(L) ∩ L = ∅.

c) Sei Ht eine Hamiltonsche Funktion auf T 2 und ϕt der assoziierte Fluss. Zeigen Sie,
dass ϕ1(L) ∩ L 6= ∅.
Hinweis: Beweisen Sie zunächst ein analoges Resultat für L0 = OS1 ⊂ (T ∗T n, dλcan)
indem Sie zeigen, dass ϕ∗

tλcan|L0 = dSt für eine zeitabhängige Funktion St auf L0.
Der Fall von L ⊂ T 2 lässt sich darauf reduzieren, indem man eine geeignete Über-
lagerung von T 2 betrachtet.

Aufgabe 4. Wir betrachten (Cn, ω0) (mit der symplektischen Form aus 2c)) und die
Hamiltonsche Funktion H : Cn → R gegeben durch H(r, ϕ) := π|r|2 mit assoziiertem
Hamiltonschen Vektorfeld VH .

a) Berechnen Sie den Fluss ψt von H und insbesondere ψ1 : Cn → Cn.

b) Zeigen Sie, dass S2n−1 = H−1(π) eine koisotrope Untermannigfaltigkeit ist, d.h. für
jedes z ∈ S2n−1 ist TzS2n−1 ⊂ R2n ein koisotroper Unterraum.

c) Beweisen Sie, dass für jedes z ∈ S2n−1 der Kern der Bilinearform ωz|S2n−1 : TzS
2n−1×

TzS
2n−1 → R, d.h. der Untervektorraum

{v ∈ TzS2n−1|ωz(v, w) = 0 ∀w ∈ TzS2n−1} ⊂ TzS
2n−1,

durch den Vektor VH(z) aufgespannt wird.

d) Zeigen Sie, dass die Hopf Abbildung S2n−1 → CPn−1 gegeben durch (z1, . . . , zn)→
[z1 : . . . : zn] auf den Orbiten des Flusses ψt konstant ist.
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