Symplektische Geometrie Blatt 3
Albers, Fuchs SoSe 2017

Abgabe am Dienstag, dem 9. Mai 2017 in der Vorlesung

Aufgabe 1. Sei 5% := {z = (z1, 72, 23) € R3|2} + 23 + 23 = 1} C R? die Einheitssphére.
a) Sei ¢ : S2 — CP! die Abbildung definiert durch
T = (11,79, 73) = [1 — a3, 21 + ixs] fiir z € S*\ {(0,0,1)} und (0,0,1) +— [0 : 1].
Zeigen Sie, dass 1 ein Diffeomorphismus ist.

b) Wir betrachten jetzt die symplektische Form w®’ (v, w) := (z,v x w) auf S2. Finden
Sie einen Ausdruck fiir (1p~1)*w®” in (homogenen) lokalen Koordinaten auf CP.

Aufgabe 2. Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Eine Untermannigfaltigkeit
L C M heisst Lagrange Untermannigfaltigkeit, wenn fiir jedes x € L der lineare Unterraum
T.L C (T,M,w,) ein Lagrange Unterraum ist.

a) Sei jetzt W C M eine Untermannigfaltigkeit mit dim(WW) = $dim(M) und sei
i : W — M die Inklusion. Zeigen Sie, dass W genau dann eine Lagrange Unter-
mannigfaltigkeit ist, wenn i*w = 0.

b) Seien (M;,w;) und (Ms,ws) symplektische Mannigfaltigkeiten und ¢ : M; — M,
ein Diffeomorphismus. Dann ist ¢ genau dann ein Symplektomorphismus, wenn
Graph(yp) C (My x My, w; & —ws := mjw; — Tiws) eine Lagrange Untermannigfal-
tigkeit ist.

Hier bezeichnen m; : My x My — M; fiir i = 1,2 die kanonischen Projektionen.
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Aufgabe 3.
a) Fir eine 1-Form 8 € QY(V) setzen wir I'g := {(2,§) € T*V|z € V,£ = B, }.
Beweisen Sie, dass '3 C (T*V, wean) genau dann eine Lagrange Untermannigfaltig-
keit ist, wenn df = 0.
b) Sei N C V eine Untermannigfaltigkeit. Wir definieren das Konormalenbiindel
TN+ c T*V von N durch
TN+ = {(x,&) € T*V|z € N, £ € T}V verschwindet auf T,N C T,V}.

Zeigen Sie, dass TN+ C (T*V, wean) eine Lagrange Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 4. Sei S = R/Z die eindimensionale Sphire und z = idg : R — R die Identi-
tiatsabbildung mit Differential dz € Q'(R).

a) Zeigen Sie, dass dr € Q'(R) eine geschlossene (aber nicht exakte) 1-form dx €
QL(SY) induziert.

b) Beweisen Sie, dass wy = Y, dz; A dy; € Q*(T*") eine symplektische Form auf dem
2n-Torus T?" := (S1)?" = R?" /7" definiert.

c¢) Finden Sie einen n-Torus L = T™ C T*", welcher eine Lagrange Untermannigfal-
tigkeit ist.



