KONNEN (-FUNKTIONEN DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN LOSEN?

EINE HINFUHRUNG ZUR (NICHT-KOMMUTATIVEN) IWASAWA-THEORIE

OTMAR VENJAKOB

1. (-FUNKTIONEN UND DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN

1.1. Dirichletsche L-Funktionen Als LEIBNIZ 1673 die berithmte Formel
11 1 1 1 s
(1) 3 + 5 7 + 9 11 + 1
entdeckte, war er so begeistert, dass er seinen Beruf als Anwalt und Diplomat an den Nagel
héngte, um sich ganz der Mathematik zu widmen. Tatséchlich ist diese Formel, die allerdings
schon GREGORY sowie dem indischen Mathematiker MADHAVA vor LEIBNIZ bekannt war, ein
Beispiel fiir die mysteriosen Eigenschaften von (- oder allgemeiner L-Funktionen, deren Faszi-
nation bis heute die Zahlentheorie durchdringt. Um dies zu erldutern, sei N eine natiirliche Zahl
und (Z/NZ)* die multiplikative Gruppe der Einheiten des Rings Z/NZ. Ein Homomorphismus
abelscher Gruppen

x:(Z/NZ)* — C*
in die Einheitengruppe der komplexen Zahlen heifit Dirichlet Charakter (modulo N). Wir
setzen x auf die Menge der natiirlichen Zahlen fort, indem wir x(n) den Wert x(n mod N)
zuordnen, falls n und N teilerfremd sind, und den Wert 0 sonst. Die Dirichletsche L-Funktion
beztiglich x ist dann definiert als

oo

n—1
wobel s eine komplexe Variable mit Realteil R(s) > 1 ist. Diese Funktion besitzt eine mero-
morphe Fortsetzung auf die ganze komplexe Zahlenebene C und es gilt die Euleridentitit

L(87X):H1_ !

1= x(pp*

Fiir den trivialen Charakter y = 1 erhalten wir die Riemannsche -Funktion

— 1 1
1.2 = — = - -
(12) =3 =Tl
wihrend sich die Leibniz-Formel (1.1)) nun als
T
(1.3) L(1,x1) = 1

schreiben ldsst, wenn der Charakter i : (Z/4Z)* = {1,3} — C* durch xi(1) = 1 und
x1(3) = —1 definiert wird.
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1.2. Diophantische Gleichungen. Ein, wenn nicht das, zentrale Problem der Zahlentheorie
ist das Losen diophantischer Gleichungen. Betrachten wir etwa fiir Primzahlen p und ¢ die
Gleichung

(1.4) P —yl =1,

von der CATALAN 1844 vermutet hat, dass sie neben 32 — 23 = 1 keine weitere Losung in den
ganzen Zahlen Z mit x,y > 1 hat. Diese Vermutung wurde 2002 von MIHAILESCU bewiesen
und ist mit der 1994 von WILES et al. bewiesenen Fermatschen Vermutung von 1665, namlich
dass die Gleichung

(1.5) P +yP = 2P

unter der Bedingung zyz # 0 fiir ungerades p keine Ldsung iiber Z besitzt, zu vergleichen,
wenngleich der Beweis letzterer Vermutung ungleich tiefliegender ist. Die Schwierigkeit dieser
Gleichungen besteht darin, dass es sich jeweils um ein additives Problem handelt. Lief3e es sich in
ein multiplikatives Problem verwandeln, konnten wir uns vielleicht die eindeutige Primfaktorz-
erlegung ganzer Zahlen zunutze machen. Um dies zu ermoglichen, kann man die Gleichungen
erst einmal iiber dem gréfieren Ring Z[(,,,] fiir eine geeignete m-te primitive Einheitswurzel ¢,
betrachten. Der Spezialfall

(1.6) -y =1

der Catalan-Gleichung (1.4)) lisst sich zum Beispiel fiir ¢4 = i mit i = —1 iiber dem Ring Z][i]
der Gaufischen Zahlen als

(1.7) o =(y+i)(y —1)

schreiben, wihrend man tiber Z[(,n| die Zerlegung

(1.8) o P = ()@ )@+ Cay) e (@ y) = 2
erhalt.

Nun stellt sich leider heraus, dass Z[(,,] im allgemeinen kein faktorieller Ring ist, d.h. keine
eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt. KUMMER hatte deshalb die Idee, Zahlen durch “ide-
ale Zahlen” zu ersetzen: Die eindeutige Zerlegung in Primzahlen wird dann zur eindeutigen
Zerlegung von Idealen 0 # a C Z[(,,] in Primideale B; # 0

(1.9) a=]]®B"
=1

mit natiirlichen Zahlen n; > 0. Dabei ist ein Ideal a von Z[(,,] nichts anderes als ein Z[(y,]-
Untermodul des Ringes Z[(,,] selbst, d.h. eine Untergruppe, die zuséitzlich unter der Multip-
likation mit Elementen des Ringes abgeschlossen ist. Das Produkt ab von Idealen a und b ist
definiert als das kleinste Ideal, welches alle Produkte der Form ab von Elementen a € a und
b € b enthélt. Ein Primideal p ist schliellich ein Ideal, welches die folgende Eigenschaft besitzt:
Umfasst p das Produkt ab, so umfasst p bereits einen der Faktoren a oder b. In einem faktoriellen
Ring sind alle Ideale a Hauptideale, d.h. werden von bereits einem Element a erzeugt

a=(a).

Die Primideale p # 0 entsprechen gerade den Hauptidealen (p), die von einem Primelement
p erzeugt werden, und die Relation “p umfasst a” entspricht der herkémmlichen Teilbarkeit-
srelation “p teilt a.” Das Inverse a~! eines Ideals a ist definiert als das gebrochene Ideal, d.h.
der (endlich erzeugte) Z[(,]-Untermodul von Q((,), bestehend aus allen Elementen z, fiir die
x-a C Z[(n] bzw. so dass a~ta = Z[(,,] gilt. Lisst man fiir die Exponenten n; in
alle ganzen Zahlen zu, erhdlt man beziiglich der oben definierten Multiplikation die (abelsche)
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Gruppe der gebrochenen Ideale I(Z[(,,]) mit neutralem Element Z[(,,]. Die Idealklassengruppe,
d.h. der Quotient
CUQ(Gm)) = L(Z[Gn))/H(Z[Gm]) = Pie(Z[Gnl ]

von I(Z[(]) nach der Untergruppe der (gebrochenen) Hauptideale H(Z[(,,]), misst die Abwe-
ichung von Z[(y,], faktoriell zu sein, und ist eine der bedeutendsten arithmetischen Invarianten
eines Zahlkorpers; ein grundlegendes Theorem der Zahlentheorie garantiert die Endlichkeit von
Cl(Q(Cm)) und wir schreiben hg,,) := #CU(Q((r)) fiir die Klassenzahl von Q((y,). Nach der
globalen Klassenkorpertheorie besitzt die Idealklassengruppe eine weitere bedeutende Interpre-
tation: Sie ist die Galoisgruppe G(L,/K,,) = Cl(K,,) der maximalen abelschen unverzweigten
Erweiterung L,, von K, := Q((n)-

1.3. Die analytische Klassenzahlformel. Es ist nun gewissermafien ein Wunder, dass die
Dirichletsche L-Funktion L(s,x1) die Arithmetik in Z[i] kennt, und daher “weif”, dass die
Gleichung iber Z[i] und daher erst recht iiber Z keine Losung besitzt: Zuerst bemerken
wir, dass wegen des kanonischen Isomorphismus aus der Galoistheorie der Kreisteilungskérper

(1.10) G(Q¢w)/Q) 2 (Z/NZ)*

mit g(¢n) = C;,N(g) fir alle g € G(Q(¢n)/Q) der Charakter x als ein Charakter der Galois-
gruppe aufgefasst werden sollte und somit (fiir N = 4) klar ist, dass L(s, x1) eine (analytische)
Invariante von Q(2) ist. Die analytische Klassenzahlformel fiir imaginar quadratische Zahlkérper
liest sich nun als

h@(i) = wlj(l:)ﬁ) = QL(LXl) = éL(LXl) =1

T 2 T

mit der Leibniz Formel fiir die letzte Umformung, d.h. der Ring Z[i] ist faktoriell.
Nun sieht man aber leicht, dass unter der Annahme einer nicht-trivialen Lésung (z,y) € (Z[i])?
der Gleichung die Faktoren y+4 und y — i teilerfremd sind, d.h. wir erhalten eine Darstel-
lung von y + i als 3-te Potenz y + i = (a + bi)? fiir a,b € Z geeignetﬂ Die Zerlegung dieser
Gleichung in Real- und Imaginérteil liefert dann den Widerspruch y = 0.

Fir Primzahlen p, die die Klassenzahl hq(,) nicht teilen, zeigt man ganz &hnlich, dass die
entsprechende Fermat-Gleichung keine nicht-triviale Losung besitzt. Solche Primzahlen
heiflen reguldr und KUMMER hat erkannt, dass die Riemannsche (-Funktion “weify”, wann dies
der Fall ist: ndmlich genau dann, wenn die Zahler der Werte ((—1),{(—3),{(-5),...,¢(4 — p)
nicht durch p teilbar sind. Dabei ist die Rationalitdt dieser Zahlen ein weiteres erstaunliches
Phéanomen; sie war bereits Euler bekannt. Den ersten nicht-trivialen Zahler erhélt man mit der
Primzahl 691 fiir ((—11), die erste irreguldre Primzahl ist allerdings schon p = 37. Auch dieses
Kummer-Kriterium ist letztlich eine Folge der analytischen Klassenzahlformel sowie gewisser,
ebenfalls von Kummer entdeckter p-adischer Kongruenzen zwischen bestimmten Werten von
L-Funktionen.

Auch wenn sich natiirlich mit obigen Uberlegungen weder der allgemeine Fall der Catalan- noch
der Fermat-Vermutung beweisen ldsst, waren sie historisch ein wichtiger Schritt in der Entwick-
lung der modernen Zahlentheorie. Insbesondere bilden diese Beobachtungen den Ausgangspunkt

! Die Gruppe der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf der Kurve Spec(Z[¢m]) bzw. von lokal-freien
Z[{m]-Moduln vom Rang 1.

2Zuerst stellt man fest, dass = kongruent 1 modulo 4, also ungerade ist. Da der gréfte gemeinsame Teiler d
von y+i und y—1i wegen (|1.7]) die Zahl z teilt, ist er “ungerade”. Andererseits teilt d auch 2 = —i{(y+¢)—(y—1i)},
ist also “gerade”, Widerspruch! Ferner ist zu beachten, dass die Einheiten von Z[i] genau aus {+1, £} bestehen
und allesamt dritte Potenzen in Z[i] sind.



4 OTMAR VENJAKOB

der klassischen Iwasawa-Theorie, die sich um ein tieferes Verstédndnis dieser Beziehung zwis-
chen speziellen Werten komplexer L-Funktionen und Idealklassengruppen oder allgemeineren
kohomologischen Invarianten von Zahlkorpern via p-adische L-Funktionen bemiiht. Bevor wir
darauf ndher eingehen, soll im néchsten Abschnitt zur Motivation kurz der Funktionenkorperfall
beschrieben werden. Dabei lassen wir uns wie IWASAWA von der bestechenden Analogie zwis-
chen Zahlkérpern, d.h. den endlichen Erweiterungen von Q, und den Funktionenkorpern K(C')
von Kurven C' iiber dem endlichem Kérper Fy, d.h. den endlichen Erweiterungen des rationalen
Funktionenkorpers F;(X) = K (Pf,) in einer Variablen, leiten und versuchen anschlieBend, die
geometrische Intuition, die wir uns im Falle der Kurven zunutze machen, auf den Zahlkorperfall
zu libertragen.

2. DIE ZETAFUNKTION VON KURVEN UBER ENDLICHEN KORPERN

Sei also C' eine glatte, projektive Kurve iiber dem endlichem Korper F;, d.h. eine singu-
laritidtenfreie Kurve, die sich als abgeschlossener Teil in einen projektiven Raum Py einbetten
lasst. Wir fixieren eine solche Einbettung und reden dann von den Koordinaten der Punkte
C(F;) C PR (F;) von C, wobei F; einen algebraischen Abschluss von F; bezeichne. Mit

Nr,« = #C(Flr)

werde die Anzahl der (endlich vielen) Punkte von C' mit Koordinaten in dem Korper Fyr
mit {" Elementen bezeichnet. Diese Menge besteht also gerade aus den Fixpunkten des (ge-
ometrischen) Frobeniusisomorphismus ¢", der jede Koordinate z; auf xér abbildet. Die Idee,
eine geeignete Kohomologietheorie H* (C') mit Koeffizienten in Charakteristik 0 zu konstruieren,
so dass man die Anzahl der Fixpunkte durch eine Lefschetz-Spur-Formel bestimmen kann, geht
auf GROTHENDIECK zuriick und wurde von DELIGNE ausgefiihrt:

2
(2.11) Ny =Y (=1)"Tx(¢"[H"(C)).
n=0
Dabei handelt es sich um die sogenannte étale Kohomologie von C := C xp, F;, d.h. von C

nach Konstantenerweiterung nach F;. Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass F; = F, (1)
durch Adjunktion aller (prim zu p) Einheitswurzeln entsteht. Den nicht-trivialen Primidealen
im Zahlkorperfall entsprechen nun die abgeschlossenen Punkte |C| von C. Beim Ubergang zu
C “zerlegt” sich x € |C] in Grad(x) viele Punkte in |C| = C(F,), deren séimtliche Koordinaten
bereits in k(z), dem Restklassenkorper von z liegen; iiberdies ist k(z) minimal mit dieser
Eigenschaft und hat den Korpergrad Grad(z) iiber F;.

Die (-Funktion von C, die die Fixpunktanzahlen N, codiert, ist definiert als

1 — . 1
(2.12) )= I1 == = oo N
¢ HC e PRl

fir s € C mit R(s) > 1 und ¢ = [7° (vgl. das Eulerprodukt mit dem in (1.2))); der zweite
Ausdruck folgt aus dem ersten mittels der Identitét

o0

(2.13) —In(1-T) = 27

und den Formeln #k(z) = [974®) und N, = > ze|C),Grad(x)r Grad(z). In dem einfachen
Beispiel C' = Py ist die Anzahl

#N, = #P (Frr) = #A (Fr) +1=1"+1
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um 1 grofer ist als die entsprechende Anzahl fiir den affinen Raum A'. Aufgrund der Identitét
(2.13) erhalten wir daher aus der zweiten Formel in der Definition (2.12])
1
@)= g a-m

eine Darstellung als rationale Funktion in t.

Benutzt man allgemeiner fiir eine beliebige Kurve C' die Spurformel (2.11)) sowie die Identitét
In(det(1 — opt[H™) ™) =S Tr(q5”|H"))%) erhélt man nicht nur die Rationalitét von

_ det(1 - ¢t[*Pic®(C)")

Cols) = H det(1 — t|H" (€)D" (1—t)(1 -1t

n=0

€ Q(1),

sondern eine Darstellung als alternierendes Produkt von charakteristischen Polynomen der Op-
eration von ¢ auf den Kohomologiegruppen. Diese kann man explizit bestimmen und der

entscheidende Beitrag 5—?, nédmlich im Grad 1, ist durch die Jacobische Jo von C' gegeben,
PF

l
deren abgeschlossenen Punkte Jo(F;) mit der Picard-Gruppe Pic®(C) der Geradenbiindel vom
Grad 0 identifiziert werden kénnen, also das Analogon der Idealklassengruppe im Zahlkorperfall
bilden. Insbesondere hat (¢ Pole genau in s = 0, 1 und jede Nullstelle « erfiillt die “Riemannsche
Vermutung” |a| = [2 beziiglich des komplexen Absolutbetrages (fiir jede Einbettung nach C),
d.h. R(s) = L. Diese Ergebnisse erzielte WEIL 1948 fiir Kurven, fiir hoher-dimensionale Va-
rietéten wurden diese als Weil-Vermutung bekannten Aussagen von DELIGNE bewiesen.

Wie oben bereits erwahnt hat die Analogie zwischen Funktionenkérpern und Zahlkérpern immer
wieder Anstofle fiir die Zahlentheorie gegeben. Auch IWASAWA hat sich von der Geometrie
inspirieren lassen und sich gefragt, ob es auch fiir die Riemannsche (-Funktion solch eine einfache
geschlossene Darstellung gibt. Fiir eine p-adische Version der Riemannschen (-Funktion trifft
dies tatsachlich zu, wie wir im Folgenden beschreiben wollen.

3. DIE p-ADISCHE (-FUNKTION UND DIE HAUPTVERMUTUNG VON IWASAWA

Wir haben im Funktionenkérperfall Einheitswurzeln adjungiert, um uns in eine “geometrische
Situation” zu bringen, in der der Frobeniusautomorphismus operiert. Ganz analog betrachten
wir nun fiir eine ungerade Primzahl p den Kérperturm

QQQ(CP)gan:Q(CP")anJFI ::@(Cp"-%—l)g'-'gFoo = UFn

n>0

Wir schreiben Z,, = hﬁZ /p"Z fiir den Ring der p-adischen ganzen Zahlen, d.h. der (formalen)

Reihen 77 janp™ mit 0 < a; < p, und Q, = Zp[%] fir seinen Quotientenkorper. Dann
gilt Z) = lim(Z/p"Z)* und die Isomorphismen (1.10) fiir N = p”, n > 0, induzieren einen
P
n
Isomorphismus

kG i=G(Fs/Q) ;>Z;>;< = pp—1 % (1 +pr>( =Z/(p—1)Zx Zp)>
der durch die Bedingung g((n) = C;,Sg ) fiir alle g € G und alle n > 0 eindeutig bestimmt ist
und als der (p-)zyklotomische Charakter bezeichnet wird, wobei p,_1 die Gruppe der (p —1)ten
Einheitswurzeln bezeichnet. Die Torsionsuntergruppe A von G kann mit G(F;/Q) identifiziert
werden und das Einschrdnken von s auf A liefert den Teichmiiller-Charakter w := ko : A =
pp—1 C C*, der in natiirlicher Weise via als Dirichlet-Charakter aufgefasst werden kann.
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Die Untergruppe I' := G(F/F1) ist isomorph zu Z, und wir bezeichnen mit ~ einen topolo-
gischen Erzeuger; dieser wird die Rolle von ¢ aus dem Funktionenkorperfall iibernehmen. Das
zentrale Bindeglied zwischen L-Funktion und Idealklassengruppe stellt die Iwasawa-Algebra
— i P~
AMG) = mZ,[G/TP"| = Z,[A][[T]]
dar, wobei die Identifikation mit dem Potenzreihenring via T := v — 1 von der Wahl von ~
abhéngt. Hier bezeichnet Z,[U] fiir eine beliebige Gruppe U die Gruppenalgebra von U mit
Koeffizienten in Z, und I'P" ist die eindeutige Untergruppe von I' mit Index (T: Fp") =p".

3.1. Die analytische p-adische (-Funktion. Der Teichmiiller-Charakter w induziert ein
(primitives, vollstdndiges) System von Idempotenten

€pi = —— W' (0)5 € ZA] CAG), 1<i<p-—1,

von A(G), so dass sich fiir den maximalen Quotientenring Q(G) von A(G) die folgende Zerlegung
in ein Produkt von Ringen jeweils isomorph zum Quotientenkérper Q(Z,[[T]]) von Z,[[T]]
ergibt:

QG) = [T @@, [[Teu:.
=1

Die Elemente von Q(G), d.h. Elemente der Form Z = 327" Z;(T)e,,: lassen sich als Funktionen
auf Z, auffassen, die fiir n € N durch

Z(n) == Zitny(k(7)" — 1) € Qp U {00}

gegeben sind, wenn 1 < i(n) < p — 1 die eindeutige Zahl mit i(n) = n mod (p — 1) bezeichnet.
Dabei sind die einzelnen “Zweige” Z;(k(y)® — 1) meromorphe Funktionen in s € Z,.

KuBoraA, LEOPOLDT und IWASAWA zeigen nun, dass es eine eindeutige p-adische (-Funktion
¢p € Q(G) gibt, derart dass fiir negative ganze Zahlen k

(k) = (L =p~*)¢(k)
gilt, d.h. dass ¢, - bis auf den Eulerfaktor bei p - die Riemannsche (-Funktion p-adisch in-
terpoliert. Der Index p soll hier also in suggestiver Form den Ubergang der Funktion ¢ zu
seinem p-adischen Analogon ¢, andeuten. Auch wenn das Symbol (, andererseits bereits eine
p-te primitive Einheitswurzel bezeichnet, diirfte die jeweils aktuelle Bedeutung stets aus dem
Zusammenhang ersichtlich sein. Genauer ist die i-te Komponente ¢, ;(k(y)® — 1) gerade die p-
adische L-Funktion Ly(s, w!~%) zum Dirichlet-Charakter w!~%, die der Interpolationseigenschaft

Lp(k7w1_i) = (1 - wl_i<p)p_k)L(k7w1_i)

fiir negative ganze Zahlen k mit K = 1 mod (p — 1) genligt. Insbesondere verschwindet fiir
gerades 7 aufgrund trivialer Nullstellen der L-Funktionen die Komponente ¢, ; bzw. die p-adische
L-Funktion L, (s,w! ") identisch.

3.2. Die algebraische p-adische (-Funktion und die Hauptvermutung. Wéhrend in der
geometrischen Situation der Frobenius auf Pic’(C) operiert, erhalten wir nun eine Operation
von v auf dem Analogon
X = (li_mCl(Fn)(p) >~ G(Loo/Foo),
n
wobei nach globaler Klassenkorpertheorie L., die maximal unverzweigte abelsche pro-p-Erwei-
terung von F, ist. Der Tatsache entsprechend, dass die geraden Komponenten von ¢, identisch

verschwinden, miissen wir von X zu der Untergruppe X~ (= @, ungerade e;X) libergehen, auf
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der die komplexe Konjugation, d.h. das eindeutig bestimmte Element in A der Ordnung 2,
mit dem Eigenwert —1 operiert. Es ist bekannt, dass X~ ®z, Q, ein endlich dimensionaler
Qp-Vektorraum ist. Ferner bezeichne

Qp(l) = (}i_mﬂp") ®z, Qp

n

den Tate-Modul, d.h. den 1-dimensionalen Q,-Vektorraum, auf dem G und daher A und ~y mit-
tels des zyklotomischen Charakters x operiert. Fiir einen endlich dimensionalen Q,-Vektorraum
M, auf dem v und A von einander unabhéngig operieren, bezeichnen wir mit

aet(1 ~~TIM) € QA7) = [ Gyl

das charakteristische Polynom mit Koeffizienten in Q,[A], dessen i-te Komponente beziiglich der
Wedderburn-Zerlegung das Polynom det(1 —~T'|e,: M) € Q,[T] darstellt. SchlieBlich schreiben
wir a ~ b fiir a,b € Q(G)*, wenn a und b bis auf eine Einheit in A(G) iibereinstimmen.
Damit lasst sich die von MAZUR und WILES 1986 bewiesene Hauptvermutung der Iwasawa-
Theorie wie folgt formulieren:

_det(1 =17T|X~ @z, Qp
P det(1 —~vT|Q,(1))

) _ [T det(r — yrjmi) =0

fiir gewisse Galois- bzw. étale Kohomologiegruppen H’. Damit kann auch die p-adische (-
Funktion im wesentlichen durch eine Art Spurformel beschrieben werden. Der Ausdruck auf der
rechten Seite wird auch als die algebraische p-adische (-Funktion bezeichnet und die Hauptver-
mutung besagt dann, dass die analytische und algebraische p-adische {-Funktion im wesentlichen
iibereinstimmen. Dieses Theorem manifestiert einen tiefliegenden Zusammenhang zwischen
einem p-adisch analytischen Objekt, namlich (,, und der rein algebraisch definierten Invariante
X, beides Abbildungen oder “Schatten” der multiplikativen Gruppe G,,, deren Torsionsunter-
gruppe gerade aus den Einheitswurzeln besteht und deren p-adischer Tate-Modul Q,(1) gerade
die Koeffizienten der obigen Kohomologie-Theorie liefert. Die Hauptvermutung manifestiert
mit anderen Worten die Tatsache, dass sich die analytische Klassenzahlformel gut in p-adischen
Familien ausdehnt.

4. NICHT-KOMMUTATIVE IWASAWA-THEORIE

Anstelle der multiplikativen Gruppe G,, kann man zum Beispiel auch zu einer elliptischen
Kurve E iiber Q oder allgemeiner zu einer p-adischer Darstellung p : Gg — GL(V) iibergehen
und sich fragen, was eine analoge Iwasawa-Theorie bedeuten soll. Hier ist V ein endlich di-
mensionaler Q,-Vektorraum, und zwar Q,(1) im Falle von G,,, und der Tate-Modul V,(E) =
Hom(Q,/Z,, E(Q)) im Falle von E.

Hierbei sind zwei Rollen zu unterscheiden: Zum einen kann man diese Objekte iiber demselben
(zyklotomischen) Korperturm studieren, indem man diese Darstellungen als neue Koeffizien-
ten in die Galoiskohomologie einsetzt, zum anderen kann man den zyklotomischen Koérperturm
durch die p-adische Lie-Erweiterung ersetzen, die durch p definiert wird: K, ist der Fixkorper
von Q unter ker(p), und schlieBlich lassen sich beide Modifikationen kombinieren.

Wiéhrend fiir den ersten Fall eine Beschreibung - zumindest vermutungsweise - von Perrin-
Riou, Greenberg, Colmez et al. schon seit langem bekannt war, fithrt der zweite Fall schon
auf Probleme bei der Formulierung einer Hauptvermutung, da nun die Iwasawa-Algebra von
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G = G(K«/Q) im allgemeinen nicht-kommutativ ist, die Methoden der kommutativen Al-
gebra also nicht greifen, und daher nicht ohne weiteres klar ist, welcher Art Objekte die al-
gebraische und analytische p-adische L-Funktion sein sollen. Schliefflich konnte dieses Prob-
lem mit Methoden der algebraischen K-Theorie durch Arbeiten von BURNS, FLACH, HUBER,
Kings, FukayA, KaTo, COATES, SUJATHA und dem Autor teilweise gelost werden, siehe
die Ubersichtsartikel 2, 1] An dieser Stelle sei nur noch erwidhnt, dass der analytischen
Klassenzahlformel im Fall von G,, die Birch und Swinnerton-Dyer Vermutung im Falle einer
elliptischen Kurve F und die Tamagawa-Zahl Vermutung von Bloch und Kato im allgemeinen
Fall entspricht.
Vollig ratselhaft ist allerdings bis heute die Existenz der analytischen p-adischen L-Funktion.
Betrachten wir dazu abschlieflend die einfachste Situation einer p-adischen Lie-Erweiterung der
Dimension zwei und fragen uns, was die Existenz dieser Funktion konkret zu bedeuten hat: K,
enthalte F., sei ein CM-Korper und die Galoisgruppe § = G(K/Q) sei isomorph zu einem
semidirekten Produkt der Form Z, x Z) . Ferner setzen wir H := G(Ks/Foo) & Zy. Dann gibt
es einen endlich erzeugten A(G)-Modul X (K ) definiert iiber K, analog zu dem A(G)-Modul
X iber F,,. BURNS, SCHNEIDER und der Autor haben gezeigt, dass jeder Lift ¥ von v € G
nach G iiber die Vorschrift r @ y — x ® y — 277! ® Jy einen A(G)-Homomorphismus

AG) @ X (Koo) > A(G) @ty X (Koo)
induziert, der aufgefasst in einer geeigneten K-Gruppe als das “charakteristische Polynom der
Operation von v auf X (K,)” angesehen werden kann und die nicht-kommutative algebraische
p-adische L-Funktion von G,, tiber K, definiert, die also wiederum die Form einer Spurformel
hat. Nach Berechnungen dieser K-Gruppe durch KATO ist die Existenz der analytischen p-
adischen L-Funktion &quivalent dazu, dass die herkémmlichen p-adischen L-Funktionen L, (s, x)
aus der zyklotomischen Theorie fiir gewisse Charaktere x von H (komplizierte) vollig neuartige
Kongruenzen eingehen. Die Giiltigkeit einer entsprechenden nicht-kommutativen Hauptvermu-
tung ist dann Aquivalent zu der Giiltigkeit der klassischen (abelschen) Hauptvermutung fiir all
diese Charaktere (iiber variierenden total reellen Zahlkorpern innerhalb Fi).
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X~ zu ersetzen!
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