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Aufgabe 13. (Abelisierung proendlicher Gruppen.)
Für proendliche Gruppen G setzen wir Gab = G/[G,G].

(i) Sind (Gi)i endliche Gruppen, so ist lim←−i
(Gab

i ) = (lim←−i
Gi)

ab.
(ii) Erfüllt G 7→ Gab für proendliche Gruppen eine universelle Eigenschaft?
(iii) Für jeden Körper K ist die Vereinigung seiner endlichen abelschen Erweiterungen in einem fest

gewählten separablen Abschluss gerade seine maximale abelsche Erweiterung.

Aufgabe 14. (Primzahlen der Form x2 + ny2 I.)
Charakterisiere die Primzahlen, welche sich als x2 + 5y2 mit x, y ∈ Z schreiben lassen. Verwende
dabei ohne Beweis, dass Q(

√
−5)(a) = Q(

√
−5,
√
−1) für a = OQ(

√
−5).

Aufgabe 15. (Lineare Unabhängigkeit der Charaktere.)
Sei G eine Gruppe, K ein Körper und χ1, . . . , χn : G −→ K× paarweise verschiedene Gruppenhomo-
morphismen. Für ai ∈ K sei

∑
i aiχi(g) = 0 für alle g ∈ G. Dann sind alle ai = 0.

Aufgabe 16. (Restringierte Produkte I.)
Sei (Gλ)λ∈Λ eine Familie lokalkompakter abelscher Gruppen, S ⊆ Λ eine endliche Teilmenge und
(Uλ)λ∈Λ\S eine Familie kompakter offener Untergruppen. Sei G das restringierte Produkt von (Gλ)λ
bezüglich (Uλ)λ.

(i) Für jede hausdorffsche abelsche Gruppe Z ist

Homcts(G,Z) =

{
(ϕλ)λ ∈

∏
λ∈Λ

Homcts(Gλ, Z)

∣∣∣∣∣ ∀U ∈ τ(0)∀fast λ ∈ Λ \ S : ϕλ(Uλ) ⊆ U

}
,

wobei τ(0) die offenen Umgebungen der 0 bezeichnet.
(ii) Eine Umgebungsbasis des neutralen Elements von G ist durch Mengen der Form∏

λ∈S′

Bλ ×
∏

λ∈Λ\S′

Uλ

gegeben, wobei S′ die endlichen Teilmengen von Λ und Bλ eine Umgebungsbasis des neutralen
Elements in Gλ durchläuft. Für λ ∈ S verstehen wir Uλ hier einfach als Gλ.

(iii) Beschreibe für Zahlkörper K|Q einen natürlichen Isomorphismus von topologischen Galois-
Moduln

AK
∼= K ⊗Q ((Q⊗Z Ẑ)⊕R).

Wie muss man das Tensor-Produkt topologisieren?


