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Aufgabe 5. (Umgebungsbasen II.)
(i) Ein Gruppenhomomorphismus f : G −→ H topologischer Gruppen ist ge-

nau dann stetig, wenn es eine Umgebungsbasis (Vi)i von eH gibt, sodass alle
f−1(Vi) Umgebungen von eG sind.

(ii) Jedes Element einer lokal-kompakten hausdorffschen Gruppe hat eine Umge-
bungsbasis aus kompakten Umgebungen.

Aufgabe 6. (Über GLn(Zp) I.)
Für eine Primzahl p betrachte die topologische Gruppe GLn(Zp) mit der Teilraum-
topologie der Produkttopologie auf Qn
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p . Setze Km = {M ∈ GLn(Zp) | A ≡ 1

mod pm}.
(i) Die Familie (Km)m bildet eine Umgebungsbasis der 1 in GLn(Zp).
(ii) Alle GLn(Zp) −→ GLn(Zp/pm) sind surjektiv, insbesondere ist GLn(Zp)/Km

∼=
GLn(Zp/pm) für alle m.
Hierbei kann folgende Aussage hilfreich sein: Ist T ∈ Mn(Zp) derart, dass∑
k∈N0

T k konvergiert, so ist der Grenzwert gerade (1− T )−1.

Aufgabe 7. (Zerlegung lokal-konstanter Funktionen.)
Sei G eine lokal-kompakte, total unzusammenhängende topologische Gruppe und
f : G −→ C eine lokal-konstante Funktion mit kompaktem Träger. Dann existieren
paarweise disjunkte kompakte und offene Mengen U1, . . . , Un ⊆ G und komplexe
Zahlen α1, . . . , αn ∈ C mit f =

∑n
i=1 αiχUi , wobei χUi : X −→ {0, 1} die charakte-

ristische Funktion von Ui bezeichnet.
Sind alle Voraussetzungen notwendig?

Aufgabe 8. (Über lim←−
1 I.)

Betrachte die (N,≤)-indizierten inversen Systeme

G′ = pZ←−↩ p2Z←−↩ p3Z←−↩ . . .

G = Z
id←− Z

id←− Z
id←− . . .

G′′ = Z/p
proj←− Z/p2

proj←− Z/p3
proj←− . . .

von diskreten topologischen Gruppen und die offensichtlichen Morphismen inverser
Systeme G′ ϕ−→ G

ψ−→ G′′. Obwohl jede Sequenz 0 −→ G′
n

ϕn−→ Gn
ψn−→ G′′

n −→ 0
exakt ist, ist es die Sequenz im Limes nicht.


