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0 Einleitung

Das übergreifende Ziel der letzten drei Vorträge des Seminars ist der Beweis des Mordell-
Weil-Theorems:

Theorem 0.1 (Mordell-Weil). Sei K ein Zahlkörper, E/K eine elliptische Kurve. Dann
ist E(K) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

Hierzu wird zunächst das schwache Mordell-Weil Theorem bewiesen:

Theorem 0.2 (schwaches Mordell-Weil). Sei K ein Zahlkörper, E/K eine elliptische
Kurve, und m ∈ N. Dann ist E(K)/m eine endliche abelsche Gruppe.

Danach wird mit der sogenannten Abstiegsmethode das vollständige Theorem gefol-
gert. Beide Schritte werden hier vorgestellt; in den letzten beiden Vorträgen werden dann
hauptsächlich die für die Abstiegsmethode notwendigen Voraussetzungen überprüft (Es
muss eine Höhenfunktion gefunden werden).
Wir richten uns im Folgenden nach Kapitel VIII, §1-4 des Buches „The Arithmetic of

Elliptic Curves“ von Joseph H. Silverman.

1 Das schwache Mordell-Weil-Theorem

Im gesamten Abschnitt sei K ein Zahlkörper,MK (bzw.M0
K ,M

∞
K ) die Menge der (nicht-

archimedischen, archimedischen) Primstellen (d.h. Bewertungen) von K, E/K eine el-
liptische Kurve, und m > 0 eine natürliche Zahl.
Der Beweis des schwachen Mordell-Weil-Theorems erfolgt über Kummer-Theorie, wel-

che sich am schönsten in kohomologischer Sprache ausdrücken lässt. Um ein Gefühl für
diese Methode zu vermitteln, werden wir zumindest das erste Lemma kohomologisch
beweisen.
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Definition 1.1 (Galoiskohomologie). Sei G eine Gruppe.

i) Ein G-(Links-)Modul A ist eine abelsche Gruppe zusammen mit einer kom-
patiblen G-(Links-)Wirkung, d.h. g(a+ b) = ga+ gb ∀g ∈ G, a, b ∈ A

ii) Ein Homomorphismus von G-Moduln ist ein G-äquivarianter Homomorphis-
mus abelscher Gruppen. Hierdurch wird die Kategorie G-Mod der G-Links-
moduln zu einer abelschen Kategorie.

iii) Die Invariantenuntergruppe AG von A ist die Untergruppe der unter der
G-Wirkung invarianten Elemente von A. Man sieht leicht, dass dies ein links-
exakter Funktor ist.

iv) Hi(G,A) := Ri(−G)(A) heisst die i-te Kohomologiegruppe von G mit Koef-
fizienten in A.

Die Kohomologiegruppen lassen sich über eine Auflösung bestimmen, welche aus Grup-
pen der Form Abb(Gn, A) besteht. Hieraus ergibt sich unmittelbar das folgende

Lemma 1.2. Sind G und A endlich, so auch Hi(G,A) für alle i ∈ N.

Wir sind nun bereit, das folgende Reduktionslemma zu beweisen.

Lemma 1.3. Ist L/K eine endliche Galoiserweiterung, und ist E(L)/m endlich, so ist
auch E(K)/m endlich.

Beweis. Sei GL/K die Galoisgruppe. Betrachte die kurze exakte Folge von GL/K-Moduln

0→ E[m](L)→ E(L)
m→ mE(L)→ 0.

Durch Anwendung von −G erhalten wir

0→ E[m](K)→ E(K)
m→ mE(L) ∩ E(K)→ H1(GL/K , E[m](L)),

und somit eine Injektion Φ := mE(L)∩E(K)
mE(K) ↪→ H1(GL/K , E[m](L)). GL/K und E[m](L)

sind endlich, wegen Lemma 1.2 ist Φ also endlich. Φ ist aber gerade der Kern des Homo-
morphismus E(K)/m→ E(L)/m, welcher nach Voraussetzung auch endliches Bild hat.
Somit ist E(K)/m ebenfalls endlich.

Bemerkung 1.4. Die kurze exakte Folge in obigem Beweis heißt die Kummer-Folge für
elliptische Kurven, und Kummer-Theorie für elliptische Kurven lässt sich als Betrach-
tung der assoziierten langen exakten Kohomologiefolge zusammenfassen. Die klassische
Kummer-Theorie für Körper ergibt sich aus der analogen Folge 0 → µm(L) → L×

·m→
L×m → 0.
Wir erinnern uns an folgende Definition:

Definition 1.5. Ist P ∈ E(Ksep), wobei Ksep der separable Abschluss ist, so ist K(P )
die minimale Erweiterung von K über der P definiert ist, d.h. K(P ) = (Ksep)GK,P , wobei
GK = Gal(Ksep/K), und GK,P den Stabilisator von P in GK bezeichnet. K(P )/K ist
stets eine endliche Erweiterung.
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Wegen Lemma 1.3 gehen wir im Folgenden o.B.d.A. davon aus, dass E[m] ⊂ E(K).
Die folgende Definition wird es uns erlauben, das schwache Mordell-Weil-Theorem auf

eine rein körpertheoretische Aussage zu reduzieren.

Definition 1.6 (Kummer-Paarung). Sei GK = Gal(Ksep/K). Die Kummer Paarung κ
ist definiert durch

κ : E(K)×GK → E[m]

(P, σ) 7→ σ(Q)−Q

wobei Q ∈ E(Ksep), s.d. [m]Q = P .

Satz 1.7.

i) κ ist wohldefiniert und κ(σ, P ) hängt nicht von der Wahl von Q ab.

ii) κ ist bilinear.

iii) Der Kern von κ links ist mE(K).

iv) Der Kern von κ rechts ist GL, wobei L = K([m]−1E(K)) das Kompositum
aller Körper K(Q) mit [m]Q ∈ E(K) ist.

Somit induziert κ eine nichtentartete bilineare Paarung E(K)/m×GL/K → E[m].

Beweis. Wir beweisen beispielhaft nur (iv) und die letzte Aussage.
Sei σ ∈ GL. Dann gilt κ(P, σ) = σ(Q) − Q = O, denn nach Definition von L ist Q

über L definiert, und wird somit von σ fixiert.
Sei nun σ ∈ GK mit κ(P, σ) = O für alle P ∈ E(K). Dann gilt für alle Q ∈ E(Ksep)

mit [m]Q ∈ E(K) dass σ(Q)−Q = κ([m]Q) = O. Somit fixiert κ alle solchen Punkte Q,
und somit auch L, nach der Definition von L. Folglich σ ∈ GL.
Da nun GL = ker(GK → Hom(E(K), E[m])), ist GL ein Normalteiler in GK . Somit ist

L/K galoissch, und aus (i)-(iv) folgt, dass wir durch herausteilen der Kerne auf beiden
Seiten eine nichtentartete Paarung κ : E(K)/m×GL/K → E[m] erhalten.

Im Folgenden ist L immer der in Satz 1.6 (iv) definierte Körper. Die Nichtentartetheit
der Kummer-Paarung liefert eine Injektion E(K)/m ↪→ Hom(GL/K , E[m]), und da E[m]
endlich ist, müssen wir für die Endlichkeit von E(K)/m nur zeigen, dass L/K endlich
ist. Wir untersuchen also die Eigenschaften von L.

Satz 1.8.

i) L/K ist eine abelsche Erweiterung vom Exponent m, d.h. GL/K ist abelsch
und die Ordnung jedes Elements teilt m.

ii) Sei S = {v ∈ M0
K |E hat schlechte Reduktion an v} ∪ {v ∈ M0

K |v(m) 6= 0} ∪
M∞K . Dann ist L/K unverzweigt ausserhalb von S.
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Beweis. (i) Folgt unmittelbar aus dem durch die Kummer-Paarung induzierten injekti-
ven Gruppenhomomorphismus GL/K ↪→ Hom(E(K)/m,E[m]), da Hom(E(K)/m,E[m])
abelsch und vom Exponent m ist.
(ii) Sei v ∈MK\S, Q ∈ E(Ksep) s.d. [m]Q ∈ E(K), und sei K ′ = K(Q). Da wir keine

Einschränkungen an Q und v gestellt haben, reicht es zu zeigen, dass K ′/K unverzweigt
ist (denn Komposita unverzweigter Erweiterungen sind unverzweigt).
Sei v′ ∈ MK′ eine Stelle über v, und sei k′v′/kv die Restklassenkörpererweiterung. Da

E an v gute Reduktion hat, gilt dasselbe für v′, denn wir können die selbe Weierstrass-
Gleichung betrachten, und die Bedingungen an die Koeffizienten der Gleichung sind mit
v′ ebenfalls erfüllt. Somit haben wir die Reduktionsabbildung E(K ′)→ Ẽ(k′).
Sei nun Iv′/v ⊂ GK′/K die Trägheitsgruppe von v′/v, und sei σ ∈ Iv′/v. Nach Definition

wirkt Iv′/v trivial auf die reduzierte Kurve, somit gilt

Q̃σ −Q = Q̃σ − Q̃ = O.

Andererseits gilt auch

[m](Qσ −Q) = ([m]Q)σ − [m]Q = O,

denn [m]Q ∈ E(K). Folglich liegt Qσ − Q ∈ E[m] im Kern der Reduktion-mod-v-
Abbildung. Nach einem Satz des letzten Vortrages ist diese Abbildung aber injektiv auf
den m-Torsionspunkten. Somit gilt Qσ −Q = O, und da wir keine Einschränkungen an
σ gestellt haben, wird Q von ganz Iv′/v fixiert. somit ist K ′/K unverzweigt an v, und es
folgt die Unverzweigtheit von L/K ausserhalb S.

Die in Satz 1.8 festgelegten Eigenschaften reichen schon aus, um die Endlichkeit von
L/K zu folgern, wie der nächste Satz zeigt.

Satz 1.9. Sei K ein Zahlkörper, S eine endliche Stellenmenge von K, m ∈ N, und M/K
die maximale abelsche Exponent-m-Erweiterung, die ausserhalb S unverzweigt ist. Dann
ist M/K endlich.

Zum Beweis von Satz 1.9 sei nur gesagt, dass er wieder über Kummertheorie verläuft,
und dass zwei zahlentheoretische Sätze eingehen: die Endlichkeit der Idealklassengruppe,
und die Endlich-Erzeugtheit der S-Einheitengruppe (der Dirichletsche S-Einheitensatz).
Beide diese Sätze werden über analytische Methoden bewiesen, sind aber dennoch von
grundlegender Bedeutung für die algebraische Zahlentheorie.

Beweis des schwachen Mordell-Weil-Theorems. Die in Satz 1.8 definierte Stellenmenge
ist endlich, denn für eine Weierstrass-Gleichung mit Koeffizienten a1, .., a6 und Diskri-
minante ∆ gilt v(ai) ≥ 0, v(∆) = 0 für fast alle v. Somit ist L in dem in Satz 1.9
definierten Körper M enthalten, also ist L/K endlich. Wie oben beschrieben folgt nun
aus der Kummer-Paarung, dass auch E(K)/m endlich ist.
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2 Die Abstiegsmethode

Das schwache Mordell-Weil-Theorem sagt uns, dass E(K)/m für alle m endlich ist. Wir
möchten nun zeigen, dass E(K) auch endlich erzeugt ist. Das Hindernis hierbei scheint
Teilbarkeit zu sein: In der Tat sind teilbare Gruppen nie endlich erzeugt, und die Fak-
torgruppen modulo m sind immer trivial. Um Teilbarkeit einzuschränken, wenden wir
die sogenannte Abstiegsmethode an. Die Idee hierbei ist es, dass wir eine nach unten
beschränkte Funktion (die Höhenfunktion) von E(K) nach R finden, die stets sinkt
wenn wir durch m teilen. Somit werden die m-teilbaren Elemente eingeschränkt. Im An-
hang wird demonstriert, dass die Komplexität der x-Koordinate eines Punktes (bzgl. ei-
ner Weierstrass-Gleichung) in gekürzter Bruchdarstellung (scheinbar quadratisch) steigt,
wenn man die Vielfachen des Punktes betrachtet. Diese Komplexität soll durch die Hö-
henfunktion erfasst werden.

Theorem 2.1 (Abstiegssatz). Sei A eine abelsche Gruppe, h : A→ [0,∞) eine Funktion,
die folgenden Bedingungen genügt:

i) Sei Q ∈ A. Dann existiert CQ1 ∈ R, sodass

h(P +Q) ≤ 2h(P ) + CQ1 ∀Q ∈ A.

ii) Es gibt eine ganze Zahl m ≥ 2, und ein C2 ∈ R, sodass

h(mP ) ≥ m2h(P )− C2 ∀P ∈ A.

iii) Für alle S ∈ R ist #{P ∈ A|h(P ) ≤ S} <∞.

Ist weiterhin A/m endlich für das m aus (ii), dann ist A endlich erzeugt.

Beweis. Wir können ohne Einschränkung C2 ≥ 0, CQ1 ≥ 0 ∀Q ∈ A annehmen, denn wir
können die Konstanten durch ihre Beträge ersetzen.
Seien nun Q1, .., Qr Vertreter der endlich vielen Nebenklassen in A/m, und sei P ∈ A.

Wir schreiben
P = mP1 +Qi1

für ein P1 ∈ A, i1 ∈ 1, .., r. Induktiv definieren wir

P1 = mP2 +Qi2

P2 = mP3 +Qi3
...

Pn = mPn+1 +Qin+1 .

Durch sukzessives Einsetzen erhalten wir für P : P = mnPn+
∑n

j=1m
j−1Qij . Da es nur

endlich viele der Qi gibt, müssen wir nur zeigen, dass Pn für n hinreichend groß aus einer
endlichen Menge von Elementen kommt. wegen Voraussetzung (iii) müssen wir hierzu
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nur zeigen, dass h(Pn) für hinreichend großes n unterhalb einer konstanten Schranke
liegt, die nicht von P abhängt.

Nun gilt

h(Pj) ≤
1

m2
(h(mPj) + C2)

=
1

m2
(h(mPj−1 −Qij ) + C2)

≤ 1

m2
(2h(Pj−1) + C1 + C2),

wobei C1 := max{C−Q1
1 ..C−Qr

1 }. Indem wir diese Ungleichung wiederholt einsetzen, er-
halten wir

h(Pn) ≤
(

2

m2

)n
h(P ) +

1

m2

(
1 +

2

m2
+

(
2

m2

)2

+ ..+

(
2

m2

)n−1)
(C1 + C2)

≤
(

2

m2

)n
h(P ) +

C1 + C2

m2 − 2

≤ 2−nh(P ) + (C1 + C2)/2, da m ≥ 2

und für hinreichend großes n erhalten wir somit h(Pn) ≤ 1 + (C1 + C2)/2. Nach dem
obigen ist A nun durch die endliche Menge {Q1, .., Qr}∪{P ∈ A|h(P ) ≤ 1+(C1+C2)/2}
erzeugt.

Unsere verbleibende Aufgabe ist es nun, eine Höhenfunktion für elliptische Kurven
über Zahlkörpern zu finden. Der allgemeine Fall wird Thema der letzten zwei Vorträge
sein, für K = Q definieren wir hier (ohne Beweis) die Höhenfunktion (und diese kann
mit der im Anhang zu beobachtenden „Komplexität“ verglichen werden).

Definition 2.2. Sei E/Q eine elliptische Kurve, und fixiere eine Weierstrass-Gleichung.
Die Höhe auf E(Q) (bzgl. der Weierstrass-Gl.) ist gegeben durch

hx(P ) =

{
log H(x(P )) P 6= O

0 P = O
,

wobei für einen gekürzten Bruch a
b ∈ Q H(ab ) definiert ist durch H(ab ) := max{|a|, |b|}.

Satz 2.3. hx ist eine Höhenfunktion im Sinne des Abstiegssatzes.

Anhang

Auf der nächsten Seite wird für eine elliptische Kurve über Q ein Erzeuger von E(Q) ∼= Z
gewählt, und die x-Koordinaten seiner Vielfachen (bzgl. einer Weierstrass-Gl.) als gekürz-
te Brüche ausgegeben. Man sieht, dass die Brüche immer länger werden, und eine kurze
Überlegung bestätigt, dass die Länge der Brüche proportional zu hx([n]P ) ist.
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