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1 Motivation

Betrachten wir den Ring Z und eine Primzahl p € Z. Wie konnen wir das Zerlegungsverhalten
von p in einem vergroflerten Ring, beispielsweise Z[i] beschreiben? Genauere Betrachtung fiihrt
uns in diesem Beispiel auf das folgende Gesetz:

p bleibt prim & p =3 mod 4,

p zerfillt in das Produkt zweier nichtassoziierter Elemente & p =1 mod 4,

p zerfillt in das Produkt zweier assoziierter Elemente & p = 2.
Diese Fragestellung soll in diesem Vortrag verallgemeinert werden.

2 Dedekindringe, Erweiterung von Primidealen

Definition. Sei A C B eine Ringerweiterung. Wir nennen ein b € B ganz iiber A genau dann,
wenn b Nullstelle eines normierten Polynoms f € A[X] ist.

Bemerkung. Diese Definition ist dquivalent dazu, dass A[b] als A-Modul endlich erzeugt ist.
Daraus erhalten wir leicht, dass fiir zwei ganze Elemente b1, b, auch ihre Summe b; + b, und ihr
Produkt b1b, ganz sind: Wegen der Ganzheit von b; und b, ist A[by, b;] ein endlich erzeugter
A-Modul, also auch A[by, ba, b + b3].

Definition. Sei A ein nullteilerfreier Ring, K = Q(A) der Quotientenkorper und L/K eine end-
liche Korpererweiterung. Dann ist Ay := {x € L|x ganz iiber A} der Ganzabschluss von A in L.
A heilit ganzabgeschlossen, wenn A = Ag.

Bemerkung. Da L = Q(A;) und (Ap); = Ar, ist Ap ganzabgeschlossen.

Lemma 1. Ist A ein Hauptidealring, K = Q(A) und L/K endliche Erweiterung, so ist B = Ay
ein freier A-Modul vom Rang [L : K]. Insbesondere existiert also eine Basis von B als A-Modul.
Eine solche nennt man Ganzheitsbasis.

Definition. Sei K ein Zahlkorper (d.h. eine endliche Erweiterung von Q), Ok der Ganzabschluss
von Zin K und (a4, ..., @,) eine (nach dem vorherigen Lemma existierende) Ganzheitsbasis von
Ok. Sei weiter sp: K X K — Q, (x,y) = spg,g(xy) die Spurform.

Die Zahl dg := det(sp(a;, a;));; heiBt Diskriminante von K.



Satz 2. dg hingt nicht von der Wahl der Ganzheitsbasis ab.

Z «/ZJ] d#1 mod 4

Satz 3. Ist K = Vd) mit quadratfreiem d, so gilt Og =
Q(Vd) mit q STk ZHTW] d=1 mod 4

Im ersten Fall gilt dg = 4d, im zweiten stimmt die Diskriminante mit d iiberein.

Definition. Ein noetherscher, ganzabgeschlossener, nullteilerfreier Ring, in dem jedes Primideal
ungleich Null ein Maximalideal ist, heit Dedekindring.

Beispiel. o Hauptidealringe sind Dedekindringe, insbesondere also Z.

e Ist A ein Dedekindring, K sein Quotientenkorper und L/K eine endliche Erweiterung, so
ist der Ganzabschluss von A in L ein Dedekindring.

Satz 4. In einem Dedekindring hat jedes Ideal a # O eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerle-
gung a = pj ... D, in das Produkt von Primidealen p; # 0.

Sei ab jetzt in diesem Abschnitt A stets ein Dedekindring, K = Q(A) sein Quotientenkorper,
L/K endliche Erweiterung und B = A;.
Sei p ein Primideal in A. Uber p = pB konnen wir es als Ideal in B auffassen. Da B ein Dedekind-

ring ist, hat dieses eine eindeutige Primidealzerlegung: p = ‘B‘fl B

Definition. ¢; in der obigen Gleichung heilit Verzweigungsindex, die Zahl f; = [B/B; : A/p]
Trigheitsgrad von P, iber p.

Satz 5. (fundamentale Gleichung)
Ist L/K separabel und n = [L : K], so gilt 37, e;fi = n.

Definition. In der Erweiterung A C B = Ay und der Darstellung von p als Produkt von Prim-
idealen in B wie oben, nennt man p

o total zerlegt o r=n(=¢;=1= f; Vi)

e unzerlegt & r =1

e unverzweigt & e; = 1 und B/*B; tiber A/p separabel Vi
e trige & unverzweigtund r = 1

Lemma 6. Sei L/K separable Erweiterung. Dann existieren nur endlich viele Primideale in K,
die in L verzweigen.

Satz 7. Sei K = Q( \/c_l) quadratischer Zahlkorper. Dann gelten:

triage & (%’() =-1
(1) Eine Primzahl p # 2 ist in Ok { voll zerlegt < (%’() =1
verzweigt & (%") =0



trige S dg =5 mod8
(if) 21istin Ok qvoll zerlegt < dg =1 mod 8

verzweigt & 2|dk

Sei ab jetzt L/K galoissch, G bezeichne die Galoisgruppe.

Lemma 8. G wirkt transitiv auf der Menge der Primideale % iiber p (d.h. auf der Menge der
Primideale, die in der eindeutigen Primzerlegung von p auftauchen).

Definition. Fiir B iiber p heiit Gy = {0 € G | B = B} die Zerlegungsgruppe von P iiber K.

Bemerkung. Offenbar entspricht die Anzahl der verschiedenen Primideale iiber p gerade dem
Index (G : Gg).

3 Bewertungstheorie

Definition. e FEin Betrag auf einem Korper K ist eine Funktion | - [: K — Ry mit den
folgenden Eigenschaften:
A x=0ex=0
@i1) |xyl = Ix] - |yl
(ii1) |x + yl < |x] + |yl
e Ein Betrag | - | heilt nichtarchimedisch genau dann, wenn |x + y| < max{|x|, [y|}.

e Zwei Betrige |- |1, |- |2 heien dquivalent & es gibt ein s € R, sodass |x]; = [x[] Yx € K.

Definition. Eine nichtarchimedische Bewertung auf K ist eine Funktion v: K — RU{oo}, sodass
G) vix) =co o x=0
(i) v(xy) = v(x) +v(y)

(i) v(x +y) > min{v(x), v(y)}

Bemerkung. Die Konzepte Betrag und Bewertung lassen sich im folgenden Sinn ineinander
iberfiihren:

e Fiir eine Bewertung v und ein g € R ist |x], := ¢7"® Vx € K ein Betrag,
o fiir einen (nichtarchimedischen) Betrag | - | ist v(x) := log |x| eine Bewertung.

Definition. O = {x € K | v(x) > 0} heiit Bewertungsring zu v. Den Korper k := O/p fiir das
eindeutige Primideal p = {x € K | v(x) > 0} nennen wir den Restklassenkorper der Bewertung.

Die Bewertungstheorie steht mit den Betrachtungen aus dem zweiten Abschnitt in Verbindung,
indem wir fiir einen Dedekindring A und seinen Quotientenkorper K = Q(A) und jedes Primideal
0 # p C A die p-adische Bewertung v, definieren durch vy(a) = vy, wobei (a) = [, ™.

Definition. Eine Bewertung v hei3t diskret genau dann, wenn es ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle
xeK:(1-6<|xl,<1+6=|x|,=1).



Bemerkung. Jede diskrete Bewertung ist nichtarchimedisch.

Definition. Ein lokaler Korper ist ein beziiglich einer diskreten Bewertung vollstandiger Korper
mit endlichem Restklassenkorper.
Ein globaler Korper ist eine endliche Erweiterung von Q oder FF,(T).

Satz 9. e Ist K ein archimedischer lokaler Korper!, so ist K isomorph zu R oder C.

e Ist K ein nichtarchimedischer lokaler Korper der Charakteristik 0, so ist K isomorph zu
einer endlichen Erweiterung von Q,,, wobei die Primzahl p gerade die Charakteristik des
Restklassenkorpers ist.

e Ist K ein nichtarchimedischer lokaler Korper mit Charakteristik p > 0, so ist K isomorph
zu einer endlichen Erweiterung von F,,((7)).

Lemma 10. (Hensels Lemma)

Sei (A, m) ein lokaler vollstindiger Ring, kK = A/m sein Restklassenkorper. Sei weiter f € A[X],
sodass die Reduktion f € k[X] eine einfache Nullstelle A € k hat. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes x € A mit f(x) =0und x = A.

Wir kénnen dieses Lemma verwenden, indem wir einen vollstdndigen Korper (K, v) betrachten
sowie seinen Bewertungsring A = O, das eindeutigen Maximalideal m = p und den zugehdorigen
Restklassenkorper k = O/p. Insbesondere haben lokale Korper also die praktische Eigenschaft,
dass man Nullstellen im Restklassenkorper liften kann.

4 Fortsetzung von Bewertungen

Definition. Sei L/K eine Korpererweiterung, v eine Bewertung auf K. Eine Bewertung w auf L
hei3t Fortsetzung von v, wenn |x|, = |x|,, fiir alle x € K. Notation: w|v.

Satz 11. Sei L/K endlich separabel, v diskrete Bewertung auf K und B = (O,);. Dann gibt es
eine 1:1-Korrespondenz zwischen den Primidealen 0 # * C B iiber p, und den Bewertungen w
auf L mit w|v.

Insbesondere existieren Fortsetzungen von v.

Bemerkung. Ist (K,v) vollstindig und L/K eine algebraische Erweiterung, so ist die Fortset-
zung w eindeutig.

Definition. Sei L/K eine Erweiterung, v Bewertung auf K, w eine Fortsetzung auf L. Dann
heifien e,, = (W(L*) : v(K*)) Verzweigungsindex und f,, = [4,, : k] Trigheitsgrad von w iiber K,
wobei wir mit 4,, und « die jeweiligen Restklassenkorper bezeichnen.

Man kann zeigen, dass Verzweigungsindex und Trigheitsgrad der Fortsetzung w mit dem Ver-
zweigungsindex und Trigheitsgrad des (nach obigem Satz existierenden) zugehorigen Prim-
ideals libereinstimmen.

"Laut unserer Definition sind archimedische lokale Korper nicht mdglich, man kann lokale Korper aber auch so de-
finieren, dass dies ohne Widerspruch funktioniert. Der Vollsténdigkeit halber ist der erste Teil des Satzes trotzdem
mit genannt.



Satz 12. (fundamentale Gleichung)
Sei L/K eine endliche separable Erweiterung, v eine diskrete Bewertung auf K, dann gilt

> ewfu=IL:KI.

wlv

Sei ab jetzt L/ K endlich galoissch, G = G(L/K) die Galoisgruppe und v eine nichtarchimedische
Bewertung auf K.

Lemma 13. G wirkt transitiv auf der Menge der Fortsetzungen von v.

Definition. Sei w|v eine Fortsetzung auf L. Dann heiit G,, = G,,(L/K) ={c € G |wo o = w}
die Zerlegungsgruppe von w iiber K.

Satz 14. G,,(L/K) = G(L,,/K,), wobei K, die Vervollstindigung von K beziiglich v und L,, die
Vervollstandigung von L beziiglich w bezeichnen.

Satz 15. Sei Z,, = LS und w; 1= w|z,. Dann gelten:
(i) w, setzt sich eindeutig auf L fort
(1) fuw(L/Zy) = fu(L/K), e(L/Z,) = ey (L/K)
(iii) fwz(Zw/K) =1= ewz(Zw/K)

Jedes o € G,, induziert einen Automorphismus o: 4 — A, x mod B,, —» ox mod B,, (wobei
A der Restklassenkorper zu w, %3,, das Primideal).

Satz 16. Die Restklassenkorpererweiterung A iiber « ist normal und der Homomorphismus
G,, — G(1/x), o — 0 ist surjektiv.

Definition. /,, = [,,(L/K) = ker(G,, = G(1/«)) heil3it Tragheitsgruppe von w.
Bemerkung. Esgilt I, = {o € G, | cx = x mod P, Yx € O,}.
Wir haben eine exakte Folge 1 — I, —» G,, — G(1/x) — 1.

Satz 17. Sei T,, = L. Die Erweiterung T,,/Z, ist galoissch und die Galoisgruppe entspricht
gerade G(T,/Z,,) = G(4/k). Sei wr = w|r,. Dann gilt:

(@) ew(L/Ty) = ew(L/K), fu(L/Ty) =1

(11) ewT(Tw/Zw) =1, fwT(Tw/Zw) = fw(L/K)

Also haben wir die Verzweigungsindizes und Trigheitsgrade nun wie folgt aufgeteilt:

1
KCZ,CT,CL

S

—~|N~
—~lNo

Definition. Eine endliche separable Erweiterung lokaler Korper L/K heifit unverzweigt, wenn
die Restklassenkorpererweiterung A/« separabel ist und [L : K] = [4 : k].

Bemerkung. Komposita unverzweigter Erweiterungen sind unverzweigt.

Definition. Sei L/K algebraisch. Das Kompositum aller unverzweigten Teilerweiterungen heift
maximal unverzweigte Teilerweiterung von L/K.

Lemma 18. 7,,/Z, ist die maximal unverzweigte Teilerweiterung von L/Z,,.



5 Beispiel

Sei K = Q(\/c_l) ein quadratischer Zahlkorper. Wie konnen wir das Ideal (3) fiir d = -5,3,5
zerlegen?
Nach den bisherigen Betrachtungen haben wir verschiedene Moglichkeiten:

o das Ideal zerlegen, direkt ausrechnen

e cin Primideal ‘B iiber (3) finden und mit Hilfe der Gruppe Gy bestimmen, ob es weitere
gibt, ggf. weitere Primideale iiber (3) finden

o die Galoisgruppe der Lokalisierungen bestimmen

Wir betrachten nun das erste Verfahren. Die Losungen lassen sich meist noch weiter zusammen-
fassen, aber hier seien sie so dargestellt, wie man sie durch Ausrechnen erhilt.

Fall 1:

Seid = =5 = 3 mod 4, also dx¢ = —20. Wegen (’TZO) = 1 ist das Ideal (3) hier zerlegt. Wir

betrachten nun den Ganzheitsring Og = Z][ \/—_5] =~ Z[X]/(X*> +5). Es gilt:
Ok/(3) = (Z/3ZIXD/(X* +5) = (Z/3Z[XD/(X* +2) = (Z/3Z[X])/(X +2) X (Z/3Z[X])/(X + 1)
Also konnen wir (3) schreiben als (3) = (3, V=5 + 2)(3, V=5 + 1).

Fall 2: Sei d = 3, dann ist die Diskriminante dx = 12. Wegen (%) = 0 verzweigt (3) in die-
sem Fall. Fiir das Minimalpolynom gilt in diesem Fall X3 = X?> mod 3, also (3) = (3, V=3)°.

Fall 3: Ist d = 5 = 1 mod 4, so ist dx = 5, und wegen (%) = —1 ist (3) trdge, bleibt also
prim.



