ELLIPTISCHE KURVEN UND ABELSCHE VARIETATEN

MARTIN BIDLINGMAIER

1. VARIETATEN ALS SCHEMATA

In bisherigen Vortriigen wurde stets die klassische Sprache der algebraischen Geometrie genutzt. In
diesem Abschnitt wird erklért, wie klassische Begriffe sich im Schema-Formalismus formulieren lassen.
Besonderes Augenmerk wird auf die Definition einer ,, Varietét iiber £“, k ein nicht notwendig algebraisch
abgeschlossener Korper, und deren k-rationalen Punkten gelegt.

Satz 1.1. Sei k ein Korper, V eine iber k definierte affine (projektive) Varietit im Sinne von [4,
Kap. IJ.
V st also Nullstellenmenge eines (homogenen) Primideals p < k[X] in A% bzw. P
Sei X = Speck[X1,...,Xn]/p bzw. X = Projk[Xy,...,X,]/p. Dann ist fiir jede algebraische Erweite-
rung L|k
V(L) ={P eV | P ist L-rational} = Homgpe. 1,(Spec L, X1,).
Dabei bezeichnet X7, = X Xgpeck Spec L den Basiswechsel nach Spec L.
Beweis. Sei zunéchst V' affin. Dann ist
X =Speck[X1,...,X,]/p®r L =Spec L[X1,...,X,]/pL,
wobei pr, das von p in L[X1,..., X,] erzeugte Ideal sei. Man erhilt Bijektionen (siehe [1, §3 Prop. 3.8])
Homgpec .(Spec L, X) = {(P,i) | P € X,i: k(P) — L Morphismus von L-Algebren}
~{PeX|k(P)x=L}
~{PeX|P=(X1—ai,...,Xn— ay) fir gewisse a1,...,a, € L}
~V(L).

Der Fall V projektiv lisst sich einfach durch eine offene affine Uberdeckung des P™ auf den affinen Fall
zuriickfithren. (]

Fiir L = k erhilt man insbesondere eine Charakterisierung der k-rationalen Punkte von V:
V (k) = Homgpec & (Spec k, X)

Bemerkung 1.2. Fiir beliebige Primideale p < k[X7,...X,] ist (in der Notation von 1.1) X, nicht
notwendig irreduzibel. Das Ideal p = (X2 4 1) ¢ R[X] ist irreduzibel, nach Ubergang zu C zerfillt es
jedoch.

Schemata, die nach Basiswechsel zu beliebigen Erweiterungskorpern irreduzibel bleiben, heiflen auch geo-
metrisch irreduzibel. Analog definiert man auch geometrisch zusammenhdngend, geometrisch reduziert,
usw..

2. JAKOBISCHE VARIETAT

Eine Besonderheit elliptischer Kurven ist die Tatsache, dass diese Kurven ihre eigene Jakobische sind.
Die Jakobische einer Kurve ist eine Varietit, deren k-rationale Punkte eine zur Pic’-Gruppe der Kur-
ve isomorphe Gruppenstruktur tragen. Der Beweis der Existenz der Jakobischen allgemeiner Kurven
erfordert fortgeschrittene Techniken; im Falle von elliptischen Kurven, die iiber die im letzten Vortrag
vorgestellte Gruppenstruktur ihre eigene Jakobischen sind, aber mit unseren Mitteln moglich. In diesem
Abschnitt wird (ohne Beweise) ein kurzer Einblick in die Theorie der Jakobischen gegeben. Fiir eine
ausfiihrlichere Abhandlung siehe etwa [2] oder [3].

Jakobische Varietéiten sind Gruppenobjekte in der Kategorie der Schemata iiber k. Unter einem Gruppe-
nobjekt kann anschaulich ein Objekt einer Kategorie verstanden werden, das die Struktur einer Gruppe
tragt. Da Objekte in allgemeinen Kategorien nicht notwendig Elemente besitzen, muss diese Struktur
elementfrei“ durch Angabe von Morphismen gegeben werden.
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Definition 2.1. Sei C eine Kategorie, in der endliche Produkte existieren. Insbesondere besitzt C' ein
terminales Objekt *. Ein Objekt G € C' zusammen mit Morphismen

m: ExFE—F
i:E—>F
e > F
so, dass die Diagramme
GxGxGY9qyq
lmxidc lm LAssoziativitit“

GxG —2 @G

Gx Mo oy g

lz lm ,Neutrales Element”

¢ — ¢

el Ne

J,.d lm SInverses Element“
ida

* ——— @G

kommutieren, heifit Gruppenobjekt. Kommutiert auch
GxG I Gx G
lidc o lm SKommutativitdat,
GxG —"— G
so heiflt G abelsches Gruppenobjekt.

Bemerkung 2.2. Ein Gruppenobjekt G kann iiber die Yoneda-Einbettung auch folgendermaflen cha-
rakterisiert werden:
Ist S € C ein beliebiges Objekt, so wird Hom(.S, G) vermoge

frg=mo(fxg)
l=eo(S — %)
fh=iof

fir f,¢g € Hom(S,G) zur Gruppe. Ein Morphismus ¢ € Hom(S,T) ergibt mit dieser Definition einen
Gruppenhomomorphismus

—o0¢: Hom(T,G) — Hom(S, G).
Ist umgekehrt fiir alle S € C eine in S funktorielle (abelsche) Gruppenstruktur auf Hom(S, G) gegeben,
so ergeben die natiirlichen Transformationen

- {Hom(—,G) x Hom(—, G) — Hom(—, G)

nach dem Yoneda-Lemma

X — Hom(—, X) ist voll-treue Einbettung in die Funktorkategorie Mor(C, Set)
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die Morphismen m, ¢ und e wie in 2.1.

Definition 2.3. Ein Gruppenobjekt in der Kategorie der Schemata {iber einem Schema S heiflt alge-
braische Gruppe iiber S.

Definition 2.4. Sei k ein Korper. Eine algebraische Gruppe A iiber k heifit abelsche Varietdt iber k,
falls A geometrische integer und eigentlich iiber & ist.

Die Bezeichnung abelsche Varietiit ist durch folgenden Satz gerechtfertigt:
Satz 2.5. FEine abelsche Varietdt tber k ist notwendig projektiv und ein abelsches Gruppenobjekt. [
Nun stehen alle Begriffe bereit, um die Existenz der Jakobischen zu formulieren:

Satz 2.6. Sei C eine glatte, geometrische zusammenhdingende, projektive Kurve iber k vom Geschlecht
g. Dann existiert eine abelsche Varietdt J tiber k der Dimension g so, dass

J(L) = Pic’(Cy)
fiir jede Korpererweiterung L|k mit C(L) # &, funktoriell in L. O

3. ELLIPTISCHE KURVEN

In diesem Abschnitt wird die Gleichheit elliptischer Kurven und ihrer Jakobischen bewiesen. Zu Be-

ginn werden elliptische Kurven als nichtsinguléire Kurven vom Geschlecht 1 mit einem ausgezeichneten
Basispunkt definiert. Bis auf Isomorphie erfiillen diese Bedingung genau die nichtsinguléren, durch eine
Weierstra3-Gleichung gegebenen Kurven.
Im zweiten Teil wird eine Isomorphie der Pic’-Gruppe mit der durch die im letzten Vortrag kennen
gelernten Addition auf einer elliptischen Kurve gegebenen Gruppenstruktur bewiesen werden. Da die
Addition auf elliptischen Kurven sich als Morphismus herausstellen wird, ist die elliptische Kurve da-
mit ihre eigene Jakobische. Dieser Abschnitt ist wieder in der klassischen Sprache der Varietéiten in
Anlehnung an [4] forumuiert, woraus dieser auch weitgehend iibernommen wurde.

Definition 3.1. Ein Paar (EF,O), wobei E eine nichtsinguldre Kurve vom Geschlecht 1, O € E ein
Punkt sind, heif3t elliptische Kurve. Eine elliptische Kurve heif3t definiert iber k, falls F iiber k definiert
ist und O € E(k). Insbesondere besitzt E dann einen k-rationalen Punkt.

Notation. Im Folgenden sei stets k ein Kérper mit algebraischem Abschluss K, (E,O) eine iiber k
definierte elliptische Kurve. Statt (E,O) schreiben wir auch hiufig F, womit implizit eine elliptische
Kurve mit Basispunkt O gemeint ist.

Satz 3.2. Es existieren x,y € k(E) so, dass
¢=lz,y1]: E->C

ein Basispunkt-erhaltender Isomorphismus von E mit einer durch eine WeierstrafS-Gleichung definierten
Kurve C < P? diber k ist.
C ist also gegeben durch

Y2+ a1 XY 4+ a3Y = X2 + @ X? + au X + ag
mit ay,...,a¢ € k und
#(0)=(0:1:0).
Beweis. Nach dem Satz von Riemann-Roch und O € E(k) ist fiir n > 1
dim £(n(0)) = dim L(n(0)) n k(E) = n.

Es existiert also z € E(k) so, dass {1,z} eine Basis von £(2(0)) ist. Das linear unabhiéingige System
{1, z} l4sst sich nun in £(3(0)) um ein y € E(k) zu einer Basis dieses Vektorraums ergénzen. Wegen
ordp x = —2, ordpy = —3 ist

1L,y 2% xy,y* «® € L(6(0))
Da dim £(6(0)) = 6 existiert eine nichttriviale Kombination der Null

Ay + Agx + Azy + Aga® + Aszy + Agy? + Aza® =0
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fiir gewisse Ay, ..., A7 € k, nicht alle 0. Die Systeme

{12,y 2%, zy, y*}
{1,2,y, 2%, 2y, 2%}

sind beide linear unabhéngig, es muss also AgA7 # 0 gelten. Ein Variablenwechsel
xXr — —A6A7$
y — —AsAZy

gefolgt von einer Division der Gleichung durch A3 A% # 0 fiihrt zu einer Weierstraf-Gleichung in z und
y. Die Bilder unter

¢ = [z,y,1] - P
erfiillen die oben konstruierte Weierstraf8-Gleichung und liegen daher auf der durch diese gegebenen
Kurve C' < P2. ¢ ist als nichtkonstante rationale Abbildung von Kurven ein Morphismus und surjektiv.
Da y in O héhere Polordnung hat, als x, ist ¢(O) = (0: 1:0).
Es ist noch zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Wir gehen in zwei Schritten vor:

(i) degp=1
(13) C ist glatt
Dann ist ¢ als Morphismus glatter Kurven vom Grad 1 ein Isomorphismus.
(7). Wegen ¢*K(C) = K(x,y) ist zu zeigen, dass
[K(B): K(,y)] = 1.
Sei ¢ = [x,1]: E — P! Da x nur in O einen Pol hat, ist ¥~ 1({(1 : 0)}) = {O}. Wir wollen nun
den Verzweigungsgrad von ¢ in O bestimmen. Sei s € K(FE) ein uniformisierender Parameter in O.

t = Y/X € K(P!) ist uniformisierender Parameter in (1 : 0). Wegen ordpz = —2 hat v in einer
Umgebung von O die Gestalt P — ((s?z)(P) : s2(P)). Man erhélt

2
S
O) = ordp ¥*(t) = ordp —— = 2.
6w() or 01/1() or 082.’17
Damit gilt

deg ¢ = Z es(P) =2,
Pee=1({(1:0})

also wegen ¢* K (C) = K(x)
[K(E): K(x)] = 2.
Analog verfihrt man mit y und erhdlt [K(FE) : K(y)] = 3. Es ergibt sich [K(F) : K(z,y)] | 2,3, d.h.
[K(E) : K(z,y)] = 1.
(ii). Angenommen, C wire singulir. Dann existierte 6 : C' — P!, eine rationale Abbildung vom Grad

1 (siehe [4, III. 1.6]). Die Komposition § o ¢ : E — P! wire dann eine rationale Abbildung Abbildung
glatter Kurven vom Grad 1, also ein Isomorphismus. E =~ P! steht aber im Widerspruch zu

Geschlecht(E) = 1 # 0 = Geschlecht(IP').

Definition 3.3. z,y € k(E) wie in 3.2 heiflen Weierstraf-Koordinaten.

Um die verschiedenen WeierstraB-Koordinaten einer elliptischen Kurve zu klassifizieren, wird eine
kurze Rechnung benétigt:

Lemma 3.4. Sei C < P? eine nichtsingulire, durch eine Weierstraff-Gleichung gegebene Kurve, O =
(0:1:0). Dann gilt

ordp X/Z = -2
ordpY/Z = -3.



ELLIPTISCHE KURVEN UND ABELSCHE VARIETATEN 5

Beweis. Die homogene Weierstra3-Gleichung hat die Form
Y2Z + a1 XYZ +asYZ% = X3 + au X% Z + an X Z? + ag Z3.

Der Punkt O liegt im affinen Bereich Y # 0, es bietet sich also Dehomogenisierung nach Y an. Umstellen
dieser Gleichung nach Z ergibt

7 =X3—aX?Z +ayXZ?%+asZ2% — a1 XZ — a3 72

Der affine Punkt (0,0) in affinen Koordinaten entspricht dem projektiven Punkt O.

Das Ideal Mg o) = k[X, Z] der in (0,0) verschwindenden Polynome wird von X, Z erzeugt. Aus obiger
Gleichung lieit man ab, dass ord g o) Z > 2 gilt, da sich Z als Summe von Elementen aus M (20’0) schreiben
lésst. Aber dann hat jeder der Summanden auf der rechten Seite sogar eine dreifache Nullstelle in (0, 0),
also auch Z. Da C' nichtsingulér ist, ist eine der das Verschwindungsideal M g o) erzeugenden Funktionen
X, Z ein uniformisierender Parameter in (0,0) mit Ordnung 1. Es muss also ord gy X = 1 gelten. Die
Annahme ord( gy Z > 3 fithrt dann durch Umstellen der Weierstraf-Gleichung nach X 3 sofort zum
Widerspruch. Man erhélt

Ord(o’o) X/Z = -2
Ord(o’o) 1/Z = -3
und diese Funktionen entsprechen den projektiven Funktionen X/Z und Y/Z. O

Satz 3.5. Seien (x1,y1), (x2,y2) 2wei Paare von Weierstraf-Koordinaten. Dann existieren u,r, s,t €
k,u # 0 so, dass

xr1 = u2x2 +r
Y = u3y2 + Su2x2 + 1.
Beweis. Da die Abbildungen [z;, y;, 1] Isomorphismen sind, gilt
ordo x; = ord(g.1.0) X/Z = —2
ordp y; = ord(g.1.0) Y/Z = —3.

{1,2;} bildet also jeweils eine Basis von £(2(0O)) und analog {1, z;,y;} eine Basis von £(3(0)). Man
findet daher Koeffizienten v, w,r,s’,t € k,v,w # 0 so, dass

xr1 =vTy+ 7T
Y1 = wys + s'xe + L.

Einsetzen in die Weierstra3-Gleichung, die z1,y; erfiillen, ergibt eine kubische Gleichung C' in x5, ys.
Da xs,ys selbst bereits eine Weierstra-Gleichung erfiillen, erfiillen die Bilder unter [z3,y2,1] beide
Gleichungen, liegen also im Schnitt dieser elliptischen Kurve und C'. Unendlichen Schnitt haben Kurven
nur, wenn sie eine gemeinsame Komponente haben, C' muss daher ein Vielfaches der (irreduziblen)
Weierstra-Gleichung sein. Man erhiilt v = w?, da die Koeffizienten von Y2 und X3 einer Weierstraf-
Gleichung identisch 1 sind. Setzt man u = w/v, s = s’/u?, haben die Gleichungen die gewiinschte
Form. (]

Die Beschreibung elliptischer Kurven durch Weierstrafl-Gleichungen wollen wir mit einer einfachen
Folgerungen vorheriger Vortriage abschlieflen, die besagt, dass auch umgekehrt nichtsingulédre Weierstraf3-
Gleichungen elliptische Kurven sind.

Satz 3.6. Sei C eine nichtsinguldre Kurve tber k, gegeben durch eine Weierstraf-Gleichung. Dann ist
(C,(0:1:0)) eine elliptische Kurve.

Beweis. Das invariante Differential

dx
w= ——"—
2y + a1x + ag
erfiillt divw = 0 ([4, III. 1.5]). Nach dem Satz von Riemann-Roch gilt damit

2 Geschlecht(C) — 2 = degdivw = 0,
also Geschlecht(C) = 1. O
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Im Folgenden kann davon ausgegangen werden, dass die Punkte der elliptischen Kurve vermége der
geometrischen Addition von Punkten die Struktur einer abeslchen Gruppe tragen. Wir werden diese
Gruppenoperation nun eingehender untersuchen und die eingangs erwidhnte Isomorphie mit der Picard-
Gruppe konstruieren.

Lemma 3.7. Seien P,Q € E. Dann gilt
(P)~ (@)= P=Q.
Beweis. Gelte (P) ~ (Q), d.h.
(P)—(Q) =div f
fiir ein gewisses f € K(E). Dann ist f € L((Q)). Da 1 € L((Q)) und dim L((Q)) = 1 ist, gilt f € K, also
div f = 0 und damit P = Q. O
Satz 3.8. Die Funktion
[ E - Pic’(B)
P— (P)—(0)
ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis. k ist surjektiv. Sei D € Div?(E). Nach dem Satz von Riemann-Roch ist der Vektorraum

LD +(0)) =<{f
erzeugt von einem Element f € K(FE). Per Definition ist dann div f = —D — (O), also
0 = degdiv f > deg—D — (0O) = —1.
Dies ist nur moglich, falls
divf=-D—(0)+P

fiir ein gewisses P € E, d.h.

K st injektiv. Fir P,Q € F gilt

nach 3.7.

K ist ein Gruppenhomomorphismus. Seien wieder P,(Q € E. Sei die Gerade durch P und () durch
f e K[X,Y,Z] gegeben und R ihr dritter Schnittpunkt mit F; die Gerade durch R und O sei durch
g € K[X,Y, Z] gegeben. Der Punkt P + @ ist dann der dritte Schnittpunkt dieser Geraden mit E. Man
erhalt

div f = (P) +(Q) + (R)
divg=(R)+ (O)+ (P+ Q)

und damit
(P)+(Q) ~ (P +Q)+(0),
also
(P)—(0)+(Q) — (0) ~ (P +Q) —(0),
was
K(P) +K(Q) = k(P + Q)
zur Folge hat. U

Satz 3.9. Die kanonische Abbildung
Div{ — Pic?(E)
st surjektiv. Kk aus 3.8 beschrdinkt sich zu

E(k) = Pic)(E).
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Beweis. Wir zeigen zuniichst die Aussage iiber k. Wegen O € E(k) ist x(E(k)) € Pich(F). Sei D €
Pic(E). Dann ist fiir ein Pe E

D = k(P) = (P) — (0).
Nach Definition ist D unter Galoisoperation invariant. Fiir beliebiges 0 € Gal(K|k) ist also unter
Beachtung von O € E(k)

D =(P)-(0)

= (P7) = (0).

Man erhilt (P) ~ (P?), nach 3.7 P = P? € E(k) und damit
D = (P) — (0) € k(E(k)).
Wegen O € E(k) folgt nun unmittelbar auch die Surjektivitit der Abbildung Divg — Picg. ]
Korollar 3.10. Die Sequenz
1 — k(E)* — Div)(E) — Pic)(E) — 0

1st exakt. O

Um zu zeigen, dass eine elliptische Kurve ihre eigene Jakobische ist, muss nur noch bewiesen werden,
dass die Addition von Punkten der elliptische Kurve ein Morphismus F x E — E ist. Mit E x E ist
hier das Produkt in der Kategorie der Varietéiiten iiber k gemeint. Dieses Produkt ldsst sich fiir nicht
algebraisch abgeschlossene Korper in der klassischen Sprache nur schwer formulieren. Wir zeigen das
Resultat daher nur fiir den algebraischen Abschluss K. In der Kategorie der Varietdten tiber K lisst sich
das Produkt E x F iiber die Segre-Einbettung als Menge mit dem kartesischen Produkt der einzelnen
Trégermengen identifizieren.

Satz 3.11. Die Abbildungen

+): {E xiE— E

(PQ)—P+Q
E—->FE

) {PH_P
A - FE

o {3

sind Morphismen von Varietditen. E wird vermége dieser Abbildungen zum Gruppenobjekt in der Kate-
gorie der Varietdten tiber K.

Beweis. Da jede elliptische Kurve zu einer durch eine Weierstraf3-Gleichung gegebenen elliptischen Kurve
isomorph ist, geniigt es, die Behauptung fiir solche Kurven zu zeigen. Im letzten Vortrag wurden in
diesem Fall explizite Formeln zur Berechnung der Summe und des Inversen zweier Punkte bestimmt
(siehe auch [4, III. 2.3]). Durch diese polynomiellen Gleichungen definierte Abbildungen sind somit
unmittelbar rational. Es ist zu zeigen, dass sie tatséichlich iiberall definiert sind. [4, II. Th. 2.3], das
garantiert, dass rationale Abbildungen zwischen Kurven sogar Morphismen sind, ist fiir die Addition
(4) nicht anwendbar, da E x E eine Fliche ist. Trotzdem kann dieses Theorem genutzt werden, um
explizite Rechnungen zu vermeiden.
Wir beginnen mit (—). Fir P = (z:y:1) # O ist —P gegeben durch

—P=(z:—y—a1x—az:1)

Eine entsprechend definierte Abbildung ist iiberall aufler eventuell in O definiert, also rational und damit
doch in O definiert.
Analog zeigt man, dass fiir festes () € E die Abbildung

E—FE
TQ -
{P — P+Q
ein Morphismus ist. Die Abbildung (+) ldsst sich auf
E x E—{(P,O)7(O,P),(P,P),(P7—P) | PEE}
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als Morphismus schreiben, wie man aus den expliziten Additionsformeln entnimmt. Um zu zeigen, dass
(+) in einem beliebig gewéhlten Punkt definiert ist, schreibt man fiir gewisse Q1,Q2 € E

(+) =T-Q°7T-Q, ° (+) © (TQl x TQ2)
Dadurch werden eventuell undefinierte Stellen , verschoben®, sodass (+) auch auf
ExE— {(P - Q17_Q2)7 (_Qlap - Q2)7 (P - QhP - Q?)a (P - Q17 —P - QQ) ‘ Pe E}
definiert ist. Fiir jeden Punkt (P;, P2) € E x E lassen sich offenbar @1, Q2 € E (fast beliebig) so wihlen,

dass obiges Verschiebungsargument auch die Definiertheit von (+) in (Py, P») liefert. (]
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