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Sei X ein topologischer Raum, U = (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von X und F
eine Garbe abelscher Gruppen auf X. Die Menge I sei total geordnet. Für Indizes
i0, . . . , ik ∈ I schreibe Ui0,...,ik statt Ui0 ∩ · · · ∩ Uik .
Setze jetzt für k ≥ 0

Ck(U,F) =
∏

i0<···<ik

F(Ui0,...,ik)

und definiere für α ∈ Ck(U,F) das Element da ∈ Ck+1(U,F) via

(dα)i0,...,ik+1
=

k+1∑
j=0

(−1)jαi0,...,ij−1,ij+1,...,ik+1
|Ui0,...,ik+1

.

Oft schreiben wir auch αi0,...,îj ,...,ik+1
statt αi0,...,ij−1,ij+1,...,ik+1

.

Aufgabe 29. (3·2 Punkte)
(i) d ◦ d : Ck(U,F) −→ Ck+2(U,F) ist für k ≥ 0 die Nullabbildung.

(ii) Ȟk(U,−) : F 7→ ker d : Ck(U,F)−→Ck+1(U,F)
im d : Ck−1(U,F)−→Ck(U,F)

ist für k ≥ 0 ein Funktor mit Wer-
ten in der Kategorie abelscher Gruppen.

(iii) Ȟ0(U,−) ∼= Γ(X,−).

Aufgabe 30. (3·2 Punkte)
(i) Gibt es einen Index i ∈ I mit Ui = X, so ist Ȟk(U,−) = 0 für k ≥ 1.
(ii) Es gibt nicht immer die Möglichkeit, der Familie Ȟ•(U,−) die Struktur eines

δ-Funktors zu geben.
(iii) Finde einen Raum X und zwei Überdeckungen U und V, sodass Ȟ•(U,−) ̸∼=

Ȟ•(V,−).

Aufgabe 31. (6 Punkte)
Sei X = SpecR ein affines Schema, F ein quasikohärenter OX -Modul und U eine
Überdeckung von X durch offene Mengen der Form Ui = D(gi) mit gi ∈ R. Dann
ist Ȟk(U,F) = 0 für k ≥ 1.

Aufgabe 32. (6 Punkte)
Sei X ein topologischer Raum und U eine Überdeckung von X. Für V ⊆ X offen
bezeichne mit ιV : V −→ X die Inklusion und setze

C k(U,F) =
∏

i0<···<ik

(ιUi0,...,ik
)∗F|Ui0,...,ik

.

Es gibt einen in F funktoriellen Garbenmorphismus ε : F −→ C 0(U,F) und in F
funktorielle Garbenmorphismen d : C k(U,F) −→ C k+1(U,F), sodass die folgende
Sequenz exakt ist:

0 −→ F ε−→ C 0(U,F)
d−→ C 1(U,F)

d−→ C 1(U,F) −→ . . .


