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1 Vorbemerkungen

Folgendes gelte wenn im lokalen Kontext nicht anders spezifiziert:

e k bezeichne einen algebraisch abgeschlossenen Korper, dieser diene als
Grundkorper.

e Die Verschwindungsmenge einer Menge M von Polynomen bzw. eines Po-
lynoms f werde mit V(M) bzw. V(f) bezeichnet.

e Fiir ein Polynom f bezeichne f* die Homogenisierung (mit einer neuen
Variablen); f,. die Dehomogenisierung (nach einer dem Kontext zu ent-
nehmenden Variablen).

e Der lokale Ring eines Punktes P einer Varietit V' werde mit Op (V') be-
zeichnet.

e Der Grad eines Polynoms Y . ; (ai | X;J) € k[X1,...,Xm] (myn €
N, a; # 0 fur ¢ € {1,...,m}) sei gegeben durch:

sup  (ei1+ ...+ €im)
ie{l,....,n}

o Der Funktionenkérper einer Varietét V' werde mit k(V') bezeichnet.

2 Projektive ebene Kurven

Definition 2.1 (Aquivalenz homogener Polynome, projektive ebene Kurven).
Zwei nicht konstante homogene Polynome F, G € k[X;, X5, X3] heiflen dquiva-
lent, falls gilt:

INek”:G=\F

Eine projektive ebene Kurve ist eine beziiglich der so gegebenen Aquivalenz-
relation gegebene Aquivalenzklasse von homogenen Polynomen. Im Folgenden
werden Reprisentanten oft stellvertretend fiir die von ihnen reprisentierte Aqui-
valenzklasse verwendet.

Definition 2.2 (Grad einer projektiven ebenen Kurve). Der Grad einer projek-
tiven ebenen Kurve ist der Grad einer ihrer Repréisentanten. Kurven vom Grad
1 werden hier als Geraden, Kurven vom Grad 2 als Koniken, Kurven vom Grad
3 als Kubiken und Kurven vom Grad 4 als Quartiken bezeichnet.

Definition 2.3 (Vielfachheit einer projektiven ebenen Kurve in einem Punkt).
Sei F' eine projektive ebene Kurve und P ein Punkt der projektiven Ebene. Sei
U; == PA\V (X;) fiir i = 1,2,3 und sei j € {1,2,3} so gewihlt, dass P € Uj.
Sei dann F,. die Dehomogenisierung von F' nach X, also die Aquivalenzklasse
der Dehomogenisierung eines Représentanten von F' nach X; und werde im
Folgenden als affine ebene Kurve aufgefasst. Die Vielfachheit mp(F) von F bei
P wird definiert als:
mp(F) =mp (F*)



Bemerkung 2.4. Die Vielfachheit einer projektiven ebenen Kurve in einem Punkt
ist wohldefiniert: Es ist die Unabhéngigkeit von der Wahl der Variable zu zei-
gen, nach der F' dehomogenisiert wird. Dies werde unter der Voraussetzung
bewiesen, dass F' irreduzibel ist und verallgemeinert sich auf beliebige F', da die
Vielfachheit einer ebenen Kurve in einem Punkt im affinen die Summe iiber die
Vielfachheiten der irreduziblen Komponenten der Kurve in diesem Punkt ist.
Sei I also im Folgenden als irreduzibel angenommen.

Es bezeichne F; die Dehomogenisierung von F nach X; fiir ¢ = 1,2, 3. Fiir etwa
P eUs, P=(z:y: z) vermittelt die Abbildung

¢I k(Xl,XQ,X3) — k(Xl’X2)7
q(X1, X2, X3) = q(X1,Xo,2)

einen Isomorphismus lokaler Ringe Op(F') = O, ) (F3); ebenso kann fiir P €
Uy und P € U, verfahren werden und es folgt, dass die lokalen Ringe unabhén-
gig von der Wahl von j sind. Da die Vielfachheit im Affinen in einem Punkt nur
vom lokalen Ring in der Kurve in diesem Punkt abhéngt, ist die Vielfachheit
im Projektiven somit wohldefiniert.

Bemerkung 2.5. Da die Vielfachheit im Projektiven als die Vielfachheit einer zu-
gehorigen, affinen, ebenen Kurve definiert ist, folgt aus der bekannten Invarianz
der Vielfachheit im affinen Fall unter affinem Koordinatenwechsel die Invarianz
der Vielfachheit im projektiven Fall unter projektivem Koordinatenwechsel.

Definition 2.6 (Ordnung eines homogenen Polynoms). Sei F' eine projektive
ebene Kurve und P ein Punkt der projektiven Ebene. Ist P ein einfacher Punkt
auf F' und F irreduzibel, so ist Op(F') ein diskreter Bewertungsring (folgt aus
den gleichen Grinden wie im affinen Fall). Es bezeichne ordg die zugehorige
Exponentialbewertung auf k(F'). Sei L eine beliebige nicht durch P verlaufende
projektive Gerade (eine solche ist beispielsweise durch V(X;) fiir mindestens
ein ¢ € {1,2,3} gegeben). Fiir ein homogenes Polynom G aus k[X;, X, X3] sei
G, = % € Op(P?) (fir P = (z:y:2) und 2 # 0 kann L = X3 gewillt
werden, dann entspricht G, = ﬁ € k(P?) beziiglich der Identifikation von
k(P?) mit k(A?) gerade der Dehomogenisierung von G' nach X3) und G, die
Restklasse von G, in Op(F). Wir definieren
ord5(G) := ord5(G,)

Bemerkung 2.7. Die Ordnung eines homogenen Polynoms ist wohldefiniert: Sei-
en P, F'; G und L wie in der Definition der Ordnung eines homogenen Polynoms
gewahlt. Es ist die Unabhangigkeit von der Wahl von L zu zeigen. Sei also L'
eine andere nicht durch P verlaufende affine Gerade. Es gilt dann:

G L\ g
[/ deg(G) = (Ll) [, deg(G)
Nach Wahl von L und L' ist £ eine Einheit in Op(P?), die verschiedenen Még-

lichkeiten fiir G, unterscheiden sich also nur um Einheiten und ihre Bewertungen
stimmen damit tiberein.



Definition 2.8 (Schnittzahlen im ebenen projektiven Fall). Seien F' und G
zwei projektive ebene Kurven und P € P2. Die Schnittzahl I(P, F N G) wird als

I(P,FNG) := dimy (OP(PQ)/(F*, G*))

definiert, wobei F, und G, wie in[2.6gewéhlt seien. Diese Definition ist unabhén-
gig von der Wahl von F, und G., da sich die verschiedenen Wahlmoglichkeiten
wie in gesehen nur um Einheiten in Op(P?) unterscheiden.

Bemerkung 2.9. Eigenschaften der Schnittzahl im ebenen projektiven Fall) Die
hier definierte Schnittzahl fiir den ebenen projektiven Fall besitzt nach ihrer
Definition und er Isomorphie lokaler Ringe aus Bemerkung zu den Eigen-
schaften der Schnittzahl im Affinen analoge Eigenschaften:

Seien F,G und P wie in [2.8 gewéhlt.

(i) I(P,FNG@G) ist eine nichtnegative ganze Zahl, falls F' und G keine gemein-
same durch P verlaufende Komponente haben; I(P,F' N G) = oo falls F
und G eine gemeinsame durch P verlaufende Komponente haben.

(ii) I(P,FNG) =0 genau dann, wenn P ¢ FNG. I(P, FNG) hingt nur von
den durch P verlaufenden Komponenten von F und G ab. I(P,FNG) =0
falls F' oder GG eine Konstante ungleich 0 ist.

(iii) Ist T ein projektiver Koordinatenwechsel auf P? und 7'(Q) = P fiir Q € P?,
dann gilt I(P,FNG)=1(Q,FT nGT)

(iv) I(P,FNG)=1(P,GNF)

(v) I(P,FNG) >z mp(F)mp(G) mit I(P,FNG) = mp(F)mp(Q) falls F und
G keine gemeinsamen Tangenten in P haben.

(vi) Fir F =T[", F/", G=T1[\~, Gi mit n,m,r1,...,7n,81,..., 8, € N gilt:

I(P,FNG) =Y ris;I(P,F;NG;)
i=1 j=1
(viil) I(P,FNG) = I(P,F N (G + AF)) fiir alle homogenen Polynome A €
k[X1, X2, X5] mit deg(A) = deg(G) — deg(F)
(viii) Ist P ein einfacher Punkt auf F, so gilt I(P, F N G) = ord5(G)

Definition 2.10 (Tangenten an eine Kurve und gewohnliche mehrfache Punk-
te). Eine Gerade L heifit Tangente einer Kurve F im Punkt P, falls I(P, FNL) >
mp(F). Ein Punkt P auf F heifit gewéhnlicher mehrfacher Punkt von F, falls
F genau mp(F) verschiedene Tangenten in P hat.

Definition 2.11 (Projektiv dquivalent). Zwei projektive Kurven F und G hei-
Ben projektiv dquivalent, falls es einen projektiven Koordinatenwechsel T' gibt,
sodass F' = GT.

3 Der Satz von Bézout

Lemma 3.1. Der Schnitt zweier verschiedener, ebener, projektiver Kurven, die
keine gemeinsame Komponente haben, besteht aus endlich vielen Punkten.



Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen, dass fiir zwei verschiedene projektive
eindimensionale Varietéiten U,V C P? jede Varietit W C (U N'V) nur aus
einem Punkt besteht (Zerlegung in irreduzible Komponenten, von denen es aus
Gradgriinden nur endlich viele gibt). Ist A} & ... & A, eine Kette von nicht
leeren abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von Wsoist A1 G ... G A, S U
eine Kette von nicht leeren, abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von U und
es folgt dim(U) > dim(W)+1, also dim(W) < 0 und somit die Behauptung. 0

Lemma 3.2. (i) Sei

0 V! Vv v 0

FEine exakte Sequenz endlichdimensonaler Vektorraume tber einem Koér-
per. Dann gilt dim(V") 4+ dim (V") = dim(V)

(ZZ) Sei
0 v o1 v @2 Vi b3 Vi 0

FEine exakte Sequenz endlichdimensonaler Vektorraume tber einem Kor-
per. Dann gilt dim(Vy) = dim(V3) — dim(V2) + dim(V47)

Beweis. (i) Es ist:

dim(V) = dim(Im(¢)) + dim(ker(6))
= dim(V") + dim(Im(v)))
= dim(V") + dim (V")

(ii) Sei W :=1Im(¢2) = ker(¢3). Nun sind

0 Vi, 2w 0

und

0 W¢2V3¢3 Vi 0

exakt und es gelten nach (i)

dim(V2) = dim(V;) + dim(W)
dim(V3) = dim(W) + dim(Vy)

also wie behauptet



Satz 3.3 (Der Satz von Bézout). Seien F' und G zwei ebene, projektive Kur-
ven vom Grad m und n tber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k ohne
gemeinsame Komponente. Dann gilt:

> I(P,FNG)=mn
P

Beweis. Da F'N G endlich ist (Lemma , koénnen wir annehmen, dass keiner
der Punkte in ' N G auf der unendlich fernen Gerade Z = 0 liegt (siehe auch
Lemma gegebenenfalls nach projektivem Koordinatenwechsel). Nun gilt
nach den Eigenschaften der Schnittzahl ), I(P,FNG) =% pI(P,F,NG,) =

dimy (k [X, Y}/(F* e? )) . Seien

r, - kXY,

(F.,G.) F::k[X’Y’Z]/(F,G) R:=k[X,Y,Z]

und sei Ry der Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad d in R und
I'; der Vektorraum der Elemente von I', die Restklassen von Elementen von Ry
sind. Der Satz ist bewiesen wenn dim(I',) = dim(T'y) und dim(T'y) = mn fir
hinreichend grofles d gezeigt wurde.

Schritt 1 fir d > m + n ist dim(Ty) = mn: Seid > m+n und 7 : R — T die
natiirliche Projektion. Sei ¢ : R x R — R definiert durch ¢(A, B) = AF + BG
und sei ¥ : R — R x R gegeben durch ¢(C) = (GC,—FC). Da F und G
teilerfremd sind, ist die Sequenz

0—>R—Y>RxR—2>R—">T 0

exakt. Durch Einschrénken der Abbildungen auf homogene Polynome bestimm-
ten Grades ergibt sich die folgende exakte Sequenz

P [ ™
0——Ri—m—n—>Ri—m X Rg_p Ry

Lyq 0

Mit dim(Rg) = MQ(‘HQ) folgt dann

dlm(I‘d) = dlm(Rd) — dim(Rd,m X Rdfn) + dim(Rd,m,n)

(d+1)(d+2) (d=—m+1)(d-m+2)+(d-—n+1)(d-n+2)
2 2
(d—m-n+1)(d-—m-n+2)

2

+

=mn

Schritt 2 Die Abbildung o : ' — I'; H + ZH (Fiir H € R bezeichne H
bzw. ZH die Restklasse von H bzw. ZH in T') ist injektiv: Es ist zu zei-
gen, dass ZH = AF + BG = H = A'F + B'G fir gewisse A’, B’ gilt. Fiir
J € k[X,Y, Z] sei Jy := J(X,Y,0). Da F,G und Z keine gemeinsamen Null-
stellen haben, sind Fy und Gy teilerfremd in k[X,Y]. Ist nun ZH = AF + BG,



so gilt AgFy = —ByGo und es lasst sich mit der Teilerfremdheit von F und
Gy folgern, dass By = FyC und Ag = —GoC fiir gewisses C' € k[X,Y]. Seien
A1 = A + CG und Bl = B - CF. Wegen (Al)O = (BI)O =0 gllt A1 =ZA
und B; = ZB' fir gewisse A, B’ € k[X,Y,Z] und wegen ZH = A F + B1G
folgt nun wie behauptet H = A'F + B'G.

Schritt 8 Sei d > m + n und seien Aj,...,Ann € Rg so gewahlt, dass die
Restklassen der A;,i € {1,...,mn} eine Basis von I'; bilden (beachte Schritt
1). Sei Ajx = Ay(X,Y,1) € k[X,Y] und sei a; die Restklasse von A;, in T,.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die a; eine Basis von I', bilden: Zunéchst sei
bemerkt, dass die Abbildung « aus Schritt 2 fiir d > m+n nach Einschrankung
ein Isomorphismus von I'y nach I'y4; ist, da injektive Homomorphismen zwi-
schen Vektorrdumen gleicher Dimension Isomorphismen sind. Die Restklassen
von Z" Ay, ..., Z" Apmy bilden also eine Basis von I'y, fiir alle r > 0.

Die a; erzeugen I',: Sei h = H € T',, H € k[X,Y]. Es gibt nun ein ZV¥ H* wel-
ches ein homogenes Polynom vom Grad d +r ist, d.h. ZNH* = Y"1 N\, Z"A; +
BF + CG fiir gewisse \; € k,B,C € k[X,Y,Z]. Dann ist H = (ZNH*), =
Z:z’i ANiAiw + BoFy + C.G,, also h = Z;T!i ;.

Die a; sind linear unabhéingig: Sei Y.~ A;a; = 0. Es ist:
Z )\iai =0 in F*
i=1

= Y MNA; =BF. +CG, in k[X,Y]
i=1

= (Z /\iAi*> = (BF* =+ CG*)* in k[X,K Z]
=1

= <<Z )\iAl) > = ((Z“B*F+ thC*G)*)* flir gewisse tq,ty sodass
i=1 .

ZUB*F 4+ Z"C*G

homogen ist

mn
= Z Z NA; = Z°B*F + Z'C*G fiir gewisse r, s, ¢
=1
= Z NZTA; =0 in gyr
i=1

und damit folgt A; = 0 fur ¢ € {1,...,mn}, denn die Z"A;,;i € {1,...,mn}
bilden wie oben bemerkt eine Basis.
Dies schlieffit den Beweis des Satzes ab. O

Korollar 3.4. Haben zwei ebene, projektive Kurven F und G keine gemeinsame



Komponente, so gilt Y, mp(F)mp(G) < deg(F) deg(G).

Korollar 3.5. Schneiden sich zwei ebene, projektive Kurven F und G in mn
verschiedenen Punkten, wobei m = deg(F'),n = deg(G), so sind alle diese Punk-
te einfache Punkte von F und G.

Korollar 3.6. Wenn zwei ebene, projektive Kurven von den Graden m und
n mehr als mn gemeinsame Punkte haben, dann haben sie eine gemeinsame
Komponente.

4 Lineare Systeme von Kurven

Lemma 4.1 (Anzahl der Monome vom Grad d). Es gibt §(d+1)(d+2) Monome
in X,Y,Z vom Grad d.

Beweis. Es bezeichne dx (M) den Exponenten zu dem X, dy (M) den Exponen-
ten zu dem Y und dz (M) den Exponenten zu dem Z im Monom M vorkommt.
Es gibt nun d 4+ 1 Monome M vom Grad d mit dx (M) + dy (M) = d. Fiir festes
dx (M) €{0,...,d} gibt es d —dx (M) Monome M vom Grad d, also insgesamt
5(d+1)(d+2) Monome vom Grad d. Folgende Monomanordnung illustriert den
Beweis:

Xdy0z0 xd-tylzo .. Xxd=rynz0 o XO0ydz0
xd-tyozt . Xxdmnyn-lztbo o XOvyd-izt
Xd=nyOzn .. XOyd-nzn

X0y0z74

O

Bemerkung 4.2 (Identifikation von ebenen, projektiven Kurven mit Punkten in
einem projektiven Raum). Wir betrachten im Folgenden alle ebenen, projekti-
ven Kurven vom Grad d. Sei M1, ..., My eine feste Ordnung auf der Menge der
Monome in X,Y, Z vom Grad d wobei N = 1(d+1)(d + 2) (Lemma . Das
Vorgeben einer ebenen projektiven Kurve vom Grad d entspricht dem Wéhlen
von (ay,...,ax) € kN nicht alle gleich 0 via F = Zf\il a; M; wobei aber zu
beachten ist, dass (a1,...,an) und (Aag,...,Aay) fiir A € k* zum selben F'
fiihren. Mit anderen Worten korrespondiert also jede ebene projektive Kurve
vom Grad d zu einem Punkt in PNY—! = P%(@+3)_ Die ebenen, projektiven Kur-
ven vom Grad d formen in dieser Weise einen projektiven Raum der Dimenion
d(d+3).

Definition 4.3 (Lineares System ebener Kurven). Wir identifizieren die ebenen

Kurven vom Grad d mit ihren zugehorigen Punkten in P£(@+3) | Fiir homogene
Polynome Hiy,...,H, € k[Xy,... ,X%(d+3)] vom Grad 1 heilen die Polynome,

die zu den Punkten in V(Hj, ..., H,) korrespondieren Lineares System ebener
Kurven



Lemma 4.4. (i) Sei P € P2. Die Menge der ebenen projektiven Kurven vom
Grad d, die durch P verlaufen, bilden eine Hyperebene in Pg(d+3)
(ii) Ist T : P2 — P? ein projektiver Koordinatenwechsel, so definiert die Abbil-

dung
Menge der ebenen Menge der ebenen
T’ : { projektiven Kurven — projektiven Kurven
vom Grad d vom Grad d
F > FT
einen projektiven Koordinatenwechsel auf Pg(d+3),
Beweis. (i) Fir P = (z : y : 2) verlduft die zu (a; : ... : ay) € PV

mit N = £(d + 3) korrespondierende Kurve genau dann durch P, wenn
gilt vazl a;M;(x,y,z) = 0 wobei My,..., My eine festgelegte Ordnung
der Monome vom Grad d in k[X,Y, Z] sei. Es ist also (a1,...,an) €
V(Zﬁvzl M;(z,y,2)X;). Diese Punkte (ay : ... : ay) bilden eine Hyper-
ebene da nicht alle M;(x,y, z) gleich 0 sind.

(ii) Sei T' gegeben durch

T((SIJ LY Z)) = (b11$+b12y+b132 : b21$+b22y+b232 : b31l’+b32y+l)332)

mit b;; € k fir 4,5 € {1,2,3} und sei (ai,...,an) der zu F korrespondie-
rende Punkt, also F' = Zivzl a; M;. Sei weiterhin e;x der zu X, e;y der zu
Y und e;z der zu Z gehorige Exponent im Monom M; fir i € {1,...,N}.
Es gilt:

FT

N
=1
N
_ Z ai(XT)eix (YT)eiY (ZT)eiz
i=1

N
= Z a;(b11X 4 b12Y + 0132)“* (bo1 X + booY + bo3 Z)
i=1
(b1 X + b3oY + b33 Z)%2

N N

> |
J

i=1

b} M; fiir gewisse bj; € k wobei 4,5 € {1,...,N}
1

=

j=1 \i=1



T’ bildet also (aj : ...: ay) auf (Zi\; ably .. Zf\]:l a;b} ) ab. AuBer-
dem ist die durch T" gegebene Abbildung invertierbar, da T invertierbar
ist. Dies zeigt die Behauptung.

O

Lemma 4.5. Der Schnitt von n Hyperebenen in P™ ist nicht leer.
Beweis. Seien Hq, ..., H, C P" Hyperebenen. Sei

n+1
Z a; X; € k[X1,..., Xnq1]

=1

das H; definierende Polynom fiir j € {1,...,n}. Um zu zeigen, dass (|, H; #

() geniigt es offenbar zu zeigen, dass es ein (x1,...,2,41) € k™! gibt mit
Sl ajida; = 0 fiir j € {1,...,n} und beliebiges A € k*. Da die 1" a;i X;
fiir j € {1,...,n} homogen sind geniigt es bereits zu zeigen, dass

ai,1 e ai n+1 X1 0

ap1 -+ Gpn4l Xn+1 0
eine nicht triviale Losung fir X,..., X,,41 besitzt. Da aber der Rang der oben

betrachteten Matrix kleiner als die Zahl der Unbekannten ist und es sich um
die Représentation eines homogenen Gleichungssystems handelt, gibt es nicht-
triviale Losungen. O

Korollar 4.6. Aus Lemma und Lemmafolgt, dass es zu %(d+3) Punkten
in P2 stets eine durch diese verlaufende ebene projektive Kurve vom Grad < d
gibt.

Lemma 4.7. Sei P = (0 : 0 : 1) und F eine ebene projektive Kurve vom

Grad d mit F =Y | Fi(X,Y)Z%" wobei F; firi e {1,...,n} ein homogenes
Polynom vom Grad i bezeichne. mp(F') ist das kleinste m mit F,, # 0.

Beweis. Nach Definition der Vielfachheit gilt mp(F) = mp(Fy) wobei F die
Dehomogenisierung von F' nach Z bezeichne. Es ist also

n

mp(F) =mp(Y_ Fi(X,Y))

i=1
und so folgt nach Definition der Vielfachheit im Affinen die Behauptung. O

Lemma 4.8. Seien P,P,,..., P, € P?2. Es gibt unendlich viele Geraden, die
durch P aber nicht durch Py,..., P, verlaufen.

Beweis. Die Menge aller durch einen Punkt @ € P2 verlaufenden Geraden werde
als Hyperebene Hg in P? aufgefasst. Es ist nun zu zeigen, dass gilt: HpN (Hp, U
...UHp, )¢ # 0. Dies gilt genau dann, wenn (HpNHp,)U...U(HpNHp,) # Hp.



Die Aussage (HpNHp,)U...U(HpNHp,) = Hp liefert aber wegen Hp # Hp,

fir i € {1,...,n} einen Widerspruch zur Irreduziebilitdt von Hp. Dies zeigt die
Behauptung, denn Hp N (Hp, U...U Hp, )¢ # 0 ist offen in Hp und endliche
Mengen in Hp sind abgeschlossen. O

Satz 4.9. (i)

V(d;riPy,...,rnPy) := {Kurven vom Gradd|mp,(F) > r;,1 <i<n}

ist eine lineare Untervarietit von P23 mit Dimension > d(d+3) —

Zn ri(ri+1)
=1 2

(ii) d> (X0 r)—1= dim(V(d;r Py, . ..,7Py)) = 2(d+3) =30 rilrtd)

Beweis. (i) Fir einen festen Punkt P und eine ganze Zahl r < d + 1 bilden

(i)

die Kurven vom Grad d mit mp(F) > r eine lineare Untervarietat, wel-
che Schnitt von (d + 3) — w Hyperebenen ist: Nach Lemma (ii)
kénnen wir ohne Einschrankung P = (0 : 0 : 1) annehmen. Schreibe F' =
Zf\; a; M;, wobei My, ..., My wieder eine feste Ordnung der Monome in
k[X,Y,Z] vom Grad d sei und ay,...,ay € k. Sei M; = XexiYevizezi
firi € 1,...,N. Wegen Lemma folgt aus mp(F) > r die Bedingung
a; =0fallsex;+ey; <r.Esgibt 1+2+...4+r= w
also folgt die Zwischenbehauptung.

solche Monome,

Fiir den Schnitt S von k paarweise verschiedenen Hyperebenen in P™ gilt
dim(S) = n—k: Das Verschwindungsideal des Schnittes S wird von k paar-

weise verschiedenen, linearen Polynomen in k[Xjy,..., X,] erzeugt. Seien
diese Py,..., Py. (g :...: ) € S gilt genau dann, wenn

Pl(ao,...,an) = 0

Pk(()lo, ey an) =0

Dies ist ein lineares homogenes Gleichungssystem mit k& Gleichungen und
n + 1 Unbekannten, es gibt also einen n + 1 — & dimensionalen Lésungs-
raum. Nach geeignetem projektivem Koordinatenwechsel gilt dann also
S =V(Xn—k+1,.-.,Xp) und somit die Behauptung.

Sei m := (};~,r;) — 1. Fiir d = 1 oder m = 1 ist die Aussage trivial.
Im folgenden gelte also m > 1,d > 1. Zudem werde zunéchst der Fall
ry =...=r, =1 betrachtet. Sei V; = V(d; Py,..., B, fir i € {1,...,n}.
Nach Induktion gentigt es V,, # V,,_1 zu zeigen (Dimension einer Varietét
ist ihre Dimension als topologischer Raum). Seien Geraden L; so gewéhlt
(Dies ist moglich nach Lemma (4.8)), dass P; € L; fiir ¢ = j und P; ¢ L;
fir i # j gilt (4,5 € {1,...,n—1}). Sei zudem eine Gerade Ly gewéhlt, die
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durch keinen der Py, ..., P, geht. Definiere F' := Ly -...- Ln,ngfnJr1 (Be-
achted > (31, ri)—1). Esist nun F € V,,_y aber F ¢ V,,, also V,, # V,,_1.

Sei nun mindestens ein r; > 1. Sei ohne Einschrankung r re > 1
und P := P, = (0 : 0 : 1) (gegebenenfalls nach projektivem Koordi-
natenwechsel). Sei Vo := V(d;(r — 1)P,raPs,...,r,Pp). Fir F' € V, sei
F, = F(X,Y,1) = (Z:;Ol aiX"YT*I*") + Terme hoherer Ordnung. Sei
Vi .= {F € VWla; = 0firj < i}. Dann gilt Vp 2 V4 D ... DV, =
V(d;riPy,...,7Py). Es geniigt also V; # Vg fir i € {0,...,7r — 1} zu
zeigen, denn dann folgt dim(V (d;r1 Py, ..., Pp)) = dim(Vp) — r und da-
mit induktiv die Behauptung.

Sei Wy :=V(d—1;(r —2)P,roPs,...,r,P,) (Beachte d > (3°1_, r;) — 1).
Fir F € Wy sei wieder F, := F(X,Y,1) = a; XY™ 27 4 ... Setze
Wi == {F € Wy|a; = Ofiirj < i}. Nach Induktion gilt Wy 2 W1 2
QWT 1—V(d 1(7"—1)P7"2P2,.. ) Gilt F; e W;, F; ¢W1+1,
dann gilt YF;, € V;,2YF;, ¢ V;31 und XFT 9 € Vo1, XF,_ o5 ¢ V, also
V#‘/Z+1fur26{0 ’I“—l}

]
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