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Seminar

Einfuhrung in die Theorie der algebraischen
Kurven

Vortrag 1: Schnittzahlen affiner Kurven

Moritz Schonwandt

Vielfachheiten von Punkten

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.
In dem Vortrag soll die Schnittzahl affiner Kurven definiert werden. Dazu betrachten wir zunachst
die Vielfachheit von Punkten auf einer einzelnen Kurve.

Definition 1 (Affine ebene Kurve). a) ZweiPolynome F, G € k[X, Y] heien dquivalent (schrei-
be F' ~ (), wenn wenn es ein Skalar A € k* gibt mit F' = \G.

b) Ein Element aus k[X, Y]/N, welches nicht die Restklasse der konstanten Polynome ist, heifSt
affine ebene Kurve.

Bemerkung 2. ¢ Wir identifizieren eine affine ebene Kurve mit einem (beliebigen) Polynom
welches die Restklasse reprasentiert.

¢ Die irreduziblen Komponenten von einem Polynom F' (mit entsprechenden Vielfachheiten)
sind die irreduziblen Komponenten der affinen ebenen Kurve (mit den entsprechenden Viel-
fachheiten)

Definition 3 (einfacher Punkt und Tangenten). Sei F' € k[X,Y] ein irreduzibles Polynom (eine
irreduzible ebene Kurve).

a) EinPunkt P € F (P € Z((F'))) heit einfach, wenn %(P) # 0 oder %(P) # 0, wobei

% bzw. 3—5 die formale Ableitung nach X bzw. Y bezeichnen.

b) Ist P = (a,b) ein einfacher Punkt von F, dann ist %(P)(X —a) + %(P)(Y —b) die
Tangente von F'in P.
Bemerkung 4. Eine affine ebene Kurve mit nur einfachen Punkten heilt nicht-singuldre Kurve.
Diese anschauliche Definition ermdglicht nur, einfache von mehrfachen Punkten zu unterscheiden.

Eine genaue Vielfachheit liefert folgende Definition.

Definition 5 (Vielfachheiten von Punkten). Sei F' € k[X, Y] ein beliebiges, nicht konstantens Po-
lynom (eine affine ebene Kurve).

a) Schreibe F' = F,,,+F 1+ -+ F, mit F; € k[Xy]homogenvom Gradiund F,,, # 0 # F,.
Dann ist m die Vielfachheit mp(F') von F im Punkt P = (0,0).



b) Sei F,,, wieina)und F,, = [, L;* mit L, homogen vom Grad 1 und paarweise verschieden.
Dann sind die L; die Tangenten an F'in P = (0,0).

Bemerkung 6. ¢ Diein der Definition benutzen Zerlegungen existieren immer und sind eindeu-
tig. Flr die Zerlegung in b) siehe auch (Fulton, 1969, §2.6 Corollary).

¢ Die Definitionen erweitern sich auf beliebige Punkte durch Translation.
¢ Die Definition ist im Fall m = 1 mit der Definition fir einen einfachen Punkt dquivalent.

e Esgilt Pe F< mp(F) >0

Wie in der Definition bereit geschehen, ist es haufig sinnvoll sich auf leichte Falle wie P = (0,0)
zu beschranken. Etwas allgemeiner und formaler haben wir den Begriff eines Affinen Koordinaten-
wechsels.

Affiner Koordinatenwechsel

Definition 7. Eine Abbildung T : A}’ — A} heift affiner Koordinatenwechsel, wenn T" bijektiv und
in jeder Komponente durch ein Polynom vom Totalgrad 1 gegeben ist.

Bemerkung 8. ¢ Ein affiner Koordinatenwechsel besteht aus einer Translation und einer linea-
ren Abbildung (T; = > ainj) und ist somit durch einen anderen affinen Koordinatenwech-
sel umkehrbar (LA1).

¢ Ein solcher Koordinatenwechsel induziert eine Abbildung auf den Koordinatenringen von al-
gebraischen Mengen. Das Bild eines Polynoms F' € k[X, Y] wird mit F'7 bezeichnet.

e Fir Varietaten induziert T" einen Isomorphismus auf den lokalen Ringen.

Diskrete Bewertungsringe

Um die Schnittzahlen zu defineren, wollen wir uns die Eigenschaften der lokalen Ringe aus der Va-
rietdtentheorie zu Nutze machen. Daher zunachst eine kleine Einfiihrung in diskrete Bewertungs-
ringe.

Definition 9 (Diskreter Bewertungsring). Ein Integritdtsbereich R, der kein Korper ist heil’t diskre-
ter Bewertngsring (DBR, engl. DVR), wenn R noethersch und lokal ist und das maximale Ideal ein
Hauptideal. Ein Erzeuger des maximalen Ideals heiRt uniformisierendes Element.

Proposition 10. Sei R ein diskreter Bewertungsring, m das maximale Ideal und k der zugehérige
Restklassenkérper. Sei t ein uniformisierendes Element. Dann gilt

a) Fiiralle z € R gibt es genau eine Darstellung z = ut™ firu € R* undn € Ny

b) Die Zuordnung z — sup{n € Ny|z € m"} definiert eine Bewertung ord : R — Ny U {o0}
mit
i) ord(z) =c0o = 2=0
if) ord(zz) = ord(x) + ord(z)
iii) ord(xz + z) > min(ord(z), ord(z))

c) Es gilt dim(m™/m"*1) = 1 fiir alle n € N und ord(z) = dimy R/(2) fiir alle z € R.



Bemerkung 11.  Dieinder Proposition unter a) und b) genannten Eigenschaften sind charkte-
risierend, d.h. sie ermoglichen eine dquivalente Definition einen diskreten Bewertungsrings.

¢ Die Bewertung ord l3sst sich auf den Quotientenkorper von R fortsetzen mit
ord(1/z) := —ord(z).
Dann gilt fur z € Quot(R)

x € R<ord(z) >0
xem < ord(z) >0

Charakterisierung durch lokale Ringe

Sei k ein algebraisch abgeschlossenener Korper.
Fir ein Primideal I C k[X1,..., X,]ist V = Z(I) C A} eine affine Varietit. Wir erinnern uns an
einige Begriffe aus der algebraischen Geometrie:

A(V) = K[X,Y]/I der affine Koordinatenring
K (V) = Quot(A(V)) der Funktionenkérper
Op(V)={z e K(V)|3f,g€ A(V),9(P) #0: f/g = x} der lokale Ringan P € V'
mp(V)={z € K(V)|3f,g€ A(V),g9(P) #0,f(P)=0: f/g = x} das maximale Ideal von Op (V')

Proposition 12. Sei I C k[X1,...,X,] ein Ideal mit Z(I) = {Py,... Py} endlich. Setze O; =
Op,(A}). Dann gilt

N
i=1

Beweis. Siehe (Fulton, 1969, §2.9 Proposition 6)

Korollar 13.

N
dimg (k[X1, ..., Xp]/T) =Y dimg(0;/10)

Korollar 14. Wenn Z(I) = P dannist k[ X1, ..., X,]/1 = Op(A})/IOp(A})

Theorem 15. Sei F' € k[X, Y] eine irreduzibles Polynom (eine irreduzible Kurve) und P € F'. Dann
gilt:
mp(F) =1 < Op(F) ist ein diskreter Bewertungsring

In diesem Fall ist die Restklasse jeder Geraden L durch P, die keine Tangente an F' ist, ein unifor-
misierendes Element.

Beweis. ,=“ Esgiltmp(F) = 1 und somit gibt es eine eindeutige Tangente L'. Sei L eine Gerade
durch P mit L # L’. Aus LA1 wissen wir, dass es einen affinen Koordinatenwechsel 1" gibt
mit T'(P) = (0,0),T(L) = X und T(L’) = Y. Die Vielfachheit dndert sich unter affinen
Koordinatenwechseln nach Definition nicht und da die lokalen Ringe zueinander isomproph
sind kénnen wir ohne Einschrankung P = (0,0), L = X und L' =Y annehmen.



Da Y die Tangente ist, kénnen wir schreiben F' = Y + F' mit F' € (X2, XY, Y?). Weiterhin
|asst sich F” zerlegenin F/ = YG — X2H mit G € (X,Y) und H € k[X]. Wenn wir die
Restklassen der Polynome in A(V') mit Kleinbuchstaben bezeichnen gilt (1 +g) € Op(V)*,
denn (1 4+ G)(P) # 0. Esfolgt mit f =0 € Op(V)

y=a’h(l+g)”"

Und somit mp(F) = (z,y) = (), was zu zeigen war.

»<="“ Folgt aus dem ndchsten Theorem.
O

Bemerkung 16. Wenn P ein einfacher Punkt ist (mp(F') = 1) und L eine Gerade durch P. Dann
gilt:
List Tangente an F' < ordp,, () (L) > .1

Theorem 17. Sei F' € k[X, Y] eine irreduzibles Polynom (eine irreduzible Kurve) und P € F'. Dann
gilt
mp(F) = dim(mp(F)" /mp(F)"*,

firn > mp(F).

Beweis. Wie im Beweis von Theorem 1 kdnnen wir uns auf dem Fall P = (0, 0) beschréanken. Setze
O :=0p(F),m=mp(F)und I :=m:=mp(F)=(X,Y).
Betrachte folgende exakte Sequenz

0 —m"/m" ! — O/m" - O/m" - 0.

Somit gilt
dimy (m™ /m"™ ™) = dim;,(O/m™™1) — dimy,(O/m™).

Wir wollen also dim (O /m™) fur jedes n > m bestimmen. Dazu betrachten wir folgende Isomor-
phien:

KX, Y]/(I", F) = Op(A7)/(I", F)Op(A}) =2 Op(F)/I0p(F) = O/m,

wobei die erste Isomorphie sich aus Korollar 14 folgt, da Z (1", F') = { P} gilt. Die zweite Isomor-
phie ergibt sich einfach beim Ubergang zu den Restklassen. Somit wollen wir dim;[X,Y]/(I", F)
fur jedes n > m bestimmen. Die Abbildung ¢ : k[X,Y] — k[X,Y],G — FG induziert folgende
exakte Sequenz:

0 = KX, Y]/ ™ 5 kX, Y]/ I 5 KX, Y]/(I7 F) = 0,
wobei 7 die kanonische Projektion ist.

Exaktheit links: Da ' € ™ gilt: G € I"™™ = F'G € I"™. Und eine Zerlegung von F und G in
homogene Polynome zeigt, da F' keine homogenen Teile von Grad < m hat und k[ X, Y] ein
Integridtsbereich ist, dass die homogenen Anteile von G vom Grad < n — m verschwinden
mussen.

moth=0:7m(F)=0
Exaktheit mitte: Elemente aus dem Kern von 7 sind Vielfache von F'.

Exaktheit rechts: Die kanonische Projektion ist surjektiv.




Somit gilt
dimg (k[ X, Y]/(I", F)) = dimg(k[X,Y]/I") — dimg (k[ X, Y]/I"™)
und es reicht dimy (k[ X, Y]/I") fur n € N zu berechnen. Die Menge der Restklassen von
{1,X,Y, X%, XY, Y? X3 X?Y,..., Y"1}
bilden offensichtlich eine Basis, somit ist

n(n+1).

dimk(k[X,Y}/I"):1+2+3+...+(n_1): 5

Alles zusammen ergibt (dim = dim;,)

dim(m™/m™ ) = dim(O/m" ) — dim(O/m™)
= dimk[X,Y]/I" — dimk[X,Y])/T"T™ — dim k[X,Y]/I" + dim k[ X, Y]/ T"™

(n+D)(n+2)—(n+2—m)(n+1—m)—(n+n+(n—m+1)(n—m))
(n+1)2+ (n—m+1)(—2))

(2n+2—2n+2m — 2))

3 [\D\HM\HM\}—‘

Definition der Schnittzahl

Nun zur Definition der Schnittzahl.
Zu F,G € k[X,Y]und P € AZ suchen wir eine Zahl I(P, F N G) € Ny U {oo} mit folgenden
Eigenschaften.

(1) I(P,FNG o0 < F' und G haben eine gemeinsame Komponente.

(2) (PLFNG)=0&P¢FNG

( ) =
( )
(3) I(P,FNG) = I1(Q, FT N G") fiir jeden affinen Koordinatenwechsel T.
(4) I(P,FNG)=I(P,GNF)

(

(5) I(P, FNG) > mp(F)mp(G) mitGleichheit genau dann wenn F und G keine gemeinsamen
Tangenten in P haben.

(6) I(P,FNGH) =I(P,FNG)+I(P,F N H)
(7) I(P,FNG)=I(P,FN(G+ AF)) fur beliebiges A € k[ X, Y].

Theorem 18. Die Schnittzahl 1(P, F' N G) existiert und ist eindeutig fiir alle F,G € k[X,Y] und
Pe Az. Es gilt
I(P,FNG) = dimy(Op(A2)/(F,G)Op(A2)).



Beweis. Wir zeigen zundchst die Eindeutigkeit.

Eindeutigkeit: Seien F, G € k[X,Y]\{0} und sei P € A7. Wenn F und G eine gemeinsa-
me Komponente haben, oder P gar kein Schnittpunkt ist (P ¢ F N G).Soist I(P,F N G)
eindeutig durch die Regeln (1) und (2) bestimmt. Und weiterhin kénnen wir reicht es die
Eindeutigkeit fur den Fall P = (0, 0) zu zeigen. Denn ist dies gezeigt, so liefert (3) die Eindeu-
tigkeit fur alle Punkte. Sei also ohne Einschrankung P = (0, 0) Wir zeigen die Eindeutigkeit
durch Induktion tiber n = I(P, F N G)

Induktionsanfang n=0: liefert (2)
Induktionsschritt: Setze r = deg F'(X,0) und s = deg G(X,0). &r < s (4)
Fall1r =0:Dannteilt Y F,alsogilt F = Y H furein H € k[X, Y] und mit (6)

I(P,FNG)=I(P,HNG)+I(P,Y NG).

Nunist P € Y N G, daherist I(P,Y N G) > 1 und somit I(P, H N G) nach
Induktionvorausetzung eindeutig bestimmt. Es reicht nun die Eindeutigkeit von
I(P,Y N G) zu zeigen. Schreibe dazu G = X™(ap + a1 X + ...) mitag # 0
mit einem eindeutigen m. Dann gilt

1(P,Yna) C 1(P,ynX™ +I(P.Y Nap+ar X +...) 2 I(P,YNX™) =m
da X" und Y keine gemeinsamen Tangenten in P haben. Diese Berechnung ist
eindeutig!

Fall2r > 0:DaI(P,ANF) = 0furalle A € k* nach (2) kdnnen wir mit (6) auch
AF statt F' betrachten. Seien nun F' und G so skaliert, dass F'(X,0) und G(X,0)
normiert sind. Dannistfur H = G— X"*F I(P, FNG) = I(P, FN H) nach (7)
und deg H(X,0) < s. Setze diese Verfahren nun wiederholt an bis Fall 1 eintritt.
Da der Grad eines Polynoms eine natdrliche Zahl ist, muss das Verfahren in endlich
vielen Schritten terminieren. Somit ist die Eindeutigkeit der Schnittzahl bewiesen.

Existenz Setze I(P, F N G) = dimy(Op(A2)/(F,G)). Wir miissen nun die Axiome (1) bis
(7) nachweisen. Die Operationen in (4) und (7) verandern das Ideal und somit die Dimension
nicht. Daher sind diese beiden Axiome erfiillt. Auch sind beide Seite invariant unter affinen
Koordinatenwechseln, daher ist (3) erfillt und wir kdnnen wieder ohne Einschrankung P =
(0,0) annehmen.

zu (1) ,=“Sei H eine gemeinsame Komponente, dann ist (F, G) C (H) und somit

dimy.(Op(A2)/(F, H)) > dimy(Op(A})/(H)) = dimy(Op(H))
> dimy (A(H)) = dimy ([X, Y]/(H)) = o0

Die letzte Gleichheit folgt aus #Z(H ) = oo, denn zu beliebigen festen Punkten P, . .., P,
lassen sich 7 linearunabhéngige Polynome F7, ..., F;. finden. (Wahle F; mit F;(P;) =

0i5)

»<=“Wenn F und G keine gemeinsame Komponente haben, dannist#Z((F, G)) < cc.
Und aus Korollar 13 folgt die Endlichkeit von dimg(Op(A2)).

2u (2),=“Ist I(P,FNG) = 0,sogibtes A, B € Op(A?) mit AF + BG = 1 Also ist
P¢FNG.

»,<=“Wenn P ¢ F'NG,dannist F(P) # 0 oder G(P) # 0. Und somit F' oder G €
Op(A2)%,also Op(A2)/(F, H) = 0.



zu (6) Nach (1) kbnnen wir annehmen, dass F'und G H keine gemeinsamen Komponen-
ten haben. In diesem Fall wiren beide Seiten der Gleichung co. Setze O := Op(A%)
und betrachte die durch ¢ : O — O, A — AG induzierte Abbildung in folgender
Sequenz.

0= O/(F,H) % 0)(F,GH) % O/(F,G) - 0
Wir zeigen, dass diese Sequenz wohldefiniert und exakt ist, wobei 7 die kanonische
Projektion bezeichnet. Dann folgt das Axiom (6) aus der Dimensionsformel.
1) wohldefiniert: 1) ((F, G)) C (F,GH)v
o =0:v
Exaktheit links: Sei a € O/(F, H) mit ¢)(a) = 0. Dann gibt es u,v € O mit Ga =
uF +vGH.Wiéhle S € K[X,Y]| mit S(P) # 0und mitU := Su,V := Sv und
A := Saallein k[ X, Y] (Multiplikation mitden Nennern) . Danngilt G(A—V H) =

UF € k[X,Y] und da F und G teilerfremd sind, ist A — VH = FD fir ein
D € k[X,Y]. Dies fuhrt zua = &F + 8L € (F, H)O.

Exaktheit mitte: Elemente aus dem Kern von 7 sind Vielfache von Gv

Exaktheit rechts: Die kanonische Projektion ist surjektiv.

zu (5) Wie in dem Beweis, dass (6) gilt, konnen wir annehmen, dass F' und G keine
gemeinsamen Komponenten haben. Und nach (1) kdnnen wir annehmen, dass P wirk-
lich ein Schnittpunkt ist, sonst ist die Ungleichung trivialerweise erfillt. Setze O :=
Op(A2), m := mp(F),n := mp(G) und I := (X,Y) = mp(AZ). Somit haben wir
F € I und G € I"™. Betrachte die beiden exakten Sequenzen.

E[X,Y)/I" x K[X,Y]/IT™ 5 E[X, Y]/ I — k[X,Y]/(I"™, F,G) = 0
und -
O/(F,G) - O/(I"™™ F,G) — 0.
Die jeweils letzten beiden (von null verschiedenen) Vektorraume sind nach Korollar 14
isomorph, denn Z(I"*™ F,G) = { P} Es ergibt sich
I(P,FNG) =dimg(O/(F,G)
> dim, (O/(I"™, F, Q) = dimi [ X, Y]/ (I, F, G)
> dim [ X, Y]/I™™ — dimg [ X, Y] /I — dimg [ X, Y]/ T™

(n+m+1)(n+m)—(n+1)n—(m+1)m)

(n2+m2+2nm+n+m—n2—n—mQ—m):nm

N~ N

Mit Gleichheit genau dann wenn ¢ und 7 injektiv sind. Somit folgt Axiom (5) als folgen-
dem Lemma.

]
Lemma 19. Mit Bezeichnungen wie im Beweis von vorherigem Theorem gilt.

(i) Wenn F und G keine gemeinsamen Tangenten an P haben, so gilt I' C (F,G)O fiir alle
t > m + n — 1. Insbesondere ist 7 ein Iso.

(ii) F und G haben genau dann keine gemeinsamen Tangenten an P, wenn  injektiv ist.



Beweis. a) Da F und G keine gemeinsame Komponente haben, ist die Schnittmenge endlich.

b)

Seialso Z(F,G) = {P,Q1,...,Qs}. Wéhle H € k[X,Y] mit H(Q;) = 0und H(P) # 0.
Dannsind HX, HY € I(Z(F,G)) = /(F,G) . Esgibt also ein N € N sodass

(HX)N (HY)N € (F,G)0

gilt. Da H(P) # 0ist H € O* und somit I2NV c (XN, YY) C (F,G)O. Trivialerweise ist
nunauch I C (F,G)O firallet > 2N. Wir nutzen dies als Induktionsanfang fiir eine Riick-
wartsinduktion unter der Nebenbedingung ¢ > m + n — 1. Dies zeigt dann die Behauptung.

Induktionsschritt: Seien L1, ..., L., die Tangentenan F'in Pund M, ..., M, die Tangenten
an G in P. Setze L; = L,, und M; = M, fir i > m beziehungsweise j > n und setze
Aij =I11Ly---L;Mi{Ms--- Mj fur alle 1,] € Np.

Behauptung: Die Menge {A;;|i + j = [} bildet eine Basis des k-Vektorraums der ho-
mogenen Polynome vom Grad .

Beweis: Die Menge { X!, X!~1Y,... Y} ist eine Basis und hat gleiche Kardinalitit es
genligt also die lineare Unabhangigkeit zu zeigen. Sei also

-1
N My My = Z NiAir—i.
i=0

Dann teilt L; die rechte Seite aber nicht die Linke, denn L; ist homogen vom Grad 1
und beschreibt nicht die gleiche Tangente wie ein M;. Daher ist A; = 0 und

-1
Z ANiAy—i/L1=0.
i=0

Da k[ X, Y] Integritatsbereich ist, reicht es die lineare Unabhangigkeit der { A;;_;/L1}
zu zeigen. So kann man induktiv weiter fortfahren, wenn man die Behauptung fir be-
liebige ' und G formuliert. v/

Wir wollen nun I*  (F,G)O zeigen, wenn I* C (F,G)Ofirallet’ > tundt > m+n— 1.
Dazu genligt es nun A;; € (F,G) zu zeigen fir alle ¢, j € NNy miti+ j > m +n — 1. Sei
nunt, j miti+j > m+n — 1 fest gewahlt, dannist ¢ > m oder j > n. Ohne Einschrankung
sei ¢ > n dann gibt es ein homogenesB € k[X,Y ]| vom Grad i + j — m mit A;; = A,,0B.
Schreibe F' = A, + F' mit F' € I, danngilt A;j = BF + BF' mit BF € (F,G) und
BF' € I*7t1 C (F, G)O nach Induktionsvoraussetzung.

,=" Seien A, B € k[X,Y] mit AF + BG € I"*™. Schreibe
A=A, + ,Terme h6herer Ordnung “ und B = B + ,,Terme h6herer Ordnung*.

Angenommen r < n oder s < m, dannist AF + BG = A,F,, + B,G,, + --- € I,
Dies geht nur wennr +m = s + nund A, F,, = —G,, B Da aber F},, und G, teilerfremd
sind (F und G haben keine gemeinsamen Tangenen in P), folgt A, teilt G,, und By teilt F;,,
insbesondere ist 7 > m und s > m. Widerspruch!

»<=* Sei L eine gemeinsame Tangente. Schreibe F,, = LF, _, und G,, = LG/, _,.Dannist

90( Infp - 73171) = FG;lfl - GF&A
= FmG’/nfl - GTLFA’L*l
= LF;nflG;lfl - LG%leﬁfl =0



Definition 20 (Schnittzahl). Zu F, G € k[X,Y]und P € Az ist die Schnittzahl I( P, FNG) definiert
als dim(Op(A2)/(F,G)Op(A2))

Bemerkung 21. e Das Axiomenset (1) bis (7) ist nicht minimal.
¢ Der Eindeutigkeitsbeweis liefert einen Algorithmus zur Bestimmung der Schnittzahl.

Satz 22. Sei F,G € k[X,Y]und P € Ai. Die Schnittzahl erfiillt zusdtzlich folgende zwei Eigen-
schaften.

(8) mP(F) =1= I(P,F N G) = ordOP(F)(G)
(9) Falls F und G keine gemeinsamen Komponenten haben, gilt

> I(P,FNG) =dimy(k[X,Y]/(F,G)
P

Beweis.  (8) Da P einfacher Punktvon F'ist, liegt P nur auf einer irreduziblen Komponente, daher
nehmen wir an, dass F irreduzibel ist. Aus der Isomorphie Op(A2)/(F,G) = Op(F)(G)
und dem Resultat c) der Proposition 10 folgt die Behauptung.

(9) Dies folgt direkt aus Korollar 14.
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