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Aufgabe 25. (3·2 Punkte)
Für X = SpecQ(

√
2) berechne die Faserprodukte

(i) X ×Q Q(
√
3)

(ii) X ×Q Q(
√
2)

(iii) X ×Q Q(
√
2,
√
3)

und fertige Bilder an.1

Aufgabe 26. (6 Punkte)
Ist Q ein algebraischer Abschluss von Q, so gibt einen natürlichen Homöomorphis-
mus zwischen SpecQ×Q SpecQ und G(Q|Q).

Aufgabe 27. (3·2 Punkte)
Wir nennen ein k-Schema X geometrisch irreduzibel (reduziert, integer, …), wenn
X ×k kalg irreduzibel (reduziert, integer, …) ist.

(i) Die affine Kurve x2 = 2y2 über Q ist irreduzibel, aber nicht geometrisch
irreduzibel.

(ii) Die affine Kurve yp = txp über Fp(t) ist reduziert, aber nicht geometrisch
reduziert.

(iii) Für X = SpecQ[x, y]/(x2+y2−1), Y = SpecQ[x, y]/(x2+y2+1) und L = Q(i)
ist XL

∼= YL als Schemata über L, aber X ̸∼= Y .

Aufgabe 28. (6 Punkte)
Beachte zunächst folgende Definition: Eine Eigenschaft P von Ringhomomorphis-
men heißt lokal, wenn gilt:

(a) Hat R −→ S die Eigenschaft P und ist f ∈ R, so hat der induzierte Morphis-
mus Rf −→ Sf die Eigenschaft P .

(b) Sind f ∈ R, g ∈ S, und habe Rf −→ S die Eigenschaft P , so auch der
induzierte Homomorphismus R −→ Sg.

(c) Ist R −→ S, (g1, . . . , gr) = S und haben alle induzierten R −→ Sgi die
Eigenschaft P , so auch R −→ S.

Sei P eine lokale Eigenschaften von Ringhomomorphismen. Für einen Morphismus
von Schemata f : X −→ Y sind äquivalent:

(i) Ist SpecB ⊆ X affin offen und f(SpecB) ⊆ SpecA, so hat die induzierte
Abbildung A −→ B die Eigenschaft P .

(ii) Es gibt eine offene affine Überdeckung Y =
∪

i SpecAi, von Y und offene
affine Überdeckungen f−1(SpecAi) =

∪
j SpecBi,j , sodass alle induzierten

Abbildungen Ai −→ Bi,j die Eigenschaft P haben.
(iii) Für jedes x ∈ X gibt es eine offene affine Umgebung x ∈ SpecB und eine offene

affine Teilmenge SpecA ⊆ Y , sodass f(SpecB) ⊆ SpecA und die induzierte
Abbildung A −→ B die Eigenschaft P hat.

1Ist K ein Körper, X −→ SpecK ein K-Schema und L|K eine Körpererweiterung, so schreiben
wir oft auch einfach X ×K L oder sogar XL für X ×Spec K SpecL.


